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"A mente que se abre a uma nova ideia jamais voltard ao seu tamanho original”

Albert Einstein.



Resumo

O principal objetivo desta dissertagao é estudar as bifurcagoes de Hopf de codimensoes
1 e 2 em sistemas de equacoes diferenciais ordinarias. Para sistemas de dimensao n, com
n > 2, utilizaremos dois métodos: o Metdédo da Projecao e a Reducao de Lyapunov-
Schmidt. Faremos uma comparacao destes, no sentido de enfatizar suas semelhancas e

diferencas.

Palavras—chave: Bifurcacao de Hopf, Método da Projecao, Reducao de Lyapunov-
Schmidt, Bifurcacao de Bautin.
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Abstract

The main goal of this dissertation is to study the Hopf bifurcation of codimension 1 and
2 in systems of ordinary differential equations. For systems of dimension n, with n > 2,
we will use two methods: the Projection Method and the Lyapunov-Schmidt Reduction.

We will compare them in order to emphasize their similarities and differences.

Key words: Hopf Bifurcation, Projection Method, Lyapunov-Schmidt Reduction, Bautin

Bifurcation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao
Considere o sistema de equacoes diferenciais dependendo do parametro «
= f(z,a), z€R" «aecR™ (1.1)

Dizemos que o sistema (1.1) apresenta uma bifurcagao se existe uma valor do parametro,
ap, tal que para toda vizinhanga U de «q existem oy e «q, tais que 2’ = f(z,aq) e
x' = f(z, ag) ndo sio topologicamente equivalentes.

As bifurcacoes podem ser locais ou globais. As bifurcacoes locais sao aquelas que
podem ser detectadas observando-se o comportamento dos autovalores da parte linear do
campo de vetores e analisadas por meio da expansao em série de Taylor do campo de
vetores.

Neste trabalho estudaremos as bifurcacoes de Hopf locais de codimensoes 1 e 2 em
sistemas do tipo (1.1), com n > 2. Entenderemos por codimensao o ntimero de parametros
que devem ser variados para que a bifurcacao ocorra.

A bifurcacao de Hopf é caracterizada pelo surgimento de uma o6rbita periodica simul-
taneamente a troca de estabilidade do ponto de equilibrio. Sua anélise e descoberta é
atribuida a E. Hopf que em 1942 estabeleceu condicoes para a ocorréncia de tal bifurcacao
num sistema n-dimensional. Entretanto, esse tipo de bifurcacao ja havia sido sugerida por

Poincaré, em 1892, e estudada por Andronov, em 1929.



Para a bifurcacao de Hopf planar de codimensao 1, utilizaremos a mesma abordagem
utilizada em [8]. Estudaremos analiticamente a forma normal da bifurcagao no plano, em
seguida encontraremos condigOes para que um sistema planar que apresente a bifurcacao
seja topologicamente equivalente & forma normal, feito isso utilizaremos o Teorema da
Forma Normal de Hopf para estudarmos a bifurcacao. Este teorema apresenta condigoes
sobre a equacao diferencial para que a bifurcacao ocorra.

A partir deste estudo obteremos uma fomula explicita para o calculo do primeiro coe-
ficiente de Lyapunov do sistema, cujo sinal nos dara informacoes sobre a estabilidade da
orbita periodica.

Para a bifurcacao de Hopf planar de codimensao 2 faremos o mesmo processo feito
para a de codimensao 1, porém nesse caso utilizaremos o Teorema da Forma Normal de
Bautin e obteremos uma férmula para o calculo do segundo coeficiente de Lyapunov do
sistema.

Na literatura sobre bifurcacao de Hopf, podemos identificar seis métodos distintos para,
o estudo das bifurcacoes em sistemas de dimensao maior que 2. Aqui abordaremos dois
métodos para a bifurcacao de codimensao 1: o Método da Projecao e o Método da Redugao
de Lyapunov-Schmidt. Para bifurcacao de codimensao 2 aplicaremos somente o primeiro.
Para maiores informagoes sobre os outros métodos veja [5].

Nosso objetivo é apresentar uma analise comparativa dos dois métodos, a partir da
qual o leitor poderé identificar qual deles devera utilizar para obter as informacgoes que
deseja sobre a bifurcacao.

Todas as figuras presentes no trabalho, exceto a 5.1, foram retiradas de [8|.

1.2 Estrutura da Dissertacao

A dissertacao esta estruturada como segue:

e Capitulo 2) Estudaremos a bifurcagdo de Hopf planar de codimensao 1. O estudo
realizado foi baseado em [8]. Primeiramente, falaremos sobre a defini¢do da bifur-
cacao e exemplificaremos apresentando suas formas normais. Em seguida, enuncia-

remos e demonstraremos teoremas que nos fornecam condicoes para a existéncia da



bifurcacao em sistemas planares, em seguida, aplicaremos esse teorema na equacao

que modela o fenémeno biol6gico predador-presa.

Capitulo 3) Estudada a bifurcagdo em sistemas planares, posteriormente estuda-
remos em sistema n-dimensionais, com n > 2. Inicialmente utilizaremos o Método
da Projecao, que nos permite diminuir a dimensao do sistema para 2, e a partir dai

podemos utilizar os resultados do Capitulo 2 para o estudo da bifurcagao.

Obteremos também uma férmula para calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov do
sistema. Para finalizar, mostraremos através da aplicacao do método, que o sistema
que modela o fenémeno fisico feedback control apresenta uma bifurcacao de Hopf. O

estudo realizado neste capitulo foi baseado nas referéncias [7] e [8].

Capitulo 4) Apresentaremos outro método para sistemas n- dimensionais: o Método
da Reducao de Lyapunov-Schmidt. Inicialmente apresentaremos o algoritmo do mé-
todo, que ¢ divido em 5 passos, enunciaremos e justificaremos matematicamente cada
passo envolvido. Em seguida, aplicaremos o algoritmo em sistemas n-dimensionais
que apresentam uma bifurcacao de Hopf de codimensao 1. Feito isso, utilizaremos a,
Reducao feita anteriormente para demonstrar o Teorema de Hopf, a partir do qual

obteremos informagoes sobre a bifurcagao. A principal referéncia utilizada foi [2].

Capitulo 5) Neste capitulo aplicaremos os resultados obtidos a partir do Método
da Projecao e da Reducgao de Lyapunov-Schmidt para estudar a bifurcacao de Hopf
na equacao que modela o sistema biolégico conhecido como Repressilator. Busca-
mos com isso fazer uma comparacao destes métodos, no sentido de enfatizar suas
semelhancas e diferencas. Em seguida, faremos uma extensao do modelo e, para essa
extensao, apresentaremos o diagrama de bifurcacao. Este capitulo foi baseado no

artigo [3].

Capitulo 6) Este capitulo serd dedicado & bifurcagao de Hopf de codimensao 2 ou
bifurcacao de Bautin. Primeiramente, estudaremos a bifurcacao em sistema plana-
res, apresentamos o conceito da bifurcacao e exemplificaremos apresentando suas
formas normais. Em seguida, enunciaremos e demonstraremos teoremas que nos for-

necam condigoes para a existéncia da bifurcacao em sistemas planares. Estudaremos



também o diagrama de bifurcacao, com o intuito de destacar o carater geométrico.
Para finalizar, aplicamos o Método da Projecao para sistemas n-dimensionais, n > 2

que exibem a bifurcacao. O estudo feito neste capitulo foi baseado nas referéncias

[5], [7] e [8].



Capitulo 2

Bifurcacao de Hopf no plano

Abaixo seguem algumas defini¢oes que utilizaremos ao longo deste capitulo.

Definicao 2.0.1. Um ponto de equilibrio xo do sistema

com [ suave e x € R™, é chamado hiperbdlico se todos os autovalores de J(xq) tém
partes reais ndo nulas, onde J(xg) = D f(xq) representa a matriz Jacobiana de f(x)

no ponto xy.

Definicao 2.0.2. Um ponto de equilibrio hiperbolico do sistema

com [ suave e v € R?, chama-se foco se J(xq) possuir dois autovalores complexos.
Se a parte real desses autovalores for negativa chamaremos xq de foco atrator. Se a

parte real dos autovalores for positiva de foco repulsor.

A principal referéncia utilizada para confecgao deste capitulo foi [8].

2.1 Formas Normais da bifurcacao de Hopf no plano

Considere o sistema de equacgoes diferenciais dependende do parametro «

' = f(z,a), z=(11,70) ER*} a€R. (2.1)



Definigao 2.1.1. O sistema (2.1) apresenta uma Bifurca¢cdo de Hopf se a partir
de uma pequena perturbacao no parimetro «, ocorre uma mudanca de estabilidade
do ponto de equilibrio, de foco atrator para foco repulsor (ou vice versa) com o sur-

gimento de um ciclo limite estdvel (instdvel, caso contrdrio).

Vejamos alguns exemplos.  Considere o sistema de equacoes diferenciais

v = ary — 19 — 11 (23 + 23),
1 11T 25 (2.2)

/o 2 2
Th =11 + axy — x9 (7 + 73) .

Note que, para qualquer a € R, a origem ¢ o tinico ponto de equilibrio do sistema

(2.2) com matriz Jacobiana dada por

a —1
A=
1 «
que possui autovalores A\ o = o £ 4.
Fazendo a mudanca de variaveis
x1 = pcos (0),
(2.3)
x9 = psen (0),
o sistema (2.2) assume a forma
o' cos (0) — pb'sen (0) = apcos (6) — psen (0) — p3 cos (), (2.4
24

p'sen (0) + p@’ cos (6) = pcos (0) + apsen (0) — p*sen (0).

Multiplicando a primeira equagao de (2.4) por (cos (#)), a segunda por (sen (0)) e
somando-as temos

p=ap—p’ (2.5)

Multiplicando agora a primeira equagdo de (2.4) por (—sen (6)), a segunda por

(cos (0)) e somando-as obtemos

0 =1. (2.6)



Temos, portanto, o seguinte sistema

pr=rpla—p’,
(2.7)
0 =1.
Analisaremos o comportamento dos retratos de fase do sistema (2.7) para diferen-

tes valores do parametro, considerando p > 0. Da primeira equacao de (2.7), temos

que p = 0 ¢é ponto de equilibrio para qualquer valor de «, tal que:

1) Para o < 0 este equilibrio é uma foco atrator, pois os autovalores da matriz

jacobiana sao complexos conjugados com partes reais negativas;

2) Para o valor critico @« = 0, da primeira equagdo do sistema (2.7) temos que
P < 0, logo a funcao p é estritamente decrescente, donde concluimos que as
orbitas tendem a origem. Neste caso dizemos que o equilibrio é um foco atrator

fraco (um equilibrio nédo linear e topologicamente equivalente ao foco atrator);

3) Para a > 0 o equilibrio é uma foco repulsor, pois os autovalores sao complexos
conjugados com partes reais positivas. Temos um outro ponto de equilibrio
para p = +/«, neste caso a origem fica isolada por uma oOrbita fechada (ciclo
limite) que é tnica e atratora. Este ciclo é uma circunferéncia de raio p(a) =
Va. Todas as orbitas internas e externas a este ciclo, com excessdo da origem,
tendem a ele quando t — co. A segunda equagao do sistema (2.7) nos garante

que esta Orbita é percorrida no sentido anti-horario com velocidade constante.

Assim, o sistema sofre uma bifurcagdo de Hopf para o = 0. Observe a figura (2.1).

Um outro exemplo é mesmo sistema de (2.2), porém tendo os termos nao lineares

positivos
T = axy — xo + 21 (23 + 23),
' b (2.8)
Ty =1 + are + o (23 + 23) .
O sistema (2.8) tem fomula polar dada por
pr=platp’),
(2.9)

o =1



X2 X, X,

<0 a=0 a>0

Figura 2.1: Retratos de fase qualitativos do sistema, em coordenadas polares p' = p(a —

p?), 0 =1comacR

e pode ser analisado da mesma maneira. Para o = 0 teremos uma bifurcagao
de Hopf, mas ao contrario do sistema (2.2) o ciclo limite, que surgird para a < 0, é
repulsor. Para valores de a > 0 a origem é um foco repulsor, para o = 0 serd um foco
repulsor "fraco'e para o < 0 serd um foco atrator. Neste dltimo caso teremos entao
o ciclo limite repulsor dado por uma 6rbita fechada de raio p(a) = /a. Todas as
orbitas externas ou internas ao ciclo, com excessao da origem, tendem a ele quando
t — —o0. Observe a figura (2.2)

X2 X2 X2

N

a<0 a=0 o>0

Figura 2.2: Retratos de fase qualitativos do sistema, em coordenadas polares p' = p(a +

), 0 =1comaeck

Defini¢ao 2.1.2. O sistemas (2.2) e (2.8) serio denominados Formas normais



da bifurcacao de Hopf.

As formas normais serao de grande importancia para nossos estudos, como veremos
mais adiante elas serao utilizadas quando formos estudar o Método da Projecao para
bifurcacao de Hopf em sistemas n-dimensionais. Segue abaixo a definicao de ponto

de Hopf.

Definigao 2.1.3. Um ponto de Hopf é um ponto de equilibrio (xo, ) de (2.1) onde
a parte linear do campo de vetores A = D f(xq, ) possui dois autovalores da forma
A2 = Hiwy, wo > 0. Um ponto de Hopf é denominado transversal, se os autova-
lores complezos da forma A\ 2(a) = p(a) £ iwy interceptam o eizo imagindrio com

1 (o) ndo nula.
Nos sistemas (2.2) e (2.8) o ponto formado pela origem do sistema e o parametro
ag = 0 é o ponto de Hopf dos sistemas.

Veremos na proxima secao que o ponto de Hopf ser transversal é uma condicao

necessaria para que a bifurcacao de Hopf ocorra.

O proximo lema nos dara informagoes de como os termos de ordem maior do

sistema afetam a bifurcagao de Hopf .
Considere o sistema (2.2) na sua forma vetorial e com termos de ordem maior
x) a —1 Ty

_ 2 2
= = (7 + 23)
Ty 1 « Lo To

T

+O0 (= "), (2.10)

onde O (]| z ||*) s@o termos que podem depender eventualmente de a.

Lema 2.1.1. O sistema (2.10) € localmente topologicamente equivalente ao sistema
(2.2) perto da origem.

Para demonstragao deste resultado veja [8], Apéndice 1.

Observacao 2.1.1. Do Lema 2.1.1, concluimos que os termos de ordem maior nao
afetam o comportamento da bifurcacao do sistema (2.10) perto da origem, assim

podemos ignord-los nas nossas consideracoes.

Observagao 2.1.2. Um resultado andlogo vale para o sistema (2.8).
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2.2 Bifurcacao de Hopf genérica no plano

Como vimos na se¢ao (2.1), os sistemas (2.2) e (2.8) representam as formas normais
da bifurcacao de Hopf no plano. Nesta secao, encontraremos condicoes para que
um sistema planar qualquer seja topologicamente equivalente as formas normais

apresentadas.

Considere o sistema
o = flz,0), x=(r,15) €R®, a€eR, (2.11)

com f suave, tendo para ((0,0),0) autovalores Ay » = iwp, wy > 0.  Pelo Teorema
da Funcao Implicita, quando A = 0 nao é autovalor da matriz Jacobiana, o sistema
(2.11) tem um tnico ponto de equilibrio xy(«) em alguma vizinhanga da origem para
todo | « | suficientemente pequeno. Podemos, entdo, por uma mudanca de coorde-
nadas, levar este equilibrio para a origem. Portanto, podemos assumir sem perda de
generalidade que x = 0 é ponto de equilibrio do sistema para | « | suficientemente

pequeno.  Assim, o sistema (2.11) pode ser escrito na forma
¥ = A(a)z + F(z,a), (2.12)

onde F' é uma funcao vetorial suave com componentes F; e Fy tendo expansao de
Taylor em x comegando com termos quadraticos (no minimo). A matriz Jacobiana

A(a) possui dois autovalores que serdo denotados por
M(a) =AMa),  Afa) = Ma),

onde

Ma) = pla) +iw(a),
(2.13)
1(0) =0, w(0)>0.
A segunda equagao do sistema (2.13) denota uma condigao necessaria para que a

bifurcacao de Hopf ocorra.

Lema 2.2.1. Introduzindo uma varidvel compleza z, o sistema (2.12) para todo | « |

suficientemente pequeno pode ser escrito como uma equagao simples

7= XNa)z+9(z,Z,a), (2.14)
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onde g = (|| z ||*) € uma funcao suave de (2,%, ).

Demonstragio: Seja ¢(a) € C* um o autovalor complexo correspondente ao au-

tovalor A(«),

e seja p(a) € C? um autovetor da matriz transposta correspondendo ao autovalor
),
Al(a)p(a) = Ma)p(a). (2.15)

E sempre possivel normalizar p(a) com respeito a ()

onde (p,q) = Ppiq1 + P2q2 ¢ o produto escalar em C2.

Como ¢ e g formam uma base de autovetores, qualquer vetor z € R? pode ser

representado unicamente, para todo a pequeno, como
z = zq(e) +Zq(a), (2.16)

para algum ntumero complexo z. Temos entao a seguinte forma explicita para deter-

minar x
2 = (pla),2) 217)
Afirmagao 1: A formula (2.17) esta bem definida.

Com efeito, da equagao (2.16) segue que:

(p(a),z) = (p(a),zq(a) +Zq(a))

Como (p(a), q(a)) = 1 basta verificarmos que (p(«),q(«a)) = 0.
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De fato,
(p(a).q(0)) = <p<a>vA(§<)Z§a)
_ ﬁ@m),A(a)a(a»
_ ﬁw(a)p(a) q(a))
_ %wa),a(a»
:(1—%) (pla), 7(a)) = 0
Como

A
(1 - ﬁ) 40,
Ae)
pois numa vizinhanga suficientemente pequena de | a | temos w(a) > 0, concluimos
que
{p(a),q(e)) = 0.

e a prova da afirmacao esta feita.

Afirmacao 2: z satisfaz a equacao
7= Na)z + (p(a), F (2q(a) + Z¢(a), a)) .

Com efeito, de (2.17) temos que z satisfaz a equacao

7 =

p, A(2q)) + (p, A(Z9)) + (p, F(2q + 2 7))
= Xz(p,q) + XZ(p,Q) + (p, F(2q + 2 7))

= Ma)z + (p(a), F(zq(e) +zq(a), o)) .
Donde obtemos a férmula requerida com

9(2727 Oé) = <p(a), F('ZQ(O‘) —|—§G(Oz>),0ﬁ>.
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Escrevendo g em série de Taylor nas varidveis complexas z e Z temos
1
= k=l
a) = E — g () 2"Z
) PTEECES
k+1>2

onde
ak—H

02+07
para k+10>2k,(=0,1,....

{p(a), F(zq() +Zq(a), a))

gkl =

Supondo que, para a = 0, a fun¢do F'(z, ) de (2.12) seja representada na forma

F(z,0) = 1B(a:,:c) + éc(x, z, )+ O(|| z ||*),

2
onde B(z,y) e C(x,y,8) sao fung¢des multilineares simétricas de z,y,2 € R% Em

coordenadas temos

6,0 xyp, i=1,2;
]k:z 86]86k 0 J
0 ; =1, 2.
I y7 Z (96](9619(96; (6 ) x]ykulv [/ bl
7,k,l=1 e=0

Entao,
B(zq+7%q,2q+2q) = 2*B(q,q) + 222B(q,9) + 2°B(q,7),

onde ¢ = ¢q(0) e p = p(0), e os coeficientes de Taylor gg, k + 1 = 2, dos termos

quadréticos em ¢(z,%,0) podem ser expressos pelas formulas:

920 = (p, B(q,9)) ,
g1 = (p, B(¢,9)),
902 = (p, B(q,7)) -
Fazendo calculos similares com C' temos
g1 = (p, C(¢,:4,9)) -

A seguir faremos mudangas de coordenadas (complexas) nao lineares a fim de
simplificar a equacao (2.14). Primeiramente, iremos remover todos os termos qua-

draticos, utilizando o seguinte lema.



Lema 2.2.2. A equacao

=Xz + %22 + 91127 + %52 +0O(] 2 |3),

14

(2.18)

onde A = ANa) = p(a) +iw(a), p(0) =0, w(0) =wy > 0, e gij = gij(), pode ser

transformada, pela mudanca de coordenada compleza

h h
y=r+ %rQ 4 hyrT 4 %FQ,

para | | suficientemente pequeno, na equag¢io sem termos quadrdticos

=X r+0O(|r*).

Demonstracao: A mudanca de variavel inversa é dada pela expressao
h h
r=z— 2222 hpaz— =224+ 0( 2 ).
2 2
Assim,
’I“/ = Z, — hgozzl — hll(z’i + ZE/) — h20§ 5/ cee
Substituindo 2’ dado por (2.18) na expressdo acima, obtemos

Jo2

(2.19)

(2.20)

=Xz + (% - )\hog) 22 + (911 - )\hn - Xhll) 2Z + (7 - Xth) 22 +

Substituindo z e Z dado por (2.19) temos

1 " 1 "
' = A+ 5 (920 — Mao) 72 4 (gun — Ay ) 17 + 5 (902 = (2X = Nhoz) 7* + O(| r [°).

2

Escolhendo

g11 go2
— h —_ = h — — .
\ 11 02 X\

eliminamos os termos quadraticos da expressao anterior e obtemos (2.20).

Essas substitui¢oes sdo sempre possiveis pois, para | a | suficientemente pequeno, os

denominadores nunca se anulam, uma vez que A(0) = iwp, com wy > 0.
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No que segue, assumindo que todos os termos quadréticos ja foram removidos,
também tentaremos eliminar todos os termos cubicos via mudanca de variaveis.

Veremos que isso nao é possivel devido a um termo resistente.

Lema 2.2.3. A equacao

2=z + %23 + %2254— %zEQ + %33 +0(] z|Y), (2.21)

onde A = Na) = p(a) +iw(a), p(0) =0, w(0)=wy>0 e gy = gij(€), pode ser

transformada, pela mudanca de coordenada compleza

h h h h
280,03 L B2 2n D12 22 085 (2.22)

R 2 6

para | o | suficientemente pequeno, na equag¢do com um unico termo cibico

=X+’ T+ O r |*). (2.23)

Demonstracao: A mudanca de variavel inversa é dada por

h h h h
r=z-— %23 - %222 — %zEQ - %53 +0(] z Y. (2.24)
Assim,
h30 2, h21 — 2 h12 92 — h03_2_
r’:z’—7z Z,_T (2zzz'+z z) —T(Z/Z +2zzz’) -5 7 Z4....

Substituindo (2.21) na expressdo acima obtemos

o=z + (% _ %) 53 + (% — Mgy — >\221> 22§+ (& _ Ao —Xhu) 252

903_Xh03 3
+(6 N )z—i— .

Substituindo agora z e Z dados em (2.22) na expressao acima temos

1 1 — 1 —
T/ = )\7" + 6 (930 + 2/\h30) T3 + 5 (g21 — ()\ + /\) hgl) 7"2?—}- — (912 — 2/\h12) TF2+

2
1 _
+6 (gog 4+ ()\ — 3)\) h03) ?3 + O(| T |4)

Tomando, portanto,
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eliminamos os termos ctibicos com excessao do termo 27, o qual trataremos separa-

damente.

As substituicoes sao validas, pois os denominadores envolvidos sao diferentes de zero

para todo | a | suficientemente pequeno.

Podemos tentar eliminar o termo 7?7 escrevendo seu coeficiente da seguinte maneira

g21
hyy = 92
S Y

Isto é possivel para a # 0 pequeno, mas quando a = 0 o denominador se anula, pois
A(0) + A(0) = iwy — iwy = 0. Para obtermos entdo uma transformacio que dependa,

suavemente de «, escolhemos ho; = 0, 0 que implica

oo 92
1 2

O termo 727 é chamado de termo ressonante. Note que o seu coeficiente é o0 mesmo

2

coeficiente do termo ctbico z°Z na equagao (2.21).  Combinando os Lemas 2.2.2 e

2.2.3 segue o resultado.

Lema 2.2.4. (Forma Normal de Poincaré para a Bifurca¢do de Hopf.) A
equacao

/I 1 k=l 4
d=Xrt Yy ok 2+ 0] 2 |Y), (2.25)

2<k+1<3 !
onde A = Na) = p(a) +iw(a), n(0) =0, w(0)=wy>0, e gy = gij(a), pode ser

transformada, pela mudanca de coordenada compleza

hgo 2 h02 2 h30 3 ]’L12 2 hog 3
— = h e o = _ T
z r -+ 5 e+ hrr + 5 e+ 6 r 4+ 5 4+ 6 7,

para | o | suficientemente pequeno, na equag¢do com apenas um termo cibico
=X r+car’T+O(| r ), (2.26)

com c¢1 = c1(a).
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Demonstracao: Iremos aplicar os Lemas 2.2.2 e 2.2.3. Primeiramente, a trans-

formacao
 ha _ o2
Z=1r+ - + hyr7T + > (2.27)
com
920 g11 go2
h —_ h —_ = —
20 \ ) 11 y y 02 o\ — )\a

elimina os termos quadraticos como vimos no Lema 2.2.2, mas ela também altera os
coeficientes dos termos ciibicos. O coeficiente go1/2 do termo 22z na equagao (2.25)
foi modificado pela transformacio. Representemos, entdo, o coeficiente de 727 por
ga1/2. Aplicando a transformacao do Lema 2.2.3 eliminamos os termos cibicos com

excessao do termo ressonante. O coeficiente deste termo continuara sendo g3, /2.
|

Precisamos, agora, calcular o coeficiente ¢; em termos da equagao (2.25). O va-
lor deste sera dado pelo novo coeficiente g3,/2 do termo r* apos a transformagao

quadratica. Segue entao o lema.

Lema 2.2.5. O coeficiente ¢i(a), da equagao (2.26), para o =0, é dado por

i 1 921
O - _ 2 2 _ - e — 228
c1(0) 20 (920911 | g11 | 3 | 9oz ’) + 5 (2.28)
Demonstragao: Diferenciando a equagao (2.27), obtemos
2= 1"+ hogrr’ + hi (P + 7r") + hoor 7. (2.29)

Substituindo na equagao acima os valores de 1’ e 7, provenientes da equacgao (2.26),
temos

ZI = \r —+ )\hQOTQ + ()\ + X)hHT’F + thoFQ + 617"27 + e

Consideremos agora a equacao (2.25), substituindo z e Z, dados por (2.27) e escre-

vendo apenas os termos que nos interessam, temos:
/ 1 2 1 =2
2= Ar+ B (Ahgo + g20) 77 + (Ahay + g11) + 5 (Aho2 + go2) T +

ha - h
+ (920h11 + 911 (ﬂ +h11> + Jo21t02 + @) P

2 2 2
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Comparando, entdo, os coeficientes do termo %7 nas duas equacgoes obtidas e utili-

zando os valores encontrados para hsog, hi1 € hag,

920 g11 go2
h — h — = h — — 5
20 \ 11 3 02 o\ —
temos
911 920 911 902902 921
cL = — ) e
1 920)\ 911(2)\ /\) 22 — N 5
20X+ A 2 2
:>61:Q20911( _ ), lou| 4 | o2 |_ 921
2|\ A 202X — \) 2

Essa formula nos d4 a dependéncia de ¢; em relacao a a, uma vez que A e g;; sao
funcoes suaves do parametro. No valor de bifurcacdo o = 0, a tltima equagao se

reduz a

21wy — W 2 2
_ 920911( 0 0) i |g11 | 4 |go2 | i @

0 .
1(0) 202 iwg | 2(Ziwo + iwp) | 2

concluindo, finalmente, o resultado

1 1 g
c1(0) = %o (920911 — 2] gu |? —3 | o2 |> + %

O proximo lema nos permite transformar a forma normal de Poincaré na forma

normal da defini¢ao (2.1.2).

Lema 2.2.6. Considere a equacao

& = (4(0) + (@) r + er(o)r | P +O( 7 1), (2.30)
onde p(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponha 1/(0) # 0 e Re (¢1(0)) # 0. Entio a

equacao (2.30) pode ser transformada, por mudangas de coordenadas, na equagao

% =(B+i)utsu|ul>+0(ulh), (2.31)

onde u € a nova coordenada complexa, 0 € o novo tempo, 5 € o novo pardimetro e

s = sinal Re(¢;(0)) = £1.
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Demonstragao: Introduzindo o novo tempo 7 = w(«a)t, obtemos

dr dr dt
dr dt dr
= [(,u(a) + iw(a))r +a(a)r | r > +-- } —

w(e)
= B+ar+diB)r v+,

onde,

Note que, a direcao do tempo é preservada, pois para | « | suficientemente pequeno
? ?
proximo da origem, temos que w(a) > 0. Podemos considerar § como um novo

parametro pois
1 (0)
w(0)

e, portanto, o Teorema da Funcao Inversa nos garante a existéncia local e suave de

B0) =0, B(0)=

7&07

a como funcao de f.

Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das 6rbitas com a nova mudanca de
tempo 6 = 6(, §), onde
do = (1 +e (B) | r [Hdr

com e;(a) =Im (d;(«)). Usando esse novo valor do tempo, obtemos:

Bt ir - h(@) [ O( 7 ),
onde
L(B) = Redy(B) — Ber(B), 11(0) = RZEB()O).
Com efeito,
dr drdr
e~ drdf
' 1
= [B+ir+dB)r|r+--] eI
Seja



Tomemos a expansao de Taylor de f em torno da origem para | x | pequeno

fx) = 1+i{;] L {—1 Lox2+...

dz |1+ e, (B)a? 2dr? |1+ e (8)a?
L (26 ()t % () e
= 1—e(B)2®+--
Assim,
= (B @l P+ 0 —ald) | P)
= BBy =B+ DaE)r |+
= (B +d(B) — (B Dea®]r |7+
= B+ir+u@rlr+---,
temos

L(B) = di(B) — (B +i)ei(B)
= Redi(8) +ilm di(B) — Be1(B) — ier(B)
= Redi(B) +iIm di(B) — Ber(B) — ilm dy ()
= Redi(B) — Ber(B).

Em particular,

C1 (0) '

Wo

ll(O) = Re d1 (0) — 061 (0) = Re dl (0) = Re

Finalmente, introduzindo a nova varidvel complexa u,

u
[L(B) T
que esta bem definida pois Re ¢;(0) # 0 e, portanto, ;(0) # 0,
temos
du  dudr
a9~ drdf
= VILG) [[B+i)r+0LB)r|r[*+O(r |4)]
_ Nu | u |2
= VIRGIT| 6+l () e 0l )
lh
= (Bt gl u P 0l r 1Y

= (B+id)u+tsulul>+O(r "

20
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com s =sinal [1(0) =sinal Re ¢;(0).

Definicao 2.2.1. A fung¢ao l1(B) € chamada de Primeiro coeficiente de Liapu-

nov, para = 0 pode ser calculado pela formula

1 4
L(0) = FRG (ig20911 + Woga1)-
Wy

Observagao 2.2.1. 1) Necessitamos somente da sequnda e terceira derivadas do

campo de vetores no ponto de bifurcacao para calcularmos l1(0);

2) O walor de 11(0) dependerd da normalizacao dos autovetores q e p, enquanto
que seu sinal € invariante pela escolha de p e q obuviamente considerando a

normalizacao (p,q) = 1;

3) Note que se (2.31) com o sinal s = —1 for escrita na sua forma real ela coinci-

dird com o sistema (2.2).

O teorema seguinte resume todos os resultados obtidos até agora.

Teorema 2.2.1. Qualquer sistema em duas dimensoes

le—f = f(z,a), z€R’® a€R (2.32)

com f suave, tendo para todo | « | suficientemente pequeno o equilibrio em x = 0

com autovalores

A1 = p(e) £iw(a),
onde 11(0) =0 e w(0) = wy > 0, satisfazendo as sequintes condi¢oes:
1) 11(0) # 0 (nao degenerescéncia);

2) 1/ (0) # 0 (transversalidade);

€ localmente topologicamente equivalente em torno da origem a uma das sequintes

formas normais:

U s -1 1 U
= + (yi + v3) +O0(ly 1"

Yo 1 B Yo Yo
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Demonstracao: Basta utilizarmos os Lemas 2.2.2 a 2.2.5, para trasformar o sis-

tema (2.32) na equagao (2.30) e entdo usando o Lema 2.2.6 concluimos o resultado.
|

Usando o Lema 2.1.1 podemos eliminar os termos O(|| y ||*) e finalmente chegar

no resultado geral.

Teorema 2.2.2. (Teorema da Forma Normal de Hopf) Qualquer sistema planar a
um pardmetro

7= f(r,a), z€R?’ acR

tendo para ((0,0),0) autovalores
)\172 = :i:iWQ, wo >0

e satisfazendo as condigdes (1) e (2) do Teorema 2.2.1 € topologicamente equivalente

perto da origem a uma das formas normais:

yi g -1 U1 U1
)= + (U1 + 1)
Yo 1 B Y2 Y2

O Teorema 2.2.2 nos garante que um sistema em duas dimensoes que possui au-
tovalores imaginarios puros e satisfaz as condigbes (1) e (2) do Teorema 2.2.1 possui

uma bifurcacao de Hopf. Como consequéncia do Teorema 2.2.2 segue o corolério.

Corolario 2.2.1. Considere o sistema
' = f(z,a), z€R?® a€cR (2.33)

Suponha o € R? um ponto de equilibrio do sistema tal que para o = o hd uma
bifurcagao de Hopf em (2.83). Suponha ainda que para o < o (o > ), a parte
linear do campo de vetores, calculada no ponto de equilibrio, possua um par complexo
conjugado, com parte real negativa, como autovalores e que para o > ap (@ < ap)

estes autovalores passem a ter parte real positiva. Entao,
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a) Sely <0, o ponto de equilibrio (xy) quando o = o € assintoticamente estdvel e
para cada o > oy (a < ap) , porém suficientemente prorimo deste, existe uma
unica drbita periddica estdvel perto do ponto de equilibrio instdvel (x, av).

b) Sely > 0, o ponto de equilibrio (xq) € instdvel quando o = ag e para cada
a < ap (o > ag), porém suficientemente prozimo deste, existe uma unica
orbita periddica instdvel perto do ponto de equilibrio estdvel (x, ).

c) Sely =0, nada se pode concluir.

Os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, junto com a analise da forma normal da se¢ao anterior, o
Corolario 2.2.1 e a formula dada para [ («) fornecem todas as ferramentas necessarias

para analise da bifurcacao de Hopf em sistemas genéricos bidimensionais.

2.3 Bifurcacao de Hopf no sistema predador-presa

Utilizaremos agora as ferramentas desenvolvidas na se¢do (2.2) para estudar a

bifurcacao de Hopf em um sistema que modela o fené6meno biolégico predador-presa.
A aplicacao a seguir retirada de [8].
O primeiro modelo matematico elaborado para descrever a dinamica de duas popu-
lagoes interagindo como um sistema predador-presa foi sugerido independentemente
por Lotka (1925) e V. Volterra (1931), e é dador por

) =rxy(a+x)(1 —x1) — cryaa,
' (2.34)

I'IQ = —Oédl’g + (C — d)xll’g.

Neste sistema x; > 0 e x5 > 0 denotam os tamanhos das populagoes da presa e
do predador, respectivamente, onde a,b,c,d,r > 0 e a > 0 caracterizam o compor-

tamento isolado das populacoes e suas interacoes.

O modelo (2.34) tem como base as seguintes idealizagoes:

1. na auséncia de predadores, a populacao de presas cresce exponencialmente de

acordo com a lei de Malthus;
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2. se nao houver presas, a populagao de predadores decai exponencialmente;

3. a quantidade total de presas consumidas pelos predadores por unidade de tempo

depende linearmente da densidade populacional de ambos, predadores e presas;

4. a porcao de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores é

constante;

5. nenhum outro fator afeta a dinamica do sistema.

Aqui iremos considerar o como parametro de controle e ¢ > d.

O sistema (2.34) tem um equilibrio ndo trivial

ad ro ad
By, = 1— )
0 (c—d’c—d{ c—d})

A matriz Jacobiana avaliada neste ponto é

ard(c + d) [c—d ] —acd

(c—d)? crd ] c—d
Ala) =
arfc —d(1 + )]
c—d 0

Vamos avaliar para quais valores do parametro o a matriz A(«) possui autovalores

imaginérios puros.

A parte real dos autovalores pode ser calculada pela formula

_o(a)  ard(c+d) [c—d
o) === = S ap L—l—d_a]’

onde o(a) é o trago da matriz A(«).

Temos que
c—d
ula) =0=ap = T
e como
2
5 rcfd(c — d)
SR N
wao) = =g >0

concluimos que para a = o o equilibrio Fjy tem autovalores imaginarios puros com

wo > 0.
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Note que para o < g 0 equilibrio é instavel (possui autovalores com partes reais
positivas), enquanto que para o > «q o equilibrio é estavel (possui autovalores com

partes reais negativas).

A tranversalidade é satisfeita, pois

_ agrd(c+d)

/
« =
2 ( 0) 2(6 _ d)2
e como todos os valores envolvidos sdo positivos, segue que /() < 0.

Para estudarmos a estabilidade do ciclo limite calcularemos o primeiro coeficiente

de Lyapunov, para isso fixaremos o parametro no seu valor critico ay.

Para a = aq o equilibrio tem coordenadas

(c+dp

Considere a mudanca de variaveis, através da qual transladamos a origem das coor-

o d 0 re
1= Lo

o c+d’

denadas para esse equilibrio

X1 :x(1]+§17

Ty = 29 + &.

esta mudanca transforma o sistema original no seguinte

d d
6= djz - i — ] = P61, &), )
&= %51 + (c = d)61& = F5(&1,&).

O sistema (2.35) pode ser representado por

1 1
onde A = A(ap) e B, C sdo fungdes multilineares simétricas.

Dados os vetores em R? & = (£1,&), n = (n1,1m2) € ¢ = ((1,¢2), calculemos as
fungoes envolvidas

2rd
c+d

Bi(&,m) = — §im — c(§imz +&am),  Ba(§,n) = (¢ — d)(Eimz + Eam).

Assim,

2rd
c+d

B(¢,n) = (— §im — c(&ume + Eam), (e — d)(§imz + 52771)) ‘
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Calculemos agora a funcao C, é facil ver que a segunda componente da funcao C' é

nula e

Cl(fﬂ%f) = —6r&imd.

L0g07 0(57 n, C) = (—6T$1771<1, 0)

A matriz A(qp) é dada por

0 B cd
c+d 2
rcéd(c — d
w?(c+d) 0
cd

Os autovetores p e ¢ ja normalizados sao

q= (w(cc—jlrd)) P 2wcd(lc+d) (wfltdd>> |

Calculando as quantidades go9, g11 € go1, temos

cd(c? — d? — rd) + iwc(c + d)?
c+d ’

920 = (0, B(q,q)) =

red?

—— = a — _ 2 72
C—f—d, 921 <p7 C(Q7Q7Q>> 3rctd”.

gu = (v, B(q,q)) =

Assim, o primeiro coeficiente de Lyapunov é dado por:

1 4
L) = ﬂRe(ZQQOgH + wgo1)
1 2 ' 2 2
I cd(c® — d* — rd) +iwc(c + d) red Carwld?
2w? c+d c+d
_ 2d2
= re < 0.
w

Logo, a condi¢ao de nao-degenerescéncia é satisfeita. Podemos entao aplicar o Te-
orema 2.2.2, donde concluimos que ocorre uma bifurcacao de Hopf para o parametro
critico ag. Do Corolario 2.2.1, segue que um tnico ciclo limite estavel bifurca do

equilibrio para cada a < ag, porém suficientemente préximo de «p.

A Figura (2.3) apresenta um esboco dos retratos de fase do sistema para o > «

ea < qg.
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Figura 2.3: Retratos de fase do modelo predador-presa.
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Capitulo 3

Bifurcacao de Hopf em sistemas
n-dimensionais I: Método da

Projecao

Neste capitulo apresentamos o Método da Projecao, o qual é utilizado quando
lidamos com bifurcagoes de Hopf em sistemas n-dimensionais, onde n > 2. Tal
método baseia-se em projetar e reduzir o sistema a sua variedade central. Para isso,
consideramos que a matriz jacobiana do sistema possui apenas um par de autovalores
imaginarios puros, escrevemos o sistema na base de autovetores correspondentes a
estes autovalores, e reduzimos pelo método ao caso bidimensional. Assim, para
estudarmos este caso mais geral utilizamos as ferramentas ja desenvolvidas para o

estudo da bifurcacao de Hopf no plano.

Os teoremas da Variedade Central e da Forma Normal de Hopf (visto no Capitulo
2) desempenham um papel importante para aplicacio deste método. Assim, antes
de enunciarmos o Método da Projecao iremos relembrar alguns resultados da Teoria

de Variedade Central.

Counsidere o sistema

= f(z), xzeR", (3.1)
onde f é suficientemente suave com f(0) = 0. Sejam \;, ¢ =1,...,n, os autovalores

28
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da matriz Jacobiana do sistema (3.1) avaliada no ponto de equilibrio o = 0. Vamos
supor que o equilibrio é nao hiperboélico, isto é, existem autovalores com partes reais

nulas. Denotaremos por:
— ny o numero de autovalores com partes reais positivas;

— n_ o numero de autovalores com partes reais negativas;

— n. o nimero de autovalores com partes reais nulas (em todos os casos estamos

contando as multiplicidades);

— FE° o autoespaco linear de A gerados pelos autovetores correspondendo a uniao

de n. autovalores no eixo imaginario;

— ¢" o fluxo associado ao sistema (3.1).
Nas condigoes acima, segue o seguinte teorema.

Teorema 3.0.1. Teorema da Variedade Central. Localmente, existe um con-
Junto invariante W¢(0) do sistema que € tangente a E¢ em xo = 0. Tal conjunto
€ grdafico de uma aplicacao suave, cujas derivadas parciais de todas as ordens sao
unicamente determinadas. Além disso, existe uma vizinhaca U de xg, tal que se

o' e U para t > 0(t <0) entao o' — W<(0) para t — oo(t — —o0).
Definicao 3.0.1. A variedade W€ é chamada de Variedade Central do sistema.
Observacao 3.0.1. 1) W€ ndo € unica, pode ocorrer de um sistema possuir uma

familia de variedades centrais;

2) Uma variedade central tem a mesma suavidade finita de f, se f € C* com, k

finito, W¢ também é uma C* variedade em alguma vizinhaca U de ;

3) Se o sistema admitir mais de uma variedade central, todos os sistemas resul-

tantes serao topologicamente equivalentes;

4) No nosso estudo, os sistemas dependem de um pardmetro o, como estamos
interessados em estudar a estabilidade do equilibrio para o sistema com o = 0,

calcularemos a restricao a variedade central para esse sistema;
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5) A equagao de restrigao do sistema G sua variedade central é a forma normal da
bifurcacdo em coordenadas apropriadas de w € R™. Na se¢ao 3.2 mostraremos

esta afirmacao para a bifurcacdo de Hopf de codimensdo 1.

3.1 Algoritmo do Método da Projecao

O algoritmo descrito a seguir foi retirado de [7].

Counsidere o sistema

= f(z,a), z€R" «aecR™ (3.2)

Vamos supor que para a = 0, o sistema (3.2) satisfaga as mesmas hipoteses do

sistema (3.1) e escrever em o = 0 da seguinte maneira

¥ =F(x)=f(z,0), xe&R" (3.3)
Seja H sua n. variedade central parametrizada por w € R

¢ =H(w), H:R"—R" (3.4)
A equacao restrita pode ser escrita como

w' =Gw), G:R"™ — R"™. (3.5)
Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), obtemos a equagao diferencial parcial

Hy,(w)G(w) = F(H(w)). (3.6)

A equagao (3.6) é denominada Equagdo Homoldgica e sera de grande importancia

para nos em calculos futuros.

Considere agora as expansoes em série de Taylor de G e H, em torno da origem,

até certa ordem

m

1 US|
Gw) =) Egkw’“ +O([w ™), H(w)=>_ Hhkwk +O(]] w ™)

lk[>1 k|>1
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onde O(]| w |™*!) denota uma fun¢ao suave com expansao em série de Taylor ini-
ciando nos termos de ordem m + 1 no minimo. A expansao do campo de vetores é

apresentada na Secao 2.2.

Para obter as condicbes de nao degenerescéncia para uma dada bifurcacao, G
¢ colocada na forma normal até a ordem m. Note que os coeficientes g, da forma
normal e os vetores h; da expansao em série de Taylor de H sao desconhecidos, porém
podem ser obtidos a partir da equagao homoldgica por meio de um procedimento
recorrente para k = 1,...,m. Agrupando os termos wy, obtém-se um sistema linear
para os vetores hy,

Lhy, = Ry, (3.7)

onde L é a matriz formada pela parte linear do campo de vetores e os autovalores
com partes reais nulas e Ry depende dos coeficientes de G e H de ordem menor ou
igual a | k£ |, bem como dos termos de ordem menor ou igual | k£ | da expansao em
série de Taylor do campo de vetores F. Quando Ry envolve somente quantidades
conhecidas, o sistema (3.7) admite solugdo porque det(L) # 0 ou Ry satisfaz a

condicao de Fredholm

(p, Bi) =0, (3.8)

onde p é um autovetor associado ao autovalor nulo de L'. Se R, depende dos co-
eficientes g; ainda nao calculados, det(L) = 0 e (3.8) fornece a expressdo para gy.
Para todas as bifurcacoes locais a dois parametros, exceto para a bifurcacao de
Bogdanov-Takens, o autoespago invariante de L (ou Zt) associado com o autovalor

nulo ¢ unidimensional em C™, ou seja, existem autovetores g e p tais que

Lq:07

satisfazendo a condicao de normalizagao

(p,q) =1

e nao h& outros autovetores generalizados. Assim, a tnica solucao h; que satisfaz
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(3.7) pode ser obtida resolvendo o sistema nao singular
pl 0 S 0

Resumindo, o método apresentado consiste em restringir a variedade central e co-
locar na forma normal, até certa ordem, o sistema dinamico. Esta técnica é aplicada
na secao (3.2) deste capitulo para sistemas n-dimensionais, n > 2, que apresentam

uma bifurcacao de Hopf de codimensao 1.

3.2 Aplicacao do Método da Projecao

Antes de aplicarmos o método demonstraremos o item 5 da observacao 3.0.1.
Para isso, considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias dependendo de
uma parametro a.

¢ = f(z,a), z€R", a€eR. (3.9)
Suponha que para a = 0 o sistema pode ser escrito na forma
¥ =Ax + F(z), z€R", (3.10)

onde F(z) = O(]| = ||*) é uma fungdo suave e A corresponde a parte linear do
sistema, com xy = 0 sendo um ponto de equilibrio nao hiperboélico, com uma par de
autovalores puramente imaginarios, Ae), onde \ = iwy, wy > 0. Suponha que sejam
os unicos autovetores de A com parte real nula. Seja ¢ € C" um autovetor de A

correspondendo a \ = iwy. Entao,
Aq =iwoq, Aq= —iwyq.
Introduzimos agora o autovetor adjunto p € C" com a propriedade
A'p = —iwep, AP = iwp,

satisfazendo a normalizacao

(p,q) =1,
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onde (p,q) = > 1 D;¢; ¢ o produto escalar em C" (linear em relacdo ao segundo

argumento).

O autoespaco real E° é agora bidimensional e é gerado por Req e Im g. O autoes-
pago real generalizado E*", correspondendo a todos os outros autovalores de A, tem

dimensdo (n — 2).
Como R" = E** @ E° podemos decompor x € R" da seguinte forma
T =24+ 24+ Ysu,
onde 2 € C,2q+2Zq € E° e ys, € E**. Nestas condicoes o seguinte lema é vélido.

Lema 3.2.1. Sejay € R", y € E*" se, e somente se, (p,y) = 0.

Demonstragao: (=) Sejam p;,7 = 1,...,1 os autovalores reais de A e 1;,7;,j =

1,...,k os autovalores complexos de A, diferentes de A e .

Sejam ¢ e j fixados. Denotemos por F,; o autoespaco generalizado correspondente ao
autovalor p; e Enmj o autoespaco generalizado real correspondende aos autovalores
N, ﬁj .

Temos que
E*=E,®FE,® - OFE,®E,5 ®Eyz ®E,7.

Como os autoespagos F,, sao generalizados, para cada ¢ existe um N, € N, tal
que, se y € B, entdo (A — p;I)Vriy = 0. Logo, tomando o produto interno com p,

obtemos

0= {(p,(A—pI)"iy) = (A" = D) Mip,y) = (A=) ip,y) = (A= )N (p, y)
e, como \ # u;, segue que
(p,y) =0.

Do mesmo modo, os FE.

e, também sao espagos generalizados, para cada j existe

um N, € N, tal que, se y € E, entao (A — nj)N”a' (A— ﬁj)N"J‘y = 0. Portanto,

k»ﬁk’

0= (p, (A=) (A =7,1)"y) = (A" = 7;1) i p, (A = 77,1) " y)
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_< _T]J "J(A —77][ ”Jp7y> = /\ T]J) ”J()\ T]J) nj <p’y>

e, como A # 1; e A # 7], temos que

(p,y) = 0.

Portanto, para qualquer y € E*", podemos escrever

l k
Y= Ut > Uns
i=1 =i

com y,, € B, parai =1,...,l ey, € Ey 7, para j =1,... , k, concluimos entao
que

Poy) =Pyt F Y Y+ ) =
= <p7 y,u1> +oe <p7 ym> + <p7 ym> + -+ <p7y77k> = 0.
(<) Seja y qualquer, tal que y € E** @ E° C R" e (p,y) = 0. Podemos escrever
Y = Ysu + Yo,
com yg, € B ey, € E°. Como E° é gerado por g e g, segue que y. = aq + @ g, com
a € C, concluindo que
Y = Ysu +aq+6§

Mostremos que o = 0. Da hipo6tese temos

0=(p,y) = P: Ysu + Ye) = (D, Ysu) + (P Ye) -
Da primeira parte da demonstragao, temos que (p,ys,) = 0, logo

0=(p,ye) = (p,aqg+aq) = a(p,q) +@(p.q).

Portanto a = 0, pois (p,q) =1 e (p,q) = 0 (demonstrado no Lema 2.2.1).
|

Utilizando o Lema 3.2.1, podemos explicitar z e y em relacao a z. De fato, seja
x € R", podemos escrever v = 2q+7zq+y, com 2qg+zq € £ ey € . Tomando

o produto interno de x com p, obtemos

(p,x) = (p,2q) + (1, Z2Q) + (p,Y) -
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Como (p,y) =0, pois y € E** ( Lema 3.2.1),

(p,x) = (p,2q) + (0,20 = 2 (p,q) + Z(p. D),
e, lembrando que (p,q) =1 e (p,q) = 0, concluimos que
= (p, @)
y=z—(pr)q¢— (P27
Teorema 3.2.1. Nas coordenadas acima, o sistema (3.10) tem a forma:

2 =iwpz + (p, F(2q + 27 +9))

Y =Ay+F(2q+Zq+y) — (0. F(2q+Zq+y))q— (D, Fzq+Z7+y)) 7.
(3.11)

Demonstracao: De fato, considerando a mudanca:

= (p, 7)
Yy=x— <p7$>q_ <ﬁax>q

Derivando a primeira equagao, temos

p, 2A(q) +ZA(Q) + Aly) + F(2q +Zq+y))

7= (p.2) + (p,2))
= (p,2)
= (p,Alz) + F(z))
= (P A(zq+Zq+y) + F(zq+Zq+Yy))
{
(p,

2A(q) + (0, ZA@) + (P, Aly)) + (0, F(2¢ + 27 +y)) -
Note que (p, A(y)) = 0 pois A(y) € E**. Assim,
Z = z2{p,iwoq) + Z (p, —iweq) + (p, F(2¢ + 27+ y))

= ziwo (p,q) +Z(—iwo) (0, Q) + (p, F(2q +Zq + y))

= dwez + (p, F(zq+Zq+v)).
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Derivando agora a segunda equacao:

/

y = 2 —(pa)g—(pa)7q
= A(z)+ F(z) — (p.2) ¢ — (p.2) 7
= Alzq+Zq+y) + Flzq+Zzq+y) — (p, Az +Z0+y) + F(zq +Zq+y)) ¢
— (D, A
= 2A(q) +ZA@) + A(y) + F(2q + 27 +y) — (p, A(29)) ¢ — (p, A(Z7)) q
— (P AWY)a—(p, F(2q+Zq+y)) ¢ — (P, AZ Q) 7 — (P, A(29)) T — (P, A(¥)) T
- (b, F(

= Ziwpq — Ziweq + Ziweq — ziweq + A(y) + F(2q+Zq + y)

2q+Zq+y)+ Flzq+zZq+y)q

2q+Zq+Y)q

— (0, F(2q+Zq+y) 7+ P F(2q +Z7+y))q

= Aly) +F(zq+Zq+y) — (0, F(2q+Zq+y))q— (0, F(2q+Z7+y)) q.
n

O sistema (3.11) pode ser escrito, usando a expansiao de Taylor em 2,Z e y, na

forma

Z, = in —+ %GQOZQ + an? + %G02§2 + %GmZQz + <G10, y> Z+ <G01, y> Z+ -

Y = Ay + $Hyz® + Hy12Z2 + $HpoZ? + - - -
(3.12)

onde Gy, G11, Goz, G21 € C e Gy, Gho, Hi; € C". Os nlimeros complexos e vetores

podem ser calculados pelas formulas:

iti L ‘
Gz‘j:W@,F(Z'q—l—zq)) _0, i+ >2
52
G“’”’:ayzaz (0, F2q+Zq+y)) . i=1,2,...,n,
z=0,y=0
2
G0112m<p7F(zq+zq+y)> ) 2.21,27.,,,717
z=0,y=0
az‘+j L o
Hij = W <p’ F(Zq +z Q)> ., qu Gin) 1+ = 2
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onde

i=1
Lema 3.2.2. O sistema (3.11), restrito a variedade central, é dado pela expressao

Z = in + %GQOZQ + GHZ’E + %G0222 + %(Ggl -2 <G10, A_1H11> +

(3.13)
+ <G01, (2iWQI — A)_1H20>)2;2§ +oee,

onde I representa a matriz identidade.

Demonstracao: Com efeito, como vimos a variedade central de uma sistema pode

ser representada localmente como grafico de uma funcao
We={(zzy:y=V(z2)}

onde V: C?* — R" e V(2,2) = O(] 2 |?), podemos escrever

1 1 ‘
y=V(z,2) = §w2022 + w122 + §w0222 +0( 2 ), (3.14)

com < p,w;; >= 0. Derivando a expressao acima obtemos:
/ / A —/ — =/
Y = wozz +w1(Z2 4+ 2Z) +weezZ + ...

Substituindo nessa equacao as expressoes de 2’ e Z/, dadas pela primeira equacao do

sistema (3.12), obtemos

Yy = wez(iwez + -+ ) + w1 Z(lwez + - -+ ) + wiz(—iweZ + + - ) + weeZ(—iweZ + - - - )
= ’inU}2022 + iwownzi — Z'CUQ’IUHZZ — ?:(,UOU}()2§2 + -

= inWQOZQ — iW0w0222 + -

Por outro lado, substituindo a expressao de y, dada em (3.14) na segunda equagio

do sistema, temos

1 1 1 1
y, = A (511)2022 + w122 + 511)0222 + - ) + §H2022 -+ anf + §H0222

1 1
= 5(14’(1}20 + H20)2’2 + (AU)H -+ HH)ZE + 5(14’(1}02 + HOQ)EJF ..
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Vamos agora comparar as equacoes obtidas para 1/, dos termos quadraticos temos

/

<2ZQJO[ — A) Wy = H207

—Awn = H11,

(—inOIA) Wop2 = Hog.
\
Note que, estas equacoes tem solucao tinica, uma vez que, as matrizes que aparecem
do lado esquerdo do sistema sao inversiveis pois 0, 21wy e —2iwy nao sao autovalores

de A. Os vetores w;; € C" podem ser encontrados pelas equagoes lineares

(

Wog = (2iw0 — A)_ngo,
wyy = —A 1 Hyy,

Wo2 = (—QZWOI — A)_IHQQ.

\

Calculemos agora o termo ressonante na primeira equagao do sistema (3.12), restrita

a variedade central. Note, entao, que

1 1
<G» y> = <G, 5102022 + w1122 + §w0222 4+ .. >

1 1
= 3 (G wa) 22 + (G w1 2Z + 5 (G w22+

Portanto, do produto (Gig,y) z € (Go1,y) Z do sistema (3.12), aparecem os termos

2%%Z com os seguintes coeficientes
(Gio,y) = (Gro,wn) PZ A4
= <G10, —A71H11> 2T
= —(Gu, A Hy) 22 + -+,

1
(Got,y) = = (Gor,w) FARE

2
1 ) _ _
= 5 <G01, (220.)0[ — A) 1H20> 222 + -
Portanto,
' . 1 2 _ 1 o 1 2— -
2 = dwez + §G202 + G127 + §G022 + §G21Z Z+ (Gio,y) 2+ (Gor,y) Z+ - -
1 1 1
= iwo + §G2022 -+ GHZE -+ §G02§2 —+ §G2122E - <G10, A71H11> 227 +

1
+ 5 <Gol, (2%}0[ — A)_1H20> 225+ tee
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Note que a equagao (3.13) é localmente topologicamente equivalente a forma nor-
mal da bifurcacdo de Hopf. Portanto, o item 5 da observac¢ao (3.0.1) estd demons-

trado.

Uma boa caracteristica do algoritmo acima é que ele d4 o sistema restrito, na forma
complexa adequada para o calculo do Primeiro coeficiente de Lyapunov. Faremos

isto no préximo lema.

Lema 3.2.3. (Condi¢cao de ndo-degenerescéncia) O primeiro coeficiente de

Lyapunov do sistema (3.10) fica dado pela expressio

h(0) = z_cluOReKn Clg,4,9)) = 2(p, Bla, A™"B(¢,2))) + (3.15)

+ (p, B(q, (2iwo] — A)™'B(q,q)))].

Demonstracao: Escrevemos F(x) em termos de fun¢oes multilineares B(x,y) e
C(z,y,u)
1 1
F(z) = 5B(@,x) + 0w, z,2) + O « ||*). (3.16)

Entao, podemos expressar

(Gro,9) = (0, B(q,v)), (Go,y) = (p, B(q,9)) ,

e a equacao restrita fica escrita na forma

1 1
Z/ = iwoz + 50202’2 + GHZE + §G02§2 +
1 . _ _
+ 5 (G21 -2 <pa B(Q7 A_1H11)> + <p7 B(@; (22&)0 - A 1)H20)>) 222 Ty
onde

Gy = <p7 B(Q;Q)) , Gu= <p, B(Q@)% Goz = <p7B(qa G)>, (3~17)

Go1 = (p,C(q,4,7)) (3.18)

Hy = B(q,q) — (p, B(¢,9)) ¢ — (P, B(4,9)) ¢

Hy = B(q,9) — (p, B(¢,9)) ¢ — (P, B(¢,9)) G-

(3.19)



Substituindo de (3.17) a (3.19) na equacao restrita, e tomando

1 1

A_lq = —q, A_la = __67
Wo 1Wo
(2iwel — A) g = iq (2iwel — A) g = Lq
1wy ’ 3twy ’
transformamos (3.13) na equagao
r 1 2 . 2
2 =Wz + 59202 + gi117z + 59022 + 59212 Z+
onde,
920 = (0, B(¢,9)), gu = (p, B(¢,9))
e

g = (p,C(q,4,9)) —2{p, B¢, A"'B(q,7))) + (p, B(q, (2iwe] — A)"'B(q,q))

+ ﬁ {p, B(q,9)) {p, B(4,9))
B P g | B P
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Note que os termos da tultima linha sao imaginarios puros e que os termos na

segunda linha sao dados pelo produto escalar gs0g;1. Aplicando a férmula

1 )
L(0) = FRG (ig20911 + Woga1)
Wo

temos a seguinte expressao para o primeiro coeficiente de Lyapunov

L(0) = —Rel(p.C0.0.2)) — 2 (p, Bla. A" B(q. 7)) +

2&10
+ (p, B(q, (2iwe] — A)"'B(q,q)))]-

Esta formula parece ser a mais conveniente para um estudo analitico da bifurcacao

de Hopf em sistemas n-dimensionais. Ela expressa o primeiro coeficiente de Lyapunov

usando os termos lineares, quadraticos e ciibicos, originais, assumindo que somente

os autovetores criticos - ordinarios e adjuntos - da matriz jacobiana sao conhecidos.
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Para finalizar, apresentaremos uma formula explicita para o calculo da condicao
de transversalidade. Para isso, consideremos os sistemas de equacoes diferenciais a
um parametro

v =Ala)r+ F(z,a), z€R", «a€R, (3.20)

onde F(z,a) = O(]| = ||*) ¢ uma fungdo suave de z, com expansio de Taylor iniciando
com pelo menos termos quadraticos, e depende suavemente de o e A(a) corresponde

a parte linear do sistema com um par de autovalores complexos conjugados
Ai(@) = Ma),  Ao(a) = Ma),

M) = pla) +iw(a),

satisfazendo a condicao de Hopf para a = 0
1(0) =0, w(0)=wy> 0.

Lema 3.2.4. (Condicao de transversalidade) Considere o sistema (3.20), nas

condicoes acima. Entao,

1'(0) = Re (p, A'(0)q) (3.21)

onde p,q € C" satisfazem

Demonstracao: Derivando ambos os lados da equacao

com relagao a a, obtemos
A'(a)g(e) + Ala)d () = N(a)g(a) + A(@)d (a).
Tomando agora, o produto escalar por p em ambos os lados temos
(p,Aq+ Aq') = (p, Nq + A{)

= (0, A'q) + (p, Ad) = (p, V) + (p, \(')
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= (0, Aq) + (A'p,q') = (p, Nq) + (p,\f') .

Para o = 0 temos que A*(0)p = —iwpp e assim

(p, A'(0)q) + iwo (p, ¢') = N(0) (p, q) + M0) {p.¢) ,

Usando que (p,¢') =0e (p,q) =1, segue que

(p, A'(0)q) = 1'(0) +iw(0) (p, q) -

Portanto,

1'(0) = Re (p, A'(0)q) .

3.3 Bifurcacao de Hopf no sistema feedback control

Nesta secao aplicaremos o Método da Projecao para estudar a bifurcacao de Hopf
no sistema fisico feedback control, este exemplo foi retirado de [8].  Considere a

equacao diferencial nao linear dependendo do par de parametros positivos («, [3)

By dy
1—y)=0
dt3+ dt2+6 Yyl —y) =0,

esta descreve um sistema simples de feedback control do tipo Lur’e.

Fazendo x; =y, 1o = 2 e x3 = )}, escrevemos a equagdo no seguinte sistema de

terceira ordem

/
T = X2,

/
xh = x3, (3.22)
kxg = —ax3 — fry — 11 + 27

Note que para todos os valores de (a, 3), o sistema (3.22) tem equilibrios #(*) =

(0,0,0) e = (1,0,0). Estudaremos o equilibrio (%,
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A matriz jacobiana do sistema (3.22) avaliada em z(*) tem a forma

0 1 0
A= 0= 0 0o 1
-1 -8 -«

cujo polindmio caracteristico é dado por
P(\) =X +aX + A+ 1.
A fim de estabelecer a relacao entre a e 3 correspondendo a bifurcacao de Hopf de

2(® vamos aplicar o critério de Hurwitz (veja Anexo I).

Note que, todos os coeficientes do polinémio sao positivos, pelo critério de Hurwitz

o polinémio tera raizes complexas imaginarias puras, quando

a:%, B> 0.

Fazendo A = iw no polinémio caracteristico obtemos

P(iw) = (iw)® + afiw)® + B(iw) + 1.

Neste caso, o = 1/, assim

2 —iw? + Biw = 0,
. 3 w . 2
Oz—zw—g—l—ﬁzw—i—li w2 =w =pF>0.
—— +1=0
/8 )

Logo, para a = 1/, o equilibrio tem autovalores imaginarios \;» = Ziw, com

w?() > 0.

Temos que para « < ag, o equilibrio é instavel (possui autovalores com partes reais
positivas), enquanto que para o > g o equilibrio é estavel (possui autovalores com
partes reais negativas); em ambos casos o terceiro autovalor é negativo. (Basta

aplicar o critério de Hurwitz).
A condicao de transversalidade ¢é satisfeita (veja [8]).

Note que temos as condicoes suficientes para que a bifurcacao de Hopf ocorra. Para

analisar a bifurcacao( isto é, determinar a posigao do ciclo limite), iremos calcular o
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primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema restrito a variedade central no valor do

parametro critico, para isso utilizaremos a formula (2.15).

O autovetor ¢ de A correspondendo ao autovalor iw e o autovetor p de A? associado
a —iw Sao
3

q=(1,iw, —w2), p = (iw, 1 — w?i, —wz)

Para que a relagao (p,q) = 1 seja satisfeita, tomaremos os vetores

1 3

. . 2 - . 3. 2
q=(1,iw, —w?), P—m(w}’l—w i, —w”).

A anélise da parte linear do sistema estd completa, faremos agora a anélise da
parte ndo linear. Note que existe somente um termo nao linear (quadratico). Assim,
a forma bilinear B(z,y), com x = (11,72,73) ¢ ¥y = (y1,v2,93) € R pode ser

expressa como

B(z,y) = (0,0,2x191).
Temos também que C(z,y,z) = (0,0,0) com z € R3. Assim,
B(q,9) = B(q,9) = (0,0,47) = (0,0,2).

Para as outras expressoes envolvendo B, encontramos as matrizes inversas

1

-3 - -1
B
14—1(3;.(0)7 060) — 1 0 0
0 1 0
e
3(—3iw?2) -1 3i
6wt — 3w w? 6w3 — 31
1 3i —9 6w
2i\/B—-A)t == — -
(25 = 4) 3 60° —3i w  6w%—3i
6w X —12iw?

68w3 — 3 6w3 — 3
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Assim, segue que

s =A"'B(q,q) = (—2,0,0),
2

(9T — AV-1 _ S g2
r = (2wl — A)~'B(q,q) 30 277 (1, 2wi, —4w?).
Utilizando a Fomula (2.15)
1
ll(ao) = —=Re (_2 <p7B(Q7 S)> + <po(a7T)>)

2VB
- %Re (—4p3qus1 + 2p3qur1)
_wg(]_ + 80]6)
(0 + o)1+ du)

—BVB(1 +85%)
(1+5%)(1+45°)

O coeficiente de Lyapunov é claramente negativo para todo § > 0. Aplicando o

Corolério 2.2.1, segue que existe um unico equilibrio estavel para cada o < ag, com

« suficientemente proximo de ay.



Capitulo 4

Bifurcacao de Hopf em sistemas
n-dimensionais II: Reducao de

Lyapunov-Schmidt

Neste capitulo apresentamos a Reducao de Lyapunov-Schmidt, nosso objetivo é
mostrar como este método pode ser utilizado para estudar a bifurcacao de Hopf em
sistemas n-dimensionais, com n > 2. Essa forma de entender a Bifurcacao de Hopf
¢ devida a Cesari e Hale (ver [6]). O estudo realizado neste capitulo foi baseado na

referéncia [2]. Dividimos o capitulo em duas segGes:

Na segdo (4.1) apresentamos o algoritmo da Redugao para sistemas definidos em
espacos de Hilbert de dimensao infinita, para o caso de sistemas definidos em espagos

de dimensao finita veja [2].

Na se¢ao (4.2) aplicamos a Reducao para sistema n-dimensionais que apresentam
uma bifurcacao de Hopf de codimensao 1. Em seguida, utilizamos a reducao feita
para demostrar o Teorema de Hopf o qual nos permitira obter informacoes sobre a

Bifurcacao de Hopf.

46
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4.1 Reducao de Lyapunov-Schmidt para espacos de

Banach de dimensao infinita
Primeiramente, apresentaremos defini¢oes e teoremas necessarios para a compre-

ensao do Método da Redugao de Lyapunov-Schmidt que serd exposto a seguir.

Definicao 4.1.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear limitado

L: X —Y € dito Fredholm se satisfaz as sequintes condicoes:
i) Nuc (L) € subespaco de X de dimensado finita.
ii) Im (L) € subespaco fechado de'Y com codimensdo finita.

Definicao 4.1.2. Se L é Fredholm, o indice de L é o inteiro
i(L) = dim Nuc (L) — codim Im (L).

Proposicao 4.1.1. Se L : X — Y ¢ Fredholm de indice zero, entao exristem

subespacos fechados M e N de X e Y, respectivamente, tais que,

a) X =Nuc(L)® M ,

b) Y =N &Im(L).

Para uma demonstragao deste resultado ver [1].

4.1.1 Algoritmo da Reducao de Lyapunov-Schmidt

A Redugao de Lyapunov-Schmidt nos fornece uma maneira de relacionar as érbitas
periddicas de um sistema n-dimensional, onde n > 2, com as solucoes simples de uma

equacao escalar do tipo
f(z,a) = 0.

A Reducdo é feita em 5 passos, no que segue iremos apresentar e justificar cada

passo.
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Seja ® : X x R¥! — Y uma aplicagdo C° entre espagos de Hilbert, com ®(0,0) =

0. Usaremos a redugao de Lyapunov-Schmidt para resolver a equagao
O(u,a) =0 (4.1)

com u em funcao de «, numa vizinhanca da origem. A derivada de ® na origem,
calculada no vetor u, é dada por

L= Tim O (hu, 0) — (0, O)‘
h—0 h

De agora em diante iremos supor L Fredholm de indice zero.

Segue o algoritmo do Método:

1) Decompor os espagos X e Y em funcao de L:
X = Nuc (L) ® M, (4.2)

Y = N@Im (L). (4.3)

Esta decomposicao faz sentido, pois como L é Fredholm de indice zero podemos

aplicar a Proposicao 4.1.1.

2) Considere as projecoes
E:Y—Im(L), (I-E):Y —N.

com Nuc (E) = N e Nuc (I — E) =1Im (L).

Proposicao 4.1.2. Seja v € Y temos que v = 0 se, e somente se Ev =0 e

(I —E)v=0.

Demonstracao: (=) Suponha v = 0. Como E e I — E sdo transformagoes
lineares segue que E(0) = 0 e (I — E)(0) = 0. (<) Seja v € (Nuc (E) N
Nuc (I — E)), como as projecoes E e (I — E) sd@o complementares, temos que

(Nuc (E) N Nuc (I — E)) = {0}, ou seja v = 0.
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De acordo com a Proposi¢ao 4.1.2 o sistema (4.1) pode ser expandido no par

de equacoes equivalentes

Ed(u,a) =0 (4.4)

(I — E)®(u,a) = 0. (4.5)

Utilizando a decomposicao (4.2) podemos escrever u = v+ w, onde v € Nuc (L)
ew e M.

Afirmacao: E possivel resolver a equacio (4.4) em funcdo de v e a.

De fato, inicialmente mostraremos que podemos aplicar o Teorema da Funcao

Implicita em (4.4). Para isso, definamos a fungao
F:Nuc (L) x R¥' x M —Tm (L), (v,,w)+— E®(v+w,a).

Utilizando a Regra da cadeia, temos que a derivada de F' em relagao a w,
aplicada na origem, é dada por

dF dE

dw  dw

(®(0,0))0oL=EoL=1L

M

Lema 4.1.1. L ¢ invertivel.

M

(w) = 0 entdo w € Nuc (L) N M ou
M

Demonstracao: Sejaw € M tal que L

¢é invertivel.

={0} =1L

seja w = 0. Logo, Nuc (L)

M
|

Aplicando o Teorema da Funcao Implicita segue que F' tem solucao tnica para
w numa vizinhanga  C Nuc (L) x R¥! da origem. Vamos escrever essa solugao

como w = W(v,a) sendo W : 2 — M a qual satisfaz
Ed(v+ W, a),a)=0 , Y(v,a) e (4.6)

e W(0,0) = 0.
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4) Substituindo W na equagao (4.5) obtemos a equagao reduzida
¢:Nuc (L) x RF"Y — N (v,0) = (I — E)®(v+ W(v,a),a).  (4.7)

Desse modo, os zeros de ¢(v, ) estdo em correspondéncia biunivoca com os
zeros de ®(u, ar), tal correspondéncia é dada por
(v,0) = 0 60+ W(v,a)) =0,
5) Escolhemos bases {vy, vy, ..., v,} para Nuc (L) e {v},v},..., v} para Im (L)*.

Defina g; por
gi: BCR" xR 5 R, (z,a) = ], ¢(z1v) + - + 2500,0)),  (4.8)

onde B é uma bola pequena o suficiente para que o vetor (z,«) € B entao o

vetor (x1v1 + -+ -+ x,0,, @) € . Como L é Fredholm de indice zero temos que:
dimNuc (L) = dim Im (L)*,

ambas dimensoes sdo finitas. Assim, as bases para Nuc (L) e Im (L) possuem

o0 mesmo namero de vetores.

Abaixo vamos citar, brevemente, os cinco passos essenciais, que detalhamos ante-
riormente, para chegarmos na equagao reduzida (4.8).
1. Decompomos o espaco, em uma soma direta dependendo de L ((4.2) e (4.3)).

2. Usamos tal decomposi¢ao para definirmos as projecoes E e (I — E), donde

chegamos nas equacoes ((4.4) e (4.5)).

3. Mostramos que (4.4) pode ser resolvida numa vizinhanca da origem usando o

Teorema da Funcao Implicita.
4. Substituimos as solugoes de (4.4) em (4.5) para obtermos a equagao (4.7).
5. Escolhemos bases convenientes para Nuc (L) e para (Im (L)) e obtemos a

equacao reduzida (4.8).

O resultado da Reducao de Lyapunov-Schmidt pode ser resumido no seguinte

teorema.
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Teorema 4.1.1. Se a derivada de ®(u,«) é um operador Fredholm de indice zero,
entdao as solugoes de (4.1) entao localmente em correspondéncia biunivoca com as

solugoes do sistema em dimensao finita
gx,a) =0, 1=1,...,n. (4.9)
onde g; é definido por (4.8).
Para aplicacoes da Reducao de Lyapunov-Schmidt muitas vezes é necessario co-
nhecer as derivadas da funcao g.  Vamos supor que W e g;, com ¢ = 1,...,n sejam

suficientemente diferenciaveis. A proposicao abaixo nos fornece as formulas dessas

derivadas. Para demonstragio veja [2].
Proposigao 4.1.3. As sequintes afirmagoes sao verificadas

a) D,W(0,0) = 0,

b) D2W(0,0) = —L~'ED2(0,0),

09
¢) 6_:15]-(0’ 0) =0,
d) g (0,0) = (v}, D2®(0,0)(vev;))
dxydxj AT 77
aggz‘

) Dmdnear, 0 = (v, V), onde

V = D3®(0,0,0) (v, vg, v;) + D2®(0,0) (v, Wiy) + D2®(0,0) (v, Wi;),
dgi
8aj

8291'
8xj8a,-

J) 57=(0,0) = (v, Doy ®(0,0)) ,

g)

(O7 O) = <U:7 Diq)((), O) (Uja _LilE(Daquov O)) + DﬂﬁDazq)(Ov 0) (Uj)>'

4.2 Emncontrando solucoes peridodicas através da re-

ducao de Lyapunov-Schmidt

Seja F: R" x R — R", e considere a equacao

% + F(u,a) =0, (4.10)
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Em toda secao, vamos supor que
F(0,a) =0, (4.11)
e que A(w) = dF}, satisfaca as hipoteses:
i) A(0) tem autovalores simples +i, e
ii) A(0) ndo tem outros valores sobre o eixo imaginario.

Essa secao sera dividida em duas subsecoes:
(4.2.1)Defini¢ao do operador ®.

(4.2.2)Prova do Teorema de Hopf.

4.2.1 Definicao de Operador ¢

Nosso objetivo é definir um operador & com a propriedade que as solucoes de

® = 0 correspondam a solugoes 2m-periddicas de (4.10).

Existe um problema técnico no espaco das funcoes periédicas. A soma de duas
funcoes com periodos distintos pode nao ser periodica. Para superar esse problema

introduziremos o parametro extra 7 . Mais especificamente,

s=(1471)t.
Assim,
du_dudi _du 1
ds dtdr dtl1+71
Isto é,
du du
— = (1 ——
TSR

Assim podemos escrever (4.10) da seguinte forma

(1+7)Z—Z+F(u,a) =0, (4.12)

uma vez que F(u,«) nao depende explicitamente de s.
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Notemos que solugoes 2m-periodicas para (4.12) correspondem as solugoes 27 /1+7
periodicas para (4.10).
Como solugdes periddicas de pequena amplitude de (4.10) tém periodo proximo de

21, temos que 7 = 0.

Definimos entao,

d
d:Cy xRFEXR = Oy, (u,0,7) = (1 +7')d—u + F(u, a).
s

Deste modo, solugoes para a equagdo ®(u,a, 7) = 0 estdo em correspondéncia com

as solugoes 2m-periddicas de (4.12) e por consequéncia com as solugoes 2m-periodicas

de (4.10).

Notemos que,

®0,a,7) =0, Va,r.

Os espacos em que o operador ® atua sao definidos da seguinte maneira:

— (5 é 0 espaco de Banach das fungoes f : R — R”, continuas e 27-periodicas,

onde a norma ¢é definida por
[ [|=max | u(s) | .

Temos que existe max, | u(s) |, pois u é continua e periddica.

— C5_ ¢ 0 espago das aplicagoes 2m-periodicas com derivadas de primeira ordem

continuas. Neste espaco é definido a seguinte norma

du

ds

L fh=u] +\

Tomando o seguinte produto interno

_ % /0 () o(s)ds

os espacos Cy, e CJ_ sdo espacos de Hilbert.

(u, v)

Uma importante e indispensavel observacdo é que o grupo S! atua sobre Cs,,

através da mudanca de fase.
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Definicao 4.2.1. Sejam X um espaco topoldgico e G um grupo. Dizemos que G

atua em X se existe uma aplicacao continua
0:G,— X

tal que

0(g,r) = gx.

Definicao 4.2.2. Definimos a acdo de S*' em Cy, por 6 : S* x Cy — Cay onde
(Ou)(s) = u(s — 0).

Temos a seguinte proposigao.

Proposicao 4.2.1. O operador ® comuta com a acao de grupo 6.

Demonstracao: Com efeito,

d(0 - u)
ds

= (1—1—7’)% + F(u, a)

Q6 u,a,7) = (1+7)

+ F(0 - u,«)

= 0 -P(u,a,7),

uma vez que
d(f-u)  du
ds  ds

pois F' nao depende explicitamente de s.

e F(0-u,a)=F(ua),

4.2.2 Prova do Teorema de Hopf
Tendo caracterizado as solugoes periddicas de (4.10) com as solugoes da equagao
O(u,a,7) =0 (4.13)

resolveremos entao (4.13) usando a Reducao de Lyapunov-Schmidt.



35

Denotaremos por Ag(u) a derivada de F' na origem, calculada no vetor u.

Calculemos a derivada de ® com respeito a u avaliada no ponto (u, o, 7) = (0,0, 0).

Ddoou — lim 2000 = 2(0,0,0)

t—0 t
d(t
t) © pt, 0)
= lim 48
t—0 t
du F(tu,0)

= lim — + lim
t—0 ds t—0 t

_du . F(tw,0) = F(0,0)
ds = t—0 t

du
= —+ A .
s + Ao(u)

Denotaremos por L o operador D® ).

Afirmagao: O operador L : C;_ — Cy, é Fredholm de indice zero.

Teorema 4.2.1. Se o sistema (4.10) possui autovalores simples para x = 0 quando

a =0, entao existe uma fungao diferencidvel g(x,«), da forma
g(x,a) =r(2* a)z, r(0,0)=0,

tal que as solucoes locais de g(x,a) = 0, com x > 0, estGo em correspondéncia
biunivoca com orbitas que sao solucoes 2m-periodicas de pequena amplitude para o

sistema (4.10).

Para demonstrarmos o Teorema 4.2.1, necessitamos de alguns lemas.
Lema 4.2.1. Se o sistema (4.10) satisfaz as hipdteses (i) e (ii), entdo
a) dim Nuc(L) = 2.

b) Existe uma base {vy,vs} para Nuc (L) com a sequinte propriedade.

Se identificarmos Nuc (L) com o R? pela aplicagdo
(,y) = o1 + yug

entdo, a acdo de S* sobre Nuc (L) dada por

x cos (0) —sen (0) x

Y sen (0) cos () y
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c¢) Eriste uma decomposi¢ao invariante de Cs, dada por
Cor =Nuc (L) M (4.14)
e essa decomposicao induz uma decomposicio em C5_
Cy. = Nuc (L) & M, (4.15)
onde M = (Im (L)) N C}5,_.
Demonstragao: a) Considere o sistema de Edo’s com coeficientes constantes
Lu=0, uecCy,

onde

d
L=—+A,.
ds+ 0

Das hipoteses (i) e (i), feitas nesta se¢do, temos que os autovalores sdo +i, Az, ..., A\,
onde oj, 7 = 3,...,n nao estao no eixo imaginario. Existe uma base de solugoes
{ui(s), -+ ,un(s)} tal que uy(s) e ua(s) (associadas aos autovalores i) sao solugoes
2m-periodicas e as outras nao sao 2m-periodicas. Mostraremos que estas sao as tinicas

solugoes periddicas.

De fato, se « + i3 é autovalor e (uj + iug) é autovetor correspondente, temos

@B () 1 juy) = [ cos (Bs) + iesen (B5)](ur + i)
— ™ cos (Bs)ur — *sen (Bs)us
+ ie®[cos (Bs)us + sen (Bs)ui]
= ¢®[cos (Bs)ur — sen (Bs)us] +
+ ie%[cos (Bs)usz + sen (Bs)ui]

= ™ +ie™vy (4.16)

onde

vy = cos (Bs)u; — sen (Bs)ua, (4.17)

vg = cos (Bs)ug + sen (Bs)uy. (4.18)
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Notemos que (4.16) serd uma solugdo 2m-periddica se « = 0 e § € Z. Logo, somente

os autovalores +7 induzem solucoes 2m-periodicas.

Seja ¢ € C™ satisfazendo

Apc = —ic, <Et,c> = 2.

ou seja, ¢ é autovetor associado ao autovalor —i. O vetor linha ¢ é o vetor transposto
ao vetor ¢ com entradas complexas conjugadas em relacao a c¢. Entao tomando o =0

em (4.16) e 8 = 1 nas equagoes (4.17) e (4.18), obtemos
v1(s) = Re (e”¢), (4.19)
vy(s) = Im (e”c), (4.20)
que formam uma base para Nuc (L). Em particular dim Nuc(L) = 2.
b) Consideremos a base para Nuc (L) formada pelos vetores v, e vy dados por (4.19)
e (4.20). Como

v1(s) = Re (e*c) = cos (s)Re (¢) — sen (s)Im (c), (4.21)

vs(s) = Im (e*c) = cos (s)Im (c) + sen (s)Re (), (4.22)
temos que
Oui(s) = vi(s—0)
— cos (s — 0)Re (¢) — sen (s — 6)Im(c)
= [cos (s) cos (0) + sen (s)sen (6)]Re (c)
—[sen (s) cos (6) — sen (8) cos (s)]Im (c)
= cos (0)[cos (s)Re (c) — sen (s)Im (c)]
+ sen (0)[sen (s)Re (c) — cos (s)Im (c)

= cos (f)v; (s) +sen (8)vs (s).
Fazendo calculos anélogos para fv, (s) concluimos que
Ovy (s) = cos (0)vy (s) + sen (0)vs (s),

Ovy (s) = —sen (A)vy (s) + cos (O)vg ().
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Para descobrirmos com 6 age em R?, aplicamos 6 no vetor (z,y)

0(x,y) = O(zvi(s) + yva(s))
= (0vi(s)) + y(Ova(s))
= z[cos (Q)vy (s) + sen (Q)vs (s)] +
(0)

(
+ ylcos (A)vy (s) + sen (0)vs (s)]
= uy(s)w cos (8) — ysen (0)] +

+  wo(s)[wsen (0) + y cos (6)]
cos () —sen (0) x
sen (0) cos () Y

c) A demostracao deste item é extensa, citaremos aqui os principais passos, para
demonstragao completa veja [2].

Primeiramente, construimos uma base para Nuc (L*), onde L* é o operador adjunto

com respeito ao produto interno

1 2
= — ds.
() = 5= [ W) v(s)as
Para isso, utilizamos as afirmacoes:

Afirmacgao 1) L* é dado por

dw
L* - _ At
w s +

Afirmacao 2) Considerando fung¢ées somente de valores reais, temos que Ay e Aj

possuemn 0SS mesinos autovalores.

Concluimos da Afirmacao 2 que se A, satisfaz as hipoteses do enunciado (i) e (i7),

entdao A} também satisfaz.

Seja d um vetor, nao-nulo, pertencente a C™ satisfazendo
Abd = id,

e seja

vi(s) = Re (e”d),
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v5(s) = Im (e*d).
Entao, com calculos analogos aos feitos no item (a), concluimos que {v,v5} é uma
base para Nuc (L*).
Normalizamos d com a seguinte afirmacao.

Afirmacao 3 O autovetor d pode ser escolhido tal que
dic=2 d'-c=0.
Com essa normalizagao para d, temos as seguintes formulas para os produtos internos

entre v; e vy j,k=1,2:

dtAS.
1. <v,’;,v;> = %(Sjk,

2. (UZan> = Uik,
3. (vg,vj) =k, onde 6;; =1,se i =j, e d;; =0, se j #i.
Para verificarmos a decomposi¢ao (4.14) usamos a hipotese de L ser Fredholm de
indice zero,
codim Im (L) = dim Nuc (L) = 2,
ou seja, Nuc (L) tem a mesma dimensao de um subespaco complementar da Im (L).
Afirmacao 4) Sendo L Fredholm de indice zero, entao Im (L) N Nuc (L) = {0}.

Afirmacao 5) Seja W C (5, um subespago tal que

a) Im(L) @ W = C,
b) dim M = dim Nuc(L) = 2,
¢) Im(L) N Nuc (L) = {0}.
Entao,
Im (L) ® Nuc (L) = Cy,.
Utilizando as Afirmagoes (5) e (6) concluimos a decomposigao (4.14).

A decomposicao (4.15) segue de um argumento anélogo a justificativa de (4.14).
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Vamos agora nos refirir aos 5 passos da Redugao. No passo 1, escolnemos M ¢ N

de acordo com a decomposigoes (4.14) e (4.15), isto é,
M = (Im(L))* NnCy., N = Nuc(L). (4.23)

Os passos 2, 3 e 4 nao requerem informacoes especificas para a presente aplicacao.
Paramos ap6s o passo 4 com as coordenadas livres da aplicacao reduzida ¢ dada por

4.7). Pela nossa escolha em (4.23), temos que
(4.7) , q
¢ : Nuc(L) x R*! x R — Nuc (L),

isto &, 0 mesmo espago Nuc(L) aparece no dominio e imagem de ¢. Na verdade, esta
¢ a razao de ndo usarmos o complemento ortogonal em (4.23). Além do mais, M e

N sao complementos invariantes. Segue o lema.

Lema 4.2.2. Se os espagos sao invariantes pela acao, entao as projegoes comutam

com a acao.

Demonstracao: Seja £ : Y — Im (L) a projecdo com Nuc (L) queremos que E
comute com € S! qualquer. Suponhamos que u = v + w, onde v € Im (L) e

w € Nuc (L). Usando a linearidade de 6, temos que
O0FE(u) = 0v = E(6v) = E(6v + 6w) = E(0(u)),

pois Im (L) e Nuc (L) sdo invariantes pela agdo. De maneira anadloga segue que

(I — E) comuta com 6.

Lema 4.2.3. A funcdo ¢ comuta com a acao.

Demonstragdo: Mostraremos primeiramente que a funcao W : Nuc (L) x R¥ —

M dada em (4.6) comuta com 6, isto é

W(0v,a) = W (v,a) VO € S
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De fato, fixemos § € S! e definamos
Wy(v, a) = 7' W (0v, a).
Assim,
Ed(v+ Wy(v,a)) = E®(v+60'W(bv,a))
= E®0.07'v+0"'W(hv,a))
= E®0 ' (6v + W (0v,q))).
Como a ac¢do comuta com o operador e com a proje¢io, segue que
E®(v+Wy(v,a)) = 0 E®(Gv + W (0v, a)).

Do fato que (4.7) vale para qualquer v, em particular para fv, concluimos que Wy
também ¢é solucdo da equacdo implicita (4.4), sendo claro que Wy(0,0) = 0. Pela

unicidade do Teorema da Funcao Implicita, concluimos que
Wy(v, ) = W (v, ),
0 que queriamos mostrar.
Considere agora a equacao (4.5), temos que
o(Ov,a,7) = (I —E)P(Ov+ W(0v,a),a,T1)

= ([—E)P0(v+ W, a),a,T)
= 01— E)o(v+W(,a),a,T)
= 0¢(v,a,T).

Os lema a seguir nos oferece a forma da aplicagao ¢.

Lema 4.2.4. Assumindo as coordenadas de Nuc (L) no Lema 4.2.1(b), a aplicagao

reduzida tem a forma

x —y
¢ (z,y,0,7) =p(®+y* a,7) +q (@*+y° a,T1)
y X

(4.24)

onde p e q sao aplicacoes diferencidveis satisfazendo:
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a) p(0,0,0) =0,

b) ¢(0,0,0) =0,
dp

c) %(0,0,7) =0,

dq
d) —(0,0 = —1.
)d7<’ 7)

Demonstracao: Seja ¢ : R? — R? uma aplicacdo diferencidvel que comuta com
a agdo definida em (4.2.1)(c). Entao existem fun¢oes diferenciaveis p, ¢ de uma

variavel real, tais que

x —y
¢ (z,y,0,7) =p(@®+y* 1) +q(®+y°a,7)
y X

De fato, escrevemos ¢ como funcao de duas componentes

¢(x,y) = (¢1(x,y), ¢2(a:,y))

Como sabemos ¢ comuta com qualquer § € S!, em particular comuta com 6 = 7.

Sendo 7(z,y) = (—z, —y), temos que
¢(—x,—y) = ¢7(z,y) = 7¢(2,y) = 7(1(2,y), P2(2, ) = (=1 (2, y), —¢2(x,y)).
Fazendo y = 0, temos

gb(—:L‘, O) = (¢1(_$7 0)7 ¢2(—$, 0))7

¢ por outro lado

¢(—,0) = (—=¢1(x,0), —¢2(x,0)).
Logo,

¢j(=2,0) = =¢;(x,0), j=12

Em outras palavras cada componente ¢;(z,0) é uma fung¢do impar na primeira va-

riavel. Sendo assim, podemos escrever

le(xv()) :p(xQ)‘rv ¢2(x’ O) = Q(IQ)x

para fungoes diferenciaveis p e q.
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Para qualquer ponto (z,y) do plano, podemos encontrar uma angulo 6 tal que

0(s,0) = (z,y) onde s> = 2?2 + y2. Disso segue que

(Zﬁ(df,y) = ¢<0(S70))_8¢(7 )
p(s)s, q(s%)s)
(

(
= 0(p(s?)s,0) + 0(q(s%)s,0)
(
(22

I
>

= p(s")(0(s,0)) + a(s)(0(0, )
= p(a® +y°)(0(s,0)) + q(z* + y*)(0(0, 5)).

Note que

Zo(s,0) = 0=(s,0) = 6(0, 5).

2 2
Logo,

T

9(075) = §(x,y) = (—y,x).
Com isso, temos que

2 2 x 2 2 -y

¢ (z,y,0,7)=p(z°+y°,a,71) +q(®+y a7
Yy x

Assim, concluimos a demonstragio de (4.24) a menos de parametros auxiliares. Para
concluirmos a demonstragao do lema, basta verificamos agora os itens (a), (b), (c) e
(d). Na sequéncia, realizamos o passo 5 da Redugao de Lyapunov-Schmidt. Especi-

ficamente, para j = 1,2 de (4.8) temos que
¢j($7 Y, &, T) = <U;'<7 CI)(ZEUI + Yyvg, &y T)> :

De (4.24) temos
qbl(x? 07 a? T) = p(x27a7 T)x7 (4'25)

¢o(x,0,00,7) = q(a:Q,a,T)x. (4.26)

Derivando as equagoes (4.25) e (4.26) em relacao a z e calculando em (0, 0,0), obte-

mos

99
ox
O
Ox

~1(0,0,0,0) = p(0,0,0),

~22(0,0,0,0) = ¢(0,0,0).



Usando o item (a) da Proposigao 4.1.3, concluimos que
p(0,0,0) = ¢(0,0,0) = 0.

De (4.25) e (4.26), seque que

9p 0%y
E(Oy 07 7—) — 8x87 (0’ 07 O, T)7
Jq 0%y
5(07 07 7_) - OroT (0, 0, O, 7').
Do item (g) da Proposicao 4.1.3
0%, . -
(9:1:8?' - <Uj ’ d(q)T)Ul o dQCI)(Ul’ L 1E(I)7')> )
onde
0o
o = —.
i dr
Como

B, 0,7) = (14+7) 5 + F(u,a),

derivando em relacao a 7
0®(u,a,7)  du
or Cds’

E trivial que

0
E(O, a,7) =0,

assim o termo
d*¢(vy, LT E®,)
no produto interno de (4.27) é nulo.

Para o termo d(®,)v; temos

8(@%)1}1 — lim (I)T(O + tUl, T) - q)7(07 07 T)

t—0
m 8(15111 )
t—0 tO0s

02}1
Os

Como

v1(s) = Re (¢) cos (s) — Im (¢)sen (s),

64

(4.27)
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v9(s) = Im(c) cos (s) + Re (¢)sen (s).

Segue que
o
ds
Substituindo (4.28) em (4.27)

= —[Im (c¢) cos (s) + Re (¢)sen (s)] = —wvs. (4.28)

9%0. .
81‘8]7' - <Uj’ _U2> )
assim,
026, 00,
= -_ * pr— = -— * pr— —1
gror — (Whw) =0, oan == (v, )

e concluimos a demonstracao.

Temos agora todas as ferramentas necessarias para demonstrar o Teorema 4.2.1.
Demonstracao de Teorema 4.2.1. Da férmula explicita de ¢ dada no Lema 4.2.4

segue que ¢ = 0, se e somente, se

a) v =y =0,
b) p=q=0
De fato,
pr—qy =0, ‘ p—iq =0,
& (pr —qy) +ilpy +qz) =0 &
py +qx =0, r+1iy =0,

Sr=y=0 ou p=q=0.

As solugoes de (a) correspondem a solugdo constante trivial u = 0, ja as solugoes
de (b) correspondem as solugoes 2m-periodicas do sistema. Esta é nao constante se

z=2+1y*>0.

Com o objetivo de eliminar a redundancia de solucoes de (a) associadas a acao de
S! vamos a assumir que y = 0 e z > 0. Depois dessa simplificacdo, as expressoes de

(a) e (b) ficam da seguinte forma:
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b) p(a*, a, 1) = q(z*, a,7) = 0.

Agora queremos que numa vizinhanca da origem a equacao
q(z% a,7) =0 (4.29)
2

pode ser resolvida para 7 = 7(z°, ).

O Lema 4.2.4 itens (b) e (d) nos permite aplicar o Teorema da Funcao Implicita,

assim garantimos que (4.29) possa ser resolvida para 7 = 7(22, ).

Definamos entao,
r(z,a) =p(z,a,7(z,a)), glz,a)= r(a:Q,a,x)x.

Entao a equacao

o(z,y,a,7) =0 (4.30)

tem solugao com z2 + y*> > 0 & r(2? + y* «) possui solugao. Além disso, toda

solugao de (4.30) pode ser obtida das solugoes de
g(x,a) =0

com x > 0 por uma rotacao apropriada.

Concluindo que as soluges de (4.30) estdo em correspondéncia biunivoca com as

solugoes do sistema (4.10).
|

Demonstraremos agora o Teorema de Hopf, o qual nos permitirad obter informacdes

sobre a bifurcagao de Hopf.

Teorema 4.2.2. Considere o sistema de EDO’s (4.10) tal que as sequintes hipdteses

sao satisfeitas:

1) o sistema possui autovalores simples no ponto de equdlibrio x = 0 para o = 0,
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2) a condigao de transversalidade da Bifurcagao de Hopf € satisfeita.

Entao existe uma familia d um pardmetro de (4.10) bifurcando da solugao trivial

u=0ema=0.

Demonstracao: O Teorema 4.2.1 nos garante que podemos encontrar orbitas pe-

riddicas de (4.10) resolvendo a equagao

g(xz,a) =0. (4.31)

2

O teorema também garante que g(z,a) = r(z? )z para alguma fungao r. Mas,

encontrar solugoes triviais de (4.31) consiste em resolver
r(z? a) = 0.

Expandindo a fung¢ao r em série de Taylor numa vizinhanga de (0,0) temos

or or
r(z,a) =r(0,0) + &(0, 0)z + E(O, 0)a+ O(z, @)

onde z = 2%, 7(0,0) = 0 (Teorema 4.2.1) e O denota os termos de ordem maior.

Afirmacao:

or op(0)

7&07

onde p ¢ a parte real dos autovalores associadas ao sistema (4.10).

Com efeito, temos que

r(z,a) = p(z,a,7(z, a)).
Aplicando a regra da cadeia

or dp dp (

.
%(z, a) = a—a(z,ao,T(z,a)) + P z,oz,T(z,oz))%(z,a)

e em (z,a) = (0,0), temos

or _Op dp or
8_04(07 O) - o (07 07 T<07 O)) + or (07 O, T(Ov O))@Q (07 0)

Do Lema 4.2.4 temos que
Jp
—(0,0,0) =0.
87( :0,0)



Assim,

or dp

Por outro lado,

¢1 (‘CC? 07 a? T) = p(x27 a? T):E'

Derivando (4.32) em relacdo a x obtemos

%(0,0,0,0) = %(azz, o, 7)2a" + p(a’, 7).

Derivando agora com respeito a aq e aplicando em (z,y, A\, 7) = (0,0,0,0).

oo
Oaldzx

op or
(0,0,0,0) = %(0,0,0) = %(0,0).

Da Proposigao 4.1.3, item (g), temos

d>¢; . _
dagx = <vl, d(®)vy — d*®(vy, L 1E<I>a)> ,
onde
ou
S(u, o, 7) = (1+7)— + F(u, ).
0s
Derivando em relacao a a obtemos,
F
O, (u,a,7) = g—a(u, «)

Em particular temos que
®,(0,c,7) =0, dP,(0)v; = An(0)vy.

Portanto (4.33) fica na forma

GO {uh, Au(Op).
Como,
Aa(0)p; = g—g(om e (vf,v1) = 1
segue que,
2—2(0,0) = SZ?;(0,0, 0,0) = ag_g)) #0

e concluimos a prova da afirmacao.
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Utilizando o Lema 4.2.4, podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita e obter que
a solucao de (2%, ag) = 0 pode ser expressa por ag = ap(z?), em uma vizinhanca de
(x, ) = (0,0). Isto significa que para cada valor de x > 0, proximo de x = 0, existe

2 a) = 0, ou seja, existe uma orbita periodica

um tnico o = a(x?) de forma que r(x
de amplitude maior que 0. Com isto encontramos uma familia a um parametro

parametrizada por x > 0 que bifurca da solucao trivial u© = 0.



Capitulo 5

Aplicacao dos resultados e

comparacao dos métodos

5.1 Apresentacao do problema

O estudo realizado nesta neste capitulo foi baseado em |[?|

As redes reguladoras sao colegoes de interagoes de moléculas em uma célula. Pro-
teinas, RNA e DNA agem um sobre o outro para controlar os processos celulares e
as respostas as alteragoes no ambiente. Um tipo particular sao as redes oscilatorias

que estao sendo descobertas em muitos processos biologicos.

Nos tltimos anos, pesquisas tem tornado possivel implementar redes oscilatorias
artificiais em laboratorios. Estudar esses modelos simplificados ¢ um importante
passo para entender a vida real das redes. Os estudos sugerem designs para uma

rede oscilatoria artificial.

Iremos estudar uma rede oscilatoria artificial conhecida como Repressilator, que
consiste de uma rede de trés proteinas, cada uma das quais reprime ciclicamente a

transcricao da seguinte.

Estudaremos o comportamento da seguinte familia & um parametro de equacoes

diferenciais.

70
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Definigao 5.1.1. Sejan um interro positivo, para o > 0 as equagoes do Repressilator

a0

(dx Q

- = — T

. 1+y» ’

dy Q

29 _ 5.1
dt 1+ 27 ¥ (5.1)
dz Qo

_— = — Z,
\ dt 1+ am

comzx,y, z > 0.

Esta é a versao resumida do modelo, no qual trés das seis relacoes estao assumidas.
A reducao assume que as trés variaveis excluidas envoluem numa certa ordem de

grandeza mais rapida do que as outras trés.

Note que, devido a simetria das coordenadas, os pontos de equilibrio sao da forma

R = (r,r,r), onde r satisfaz

=r, (5.2)

isto é,

r"t 4 —a=0.

A matriz Jacobiana de (5.1) é dada por

_ n—1
ST
A= 0 L ZmeE
—naz™ ! (ot 2y |
e calculada no ponto de equilibrio R
—nar™ !
-1 (1+—M)2 0 1
—nar™™
A(ryryr) = 0 1 -1 a e | (5.3)
—nar™”
m 0 -1
O polinémio caracteristico desta matriz é
—nar"!

PN =—-1+X*+ad® a= (e
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com raijzes

A= -1, w=-1 5.4
7 +re v (5-4)
Temos que
1 V3 1 V3
3 . .
w w , w 5 + 5 7, W 5 5 ]
Note que para qualquer valor de n > 0 o autovalor correspondendo a w = —1 ¢
negativo.

Verifiquemos agora os autovalores correspondendo a

1, V3

=+
w 9 9 1

Utilizando a equagao (5.4) é facil ver que, para n = 1 e n = 2 os autovalores com-

plexos conjugados terao partes reais negativas. Logo, R em ambos casos é atrator.

Para o caso n > 2, dependendo do valor de r, a parte real pode ser negativa ou

positiva, vamos trata-lo separadamente.

A parte real dos autovalores é dada por

n

m nr nor
A= <i—>- =2 , .
Re\ = cos 5) T 5 T (5.5)
fazendo (5.5) igual a zero, obtemos
2
=9 : 5.6
o n—2 (56)

Para r < ry as parte reais dos autovalores sao negativas e para r > ry as partes

reais do autovalores sao positivas.

Em particular, para o tnico parametro
_..n+l
Qg =T  + 1o

a linearizacao de (5.1) tem dois autovalores imaginarios puros, condi¢do necessaria
para que a bifurcacdo de Hopf ocorra. Para verificarmos que de fato ela ocorre e
estuda-la, utilizaremos os resultados obtidos pelo Método da Projecao e o Método da
Reducao de Lyapunov-Schmidt, o Teorema da Forma Normal de Hopf e o Teorema

de Hopf, respectivamente.
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5.2 Estudo da bifurcacao via Teorema de Hopf

Iremos aplicar o Teorema de Hopf visto no Capitulo 4. Para isso, verifiquemos se

a condicao de transversalidade é satisfeita.

De (5.2) temos paran >0 fixoe r >0

a JR—
1+
Afirmacao A aplicacao
a:(0,00) = (0,00), a(r)=r-+r"t" (5.7)

é invertivel.

De fato, basta observar que a aplicacao é estritamente crescente e injetora, logo

invertivel.

Da afirmacao acima, concluimos que a aplicacao inversa estd bem definida, com
derivada em relagao a o dada por

1
L+ (n+1)rm’

n rh
ReAd =7 (1—}—7“”)

Utilizando (5.2), e derivando a expressao obtida em relagdo a «, temos

(5.8)

De (5.5)

ORe A n or
da 2 (‘%”) -
Vamos supor que
ORe A _0
o '

Como n/2a? > 0, pois a > 0 e r > 0, segue que

(L) —aﬁvw“ =0« —(xg—kr _O@&_Z
202 da B Oa B da o
Utilizando (5.8),

1

-
- Taa=m 1)
I+(n+1)rm « a=r{l+(n+DrT],



74

de (5.2), temos
a=r[l+n+1)r" e a+n"t =ae " =0,

o que é uma contradicdo, pois nr"t! > 0.

Concluimos que
ORe A(«)
O«

para todo valor de «, em particular para a = «y.

£0,

Aplicando o Teorema de Hopf, segue que existe uma familia de 6rbitas periddicas

a um parametro que bifurca do ponto de equilibrio (r, 79, 79) quando @ = «.

5.3 Estudo da bifurcacao via Teorema da Forma

Normal de Hopf

Primeiramente, vamos escrever o campo de vetores do sistema (5.1) na forma

Q (6% (0%
F('T?y’z) = (f(.?],y,Z),g(l’,y,Z),h(l’,y,Z)) = <1+yn -, 14 zn - Y 14 zn _Z> :

Iremos supor

Fle,g,2) = Ale,,2) + orB((0:2), (0,0.2) + 51C(0,2), (6,9, 2), (2,,2)) +

+ O(ll (z,,2) "),

onde A é a matriz Jacobiana calculada no ponto (rq, rg, 7o) dada por

-1 -2 0
o -1 -2 1,
-2 0 -1
com autovalores \; = —3, A\o3 = ++/3i, ¢ B e C funcoes bilineares e trilineares
respectivamente, com componentes
Bl((xhylzl)a (3’?273/27 22)) = fyy y1Y2,

x7y7Z:r0
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Bz(($1, 9121)7 ($2, Y2, 22)) = Gzz 21%2,

T,Y,2=T0

Bs((z1,1121), (T2, Y2, 22)) = hag L1L2,

x7y7zzr0

Cl((xla y121)> (an Y2, ZZ): (x3> Y3, 23)) = fyyy Y1Y2Y3,

x7y72::7‘0

Cz((xh y121), (xz, Y2, 22)7 (5171, Y3, 23)) = Gzzz 212273,

T,Y,2=T0

03((5617 y1Z1)7 (I’Q, y27 22)7 (fljg, 3137 Z3)) = h:B:B:E T1T2T3.

T,Y,2=T0

onde ($1a91,21)7($27?/2722);(353,9372’3) € Rg e

n—1

any
T, Y,2) = 70— 5>
(D2 1y
(1 +ym
(n? +3n +2)y>" 3 — (4n? — 4)y*"=3 — (n® — 3n — 2)y" 3
(T +yn)t '

Procederemos da seguinte maneira. Primeiramente, calcularemos expressoes ex-

fyy(l} Y, z) = nao

Y

Jyyy = —na

plicitas para B e C'; em seguida encontraremos os vetores p e ¢, tais que Aq = \/§iq
e Alp = —/3ip , satisfazendo a normalizacdo < p,q >= 1. Finalmente, calculare-
mos as expressoes de (3.15), e a partir desta calcularemos o primeiro coeficiente de

Lyapunov para a = «g.
Para o caculo de By, tomemos

n

Yy=Trg € Tog= ’
n—2

em f,,, e utilizando a relagao
o

B 1+4+rf

To

obtemos

2
Bl((mla y121)7 (372; Y2, 22)) = r_y1y2-
0
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Por simetria, este ¢ também o coeficiente de By e Bs, entao a funcao bilinear B é
dada por
2
B((z1,y121), (22, Y2, 22)) = 7,_(5 —n) (1Y, 2122, T1T2).
0

Para o célculo de C}, tomemos

2
n—2

Yy=mT9 € To=

na expressao de f,,,, e utilizando a relacao

«

ro = ———
147y’

segue que
2 2
Ci((z1,y121), (22, Yo, 22), (T3, Y3, 23)) = r_2(_n + 15n + 38)y1y2ys.
0

Por simetria este também é o coeficente de Cy e (3, entao a funcao trilinear C' e

dada por

2
C((Ihylzl)a ($2, Y2, 2’2)7 ($17 Y3, 23)) = p(_”Q + 15n + 38)(9192937 2122723, $1$2$3)-
0

Os vetores p e ¢ sao dados por

. <w_ w L) onde oo “LTV3
p q \/§7 \/§7 3 Y 2 *
Utilizando (3.15), temos
1 _ o _ N = e . _
o) = o—=Re [P+ Cla.0.0) 20 Bla. A~ Blg.0) + 7~ B, (2V3il — 4)B(g.0))].
(5.9)
Calculemos as quantidades envolvidas em (5.9)
2 2(5—n)
B =—(5-n)(w’1 B(q,q) = ——=(1,1,1).
(9.9) = 3~ —n)(w’ Lw), Bl¢,9) 3 (L L)

Para as outras expressoes envolvendo B encontramos as matrizes inversas

1 2 4

9 9 9
4 4 1 2
9 9 9

2 4 1

9 9 9
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3 _34\/§z' 10 8/3i 4 8/3i

62 189 63 * 189 63 189

QVBI—A)y 1= | _4 83 3 343 10 8V3i

63 189 63 189 63 189

8/3i 4 +8\/§@' 3 3430

63 * 189 63 189 63 189

Assim, segue que
—9(5 —
y(l’ 1,1),

70

(2V/3il — A B(q,q) = y (1 _ ﬁ(a _ ‘Wf 5 @) .

A'B(q,q) =

Entao,

—44/3(5 —n)?

2
s w10,

B(7, (2V3i — A)7'B(q,q)) = —2V3( —n)’ (1 — L b iz> :

27rk

B(q, A7'B(q,7)) =

3
Clq.4.9) = 9—{;(# — 150 +38)(1 — V34, =2, 1 + V3i).
0

Os produtos internos sao

n? — 15n + 38

(p.Clq,q,79)) = 32

(14 V/30), (5.10)

(5, B(q, A" B(q,9))) = 2(59_2”) (1+/31), (5.11)
—4(5 —n)%

Ve (5.12)

(P, @ (2v3i— A)7'B(g,q)) =
Substituindo os valores (5.10), (5.11) e (5.12) em (5.9)

1 n?—15n+38  4(5 —n)? —4(5 — n)? z)
L) = Re - +/30) +
1( 0) 2\/§ ( 37,(2) 9 2 ( ) 9\/_7”0
1 n2—15n—|—38_4(5—n)
23 37“(2) 9rg
1
= (—n* + 5n + 14)

18\/_7“3

n +5n — 14

C18VBre

(14 x/§¢))
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Afirmacao: [1(ag) # 0 para n > 2.

De fato,
245n—14
O T g (2 4 5n— 14) =0,
18v/3r2
isto ocorre quando n = 2 e n = —7, como estamos considerando n > 2 a afirmacao

¢ verdadeira.
Na se¢ao anterior ja verificamos que (5.1) satisfaz a condigao de trasversalidade.

Assim, estamos nas condicoes do Teorema da Forma Normal de Hopf, donde con-

cluimos que o sistema (5.1) apresenta uma bifurcagdo de Hopf, para n > 2, quando
a=ay =1yt +rg, onde rg = /2/(n — 2).

Aplicando o Corolério 2.2.1, concluimos que para cada a > «q, porém suficiente-

mente proximo de qg, existe um tinico ciclo limite estavel.

5.4 FExtensao do Modelo

Nesta se¢ao iremos estender o modelo do Repressilator. Para isso faremos n €
R*, no caso anterior tinhamos n € Z*. Nosso objetivo é apresentar o diagrama
da bifurcacao correspondente a esta bifurcacao de Hopf. Notemos que todos as
consideracoes feitas anteriormente para a aplicacao dos métodos continuam validas

quando fazemos a extensao.

Como vimos o polinémio caracteristico da matriz Jacobiana do sistema aplicada

no ponto (r,r,r) é dado por
P(A) = —(1+\)* +a’,

onde

—nr®

- 14 rn

a

Vamos verificar se

M43 +30+ (1-d*) =0,

tem raizes complexas com partes reais nulas, para isso vamos aplicar o Critério de

Hurwitz.
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Temos

n\ 3
—nr
Qo ;a1 » Q2 ;  as <1+r")

Note que todos os coeficientes sao positivos, aplicando o critério temos a seguinte

—nrn\?
9=1-—
GoX

essa expressao nos dé a curva de Hopf, que esta ilustrada na Figura 5.1.

relacao

H

Figura 5.1: Curva de Hopf.

Observagao 5.4.1. a) Se tomarmos P = (n,r) abaizo da curva, porém suficien-
temente proxzimo dela, aplicando (5.7) em P obtemos um tnico o, este é menor
que og. Como vimos, para esse caso, o ponto de equilibrio (r,r,r) é uma foco

atrator.

b) Porém, tomando P acima da curva, porém suficientemente prozimo dela, apli-
cando (5.7) em P obtemos um unico «, o qual é maior que . Para este caso,
o ponto de equilibrio (r,r,r) € uma foco repulsor isolado por um ciclo limite

estdvel (resultante da bifurcaciao de Hopf).

¢) Para P sobre a curva, o parametro o obtido é um pardmetro critico e (rg,ro, 7o)

€ assintdticamente estdavel.
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5.5 Comparacao dos Métodos

Nos Capitulos 3 e 4 aplicamos o Método da Projecao e a Redugao de Lyapunov-
Schmidt para estudarmos a bifurcacao de Hopf em sistemas n-dimensionais, com
n > 2. A aplicacao de ambos é trabalhosa, pois envolvem conceitos e resultados
nio triviais de Algebra Linear e Analise, como o Teorema da Variedade Central e o

Teorema da Funcao Implicita.

O Método da Reducao de Lyapunov-Schmidt é utilizado para demonstrar o Teo-
rema, de Hopf, a partir do qual obtemos informacoes sobre a bifurcacao. A aplicacao
do método é complicada, pois envolve a construcao de um operador ® e aplicacao
de 5 passos, sendo que os dois dltimos envolvem o Teorema da Funcao Implicita e

escolha de bases convenientes.

J& o Método da Projecao nos fornece uma maneira de restringir o sistema a sua
variedade central bidimensional, e assim podemos utilizar todos os resultados sobre
bifurcacao de Hopf em sistemas bidimensionais. A partir desse método obtivemos
formulas explicitas para o calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema
e a condicao de transversalidade, as quais dependem apenas das componentes do
campo vetores e autovetores associados a matriz jacobiana do sistema no ponto de

equilibrio e sua adjunta.

Observemos que o Método de Reducao de Lyapunov-Schmidt nos fornece o Teo-
rema de Hopf para estudar a bifurcacao e o método da Projecao nos fornece Teorema,

da Forma Normal de Hopf.

Note que, para aplicarmos o Teorema da Forma Normal de Hopf, devemos verificar
uma hipotese a mais em relacao ao Teorema de Hopf, isto é, devemos verificar que o
coeficiente de Lyapunov é nao nulo no parametro de bifurcacao. Estes célculos como
vistos em (5.3) podem ser tediosos e complicados, porém este teorema nos fornece
mais informacdes sobre a bifurcacao, uma vez que podemos garantir a existéncia da
bifurcacao e saber a estabilidade do ciclo limite a partir do sinal do coeficiente de
Lyapunov. Ja o Teorema de Hopf nos garante apenas a existéncia de uma familia

de orbitas periddicas a um parametro que emana do ponto de equilibrio do sistema.
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Assim, podemos dizer que a aplicacao do Método da Projecao é "melhor"que a do
Método de Lyapunov-Schmidt, no sentido de que a partir do primeiro obtemos um
resultado que nos permite obter mais informacoes sobre a bifurcacao, o que pode ser

observado nas Secoes (5.2) e (5.3).



Capitulo 6

Bifurcacao de Bautin

Neste capitulo estudaremos a Bifurcacao de Hopf de codimensao 2, também co-

nhecida como Bifurcacao de Bautin.

Esta bifurcacao é caracterizada pela existéncia de até dois ciclos limites locais, de
estabilidades opostas, para valores adequados do parametro. Estes ciclos colidem e
desaparecem ao longo de uma curva que emana do ponto de codimensao 2 (Ponto

de Bautin).

Iniciaremos nosso estudo com o caso bidimensional, cujo estudo foi baseado em

[8].

6.1 Bifurcacao de Bautin no plano

Considere o sistema de equacgoes diferenciais dependendo do parametro «
v = f(r,a), z€R? a=(u,a)€R? (6.1)

com f suave tendo para o = 0 equilibrio em x = 0 satisfazendo as seguintes condi-

coes:

1) em o = 0 o equilibrio tem autovalores imaginarios puros, Ay 2 = iwp, wy > 0,

2) a condicdo de transversalidade é satisfeita, ou seja, p/(0) # 0,

82
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3) o primeiro coeficiente do Lyapunov avaliado no parametro de bifurcagao é nulo,

Sob estas condicoes dizemos que o sistema (6.1) apresenta uma bifurcagao de

Bautin.

Iremos supor, sem perda de generalidade, que o equilibrio é a origem do sistema.
Como na analise da bifurcacao de Hopf de codimensao 1, sempre podemos realizar
uma mudanca de coordenadas que coloca esse equilibrio em z = 0 para todo «

suficientemente pequeno.

Do Lema 2.2.1, sempre podemos escrever o sistema (6.1) na forma complexa
2= (ula) +iw(a))z + g(z,z, a),
onde p, w e g sao fungdes de a, com p(0) = 0, w(0) = wy e formalmente
= 1 k=1
9(z,%,0) = Y T u(@)2"Z,

k+1>2

com gy funcgoes reais.

Lema 6.1.1. (Forma Normal de Poincaré para a Bifurca¢ao de Bautin) A equagdo
_ 1 _
g(zz0)= Y rgu(@)F +0( = |). (6.2
2<k+1<5
onde Ma) = p(a) +iw(a), w0) =0 e w(0) = wy > 0, pode ser transformada

através da sequinte mudanca de coordenada complexa:

1
Z=w+ Z mhlekFl, ]’L21<OZ) = th(Oé) =0

2<k<5

para todo o com || « || suficientemente pequeno, na equagao

v = Xa)r +c(a)r | r|? +ex(a)r | v [* +O(] 7 ). (6.3)

O lema pode ser provado usando o mesmo método utilizado para provar o Lema
2.2.5 no Capitulo 2. Pelo Lema 2.2.5, podemos assumir que todos os termos qua-

dréticos e termos ctibicos nao ressonantes em (6.2) ja estao eliminados: gy = g11 =
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go2 = g30 = g12 = go1 = 0 e ¢; = ¢21/2. Em seguida, através de uma selegao ade-
quada de h;;, com i + j = 4, podemos eliminar todos os termos de ordem quatro em
(6.2), tendo o coeficiente da ressonancia ¢;(«) intocado durante a mudanca. Final-
mente, podemos remover todos os termos quinta ordem exceto o termo ressonante

mostrado na equacao (6.3).

Os coeficientes c¢; e ¢y sao complexos, o proximo lema nos fornece uma reparame-

trizacao do tempo, a partir da qual eles se tornam reais.

Lema 6.1.2. O sistema (6.3) é localmente topologicamente equivalente ao sistema:
7= w(a)+i)r+L(a)r | r > +h(a)r | r|* 40 %),

onde v(a), li(a) e la() sdo funcdes reais com v(0) = 0.

Demonstragao: Primeiramente, vamos introduzir um novo tempo 7 = w(«)t.
Temos,
dr dwdt
dr — dt dr
1
= |\ 2 L0 8 D] ——
[Ma)r +er(e)r | r [P +ex(a)r [ v [*+O(] ° |])] (o)

_ Aa)r N ci()r|r?  exa)r|r|?
w(a) w(e) w(a)
= (W(a) +a)r+di(a)r | r [ +de(e)r [ [* +0(]| 7 ),

+O([ 7 1I)

onde

v(a) = ple) dy = (;1((2))7 do(a) = ca(@)

Note que a dire¢ao do tempo é preservada, pois para || « || suficientemente pequeno

proximo da origem temos w(0) = wy > 0.

As fungoes v, d; e do sdo suaves e d; e dy sao funcoes a valores complexos. Faremos
agora uma reparametrizacao do tempo ao longo das oOrbitas introduzindo o novo
tempo 6 tal que:

dr = (14 e (@) | r |* +ea(a) | r [*)db,

onde e1() e ex(r) sao fungoes reais dadas por:

e1(a) = —Imd;(a), es(a) = —Imdy(a) + [Imd; ()]?
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Em termos de 6 temos

dr dr dr

do dr df
= [V(a) +i)r +dy(a) | r |* +di(a) + do(a)r | r [* +O(]| r° H)]
x (T+e(a)|r [ +es(a) [ 7]
= (W) +i)r + [p(a+ie(a) + di(@)]r | r[?

+ [vla+i)es(a) + di(a)er(a) +dy(a)]r | |* +O(| r® |)).

Tomemos
li(a) = (v(a) +1)er(a) + di(a),
(o) = (v(a) +i)ex(a) + di(a)er (o) + do(a).
Escrevendo

di(a) = Redy () +ilm dy (o).
da(a) = Re dy(a) + ilm da (),
e usando as defini¢oes de e1(a) e ey(), segue que:
Lhia) = (v(a)+i)(—Imdi(a)) + Redi (@) +ilm dy ()
= —v(a)Imd (o) —ilm d;(a) + Re dy(a) +ilm d; ()
¢ () c(a)

wla) p(e)m w(a)?

= Redi(a) —v(a)Imdi(a) = Re
que é o primeiro coeficiente de Lyapunov. Por outro lado,

lr(a) = Re dy(a) — Re dy(a)Im di(a) + v(a)[(Im di(a))? — Im dy(a)]

dr _
o~

onde v(a), l1(«) e lo(a) sdo fungdes suaves e a valores reais.

(v(a) + i) + 1 (a)r | 7 |? +la(a)r | r [* +O(| r %), (6.4)

Definicao 6.1.1. A funcao real ly(«v) é chamada de Segundo coeficiente de Lya-

punov.



86

Como vimos no Capitulo 2, ¢; = ¢;(«) pode ser calculado pela fomula

g, 9209 (CAH+A) | gun |2 | go2 |
A S T D U T WS TT Y v

onde A = Aa) e g = g ().
Da bifurcagao de Bautin temos que ;(0) = 0 e x(0) = 0, segue que

Wo

15(0) = Re d»(0) = Re

De modo andlogo como calculamos ¢;(0) podemos calcular o coeficiente c2(0), e

assim calcular [3(0). Obtendo o seguinte lema.

Lema 6.1.3. O segundo coeficiente de Lyapunov do sistema (6.4) é dado por

1 1 1
120,(0) = —Regsy + —5Im[ga0g3; — g11(4g31 + 3Ga2) — 7 (902940 + Gi13)
wo wp 3
1 _ _ _ 1 1_
- g30912] + 3{36[920911(3912 — G30) + 902(G12 — 5930) + 5902903)
0
_ 5 1 _
+ 911902(3930 + 3912) + 3902003 — 4g11930] + 3Imgaog11Imgo }
1 o _
+ E{Im[gllgoz(gm — 3720911 — 49%1)] + Im(920911)[3Re(920911)
0
- 2 | go2 |2]}

Definicao 6.1.2. Um ponto de Bautin é um ponto (xg, o) de um sistema, tal que
A = Df(xo,ap) possui dois autovalores da forma Ao = %iwy, wy > 0 e nenhum

outro autovalor critico, l1(cg) = 0 e la(ag) # 0.

Para o sistema (6.1) o ponto de Bautin ¢ o ponto formado pela origem do sistema
e o parametro & = 0.  Suponha que neste ponto l5(0) # 0. Podemos parametrizar
uma vizinhanca de o = 0, suficientemente pequena, por dois novos parametros, 7, €
72, tais que 11 () = p(a), assim quando tomamos a = 0 este parametro representa
a condicao necessaria para que a bifurcacao de Hopf ocorra. O segundo parametro
tomamos como sendo 72(a) = lj(«). Portanto a anula¢do simultanea de ambos

especifica o ponto de Bautin.
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Vamos assumir a regularidade em o = 0, ou seja,

o n o o
Oay  Oay Oay;  Oap
1
= — # 0.
o o e 0 O 0 | leso)
Oa;  Oay ooy Oop

Como wy # 0, o Teorema na Func¢ao Inversa nos garante que podemos escrever a em

funcao de 7, obtendo a equacao
' = (m )+ e [ P L) | v [P +O(| 7 [°),

onde La(n) = lo(a(n)) é uma fungio suave de 7 tal que Ly(0) = l5(0) # 0.

Introduzindo uma nova variavel complexa r = {/| L2(n) |u, e definindo os parametros

b=,
Pr = /| La(n) |2,
obtemos
% =B+ i)u+t fou|u +sulul* +O(|u ), (6.5)

onde s = sinal [5(0) = £1.

Podemos resumir os resultados obtidos no seguinte teorema.

Teorema 6.1.1. Considere o sistema
7' = f(r,a), z€R?) acR?
com [ suave, tendo no equilibrio x = 0 autovalores
Arg(a) = p(e) £iw(a),

para todo || a || suficientemente pequeno, onde w(0) = wy > 0. Suponha ainda que
para o = 0, sejam verificadas as hipdteses: 1(0) =0 e [1(0) = 0. Assuma ainda que

as sequintes condi¢oes de generecidade sao satisfeitas:

1) 15(0) # 0, onde 15(0) é o sequndo coeficiente de Lyapunov;

2) a aplicacio o — (pu(a),li(«)) € reqular em o = 0.
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Entao, através da introducao de uma nova varidvel complexa e uma reparametrizacao

do tempo, o sistema pode ser reduzido a uma das sequintes formas complexas:
2 =B+ + oz | 2| +sz| 2 |* +O(] 2 %)

onde s =sinal 15(0) = £1.

Lema 6.1.4. O sistema
2= (B +)z+ oz | 2 |? +sz| 2 |* +O(] 2 %)

€ localmente topologicamente equivalente perto da origem ao sistema.

d =B +i)z+ ez |z P 2] 2|t

Munidos com o Lema 6.1.4 podemos eliminar os termos de ordem maior e enunciar

o resultado geral.

Lema 6.1.5. (Forma Normal da Bifurcacdo de Bautin) Qualquer sistema planar a

dois pardimetros
x/ - f('r7 a)?

tendo em o = 0 um equilibrio xo = 0 que exibe uma bifurcacao de Bautin, € lo-
calmente topologicamente equivalente perto da origem a uma das formas normais
complezas

=B +i)z+ Pz | 2P 2] 2|

Este teorema nos diz que a forma normal capta a topolgia de qualquer sistema

que apresenta uma bifurcacao de Bautin e satisfaz as condicoes de generecidade.

Para melhor compreendermos o caratér geométrico da bifurcacao de Bautin iremos

estudar seu diagrama de bifurcagdo, que encontra-se ilustrado na Figura 6.1.
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6.1.1 Diagrama de Bifurcacao da forma normal

Consideremos a forma complexa com sinal negativo e escrevendo-a em coordenadas

polares (p, ¢), onde z = pe'®, obtemos

P = p(B1 + Bap® — p?),

¢ =1,

(6.6)

Note que as equagoes do sistema (6.6) sao desacopladas. Analisando a primeira
equacao verificamos a existéncia de dois pontos de equilibrio. O equilibrio p = 0

corresponde ao tnico equilibrio, z = 0, do sistema truncadado, e o equilibrio

B+ Bop® —p* =0 (6.7)

descreve ciclos limites circulares.

Note que a equagao (6.7) pode ter duas, uma ou nenhuma solugao positiva(ciclos).
Estas solugoes sao triviais ao longo da linha H = {(f1,52) : /1 = 0} e colidem e

desaparecem na meia parabola

T ={(B1,P2) : B3+ 451 =0, 5 > 0}.

O diagrama de Bifurcacao é retratado na figura 6.1. A linha H corresponde a
Bifurcacao de Hopf, ao longo desta linha o equilibrio tem autovalores \;, = =i.

Para (5, < 0 o equilibrio é estavel e para 5, > 0 o equilibrio é instavel.

O primeiro coeficiente de Lyapunov é representado pelo parametro (5, assim o
ponto de Bautin (31 = 2 = 0) separa H em dois ramos H* ¢ H™, o que corresponde
a uma bifurcacao de Hopf com coeficiente negativo e positivo, respectivamente. Um
ciclo limite estavel bifurca do equilibrio se cruzarmos H~ da esquerda para a direita,
enquanto um ciclo limite instavel aparece se cruzarmos H™ na direcao oposta. Os
ciclos colidem e desaparecem na curva 1, correspondendo a bifurcacao sela no de

ciclos. Ao longo dessa curva o sistema tem um ciclo limite semi estavel.

As curvas dividem o plano de parametro em trés regioes, veja Figura (6.1).
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Para um melhor entendimento do diagrama de Bifurcacao, vamos fazer uma ex-
cursao no plano de parametros em torno do ponto de Bautin, comecaremos em um

ponto na regiao 1 onde o sistema tem um equilibrio estavel simples e nao tem ciclos.

Cruzando a fronteira da regiao H™ da regiao 1 para a regiao 2 implica o apare-
cimento de um ciclo limite estavel, que se mantém quando entramos na regiao 3.
Cruzando a fronteira da regiao H™ aparece um ciclo limite instéavel dentro do ciclo
limite estavel, onde o equilibrio troca de estabilidade. Existem dois ciclos limites
de estabilidades opostas dentro da regiao 3 que desapareccem ao longo da curva T’
através de uma bifurcacao dobra de ciclos que deixa um tnico equilibrio estével,

completando assim o ciclo.

e @/@
) ¢, S

@ 0 Bi

®

RN

Figura 6.1: Diagrama da bifurcacao de Bautin.

6.2 Bifurcacao de Bautin em sistemas n-dimensionais

Aplicaremos agora o Método da Projecao para estudar a bifurcacdo Hopf em sis-
temas n-dimensionais, com n > 2. A principal referéncia utilizada foi ?7?7. Considere
o sistema

¥ = f(z,a), z€R", «aecR™ (6.8)
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Suponha que (6.8) tenha uma equilibrio na origem quando o = 0 e vamos repre-

sentar F'(z) = f(x,0) da forma:

F(z) = Az+= B(x z)+— C(:U x J;)—i-24D(J; T, x)+§10E(x z,z,7,2)+0(]| = ||,
(6.9)

onde Az = f(0,0) e

"L 0?Fy(e) " 93F(e)
Bi(z,y) = De.0c ziye, Ci(z,y,2) = De-dende | TIYRED
k=1 YR =1 0 IYEREEL]
& O'E;(e)
Di y Yy < - a9 a9 9o o j ms
(29,2 v) , 0€;0€,0€,0€, TRy
7.k, lm=1 =

TjYp 2 UmWs,

e=0

i(€)
E; =
z(xayv Z7U7w) Z 06]86k86la€ma€s

7,.k,l,m,s=1

1=1,2,3,...,ncomz,y, z,v,w € R".

A variedade central para esse tipo de bifurcacao é bidimensional e parametrizada
por

H:C*—=R", (r,7)—x=H(T7)

onde

H(r,7)=rq+rg+ » ,k, hir ™ 4+ O(| (r,7) |%),

2<j+k<5

com hj, € C", hy, = hkj, j,k > 0. A restri¢do do sistema (6.1) a variedade central
para o parametro critico é localmente topologicamente equivalente a forma normal
da bifurcacao

v = (B +iwo)r + Bor | 7 P Hor | 7|1

onde [ é real. Assim, podemos tomar a restricdo da seguinte forma:
, _ . 1 1 4 6
r :G(T,r):zwor+§G’21r]7"]2+EG327“|7“\ +O(| r ).
Neste caso, a equacao homologica é da forma
H.r'+ H7' = F(H(r,T)) (6.10)

onde F' ¢ dada por (6.9). Basta agora calcularmos as quantidades envolvidas de

maneira recorrente utilizando a equag¢ao homoldgica (6.10).



Desenvolvendo o lado direito da equacao (6.10)

F(H(r,7)) =

_|_

+ o+ o+ 4+ o+ o+

Desenvolvendo agora

HTT/ + HFF,

Vamos igualar (6.12)

1
Agqr + Aqr + 3 [Ahoo + B(g, )] r* + [Ah11 + B(q,9)] 7
1
6 [Ah30 + 3B(Q7 hQO) + C(Q? q, q)] 7,3

1
§[Ah21 + C(qa Q7q) + QB(qa h21) + B(Ga hQO)]TZF

1. — _
5 [Ah21 +C(¢,3,2) +2B(7, hm) + Blg, hao)] 17
1

— - 1
[Ahso + C(@,3,7) + 3B(a, hao)| 7 + 57 [Ahao

D

D(q7 q,4q, Q) + 6O(Q7 q, h’20) + 4B(q, h30) + 3B(h20, hgg)]’l"

1
E[Ahfil + D(q’ q,4, 6) + 30((], q, hll) + 30(‘]767 h20)
3B(hso, h11) + B(q, hso) + 3B(q, }121)]7”3F

1
Z[AhZZ + D(Q7 q, qa 6) + 40((]767 hll) + C(qa 67 h20)

C(q,q, hao) + 2B(h11, hy1) + 2B(q, ho1) + B(hao, hao)
2h11(Gyy + Goy ) |77,

o lado esquerdo

. o o= 1.
= iwoq — iwoq + iwohaor? — (ZWOhQO)TQ + 52w0h307’3
1

1 —
+ 5 (iwhm -+ Gqu) TQF -+ §(iwh21 —+ G216)772

1. — 1, 1. 3
— §Zth30F3 + g(lw}L40)T4 + g(ltdohgl + §G21h20)7"3?
+  2hy1(Gay + Goy)r72.

e (6.13) e comparar os coeficientes termo a termo.

Para os termos de segunda ordem

resolvendo para ho,

Ahi1 +B(q,9) = 0= hy = —AAB(Q@)-

) 1
twhaog = 3 [Ahgo + B(q, q)] ,

obtemos

hao = (2iw0 - A)ilB(qa CI)-

92

(6.11)

(6.12)
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Os termos de terceira ordem:
(iwol — A)ho1 = C(q,q,q) + B(qQ, hao) + 2B(q, h11) — Ga1gq,

o sistema é singular, pois iwg é autovalor de A.

Utilizando a condicao de Fredholm segue que
(p,C(q,9,9) + B(q, hao) + 2B(q, hi1) — Ga19) = 0,
entao o coeficiente (G; da forma normal pode ser expresso por
G = (p, C(4.4,9) + B4, (2iwol — A)"'B(q,q) — 2B(¢,A™'B(¢.7)))
e l; = Re G91/2 coincide com a formula que definimos no capitulo 2.
Logo,
hay = (iwel — A)™ [C(q,4,q) + B(, hao) + 2B(g, h11) — Gl , (6.13)

onde o vetor complexo hg; satisfaz (p, ha;) = 0 e pode ser encontrado resolvendo o

(n + 1) dimensional sistema complexo nao singular

iwol —A ¢ ha1 C(q,4,9) + B(TQ, hao) + 2B(q, h11) — Ga1q
P 0 s 0

Temos também

hso = (3iwo — A)'[C(q, ¢, q) + 3B(q, hao)].

Os termos de quarta ordem:
hao = (4iwol — A)"'[D(q,q,q,9) + 6C(q., g, hao) + 4B(q, hao) + 3B(hao, hao)],

ha1 = (2iwel — A)"'[D(q,¢,¢,9) + 3C(q,q, h11) + 3C(q,q, hao) + 3B(hag, hi1)
+B(q, hao) + 3B(q, ha1) — 3G21hao],
h22 = _Ail[D<Q7 Q7§7 Q) + 4C(QJ 67 hll) + C(Q?ﬁa hQO) + C(Qa q7520) + 28<h117 hll)

+2B(q, ha1) + B(hao, hao) — 2h11(Ga1 + Ga1)].
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Dos coeficientes de quinta ordem necessitamos apenas do 7°72. Neste caso, recaimos
em um sistema nao singular, assim, utilizamos a condicao de Fredholm e obtemos a

seguinte expressao para Gso

Gis2

<p,E(¢,4.4,7.9)

D(q, 4,4, hao) +3D(q, 4, hao) + 6D(q, ¢, G, 1)

C(@,7, hao) + 3C(q, ¢, har) + 6C(q, G, har) + 3C (g, hao, hao)
6C (g, h11, h11) + 6C(q, hao, h11)

+ 4+ o+ o+

2B(q, ha1) + 3B(q, haz) + B(hao, hao) + 3B(hay, hag) + 6B(hi1, hat) > .

Segue ainda que

l2 = —Re G32.

E concluimos a aplicacao do método.



Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao estudamos as bifurcacoes de Hopf de codimensoes 1 e 2. Para ana-
lisar a bifurcacao de codimensao 1 em sistemas de dimensao n, com n > 2, utilizamos
dois métodos: O Método da Projecao e o Método da Reducao de Lyapunov-Schmidt.
Concluimos que, a partir do Método da Projecao obtemos um resultado que nos for-
nece mais informacoes sobre a bifurcacao quando comparado ao resultado obtido

com a Reducao de Lyapunov-Schmidt.
Para a bifurcacao de codimensao 2 aplicamos o Método da Projecao.
Como sugestoes para trabalhos futuros podemos citar:
1. Estudar a aplicagao do Método de Lyapunov-Schmidt para a bifurcacao de

Bautin, visando fazer uma comparacao com o Método da Projecao para essa

bifurcacao, feito no Capitulo 5.

2. Aplicar outros métodos para estudar a Bifurcacao de Hopf em sistemas n di-

mensionais, n > 2. Dentre eles o método das Aproximacoes Sucessivas e o

Método da Média.
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Anexo 1

Neste capitulo iremos enunciar alguns resultados e conceitos fundamentais de
Analise e Algebra Linear. Tais conceitos sao de extrema importancia para o
desenvolver da dissertacao tais como o Teorema da Funcao Implicita, o Teorema

de Routh-Hurwitz e as defini¢des de Espaco de Hilbert e Banach.

Teorema 1 (Teorema da Funcao Implicita) Sejam D C R um aberto,
f: D — R™ uma aplicagao de classe C* e (py,q) € D, com f(po,q0) = 0;
se a matriz — of (po, q0) ( of
a_ \Wos4o) =
8q 9, n+j
abertos V. C R™ contendo pg e W C R™ contendo qq, tal que para cada p € V,

existe um unico ¢(p) € W com f(p,¢(p)) = 0. A funcio ¢ : V. — W € de

(po,qo)) € nao singular, entao eristem

classe C' e

Jo(p) = [Z—g@.w))] Ly ot

Defini¢ao 2 (Espaco de Hilbert) Um Espaco de Hilbert é um espago veto-
rial com produto interno que € completo com a métrica induzida pelo produto

nterno.

Defini¢ao 3 (Espaco de Banach) Um Espa¢o de Banach é um espago ve-

torial normada que é completo com a métrica induzida pela norma.
Teorema 4 (Critério de Routh-Hurwitz) Seja p(z) = 2 + az? + bz + ¢
com coeficientes reais, entao

a) p € estdvel se, se somente se, a,b,c >0 e ab—c > 0.

b) Sec>0eab—c <0, entao p tem duas raizes com parte real positiva e

uma raiz com parte real negativa.
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¢) Sea,b,c >0 eab—c=0, entiao p tem duas raizes com parte real nula e

uma raiz real negativa.



