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“E preciso forca pra sonhar e perceber que a estrada vai além do que se vé.”
Los Hermanos.



Resumo

Este trabalho apresenta o estudo do comportamento assintético do pro-
blema parabdlico envolvendo o p-Laplaciano da forma

{ % (1) — div (D (1) [Vaur (1) [P~ 2 Vi (1)) + Jua (6P~ 2up (1) = B(t,u7.)
up(T) = ugp,

sob condi¢do de fronteira Neumann homogénea, apresentando o opera-
dor e algumas de suas propriedades, existéncia de solugdo forte e esti-
mativas da solucdo para este problema posto numa forma abstrata e pro-
vamos que o processo de evolucdo associado a este problema tem um
atrator pullback {4(r) : 1 € R} e que essa familia de atratores pullback
¢ semicontinua superiormente com respeito aos parametros de difusao
D;.

Palavras-chave: processos de evolucao, atrator pullback, p-Laplaciano.
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Abstract

This paper presents the study of the asymptotic behavior of the parabo-
lic problem involving the p-Laplacian of the form

{ % (1) — div (D (1) [Vur (0[P~ 2Vu (1)) + |un (1) [P~ 2 (1) = B(t,up)
up(T) = uon.,

under homogeneous Neumann boundary condition, with the operator
and some of its properties, the existence of strong solution and estima-
tes of the solution to this problem post in an abstract form and prove
that the evolution process associated to this problem has an attractor
pullback {4*(¢) : 1 € R} and that this family of attractors pullback is
semi continues superiorly with respect to diffusion parameters D;.

Keywords: evolution processes, pullback attractor, p-Laplacian.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, o qual foi baseado nos artigos [1, 2], estudaremos o comportamento assintdtico
do problema parabdlico envolvendo o p-Laplaciano da forma

{ % (1) — div (Dy (1) [Vur (1) [P -2V (1)) + [ (1) [P~ 2up (1) = B(t,up (1))
up(T) = ugy,,

sob condi¢do de fronteira Neumann homogénea, onde p > 2, ugy) € Lz(Q), Q € um dominio
limitado suave em R", n > 1, Dy € L*([t,T] x Q) com 0 < B < Dy (¢,x) <M q.t.pem [t,T] X
Q, A € [0,00) e para cada pardmetro A € [0,00), temos | Dy (s,x) — Dy (t,x)| < Cy|s —t|% para
todo x € Q,s,t € [1,T], para alguma constante positiva 0 e Cy. Além disso, Dy — D;, em
L>([t,T] x Q) quando A — Aj e B: [1,T] x L*(Q) — L*(Q) satisfaz:

H1. Existe L > 0 tal que [|B(r,x1) — B(t,x2)[|;2(q) < Ll|x1 —x2[[;2(q) para todo 7 € [1,T] e
X1,X2 € LZ(.Q);

H2. Para todo x € L?>(Q) a aplicagio ¢ — B(t,x) pertence a L*(t,T; L*(Q));

H3. A aplicagdo t — ||B(z,0)]| 12(@) € nao decrescente, absolutamente continua e limitada em
subconjuntos compactos de R.

Estudaremos um resultado de existéncia e unicidade de solugdo forte e estimativas da solugdo
para este problema posto na forma abstrata

{ () + Ay (t)u(t) = B(t,u(t)),

u(t) = ug

em que Ay (t) é um operador maximal monétono.

Provaremos que para cada A € [0, o) 0 processo de evolucdo associado a este problema tem
um atrator pullback {/‘217L () :t € R} e mostramos que a familia de atratores pullback para este
processo tem semicontinuidade superior com respeito aos parametros de difusdo D; .

Primeiramente, no Capitulo 2, apresentamos defini¢des e resultados importantes da teoria
de espacos métricos, Medida e Integracao, Anélise Funcional, Espacos de Sobolev e Operador
Maximal Monétono.

No Capitulo 3, apresentamos as definicdes de processos de evolugdo e semigrupos, com
exemplos, e alguns resultados desta teoria, com &nfase nos resultados de existéncia de atratores
pullback para um processo de evolugdo e processos pullback assintoticamente compactos.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos um problema parabdlico envolvendo o p-Laplaciano
como anteriormente, no qual estudamos a existéncia e semicontinuidade superior de atratores
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pullback para o processo de evolucdo associado a este problema. Para tanto, consideramos o
operador A(t) definido em X := W!P(Q) com 2 < p < +oo, tal que para cada u € X associa-se
o seguinte elemento de X*, A(f)u : X — R, dado por

At)u(v) = /QD(t,x)]Vu(x)]”_2Vu(x)Vv(x)dx+/Q]u(x)|p_2u(x)v(x)dx

e estudamos suas propriedades. Em seguida, estudamos a existéncia de solucdes e estimativas
da solucdo, e por ultimo, um resultado de existéncia de atratores pullback para o processo
de evolucao associado ao problema acima e outro resultado de semicontinuidade superior da
familia de atratores pullback com respeito a variagao do pardmetro A .



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des e resultados utilizados ao longo deste traba-
lho.

2.1 Uma coletania de resultados

As defini¢des e resultados dessa se¢do podem ser encontrados em [5, 6, 8, 11, 14, 15, 18].

Definicao 2.1.1 Uma métrica num conjunto X é uma funcdo d : X x X — R, que associa a cada
par ordenado de elementes x,y € X um niimero real d(x,y), chamado a distdncia de x a y, de
modo que para quaisquer x,y,z € X, vale

(1) d(x,x) =0;
(2) Se x #y, entdo d(x,y) > 0;
(3) d(x,y) =d(y,x);

4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

Definicao 2.1.2 Um espago métrico é um conjunto M munido de uma métrica d e denotamos
por (M,d) ou, simplesmente M, deixando subtendida qual a métrica d estd sendo considerada.

Definicao 2.1.3 Seja X um espaco métrico. Um ponto x € X diz-se aderente a um subconjunto
A de X quando d(x,A) =0, isto é, para cada € > 0 existe y € A tal que d(x,y) < €.

Definicao 2.1.4 O fecho de um conjunto A num espaco métrico X é o conjunto dos pontos de
X que sdo aderentes a A e indicamos por A.

Definicao 2.1.5 Um subconjunto A de um espaco métrico X diz-se denso em X quando A = X.
Definicdo 2.1.6 Um conjunto A de um espaco métrico X chama-se fechado quando A = A.

Observacao 2.1.1 Dizer que um conjunto A num espaco métrico X é fechado, significa que, se

Xp € A para todo n € N e lim x,, = x, entdo x € A.
n—soo

Proposicao 2.1.1 Para todo subconjunto A de um espaco métrico X, seu fecho A é fechado.



Observacio 2.1.2 Se A é um conjunto num espaco métrico X, A é o menor _conjunto fechado
de X que contém A, no seguinte sentido: se B é fechado de X e A C B, entdo A C B.

Proposicao 2.1.2 Os subconjuntos fechados de um espaco métrico satisfazem

(1) a reunidgo A =A{...lUA, de um niimero finito de subconjuntos fechados Ay, ...,A,, de um
espaco métrico X é um subconjunto fechado de X ;

(2) aintersecdo A = ﬂ Ay, de uma familia qualquer (Aj )y (finita ou infinita) de subconjun-
AeL
tos fechados Ay, de um espagco métrico X é um subconjunto fechado de X.

Seja A um subconjunto de um espago métrico X. Uma cobertura de A € uma familia C =
(Cy)aer de subconjuntos de X tal que X C U Cy.

AeL
Se existe um subconjunto J C L tal que, para cada x € A, ainda se pode obter A € J com

xX€C,istoé, X C U C),, entdo a subfamilia € = (C));; chama-se uma subcobertura de C.
red
Uma cobertura A C U C), diz-se aberta quando cada conjunto Cy, A € L, é aberto em X. A
AeL
cobertura A C U C), diz-se finita quando L € um conjunto finito.
AeL

Definicao 2.1.7 Um espaco métrico X chama-se compacto quando toda cobertura aberta de
X possui uma subcobertura finita.

Definicao 2.1.8 Um conjunto A de um espaco métrico (X ,d) chama-se relativamente compacto
se seu fecho A é compacto.

Teorema 2.1.1 Um conjunto A de um espaco métrico (X,d) é relativamente compacto se, e
somente se, toda sequéncia (x,)neny C A tem uma subsequéncia convergente.

Definicao 2.1.9 Um conjunto A de um espago espago métrico (X,d) chama-se precompacto se
n
para todo € > 0, existe um conjunto finito {xy,xz,...,x, } de pontos de X tal que A C U B(xi,¢€),

i=1
onde para cada i = 1,2,...,n, B(x;,€) é uma bola aberta de centro x; e raio €.

Teorema 2.1.2 Um conjunto relativamente compacto em um espagco métrico é precompacto.
Proposicao 2.1.3 Todo subconjunto fechado de um espagco métrico compacto é compacto.

Proposicao 2.1.4 A imagem de um conjunto compacto por uma aplicacdo continua é um con-
junto compacto.

Proposicao 2.1.5 Se X é compacto, toda fungdo real continua f : X — R é limitada e atinge
seus valores mdximo e minimo em X. Mais precisamente: existem xo,x; € X tais que f(xg) <
f(x) < f(x1) para todo x € X.

Definicao 2.1.10 Sejam xo um ponto e A um subconjunto de um espaco métrico X. Definimos
a distancia do ponto xy ao conjunto A como o niimero real

d(x,A) = irelgd(xo,x).



Definicao 2.1.11 Definimos a distancia entre os conjuntos ndo-vazios A e B de um espaco
métrico X como

d(A,B) =inf {d(x,y) :x €A,y € B}.

Observacao 2.1.3 Se A e B sao como na defini¢do anterior tais que AN B # 0, tem-se
d(A,B) =0.

Definicao 2.1.12 Um subconjunto A de um espaco métrico X chama-se limitado quando existe
uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < c para quaisquer x,y € A.

Definicao 2.1.13 Definimos o didmetro de um conjunto limitado A de um espagco métrico X
como o menor dos niimeros ¢ > 0 tais que d(x,y) < ¢ para quaisquer x,y € A, isto é, o niimero
real

diam (A) = sup{d(x,y) : x,y € A}.

Definicao 2.1.14 Uma norma num espago vetorial X sobre um corpo E (real ou complexo) é
uma aplicagdo || - || : X — R satisfazendo

() ||E]l >0, paratodo & € X, e ||E|]| = 0 se, e somente se, & = 0;
(i) [log)l = |ofIE
(i) (&4l < [[E]l+ [In

,paratodoEeX e c E (E=Rou E=C);

, para quaisquer &,m € X.

Definicdo 2.1.15 Sejam (X, || -||) um espaco normado. Uma sequéncia (§,),en em (X, || -||) é
uma sequéncia de Cauchy se dado € > 0 existe M € N tal que m,n > M implica em

1Gm —&all <&

Definicao 2.1.16 Um espaco normado (X, || -||) é um espaco de Banach se toda sequéncia de
Cauchy em (X, || -||) € convergente.

Definicao 2.1.17 Um operador linear entre os espacos vetoriais X e Y é uma aplicacdo T :
dom T C X — Y em que seu dominio dom T é um subespaco vetorial e

T(E+oam)=T(§)+aT(n)

para quaisquer & edom T etodo o EE(E=RouE=C). SeY =E, T:domT CX =Y
€ chamado de funcional linear.

Definicao 2.1.18 Se X é um espagco normado, entdo o espago de Banach B(X ,E) serd denotado
por X* e chamado de espaco dual de X. Cada elemento de X* é chamado de funcional linear
continuo em X. A norma em X* serd dada por

f - = sup{[f ()] : x € X, [[xf| < 1}.

Quando f € X e x € X*, denotaremos por (f,x) = f(x) e diremos que (-,-)x+ x € o produto
escalar na dualidade X*, X .

Definicao 2.1.19 O espaco bidual, X** de X ¢é o espago dual de X*, isto é, X** = (X*)*. A
norma em X** serd dada por

[1F I = sup{f(g) : g € X*,[|gllx= <1}



Observacgao 2.1.4 Como X* é um espaco de Banach, estd definido X** = (X*)*. Hd uma forma
natural de identificar elementos de X com elementos do seu bidual: a cada € € X associa-se
E e X** por

A

&(f) = /(&) para f € X*.

Definicao 2.1.20 Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacdo f : X — Y é uma imersdo
isométrica quando || f(x) — f(y)|ly = ||[x —y||x para todo x,y € X.

Definicao 2.1.21 Uma isometria é uma imersdo isométrica sobrejetora.

Observacao 2.1.5 A aplicacdo ~: X — X** mencionada na Observagdo 2.1.4 é uma imersdo
isométrica linear e consequentemente injetora.

Definicao 2.1.22 Se a aplicacdo ~ é sobrejetora, entdo o espaco normado X é chamado de
espago reflexivo. Em outras palavras X é reflexivo se ele é isomorfo a X** e o isomorfismo
sendo dado por essa aplicacdo.

Defini¢iio 2.1.23 Sejam 1 < p < o0 e um espago de medida (X, Y, u). O espago Ll(X) é definido
como o conjunto de todas as funcoes complexas mensurdveis em X tais que

I£1lp = ( /. Ifl”du)p <o

Teorema 2.1.3 Seja (X,Y,u) um espago de medida finito. Entdo, Ll (X) é um espago reflexivo
para 1l < p < oo

Lema 2.1.1 Sejam a e b niimeros reais positivos e g > 1. Entdo,
(a+b)? <2971 (a9 4+ p9).

Definicao 2.1.24 Um produto interno no espaco vetorial X é uma funcdo de X x X em E que
para cada (&,m) € X x X associa-se o elemento (§,M) € E e que satisfaz

(i) (E+m,0) = (E,9) +(n,V) para todo &, n,d € X;

(i) (a&,m) =ou&,M) paratodo&EmeX ea € E;

(i) (§,n) = (S, M) para todo &M € X;
(iv) (§,E) > 0 paratodo & € X e (§,E) =0 se, e somente se, & = 0.

Proposicao 2.1.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espaco com produto interno.
Entdo, para & € X, vale a desigualdade

€ < [I€llx I

X
onde [[§]lx = v/ (5,8)-

Definicao 2.1.25 Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno que é completo
com a norma induzida pelo produto interno.



Teorema 2.1.4 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert. Dado
f € H* existe um vinicoy € H tal que

fx) = {x,y)
para todo x € H. Além disso,

1A e = 1yllz-

Em particular, H* = H no sentido que esses espacos sdo isometricamente isomorfos.

Definicao 2.1.26 Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que X C 'Y com imersdo continua
se existe ¢ > 0 tal que para todo x € X

[x[ly < cllx]|x
e ainclusdo X CY € densa se )_(Y =Y.

Lema 2.1.2 (Desigualdade de Young) Sejam 6, 0 >1 expoentes conjugados, ou seja,

% + é = 1. Entdo para quaisquer niimeros reais positivos a,b temos que

1 | BN
abgéae—l—gbe.

Defini¢ao 2.1.27 Seja X um espaco normado. Dizemos que uma sequéncia (§,),en C X con-
verge fracamente a & € X se

lim f(E) = f(&)

n—oo

para todo | € X*. Iremos denotar essa convergéncia por &, — &.

Definicao 2.1.28 Uma sequéncia (§,),eny C (X, - ||x) converge a & € X se ||E, —&|lx — 0
quando n — o. Iremos denotar essa convergéncia por &, — &,

Proposicao 2.1.7 Sejam X um espaco de Banach e {x,} uma sequéncia em X. Temos:
(i) x, — x se, e somente se, (f,x,) — (f,x) para todo f € X*;
(i) se x, — x,entdo x,, — x;

(iii) Se x, — x, entdo ||x,|| € limitada e ||x|| < liminf ||x,

(iv) Se x, — x e se f, — f fortemente em X* (isto €,

<fn7xn> - <f7x>'

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Sejamt,T € R,1<T. Sejam m < L'(t,T,R)
tal que m > 0 g.t.p em (1,T) e a > 0 uma constante. Seja ¢ : [t,T] — R uma func¢do continua
que verifica

fon—fllx = 0), entdo

o) <a+ [ m(s)o(s)ds.

T

para todo t € [t,T]. Entdo,

paratodot € [t,T].



Lema 2.1.4 (Desigualdede de Gronwall) Sejam t,7 € R, ©t < T. Sejam m € L! (t,T,R) tal
que m >0 g.t.p em (1,T) e a > 0 uma constante. Seja ¢ : [t,T] — R uma fungdo continua
verificando

2P0 < 5@+ [ mis)ols)ds

para todo t € [t,T|. Entdo,

i
o) <a+ [ mis)ds
T
paratodot € [t,T].

Lema 2.1.5 Seja y : [t,0) — R uma fungdo positiva absolutamente continua onde T € R, a
qual satisfaz para cadat > 7T

y+pR <8,

comR>1,7>0 ed:|[t,00) = R uma fungdo positiva absolutamente continua e ndo decres-
cente limitada em limitados. Entdo, para cadat > T temos

8(z)

7 |
y(t) < (_> + 1
v (YR—1)(t —1))"T
1
T)> , entdo para cada t > T, y(t) < (@) * De fato, supo-

1

(%?) * . Entdo, teremos que para algum fy € [1,1), y(fo) =

==

—~

Demonstragio: Se y(1) < (5

VAR

nha que para algum 7 > T, y(¢)

(L;O)) %. Logo,

d(to)

$lto) +7 (T)] <3(0) = (i) <O,

==

Assim, y atinge a func¢ao (%) decrescendo. Como 0 € ndo decrescente, para cada t > T temos

t—1))R-1

1
8(r)\ 1
qwﬂﬂ§(7>+wmw< T
1 1

Se y(1) > (@> " suponha que y(t) > (M) : para algum ¢y > 7. Entdo,

Y Y
(&Yt)) }a] ) =y(t)+0(1).

Isto implica que y(¢) < 0, para cada r = fp. Como & é ndo decrescente a partir de 7, y(t) <
(t

1
(%?) R, e entdo, y(r) < S—Y)

8() > y(r) + (1) = y(t) +v

1
>R++l parat > ty.
(YR=1)(t—1)) R=T



1
Para cada t € [t,19] escreva z(r) = y(¢) — (%?) *>0. Como a®R+ bR < (a+b)R, seaeb
sdo positivos e R > 1, temos

Portanto,

=
0+l 2502 L0 400" 50

Como por hipétese y(¢) +yy(t)X —8(t) < 0 e & é uma fungio positiva e ndo decrescente, temos
que

() +1z(0)k <o.

Integrando de T a ¢, temos

t t
/ 2(s) " Re(s)ds < / —yds.
T T
Portanto,

1-R 1-R
zit)_R _z(lt)_R < —y(—7)

= )T <) R HpR-1)( 1)

R ARy Ty
1

[Y(R—1)(t —T)]FT

= z(t) <

Portanto, temos para cada ¢ € [T, 1]
ICONBNE DM !
ym_z(i”( Y ) S( ) T HR— D

Isto conclui a prova. u

Lema 2.1.6 (Lema Uniforme de Gronwall) Sejam g,h,y funcdes positivas com y, g.h e y lo-
calmente integrdveis em [ty, | com

dy
Y~ h.
g =8

Seja R > 0 fixo e suponha que para cada t > ty tenhamos

/, " ()ds < ar(t). /, " (s)ds < anl), /t " 5)ds < as(),

Entdo, para cada t > ty, temos

y(t+R) < (%@ +a2(t)) e1(t)
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Demonstracao: Sejafy <t <0 <s <1<+ R. Multiplicando % —gy < h por e—ffg(c)dc,
obtemos
di <y(1)e—ffg(6)d6> < h(t)e” IS g(0)do h().
T
Integrandoem tde 6 a7+ R, vem:

Yt + R)e Ji F80)ds _yg),~ [ g(0)do

IA

1+R t+R
/ h(t)dt < / h(t)dt < ay(¢)
0 t

= Y({t+R) y(0)e ¥ 8(@)do+ [ g(0)do y 4 (1)l 8(0)do

= y(t+R)
= y(t+R)

R

(y(8) +ax(t)) efé+ g(o)do
(y(8) +a(t)) eM ™,

IN N TN

Integrandoem 6 de ¢t at + R,
t+R t+R t+R
/ Wi+R)dB < / ¥(8)e“1 1) dp + / ar(1)e 0 dp
t
[ t+R [ t+R
= Ry(t+R) < O / V(0)d0+ ax(t)e / 46 < W as (1) +as (1) e R,
t t

Portanto, para cadat > ty, temos

y(t+R) < (%@ +a2(t)> M),

|
Lema 2.1.7 (Desigualdade de Tartar) Seja p > 2. Entdo, para todo a,b € R™, m € N temos
(lall”"2a—||b||"2b,a—b) > o [la—b||”,

onde Yy € positivo e depende apenas de p e de m.
Se 1 < p <2, entdo, para todo a,b € R", temos

(llall"~%a—[Ib|I"~*b,a—b) <villa—b]",
onde 1 depende apenas de p e de m.
Lema 2.1.8 Seja y uma fungdo positiva absolutamente continua em (0,0) que satisfaz
y+pP <8
com p > 1,7> 0,8 > 0. Entdo, parat > 0,

(1) < (2) " p— )T

Teorema 2.1.5 (Teorema da Convergeéncia Dominada) Seja f, : (X, m,u) — C uma sequéncia
de fungoes mensurdveis e seja g : (X,m,u) — [0,00] em LL(X) de forma que

a0 < 8(x),

para todo x € X e

f(x) = lim f,(x),

n—o0

existe para todo x € X. Entdo,
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@) feLy(X);
) fim [ 17, = £ lda) = 0;

(i) fim | fu(0)dx= [ f()du(2)

2.2 Osespacos L (Q) e WP (Q)

Os resultados desta sec¢ao e da secdo seguinte podem ser encontrados em [5, 7, 8, 14, 16, 17].
Dado Q um aberto do R”, 1 < p < oo, denotamos por L”(Q) o espago vetorial das (classes de)
fun¢des mensurdveis a Lebesgue u : Q — R tais que x — |u(x)|P € integravel em Q, no sentido
de Lebesgue. A norma de u € LP(Q) é dada por

[ul|zr (@) = (/Q !u(x)\pdx) l%

No caso p = oo, denotamos por L=(), o espaco vetorial das (classes de) fungdes u : Q — R,
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Q, isto é, existe C > 0 tal que |u(x)| <C
q.t.p x € Q. Cada constante C é¢ denominada majorante essencial de |u| e a norma de u € L*(Q)
¢ definida por

[ul|=(@) = inf {C; |[u(x)| <C, g.t.p x € Q} = supess [ul.

O espago LP(Q), 1 < p < oo, munido de sua respectiva norma torna-se um espacgo de Banach.

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Holder e Minkowski) Se p e g sdo expoentes conjugados e
frg: (X,m,u) — CU{eo} mensurdveis, valem:

(a) (Desigualdade de Holder ). Se 1 < p < el < g < oo,
178l = [ \fgldu< 171l

(b) (Desigualdade de Minkowski ). Para todo 1 < p < oo,
1f +gllp < 11f1lp+ llgllp-
Definicdo 2.2.1 O espaco de Sobolev W'-P(Q) é definido por
Wir(@Q) ={uerr(@): & er@),i=1,...n},
onde a derivada aa_f, é definida pela expressdo
o) d
Q Ox; Q ox;
Yo € C2(R"). WhP(Q) é um espago de Banach com a norma

u
ax,‘

n

leellw o) = lullroy+ Y
=1

(@)
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Proposiciio 2.2.1 O espaco W'P(Q) é reflexivo para 1 < p < o e separdvel para 1 < p < oo,

Proposicao 2.2.2 Seja Q C R" um aberto, limitado, conexo com fronteira suave e seja p € R
com 1 < p < oo, Temos

(i) Se 1< p<n, entdo W'P(Q) C L” (Q) onde L, =

1.
P n

’

< =

(i) Se p =n, entdo WP (Q) C L4(Q) para todo q € [p,);
(iii) Se p > n entdo W' (Q) C L*(Q),

com imersées continuas. Além disso, se p > n, para todo u € W' (Q) temos

Ju(x) —u()] < cllullywrplx—yI*
gtpemQ, como=1— 1% e ¢ dependendo somente de Q, p,n. Em particular,
wlr(Q) c C(Q).
Teorema 2.2.2 (Rellich-Kondrachov) Suponha Q limitado de classe C'. Temos

(i) se p < n, entdo W'P(Q) C LI(Q), para todo q € [1,p’) onde 1% = % %
(i) se p =n, entdo WP (Q) C LI(Q), para todo q € [1,);
(iii) se p > n, entdo WP (Q) C C(Q)

com imersdes compactas. Em particular WP (Q) C LP(Q) com imersées compactas para todo
p.

Definicdo 2.2.2 Seja 1 < p < oo, W, P(Q) designa o fecho de C!(Q) em WP (Q).
Observacdo 2.2.1 Se Q C R", entdo, em geral, W, (Q) # WP (Q).

As fungdes de W, ” (Q) sdo “a grosso modo” as fungdes de W!P(Q) que “se anulam sobre
oQ”.

Corolario 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Q é um aberto limitado. Entdo
existe uma constante C, dependendo de Q) e p, tal que

lullr < Cl[Val|r

para todo u € W, ” (Q), com 1 < p < oo. Em particular, a expressdo ||Vu||L» é uma norma sobre
W, P (Q) que é equivalente a norma [ullwr.r(c)-

O espago A (Q) munido da norma induzida por W!?(Q) é um espago de Banach se-
paravel para 1 < p < oo e éreflexivose 1 < p < oo.
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2.3 Oespaco L?(0,T;X)

Definicao 2.3.1 Seja X um espaco de Banach e 0 < T < oo,

(@) OespagcoC™(]0,T];X) com m=1,2,... consiste de todas as funcoes u : [0,T| — X que sdo
m vezes diferencidveis e cujas derivadas sdo continuas em [0,T]. A norma neste espago
é dada por

m

. (i
= 3 gmas, ) e

Aqui, apenas as derivadas a esquerda e as derivadas a direita precisam existir nos pontos

t =0 et =T respectivamente. Na expressdo acima, u® =y,

(b) O espaco LP(0,T;X) com 1 < p < o consiste de todas as fungcdes mensurdveis u :|0,T[— X
cuja norma

T P
lelusiors = ( ) It lar)” < @2

Quando p = oo, denotamos por L*(0,T;X) o espago vetorial das classes de fungdes
u:10,T[— X mensurdveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em |0,T|, isto é, existe
C > 0 tal que

lu@lx <C qipielo.7]
e anorma de u € L=(0,T;X) ¢é definida por
[ull2=(0,rx) = Inf {C; [lu(r)[[x < C, q.t.p1 €]0,T[} = supess [lu(t)]|x.
Proposicao 2.3.1 Sejamm =0,1,...,1 < p <o, X1 e X5 espacos de Banach sobre E. Entdo:
(@) C"([0,T];X,) com a norma (2.1) é um espaco de Banach sobre E.
(b) LP(0,T;X,) com a norma (2.2) é um espaco de Banach sobre E.
(c) C([0,T],X)) € denso em LP(0,T;X;) e a imersdo C([0,T],X,) C LP(0,T;X;) é continua.
(d) O conjunto de todos os polinémios w : [0,T| — X|, isto é
w(t)=ap+ait+...+apt"
coma; € Xy paratodoi=0,1,.... nen=0,1,... édenso em C([0,T];X;) e L?(0,T;X).

(e) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (-,-)x,, entdo L*(0,T;X,) é também um
espaco de Hilbert com produto interno

) = [ (0,0
(f) LP(0,T;X;) é separdvel caso X seja separdvel e 1 < p < oo,
(g) Se 1 < p < ooe X é uniformemente convexo entdo LP(0,T;X)) é uniformemente convexo.
(h) Se X1 C X, com imersdo continua e 1 < g <r < oo, entdo
L"(0,T;X;) CL1(0,T;X>)

com imersdo continua.
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2.4 Operador maximal monétono em espacos de Hilbert

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [5, 6, 7, 10, 13].

Seja H um espaco de Hilbert sobre R. Um operador é uma aplicagdo de H em P(H) (conjunto
das partes de H). Se para todo x € H, o conjunto Ax contém no maximo um elemento dizemos
que A € um operador univoco em H, caso contrario dizemos que A € multivoco. O dominio de
A éoconjunto D(A) = {x € H:Ax # 0} e aimagem de A é o conjunto

R(A) = Ax.
xeH
Identificaremos A com seu gréifico em H x H, isto é, A = {(x,y) : y € Ax}. O operador

A~ é 0 operador cujo gréfico é simétrico ao de A, isto é, x € A~y «<=y € Ax; evidentemente
D(A~T) = R(A).

O conjunto dos operadores de H é parcialmente ordenado pela inclusao dos gréficos: A C B
se, e somente se, para todo x € H, Ax C Bx.

Definicao 2.4.1 Dizemos que um operador A em H é mondtono se, para todo x1,x; € D(A),
<AX1 —Axp,x1 —XQ> >0,
ou, mais precisamente, para todo y| € Ax| e para todo y» € Ax,
(y1 —y2,x1 —x2) > 0.

A nog¢do de operador monotono em um espago de Hilbert aparece como um caso particular
de operador monétono de um espaco de Banach no seu dual.

Definicao 2.4.2 Seja X é um espaco de Banach real. Um operador A : X — X* é dito ser
mondtono se para todo x1,x; € D(A),

(Ax1 —Ax2,x1 —x2)x+x >0,
ou, mais precisamente, para todo y| € Axy e para todo y, € Ax,
V1 = y2,x1 —x2)x* x >0,

onde (-,-)x* x € o produto escalar na dualidade X ,X*.

Definicao 2.4.3 Um operador mondtono A : X — X* ¢ dito ser maximal mondtono se ele ndo
estd propriamente contido em qualquer outro operador monotono de X em X*.

Definicao 2.4.4 Seja X um espaco de Banach com dual X*. Uma funcdo convexa e propria

em X € uma fun¢do ¢ : X — (—oo,4o0| para o qual existe u, € X com @(u,) < oo e satisfaz a
desigualdade

O((1 =Hu+tv) < (1-1)o(u) +19(v)

para todo u,v € X et € [0,1].
Defini¢ao 2.4.5 A funcdo @ : X — (—oo, 40| é dita ser semicontinua inferiormente (s.c.i) se
¢(u) <liminf@(uy,)
n—soo

para toda sequéncia (up)nen, com u, — u em X.
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Dada uma fungdo @ : X — (—oo, +o0] convexa, propria e s.c.i, denotamos por D (@), o dominio
de @, o conjunto

D(¢) ={u€X :¢(u) <oo}.

Defini¢ao 2.4.6 Dada uma fun¢do @ : X — (—oo,+o0| convexa, propria e s.c.i, a subdiferencial
0¢ de @ é a aplica¢do 0 : X — X* dada por

do(u) ={f € X" :(v) —@(u) = (f,v —u)x-x,Vv € D(Q)}.
Denotamos D(09) = {u € X : d¢(u) # 0}.
Observacgao 2.4.1 A subdiferencial d¢ é mondtona em X.
De fato, se y; € 09(x1) e y2 € 9¢(x2), temos em particular
O(x2) —@(x1) = (Y2 —x1)xx € Q(x1) —Q(x2) = (2,41 —x2)x x.-
Assim, somando estas duas desigualdades, obtemos
(y1 —y2,x1 —x2)x* x > 0.

Teorema 2.4.1 Seja X um espaco de Banach real e @ : X — (—oo,+o00| uma fun¢do convexa,
propria e s.c.i. Entdo 09 : X — X* é um operador maximal mondtono.

Definicao 2.4.7 Seja X um espaco de Banach. Dizemos que um operador A : X — X* é coercivo
se

im (Auj,uj)x«x
e ugllx

para qualquer sequéncia (u;) C X, com
lim [uj|x = ee.
Jj—reo
Definicao 2.4.8 Seja X um espaco de Banach. Um operador A : X — X* chama-se hemi-
continuo quando para todo u,v € X,
A(u+hv) — Au
quando A — 0.

Corolario 2.4.1 Seja X um espago de Banach reflexivo. Um operador A : X — X* mondtono,
coercivo e hemicontinuo é sobrejetivo, isto é, A(X ) = X*

Teorema 2.4.2 Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja A : X — X ™ um operador monotono
e hemicontinuo. Entdo, A é maximal monotono.

Teorema 2.4.3 Seja X um espaco de Banach reflexivo, X* o seu dual e H é um espaco de
Hilbert com X C H C X* com imersoes continuas e densas. Seja A : X — X* um operador
mondotono, univoco, definido em todo X, coercivo e hemicontinuo. Entdo, o operador Ay, a
realizacdo de A em H definido por

Q)(AH) = {x eEX:Axe H}, AH(M) :A(u), uc @(AH)
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é maximal mondtono em H.
Lema 2.4.1 Seja H um espago de Hilbert e @ : H —] — oo, +-o00| uma fungdo convexa, propria
e s.c.i e seja u € W2(0,T;H) tal que u(t) € D(39) q.tp t €]0,T[. Suponha que exista g €

L?*(0,T;H) tal que g(t) € 99(u(t)) q.t.pt €]0,T[. Entdo a funcdo t — ¢(u(t)) é absolutamente
continua em [0,T] e vale a igualdade

folu) = (0. 50)

g.tpt €]0,T| e para toda h(-) € 09(u(-)).



Capitulo 3

Existencia de atratores pullback

Neste capitulo, tendo como base [1] e [12], estudaremos a teoria de atrator pullback para pro-
cessos de evolugdo em espagos métricos. Primeiramente, definimos a nocdo de processos de
evolucdo e semigrupos, apresentando alguns exemplos. Em seguida, apresentamos o conceito
de processo de evolucdo pullback limitado, atracdo, absorc¢ao, familia invariante e solugao glo-
bal para um processo de evolugdo. Definimos também processo de evolucdo pullback assin-
toticamente compacto e pullback limitado dissipativo. Apods esses conceitos desenvolvidos,
trabalhamos com os conjuntos ®-limite pullback, que descrevem o comportamento assintético
do processo de evolugdo. Apresentamos o teorema (Teorema 3.2.4) que garante a existéncia
de atrator pullback para processos de evolugao. No final do capitulo, apresentamos a definicao
e algumas propriedades da medida da ndo-compacidade de Kuratowski, e usamos estas pro-
priedades para a prova do teorema que d4 condi¢des para que um processo de evolugdo seja
pullback fortemente assintoticamente compacto.

Assumimos neste capitulo que X € um espaco métrico com a métrica d e denotaremos por
C(X) o conjunto das fun¢des continuas de X em X.

3.1 Processos de evolucao e atratores pullback

Definicao 3.1.1 Um processo de evolugdo em X é uma familia de aplicacoes
{S(t,s) : X = X,t > s € R} C C(X) que satisfaz as seguintes propriedades

(i) S(t,) =1 paratodot € R, onde I é aplicagdo identidade em X ;
(ii) S(z,s) =S(t,7)S(t,s) paratodot > T > s;
i) {(r,s) eRxR:t>5} xX > (t,5,x) — S(t,s)x € X € continua.

S(t,s) toma cada estado x do sistema no instante inicial s e evoluciona para o estado S(z,s)x
do sistema no tempo final ¢, onde —co < s <t < oo. Observemos que, para um 6 € R fixo, o
operador S(c + T,7T) pode ser um operador distinto para cada valor de T € R. Isto indica que,
além do tempo decorrido 6, também o instante inicial T pode desempenhar um papel importante
no processo de evolugdo.

Os processos {S(t,s) : t > s} para os quais S(¢,s) = S(t —s,0) para todo ¢ > s sdo chamados
processos de evolucao autonomos.

Definicao 3.1.2 Um semigrupo é uma familia {T (t) : t > 0} que satisfaz

(i) 7(0)=1;
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(i) T(t+s)=T()T(s), paratodot,s > 0;
(iii) [0,00) x X > (t,x) — T (t)x € X ¢ continua.

Dado um processo de evolugdo autonomo {S(¢t —s,0),7 > s}, a familia de operadores {T () :
t >0} dada por T'(¢) := S(¢,0), t > 0 é um semigrupo.

De fato, 7(0) = S(0,0) =Ie T (t+s) =S(t+s5,0) = S(t+s5,7)S(7,0), paratodoz+s > 1> 0,
portanto, T'(t +s) = S(r +s—1,0)S(t,0). Em particular, para T = s temos

T(t+s) = S(,0)S(s,0) = T(1)T(s).

Como {r—s€R:t>s} xX > (t—s,x) = S(t—s)x € X é continua, entdo [0,00) X X > (¢,x) —
T(t)x € X é continua. Logo, {T'(¢) = S(¢,0) : > 0} é um semigrupo.

Reciprocamente, dado um semigrupo {7'(¢) : t > 0}, a familia {S(z,s) : r > s} definida por
S(t,s) =T(t—s),t > s éum processo de evolugao.

De fato, S(t,t) =T(t—t) =T(0) = paratodot € R e paratodos > T > s,

S(t,1)S(t,8) = T(t —0)T(t—s) = T(t —1+1—5) = T(t —5) = S(t,5).

Como [0,%0) X X 3 (¢,x) — T(t)x € X é continua, segue que { —s € RT : 1 > s} xX >
(t—s,x) = T(t —s)x € X é continua. Logo, {S(t,s) =T(t —s):t > s} é um processo de
evolucao.

Note que num processo de evolugdo auténomo {S(¢,s) = S(t —s,0) : ¢ > s}, a evolugdo do
estado x ocupado no instante s para o estado S(r +s,s)x (= S(t +s—s5,0)x = S(¢,0)x) ocupado
no instante ¢ 4 s € independente de s e depende apenas de t. Assim, num processo de evolugao
autdbnomo, o tempo decorrido determina a evolugao.

Para um processo de evolugdo auténomo {S(r —s,0);7 > s}, o comportamento das solugdes
quando ¢t — oo, chamado a dindmica forwards, é o mesmo que o comportamento das solu¢des
quando s — —oo, chamado a dindmica pullback. Para os processos de evolucdo gerais, estes
dois limites dindmicos ou comportamentos assintéticos nao estao relacionados e podem produ-
zir propriedades qualitativas completamente distintas (Veja [4]).

Usaremos a notagdo abreviada S(z,s) = S(t —s), t > s para processos de evolu¢ao auténomos
e dizemos que o processo de evolugdo autéonomo {S(z —s) : # > s} é o processo associado ao
semigrupo {S(¢) : t > 0}.

Vejamos alguns exemplos de processos de evolucdo e de semigrupos (ver [9]).

Exemplo 3.1.1 Seja X = R" espaco euclidiano com a métrica usual. A aplicagcdo
S:RxRXxR"— R" dada por S(t,s,x) := (t —s+x1,...,t —s+x,) comt >s, onde x =
(X1,...,X,) € dada em coordenadas da base canénica de R" é um processo de evolugdo em
R".

De fato, S é claramente continua, S(¢,7)x = (t —t +xy,...,t —t+x,) =x, paratodot € Re
xR isto é, S(t,t) =1, paratodot € Re

Sit,v)S(t,8)x = SEt,7T)(T—85+x1,...,T—5+x,)
= (t—T+T—5+x1,...,t —T+T—5+x,)

= (t—s+x1,...,0 —5+xp)
= S(t,s)x,

paratodox € Ret >t > s, portanto, S(¢,7)S(t,s) = S(z,s) paratodor > T > s.
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Exemplo 3.1.2 Seja X = R com a métrica usual. A aplicacdo S : R x R x R — R definida por
S(t,s,x) ;= xe' %, para todo x € R comt > s define um processo de evolugdo em R.

Exemplo 3.1.3 Seja X = R? espaco euclidiano com a métrica usual. A aplicagdo
S: R x R x R? — R? dada por S(t,s, (x,y)) := (xe'~*,ye! =), para todo (x,y) € R? comt > s,
onde (x,y) é dada em coordenadas da base candnica de R? define um processo de evolugcdo em

R2,

De fato, é facil ver que S é continua e S(¢,)(x,y) = (x,y), para todo (x,y) € R et € R, isto
é, S(t,t) = I para todo t € R. Além disso, para todo (x,y) € R2et>1> s, temos

S(t,7)S(T,s)(x,y) = S(t,7) (xe"*,ye"?)
— (xeﬂ:—set—r7yer—set—’c)
— (xet—s,yel—s)

= S(t,5)(x,y).
Logo, S(7,7)S(t,s) = S(t,s) paratodot > T > s.

Exemplo 3.1.4 Seja X = R? com a métrica usual. A aplicacio T : RT x R?> — R? dada por
T(t,x) = (t +x1,t +x3), onde x = (x1,Xx2) é dada em coordenadas da base canénica de R?
define um semigrupo em R?.

De fato, vemos facilmente que 7' é continua e 7'(0)x = (04 x1,0+x2) = (x1,x2) = x, para
todo x € R?, portanto, T (0) = I. Além disso, para todo ¢,s > 0 e x € R?,

T(t+s)x = ((t+s)+x1,(+s)+x2)
= (t+(s+x1),t+(s+x))
= T(t)(s+x1,5+x2)
= T()T(s)x.

Logo, T(t+s) =T (t)T(s) para todo z,s > 0.

Exemplo 3.1.5 Seja X = R? com a métrica usual. A aplicacdo T : Rt x R? — R? definida por
T(t,(x,y)) = (e 'x,e”"y), para todo (x,y) € R* et > 0 define um semigrupo em R?.

Com efeito, claramente T é continuae T'(0, (x,y)) = (x,y) para todo (x,y) € R?, logo T'(0) =
1. Também, para todo ¢,5 > 0 e (x,y) € R?, temos

T(t+s)(x,y) = (e °x,e " °y) = (e7'e*x,e"e™’y)

T()T(s)(x,y) =T(t) (e°x,e*y) = (e e *x,e e "y).
Logo, T(t+s) =T(t)T(s) para todo z,s > 0.

Exemplo 3.1.6 Seja X = R? com a métrica usual. A aplicacdo T : RT x R?> — R? definida por
T(t,(x,y)) = (d'x,d'y), para todo (x,y) € R?> et > 0, onde a > 0 define um semigrupo em R>.
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Com efeito, T é claramente continua e T (0)(x,y) = (x,y), para todo (x,y) € R? e >0, ou
seja, T(0) = 1. Além disso, paratodo z,s > 0e (x,y) € R2, temos

T(t+s5)(x,y) = (xd ™, yd ") = (xa’d',ya*d") = T(t) (xa’,ya’) = T (t)T (s)(x,y).
Logo, T(t+s) =T (t)T(s) para todo z,s > 0.

Para um processo de evolucdo {S(z,s) : > s} e um conjunto B C X, definimos:
(a) Paracada (r,5) € Rx R comt > s, aimagem de B por S(z,s),

S(t,s)B:={S(t,s)x:x € B}.

(b) A érbita de B a partir do instante s € R,

Y'(B) :=JS(t,s)B.

t>s
(c) A orbita pullback de B no instante ¢t € R,

Yp(B,1) = JS(,5)B.

s<t

Definicio 3.1.3 Se v,(B,t) ¢ limitada para cada subconjunto limitado B de X e para cada
t € R, {S(z,5) : t > s} é dito pullback limitado.

Definicao 3.1.4 Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolugdo. Dado t € R, dizemos que um
conjunto K(t) C X atrai pullback um subconjunto C de X no instante t sob a a¢do de {S(t,s) :
t> s} se
lim dist(S(¢,s)C,K(t)) =0.
§—>—00
Uma familia {K (t) : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X sob a acdo de {S(t,s) :

t > s} se K(t) atrai pullback todos subconjuntos limitados de X no instante t sob a a¢do de
{S(z,5) : t > s}, para cada t € R.

Neste trabalho, quando usarmos a expressdo “atrai” fica subtendido que atrai no sentido
pullback.

Definicao 3.1.5 Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que A atrai B pelo semigrupo
{S(t) :t >0} se

lim dist(S(¢)B,A) =0.

t— oo

Definimos a seguir a no¢ao de absorcao de um conjunto pela acdo do processo de evolugao,
da qual introduzimos o conceito de dissipatividade do processo de evolugao.

Definicdo 3.1.6 Dado t € R, B(t) C X absorve pullback subconjuntos limitados de X no ins-
tante t se, para cada subconjunto limitado B de X, existe T =T (t,B) < t tal que

S(t,s)B C B(t), para todo s < T(t,B).
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Uma familia {B(t) : t € R} absorve pullback subconjuntos limitados de X se B(t) absorve
pullback conjuntos limitados no instante t, para cada t € R.

Definicao 3.1.7 Se existe uma familia {B(t) : t € R} de conjuntos limitados que absorve pull-
back subconjuntos limitados (pontos, compactos) de X entdo dizemos que o processo de evolu¢do
{S(z,5);t > s} é pullback limitado (ponto, compacto) dissipativo.

Observacao 3.1.1 Na Definicdo 3.1.4, o tempo final é mantido fixo enquanto que o tempo
inicial retrocede para —o. Note que isto ndo é o mesmo que voltar no tempo. A evolucdo é
sempre até um instante t a partir de um instante inicial s que tende a —oo.

Definimos agora os conceitos de conjuntos invariantes por um processo de evolucdo e por
um semigrupo, que sao um dos requisitos para definir o atrator pullback e o atrator global,
respectivamente.

Definicao 3.1.8 Seja {B(¢) : t € R} uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que esta
familia é invariante pelo processo de evolugcdo {S(t,s);t > s} se

S(t,s)B(s) = B(t), para todo t > s.

Definicao 3.1.9 Uma familia {A(t) : t € R} de subconjuntos compactos de X é dita um atrator
pullback para o processo de evolugdo {S(t,s) : t > s} se

(i) for invariante por {S(t,s) :t > s},
(ii) atrai pullback subconjuntos limitados de X,

(iii) e ¢ minimal no seguinte sentido: se hd uma outra familia invariante {C(t) : t € R} que
atrai pullback subconjuntos limitados de X, entdo A(t) C C(t), para todo t € R.

Definicao 3.1.10 Seja B um subconjunto de X. Dizemos que B é invariante pelo semigrupo
{S(t) :t >0} se

S(t)B =B, para todot > 0.
Definicao 3.1.11 Um conjunto A C X é um atrator global para o semigrupo {S(t) :t > 0} se
(i) A4 é compacto;
(i) A4 é invariante;
(iii) A atrai cada subconjunto limitado de X.

O resultado a seguir mostra que o atrator global para o semigrupo {S(¢) : ¢ > 0} e o atrator
pullback para o processo de evolugdo auténomo {S(z —s) : ¢ > s} sdo essencialmente os mesmos.

Lema 3.1.1 Um processo de evolugcdo autonomo {S(t —s) : t > s} tem um atrator pullback
{A(t) : t € R} se, e somente se, o semigrupo {S(t) :t > 0} tem um atrator global A e em
qualquer dos casos A(t) = 4, para todo t € R.
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Demonstracdo: Suponha que {S(¢ —s) : £ > s} tem um atrator pullback {4(¢) : ¢ € R}. E
claro que {S(¢) : # > 0} tem um atrator global 4 e que 4 C A(t) paracadat € R. Além disso, a
familia {4(t) = 4 : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X. Segue da minimalidade
de 4(t) que 4(t) = 4 D A(t), e portanto, {S(z) : £ > 0} tem um atrator global 4 e 4(t) = 4,
paratodor € R.

Reciprocamente, se {S(¢) : > 0} tem um atrator global A4, entdo é claro que a familia
constante {A4(t) = 4 :t € R} é invariante pelo processo {S(t —s) : ¢ > s}, A4(¢) atrai pullback
subconjuntos limitados de X sob a agdo de {S(t —s) :t > s} e A(t) é compacto para cadar € R.
A minimalidade de A4(¢) decorre do fato de que 4 é limitado e S(¢,5)4 = S(t —5)4 = A4, para
todot > s. |

Exemplo 3.1.7 Considere o semigrupo em R? definido pela aplicacdo T : RT x R? — R?,
T(t,(x,y)) = (d'x,d'y), para todo (x,y) € R?> et >0 com 0 < a < 1, como vimos no Exem-
plo 3.1.6. O conjunto A = {(0,0)} é um atrator global para este semigrupo.

De fato, claramente 4 € compacto e invariante. Assim, basta mostrar que A4 atrai todo
subconjunto limitado de R?. Seja B C R? limitado. Entio, existe M > 0 tal que ||(x,y)|| < M,
para todo (x,y) € B. Dado € > 0, tome T > 0 tal que a* < 7. Logo, para todo 7 > T temos

IT@)(x )l = || (a'x,a'y) | =a' [[(x0)]| < a*[l(xy)l| < a™M <,

para todo (x,y) € B. Portanto, dado € > 0 existe T > 0 tal que dist(7(¢)B,4) < €, para todo
t > 1, de onde
li ist(7(¢)B =0.
;_lffwdmt( (t)B,4) =0
Logo, A4 atrai B e segue que 4 é um atrator global para o semigrupo {7'(¢) : t > 0}. Do lema
anterior, segue que o processo de evolugdo {S(z —s) : ¢ > s} associado a este semigrupo tem um
atrator pullback {4(r):t € R} e 4(r) = 4= {(0,0)}, para todo ¢t € R.

Observemos que a exigéncia da minimalidade na defini¢do de atrator pullback € adicional
relativamente a teoria de atratores para semigrupos. A minimalidade exigida € essencial para
garantir a unicidade dos atratores pullback. A inclusdao dessa exigéncia estd relacionada ao
enfraquecimento da propriedade de invariancia imposta pela natureza nao autbnoma dos pro-
cessos de evolugdo gerais. Se {S(¢) :# > 0} é um semigrupo e {S(t —s) : ¢ > s} é o processo
de evolucdo autdnomo associado a ele, pode existir uma familia {4(¢) : t € R} de conjuntos
compactos e invariantes que atrai pullback subconjuntos limitados e nao € minimal. De fato,
considere o processo de evolu¢do autonomo dado por {S(t —8)xp = e x, xg €R, t > s}
associado ao semigrupo {S(¢) : ¢t > 0}. A familia {[—ce ",ce "] :t € R, ¢ > 0} de conjuntos
compactos de R é invariante sob a acio de  S(t —s)xo = e "xg, xo €R, t > s ¢, pois fa-
zendo [—ce',ce”'] = B(t) paratodot € R e ¢ > 0, vem: Se x € B(s) entdo —ce* <x < ce™*,
logo S(t —s)x = e~ ~%)x & tal que

—(t—s) ,—s

—ce e e )y < cem78) s
e

<
o< _(t_s)xgce_l.

= —ce
Portanto, S(t — s)x € B(t), logo S(t —s)B(s) C B(t). Por outro lado, se x € B(z), entdo —ce ' <
x < ce' e e x e B(s). Como S(r—s) (e(t_s)x) = x, segue que x € S(r —s)B(s). Logo,
B(t) C S(t —s)B(s) e entdo S(t — s)B(s) = B(t). Além disso, B(t) = [—ce™",ce™"] atrai pullback
todos os subconjuntos limitados de R sob a acdo de < S(t —s) = e =S)xy, xoER, t > s} no
instante ¢ para cada t € R, uma vez que, dado um subconjunto limitado A de R,
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lim dist(S(r —s)A,B(r)) = 0.
§——00
Agora, observe que a familia {[—e™/,e7"] : + € R} de subconjuntos compactos de R é inva-
riante e atrai subconjuntos limitados de R no instante 7 sob a agdo de {S(r —s) = e~ ~%)xq, xo €
R, t > s}, para cada r € R. Mas, por outro lado, para ¢ > 1 temos

[—e",e7'] C [—cece].

—t

Logo, {[—ce™',ce”"] :t € R, ¢ > 0} ndo é minimal.

Defini¢ao 3.1.12 Uma solucdo global para um processo de evolucdo {S(t,s) :t > s} € uma
fungéo & : R — X tal que

S(t,8)E(s) = E&(t), para todo t > s.

Dizemos que a solugdo global §: R — X de um processo de evolucdo {S(t,s) :t > s} ¢é
backwards limitada se existe um T € R tal que {&(t) : t <1} é um subconjunto limitado de X.

Exemplo 3.1.8 Considere o processo de evolugdo {S(t,s) : R — R :t > s} definido por S(t,s)x =
xe' =3, para todo x € R, t > s, como vimos no Exemplo 3.1.2. A fungéo & : R — R dada por
E(r) = ¢, para todo t € R, é uma solugdo global backwards limitada para este processo.

De fato, parat > s,

Ainda, {¢' : 1 <0} C [0,1].

Exemplo 3.1.9 Claramente, a fun¢do nula & : R — R, &(¢) =0, para todo t € R é uma solucdo
global para o processo dado no exemplo anterior. Como para todo T € R, o conjunto {§(t) :
t <1} = {0} € um subconjunto limitado de R, entdo & é backwards limitada.

Observaciao 3.1.2 (ver [1]) a) Se exigirmos que o atrator pullback {A(t) : t € R} tem a pro-

priedade de que U A(s) é limitado para cada t € R, a exigéncia de que o atrator pullback é
s<1T
minimal na Defini¢cdo 3.1.9 pode ser retirada.

b) Se um processo de evolucdo {S(t,s) :t > s} tem um atrator pullback {A(t) : t € R} e

& : R — X é uma solugcdo backwards limitada, entdo &(t) € A(t), para todo t € R.

¢) se {A(t);t € R} é um atrator pullback para o processo de evolugdo {S(t,s) :1 > s} e | ] A(s)
s<t

é limitado para todo t € R, entdo A(t) é dado por

A(t) = {&(t) : R — X é uma solugdo global backwards limitada para {S(t,s);t > s}},

para todo t € R.
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3.2 Processos pullback assintoticamente compactos

Vamos definir agora a no¢ao de processo de evolugdo pullback assintoticamente compacto que
¢ naturalmente associada com processos de evolucdo que possuem um atrator pullback, como
veremos nos Teoremas 3.2.2 e 3.2.3. Este conceito € util nas aplicacdes para obter a existéncia
de atratores pullback para um processo de evolucao.

Defini¢do 3.2.1 Um processo de evolucdo {S(t,s) :t > s} em um espaco métrico X é dito
pullback assintoticamente compacto se, para cada t € R, sequéncia {si}ren em (—oo,t | e
sequéncia limitada {x; }reny em X tais que s — —oo, quando k — oo e {S(t,s;)x; : k € N} ¢
limitado, a sequéncia {S(t,sx )X } ren tem uma subsequéncia convergente.

Definiremos agora as semidrbitas positivas e, a partir dai, introduziremos o conceito de
semigrupo limitado.

Definicao 3.2.2 Dado um conjunto B C X limitado, sua semitrajetoria ou semiorbita ou orbita
positiva relativa ao semigrupo {S(t) :t > 0} é o conjunto

Y (B)=Jv" (x),

XEB

onde y" (x) = {S(t)x : t € R"} é a semitrajetoria positiva de x.

Definicao 3.2.3 Dizemos que um semigrupo {S(t) :t > 0} é limitado se a semidrbita positiva
Y"(B) ou, equivalente, U S(¢)B é limitada para cada conjunto limitado B C X, isto é, se a

0<t
semiorbita positiva de qualquer conjunto limitado de X for limitada em X.

Observacao 3.2.1 Dado um conjunto B C X limitado, a semitrajetoria de B relativa ao semi-
grupo {S(t) : t > 0} e a drbita pullback de B no instante t € R relativa ao processo evolugdo
auténomo {S(t —s) 1t > s} sdo os mesmos, isto é, Y" (B) =,(B,t).

De fato,

Yp(B,t) = JS(t,5)B=JS(t—s)B=|JS(1)B=v"(B).

s<t s<t 0<t

Definicao 3.2.4 Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que B absorve A sob a ag¢do do
semigrupo {S(t) : t > 0}, se existe T > 0 tal que S(t)A C B, para todo t > T. Dizemos que B
absorve um ponto x € X, se existe Ty > 0 tal que S(t)x € B, para todo t > T,.

Defini¢ao 3.2.5 Um semigrupo {S(t) : t > 0} é dito limitado dissipativo (ponto dissipativo), se
existe um subconjunto limitado B de X tal que B absorve todo subconjunto limitado (ponto) de
X sob a acdo de {S(t) :t > 0}.

Defini¢ao 3.2.6 Um Semigrupo {S(t) : t > 0} é chamado assintoticamente compacto, se para
toda sequéncia limitada (x,) em X e toda sequéncia (t,) em R*, com t, — +oo, a sequéncia
(S(ty)xn) em X possui uma subsequéncia convergente.

Da teoria de semigrupos € conhecido o seguinte resultado (ver [1])

Teorema 3.2.1 Se {S(¢) :t > 0} é um semigrupo, as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:
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(i) {S(z) : t > 0} possui um atrator global;
(ii) {S(¢):t >0} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto;
(iii) {S(¢) : t > 0} é limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto.

A condicdo (ii) d4 a seguinte caracteriza¢do de processos autbnomos que tém atratores pull-
back

Teorema 3.2.2 Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo, o processo de evolugdo auténomo {S(t —s) :
t > s} tem um atrator pullback se, e somente se, for pullback assintoticamente compacto e
pullback limitado dissipativo.

Demonstracao: O processo de evolugdo autdnomo {S(# —s) : # > s} tem um atrator pullback
se, e somente se, o semigrupo {S(¢) : + > 0} tem um atrator global (pelo Lema 3.1.1) se, e
somente se, {S(¢) : # > 0} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto (pelo Teorema
3.2.1) se, e somente se, o processo de evolugdo auténomo {S(t —s) : r > s} for pullback assin-
toticamente compacto e pullback limitado dissipativo. [ |

Por outro lado, da condi¢do (iii) temos

Teorema 3.2.3 Se {S(¢) : t > 0} é um semigrupo, o processo de evolugdo auténomo {S(t —s) :
t > s} tem um atrator pullback se, e somente se, {S(t —s) :t > s} é pullback limitado, pullback
ponto dissipativo e pullback assintoticamente compacto.

Definicao 3.2.7 Seja {S(t,s) :t > s} um processo de evolugdo em um espagco métrico X e B um
subconjunto de X. O conjunto ®- limite pullback de B no instante t é definido por

o(B,1):= () | S(,5)B
6<ts<o
ou, equivalente,

®(B,t) = {y € X : existem sequéncias {si }xen em (—oo,t |, sp — —oo, quando k — oo e {x; }ren
em B, tal que y = klim S(t,sk)xx ). (%)
—>00

Note que, por defini¢do, o conjunto ® - limite pullback € fechado, pois € intersecao de fe-
chados.

O teorema a seguir dd uma caracterizacdo de processos de evolucdo com atrator pullback.
E um resultado muito utilizado para obter existéncia de atratores pullback em aplicaces (ver
[18, 19, 20, 21, 22]) para o caso autdnomo.

Teorema 3.2.4 Seja {S(t,s) :t > s} um processo de evolucdo em um espago métrico X. Entdo,
as seguintes afirmacoes sdo equivalentes

(i) {S(z,5):t > s} tem um atrator pullback {A(t) : t € R},

(ii) Existe uma familia de conjuntos compactos {K(t) : t € R} que atrai pullback subconjuntos
limitados de X sob a acdo de {S(t,s) : t > s}.
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Em qualquer dos casos,

A(t) = {o(B,1) : BC X limitado}

e {A(t) : t € R} é minimal no sentido de que, se existe outra familia de conjuntos fechados e
limitados {A(t) : t € R} que atrai pullback subconjuntos limitados de X sob a agdo de {S(t,s) :
t > s}, entdo A(t) C A(t), para cada t € R.

Antes da prova deste teorema, vejamos o lema a seguir que serd util para a prova do mesmo.

Lema 3.2.1 Seja {S(t,s):t > s} um processo de evolucdo em um espagco métrico X. Se B C X,
entdo S(t,s)®(B,s) C o(B,t) para cadat > s. Se B é tal que (B, s) é compacto e atrai pullback
B no instante s, entdo para cadat > s, temos

S(t,5)0(B,s) = o(B,1).

Demonstracao: Se ®(B,s) =0, ndo hd o que mostrar. Suponha ®(B,s) # 0 e sejay € ®(B,s).
Entdo, existem sequéncias {sy }ren em (—oo,s], sp — —oo, quando k — oo € {x; }ren em B, tal
que

lim S(s, 5% )xx = Y-
k—yoo

Pela continuidade de S(t,s), segue que

lim S(¢,s5)S(s, sx)x, = S(¢,5)y.

k—boo

Portanto,

lim S(z,s%)xx = S(¢,s)y
k—ro0
Assim, S(t,s)y € ®(B,t). Logo, S(t,s)®(B,s) C ®(B,t) para cadat > s.

Resta mostrar que, se ®(B,s) é compacto a atrai pullback B, entdo ®(B,t) C S(t,s)®(B,s)
para cadat > 5. Seja x € ®(B,t). Entdo, existem sequéncias Gy — -oo, quando k — o, G} <7 e
X € B, para todo k € N tais que S(z, 6y )xx — x, quando k — co. Como Gy — —eo quando k — oo,
o <t, existe ko € N tal que 6, < s para todo k > ko, para s € (—oo,1]. Logo,

S(t,5)S(s,01)x; = S(t,00)xx — x,
pois t > s > Oy, para todo k > kp. Como ®(B, s) atrai pullback B no instante s, temos

lim dist (S(s, ox) x¢, (B, s)) = 0.

k—oo

Disto e da compacidade de ®(B, s), segue que {S(s, 0y )xx }ren tem uma subsequéncia (que con-
tinuaremos denotando {S(s, o )xx }xeny) convergindo para algum y € (B, s). Da continuidade
de S(t,s), resulta que

S(t,5)S(s,00)x — S(t,s)y.

Pela unicidade do limite, S(¢,s)y = x. Logo ®(B,t) C S(t,s)®(B,s), para todo ¢ > s, como
queriamos mostrar. |
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Demonstracao do Teorema 3.2.4: (i) = (ii) : Suponha que {S(z,s) : t > s} tem um atra-
tor pullback {4(¢) : r € R}. Entdo, pela Defini¢do 3.1.9, cada 4(r) é compacto e atrai pullback
subconjuntos limitados de X sob a acdo de {S(z,s) : t > s}.

(i) = (1) : Suponha que (i1) ocorre. Entdo, para cada subconjunto limitado B de X e para cada
t € R,

lim dist(S(t,s)B,K(r)) = 0.

s—y—o00

Assim, se y € ®(B,t), entdo y € K(t) por (*). Portanto, ®(B,t) C K(t), para todo subconjunto
limitado B de X e paracadar € R.

Afirmacao 3.2.1 o(B,t) atrai B.

De fato, se ®(B,?) ndo atrai B , existiriam € > 0, sequéncias {s; }reny em R, s — —eo quando
k — oo e {x; tren em B tais que

dist (S(¢, sx)xx, ®(B,1)) > € (3.1
para todo k € N. Como K(7) atrai B no instante 7, temos

lim dist (S(¢, s )xx, K(2)) = 0.
k—yo0
Consequentemente, {S(,sx )X }reny tem uma subsequéncia convergindo para algum xo € K(¢).
Portanto, xog € ®(B,t), o que contraria (3.1). Logo, a afirmagdo segue.
Seguindo, como ®(B,7) C K(t), o(B,t) é fechado e K(z) é compacto, entdo ®(B,t) é com-
pacto para cada . Assim, ®(B,s) é compacto e atrai pullback B no instante s. Pelo Lema 3.2.1,
segue que S(7,5)®(B,s) = 0(B,t), para cada t > s, logo (B, ) é invariante. Defina 4(t) por

A(t) = J{w(B,1) : BC X limitado}.

Como ®(B,t) C K(t) para cada B C X limitado, segue que A(t) é compacto. Além disso, A(t)
atrai pullback subconjuntos limitados de X. De fato, como ®(B,¢) C A(t) para B C X limitado
e (B, t) atrai pullback B no instante ¢, isto é,

lim dist(S(t,s)B, 0(B,t)) = 0,

s—>—o0

entao

lim dist(S(t,5)B, A(1)) = 0.

s—y—o00
Logo, A(t) atrai pullback B.

Afirmacdo 3.2.2 A invaridncia de A(t) segue da invariancia das familias {®(B,t) : t € R}.

De fato, dado xo € A(s), xo € U{w(B,s) : B C X limitado}, portanto, existe x, € ®(By,s),
B, C X limitado para cada n € N com x,, — xo quando n — . Entdo, S(z,5)x, = y, € ®(By,1)
pelo Lema 3.2.1 e, pela continuidade de S(z,s), temos que y, — S(t,s)xo implicando em
S(t,s)xo € A(t). Assim, S(z,5)A(s) C A(r).

Por outro lado, se yg € A4(t), existe y, € ®(By,t), B, C X limitado com y, — yo quando n —
co. Da invaridncia da familia ®(B,,t), temos S(z,s)®(By,s) = ®(B,,t) para todo ¢ > s. Assim,
existe x, € ®(By,s) tal que S(z,5)x, = y,. Mas cada S(t,s)x, € S(t,5)®0(B,,s) C S(t,5)A(s),
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pois ®(By,s) C A(s). Assim, como S(z,5)A(s) é compacto (pois S(¢,s) € continuo e 4(s) é
compacto) e ndo depende de n e {y,},en C S(z,5)A4(s), segue que
)X

Yo = hm 0 Yy = hm S( n € S(t,5)A(s).

Portanto, A4(r) C S(z,s)A(s). Logo, S(z,5)A(s) = A(t) para todo r > s e A(t) é invariante.
Agora, se {4(t) :t € R} é outra familia de conjuntos compactos que ¢ invariante e atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante #, pela defini¢do de ® - limite pullback, temos ®(B,t) C
A(r) para todo subconjunto limitado B de X e para cada t € R. Dai, segue que A(r) C A(t),
mostrando que 4(t) é minimal. Assim A(¢) é um atrator pullback para o processo de evolugdo
{S(t,s) : t > s}, como querfamos mostrar. |

Lema 3.2.2 Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolugdo em um espago métrico X. Se B é um

subconjunto ndo vazio de X tal que U S(t,s)B é compacto, para algum sy € R, so < t, entdo
s<s0
®(B,t) é ndo vazio, compacto, invariante e ®(B,t) atrai pullback B no instante t.

Demonstracao: Como B € nao vazio, existe x € B tal que

S(t,s)x € U S(t,s)B C U S(t,s)B C U S(t,s)B

s<o s<o s<s0

para cada 6 < 5o < t. Assim, como U S(t,s)B é compacto, obtemos que U S(t,s)B é nao
s<s0 s<o
vazio e compacto para cada ¢ < 59 < t. Como

B,t)= ) UJS(,s)B,
o<ts<o
segue que ®(B,t) é ndo vazio e compacto.
Agora, mostremos que ®(B,¢) atrai pullback B no instante . Suponha que isto ndo ocorra.
Entdo, existe € > 0 e sequéncias {x; }reny em B, {0y }reny em R com 65 < ¢, 6 — —oo quando
k — oo, tal que

dist (S(1,0%)x, O(B,1)) > € (3.2)

para todo k € N. Como U S(t,s)B é compacto e
s<s0

{S(Z,Gk)xk k> k()} C U S(t,S)B
s<50
para algum ko € N, {S(¢,0;)x; : k € N} tem uma subsequéncia convergindo para algum y €
o(B,t) = ﬂ U S(t,s)B, o que contraria (3.2). Logo, ®(B,t) atrai pullback B no instante ¢.

o<ts<o
Pelo Lema 3.2.1, segue a invaridncia de ®(B,7) e o resultado segue. |

Lema 3.2.3 Se {S(t,s) :t > s} é um processo de evolugdo pullback assintoticamente compacto

e B é um subconjunto ndo vazio limitado de X tal que U S(t,T)B é limitado, para algum
<50
50 € (—oo,t], entd@o ®(B,t) € ndo vazio, compacto, invariante e atrai pullback B no instante t.
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Demonstracao: Primeiramente, note que, para quaisquer sequéncias {x; : k € N} em B C X
e {sx: k € N} em (—oo,50], sy — —oo quando k — oo, temos que {S(z,sx)x : k € N} € limitada,
pois

S(t,sk)x € | S(t,7)B VkeN.

T<s0

Como {S(t,s) : t > s} é pullback assintoticamente compacto, a sequéncia {S(¢,sy)xx }reny tem
uma subsequéncia convergente (que continuaremos denotando {S(z,sx)xx }xen), isto é, existe
y € X tal que

y = lim S(z, sy )x.
k—boo

Dai, segue que y € ®(B,?) e ®(B,t) € ndo vazio.
Agora, dada uma sequéncia {yy }rery em (B, 1), existem x; € B e s € (—o0,50], 5x < —k tal
que

1
d (S(1, s )k, yi) < o
devido a (x). Como {S(z,sx)xx : kK € N} tem uma subsequéncia convergente, segue que {yy : k €
N} tem uma subsequéncia convergente e ®(B,t) é compacto.
Mostremos agora que ®(B, ) atrai pullback B no instante ¢. Se ®(B,t) ndo atrai pullback B
no instante ¢, existe € > 0 e sequéncias {x; }reny C B e sp — —oo quando k — oo, tal que

dist (S(z, s )xx, ®(B,1)) > €. (3.3)

Como {S(t,s) : t+ > s} é pullback assintoticamente compacto, existe um y € X e uma sub-
sequéncia de {S(,sx)xx : k € N} (que continuaremos denotando {S(¢,sx)xx : k € N}) tal que

y = lim S(z, sy )x.
k—ro0

Assim, y € ®(B,1), contrariando (3.3). Logo, ®(B,t) atrai pullback B no instante ¢.
Finalmente, como ®(B,t) é compacto e atrai pullback B no instante ¢, segue do Lema 3.2.1
que S(z,5)®(B,s) = o(B,t) para todo ¢ > s, isto é, ®(B,) € invariante e o lema estd provado. B

Os préximos teoremas fornecem resultados alternativos para provar axisténcia de atratores
pullback.

Teorema 3.2.5 Se {S(t,s) : t > s} € pullback limitado dissipativo e pullback assintoticamente
compacto, entdo

A(t) = J{o(B,1) : BC X limitado}

é fechado, invariante, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, e a familia
{A(t) : t € R} é minimal entre as familias {B(t) : t € R} tal que B(t) é fechado a atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante t.

Demonstracao: Como {S(z,s) : t > s} é pullback limitado dissipativo, existe uma familia
{B(t) : t € R} de conjuntos limitados que absorve pullback subconjuntos limitados de X no
instante ¢, para cada t € R. Assim, dado ¢ € R, para cada subconjunto limitado B de X, existe
T =T(t,B) <t tal que S(t,s)B C B(t), paratodo s < T = T(t,B), donde
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US@s)BcB(t) = | JS(t,s)BCB).

s<T s<T

Como B(r) é limitado, segue que |_J S(t,5)B € limitado para algum 7' € (—oo,]. Assim estamos
s<T

nas hipéteses do Lema 3.2.3. Logo, dado um subconjunto limitado ndo vazio B de X, ®(B,t) é

ndo vazio, compacto, invariante e atrai pullback B no instante 7. Assim, se

A(t) = J{o(B,1) : BC X limitado},

entdo, pelo que vimos na prova do Teorema 3.2.4, {4(t) : t € R} é fechado, invariante e atrai
pullback subconjuntos limitados de X no instante 7.

Para concluir a prova, se {B(¢) : t € R} € uma familia tal que B(r) ¢é fechado e atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante ¢, novamente pelo que vimos na prova do Teorema
3.2.4, temos que ®(B,t) C B(t) para cada subconjunto limitado B de X. Consequentemente,
A(t) C B(t), para cada ¢ € R, uma vez que 4(t) é o menor fechado que contém J{®(B,?) :
B C X limitado}. Portanto, {4(t) : t € R} é minimal entre as familias de conjuntos fechados
que atraem pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢ e a prova estd concluida. [ |

Observe que o teorema acima ndo conclui a compacidade de A4(¢). Para obter a compacidade
de cada se¢do faz-se hipoteses adicionais sobre os processos de evolugdo.

Definicao 3.2.8 Dizemos que um processo de evolucdo {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente
limitado dissipativo se, para cadat € R, existir um subconjunto limitado B(t) de X que absorve
pullback subconjuntos limitados de X no instante T para cada t < t; isto é, dado um subconjunto
limitado B de X e t < t, existe Sy(T,B) tal que S(t,s)B C B(t), para todo s < So(%,B).

Note que na defini¢do anterior, a familia {B(¢) : t € R} ndo precisa ter unido limitada. No

entanto, podemos escolhé-la de modo que, para cadat € R, U B(s) é limitada.
s<t
O teorema a seguir da condi¢des suficientes para a existéncia de um atrator pullback.

Teorema 3.2.6 Se um processo de evolugcdo {S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado
dissipativo e pullback assintoticamente compacto, entdo {S(t,s) :t > s} tem um atrator pullback
{A4(t) : t € R} com a propriedade que U A(s) é limitada para cada t € R.

s<t

Demonstracao: Se A(t) = J{w(B,t) : B C X limitado}, decorre do Teorema 3.2.5 que A(r)
¢ fechado, invariante, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢ e que A4(¢) é mi-
nimal entre os conjuntos fechados que atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante
t. Do fato de que {S(z,s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe um subcon-
junto limitado B(t) de X que absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante T para
cadat <rt.

Afirmacao 3.2.3 o(B(¢),t) atrai pullback todo subconjunto limitado de X no instante t.

De fato, como ®(B(t),t) atrai pullback B(7) no instante 7, basta mostrar que, dado um sub-
conjunto limitado D de X, o(D,t) C o(B(¢),t). De fato, se ®(D,t) C ®(B(t),t) e se ®(B(t),t)
ndo atrai pullback D no instante ¢, existe € > 0 e {x,} C D, s, — —oo quando n — oo tal que

dist (S(z,5n)x, 0(B(t),1)) > €
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para cada n € N. Do fato de que o(D,t) C o(B(z),t), segue que
dist (S(,8,)x,, 0(D,1)) > € (3.4)

para cada n € N. Como {S(z,s) : r > s} € pullback assintoticamente compacto e a sequéncia
{S(t,8n)xn }nen € limitada, pois S(z,5)D C B(t) para s < Sp, pois {S(z,s) : t > s} é pullback
fortemente limitado dissipativo, {S(t,s,)x,}sen tem uma subsequéncia convergente, isto €,
existe y € X tal que y = r}i_{roloS(t,sn)xn. Dai, y € o(D,t) e isso contraria (3.4). Mostrare-
mos entdo que ®(D,t) C ®(B(t),t). Se xo € ®(D,t), existem sequéncias {sg}rcny em (—oo, 1]
com s; — —oo quando k — oo, e {xg }xery em D tal que S(¢,s;)xx — xo quando k — 0. Como
{S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo, dada uma sequéncia {T, },en com
T, — —oo quando n — oo, existe uma sequéncia {G, } ey com 6, < T, tal que S(t,,s5)D C B(t),
para todo s < G,(T,).

Dado que sy — —oo quando k — oo, entdo para cada T, existe k, > n tal que s;, < T, €
S(Tn, Sk, )Xk, € B(t) (pois S(Tn, Sk, )Xk, € S(Tn, sk, )D C B(t)). Assim,

S(Z,Skn)xkn = S(l‘,’En)S(’Cn,Skn)xkn € S(t,’Cn)B(t).

Portanto, xg € ®(B(t),t), logo o(D, t) C ®(B(t), t), e a afirmacio segue.

Desta afirmacéo e do fato de que (B(z),7) é fechado e 4(r) é minimal entre os conjun-
tos fechados que atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢, segue que A(t) C
o(B(t),t). Consequentemente, como A(¢) € fechado e w(B(t),t) é compacto, A(t) é compacto.
Assim, {4(t) : t € R} € um atrator pullback para o processo de evolugdo {S(z,s) : t > s}.

Além disso, como {S(z,s) : t > s} € pullback fortemente limitado dissipativo, para cada
subconjunto limitado D de X, o(D,T) C W, para todo T < t. De fato, para qualquer xg €
(D, 1), existe uma sequéncia {s, } em (—oo, 1| com s, — —oo e {x,} em D tal que

lim S(7t,s,)x, = Xo.

n—oo
Dat, S(,s,)x, € B(t), para todo n suficientemente grande (pois existe So(T, D) tal que S(7,s,)D C
B(t) para todo s, < So(t,D)). Portanto, xo € B(t) e isto implica que

A(t) CB(t), Vt>s, (3.5)

ja que A(t) é o menor fechado que contém (J{®w(B,?) : B C X limitado}. De (3.5), obtemos

JaG) < 5O

s<t

para cadat € R, de onde U A(s) é limitado para cada ¢ € R e o teorema esta provado. [ |
s<t
Para provar (em aplicacdes) que um processo € assintoticamente compacto, teremos de as-
sumir que o processo de evolugdo € pullback fortemente limitado conforme definido a seguir.

Definicao 3.2.9 Dizemos que um processo de evolucdo {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente

limitado se, para cada subconjunto limitado B de X et € R, pr (B,s) é limitado.
s<t

Observacao 3.2.2 Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo, {S(t —s) : t > s} € pullback fortemente
limitado se, e somente se, {S(t —s) :t > s} é pullback limitado se, e somente se, {S(t) :t > 0}
é um semigrupo limitado.
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De fato, {S(r —s) : > s} é pullback fortemente limitado se, e somente se, para cada sub-
conjunto limitado Bde X e € R, U'yp(B,s) ¢ limitada se, e somente se, {S(¢) : 7 > 0} é um
s<t
semigrupo limitado. -
Apresentaremos um resultado (Teorema 3.2.8) que permite concluir existéncia de atrator
pullback sem ter que provar que o processo € pullback fortemente limitado dissipativo. Para
isto precisamos das seguintes defini¢des.

Definicdo 3.2.10 Dizemos que um processo de evolugdo {S(t,s) : t > s} ¢é pullback forte-
mente assintoticamente compacto se, para cada t € R, sequéncia limitada {x; : k € N} em
X, sequéncias {sy : k € N}, {tx : k € N} com t > 1 > s e T — sp — o quando k — oo,
entdo {S(Tx,sx)xx : k € N} ¢é relativamente compacto. Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo,
{S(t —s) : t > s} € pullback assintoticamenete compacto se, e somente se, {S(t) :t > 0} é as-
sintoticamente compacto. O processo {S(t,s) :t > s} é chamado fortemente compacto se, para
cada instante t e B C X existe um Tg > 0 e um conjunto compacto K C X tal que S(t,s)B C K
paratodos <T<tcomT—s > Tp.

Definicao 3.2.11 Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolugdo em um espaco métrico X. Di-
zemos que um conjunto limitado B(t) de X pullback absorve fortemente pontos (subconjuntos
compactos) de X no instante t se, para cada x € X (subconjunto compacto K de X), existe
6 > 0 (o > 0) tal que S(t,s)x € B(t) (S(t,5)K C B(t)) para todo s <1<t com T—s > Oy
(t—s > o). Dizemos que {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente ponto dissipativo (compacto
dissipativo) se, para todo t € R, existe um subconjunto limitado B(t) C X que pullback absorve
fortemente pontos (subconjuntos compactos) de X no instante t.

Observacao 3.2.3 Se um conjunto B(t) pullback absorve fortemente pontos (subconjuntos com-
pactos/subconjuntos limitados) de X em t, entdo ele pullback absorve fortemente pontos (sub-
conjuntos compactos/subconjuntos limitados) de X em T para todo © <t. Além disso, se
{S(t) : t > 0} é um semigrupo, entdo {S(t —s) :t > s} € pullback fortemente ponto dissipa-
tivo (compacto dissipativo) se, e somente se, {S(t —s) : t > s} € pullback ponto dissipativo
(compacto dissipativo) se, e somente se, {S(t) :t > 0} é ponto dissipativo (compacto dissipa-
tivo).

Lema 3.2.4 Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolugdo pullback fortemente ponto dissipa-
tivo, pullback assintoticamente compacto e pullback fortemente limitado. Se, para cadat € R
e 6 >0, a familia {S(1,7—0G) : 1 <t} é equicontinua em cada x € X, entdo {S(t,s) :t > s} é
pullback fortemente compacto dissipativo.

Demonstracdo: Do fato de que o processo {S(z,s) : r > s} é pullback fortemente ponto dis-
sipativo, seja B(f) um subconjunto limitado de X que absorve fortemente pontos de X no ins-
tante ¢ com ¢ € R fixo. Para T <1, seja B'(t) = {x € X : d(x,y) < 1 para algum y € B(t)} e

C(t) =vp(B'(1),7).

Afirmacao 3.2.4 C(t) é um subconjunto limitado de X que absorve fortemente pontos de X no
instante 7.

De fato, para x € B!(z), existe uma sequéncia {x, : n € N} C B!(¢) tal que x,, — x quando
n — oo, isto €, dado € > 0 existe ng € N tal que

n>ny = d(xp,x) <Ee.
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Como x,, € B'(¢) para todo n € N, entdo d(x,,y) < 1 para algum y € B(t). Assim,

n>ny = d(x,y) <d(xp,x)+d(x,,y) <e+1,

de onde concluimos que B'(r) é um subconjunto limitado de X. Como o processo {S(z,s) :

t > s} é pullback fortemente limitado, segue que U Yp (B1(t),s) é limitado, portanto, C(t) =
s<t

Y,(B1(1),7) é limitado. Observe também que B(r) C C(x).

Agora, mostraremos que C(t) absorve fortemente pontos de X no instante T. Para tanto,
devemos mostrar que, para cada x € X, existe 6, > 0 tal que S(r,s)x € C(t) paratodo s <r <7t
com r —s > 6. Como B(t) absorve fortemente pontos de X no instante 7, dado x € X, existe
G, > 0 tal que se s+ 0, < r <1 <t temos que S(r,s)x € B(t), e como B(t) C C(t) e T <1, segue
que S(r,s)x € C(7), para todo s < r < T com r —s > Oy ¢ a afirmagdo segue.

Devido a equicontinuidade do processo, se K € compacto e x € K, existem Vy € Ne g, >0
tal que S(r,r — Vi) (Be,(x)) C B!(¢), para todo r < 1. Como B'(t) C C(t), segue que S(t,r —
Vi) (B, (x)) C C(n) para todo r < 1. Do fato de que K é compacto, existe um p € N* e xy, x2,
..., Xp € K tal que

p
K C U @gxi (.xl')
i=1

e para 6x = max{cy, : | <i < p}, temos
S(t,r—og)K C C(1),

para todo r —ox <r <1<t comT— (r—Og)=1T—r+0kg > 6. Como {S(t,s) :s <t} é
pullback fortemente limitado, entdo UC(T) ¢ limitado. Portanto, para todo ¢t € R, U C(t) é

<t <t
um subconjunto limitado de X que pullback absorve fortemente subconjuntos compactos de X

no instante ¢, e segue que {S(¢,s) : t > s} é pullback fortemente compacto dissipativo, como
queriamos mostrar. [ |

Teorema 3.2.7 Se um processo {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente compacto dissipativo e
pullback fortemente assintoticamente compacto, entdo {S(t,s) : t > s} é pullback fortemente
limitado dissipativo.

Demonstracao: Do fato de que {S(¢,s) : t > s} € pullback fortemente compacto dissipativo,
existe um B(r) fechado e limitado que pullback absorve fortemente subconjuntos compactos de
X no instante 7.

Primeiramente, provemos que, para cada subconjunto limitado D de X, temos ®(D,t) C
B(t), para cada © <. De fato, se y € ®(D,1), existe uma sequéncia {si : k € N} com s <,
Sx — —oo quando k — oo e uma sequéncia {x; }rey C D tal que

lim S(T,s5)xx =y
k—ro0

= lim dist (S(t, sx)xk,y) = 0,
k—roo

de onde

lim dist (S(t, s )x¢, ©(D, ) = 0.

k—>o0
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Tome {ry : k € N} com T > ry > 53 e min{t — ry,ry — sg} — oo quando k — oo. Assim,
se min{r — rg,ry —sg} = r —ry, temos r — ry < ry — §x € como r — ry — oo quando k — oo,
temos ry — s — oo quando k — co. Por outro lado, se min{r — ry,ry — s;} = ry — sg, também
temos ry — sy — oo quando k — oo. Assim, usando o fato de que {S(¢,s) : t > s} é pullback
fortemente assintoticamenete compacto, {S(rx, sx)xx : k € N} é relativamente compacto. Como
{S(rx,sr)xx : k € N} C X e X € um espago métrico, existe uma subsequéncia de {S(rx, Sk )Xk } keNs
que continuaremos denotando {S(rg,sx)xxtren € z € X tal que zi := S(rx,sk)xx — z quando
k — oo. Como B(t) pullback absorve fortemente subconjuntos compactos de X no instante 7 e
o conjunto K = {z; : k € N} U{z} C X é compacto, existe um o; € N tal que S(t,s,)K C B(r)
para todo s; < T <t sempre que T — s, > Ok. Assim, para todo k suficientemente grande,

S(T,sx)xk = S(T, 1) S(rey si)xx = S(T, 1)z € S(t, 1)K C B(1).
Portanto,

y = lim S(t, s¢)xx € B(t),
k—yo0

pois B(t) é fechado, de onde mostramos que ®(D,t) C B(t), para cada T <¢. Como ®(D, 1)
atrai pullback D no instante T, resulta que B(¢) atrai pullback D no instante T, para cada T < .
Logo, o processo {S(z,s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo, como queriamos
mostrar. |

Como consequéncia imediata do Teorema 3.2.6, temos o teorema a seguir.

Teorema 3.2.8 Se um processo {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente compacto dissipativo e
pullback fortemente assintoticamente compacto, entdo {S(t,s) : t > s} tem um atrator pullback
{A4(t) :t € R} com a propriedade que U A(s) é limitado para cadat € R.

s<t
Demonstracdo: Pelo teorema anterior, {S(¢,s) : 7 > s} é pullback fortemente limitado dissipa-
tivo. Por hipétese, {S(,s) : ¢ > s} € pullback fortemente assintoticamente compacto, e portanto,
¢ pullback assintoticamente compacto. Do Teorema 3.2.6, o resultado segue. [ |

Teorema 3.2.9 Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolucdo com a propriedade que, para
cadat e Retv>0, {S(s,s — 1) : 1t > s} € equicontinuo em x para cada x € X. Se o processo
{S(z,s) :t > s} € pullback fortemente ponto dissipativo, pullback fortemente limitado e pullback
fortemente assintoticamente compacto, entdo {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente limitado
dissipativo. Consequentemente, {S(t,s) :t > s} tem um atrator pullback {A4(t) : t € R} com a
propriedade que U A(s) é limitado para cadat € R.

s<t
Demonstracao: PeloLema3.2.4, {S(¢,s) : 1 > s} é pullback fortemente compacto dissipativo.
Por hipétese, {S(z,s) : t > s} é pullback fortemente assintoticamente compacto. Do Teorema
3.2.7, segue que {S(t,s) : t > s} € pullback fortemente limitado dissipativo e do Teorema 3.2.6,
{S(,s) :1 > s} tem um atrator pullback {4(¢) : € R} com a propriedade que |_J A(s) ¢ limitado
s<t
para cada ¢t € R e o resultado segue. ]

3.3 A medida de nao-compacidade de Kuratowski

Veremos nesta secdo a definicdo e propriedades basicas da medida de nao-compacidade de
Kuratowski (ver [3] para mais detalhes) e um resultado de compacidade fortemente assintotica.
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Definicao 3.3.1 Seja X um espaco métrico e A C X. A medida de ndo-compacidade de Kura-
towski é definida por:

o(A) =inf{d > 0: A tem uma cobertura finita de didmetro < 3}.

Lema 3.3.1 Seja X um espaco métrico e o. a medida de Kuratowski. Temos:

(1) a(A) =0« A é compacto;

(2) Se X é um espaco de Banach e A1, Ay C X, entdo o.(A] +A2) < a(Ay) + a(Az),
(3) Se Ay C Ay, entdo a(Ay) < a(Az);

4) (A1 UA2) <max{o(A),a(Ar)};

(5) o(4) = a(A);

(6) o(kA) = |k|a(A), para todo k € R.

Para a prova deste lema, ver [3].

Lema 3.3.2 Seja X um espagco métrico completo e {F, } uma sequéncia decrescente de conjun-
tos ndo vazios, limitados e fechados tal que

lim a(F,;) = 0.

n—oo

Entdo, F = ﬂ F, é ndo vazio e compacto.
neN

Demonstracao: Escolhax, € F,, paran > 1. Pelo Lema 3.3.1 temos,

o({xn}n>1) = o({x }n>k), para todo k > 1 e {x,},>x C F. Assim, o({x,},>1) = 0 e isto im-
plica que a sequéncia {x, },>; C X é relativamente compacta (veja o Lema 3.3.1(1)). Podemos
assumir que x, — x em X. Evidentemente x € F e assim F # 0. Também, a(F) < o(F;)
para todo n > 1, portanto ol(F) = 0. Uma vez que F' é fechado, pois € interse¢éo de fechados,
concluimos que F é compacto. [ |

Em aplicagdes, para provar que um processo € pullback fortemente assintoticamente com-
pacto, usamos o resultado a seguir.

Teorema 3.3.1 Seja {S(t,s):t > s} um processo pullback fortemente limitado tal que S(t,s) =
T(t,s)+U(t,s), onde U(t,s) é fortemente compacto e existe uma fungcdo ndo-crescente

K:R"xRT =R

com K(G,r) — 0 quando G — oo, e paratodo s <t ex € X com ||x|| <r, || T(t,s)x|| < K(t—s,r).
Entdo o processo {S(t,s) :t > s} é pullback fortemente assintoticamente compacto.

Demonstracao: Seja {x,} C B com B C X limitado e t,, s, € R com t, — s, — o quando
n—ooet>t, > s, paracadar € R. Denotemos

B =Jv,(B,7).

<t
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Como {S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado, B, é limitado, e considere r > 0 tal que
||x|| < r para todo x € B;. Definamos os conjuntos

Jj = {S(tn,sn)xn :n > j}.
Para cada x,,, temos

S(Tu,5n)%n € S(Tn,50)B C | ) S(Tn,50)B="7p(B, %) C | J ¥»(B,®) C B, C B(0,r) :=B;,

$sn<Tp T <t
com T, = @ (isto é, t, > T, > s,). Portanto, para cada x,,, temos
S(tn,sn)xn = S(tn,Tn)S(Tn, Sn)xn C S(tn,Tn) B, (3.6)

De (3.6) e do Lema 3.3.1, resulta que

0‘(Jj) = o ({S(tn,sn)xn :n > j})

o ({S(ta,Tn)Br :n > j})
o({T(ty,Tn)Br+U(tn,t)B,:n > j})
o({T(ty,Tn)Br:n> j})+aa({U(tn,Tn)Br:n > j}).

IN

IA

Como U (t,s) é fortemente compacto e B, C X, existe 7 > 0 e um subconjunto compacto
K C X tal que U (1,5)B, C K, paratodot > 1T >se T—s > Tp. Dai, setj—1; > Tp temos
U(ty,7,)B, C K paran > j, e pelo Lema 3.3.1, segue que, se t; —T; > Tp temos

o ({U(tn,t)Br 0> j}) =0

uma vez que {U(ty,Tn)Br:n > j} é compacto. Assim, para cada j € N tal que t; —1; > T,
temos

a(J;) <a({T(ts,tn)Br:n > j}).
Do fato de que || T (t,,7T,)x|| < K(t, — Ty, r) para x € B,, segue que
a(J;) <K (tj—1j,r).
Como #; —T; — oo quando j — oo, segue da hipétese que
0<a(;) <K(tj—71jr) =0
quando j — oo.
Afirmacio 3.3.1 o(J1) = a(J;).

De fato, como J; C Ji, pelo Lema 3.3.1, temos o(J j) < oJp). Reciprocamente, novamente
pelo Lema 3.3.1,

oJ1) = a({Stn,sn)xn:1<n<j—1}U{S(tn,sn)xn:n>j})
< max{o({S(ty,sn)xn: 1 <n<j—1}),0({S(tn,sn)xn:n>j})}.
Como {S(ty,sn)xn: 1 <n < j—1} é compacto, pelo Lema 3.3.1, obtemos
o ({S(tn,sn)xn: 1 <n<j—1})=0.

Logo,
a(J1) < o ({S(tn,sn)xn 0> j}) =0U(J;).

Segue que a/(J;) = a(J;), implicando em
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o(J1) — 0, quando j — oo.

Portanto, o ({S(,,50)x, :n € N}) = oJ;) =0, e pelo Lema 3.3.1, {S(ty, 5,)x, : n € N} é com-
pacto, isto &, {S(t,sn)x, : n € N} € relativamente compacto, como queriamos mostrar. |

Para processos de evolu¢ao que sao pullback fortemente limitado, o teorema a seguir, cuja
prova € imediata a partir do Teorema 3.3.1, dd condi¢Ges suficientes para um processo de
evolucgdo ser pullback assintoticamente compacto.

Teorema 3.3.2 Seja {S(t,s) :t > s} um processo pullback fortemente limitado tal que S(t,s) =
T(t,s)+U(t,s), onde U(t,s) é compacto e existe uma fun¢do ndo-crescente

K:R"xR" - R

com K(o,r) — 0 quando G — oo, e para todo s <t ex € X com ||x|| <r,
Entdo o processo {S(t,s) :t > s} é pullback assintoticamente compacto.

T(t,s)x|| < K(t—s,r).



Capitulo 4

Existéncia e semicontinuidade superior de
atratores pullback para problemas
parabolicos nao-autonomos envolvendo o
p-Laplaciano

Neste capitulo, no qual foi baseado em [2], estudamos o comportamento assintético do pro-
blema parabdlico envolvendo o p-Laplaciano da forma

{ % (1) — div (Dy,(8) Vi (1) [P 2V (1)) + e (1) P~ 2up (1) = B(t,up(¢)) @.1)
up(T) = ugp,,

sob condicdo de fronteira Neumann homogénea, onde p > 2, up, € L*(Q), Q é um dominio
limitado suave em R”, n > 1, Dy € L=([1,T] x Q) com 0 < B < Dy (t,x) <M q.t.pem [1,T] X
Q, A € [0,0) e para cada pardmetro A € [0,0), temos | Dy (s,x) — Dy (t,x)| < Cy|s —t|% para
todo x € Q,s,¢ € [1,T], para alguma constante positiva 8, e C). Além disso, D) — D, em
L=([t,T] x Q) quando A — A; e B: [t,T] x H — H satisfaz:

H1. Existe L > 0 tal que ||B(#,x1) — B(t,x2)||g < L||x; —x2 ||z paratodot € [t,T] e x1,x, € H;
H2. Para todo x € H a aplicagio t — B(t,x) pertence a L>(t,T;H);

H3. A aplicagdo t — ||B(z,0)||z é ndo decrescente, absolutamente continua e limitada em sub-
conjuntos compactos de R.

Veremos que para cada A € [0,00), 0 processo de evolugdo deste problema tem um atrator
pullback e mostramos que a familia de atratores pullback para este processo tem semicontinui-
dade superior em A;.

4.1 O operador e as propriedades

Nesta sec@o apresentamos o operador e provamos algumas de suas propriedades.

Seja Q C R”, n > 1 um dominio limitado (aberto e conexo) e suave, H := L*>(Q) e X :=
WP (Q) com 2 < p < 4oo. Entdo, H é um espaco de Hilbert real e X é um espaco de Ba-
nach reflexivo. Do teorema de Rellich-Kondrachov, sabemos que W!”(Q) estd compactamente
contido em LP(Q), para todo p > 1. Mas LP(Q) C L*(Q) continuamente, para todo p > 2.
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Logo, W!”(Q) estd compactamente contido em L?(Q), para todo p > 2. Temos também que a
inclusdo X C H € densa, pois

—  H - o
H=1*Q)=W,"(Q) C leP(Q)H cH'=H

Y

logo X " — H. Visto que X C H, considerando o operador restri¢do temos que H* C X*. Logo,
temos X C H C X* com inclusdes continuas e densas.

SejaD: [1,T] x Q — R uma fungio em L([t,T] x Q) tal que |D(s,x) — D(t,x)| < C|s — ¢
para todo x € Q,s,t € [1,T] e constantes positivas 0 e C e suponha que existem constantes
positivas, B e M, tal que

0<B<D(t,x)<M (4.2)

para quase todo ponto (7,x) em [t,T| x Q. Aqui, g denota o expoente conjugado de p.
Considere o operador A(r) definido em X tal que para cada u € X associa-se 0 seguinte
elemento de X*, A(f)u : X — R, dado por

A()u(v) = /Q D(t,%)| Vi () [P~ 2Viu(x) Vo (x)dx + /Q () [P~ 20(x)v (x)dx 423)

Observacgao 4.1.1 (a) Vu(x)Vv(x) é o produto escalar Vu(x) - Vv(x) em R".
(b) Usaremos também a notagdo natural (A(t)u,v)x-x para indicar A(t)u(v).

O operador A(t) : X — X* acima dado por (4.3) estd bem definido, pois para cada v € X,
temos

Ayu(v) = /Q D(t,2)|Vu(x) [P~ 2Vau(x) Vo (x)dx + /Q u(x) [P~ 20() v () dx

< ‘/QD(t,x)|Vu(x)\p_2Vu(x)Vv(x)dx+/Q|u(x)|p_2u(x)v(x)dx

< ‘/QD(t,x)|Vu(x)|p_2Vu(x)Vv(x)dx

+ '/Q|u(x)|p_2u(x)v(x)dx

< [ 1D VU)ot [ ol ol

De (4.2) e usando a Desigualdade de Hdlder, resulta em

A(t)u(v)

IN

M [ Va0 [Dvldx+ [ )7 poldx
Q Q
< MYVl |9+l Il <

uma vez que |Vul|,|Vv|,u,v € LP(Q).
Observe que A(t)u é linear, e mostraremos mais adiante (veja Lema 4.1.4) que existe uma
constante positiva C tal que

~1
lA()ullx < Cllully

paratodou € X et €|t,T[. Logo A(t)u é limitado. Assim, para cadau € X, A(t)u € X* e A(t)
estd bem definido.

Lema 4.1.1 O operador A(t) : X — X* é mondtono para cadat € [t,T)|.
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Demonstracao: Fixer € [1,T] e sejam u,v € X. Para cada x € Q fixado, obtemos

AN u—Av,u—v)xy = (Alt)u,u—v)x-x — (A{t)v,u—v)x= x
= /D(t,x)\VMIPZVuV(u—V)dx +/ u|P2u(u—v)dx —
Q Q

- (/QD(t,x)Wv\szvV(u —v)dx+ /Q |v P2 v(u—v)dx)
= /gD(t,x) (IVulP~2Vu — |Vv|[P2Vy) (Vu— Vv)dx +
+ /Q (|ulP~2u— [P=2v) (u—v)dx.

Pela Desigualdade de Tartar e de (4.2), segue que

(A(t)u—A(t )vu—vx*x>/Dtx (1> [Vu(x) — Vv(x)|Pdx +

+/ (_> |u(x) —v(x)|Pdx >
>B/( ) [Vu(x) Vv(x)|‘"dx+/9<%)p]u(x)_v(x)|pdxZ

e o lema estd provado. [ |
Lema 4.1.2 O operador A(t) : X — X* ¢é coercivo para cadat € [t,T).

Demonstracdo: Queremos mostrar que, para qualquer {u;} C X com
lim [|uj|[x = oo,
Jreo

tem-se

e lugllx

Sejau € X et € [1,T]. Entdo, usando (4.2), obtemos
A u)xx = /Q D(t,%)|Vu(x)|P~2Vu(x)Vu(x)dx + /Q () |20 (x) u(x) dx
= [ DU0Vu() 2 Va0 Pdx + [ [uo)] (o Pdx
_ /Q D(t,)|Vu(x)|"dx + /Q u(x)[Pdx
> B [ [Vu(o)lPds + [ Ju(o)ds

= BVl +llull-
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Como
y [ o
vully =
p = ox; »
I .
N axl axn »
1 ou ||P
~ n ax axn »
1 n
N ;llzzi ax, p
segue que
A u,uyx-x > BVl D+ [|ull
u P
> S|+ llellb
Hip
du
Z -

axi

p
+ ully
p

onde C = C(n, B) é uma constante positiva. Assim, se {u#;} C X ¢ uma sequéncia tal que

lim [|uj|[x = oo, entdo lim [|u;|? " =
lim [|ujlx = eo, entdo lim [lujfly ~ =e

n
clX
i=1
= Cllul.

“1
(A uj,uj)xx > Cllujlly = Cllullx lJujll%

isto &,
(A)uj,uj)x-

DTS > gl

[lujllx
donde

fim A0 1)xx
e lujllx

e o resultado segue. [ |

Lema 4.1.3 O operador A(t) : X — X* é hemicontinuo para cada t € [t,T).
Demonstracao: Precisamos mostrar que para todo u,v € X, tem-se
A(t)(u+sv) = A(t)u

em X* quando s — 0. Pela Proposi¢do 2.1.7 e pelo fato de X ser reflexivo, basta mostrarmos
que

(A (usv), @) x = (AU, @)y x

para todo @ € X.



Sejam u,v,@ € X, s € (—1,1) e considere

fo(x) 1= D(1,2) [V (1(x) +5v(0) [PV (u(x) +5v(x)) Vo),
f(x) := D(t,x) [Vu(x)| 7 Vu(x) Vo(x),

g5(x) = Ju(x) +5v(x)|P 72 (u(x) +5v(x)) @(x) €

g(x) 1= Ju(x)["~ u(x)o(x)

Entdo, usando (4.3), obtemos

(AWt 59),0)x x — (A0, 0)x. x| =
= [A()(u+5v)(9) ~ A(r)u(9)| =
= ‘/ D(1,x)|V (u(x) 4+ sv(x)) |72V (u(x) + sv(x)) Vo (x)dx +

[ ) v ()72 ) +-59(2)) @) —

_ ( /Q D(t,%)|Vu(x) P2V au(x) Vo (x)dx +

+/Q\u<x>|fﬂ—2u<x>@<x d") -
- /Qfs(x)dx-l-/gs ( dx+/g(X)dX) =
_ /Q[fs(x ]dx+/ [85(x) — g(x)]dx| <

Observe que

lim fy(x) = limD(z, ) |V (u(x) +5v(0))[" >V (u(x) +sv(x)) V()
D(t,x)|Vu(x)|" ™ Vu(x)Vo(x)
f(x),

para todo x € Q. Analogamente, vemos que

lim gs(x) = g(x),
s—0

para todo x € Q.
Observe também que, usando (4.2),

[5G

[D(1,2) |V (u(x) +5v(x)) [P 72V (u(x) + 5v(x)) Vep()|
D(t,x)|V ((x) +sv () [P~ [Ve()|

M|V (u(x) +sv(0) [P~ V()]
M(IVu(x)|+1sl[Vv(x)[)P = Ve ().

ININ I

42
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Note que p—1 > 1, pois p > 2. Pelo Lema 2.1.1, segue que

(V)| +[s|[Vv) )P~ < 2772 (|Val) )P~ [P Vv )

<
< 22 (Va@) + V@),
uma vez que |s|P~! < 1. Assim,

@] < M(Vu)|+ sl [Vvo) ™ Vo)
< M2 (IVu() P+ Vv ()P [Vel)

paratodox € Q, s € (—1,1). De forma andloga, obtemos
185 ()] < 277 (Ju(@) [P~ + v(x) [P~ o (x)]

para todo x € Q, s € (—1,1). Como u,v,@ € X =WP(Q), p>2 (p—1> 1), temos que
LP~1(Q) c L'(Q). Portanto,

/Q 12772 (V@) [P~ + [Vo(x)[P~1) [V (x)|| dx < oo,
implicando em
h(x) := 2072 (|Vu(x)|P~ "+ V() P71 [Vo(x)| € L1(Q),
para todo x € Q. Pelo mesmo motivo,

0(x) =272 (Ju() [P~ + )P o (x)] € L1(Q),

para todo x € Q.
Observe que estamos nas hipoteses do teorema da Convergéncia Dominada. Logo,

0 < lim |(A)(u+sv), <p>x*,x—<A(t)u,<p>x*,x\

<t ([ 1600 = rlar+ | e~ gl
s—0

= hm/ | fs(x) |dx—|—hm/ lgs(x) — g(x)|dx
s—0

donde concluimos que

lim (A() (u+sv),9)x+ x = (At)u, Q)+ x ,

s—0

para todo @ € X e a prova estd concluida. [ |

Provamos que o operador A(¢) : X — X* é mondtono, coercivo e hemicontinuo. Pelo Teo-
rema 2.4.2 e Coroldrio 2.4.1, A(¢) : X — X* é maximal monétono e A(t)(X) = X*.

Lema 4.1.4 Existe uma constante positiva C tal que
~1
IA(t)ullx- < Cllully

paratodoucX et €t,T|.
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Demonstracao: Sejamu € X et € |t,T[. Sabemos que

|A()ullx- = sup [A(t)u(v)].

[vilx<1

Para v € X, temos

|A(t)u(v)| = ‘/QD(t,x)|Vu(x)|p_2Vu(x)Vv(x)dx+/Q|u(x)|p_2u(x)v(x)dx

< ‘ /Q D(t,%)|Vu(x) [P~V (x) Vv (x)dx

+ ’/Qlu(x)|p_2u(x)v(x)dx
< /QD(t,x)IW(X)!”_I!VV(X)|dX+/Q|u(x)!p_llv(x)|dx

< M /Q V()P [Vv(x) [ dx + /Q () |P~ () |dx.

Usando a Desigualdade de Hdlder, obtemos

A(#)u(v)]

IN

M [ Va7 [yl + [ a7 poldx
Q Q
< M[Vu() [P~ g1yl + ) [P~ gl v el
Como para ||v||x = ||v||, + [|VV]|, < 1 temos ||v||, < 1 e ||[Vv], <1, segue que
A@u()] < M|[Vu() P~ + o,
Portanto, pela defini¢do de supremo, obtemos
- -1
lA@ullx < M[[Vu() P~ + [l
~1
< M) ([IVu)llg + lu)llg)" -
Dai e do fato de que L”(Q) C L9(Q) com inclusdo continua, segue que
~1
lA@)ullx < Cln,p, M) (IIVu(x)|lp + |u(x)]5)”
—1
= C(n,p,M)HuH'; )
onde C(n, p,M) > 0, como querfamos mostrar. |
Lema 4.1.5 Existe uma constante positiva W tal que
(A)u,u) =Wl

paratodouc X et €t,T]|.



45

Demonstracao: Sejamu € X et €|1,7[. Entao,
(A(t)u,u)y = /QD(t,x)|Vu(x)|p_2Vu(x)Vu(x)dx+/Q|u(x)|”_2u(x)u(x)dx
= [ D) Va2 Va) Pkt [ o)) Pt
_ /Q D(t,x)|Vau(x)|Pdx+ /Q u(x)|Pdx

> B /Q Vau(x) [Pdx + /Q u(x)|Pdx
= Bl[Vu(x )HP+H (E1]

= (ST

p
> W (Z " ||M(x)||§)
p

du
i=1
onde W = W (n, ) é uma constante positiva e o lema esta provado. |

Y]

ax i

= Wlull,

Lema 4.1.6 Se u € LP(t,T,X) entdo a aplicagdo A(-)u(-) : [t,T]| — X* é mensurdvel.

Demonstracio: Fixe w € X. E suficiente provar que a funcio A,, : [t,T] — X* dada por
A, (t) = A(t)w é continua.

Considere t, — ¢ em [t,T]. Queremos mostrar que A,,(t,) — A,,(t) em X*.

Usando (4.3) e o fato de que |D(s,x) — D(t,x)| < C|s —t|® para todo x € Q, s, € [1,T], para
alguma constante positiva 6 e C, temos que

||AW(ln)_AW(l)“X* = HAOn)W_A(I)W”X*
= H S”uIill(A(fn)W—A(f)W)(v)\
e s”ur; 1 A(ta)w(v) = A(t)w(v)]
—  sup / (D(tn,x) — D(t,%)) [Vw(x)[P~2Vw(x) Vv (x)dx
x<t /e

< sup |D(tn,x)—D(t,x)||Vw(x)|p_1|Vv(x)|dx
[vlx<1/Q

< sup Cliy—1[° / V() [P~V () |dx
Q

vllx<1

= Clty—1[° sup IV (x) [P~ Vv (x)|dx.
[vlx<1/€

Sabemos que p e g sdo expoentes conjugados e p > 2, e portanto, p,q > 1. Pela Desigual-

dade de Young, obtemos

VW) P Vvl < = (9w + % (IVv(x)[)”

G >|q<f’“+§<|w<x>|>f’

1 1
_ 5|Vw(x)|1’+]; (IVv(x)])?.

| — Q| =
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Assim,

|Aw(ta) —Aw(®)lly- < Clta—1° sup [ [Vw(x)[P~!|Vv(x)|dx
[vlx<1/Q

1 1
< Clty—1]® sup (—|Vw(x)|p+—|Vv(x)]p) dx
Ivlx<1/2 \4 p
[ 1 1
— Clta—1[° sup /—|Vw(x)|p+/ —|Vv(x)|pdx}
Ivlx<t L/@ 9 Qp
1 1
= Cla=rl® sup |2 19wl 4 V0l
" i lg @ T p @)
1 1
< Clta—1* sup |~ [Vwllfy g+ IV + 1911 )]
" et L@ p U@ L@
1 j2
< Clia—1* sup |~ [VwllZ,0) +C(p) (|rv||§p(g)+|er||zp@)}
Ivlx<t L9
1
= Clu—tl® sup |11Vl 0, -]
Ivlx<t L4
1
< =i (S 19wl +Cl0) ).
Portanto,
1
0= [A4u(0) = A0l < Clu=1® (3 19wl 0)+C10) ).
Como

1
0
Clt=l* (219wl +C(p)) 0
quando n — oo, pois t, — ¢ em [t, T], segue que
lim [|A,(£,) — A (?)||x+ = 0,
n—oo
implicando em A,,(t,) — A,,(t) em X*, como queriamos mostrar. |

Sabemos que X = W!?(Q) é um espaco de Banach Reflexivo e H = L?(Q) é um espaco
de Hilbert tais que X C H C X™* com inclusdes continuas e densas e que o operador ndo-linear
A(t) : X — X* € Monétono, Coercivo e Hemicontinuo. Pelo Teorema 2.4.3, concluimos que o
operador Ay (t), a realizacdo de A(r) em H dado por

DAg(t)) ={xeX:A(t)xe H} e Ag(t)(x) =A(t)x, se x € D(Ag(t))

¢ maximal monétono em H, para cadat € [1,7T].
Agora provaremos que a aplicagdo ¢(¢) : L?>(Q) — RU {+co} dada por

o D(t,%)|VulPdx+ [y lulPdx], se ue WP (Q)

1
o)) =< p (4.4)

o0, caso contrario,

é convexa, prépria e semicontinua inferiormente, e que o operador Ag(t) é o subdiferencial
0¢(t) de 9(t), o que faremos logo em seguida.
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Teorema 4.1.1 Para cadat € [t,T], 9(t) é convexa, prdpria e semicontinua inferiormente.

Demonstracao: Provemos primeiro que @(¢) é convexa e prépria. Para tanto, seja u € X =
W1P(Q). Entdo u,Vu € LP(Q). Assim,

o(1) (1) = H /Q D(t,2)|VulPdx + /Q yu|de]

1
< - {M/ |Vu|pdx+/ ]u|pdx} < oo,
2 Q Q

Sejam u,v € X e s € [0, 1]. Entao,
1
o) (su+(1—s)y) = — {/ D(t,x)|V(su+(1—s)v)|pdx+/ |su+(1—s)v|pdx}
P L/Q Q
1 1
= —/D(t,x)|V(sVu—|—(1—s)Vv)|pdx+—/ |su+ (1 —s)v|Pdx
PJQ pPJQ
1 1
< = [ DX slVul+ (1 =)W+ [ (slul+ (1= 9)bl)rdx
PJQ pJIQ
1 1
< —/D(t,x)(s|Vu|p—|—(1—s)|Vv|p)dx+—/(s|u|p—|—(1—s)|v|p)dx
PJQ pPJQ
1 1 1
= s/ —D(t,x)|Vu|pdx+(1—s)/D(t,x)—|Vv|pdx—|—s/ —|ulPdx+
Qp Q p Qp

1
+ l—s/—vpdx
(1=5) [ 1

= Sl_17 {/QD(t,x)|Vu|pdx—|—/Q|u|pdx} +
+ (1-@% VQD(;,X)|VV|de+/Q|v|de}
= 5Q(t)(u) + (1 —5)9(1) ().

Logo, ¢(t) é convexa e prépria.
Para mostrar que @(¢) é semicontinua inferiormente, devemos mostrar que

9(1)(u) < lim inf (1))

para toda sequéncia (u,) com u, — u em H = L>(Q). Seja, entdo (u,) uma sequéncia com
u, — uem H = L*(Q). Se li_r>n inf@(z)(u,) = +oo, entdo
n—oo

@(t)(u) = oo = lim inf () (uy).

n—soo

Caso contrdrio, se lim inf@(#)(u,) = a < 4o, entdo existe uma subsequéncia (u,, ) C X de (uy)
n—oo

tal que

. .1
;}Ln;wt)(””k) = kh—>n°l°l_7 [/QD(t,x)|Vunk|‘”dx+/Q |unk\pdx] =a.
Como ¢(t)(un, ) — a quando k — oo, temos que @(z)(up, ) é limitada, isto &, existe M > O tal que
|o(t)(up, )| < M para todo k € N. Assim concluimos que ||u,, ||x € uma sequéncia limitada no
espago de Banach reflexivo X = W17(Q). Logo, (u, ) possui uma subsequéncia (que continu-
aremos denotando (uy, )) tal que u,, — v em X, para algum v € X. Como H* C X*, temos que
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u,, — v em H e pela unicidade do limite fraco, u = v € X. Considerando agora a subdiferencial
0¢(t) de @(t), obtemos

(0Q(1) (), tny, — w)x+ x < Q1) (1) — @(2) (u)
= {90(1)(u), tn, — ) x- x + @) () < Q1) (),

para todo k € N. Como u,, — uem X e ¢(t)(u) € X*, segue que
<a(P<t>(”)»unk - u>X*7X —0

quando k — 0. Logo, quando k — oo, temos

9(1)(w) < Jim () (1s,) = a = lim inf(r) ().

Teorema 4.1.2 Ay(t) é a subdiferencial 09(t) de @(t) para cadat € [t,T|.

Demonstracao: Como @(z) é convexa, prépria e semicontinua inferiormente, pelo Teorema
2.4.1, dg(¢) é maximal monétono em L*(Q). Mostremos que —div (D(t,x)|VulP~>Vu) +
|ulP~?u = 9¢(t)(u). Como ambos sio maximais monStonos, basta mostrarmos uma das in-
clusdes. Mostraremos que —div (D(t,x)|Vu|P~2Vu) + [u|P"2u C 0¢(t)(u).

Sejau € D (—div (D(t,x)|VulP~>Vu) + [ulP~2u) e v = —div (D(t,x)|Vu|P72Vu) + [u|P*u.
Entdo, para cada § € X,

WE—u) = (An()ug—u)
= [ D) Va2 V() (VE() — Vu() dx +

+ /Q () P2 00(x) (8 x) — (i) )lx

_ /Q D(t,)|Vae() [P~ 2V e () VE (x) e — /Q D(t,%)|Vu(x)|dx +

+ /Q|u(x)|p_2u(x)<";(x)dx—/Q|u(x)|pdx.

Portanto, considerando g o expoente conjugado de p, temos
(v,ﬁ—u)—|—/QD(t,x)|Vu(x)|pdx+/Q|u(x)|pdx:/QD(t,x)|Vu(x)\p_2Vu(x)V§(x)dx+
—|—/ ()P 2u(x)E(x)dx < / D(1,x)|Vu(x) [P~ |VE(x)|dx +
+/| PG dx < — /Dtx Vu(x)|Pdx +— /Dtx IVE(x)|Pdx +

+21/Q|u(x)|pdx+1—)/g|§(x)|pdx:ZI MD(:,X)WM(X)WH/Q|u(x>|1’dx}+
—I—Il) {/QD(t,x)\VE_,(xﬂpdxﬁ-/Q|§(x)|pdx} :

mE—u) + (1—%) {/QD(t,x)]Vu(x)]pdx—F/Q\u(x)|pdx} <
ll? {/S)D(t,x)lvaxﬂpdx%—/g|§(x)\pdx} .

Logo,
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Assim,

& —u) + (1) (u) < 0(1)(5)

ou, de forma equivalente,

nE—u) <o()(§) —0(1)(u),

para todo & € X = WHP(Q). Se & € L2(Q)\W!P(Q), entdo @(1)(&) = o e vale a desigualdade
acima. Isso mostra que v € d@(7)(u). Segue que Ay (f) = d9(t), como queriamos mostrar. M

4.2 Existéncia de Solucoes

Sejat € Re T > 1. Consideremos a familia de operadores ndo lineares A(¢) : X — X*,r € [1,T],
definida na secdo anterior, que satisfaz:

I. A(r) é mondtono e hemicontinuo de X em X* para quase todo ¢ € |1, T;
II. A fungdo A(-)u(-) : [t,T] — X* é mensuravel para cada u € L”(t,T,X);
IML. Existe uma constante C tal que [|A(t)ul|x+ < C(|lul|} ' +1), parauc X et €]t T];

IV. Existem constantes o, W (W > 0) tal que (A(t)u,u) > W ||ul|f + o, parau € X et €]1,T].

Proposicao 4.2.1 (Teorema 4.2 em [10].) Sejam ug € H e f € L(t,T,X*), onde %—f—%] =1
Entdo, existe uma unica fungdo u(t) a qual toma valores em X*, que é absolutamente continua
em [t,T] e satisfaz
MGL”( X)NC([t, T} H),
) & € L1(x,T.X"),
a () +A(0ut) = f(t), gq.tp. em]t,T]
u(‘c) uo.

Proposicdo 4.2.2 Se f,g € L*(1,T;H) e u, v sdo as solucdes (dada pela Proposicdo 4.2.1) das

equagoes
{ () +A(t)u(t) = f(t), . { D)+ A)v(t) = g(t),
u(t) =uo € H v(t)=vy €H,
entdo parat<s <t <T, temos
Ju)) =¥l < ) ~v(s) i+ [ 1£7) = 00

Demonstracao: Temos que

<ili_;‘(,) +A(;)u(;)> — <@(t)+A(t)v(t)> = f(t)—g(t)
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Multiplicando a dltima equagdo por u(z) — v(t), vem:

<i<u<t> 1)) ) —v<r>> ©A@ulr) — AW () (D))o x =

dt X* X

Da monotocidade de A(r), segue que

(=0 0) < (G0 0 w0
FA@u() — A, u(r) — v())xe ¢
= ()~ g(0)ult) — (1)),
de onde
L) = v < (F(0) — g(0),ut) —v(0)) 4.5)
2dt

uma vez que

Integrando (4.5)de sat parat <s <t < T, obtemos

) =yl < 3 luts) )+ [ 6 Hovidr @6

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1) =01 < 5 1) =@ B+ [ 170) =g la) —v Ol @7

Note que m(r) := ||f(r) —g(r)||lg > 0qtprecls,T[eme L*(s,T;R) C L'(s,T;R). Além
disso, a := [ju(s) —v(s)||g > 0 e afungdo ¢ : [s,7] — R dada por 7 — ¢(r) := ||u(t) —v(t)||u é
continua e tal que verifica (4.7), para todo 7 € [s, T]. Segue do Lema de Gronwall que

lu(t) = vl < Juls) = v(s |!H+/Hf (")l ar

parat < s <t < T, como queriamos mostrar. |

Proposicio 4.2.3 Se f,g € L*(1,T;:X*) e u, v sdo as solugdes (dada pela Proposicdo 4.2.1)
das equagoes

{ ‘fl—‘é(f)ﬂLA(t)u(f):f(f)» ¢ { Z—E(f)ﬂLA(t)V(t):g(t),

T)=uyp€H v(t) =vp €H,

entdoparat<s<t<T,

() =v(0) 177 < u(s) —v(s) HH+2/ 17 (r) = &)l lu(r) = v(r)lxdr.
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Demonstracao: Da mesma forma que obtemos (4.6) na prova da proposi¢do anterior, obte-
mos

) =01 < 3 ut) =)+ [ (70 = g0)ur) v

parat<s<tr<T.
Multiplicando a ultima desigualdade por 2 e usando o fato de que

(f(r) =8(r),u(r) =v(r))x- x < If(r) = 8(r)llx+[lu(r) =v(r)x,

obtemos
lu(®) —vO)7 < uls) —V(S)H%H/t (f(r)—g(r),u(r) —v(r))x- xdr
< ) v +2 [ 176) = gl utr) —v(r) e,
paratT < s <t < T e o resultado segue. [ ]

A seguir, definiremos solucdo forte e solucdo fraca para nosso problema.

Definicao 4.2.1 a) Uma solucdo forte da equagdo %(i) +Ap(t)u(t) = B(t,u(t)), onde B :
[T,T] x H— H satisfaz H1, H2 e H3, ¢ toda fun¢cdo u € C (['c T|;H), absolutamente continua
em todo compacto de (t,T) verificando: u(t) € D(Ay) e (1) +Ap(t)u(t) = B(t,u(t)) g.tp
te(t,T).

b) Dizemos que u € C([t,T);H), é uma solugdo fraca da equagdo “*(t)+Ap (t)u(t) = B(t,u(t))
se existem sequéncias f, € L'(t,T;H) e u, € C([t,T];H) tal que u, é uma solucdo forte da
equacdo d;‘t”( 1)+ Ay (t)uy(t) = B(t, fu(t)) e uy — u uniformemente em [, T)|.

Consideremos o problema (4.1) na forma abstrata
0+ An(1)u(t) = B(r,u(1), “.8)
u(t) = uo,
onde B : [t,T] x H — H satisfaz H1,H2 e H3.

Teorema 4.2.1 Se B: [t,T| x H — H satisfaz H\,H, e uy € H, entdo existe uma tinica solu¢do
forte do problema (4.8), isto é, existe u € C([t,T|;H), tal que

du

L () + An(0)u() = Blt,u(r)

g.t.p em [t,T] e u(T) = uy.

Demonstracdo: Primeiro, provemos a existéncia. Para tanto, fixe s € [1,T] e sejar € [t,T].
Como B satisfaz H1, existe L > 0 tal que

1B (2,u(t) B (t,u(s))l| g < Ljut) —uls)|p-

Dai, temos que

IB(u)li = |1B(t,u(t)) =Bt u(s)) +B(t.u(s))||7

(1B, u(e)) = B(t,u(s))llm + |B(t,u(s))llm)?

(Lllu(t) = uls) |+ 1Bt u(s)) |1r)?

= L||u(r) = u(s) |7y +2LIJue(r) — () | Bt u(s)) |12 + || B2, u(s)) |-
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Pela Desigualdade de Young, temos

2
2L{Ju(r) = u(s)||m||Bt,u(s)|ln < 4LH (1) — (S)“I%I+%”B(tvu(s))"12’-1'

Portanto,
1Bt u(t))|[7 < L?||u(r) = u(s) || +2L7 u(r) — u(s) || + % 1B(z,u(s))I7 + |1B(, u(s)) |7

= 3L%||u(t) — u(s) ||} + % 1B(t,u(s)) 17

<4 (L2lue) —us) |7 + 1B, u(s))IF) -
(4.9)

Afirmacdo 4.2.1 Se u € C(t,T,H), entdo g(t) := B(t,u(t)) € L*(z,T,H).
De fato, como u(s) € H e B satisfaz H2, entio ¢ — B(t,u(s)) € L*(t,T,H). Dai e observando
que [t,T] >t + |Ju(t) — u(s)||% é uma fungio continua no compacto [t,T] e usando (4.9), vem:
2 ! 2 ! 2
el = [ e = [ 1B0.u(0)
T
< /T 4 (L2 |lu(t) = u(s) | + 1Bt u(s) 17) dt
2 [T 2 ! 2
= 4L [ ) —uls) e +4 [ B u() s
T T
< 4L2/ Cdt+4/ 1Bt u(s)) |2 dt
T T
T
— 2C(T %)+ 4 | Bu(s) [t < e
T

onde C = sup |ju(t) —u(s)||% € R. Logo, g(t) € L*(z,T,H).
ret,T]
Seguindo, como H C X* com inclusdo continua, resulta da Proposi¢do 2.3.1 que
L*(t,T,H) C L*(t,T,X*).
Seja up € H. Considere a sequéncia iterada definida como segue: uo(t) = up € u,11 é a
solucdo do problema

{ Dy 1 (6) + A1 1(0) = B(t,un (1)) == ga(t), 1 > 1,
Un+1(T) = up.

Como B(t,u,(t)), B(t,u,_1(t)) € L*(t,T,H), entio g,(t), g,_1(t) € L*(t,T,H), e como u,1 e
u, sao as solucdes dos problemas

{ %unJrl(t) +A(t)un1 () = gnlt), ¢ { %”n(t) +A(t)un(t) = gn-1(1),

Upi1 (T) = U Un (T) = Uy,

respectivamente, pela Proposi¢ao 4.2.2, parat < s <t < T, temos

[tn41(2) = 1t (1) | gy < []tn41(T) HH+/ 18n(r) = gn—1(r)l| dr.

Como ||up+1(T) — un(t)||# = 0, segue que

w1 6) =)l < [ 1Ble (7)) = Bt t1 1)) g
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Dai e pelo fato de que B satisfaz H1, obtemos

[ttns1(2) = 1 (1) || < /TlLllun(r) — tn—1(r)| gy dr,

paratodot € [t,T] en € N.
Agora, mostremos por indugdo que vale a desigualdade

(Lt)"

t
L [ tn () =t ) < 2 s = e (410
T

Paran =1, temos

t t
L[ () = uo(n)lludr < Lsupess,eier () —uolln [ dr
T T

= L(t—7)||ur — uol| =z, 7:m)
< Lt|fur — uol|z=(x,7:m)-

Logo, (4.10) vale para n = 1. Suponha que (4.10) vale para n, isto &,

(Le)"
n!

t
L [ () =t ) i < 2 s = e @.11)
T

e mostremos que vale para n+ 1. De fato, usando (4.11), temos

! t(Lr)"
o e A A P e
T T

n!
Ln+1 t
= ' ||Lt1—l/l0HL°°(‘c,T;H)/rndr
n. T
< — (1, T; 1
< Ml —uoll. (r.,T,H)(nH n+1>
(Lf)n+1
< m”“l_MOHLN(T,T;H)
(Lt>n+1

- (n+1)‘||u1_u0HL°°(T,T,H)

Logo, (4.10) vale para todo n € N e a desigualdade segue. Dessa forma,

(Lt)"
letns1 () = (O |y < == llur = st0 | o 1y = O

quando n — o, e entdo, {u,} converge uniformemente para uma solucgdo fraca u de (4.8) com
u(t) = uo.
Observe que u, — uem C([t,T];H). Portanto, g, — g em L' (t, T, H), pois

lsn = &lp@rmy = | llen() = g(O)ludr
T
= | [[Btun(t)) = B(t,u(t))||y dt

T

< L/TT et (1) — u(t)||rdr — O
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quando 1 — oo, Como g(t) := B(t,u(t)) € L*(t,T,H) C L*(1,T,X*) e up € H, pela Proposicio
4.2.1 existe uma tnica fun¢do y() que satisfaz

20+ AW = 8(0) 1= B.u() @12

gt.pem |t,T[ e y(T) = up. Assim, y e u, séo as solugdes das equacdes

& (0 +AW0y() =5(0), . (4 o
{ Y1) =up € H { 3;_';((2)1 Au(é)eng.) gn—1(1),

respectivamente, onde g, g,—1 € LZ(‘E,T,H ). Portanto, da Proposi¢do 4.2.2, parat <1t < T,
temos

I5(0) = o) < 15®) ~ )+ [ 180~ g1 (D

Como ||y(t) — un(7)||z = 0, obtemos

Iy(#) —un (@) < Tt 18(Y) = gn—1 (V|| dY

= TtHB(’Y,u(’Y))—B('Y,un1(7))“de

t

< L g () — tn—1(V)|| @,

uma vez que B satisfaz H1. Dai e pelo fato de que {u,_1} converge uniformemente para u em
[T, T], temos que u, — y em C([t,T]; H). Pela unicidade do limite, segue que u =y, e entdo, de
(4.12) existe u € C([t,T];H) tal que

du
= O+ Au()u(t) = B(t,u(r))
q.t.pem |t,T[ e u(t) = up, logo u é uma solugio forte de (4.8) e a existéncia estd provada.

Agora provemos a unicidade. Suponha que u e v sdo solugdes do problema (4.8), isto €,

{ %(I)JrAH(t)u(t) = B(t,u(t)), e { %(r)—}—AH(t)v(t) = B(t,v(1)),
u(t) =up v(T) =up
Entao,

d

o (u(t) —v(t)) +Ag (t)u(t) — Ag(t)v(t) = B(t,u(t)) — B(t,v(1)).

Multiplicando a equagdo acima por u(t) — v(z), obtemos
(S0 =) —v0)) + Anoue) - An00). ) D)~
X* X
= (B(t,u(t)) = B(1,v(t)),u(t) —v(t))y

Dai e pela monotocidade de Ay (z), vem:
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Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e que B satisfaz H1, resulta em

S llu@) =vOliz < I1B(t,u(t)) = B(t.v(0))llg u(t) = v(e) |
< Lju(t) =v(@)l|allu(t) —v(e)|a
= Lllu(r) = v(0)ll7

T] e usando o fato de que % ||lu(t) —v(t) ||]2L1 = 0, obtemos

&
) = vl =+ [ L ats) = v(s) s,

Integrandode tat,t €

para todo ¢ € [1,T].
Considerando m : [t,T] — R dada por m(t) = 2L, para todo ¢ € [t,T], ¢ : [t,T] — R dada
por 0(t) = |[u(t) — v(¢)||3, para todo ¢ € [t,T], vemos que m € L!(t,T,R), pois

T T
/ m(t)di = / 2Ldt = 2L(T —1) < o,
T T

m >0 q.tpem (1,7) e ¢ é continua. Assim, pelo lema de Gronwall-Bellmann para a = 0,
resulta que

0.< [lufe) ~ v(t) [ < 0~ = 0. 2HT ),

para todo 7 € [1,T]. Logo, u = v e o teorema esta provado. |

4.3 Estimativas da solucao

Nesta se¢do, provaremos algumas estimativas em H e em X da solug@o u(r,uz) de (4.8).

Teorema 4.3.1 Seja u(-,ur) € C([t,0);H) uma solucdo global de (4.8). Entdo, existe uma
constante Ty e uma fungdo ndo decrescente By : R — R tal que

Ju(t,uc) ||y < B1(2), (4.13)
paratodot > T +T.

Demonstragiio: Multiplicando a equagdo (4.8) por u(t) e usando (% (1), u(t)) ,, = 3 % |[u(t)|
obtemos

e+ (A (o) (0)) = (B ), ().
Como u(t) € X, pelo Lema 4.1.5, temos que
(An(0)u(0) ) > W (o) 5

t € It, T[, para algum W > 0. Dai, usando o fato de que B satisfaz H1 e a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, segue que

) W) < 5 5 IOl + (Ane)u(0),uto)
= (Blt,u(1)), (1)
= (B(t,u(1)) ~ B(1,0) + B(1,0),u(r)
= (B(t,u(t)) = B(1,0),u(t)) + (B(1,0), (1)) (19
< 1B ul0)) ~ BL0,0) s o)+ B4, ) e
< Do) o)+ 1B, )l o)
= o) [+ 1B(6,0) o) -
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Como a inclusdo X C H é continua, existe C > 0 tal que ||u||x > C||u||y, de onde
|u||% > Ci||ul|%;, onde C; = CP > 0. Assim, de (4.14) e da dltima desigualdade, resulta que

5 )7+ CrWlu(e ()||H<——|| ()17 +W ()]
< Llju() |7+ 1B(,0)]|a|lua(t) | -

(4.15)

Sejam 0 :=45 > 1,0 := 91e8>0 Note que 6, 8/ > 1 e 5+ g = 1 e sabemos que pe q

sao expoentes conjugados. Note também que
& ellu@). C2(t) = 1B(t,0)| a1, €llu(e) 11 > O.

Pela Desigualdade de Young, temos

ey + 180 0) o) = e o)y + e o)

o q
<o (5) +5emi) (A el wio

€
e/
L 14 o LG\ 1
=—|= — t - —eP [Ju(t)||%; .
5 (5) +aelol 2 (Z2) + e o

o’ q
AR
— 0 \g q €

5(1) = = (E)eﬁ 2 (Q@)q, Y=27, ¥() = ()13

€0

4.17)
Se

(S}

YOO = S+ 21 (o) )
1d

= 25— u( O+ 2y (lu(e) 1)
(lu(e)17)

4
2

[STS]

|

1d
— 2=
[2dt Dl +v

o’ q
_ 2 (L), 2(en
0" \ & g\ ¢€o

= 8(1),
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para todo ¢t > T. Assim, estamos nas hipéteses do Lema 2.1.5. Logo, parat —1t > 0,

ﬂg<<i§)%+@(§—ga—@>”z

50) ) ., (4.18)
B _t p (p—2 B p—2
-(5) (557 e=0)
SejaTy >0comt—1 > T, tal que
N
(P— P
£_= <
i(5)7] =
Dai e usando (4.18), obtemos
: 8()\? (- (P2 N
lu@®) g =y) < (=~ ) (¥ |-
Y
0] ?+~ p—2717ﬁ§
= ¥ Y —H )1
2
< @@Y+L
Y
de onde,
50\,
t p
)l < ((T) n 1) = B0,
para todo ¢ > T} + T, onde B (t) é ndo decrescente por H3 e o resultado segue. |

Teorema 4.3.2 Seja u(-,u;) € C([t,00);H) uma solugdo global de (4.8). Entdo, existe uma
constante T, e uma fungdo ndo decrescente By : R — R tal que

Hu (tv M’C) HX < Bz(l),
paratodot > T, +T.
Demonstracao: Seja u(z,u;) uma solucdo global de (4.8). Entdo, pelo Lema 2.4.1,

o) = (300, 510)

dt
Como u(t,uz) é solugdo global de (4.8) e Ay (t) é o subdiferencial d@(z) de @(), isto é, Ay (t) =
0¢(t), da equacdo (4.8), temos que

du

— () (4.19)
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Usando a Desigualdade de Cauchy-schwarz e a Desigualdade de Young, vem:

2
o) < ~[Beun)- 50| + e -Go| 1Beol,
du, |* 1 du, ||> 1 5
< - ot -G +3|sean)- o] + el
— -3 B -G B
2 ey 2" "
Portanto,
2
ro0 o)+ 3 |Btea) 50| <5 1Bl
Como
1 du . |?
5 [ean-4ro)| =0

e B satisfaz H1, segue que

Loty wi) < 5 1Beu)l

IB(r,u(t)) = B(1,0) +B(1,0)]7

IN

(IB(t,u(r)) = B(t,0) ;s + | B(z,0) | ;)?

(Llu(@)lly +C(0))?,

[\
N =N =N =



59

onde C(t) = ||B(t,0)||. Dai e pelo Teorema 4.3.1, obtemos
2000) (1)) < 5 (LB (0)+ C(0)? = 5K 1)
ar V)= S R M

paratodot > T+, onde K| (t) = LB (t) + C(¢t), T é uma constante e By : R — R uma func¢do
ndo decrescente.
Da defini¢do de subdiderencial, temos

¢()(0) = 0(r) (u(r)) = (9@(t)(u(t)),0—u(t))p
= o) (u(r)) < (90(1)(u(t),u(t)) g+ p -

Assim, da ultima desigualdade, de (4.13), (4.19) e usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
e o fato de que B satisfaz H1, vem que

5 O +000)0) < (Gu().) )+ @t ul0) )
d
£5a0) 2090 o) 1))
(.l

X
|< 0),u(t))y

)
|B(t,u(t)) — B(,0) + B(2,0)||  [|u(t) | (4.20)

< (IB(z,u(t)) = B(#,0)[| g + 1 B(£,0) [ ) l|u(t) | 2
< (Lllu(@)l[e + 1B, 0)|le) [[u(t) || 2

< (LB (1) +C(t))Bi(?)

= Ki(t)B1(1),

paratodot > 71 4 7.
Fixando r > 0 e integrando ambos os lados de (4.20) em (¢,7 +r) parat > Tj + T, temos

t+r

e+l = S+ [ o uends < [ KiBi(5)ds,

t

donde

ounas = sl [ KB

< ;B() + [ KB ) = ).

Considere y(s) = ¢o(s)(u(s)), g =0e h(s) = %Kl (s)?. Entdo,

t+r

/t g(s = 0=:a(t),

/ t+rh / o %Kl (5)2ds = a(¢),
lt—i—r tl—l—r

| vds = [ elu)ds < a0,

Note que y, g, h sdo fungdes positivas, com

3(6) = (30(0)u(). (1)),

t
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v, y, & € h localmente integraveis, tais que

D (1) = () (u(t)) < 3K (1) = hle) = 0.p(1) (1)) + (1) = ()3 (1) + h(e),

paratodo t > Ty + T, com r > 0 fixo.
Note que estamos nas hipdteses do Lema Uniforme de Gronwall. Logo,

r

yit+r) < (aS—(t) +a2(t)) e = (a3r(t) +a2(f)> e’ =i (1) (4.21)

para todo ¢t > 717 4.
Agora, temos que

Lol = L (9o
;\Iu(f)l\x = p(HV (O[5 +[[u(O)]I5)
1
<c [ /Q D(£,x)|Vu(£)|Pdx + /Q |u(€)|”dx].

Como u(f) € X = WhP(Q), de (4.4), temos que

]l)[ /Q D(£,x)|Vu(0)|Pdx + /Q |u(e)|1’dx} = @(£)(u(l)).

Assim,

]l, lu(e)[|% < Co(£) (u(£)) = Cy(0).

De (4.21), temos que y({) =y({ —r+r) <Yi({ —r), paratodo £ —r > T} + 7, isto &, y({) <
Y1(¢ —r), paratodo ¢ > T} +t+r. Logo,

1
5 (@))% < CTh(t—r), (4.22)

paratodo ¢ > T; +T+r.
1
Para By(t) := (pCYi(t))? e T» := T; +r, de (4.22), resulta que

lu(®)|lx < (PCYi (1)) 7 = Ba(t),

paratodo ¢t > T> + T, onde By : R — R € ndo decrescente e o teorema esta provado. [ |

4.4 Semicontinuidade superior de atratores pullback

Nessa secdo provaremos que o processo de evolugao associado com o problema (4.8) tem um
atrator pullback {4*(¢) : 1 € R} e que a familia de atratores pullback é semicontinua superior-
mente com respeito aos parametros de difusdo D .

Seja u(t) uma solug@o global do problema (4.8). Defina U(t,t) : H — H por

U(t,T)up = u(t,T,up), up € H,t >t € R. (4.23)

Note que U(z,7) estd bem definido, pois dado ug € H, temos U (¢,T)ug = u(t,T,up) € H.
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Afirmacao 4.4.1 (4.23) define um processo de evolugcdo em H.

De fato, U (t,t)ug = u(t,t,up) = up, paratodo ug € H et € R, isto &, U(z,t) = 1 para todo
t€R. Sewp € Heuy=U(s,T)wp, comt > s > 1, temos que U (t,T)wg e U(t,s)U(s,T)wp sdo
solucdes de (4.8) com u(s) = ug, pois

U(t,t)wo = u(t,T,wo) e U(t,s)U(s,T)wo = U(t,s)uo = u(t,s,up).

Assim, pela unicidade de solug¢@o do problema (4.8), temos que U (¢t,T)wo = U(t,5)U (s, T)wo,
wo € H, isto &, U(t,7) = U(t,s)U(s,T), para todo t > s > 1. Além disso,

{t,r) eRxR:t >t} xH> (t,7,x) » U(t,T1)x € H

¢ continua, uma vez que U(¢,T)x, x € H, t > 7t é solugdo de (4.8), e a afirmag@o segue.
Dizemos que o processo {U (t,7) : H — H, t >t € R} definido como em (4.23) € o processo
de evolucao associado ao problema (4.8).
O teorema a seguir, garante a existéncia de um atrator pullback para o processo de evolucao
associado ao problema (4.8).

Teorema 4.4.1 O processo de evolugdo associado com o problema (4.8) tem um atrator pull-
back.

Demonstracio: Pelo Teorema 3.2.4, é suficiente provar que existe uma familia {K(¢) : t € R}
de subconjuntos compactos de H que atrai pullback subconjuntos limitados de H no instante ¢.
Seja {U(t,7) : t > 1 € R} o processo associado ao problema (4.8) e considere a familia de
conjuntos K(t) = By (O,Bz(t))H de H, onde B;(t) é a fun¢do dada no Teorema 4.3.2, do qual
||lu(t,uc)||x < Ba(t), paratodos > T +7T e u(-,ur) € a solucdo global de (4.8).
Observe que cada K(r) é compacto em H, pois Bx(0,B,(¢)) é limitado em X e X C H
compactamente.

Afirmacao 4.4.2 K(t) atrai pullback conjuntos limitados de H no instante t.

De fato, se B C H ¢ limitado e uy € B, entao pelo Teorema 4.3.2,
U(t,t)up = u(t,T,up) € Bx(0,By(1))
parat <t —T,. Assim

T1_i>m distyy (U(t,7)B,K(t)) =0
e da Defini¢do 3.1.4, a afirmacgdo segue. Logo, {K(7) : t+ € R} é uma familia de conjuntos
compactos de H que atrai subconjuntos limitados de H no instante ¢, como queriamos mostrar.
|

Considere a familia de fun¢des D) € L= ([t,T] x Q) com 0 < B < D) (t,x) <Mem [1,T] X Q,
A € [0,00), Dy — Dy, em L*([t,T] x Q) quando A — A;. Além disso, consideremos a familia
de operadores A; (1) : X — X* definida por

Ay (Du(v) == /Q Dy (t,%) | Vu(x) [P Vu(x) Vv (x)dx + /Q ()P 2u(x)v(x)dx.  (4.24)

Vamos considerar B : [1,T] x H — H satisfazendo H1 — H3 e usaremos A, (1) = (A ) (1).

Utilizando os Teoremas 4.2.1 e 4.4.1, temos a existéncia de uma tnica solucao (forte) u; do
problema (4.1) que define um processo de evolugdo {U,(#,7) : H — H, t > T € R} no espago
H e este processo tem um atrator pullback {4*(¢) : 1 € R} =: 4*.
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Observacao 4.4.1 Seja uy uma solucdo do problema (4.1). Pelos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, temos,
(t)||g < Bi(t), para todo t > Ty + 71, A € [0,00) e ||up(t)|lx < Ba(t) para
todot > T)+1, A € [0,00). Como consequéncia,

J 4

Ae[0,00)

é um subconjunto compacto de H, para cada T € R, devido a caracterizacdo do atrator dada
no Teorema 3.2.4.

A seguir, damos significado a semicontinuidade superior de uma familia de atratores pull-
back.

Definicio 4.4.1 Diremos que {AMt) :t € R}, A € [0,0) é semicontinua superiormente em Ay,
se para cadat € R,

dist (ﬂﬂ(z),ﬂt’“' (t)) =0

quando N — Ai.

O teorema a seguir, prova a continuidade do fluxo. Esse resultado é fundamental para a
prova da semicontinuidade superior dos atratores pullback.

Teorema 4.4.2 Seja {U)(,7) : t > 1 € R} 0 processo de evolugdo gerado pelo problema (4.1).
Se {upy, : A € [0,00)} é um conjunto limitado em X e ugy, — ugy, em H quando N — Ay, entdo
Us(t,T)upp — Uy, (t,T)ugp, em H quando N — Ny, uniformemente para t em subconjuntos com-
pactos de R.

Demonstracao: Temos

4 (up (1) —up, (1)) +Ap(O)up (1) — Ap, ()uy, (1) = (%Mx(f) +Ax(f)ux(f)) -

dt
- (G 040,00, 0 ).

Usando a equacao (4.8) e Ay (1) = (Ay)u(¢), temos

d

7 (up (1) —up, (1)) +Ap(0)up (t) — Ay, (t)up, (1) = B (t,up (1)) — B (t,u3, (1)) ,

q.t.p ¢ € [t,T]. Multiplicando a tltima equagdo por uy(t) — uy, (t) e usando o fato de que B
satisfaz H; e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

<i(ux(f)—uxl(f))»ux(t)—Mxl(f)>H+<Ax(f)ux() An, (Vi (), (0) — 13, (1)), =
)

dt
= <B(l‘,u;h( )) (f uy, (t )aW»( ) uy, (t)>H
< 1B (t,.(0)) = B (.3, (1)) | [1a (6) =20, )]
< LJua(e) = up, (0) |y [Jun () = 02, (@) |

— L (6) -, (0]

(4.25)



63

Por outro lado, usando (4.24) temos

(An(O)u (1) — Ay, (O)u, (1)1 (1) = w3, (1)) -
= Ay (D) (1) (un (1) —u, (2 )) Axl( Jup, () (up(t) —up, (1)) =
= /QD;JVMMPZVM;M (V’/‘k — V”M) dx + /Q |ll)b|17721/£;L (l/t;b — u;H) dx —

- /QDM |V”k1 ‘p72Vu;Ll (Vl/t)b - VM;H) dx — /Q ‘u;Ll ‘prMM (Lt;b - Lt;bl) dx

= /Q (D;L’Vl/t;b‘pizVu;L — DM |Vu;” |p72Vu;bl) (Vl/t;b — V“M) dx +

+ | (] 2up — |, 1P %un,) (up —wp, ) dx

(D;JVM}L‘p*2Vu;M — Dy, |V“X1 |p72Vu;bl) (Vl/t)L — V“M) dx +

_|_

Dy — Dy, ) (|Vu7\,1 |p72Vu;w) (Vl/t)L — V”M) dx —

1

(
(D), —Dy,) (|Vuy, |p*2Vu;H) (Vup, — Vuy, ) dx +
(

_|_

luy |7~ ux—|u;hl|p uxl)(ux—u;h])dx

(a7~ 2up = Jua, [P~ 2up, ) (up = wap, ) dx +

_|_

b\;o\:b\b\b\lo\b

(D;L — DM) (|Vu7” |p_2Vu;H) (Vl/t;L — VM;W ) dx +
+/ [

(D;b|VI/t;V|p_2VM;b — DM ’V”M |p_2VM;H) —

o

— (Dy—Dy,) (|Vun, |P 2V, )] (Vup, — Vy,, )dx

= /Q (ln P21y, — |y, [P, ) (p, — up, ) dx +

- /Q (Dy—Dy,) (|Vu, [P~ V) (Vuy, — Vuy,, ) dx +

+ /Q (DA|Vuy|P~2Vuy, — Dy, |V, |P~*Viuy, — Dy | Vg, [P~ >V +
+D;, |Vuy, |P*Vuy, ) (Vuy, — Vi) dx

= /Q (ln P23, = |y, [P, ) (un, — up, ) dx +

+ /Q Dy, ([Vir|P =2y — Vg, |72V, ) dix +

+ /Q (D —Dy,) (IVuty, [P~ 2Vuy, ) (Vip — Viay, ) dx >

> [ (2= i, |7 2,) (1, =1, ) dx +

+B /Q (IVir |72V — Vg, |72V, ) (Vitp — Vg, ) dx +
+ [ (0r=D1,) (Y, 172V, ) (Vi — Vi, ) d

Usando a Desigualdade de Tartar, existem constantes C;, C; > 0, ambas independentes de A, tal
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que

(A0 (1) = Ag, (D) (1), 100(0) = 03, (1)) g =
> G [Ju (1) =, (1) ||} + BCr || Vi (1) — Vg, (1)
)

+/Q (Da(t,x) = Dy, (1.3)) (Vi (1) [P~ Vuy, (¢

Assim, de (4.25) e (4.26), obtemos

17+ (4.26)
) (Vuk( ) Vu;hl (l‘)) dx.

3l (6) — i, (0) 3+ By [ Vaa(6) = Vu, ()][2+ G [l (6) — (1) [+
+/Q (Da(#,%) = Dy, (£,%)) (|Va, (0) [P~ Vg, (£)) (Var () — Vi, (1)) dx <
< 3 o) = O+ (An(e)r(e) — A (g, (1), 00 6) — 3, () .
< Llur(0) —r, (0
e portanto
1d

5 77l 0) =, (O +
+/Q(Dx(t,X)—Dxl (t,x)) (|Vuy, (t)\p’ZVu;w (1)) (Vup(t) — Vuy, (1)) dx
< L[up(£) =y, (1), -

Logo, usando a Desigualdade de Holder,

1d
5 7 10 =, ()] < Llln 1) = vy, ()~

~ [ (Da{t.0) = D3, (6.5 (Vi (01 2Vis (1)) (Vi (6) = Vi, (6))ds

< Ll (6) ~ 1, (1) +

+ Supess e [Da(1.%) = Dy, (1:9)] [ Vi, (017 2[Vis, ]|V 1) ~ Vi, (0] dx <
< 1At = Dy (1) e=cay [ Vi, ()17 21V, ()] (Vs (0)| + [V, (1))
L 1) = 3, ()]
= 10400~ Dy 1y | 9, O ¥ 0t [ [V, (01| +
+ Ll 6) =, O]

< Ll (6) =, () s+ 1D~ Do, =) (1, 1519+ 1V, 1)

qtpte(t,7T).
Por H3, a fungdo B(¢) dada no Teorema 4.3.2 € limitada em subconjuntos compactos de R,
do qual temos ||uy (¢)||x < Ba(t), para todo t > T> + 1. Como

lur () llx = [lur ()]l + [[Veur (@) p»
Vuy (t)]|p < . Portanto,

segue que [[uy(1)]] ,

1d

() =, (0|13, < L[ () — un, ()|, +M || D2~ Dy, ||

2 dt ([x, T]x Q)
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qtpt € (t,T)e ke [0,), onde M > 0 é uma constante. Integrando a dltima desigualdade de
T at, temos

Sl =, @l < 3 la® -, @+ [ 2ln) -0, 0 ds+
+ M/;HDK—DMHLW([T,T]xg)dS'
Da,
lun(r) =, Oy < Jluon = s, [y +2M(0 =) | D3 = Do, [l ey +
+ /TI2L|’ux(s)—uxl(s)||2ds.
Do fato de que f — 7 < 7 < T, resulta que
e —ur, Oy < o — ston, [y +2MT || Da = Do || oo 110y +

t
+ /TzLH”k(S)_”M(S>H?{dS-

Note que ¢ : [t,7] — R dada por ¢(t) = ||up(t) — uy, (¢)| 129, para todo ¢ € [t,T] é continua,

>0

2
a:= ||uop — uop, ||y +2MT || Dy, — Dy, HL""([I,T]XQ) =

em: [t,T] — R dada por m(t) = 2L, paratodo ¢ € [t,T] é tal que m € L' (7,T,R) e m > 0 q.t.p
em (7,7T). Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman, segue que

IN

1
(lluon, — uon, |3 +2MT|| Dy — Dy, || 1= (re7 ) ) €/ 224

= (lluon—on, [ +2M7 (|2 = D | g 1) 4

2
< (o= mon, [+ 10 = Dl 11y 12

() =02, (1) |72

em subconjuntos compactos de R, com M = M(M,T). Como ug) — upy, em H e Dy — D;, em
L”([t,T] x Q) quando A — Aj, segue que

up () = uy, (1)
em H quando A — A; uniformemente para r em subconjuntos compactos de R, ou seja,
Up(t, Dugp — Uy, (1, T)uey,
em H quando A — A; uniformemente para ¢t em compactos de R e o teorema esta provado. B

Teorema 4.4.3 A familia de atratores pullback {AM1) :t € R}, A € [0,00) é semicontinua
superiormente em \;.

Demonstracao: Provemos que paracadat € R,
dist (ﬂ’“(t),ﬂlx' (t)) =0

quando A — Aj.
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Como AM :={4M(¢) : t € R} é um atrator pullback para o processo de evolucio {Up,(t,7):
t > 1€ R} em H, tem-se que A (r) atrai pullback todos os subconjuntos limitados de H no
instante 7, para cada t € R. Sejat € R tal que

disty (UM (1,7)B(x), AM (r)) < 4.27)

€
3
onde B(T) é um conjunto limitado em H e U a* (t) C B(7).
A€[0,00)
Da invaridncia de A" := {4(r) : t € R}, temos Uy (,7)4*(t) = 4*(¢) para cada t > .
Pelo teorema anterior, existe & = 8(€) > 0, tal que para todo |A —A;| < §, tem-se

sup  ||Un(t, ) — Uy, (1, 0) w0 || < g
w.eaM(x)

Logo,
disty (ﬂl"(t), qh (t)> — disty (Ux(t,r)ﬂl(r),ﬂxl (t))

— sup disty (Ux(t,r)qfx,ﬂkl(t))
v, €M (1)

< sup  {disty (Up(1,0) ¥, Uy, (1, 7)y3) +
w.eaM(1)

+ disty (UM (1,7)y;, AN (r)) } .

Como ), € A7) C U 4M(t) C B(1), de (4.27) resulta que
Ae[0,00)

. €
disty (UM (1,7)y;, AN (r)) <z

Logo, para todo [A —A;| < 9,

e € 2¢
dist (ar). al)) <+ ==
1s<ﬁl(),f4 ())_3-1—3 3<£,
isto &,

dist (le}‘(t),ﬂl}” (t)) -0

quando A — A e o resultado segue. |
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