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PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA

Marcos Alexandre Rabelo de Lima

Atratores Pullback para Problemas Parabólicos envolvendo o p-Laplaciano
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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo do comportamento assintótico do pro-
blema parabólico envolvendo o p-Laplaciano da forma{

∂uλ

∂t (t)−div
(
Dλ(t)|∇uλ(t)|p−2∇uλ(t)

)
+ |uλ(t)|p−2uλ(t) = B(t,uλ)

uλ(τ) = u0λ,

sob condição de fronteira Neumann homogênea, apresentando o opera-
dor e algumas de suas propriedades, existência de solução forte e esti-
mativas da solução para este problema posto numa forma abstrata e pro-
vamos que o processo de evolução associado a este problema tem um
atrator pullback {Aλ(t) : t ∈R} e que essa famı́lia de atratores pullback
é semicontı́nua superiormente com respeito aos parâmetros de difusão
Dλ.

Palavras-chave: processos de evolução, atrator pullback, p-Laplaciano.
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Abstract

This paper presents the study of the asymptotic behavior of the parabo-
lic problem involving the p-Laplacian of the form{

∂uλ

∂t (t)−div
(
Dλ(t)|∇uλ(t)|p−2∇uλ(t)

)
+ |uλ(t)|p−2uλ(t) = B(t,uλ)

uλ(τ) = u0λ,

under homogeneous Neumann boundary condition, with the operator
and some of its properties, the existence of strong solution and estima-
tes of the solution to this problem post in an abstract form and prove
that the evolution process associated to this problem has an attractor
pullback {Aλ(t) : t ∈ R} and that this family of attractors pullback is
semi continues superiorly with respect to diffusion parameters Dλ.

Keywords: evolution processes, pullback attractor, p-Laplacian.
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Capı́tulo 1

Introdução

Neste trabalho, o qual foi baseado nos artigos [1, 2], estudaremos o comportamento assintótico
do problema parabólico envolvendo o p-Laplaciano da forma{

∂uλ

∂t (t)−div
(
Dλ(t)|∇uλ(t)|p−2∇uλ(t)

)
+ |uλ(t)|p−2uλ(t) = B(t,uλ(t))

uλ(τ) = u0λ,

sob condição de fronteira Neumann homogênea, onde p > 2, u0λ ∈ L2(Ω), Ω é um domı́nio
limitado suave em Rn, n≥ 1, Dλ ∈ L∞([τ,T ]×Ω) com 0 < β≤ Dλ(t,x)≤M q.t.p em [τ,T ]×
Ω, λ ∈ [0,∞) e para cada parâmetro λ ∈ [0,∞), temos |Dλ(s,x)−Dλ(t,x)| ≤ Cλ|s− t|θλ para
todo x ∈ Ω,s, t ∈ [τ,T ], para alguma constante positiva θλ e Cλ. Além disso, Dλ → Dλ1 em
L∞([τ,T ]×Ω) quando λ→ λ1 e B : [τ,T ]×L2(Ω)→ L2(Ω) satisfaz:

H1. Existe L ≥ 0 tal que ‖B(t,x1)− B(t,x2)‖L2(Ω) ≤ L‖x1 − x2‖L2(Ω) para todo t ∈ [τ,T ] e
x1,x2 ∈ L2(Ω);

H2. Para todo x ∈ L2(Ω) a aplicação t 7→ B(t,x) pertence a L2(τ,T ;L2(Ω));

H3. A aplicação t 7→ ‖B(t,0)‖L2(Ω) é não decrescente, absolutamente contı́nua e limitada em
subconjuntos compactos de R.

Estudaremos um resultado de existência e unicidade de solução forte e estimativas da solução
para este problema posto na forma abstrata{ du

dt (t)+AH(t)u(t) = B(t,u(t)),
u(τ) = u0

em que AH(t) é um operador maximal monótono.
Provaremos que para cada λ ∈ [0,∞) o processo de evolução associado a este problema tem

um atrator pullback {Aλ(t) : t ∈ R} e mostramos que a famı́lia de atratores pullback para este
processo tem semicontinuidade superior com respeito aos parâmetros de difusão Dλ.

Primeiramente, no Capı́tulo 2, apresentamos definições e resultados importantes da teoria
de espaços métricos, Medida e Integração, Análise Funcional, Espaços de Sobolev e Operador
Maximal Monótono.

No Capı́tulo 3, apresentamos as definições de processos de evolução e semigrupos, com
exemplos, e alguns resultados desta teoria, com ênfase nos resultados de existência de atratores
pullback para um processo de evolução e processos pullback assintoticamente compactos.

Por fim, no Capı́tulo 4, apresentamos um problema parabólico envolvendo o p-Laplaciano
como anteriormente, no qual estudamos a existência e semicontinuidade superior de atratores
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pullback para o processo de evolução associado a este problema. Para tanto, consideramos o
operador A(t) definido em X :=W 1,p(Ω) com 2 < p <+∞, tal que para cada u ∈ X associa-se
o seguinte elemento de X∗, A(t)u : X → R, dado por

A(t)u(v) :=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx

e estudamos suas propriedades. Em seguida, estudamos a existência de soluções e estimativas
da solução, e por último, um resultado de existência de atratores pullback para o processo
de evolução associado ao problema acima e outro resultado de semicontinuidade superior da
famı́lia de atratores pullback com respeito à variação do parâmetro λ .



Capı́tulo 2

Preliminares

Neste capı́tulo apresentaremos algumas definições e resultados utilizados ao longo deste traba-
lho.

2.1 Uma coletânia de resultados
As definições e resultados dessa seção podem ser encontrados em [5, 6, 8, 11, 14, 15, 18].

Definição 2.1.1 Uma métrica num conjunto X é uma função d : X×X→R, que associa a cada
par ordenado de elementes x,y ∈ X um número real d(x,y), chamado a distância de x a y, de
modo que para quaisquer x,y,z ∈ X, vale

(1) d(x,x) = 0;

(2) Se x 6= y, então d(x,y)> 0;

(3) d(x,y) = d(y,x);

(4) d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z).

Definição 2.1.2 Um espaço métrico é um conjunto M munido de uma métrica d e denotamos
por (M,d) ou, simplesmente M, deixando subtendida qual a métrica d está sendo considerada.

Definição 2.1.3 Seja X um espaço métrico. Um ponto x ∈ X diz-se aderente a um subconjunto
A de X quando d(x,A) = 0, isto é, para cada ε > 0 existe y ∈ A tal que d(x,y)< ε.

Definição 2.1.4 O fecho de um conjunto A num espaço métrico X é o conjunto dos pontos de
X que são aderentes a A e indicamos por A.

Definição 2.1.5 Um subconjunto A de um espaço métrico X diz-se denso em X quando A = X.

Definição 2.1.6 Um conjunto A de um espaço métrico X chama-se fechado quando A = A.

Observação 2.1.1 Dizer que um conjunto A num espaço métrico X é fechado, significa que, se
xn ∈ A para todo n ∈ N e lim

n→∞
xn = x, então x ∈ A.

Proposição 2.1.1 Para todo subconjunto A de um espaço métrico X, seu fecho A é fechado.
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Observação 2.1.2 Se A é um conjunto num espaço métrico X, A é o menor conjunto fechado
de X que contém A, no seguinte sentido: se B é fechado de X e A⊂ B, então A⊂ B.

Proposição 2.1.2 Os subconjuntos fechados de um espaço métrico satisfazem

(1) a reunião A = A1
⋃
...

⋃
An de um número finito de subconjuntos fechados A1, ...,An de um

espaço métrico X é um subconjunto fechado de X;

(2) a interseção A =
⋂
λ∈L

Aλ de uma famı́lia qualquer (Aλ)λ∈L (finita ou infinita) de subconjun-

tos fechados Aλ de um espaço métrico X é um subconjunto fechado de X.

Seja A um subconjunto de um espaço métrico X . Uma cobertura de A é uma famı́lia C =
(Cλ)λ∈L de subconjuntos de X tal que X ⊂

⋃
λ∈L

Cλ.

Se existe um subconjunto J ⊂ L tal que, para cada x ∈ A, ainda se pode obter λ ∈ J com
x ∈Cλ, isto é, X ⊂

⋃
λ∈J

Cλ, então a subfamı́lia C= (Cλ)λ∈J chama-se uma subcobertura de C .

Uma cobertura A⊂
⋃
λ∈L

Cλ diz-se aberta quando cada conjunto Cλ, λ ∈ L, é aberto em X . A

cobertura A⊂
⋃
λ∈L

Cλ diz-se f inita quando L é um conjunto finito.

Definição 2.1.7 Um espaço métrico X chama-se compacto quando toda cobertura aberta de
X possui uma subcobertura finita.

Definição 2.1.8 Um conjunto A de um espaço métrico (X ,d) chama-se relativamente compacto
se seu fecho A é compacto.

Teorema 2.1.1 Um conjunto A de um espaço métrico (X ,d) é relativamente compacto se, e
somente se, toda sequência (xn)n∈N ⊂ A tem uma subsequência convergente.

Definição 2.1.9 Um conjunto A de um espaço espaço métrico (X ,d) chama-se precompacto se

para todo ε> 0, existe um conjunto finito {x1,x2, . . . ,xn} de pontos de X tal que A⊂
n⋃

i=1

B(xi,ε),

onde para cada i = 1,2, . . . ,n, B(xi,ε) é uma bola aberta de centro xi e raio ε.

Teorema 2.1.2 Um conjunto relativamente compacto em um espaço métrico é precompacto.

Proposição 2.1.3 Todo subconjunto fechado de um espaço métrico compacto é compacto.

Proposição 2.1.4 A imagem de um conjunto compacto por uma aplicação contı́nua é um con-
junto compacto.

Proposição 2.1.5 Se X é compacto, toda função real contı́nua f : X → R é limitada e atinge
seus valores máximo e mı́nimo em X. Mais precisamente: existem x0,x1 ∈ X tais que f (x0) ≤
f (x)≤ f (x1) para todo x ∈ X.

Definição 2.1.10 Sejam x0 um ponto e A um subconjunto de um espaço métrico X. Definimos
a distância do ponto x0 ao conjunto A como o número real

d(x0,A) = inf
x∈A

d(x0,x).
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Definição 2.1.11 Definimos a distância entre os conjuntos não-vazios A e B de um espaço
métrico X como

d(A,B) = inf {d(x,y) : x ∈ A,y ∈ B}.

Observação 2.1.3 Se A e B são como na definição anterior tais que A∩B 6= /0, tem-se
d(A,B) = 0.

Definição 2.1.12 Um subconjunto A de um espaço métrico X chama-se limitado quando existe
uma constante c > 0 tal que d(x,y)≤ c para quaisquer x,y ∈ A.

Definição 2.1.13 Definimos o diâmetro de um conjunto limitado A de um espaço métrico X
como o menor dos números c > 0 tais que d(x,y)≤ c para quaisquer x,y ∈ A, isto é, o número
real

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y ∈ A}.

Definição 2.1.14 Uma norma num espaço vetorial X sobre um corpo E (real ou complexo) é
uma aplicação ‖ · ‖ : X → R satisfazendo

(i) ‖ξ‖ ≥ 0, para todo ξ ∈ X, e ‖ξ‖= 0 se, e somente se, ξ = 0;

(ii) ‖αξ‖= |α|‖ξ‖, para todo ξ ∈ X e α ∈ E (E= R ou E= C);

(iii) ‖ξ+η‖ ≤ ‖ξ‖+‖η‖, para quaisquer ξ,η ∈ X .

Definição 2.1.15 Sejam (X ,‖ · ‖) um espaço normado. Uma sequência (ξn)n∈N em (X ,‖ · ‖) é
uma sequência de Cauchy se dado ε > 0 existe M ∈ N tal que m,n > M implica em
‖ξm−ξn‖< ε.

Definição 2.1.16 Um espaço normado (X ,‖ · ‖) é um espaço de Banach se toda sequência de
Cauchy em (X ,‖ · ‖) é convergente.

Definição 2.1.17 Um operador linear entre os espaços vetoriais X e Y é uma aplicação T :
dom T ⊂ X → Y em que seu domı́nio dom T é um subespaço vetorial e

T (ξ+αη) = T (ξ)+αT (η)

para quaisquer ξ,η ∈ dom T e todo α ∈ E (E= R ou E= C). Se Y = E, T : dom T ⊂ X → Y
é chamado de funcional linear.

Definição 2.1.18 Se X é um espaço normado, então o espaço de Banach B(X ,E) será denotado
por X∗ e chamado de espaço dual de X. Cada elemento de X∗ é chamado de funcional linear
contı́nuo em X. A norma em X∗ será dada por

‖ f‖X∗ = sup{| f (x)| : x ∈ X ,‖x‖ ≤ 1}.

Quando f ∈ X e x ∈ X∗, denotaremos por 〈 f ,x〉= f (x) e diremos que 〈·, ·〉X∗,X é o produto
escalar na dualidade X∗,X .

Definição 2.1.19 O espaço bidual, X∗∗ de X é o espaço dual de X∗, isto é, X∗∗ = (X∗)∗. A
norma em X∗∗ será dada por

‖ f‖X∗∗ = sup{ f (g) : g ∈ X∗,‖g‖X∗ ≤ 1}.
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Observação 2.1.4 Como X∗ é um espaço de Banach, está definido X∗∗= (X∗)∗. Há uma forma
natural de identificar elementos de X com elementos do seu bidual: a cada ξ ∈ X associa-se
ξ̂ ∈ X∗∗ por

ξ̂( f ) := f (ξ), para f ∈ X∗.

Definição 2.1.20 Sejam X e Y espaços normados. Uma aplicação f : X → Y é uma imersão
isométrica quando ‖ f (x)− f (y)‖Y = ‖x− y‖X para todo x,y ∈ X.

Definição 2.1.21 Uma isometria é uma imersão isométrica sobrejetora.

Observação 2.1.5 A aplicação ˆ: X → X∗∗ mencionada na Observação 2.1.4 é uma imersão
isométrica linear e consequentemente injetora.

Definição 2.1.22 Se a aplicação ˆ é sobrejetora, então o espaço normado X é chamado de
espaço reflexivo. Em outras palavras X é reflexivo se ele é isomorfo a X∗∗ e o isomorfismo
sendo dado por essa aplicação.

Definição 2.1.23 Sejam 1≤ p<∞ e um espaço de medida (X ,∑,µ). O espaço Lp
µ(X) é definido

como o conjunto de todas as funções complexas mensuráveis em X tais que

‖ f‖p =

(∫
X
| f |pdµ

) 1
p

< ∞.

Teorema 2.1.3 Seja (X ,∑,µ) um espaço de medida finito. Então, Lp
µ(X) é um espaço reflexivo

para 1 < p < ∞.

Lema 2.1.1 Sejam a e b números reais positivos e q ≥ 1. Então,

(a+b)q ≤ 2q−1 (aq +bq) .

Definição 2.1.24 Um produto interno no espaço vetorial X é uma função de X ×X em E que
para cada (ξ,η) ∈ X×X associa-se o elemento 〈ξ,η〉 ∈ E e que satisfaz

(i) 〈ξ+η,ϑ〉= 〈ξ,ϑ〉+ 〈η,ϑ〉 para todo ξ,η,ϑ ∈ X;

(ii) 〈αξ,η〉= α〈ξ,η〉 para todo ξ,η ∈ X e α ∈ E;

(iii) 〈ξ,η〉= 〈ξ,η〉 para todo ξ,η ∈ X;

(iv) 〈ξ,ξ〉 ≥ 0 para todo ξ ∈ X e 〈ξ,ξ〉= 0 se, e somente se, ξ = 0.

Proposição 2.1.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espaço com produto interno.
Então, para ξ,η ∈ X, vale a desigualdade

|〈ξ,η〉| ≤ ‖ξ‖X‖η‖X ,

onde ‖ξ‖X =
√
〈ξ,ξ〉.

Definição 2.1.25 Um espaço de Hilbert H é um espaço com produto interno que é completo
com a norma induzida pelo produto interno.
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Teorema 2.1.4 (Teorema da Representação de Riesz) Seja H um espaço de Hilbert. Dado
f ∈ H∗ existe um único y ∈ H tal que

f (x) = 〈x,y〉

para todo x ∈ H. Além disso,

‖ f‖H∗ = ‖y‖H .

Em particular, H∗ = H no sentido que esses espaços são isometricamente isomorfos.

Definição 2.1.26 Sejam X e Y espaços normados. Dizemos que X ⊂ Y com imersão contı́nua
se existe c > 0 tal que para todo x ∈ X

‖x‖Y ≤ c‖x‖X

e a inclusão X ⊂ Y é densa se XY
= Y .

Lema 2.1.2 (Desigualdade de Young) Sejam θ, θ
′
> 1 expoentes conjugados, ou seja,

1
θ

+ 1
θ
′ = 1. Então para quaisquer números reais positivos a,b temos que

ab≤ 1
θ

aθ +
1
θ
′ b

θ
′
.

Definição 2.1.27 Seja X um espaço normado. Dizemos que uma sequência (ξn)n∈N ⊂ X con-
verge fracamente a ξ ∈ X se

lim
n→∞

f (ξn) = f (ξ)

para todo f ∈ X∗. Iremos denotar essa convergência por ξn ⇀ ξ.

Definição 2.1.28 Uma sequência (ξn)n∈N ⊂ (X ,‖ · ‖X) converge a ξ ∈ X se ‖ξn− ξ‖X → 0
quando n→ ∞. Iremos denotar essa convergência por ξn→ ξ.

Proposição 2.1.7 Sejam X um espaço de Banach e {xn} uma sequência em X. Temos:

(i) xn ⇀ x se, e somente se, 〈 f ,xn〉 → 〈 f ,x〉 para todo f ∈ X∗;

(ii) se xn→ x,então xn ⇀ x;

(iii) Se xn ⇀ x, então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ ≤ liminf ‖xn‖;

(iv) Se xn ⇀ x e se fn→ f fortemente em X∗ (isto é, ‖ fn− f‖X∗ → 0), então
〈 fn,xn〉 → 〈 f ,x〉.

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Sejam τ,T ∈R,τ<T . Sejam m∈L1(τ,T,R)
tal que m ≥ 0 q.t.p em (τ,T ) e a ≥ 0 uma constante. Seja φ : [τ,T ]→ R uma função contı́nua
que verifica

φ(t)≤ a+
∫ t

τ

m(s)φ(s)ds,

para todo t ∈ [τ,T ]. Então,

φ(t)≤ ae
∫ t

τ
m(s)ds,

para todo t ∈ [τ,T ].
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Lema 2.1.4 (Desigualdede de Gronwall) Sejam τ,T ∈ R, τ < T . Sejam m ∈ L1(τ,T,R) tal
que m ≥ 0 q.t.p em (τ,T ) e a ≥ 0 uma constante. Seja φ : [τ,T ]→ R uma função contı́nua
verificando

1
2

φ
2(t)≤ 1

2
a2 +

∫ t

τ

m(s)φ(s)ds,

para todo t ∈ [τ,T ]. Então,

|φ(t)| ≤ a+
∫ t

τ

m(s)ds,

para todo t ∈ [τ,T ].

Lema 2.1.5 Seja y : [τ,∞)→ R uma função positiva absolutamente contı́nua onde τ ∈ R, a
qual satisfaz para cada t ≥ τ

ẏ+ γyR ≤ δ,

com R > 1, γ > 0 e δ : [τ,∞)→ R uma função positiva absolutamente contı́nua e não decres-
cente limitada em limitados. Então, para cada t ≥ τ temos

y(t)≤
(

δ(t)
γ

) 1
R

+
1

(γ(R−1)(t− τ))
1

R−1
.

Demonstração: Se y(τ) ≤
(

δ(τ)
γ

) 1
R , então para cada t ≥ τ, y(t) ≤

(
δ(t)

γ

) 1
R . De fato, supo-

nha que para algum t ≥ τ, y(t) >
(

δ(t)
γ

) 1
R . Então, teremos que para algum t0 ∈ [τ, t), y(t0) =(

δ(t0)
γ

) 1
R . Logo,

ẏ(t0)+ γ

[(
δ(t0)

γ

) 1
R
]R

≤ δ(t0) ⇒ ẏ(t0)≤ 0.

Assim, y atinge a função
(

δ

γ

) 1
R decrescendo. Como δ é não decrescente, para cada t ≥ τ temos

que y(t)≤
(

δ(t)
γ

) 1
R
+ 1

(γ(R−1)(t−τ))
1

R−1
.

Se y(τ)>
(

δ(τ)
γ

) 1
R , suponha que y(t)>

(
δ(t)

γ

) 1
R para algum t0 > τ. Então,

δ(t)≥ ẏ(t)+ γyR(t)≥ ẏ(t)+ γ

[(
δ(t)

γ

) 1
R
]R

= ẏ(t)+δ(t).

Isto implica que ẏ(t) ≤ 0, para cada t = t0. Como δ é não decrescente a partir de t0, y(t) ≤(
δ(t)

γ

) 1
R , e então, y(t)≤

(
δ(t)

γ

) 1
R
+ 1

(γ(R−1)(t−τ))
1

R−1
para t ≥ t0.
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Para cada t ∈ [τ, t0] escreva z(t) = y(t)−
(

δ(t)
γ

) 1
R ≥ 0. Como aR + bR ≤ (a+ b)R, se a e b

são positivos e R≥ 1, temos

y(t)R =

(
z(t)+

(
δ(t)

γ

) 1
R
)R

≥ z(t)R +
δ(t)

γ
.

Portanto,

ż(t)+ γz(t)R ≥ ẏ(t)− δ(t)
1
R−1

Rγ
1
R

δ̇(t)+ γy(t)R−δ(t).

Como por hipótese ẏ(t)+ γy(t)R−δ(t)≤ 0 e δ é uma função positiva e não decrescente, temos
que

ż(t)+ γz(t)R ≤ 0.

Integrando de τ a t, temos ∫ t

τ

z(s)−Rż(s)ds≤
∫ t

τ

−γds.

Portanto,

z(t)1−R

1−R
− z(τ)1−R

1−R
≤−γ(t− τ)

⇒ z(t)1−R ≤ z(τ)1−R + γ(R−1)(t− τ)

⇒ z(t)R−1 ≥ 1
γ(R−1)(t− τ)

⇒ z(t)≤ 1

[γ(R−1)(t− τ)]
1

R−1
.

Portanto, temos para cada t ∈ [τ, t0]

y(t) = z(t)+
(

δ(t)
γ

) 1
R

≤
(

δ(t)
γ

) 1
R

+
1

[γ(R−1)(t− τ)]
1

R−1
.

Isto conclui a prova.

Lema 2.1.6 (Lema Uniforme de Gronwall) Sejam g,h,y funções positivas com ẏ, g,h e y lo-
calmente integráveis em [t0,∞] com

dy
dt
≤ gy+h.

Seja R > 0 fixo e suponha que para cada t ≥ t0 tenhamos∫ t+R

t
g(s)ds≤ a1(t),

∫ t+R

t
h(s)ds≤ a2(t),

∫ t+R

t
y(s)ds≤ a3(t).

Então, para cada t ≥ t0, temos

y(t +R)≤
(

a3(t)
R

+a2(t)
)

ea1(t).
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Demonstração: Seja t0 ≤ t ≤ θ ≤ s ≤ τ ≤ t +R. Multiplicando dy
dτ
− gy ≤ h por e−

∫
τ

s g(σ)dσ,
obtemos

d
dτ

(
y(τ)e−

∫
τ

s g(σ)dσ

)
≤ h(τ)e−

∫
τ

s g(σ)dσ ≤ h(τ).

Integrando em τ de θ a t +R, vem:

y(t +R)e−
∫ t+R

s g(σ)dσ− y(θ)e−
∫

θ

s g(σ)dσ ≤
∫ t+R

θ

h(τ)dτ≤
∫ t+R

t
h(τ)dτ≤ a2(t)

⇒ y(t +R) ≤ y(θ)e−
∫

θ

s g(σ)dσ+
∫ t+R

s g(σ)dσ +a2(t)e
∫ t+R

s g(σ)dσ

⇒ y(t +R) ≤ (y(θ)+a2(t))e
∫ t+R

θ
g(σ)dσ

⇒ y(t +R) ≤ (y(θ)+a2(t))ea1(t).

Integrando em θ de t a t +R,∫ t+R

t
y(t +R)dθ ≤

∫ t+R

t
y(θ)ea1(t)dθ+

∫ t+R

t
a2(t)ea1(t)dθ

⇒ Ry(t +R) ≤ ea1(t)
∫ t+R

t
y(θ)dθ+a2(t)ea1(t)

∫ t+R

t
dθ≤ ea1(t)a3(t)+a2(t)ea1(t)R.

Portanto, para cada t ≥ t0, temos

y(t +R)≤
(

a3(t)
R

+a2(t)
)

ea1(t).

Lema 2.1.7 (Desigualdade de Tartar) Seja p≥ 2. Então, para todo a,b ∈ Rm, m ∈ N temos〈
‖a‖p−2a−‖b‖p−2b,a−b

〉
≥ γ0 ‖a−b‖p,

onde γ0 é positivo e depende apenas de p e de m.
Se 1 < p < 2, então, para todo a,b ∈ Rm, temos〈

‖a‖p−2a−‖b‖p−2b,a−b
〉
≤ γ1‖a−b‖p,

onde γ1 depende apenas de p e de m.

Lema 2.1.8 Seja y uma função positiva absolutamente contı́nua em (0,∞) que satisfaz

y′+ γyp ≤ δ

com p > 1,γ > 0,δ≥ 0. Então, para t ≥ 0,

y(t)≤
(

δ

γ

) 1
p

+(γ(p−1)t)−
1

p−1 .

Teorema 2.1.5 (Teorema da Convergência Dominada) Seja fn : (X,m,µ)→C uma sequência
de funções mensuráveis e seja g : (X,m,µ)→ [0,∞] em L1

µ(X) de forma que

| fn(x)| ≤ g(x),

para todo x ∈ X e

f (x) = lim
n→∞

fn(x),

existe para todo x ∈ X. Então,
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(i) f ∈ L1
µ(X);

(ii) lim
n→∞

∫
X
| fn(x)− f (x)|dµ(x) = 0;

(iii) lim
n→∞

∫
X

fn(x)dx =
∫

X
f (x)dµ(x).

2.2 Os espaços Lp(Ω) e W 1,p(Ω)

Os resultados desta seção e da seção seguinte podem ser encontrados em [5, 7, 8, 14, 16, 17].
Dado Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p < ∞, denotamos por Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de)
funções mensuráveis à Lebesgue u : Ω→ R tais que x 7→ |u(x)|p é integrável em Ω, no sentido
de Lebesgue. A norma de u ∈ Lp(Ω) é dada por

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

No caso p = ∞, denotamos por L∞(Ω), o espaço vetorial das (classes de) funções u : Ω→ R,
mensuráveis à Lebesgue e essencialmente limitadas em Ω, isto é, existe C > 0 tal que |u(x)| ≤C
q.t.p x ∈Ω. Cada constante C é denominada majorante essencial de |u| e a norma de u ∈ L∞(Ω)
é definida por

‖u‖L∞(Ω) = inf {C; |u(x)| ≤C, q.t.p x ∈Ω}= sup ess |u|.

O espaço Lp(Ω), 1≤ p≤ ∞, munido de sua respectiva norma torna-se um espaço de Banach.

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Hölder e Minkowski) Se p e q são expoentes conjugados e
f ,g : (X,m,µ)→ C∪{∞} mensuráveis, valem:

(a) (Desigualdade de Hölder ). Se 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞,

‖ f g‖1 =
∫

X
| f g|dµ≤ ‖ f‖p‖g‖q.

(b) (Desigualdade de Minkowski ). Para todo 1≤ p < ∞,

‖ f +g‖p ≤ ‖ f‖p +‖g‖p.

Definição 2.2.1 O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido por

W 1,p(Ω) =
{

u ∈ Lp(Ω) : ∂u
∂xi
∈ Lp(Ω), i = 1, . . . ,n

}
,

onde a derivada ∂u
∂xi

é definida pela expressão

−
∫

Ω

∂u
∂xi

ϕ =
∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

∀ϕ ∈C∞
c (Rn). W 1,p(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω)+
n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp(Ω)

.
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Proposição 2.2.1 O espaço W 1,p(Ω) é reflexivo para 1 < p < ∞ e separável para 1≤ p < ∞.

Proposição 2.2.2 Seja Ω ⊂ Rn um aberto, limitado, conexo com fronteira suave e seja p ∈ R
com 1≤ p≤ ∞. Temos

(i) Se 1≤ p < n, então W 1,p(Ω)⊂ Lp′(Ω) onde 1
p′ =

1
p −

1
n ;

(ii) Se p = n, então W 1,p(Ω)⊂ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞);

(iii) Se p > n então W 1,p(Ω)⊂ L∞(Ω),

com imersões contı́nuas. Além disso, se p > n, para todo u ∈W 1,p(Ω) temos

|u(x)−u(y)| ≤ c‖u‖W 1,p(Ω)‖x− y‖α

q.t.p em Ω, com α = 1− n
p e c dependendo somente de Ω, p,n. Em particular,

W 1,p(Ω)⊂C(Ω).

Teorema 2.2.2 (Rellich-Kondrachov) Suponha Ω limitado de classe C1. Temos

(i) se p < n, então W 1,p(Ω)⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, p′) onde 1
p′ =

1
p −

1
n ;

(ii) se p = n, então W 1,p(Ω)⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞);

(iii) se p > n, então W 1,p(Ω)⊂C(Ω)

com imersões compactas. Em particular W 1,p(Ω)⊂ Lp(Ω) com imersões compactas para todo
p.

Definição 2.2.2 Seja 1≤ p < ∞, W 1,p
o (Ω) designa o fecho de C1

c (Ω) em W 1,p(Ω).

Observação 2.2.1 Se Ω⊂ Rn, então, em geral, W 1,p
o (Ω) 6=W 1,p(Ω).

As funções de W 1,p
o (Ω) são “a grosso modo” as funções de W 1,p(Ω) que “se anulam sobre

∂Ω”.

Corolário 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Ω é um aberto limitado. Então
existe uma constante C, dependendo de Ω e p, tal que

‖u‖Lp ≤C‖∇u‖Lp

para todo u∈W 1,p
o (Ω), com 1≤ p < ∞. Em particular, a expressão ‖∇u‖Lp é uma norma sobre

W 1,p
o (Ω) que é equivalente a norma ‖u‖W 1,p(Ω).

O espaço W 1,p
o (Ω) munido da norma induzida por W 1,p(Ω) é um espaço de Banach se-

parável para 1≤ p < ∞ e é reflexivo se 1 < p < ∞.
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2.3 O espaço Lp(0,T ;X)

Definição 2.3.1 Seja X um espaço de Banach e 0 < T < ∞.

(a) O espaço Cm([0,T ];X) com m= 1,2, . . . consiste de todas as funções u : [0,T ]→ X que são
m vezes diferenciáveis e cujas derivadas são contı́nuas em [0,T ]. A norma neste espaço
é dada por

‖u‖ :=
m

∑
i=0

max
0≤t≤T

‖u(i)(t)‖X . (2.1)

Aqui, apenas as derivadas a esquerda e as derivadas a direita precisam existir nos pontos
t = 0 e t = T respectivamente. Na expressão acima, u(0) = u.

(b) O espaço Lp(0,T ;X) com 1≤ p<∞ consiste de todas as funções mensuráveis u :]0,T [→X
cuja norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0
‖u(t)‖p

X dt
) 1

p

< ∞. (2.2)

Quando p = ∞, denotamos por L∞(0,T ;X) o espaço vetorial das classes de funções
u : ]0,T [→ X mensuráveis à Lebesgue e essencialmente limitadas em ]0,T [, isto é, existe
C > 0 tal que

‖u(t)‖X ≤C, q.t.p t ∈ ]0,T [

e a norma de u ∈ L∞(0,T ;X) é definida por

‖u‖L∞(0,T ;X) = inf {C;‖u(t)‖X ≤C, q.t.p t ∈ ]0,T [}= sup ess ‖u(t)‖X .

Proposição 2.3.1 Sejam m = 0,1, . . ., 1≤ p < ∞, X1 e X2 espaços de Banach sobre E. Então:

(a) Cm([0,T ];X1) com a norma (2.1) é um espaço de Banach sobre E.

(b) Lp(0,T ;X1) com a norma (2.2) é um espaço de Banach sobre E.

(c) C([0,T ],X1) é denso em Lp(0,T ;X1) e a imersão C([0,T ],X1)⊆ Lp(0,T ;X1) é contı́nua.

(d) O conjunto de todos os polinômios w : [0,T ]→ X1, isto é

w(t) = a0 +a1t + . . .+antn

com ai ∈ X1 para todo i = 0,1, . . . ,n e n = 0,1, . . . é denso em C([0,T ];X1) e Lp(0,T ;X1).

(e) Se X1 é um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉X1 , então L2(0,T ;X1) é também um
espaço de Hilbert com produto interno

〈u,v〉L2(0,T ;X1)
=

∫ T

0
〈u(t),v(t)〉X1dt.

(f) Lp(0,T ;X1) é separável caso X1 seja separável e 1≤ p < ∞.

(g) Se 1 < p < ∞ e X1 é uniformemente convexo então Lp(0,T ;X1) é uniformemente convexo.

(h) Se X1 ⊆ X2 com imersão contı́nua e 1≤ q≤ r ≤ ∞, então

Lr(0,T ;X1)⊆ Lq(0,T ;X2)

com imersão contı́nua.
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2.4 Operador maximal monótono em espaços de Hilbert
Os resultados desta seção podem ser encontrados em [5, 6, 7, 10, 13].
Seja H um espaço de Hilbert sobre R. Um operador é uma aplicação de H em P (H) (conjunto
das partes de H). Se para todo x ∈ H, o conjunto Ax contém no máximo um elemento dizemos
que A é um operador unı́voco em H, caso contrário dizemos que A é multı́voco. O domı́nio de
A é o conjunto D(A) = {x ∈ H : Ax 6= /0} e a imagem de A é o conjunto
R (A) =

⋃
x∈H

Ax.

Identificaremos A com seu gráfico em H ×H, isto é, A = {(x,y) : y ∈ Ax}. O operador
A−1 é o operador cujo gráfico é simétrico ao de A, isto é, x ∈ A−1y⇐⇒ y ∈ Ax; evidentemente
D(A−1) = R (A).

O conjunto dos operadores de H é parcialmente ordenado pela inclusão dos gráficos: A⊂ B
se, e somente se, para todo x ∈ H, Ax⊂ Bx.

Definição 2.4.1 Dizemos que um operador A em H é monótono se, para todo x1,x2 ∈D(A),

〈Ax1−Ax2,x1− x2〉 ≥ 0,

ou, mais precisamente, para todo y1 ∈ Ax1 e para todo y2 ∈ Ax2,

〈y1− y2,x1− x2〉 ≥ 0.

A noção de operador monótono em um espaço de Hilbert aparece como um caso particular
de operador monótono de um espaço de Banach no seu dual.

Definição 2.4.2 Seja X é um espaço de Banach real. Um operador A : X → X∗ é dito ser
monótono se para todo x1,x2 ∈D(A),

〈Ax1−Ax2,x1− x2〉X∗,X ≥ 0,

ou, mais precisamente, para todo y1 ∈ Ax1 e para todo y2 ∈ Ax2,

〈y1− y2,x1− x2〉X∗,X ≥ 0,

onde 〈·, ·〉X∗,X é o produto escalar na dualidade X ,X∗.

Definição 2.4.3 Um operador monótono A : X → X∗ é dito ser maximal monótono se ele não
está propriamente contido em qualquer outro operador monótono de X em X∗.

Definição 2.4.4 Seja X um espaço de Banach com dual X∗. Uma função convexa e própria
em X é uma função ϕ : X → (−∞,+∞] para o qual existe uo ∈ X com ϕ(uo) < ∞ e satisfaz a
desigualdade

ϕ((1− t)u+ tv)≤ (1− t)ϕ(u)+ tϕ(v)

para todo u,v ∈ X e t ∈ [0,1].

Definição 2.4.5 A função ϕ : X → (−∞,+∞] é dita ser semicontı́nua inferiormente (s.c.i) se

ϕ(u)≤ liminf
n→∞

ϕ(un)

para toda sequência (un)n∈N, com un→ u em X.
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Dada uma função ϕ : X → (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i, denotamos por D(ϕ), o domı́nio
de ϕ, o conjunto

D(ϕ) = {u ∈ X : ϕ(u)< ∞}.

Definição 2.4.6 Dada uma função ϕ : X→ (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i, a subdiferencial
∂ϕ de ϕ é a aplicação ∂ϕ : X → X∗ dada por

∂ϕ(u) = { f ∈ X∗ : ϕ(v)−ϕ(u)≥ 〈 f ,v−u〉X∗,X ,∀ v ∈D(ϕ)}.

Denotamos D(∂ϕ) = {u ∈ X : ∂ϕ(u) 6= /0}.

Observação 2.4.1 A subdiferencial ∂ϕ é monótona em X.

De fato, se y1 ∈ ∂ϕ(x1) e y2 ∈ ∂ϕ(x2), temos em particular

ϕ(x2)−ϕ(x1)≥ 〈y1,x2− x1〉X∗,X e ϕ(x1)−ϕ(x2)≥ 〈y2,x1− x2〉X∗,X .

Assim, somando estas duas desigualdades, obtemos

〈y1− y2,x1− x2〉X∗,X ≥ 0.

Teorema 2.4.1 Seja X um espaço de Banach real e ϕ : X → (−∞,+∞] uma função convexa,
própria e s.c.i. Então ∂ϕ : X → X∗ é um operador maximal monótono.

Definição 2.4.7 Seja X um espaço de Banach. Dizemos que um operador A : X→X∗ é coercivo
se

lim
j→∞

〈Au j,u j〉X∗,X
‖u j‖X

= ∞

para qualquer sequência (u j)⊂ X, com

lim
j→∞
‖u j‖X = ∞.

Definição 2.4.8 Seja X um espaço de Banach. Um operador A : X → X∗ chama-se hemi-
contı́nuo quando para todo u,v ∈ X,

A(u+λv)⇀ Au

quando λ→ 0.

Corolário 2.4.1 Seja X um espaço de Banach reflexivo. Um operador A : X → X∗ monótono,
coercivo e hemicontı́nuo é sobrejetivo, isto é, A(X) = X∗.

Teorema 2.4.2 Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja A : X→X∗ um operador monótono
e hemicontı́nuo. Então, A é maximal monótono.

Teorema 2.4.3 Seja X um espaço de Banach reflexivo, X∗ o seu dual e H é um espaço de
Hilbert com X ⊂ H ⊂ X∗ com imersões contı́nuas e densas. Seja A : X → X∗ um operador
monótono, unı́voco, definido em todo X, coercivo e hemicontı́nuo. Então, o operador AH , a
realização de A em H definido por

D(AH) = {x ∈ X : Ax ∈ H}, AH(u) = A(u), u ∈D(AH)
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é maximal monótono em H.

Lema 2.4.1 Seja H um espaço de Hilbert e ϕ : H →]−∞,+∞] uma função convexa, própria
e s.c.i e seja u ∈W 1,2(0,T ;H) tal que u(t) ∈ D(∂ϕ) q.t.p t ∈]0,T [. Suponha que exista g ∈
L2(0,T ;H) tal que g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) q.t.p t ∈]0,T [. Então a função t 7→ ϕ(u(t)) é absolutamente
contı́nua em [0,T] e vale a igualdade

d
dt ϕ(u(t)) =

〈
h(t),

du
dt

(t)
〉

H

q.t.p t ∈]0,T [ e para toda h(·) ∈ ∂ϕ(u(·)).



Capı́tulo 3

Existência de atratores pullback

Neste capı́tulo, tendo como base [1] e [12], estudaremos a teoria de atrator pullback para pro-
cessos de evolução em espaços métricos. Primeiramente, definimos a noção de processos de
evolução e semigrupos, apresentando alguns exemplos. Em seguida, apresentamos o conceito
de processo de evolução pullback limitado, atração, absorção, famı́lia invariante e solução glo-
bal para um processo de evolução. Definimos também processo de evolução pullback assin-
toticamente compacto e pullback limitado dissipativo. Após esses conceitos desenvolvidos,
trabalhamos com os conjuntos ω-limite pullback, que descrevem o comportamento assintótico
do processo de evolução. Apresentamos o teorema (Teorema 3.2.4) que garante a existência
de atrator pullback para processos de evolução. No final do capı́tulo, apresentamos a definição
e algumas propriedades da medida da não-compacidade de Kuratowski, e usamos estas pro-
priedades para a prova do teorema que dá condições para que um processo de evolução seja
pullback fortemente assintoticamente compacto.

Assumimos neste capı́tulo que X é um espaço métrico com a métrica d e denotaremos por
C (X) o conjunto das funções contı́nuas de X em X .

3.1 Processos de evolução e atratores pullback
Definição 3.1.1 Um processo de evolução em X é uma famı́lia de aplicações
{S(t,s) : X → X , t ≥ s ∈ R} ⊂ C (X) que satisfaz as seguintes propriedades

(i) S(t, t) = I para todo t ∈ R, onde I é aplicação identidade em X;

(ii) S(t,s) = S(t,τ)S(τ,s) para todo t ≥ τ≥ s;

(iii) {(t,s) ∈ R×R : t ≥ s}×X 3 (t,s,x) 7→ S(t,s)x ∈ X é contı́nua.

S(t,s) toma cada estado x do sistema no instante inicial s e evoluciona para o estado S(t,s)x
do sistema no tempo final t, onde −∞ < s ≤ t < ∞. Observemos que, para um σ ∈ R fixo, o
operador S(σ+ τ,τ) pode ser um operador distinto para cada valor de τ ∈ R. Isto indica que,
além do tempo decorrido σ, também o instante inicial τ pode desempenhar um papel importante
no processo de evolução.

Os processos {S(t,s) : t ≥ s} para os quais S(t,s) = S(t− s,0) para todo t ≥ s são chamados
processos de evolução autônomos.

Definição 3.1.2 Um semigrupo é uma famı́lia {T (t) : t ≥ 0} que satisfaz

(i) T (0) = I;
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(ii) T (t + s) = T (t)T (s), para todo t,s≥ 0;

(iii) [0,∞)×X 3 (t,x) 7→ T (t)x ∈ X é contı́nua.

Dado um processo de evolução autônomo {S(t−s,0), t ≥ s}, a famı́lia de operadores {T (t) :
t ≥ 0} dada por T (t) := S(t,0), t ≥ 0 é um semigrupo.

De fato, T (0)= S(0,0)= I e T (t+s)= S(t+s,0)= S(t+s,τ)S(τ,0), para todo t+s≥ τ≥ 0,
portanto, T (t + s) = S(t + s− τ,0)S(τ,0). Em particular, para τ = s temos

T (t + s) = S(t,0)S(s,0) = T (t)T (s).

Como {t−s∈R : t ≥ s}×X 3 (t−s,x)→ S(t−s)x ∈ X é contı́nua, então [0,∞)×X 3 (t,x) 7→
T (t)x ∈ X é contı́nua. Logo, {T (t) = S(t,0) : t ≥ 0} é um semigrupo.

Reciprocamente, dado um semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, a famı́lia {S(t,s) : t ≥ s} definida por
S(t,s) = T (t− s), t ≥ s é um processo de evolução.

De fato, S(t, t) = T (t− t) = T (0) = I para todo t ∈ R e para todo t ≥ τ≥ s,

S(t,τ)S(τ,s) = T (t− τ)T (τ− s) = T (t− τ+ τ− s) = T (t− s) = S(t,s).

Como [0,∞)×X 3 (t,x) 7→ T (t)x ∈ X é contı́nua, segue que {t− s ∈ R+ : t ≥ s}×X 3
(t − s,x)→ T (t − s)x ∈ X é contı́nua. Logo, {S(t,s) = T (t − s) : t ≥ s} é um processo de
evolução.

Note que num processo de evolução autônomo {S(t,s) = S(t− s,0) : t ≥ s}, a evolução do
estado x ocupado no instante s para o estado S(t + s,s)x (= S(t + s− s,0)x = S(t,0)x) ocupado
no instante t + s é independente de s e depende apenas de t. Assim, num processo de evolução
autônomo, o tempo decorrido determina a evolução.

Para um processo de evolução autônomo {S(t− s,0); t ≥ s}, o comportamento das soluções
quando t→ ∞, chamado a dinâmica forwards, é o mesmo que o comportamento das soluções
quando s→−∞, chamado a dinâmica pullback. Para os processos de evolução gerais, estes
dois limites dinâmicos ou comportamentos assintóticos não estão relacionados e podem produ-
zir propriedades qualitativas completamente distintas (Veja [4]).

Usaremos a notação abreviada S(t,s)= S(t−s), t ≥ s para processos de evolução autônomos
e dizemos que o processo de evolução autônomo {S(t− s) : t ≥ s} é o processo associado ao
semigrupo {S(t) : t ≥ 0}.

Vejamos alguns exemplos de processos de evolução e de semigrupos (ver [9]).

Exemplo 3.1.1 Seja X = Rn espaço euclidiano com a métrica usual. A aplicação
S : R×R×Rn → Rn dada por S(t,s,x) := (t − s + x1, ..., t − s + xn) com t ≥ s, onde x =
(x1, ...,xn) é dada em coordenadas da base canônica de Rn é um processo de evolução em
Rn.

De fato, S é claramente contı́nua, S(t, t)x = (t− t + x1, . . . , t− t + xn) = x, para todo t ∈ R e
x ∈ Rn, isto é, S(t, t) = I, para todo t ∈ R e

S(t,τ)S(τ,s)x = S(t,τ)(τ− s+ x1, . . . ,τ− s+ xn)

= (t− τ+ τ− s+ x1, . . . , t− τ+ τ− s+ xn)

= (t− s+ x1, . . . , t− s+ xn)

= S(t,s)x,

para todo x ∈ R e t ≥ τ≥ s, portanto, S(t,τ)S(τ,s) = S(t,s) para todo t ≥ τ≥ s.
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Exemplo 3.1.2 Seja X = R com a métrica usual. A aplicação S : R×R×R→ R definida por
S(t,s,x) := xet−s, para todo x ∈ R com t ≥ s define um processo de evolução em R.

Exemplo 3.1.3 Seja X = R2 espaço euclidiano com a métrica usual. A aplicação
S : R×R×R2→ R2 dada por S(t,s,(x,y)) := (xet−s,yet−s), para todo (x,y) ∈ R2 com t ≥ s,
onde (x,y) é dada em coordenadas da base canônica de R2 define um processo de evolução em
R2.

De fato, é fácil ver que S é contı́nua e S(t, t)(x,y) = (x,y), para todo (x,y) ∈R2 e t ∈R, isto
é, S(t, t) = I para todo t ∈ R. Além disso, para todo (x,y) ∈ R2 e t ≥ τ≥ s, temos

S(t,τ)S(τ,s)(x,y) = S(t,τ)
(
xeτ−s,yeτ−s)

=
(
xeτ−set−τ,yeτ−set−τ

)
=

(
xet−s,yet−s)

= S(t,s)(x,y).

Logo, S(t,τ)S(τ,s) = S(t,s) para todo t ≥ τ≥ s.

Exemplo 3.1.4 Seja X = R2 com a métrica usual. A aplicação T : R+×R2 → R2 dada por
T (t,x) = (t + x1, t + x2), onde x = (x1,x2) é dada em coordenadas da base canônica de R2

define um semigrupo em R2.

De fato, vemos facilmente que T é contı́nua e T (0)x = (0+ x1,0+ x2) = (x1,x2) = x, para
todo x ∈ R2, portanto, T (0) = I. Além disso, para todo t,s≥ 0 e x ∈ R2,

T (t + s)x = ((t + s)+ x1,(t + s)+ x2)

= (t +(s+ x1), t +(s+ x2))

= T (t)(s+ x1,s+ x2)

= T (t)T (s)x.

Logo, T (t + s) = T (t)T (s) para todo t,s≥ 0.

Exemplo 3.1.5 Seja X =R2 com a métrica usual. A aplicação T : R+×R2→R2 definida por
T (t,(x,y)) = (e−tx,e−ty), para todo (x,y) ∈ R2 e t ≥ 0 define um semigrupo em R2.

Com efeito, claramente T é contı́nua e T (0,(x,y))= (x,y) para todo (x,y)∈R2, logo T (0)=
I. Também, para todo t,s≥ 0 e (x,y) ∈ R2, temos

T (t + s)(x,y) =
(
e−t−sx,e−t−sy

)
=
(
e−te−sx,e−te−sy

)
e

T (t)T (s)(x,y) = T (t)
(
e−sx,e−sy

)
=
(
e−te−sx,e−te−sy

)
.

Logo, T (t + s) = T (t)T (s) para todo t,s≥ 0.

Exemplo 3.1.6 Seja X =R2 com a métrica usual. A aplicação T : R+×R2→R2 definida por
T (t,(x,y)) = (atx,aty), para todo (x,y) ∈ R2 e t ≥ 0, onde a > 0 define um semigrupo em R2.



20

Com efeito, T é claramente contı́nua e T (0)(x,y) = (x,y), para todo (x,y) ∈ R2 e t ≥ 0, ou
seja, T (0) = I. Além disso, para todo t,s≥ 0 e (x,y) ∈ R2, temos

T (t + s)(x,y) =
(
xat+s,yat+s)= (xasat ,yasat)= T (t)(xas,yas) = T (t)T (s)(x,y).

Logo, T (t + s) = T (t)T (s) para todo t,s≥ 0.

Para um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} e um conjunto B⊂ X , definimos:

(a) Para cada (t,s) ∈ R×R com t ≥ s, a imagem de B por S(t,s),

S(t,s)B := {S(t,s)x : x ∈ B}.

(b) A órbita de B a partir do instante s ∈ R,

γ
s(B) :=

⋃
t≥s

S(t,s)B.

(c) A órbita pullback de B no instante t ∈ R,

γp(B, t) :=
⋃
s≤t

S(t,s)B.

Definição 3.1.3 Se γp(B, t) é limitada para cada subconjunto limitado B de X e para cada
t ∈ R, {S(t,s) : t ≥ s} é dito pullback limitado.

Definição 3.1.4 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução. Dado t ∈ R, dizemos que um
conjunto K(t)⊂ X atrai pullback um subconjunto C de X no instante t sob a ação de {S(t,s) :
t ≥ s} se

lim
s→−∞

dist(S(t,s)C,K(t)) = 0.

Uma famı́lia {K(t) : t ∈R} atrai pullback subconjuntos limitados de X sob a ação de {S(t,s) :
t ≥ s} se K(t) atrai pullback todos subconjuntos limitados de X no instante t sob a ação de
{S(t,s) : t ≥ s}, para cada t ∈ R.

Neste trabalho, quando usarmos a expressão “atrai” fica subtendido que atrai no sentido
pullback.

Definição 3.1.5 Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que A atrai B pelo semigrupo
{S(t) : t ≥ 0} se

lim
t→+∞

dist(S(t)B,A) = 0.

Definimos a seguir a noção de absorção de um conjunto pela ação do processo de evolução,
da qual introduzimos o conceito de dissipatividade do processo de evolução.

Definição 3.1.6 Dado t ∈ R, B(t) ⊂ X absorve pullback subconjuntos limitados de X no ins-
tante t se, para cada subconjunto limitado B de X, existe T = T (t,B)≤ t tal que

S(t,s)B⊂ B(t), para todo s≤ T (t,B).
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Uma famı́lia {B(t) : t ∈ R} absorve pullback subconjuntos limitados de X se B(t) absorve
pullback conjuntos limitados no instante t, para cada t ∈ R.

Definição 3.1.7 Se existe uma famı́lia {B(t) : t ∈ R} de conjuntos limitados que absorve pull-
back subconjuntos limitados (pontos, compactos) de X então dizemos que o processo de evolução
{S(t,s); t ≥ s} é pullback limitado (ponto, compacto) dissipativo.

Observação 3.1.1 Na Definição 3.1.4, o tempo final é mantido fixo enquanto que o tempo
inicial retrocede para −∞. Note que isto não é o mesmo que voltar no tempo. A evolução é
sempre até um instante t a partir de um instante inicial s que tende a −∞.

Definimos agora os conceitos de conjuntos invariantes por um processo de evolução e por
um semigrupo, que são um dos requisitos para definir o atrator pullback e o atrator global,
respectivamente.

Definição 3.1.8 Seja {B(t) : t ∈ R} uma famı́lia de subconjuntos de X. Dizemos que esta
famı́lia é invariante pelo processo de evolução {S(t,s); t ≥ s} se

S(t,s)B(s) = B(t), para todo t ≥ s.

Definição 3.1.9 Uma famı́lia {A(t) : t ∈R} de subconjuntos compactos de X é dita um atrator
pullback para o processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} se

(i) for invariante por {S(t,s) : t ≥ s},

(ii) atrai pullback subconjuntos limitados de X,

(iii) e é minimal no seguinte sentido: se há uma outra famı́lia invariante {C(t) : t ∈ R} que
atrai pullback subconjuntos limitados de X, então A(t)⊆C(t), para todo t ∈ R.

Definição 3.1.10 Seja B um subconjunto de X. Dizemos que B é invariante pelo semigrupo
{S(t) : t ≥ 0} se

S(t)B = B, para todo t ≥ 0.

Definição 3.1.11 Um conjunto A ⊆ X é um atrator global para o semigrupo {S(t) : t ≥ 0} se

(i) A é compacto;

(ii) A é invariante;

(iii) A atrai cada subconjunto limitado de X.

O resultado a seguir mostra que o atrator global para o semigrupo {S(t) : t ≥ 0} e o atrator
pullback para o processo de evolução autônomo {S(t−s) : t ≥ s} são essencialmente os mesmos.

Lema 3.1.1 Um processo de evolução autônomo {S(t − s) : t ≥ s} tem um atrator pullback
{A(t) : t ∈ R} se, e somente se, o semigrupo {S(t) : t ≥ 0} tem um atrator global A e em
qualquer dos casos A(t) = A , para todo t ∈ R.
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Demonstração: Suponha que {S(t − s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R}. É
claro que {S(t) : t ≥ 0} tem um atrator global A e que A ⊂A(t) para cada t ∈R. Além disso, a
famı́lia {Ã(t) = A : t ∈R} atrai pullback subconjuntos limitados de X. Segue da minimalidade
de A(t) que Ã(t) = A ⊃ A(t), e portanto, {S(t) : t ≥ 0} tem um atrator global A e A(t) = A ,
para todo t ∈ R.

Reciprocamente, se {S(t) : t ≥ 0} tem um atrator global A , então é claro que a famı́lia
constante {A(t) = A : t ∈ R} é invariante pelo processo {S(t− s) : t ≥ s}, A(t) atrai pullback
subconjuntos limitados de X sob a ação de {S(t− s) : t ≥ s} e A(t) é compacto para cada t ∈R.
A minimalidade de A(t) decorre do fato de que A é limitado e S(t,s)A = S(t− s)A = A , para
todo t ≥ s.

Exemplo 3.1.7 Considere o semigrupo em R2 definido pela aplicação T : R+ ×R2 → R2,
T (t,(x,y)) = (atx,aty), para todo (x,y) ∈ R2 e t ≥ 0 com 0 < a < 1, como vimos no Exem-
plo 3.1.6. O conjunto A = {(0,0)} é um atrator global para este semigrupo.

De fato, claramente A é compacto e invariante. Assim, basta mostrar que A atrai todo
subconjunto limitado de R2. Seja B ⊂ R2 limitado. Então, existe M > 0 tal que ‖(x,y)‖ ≤M,
para todo (x,y) ∈ B. Dado ε > 0, tome τ > 0 tal que aτ < ε

M . Logo, para todo t ≥ τ temos

‖T (t)(x,y)‖=
∥∥(atx,aty

)∥∥= at ‖(x,y)‖ ≤ aτ ‖(x,y)‖ ≤ aτM < ε,

para todo (x,y) ∈ B. Portanto, dado ε > 0 existe τ > 0 tal que dist(T (t)B,A) < ε, para todo
t ≥ τ, de onde

lim
t→+∞

dist(T (t)B,A) = 0.

Logo, A atrai B e segue que A é um atrator global para o semigrupo {T (t) : t ≥ 0}. Do lema
anterior, segue que o processo de evolução {S(t−s) : t ≥ s} associado a este semigrupo tem um
atrator pullback {A(t) : t ∈ R} e A(t) = A = {(0,0)}, para todo t ∈ R.

Observemos que a exigência da minimalidade na definição de atrator pullback é adicional
relativamente à teoria de atratores para semigrupos. A minimalidade exigida é essencial para
garantir a unicidade dos atratores pullback. A inclusão dessa exigência está relacionada ao
enfraquecimento da propriedade de invariância imposta pela natureza não autônoma dos pro-
cessos de evolução gerais. Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo e {S(t− s) : t ≥ s} é o processo
de evolução autônomo associado a ele, pode existir uma famı́lia {A(t) : t ∈ R} de conjuntos
compactos e invariantes que atrai pullback subconjuntos limitados e não é minimal. De fato,
considere o processo de evolução autônomo dado por

{
S(t− s)x0 = e−(t−s)x0, x0 ∈ R, t ≥ s

}
associado ao semigrupo {S(t) : t ≥ 0}. A famı́lia {[−ce−t ,ce−t ] : t ∈ R, c≥ 0} de conjuntos
compactos de R é invariante sob a ação de

{
S(t− s)x0 = e−(t−s)x0, x0 ∈ R, t ≥ s

}
, pois fa-

zendo [−ce−t ,ce−t ] = B(t) para todo t ∈ R e c≥ 0, vem: Se x ∈ B(s) então −ce−s ≤ x≤ ce−s,
logo S(t− s)x = e−(t−s)x é tal que

−ce−(t−s)e−s ≤ e−(t−s)x≤ ce−(t−s)e−s

⇒ −ce−t ≤ e−(t−s)x≤ ce−t .

Portanto, S(t− s)x ∈ B(t), logo S(t− s)B(s)⊂ B(t). Por outro lado, se x ∈ B(t), então −ce−t ≤
x ≤ ce−t e e(t−s)x ∈ B(s). Como S(t − s)

(
e(t−s)x

)
= x, segue que x ∈ S(t − s)B(s). Logo,

B(t)⊂ S(t−s)B(s) e então S(t−s)B(s) = B(t). Além disso, B(t) = [−ce−t ,ce−t ] atrai pullback
todos os subconjuntos limitados de R sob a ação de

{
S(t− s) = e−(t−s)x0, x0 ∈ R, t ≥ s

}
no

instante t para cada t ∈ R, uma vez que, dado um subconjunto limitado A de R,



23

lim
s→−∞

dist(S(t− s)A,B(t)) = 0.

Agora, observe que a famı́lia {[−e−t ,e−t ] : t ∈ R} de subconjuntos compactos de R é inva-
riante e atrai subconjuntos limitados de R no instante t sob a ação de {S(t−s) = e−(t−s)x0, x0 ∈
R, t ≥ s}, para cada t ∈ R. Mas, por outro lado, para c > 1 temos[

−e−t ,e−t]⊂ [−ce−t ,ce−t] .
Logo, {[−ce−t ,ce−t ] : t ∈ R, c≥ 0} não é minimal.

Definição 3.1.12 Uma solução global para um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} é uma
função ξ : R→ X tal que

S(t,s)ξ(s) = ξ(t), para todo t ≥ s.

Dizemos que a solução global ξ : R→ X de um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} é
backwards limitada se existe um τ ∈ R tal que {ξ(t) : t ≤ τ} é um subconjunto limitado de X.

Exemplo 3.1.8 Considere o processo de evolução {S(t,s) :R→R : t ≥ s} definido por S(t,s)x=
xet−s, para todo x ∈ R, t ≥ s, como vimos no Exemplo 3.1.2. A função ξ : R→ R dada por
ξ(t) = et , para todo t ∈ R, é uma solução global backwards limitada para este processo.

De fato, para t ≥ s,

S(t,s)ξ(s) = ξ(s)et−s = eset−s = et = ξ(t).

Ainda, {et : t ≤ 0} ⊂ [0,1].

Exemplo 3.1.9 Claramente, a função nula ξ : R→R, ξ(t) = 0, para todo t ∈R é uma solução
global para o processo dado no exemplo anterior. Como para todo τ ∈ R, o conjunto {ξ(t) :
t ≤ τ}= {0} é um subconjunto limitado de R, então ξ é backwards limitada.

Observação 3.1.2 (ver [1]) a) Se exigirmos que o atrator pullback {A(t) : t ∈ R} tem a pro-
priedade de que

⋃
s≤τ

A(s) é limitado para cada τ ∈ R, a exigência de que o atrator pullback é

minimal na Definição 3.1.9 pode ser retirada.
b) Se um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R} e
ξ : R→ X é uma solução backwards limitada, então ξ(t) ∈ A(t), para todo t ∈ R.
c) se {A(t); t ∈R} é um atrator pullback para o processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} e

⋃
s≤t

A(s)

é limitado para todo t ∈ R, então A(t) é dado por

A(t) = {ξ(t) : R→ X é uma solução global backwards limitada para {S(t,s); t ≥ s}},

para todo t ∈ R.
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3.2 Processos pullback assintoticamente compactos
Vamos definir agora a noção de processo de evolução pullback assintoticamente compacto que
é naturalmente associada com processos de evolução que possuem um atrator pullback, como
veremos nos Teoremas 3.2.2 e 3.2.3. Este conceito é útil nas aplicações para obter a existência
de atratores pullback para um processo de evolução.

Definição 3.2.1 Um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} em um espaço métrico X é dito
pullback assintoticamente compacto se, para cada t ∈ R, sequência {sk}k∈N em (−∞, t ] e
sequência limitada {xk}k∈N em X tais que sk → −∞, quando k→ ∞ e {S(t,sk)xk : k ∈ N} é
limitado, a sequência {S(t,sk)xk}k∈N tem uma subsequência convergente.

Definiremos agora as semiórbitas positivas e, a partir daı́, introduziremos o conceito de
semigrupo limitado.

Definição 3.2.2 Dado um conjunto B⊂ X limitado, sua semitrajetória ou semiórbita ou órbita
positiva relativa ao semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é o conjunto

γ+(B) =
⋃
x∈B

γ
+(x),

onde γ+(x) = {S(t)x : t ∈ R+} é a semitrajetória positiva de x.

Definição 3.2.3 Dizemos que um semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é limitado se a semiórbita positiva
γ+(B) ou, equivalente,

⋃
0≤t

S(t)B é limitada para cada conjunto limitado B ⊂ X, isto é, se a

semiórbita positiva de qualquer conjunto limitado de X for limitada em X.

Observação 3.2.1 Dado um conjunto B ⊂ X limitado, a semitrajetória de B relativa ao semi-
grupo {S(t) : t ≥ 0} e a órbita pullback de B no instante t ∈ R relativa ao processo evolução
autônomo {S(t− s) : t ≥ s} são os mesmos, isto é, γ+(B) = γp(B, t).

De fato,

γp(B, t) =
⋃
s≤t

S(t,s)B =
⋃
s≤t

S(t− s)B =
⋃
0≤t

S(t)B = γ
+(B).

Definição 3.2.4 Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que B absorve A sob a ação do
semigrupo {S(t) : t ≥ 0}, se existe τ ≥ 0 tal que S(t)A ⊂ B, para todo t ≥ τ. Dizemos que B
absorve um ponto x ∈ X, se existe τx ≥ 0 tal que S(t)x ∈ B, para todo t ≥ τx.

Definição 3.2.5 Um semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é dito limitado dissipativo (ponto dissipativo), se
existe um subconjunto limitado B de X tal que B absorve todo subconjunto limitado (ponto) de
X sob a ação de {S(t) : t ≥ 0}.

Definição 3.2.6 Um Semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é chamado assintoticamente compacto, se para
toda sequência limitada (xn) em X e toda sequência (tn) em R+, com tn → +∞, a sequência
(S(tn)xn) em X possui uma subsequência convergente.

Da teoria de semigrupos é conhecido o seguinte resultado (ver [1])

Teorema 3.2.1 Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo, as seguintes condições são equivalentes:
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(i) {S(t) : t ≥ 0} possui um atrator global;

(ii) {S(t) : t ≥ 0} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto;

(iii) {S(t) : t ≥ 0} é limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto.

A condição (ii) dá a seguinte caracterização de processos autônomos que têm atratores pull-
back

Teorema 3.2.2 Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo, o processo de evolução autônomo {S(t− s) :
t ≥ s} tem um atrator pullback se, e somente se, for pullback assintoticamente compacto e
pullback limitado dissipativo.

Demonstração: O processo de evolução autônomo {S(t− s) : t ≥ s} tem um atrator pullback
se, e somente se, o semigrupo {S(t) : t ≥ 0} tem um atrator global (pelo Lema 3.1.1) se, e
somente se, {S(t) : t ≥ 0} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto (pelo Teorema
3.2.1) se, e somente se, o processo de evolução autônomo {S(t− s) : t ≥ s} for pullback assin-
toticamente compacto e pullback limitado dissipativo.

Por outro lado, da condição (iii) temos

Teorema 3.2.3 Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo, o processo de evolução autônomo {S(t− s) :
t ≥ s} tem um atrator pullback se, e somente se, {S(t− s) : t ≥ s} é pullback limitado, pullback
ponto dissipativo e pullback assintoticamente compacto.

Definição 3.2.7 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X e B um
subconjunto de X. O conjunto ω - limite pullback de B no instante t é definido por

ω(B, t) :=
⋂
σ≤t

⋃
s≤σ

S(t,s)B

ou, equivalente,

ω(B, t) = {y ∈ X : existem sequências {sk}k∈N em (−∞, t ], sk→−∞, quando k→ ∞ e {xk}k∈N
em B, tal que y = lim

k→∞
S(t,sk)xk}. (?)

Note que, por definição, o conjunto ω - limite pullback é fechado, pois é interseção de fe-
chados.

O teorema a seguir dá uma caracterização de processos de evolução com atrator pullback.
É um resultado muito utilizado para obter existência de atratores pullback em aplicações (ver
[18, 19, 20, 21, 22]) para o caso autônomo.

Teorema 3.2.4 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X. Então,
as seguintes afirmações são equivalentes

(i) {S(t,s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R};

(ii) Existe uma famı́lia de conjuntos compactos {K(t) : t ∈R} que atrai pullback subconjuntos
limitados de X sob a ação de {S(t,s) : t ≥ s}.
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Em qualquer dos casos,

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B⊂ X limitado}

e {A(t) : t ∈ R} é minimal no sentido de que, se existe outra famı́lia de conjuntos fechados e
limitados {Â(t) : t ∈R} que atrai pullback subconjuntos limitados de X sob a ação de {S(t,s) :
t ≥ s}, então A(t) ⊆ Â(t), para cada t ∈ R.

Antes da prova deste teorema, vejamos o lema a seguir que será útil para a prova do mesmo.

Lema 3.2.1 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X. Se B⊂ X,
então S(t,s)ω(B,s)⊂ω(B, t) para cada t ≥ s. Se B é tal que ω(B,s) é compacto e atrai pullback
B no instante s, então para cada t ≥ s, temos

S(t,s)ω(B,s) = ω(B, t).

Demonstração: Se ω(B,s) = /0, não há o que mostrar. Suponha ω(B,s) 6= /0 e seja y∈ω(B,s).
Então, existem sequências {sk}k∈N em (−∞,s], sk → −∞, quando k→ ∞ e {xk}k∈N em B, tal
que

lim
k→∞

S(s,sk)xk = y.

Pela continuidade de S(t,s), segue que

lim
k→∞

S(t,s)S(s,sk)xk = S(t,s)y.

Portanto,

lim
k→∞

S(t,sk)xk = S(t,s)y

Assim, S(t,s)y ∈ ω(B, t). Logo, S(t,s)ω(B,s)⊂ ω(B, t) para cada t ≥ s.
Resta mostrar que, se ω(B,s) é compacto a atrai pullback B, então ω(B, t) ⊂ S(t,s)ω(B,s)

para cada t ≥ s. Seja x ∈ ω(B, t). Então, existem sequências σk → -∞, quando k→ ∞, σk ≤ t e
xk ∈ B, para todo k ∈N tais que S(t,σk)xk→ x, quando k→∞. Como σk→−∞ quando k→∞,
σk ≤ t, existe k0 ∈ N tal que σk ≤ s para todo k ≥ k0, para s ∈ (−∞, t]. Logo,

S(t,s)S(s,σk)xk = S(t,σk)xk→ x,

pois t ≥ s≥ σk, para todo k ≥ k0. Como ω(B,s) atrai pullback B no instante s, temos

lim
k→∞

dist(S(s,σk)xk,ω(B,s)) = 0.

Disto e da compacidade de ω(B,s), segue que {S(s,σk)xk}k∈N tem uma subsequência (que con-
tinuaremos denotando {S(s,σk)xk}k∈N) convergindo para algum y ∈ ω(B,s). Da continuidade
de S(t,s), resulta que

S(t,s)S(s,σk)xk→ S(t,s)y.

Pela unicidade do limite, S(t,s)y = x. Logo ω(B, t) ⊂ S(t,s)ω(B,s), para todo t ≥ s, como
querı́amos mostrar.
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Demonstração do Teorema 3.2.4: (i) ⇒ (ii) : Suponha que {S(t,s) : t ≥ s} tem um atra-
tor pullback {A(t) : t ∈ R}. Então, pela Definição 3.1.9, cada A(t) é compacto e atrai pullback
subconjuntos limitados de X sob a ação de {S(t,s) : t ≥ s}.
(ii)⇒ (i) : Suponha que (ii) ocorre. Então, para cada subconjunto limitado B de X e para cada
t ∈ R,

lim
s→−∞

dist(S(t,s)B,K(t)) = 0.

Assim, se y ∈ ω(B, t), então y ∈ K(t) por (?). Portanto, ω(B, t) ⊂ K(t), para todo subconjunto
limitado B de X e para cada t ∈ R.

Afirmação 3.2.1 ω(B, t) atrai B.

De fato, se ω(B, t) não atrai B , existiriam ε> 0, sequências {sk}k∈N em R, sk→−∞ quando
k→ ∞ e {xk}k∈N em B tais que

dist(S(t,sk)xk,ω(B, t))> ε (3.1)

para todo k ∈ N. Como K(t) atrai B no instante t, temos

lim
k→∞

dist(S(t,sk)xk,K(t)) = 0.

Consequentemente, {S(t,sk)xk}k∈N tem uma subsequência convergindo para algum x0 ∈ K(t).
Portanto, x0 ∈ ω(B, t), o que contraria (3.1). Logo, a afirmação segue.

Seguindo, como ω(B, t)⊂ K(t), ω(B, t) é fechado e K(t) é compacto, então ω(B, t) é com-
pacto para cada t. Assim, ω(B,s) é compacto e atrai pullback B no instante s. Pelo Lema 3.2.1,
segue que S(t,s)ω(B,s) = ω(B, t), para cada t ≥ s, logo ω(B, t) é invariante. Defina A(t) por

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B⊂ X limitado}.

Como ω(B, t)⊂ K(t) para cada B⊂ X limitado, segue que A(t) é compacto. Além disso, A(t)
atrai pullback subconjuntos limitados de X . De fato, como ω(B, t)⊂ A(t) para B⊂ X limitado
e ω(B, t) atrai pullback B no instante t, isto é,

lim
s→−∞

dist(S(t,s)B,ω(B, t)) = 0,

então

lim
s→−∞

dist(S(t,s)B,A(t)) = 0.

Logo, A(t) atrai pullback B.

Afirmação 3.2.2 A invariância de A(t) segue da invariância das famı́lias {ω(B, t) : t ∈ R}.

De fato, dado x0 ∈ A(s), x0 ∈
⋃
{ω(B,s) : B⊂ X limitado}, portanto, existe xn ∈ ω(Bn,s),

Bn ⊂ X limitado para cada n ∈ N com xn→ x0 quando n→ ∞. Então, S(t,s)xn = yn ∈ ω(Bn, t)
pelo Lema 3.2.1 e, pela continuidade de S(t,s), temos que yn→ S(t,s)x0 implicando em
S(t,s)x0 ∈ A(t). Assim, S(t,s)A(s)⊂ A(t).

Por outro lado, se y0 ∈A(t), existe yn ∈ω(Bn, t), Bn ⊂ X limitado com yn→ y0 quando n→
∞. Da invariância da famı́lia ω(Bn, t), temos S(t,s)ω(Bn,s) = ω(Bn, t) para todo t ≥ s. Assim,
existe xn ∈ ω(Bn,s) tal que S(t,s)xn = yn. Mas cada S(t,s)xn ∈ S(t,s)ω(Bn,s) ⊂ S(t,s)A(s),
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pois ω(Bn,s) ⊂ A(s). Assim, como S(t,s)A(s) é compacto (pois S(t,s) é contı́nuo e A(s) é
compacto) e não depende de n e {yn}n∈N ⊂ S(t,s)A(s), segue que

y0 = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

S(t,s)xn ∈ S(t,s)A(s).

Portanto, A(t) ⊂ S(t,s)A(s). Logo, S(t,s)A(s) = A(t) para todo t ≥ s e A(t) é invariante.
Agora, se {Â(t) : t ∈R} é outra famı́lia de conjuntos compactos que é invariante e atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante t, pela definição de ω - limite pullback, temos ω(B, t)⊆
Â(t) para todo subconjunto limitado B de X e para cada t ∈ R. Daı́, segue que A(t) ⊆ Â(t),
mostrando que A(t) é minimal. Assim A(t) é um atrator pullback para o processo de evolução
{S(t,s) : t ≥ s}, como querı́amos mostrar.

Lema 3.2.2 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X. Se B é um

subconjunto não vazio de X tal que
⋃

s≤s0

S(t,s)B é compacto, para algum s0 ∈ R, s0 ≤ t, então

ω(B, t) é não vazio, compacto, invariante e ω(B, t) atrai pullback B no instante t.

Demonstração: Como B é não vazio, existe x ∈ B tal que

S(t,s)x ∈
⋃
s≤σ

S(t,s)B⊂
⋃
s≤σ

S(t,s)B⊂
⋃

s≤s0

S(t,s)B

para cada σ ≤ s0 ≤ t. Assim, como
⋃

s≤s0

S(t,s)B é compacto, obtemos que
⋃
s≤σ

S(t,s)B é não

vazio e compacto para cada σ≤ s0 ≤ t. Como

ω(B, t) =
⋂
σ≤t

⋃
s≤σ

S(t,s)B,

segue que ω(B, t) é não vazio e compacto.
Agora, mostremos que ω(B, t) atrai pullback B no instante t. Suponha que isto não ocorra.

Então, existe ε > 0 e sequências {xk}k∈N em B, {σk}k∈N em R com σk ≤ t, σk→−∞ quando
k→ ∞, tal que

dist(S(t,σk)xk,ω(B, t))> ε (3.2)

para todo k ∈ N. Como
⋃

s≤s0

S(t,s)B é compacto e

{S(t,σk)xk : k ≥ k0} ⊂
⋃

s≤s0

S(t,s)B

para algum k0 ∈ N, {S(t,σk)xk : k ∈ N} tem uma subsequência convergindo para algum y ∈
ω(B, t) =

⋂
σ≤t

⋃
s≤σ

S(t,s)B, o que contraria (3.2). Logo, ω(B, t) atrai pullback B no instante t.

Pelo Lema 3.2.1, segue a invariância de ω(B, t) e o resultado segue.

Lema 3.2.3 Se {S(t,s) : t ≥ s} é um processo de evolução pullback assintoticamente compacto

e B é um subconjunto não vazio limitado de X tal que
⋃

τ≤s0

S(t,τ)B é limitado, para algum

s0 ∈ (−∞, t], então ω(B, t) é não vazio, compacto, invariante e atrai pullback B no instante t.
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Demonstração: Primeiramente, note que, para quaisquer sequências {xk : k ∈ N} em B ⊂ X
e {sk : k ∈ N} em (−∞,s0], sk→−∞ quando k→ ∞, temos que {S(t,sk)xk : k ∈ N} é limitada,
pois

S(t,sk)xk ∈
⋃

τ≤s0

S(t,τ)B ∀k ∈ N.

Como {S(t,s) : t ≥ s} é pullback assintoticamente compacto, a sequência {S(t,sk)xk}k∈N tem
uma subsequência convergente (que continuaremos denotando {S(t,sk)xk}k∈N), isto é, existe
y ∈ X tal que

y = lim
k→∞

S(t,sk)xk.

Daı́, segue que y ∈ ω(B, t) e ω(B, t) é não vazio.
Agora, dada uma sequência {yk}k∈N em ω(B, t), existem xk ∈ B e sk ∈ (−∞,s0], sk ≤−k tal

que

d (S(t,sk)xk,yk)≤
1
k

devido a (?). Como {S(t,sk)xk : k ∈N} tem uma subsequência convergente, segue que {yk : k ∈
N} tem uma subsequência convergente e ω(B, t) é compacto.

Mostremos agora que ω(B, t) atrai pullback B no instante t. Se ω(B, t) não atrai pullback B
no instante t, existe ε > 0 e sequências {xk}k∈N ⊂ B e sk→−∞ quando k→ ∞, tal que

dist(S(t,sk)xk,ω(B, t))> ε. (3.3)

Como {S(t,s) : t ≥ s} é pullback assintoticamente compacto, existe um y ∈ X e uma sub-
sequência de {S(t,sk)xk : k ∈ N} (que continuaremos denotando {S(t,sk)xk : k ∈ N}) tal que

y = lim
k→∞

S(t,sk)xk.

Assim, y ∈ ω(B, t), contrariando (3.3). Logo, ω(B, t) atrai pullback B no instante t.
Finalmente, como ω(B, t) é compacto e atrai pullback B no instante t, segue do Lema 3.2.1

que S(t,s)ω(B,s) = ω(B, t) para todo t ≥ s, isto é, ω(B, t) é invariante e o lema está provado.

Os próximos teoremas fornecem resultados alternativos para provar axistência de atratores
pullback.

Teorema 3.2.5 Se {S(t,s) : t ≥ s} é pullback limitado dissipativo e pullback assintoticamente
compacto, então

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B⊂ X limitado}

é fechado, invariante, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, e a famı́lia
{A(t) : t ∈R} é minimal entre as famı́lias {B(t) : t ∈R} tal que B(t) é fechado a atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante t.

Demonstração: Como {S(t,s) : t ≥ s} é pullback limitado dissipativo, existe uma famı́lia
{B(t) : t ∈ R} de conjuntos limitados que absorve pullback subconjuntos limitados de X no
instante t, para cada t ∈ R. Assim, dado t ∈ R, para cada subconjunto limitado B de X , existe
T = T (t,B)≤ t tal que S(t,s)B⊂ B(t), para todo s≤ T = T (t,B), donde
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⋃
s≤T

S(t,s)B⊂ B(t) ⇒
⋃
s≤T

S(t,s)B⊂ B(t).

Como B(t) é limitado, segue que
⋃
s≤T

S(t,s)B é limitado para algum T ∈ (−∞, t]. Assim estamos

nas hipóteses do Lema 3.2.3. Logo, dado um subconjunto limitado não vazio B de X , ω(B, t) é
não vazio, compacto, invariante e atrai pullback B no instante t. Assim, se

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B⊂ X limitado},

então, pelo que vimos na prova do Teorema 3.2.4, {A(t) : t ∈ R} é fechado, invariante e atrai
pullback subconjuntos limitados de X no instante t.

Para concluir a prova, se {B(t) : t ∈R} é uma famı́lia tal que B(t) é fechado e atrai pullback
subconjuntos limitados de X no instante t, novamente pelo que vimos na prova do Teorema
3.2.4, temos que ω(B, t) ⊂ B(t) para cada subconjunto limitado B de X . Consequentemente,
A(t) ⊂ B(t), para cada t ∈ R, uma vez que A(t) é o menor fechado que contém

⋃
{ω(B, t) :

B ⊂ X limitado}. Portanto, {A(t) : t ∈ R} é minimal entre as famı́lias de conjuntos fechados
que atraem pullback subconjuntos limitados de X no instante t e a prova está concluı́da.

Observe que o teorema acima não conclui a compacidade de A(t). Para obter a compacidade
de cada seção faz-se hipóteses adicionais sobre os processos de evolução.

Definição 3.2.8 Dizemos que um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente
limitado dissipativo se, para cada t ∈R, existir um subconjunto limitado B(t) de X que absorve
pullback subconjuntos limitados de X no instante τ para cada τ≤ t; isto é, dado um subconjunto
limitado B de X e τ≤ t, existe S0(τ,B) tal que S(τ,s)B⊂ B(t), para todo s≤ S0(τ,B).

Note que na definição anterior, a famı́lia {B(t) : t ∈ R} não precisa ter união limitada. No
entanto, podemos escolhê-la de modo que, para cada t ∈ R,

⋃
s≤t

B(s) é limitada.

O teorema a seguir dá condições suficientes para a existência de um atrator pullback.

Teorema 3.2.6 Se um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado
dissipativo e pullback assintoticamente compacto, então {S(t,s) : t ≥ s} tem um atrator pullback
{A(t) : t ∈ R} com a propriedade que

⋃
s≤t

A(s) é limitada para cada t ∈ R.

Demonstração: Se A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B⊂ X limitado}, decorre do Teorema 3.2.5 que A(t)

é fechado, invariante, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t e que A(t) é mi-
nimal entre os conjuntos fechados que atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante
t. Do fato de que {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe um subcon-
junto limitado B(t) de X que absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante τ para
cada τ≤ t.

Afirmação 3.2.3 ω(B(t), t) atrai pullback todo subconjunto limitado de X no instante t.

De fato, como ω(B(t), t) atrai pullback B(t) no instante t, basta mostrar que, dado um sub-
conjunto limitado D de X , ω(D, t)⊂ ω(B(t), t). De fato, se ω(D, t)⊂ ω(B(t), t) e se ω(B(t), t)
não atrai pullback D no instante t, existe ε > 0 e {xn} ⊂ D, sn→−∞ quando n→ ∞ tal que

dist(S(t,sn)xn,ω(B(t), t))> ε
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para cada n ∈ N. Do fato de que ω(D, t)⊂ ω(B(t), t), segue que

dist(S(t,sn)xn,ω(D, t))> ε (3.4)

para cada n ∈ N. Como {S(t,s) : t ≥ s} é pullback assintoticamente compacto e a sequência
{S(t,sn)xn}n∈N é limitada, pois S(t,s)D ⊂ B(t) para s ≤ S0, pois {S(t,s) : t ≥ s} é pullback
fortemente limitado dissipativo, {S(t,sn)xn}n∈N tem uma subsequência convergente, isto é,
existe y ∈ X tal que y = lim

n→∞
S(t,sn)xn. Daı́, y ∈ ω(D, t) e isso contraria (3.4). Mostrare-

mos então que ω(D, t) ⊂ ω(B(t), t). Se x0 ∈ ω(D, t), existem sequências {sk}k∈N em (−∞, t]
com sk →−∞ quando k→ ∞, e {xk}k∈N em D tal que S(t,sk)xk → x0 quando k→ ∞. Como
{S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, dada uma sequência {τn}n∈N com
τn→−∞ quando n→ ∞, existe uma sequência {σn}n∈N com σn ≤ τn tal que S(τn,s)D⊂ B(t),
para todo s≤ σn(τn).

Dado que sk → −∞ quando k → ∞, então para cada τn existe kn ≥ n tal que skn ≤ τn e
S(τn,skn)xkn ∈ B(t) (pois S(τn,skn)xkn ∈ S(τn,skn)D⊂ B(t)). Assim,

S(t,skn)xkn = S(t,τn)S(τn,skn)xkn ∈ S(t,τn)B(t).

Portanto, x0 ∈ ω(B(t),t), logo ω(D, t) ⊂ ω(B(t), t), e a afirmação segue.
Desta afirmação e do fato de que ω(B(t), t) é fechado e A(t) é minimal entre os conjun-

tos fechados que atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, segue que A(t) ⊂
ω(B(t), t). Consequentemente, como A(t) é fechado e ω(B(t), t) é compacto, A(t) é compacto.
Assim, {A(t) : t ∈ R} é um atrator pullback para o processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s}.

Além disso, como {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, para cada
subconjunto limitado D de X , ω(D,τ) ⊂ B(t), para todo τ ≤ t. De fato, para qualquer x0 ∈
ω(D,τ), existe uma sequência {sn} em (−∞,τ] com sn→−∞ e {xn} em D tal que

lim
n→∞

S(τ,sn)xn = x0.

Daı́, S(τ,sn)xn ∈B(t), para todo n suficientemente grande (pois existe S0(τ,D) tal que S(τ,sn)D⊂
B(t) para todo sn ≤ S0(τ,D)). Portanto, x0 ∈ B(t) e isto implica que

A(t)⊂ B(t), ∀ t ≥ s, (3.5)

já que A(t) é o menor fechado que contém
⋃
{ω(B, t) : B⊂ X limitado}. De (3.5), obtemos⋃

s≤t
A(s)⊂ B(t),

para cada t ∈ R, de onde
⋃
s≤t

A(s) é limitado para cada t ∈ R e o teorema está provado.

Para provar (em aplicações) que um processo é assintoticamente compacto, teremos de as-
sumir que o processo de evolução é pullback fortemente limitado conforme definido a seguir.

Definição 3.2.9 Dizemos que um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente
limitado se, para cada subconjunto limitado B de X e t ∈ R,

⋃
s≤t

γp(B,s) é limitado.

Observação 3.2.2 Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo, {S(t− s) : t ≥ s} é pullback fortemente
limitado se, e somente se, {S(t− s) : t ≥ s} é pullback limitado se, e somente se, {S(t) : t ≥ 0}
é um semigrupo limitado.
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De fato, {S(t− s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado se, e somente se, para cada sub-
conjunto limitado B de X e t ∈ R,

⋃
s≤t

γp(B,s) é limitada se, e somente se, {S(t) : t ≥ 0} é um

semigrupo limitado.
Apresentaremos um resultado (Teorema 3.2.8) que permite concluir existência de atrator

pullback sem ter que provar que o processo é pullback fortemente limitado dissipativo. Para
isto precisamos das seguintes definições.

Definição 3.2.10 Dizemos que um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s} é pullback forte-
mente assintoticamente compacto se, para cada t ∈ R, sequência limitada {xk : k ∈ N} em
X, sequências {sk : k ∈ N}, {τk : k ∈ N} com t ≥ τk ≥ sk e τk − sk → ∞ quando k → ∞,
então {S(τk,sk)xk : k ∈ N} é relativamente compacto. Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo,
{S(t− s) : t ≥ s} é pullback assintoticamenete compacto se, e somente se, {S(t) : t ≥ 0} é as-
sintoticamente compacto. O processo {S(t,s) : t ≥ s} é chamado fortemente compacto se, para
cada instante t e B⊂ X existe um TB ≥ 0 e um conjunto compacto K ⊂ X tal que S(τ,s)B⊂ K
para todo s≤ τ≤ t com τ− s≥ TB.

Definição 3.2.11 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X. Di-
zemos que um conjunto limitado B(t) de X pullback absorve fortemente pontos (subconjuntos
compactos) de X no instante t se, para cada x ∈ X (subconjunto compacto K de X), existe
σx > 0 (σk > 0) tal que S(τ,s)x ∈ B(t) (S(τ,s)K ⊂ B(t)) para todo s ≤ τ ≤ t com τ− s ≥ σx
(τ− s≥ σk). Dizemos que {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente ponto dissipativo (compacto
dissipativo) se, para todo t ∈R, existe um subconjunto limitado B(t)⊂ X que pullback absorve
fortemente pontos (subconjuntos compactos) de X no instante t.

Observação 3.2.3 Se um conjunto B(t) pullback absorve fortemente pontos (subconjuntos com-
pactos/subconjuntos limitados) de X em t, então ele pullback absorve fortemente pontos (sub-
conjuntos compactos/subconjuntos limitados) de X em τ para todo τ ≤ t. Além disso, se
{S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo, então {S(t − s) : t ≥ s} é pullback fortemente ponto dissipa-
tivo (compacto dissipativo) se, e somente se, {S(t − s) : t ≥ s} é pullback ponto dissipativo
(compacto dissipativo) se, e somente se, {S(t) : t ≥ 0} é ponto dissipativo (compacto dissipa-
tivo).

Lema 3.2.4 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução pullback fortemente ponto dissipa-
tivo, pullback assintoticamente compacto e pullback fortemente limitado. Se, para cada t ∈ R
e σ > 0, a famı́lia {S(τ,τ−σ) : τ ≤ t} é equicontı́nua em cada x ∈ X, então {S(t,s) : t ≥ s} é
pullback fortemente compacto dissipativo.

Demonstração: Do fato de que o processo {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente ponto dis-
sipativo, seja B(t) um subconjunto limitado de X que absorve fortemente pontos de X no ins-
tante t com t ∈ R fixo. Para τ ≤ t, seja B1(t) = {x ∈ X : d(x,y) < 1 para algum y ∈ B(t)} e
C(τ) = γp(B1(t),τ).

Afirmação 3.2.4 C(τ) é um subconjunto limitado de X que absorve fortemente pontos de X no
instante τ.

De fato, para x ∈ B1(t), existe uma sequência {xn : n ∈ N} ⊂ B1(t) tal que xn→ x quando
n→ ∞, isto é, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ d(xn,x)< ε.
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Como xn ∈ B1(t) para todo n ∈ N, então d(xn,y)< 1 para algum y ∈ B(t). Assim,

n > n0 ⇒ d(x,y)≤ d(xn,x)+d(xn,y)< ε+1,

de onde concluı́mos que B1(t) é um subconjunto limitado de X . Como o processo {S(t,s) :
t ≥ s} é pullback fortemente limitado, segue que

⋃
s≤τ

γp(B1(t),s) é limitado, portanto, C(τ) =

γp(B1(t),τ) é limitado. Observe também que B(t)⊂C(τ).
Agora, mostraremos que C(τ) absorve fortemente pontos de X no instante τ. Para tanto,

devemos mostrar que, para cada x ∈ X , existe σx > 0 tal que S(r,s)x ∈C(τ) para todo s≤ r ≤ τ

com r− s ≥ σx. Como B(t) absorve fortemente pontos de X no instante t, dado x ∈ X , existe
σx > 0 tal que se s+σx ≤ r≤ τ≤ t temos que S(r,s)x ∈ B(t), e como B(t)⊂C(τ) e τ≤ t, segue
que S(r,s)x ∈C(τ), para todo s≤ r ≤ τ com r− s≥ σx e a afirmação segue.

Devido a equicontinuidade do processo, se K é compacto e x ∈ K, existem νx ∈ N e εx > 0
tal que S(r,r− νx)(Bεx(x)) ⊂ B1(t), para todo r ≤ τ. Como B1(t) ⊂ C(τ), segue que S(τ,r−
νx)(Bεx(x))⊂C(τ) para todo r ≤ τ. Do fato de que K é compacto, existe um p ∈ N∗ e x1, x2,
..., xp ∈ K tal que

K ⊂
p⋃

i=1

Bεxi
(xi)

e para σK = max{σxi : 1≤ i≤ p}, temos

S(τ,r−σK)K ⊂C(τ),

para todo r−σK ≤ r ≤ τ ≤ t com τ− (r−σK) = τ− r +σK ≥ σK . Como {S(t,s) : s ≤ t} é
pullback fortemente limitado, então

⋃
τ≤t

C(τ) é limitado. Portanto, para todo t ∈ R,
⋃
τ≤t

C(τ) é

um subconjunto limitado de X que pullback absorve fortemente subconjuntos compactos de X
no instante t, e segue que {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente compacto dissipativo, como
querı́amos mostrar.

Teorema 3.2.7 Se um processo {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente compacto dissipativo e
pullback fortemente assintoticamente compacto, então {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente
limitado dissipativo.

Demonstração: Do fato de que {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente compacto dissipativo,
existe um B(t) fechado e limitado que pullback absorve fortemente subconjuntos compactos de
X no instante t.

Primeiramente, provemos que, para cada subconjunto limitado D de X , temos ω(D,τ) ⊂
B(t), para cada τ ≤ t. De fato, se y ∈ ω(D,τ), existe uma sequência {sk : k ∈ N} com sk ≤ τ,
sk→−∞ quando k→ ∞ e uma sequência {xk}k∈N ⊂ D tal que

lim
k→∞

S(τ,sk)xk = y

⇒ lim
k→∞

dist(S(τ,sk)xk,y) = 0,

de onde

lim
k→∞

dist(S(τ,sk)xk,ω(D,τ)) = 0.
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Tome {rk : k ∈ N} com τ ≥ rk ≥ sk e min{τ− rk,rk − sk} → ∞ quando k → ∞. Assim,
se min{r− rk,rk − sk} = r− rk, temos r− rk ≤ rk − sk e como r− rk → ∞ quando k → ∞,
temos rk− sk → ∞ quando k→ ∞. Por outro lado, se min{r− rk,rk− sk} = rk− sk, também
temos rk− sk → ∞ quando k→ ∞. Assim, usando o fato de que {S(t,s) : t ≥ s} é pullback
fortemente assintoticamenete compacto, {S(rk,sk)xk : k ∈ N} é relativamente compacto. Como
{S(rk,sk)xk : k∈N}⊂X e X é um espaço métrico, existe uma subsequência de {S(rk,sk)xk}k∈N,
que continuaremos denotando {S(rk,sk)xk}k∈N e z ∈ X tal que zk := S(rk,sk)xk → z quando
k→ ∞. Como B(t) pullback absorve fortemente subconjuntos compactos de X no instante t e
o conjunto K = {zk : k ∈ N}∪{z} ⊂ X é compacto, existe um σk ∈ N tal que S(τ,sk)K ⊂ B(t)
para todo sk ≤ τ≤ t sempre que τ− sk ≥ σk. Assim, para todo k suficientemente grande,

S(τ,sk)xk = S(τ,rk)S(rk,sk)xk = S(τ,rk)zk ∈ S(τ,rk)K ⊂ B(t).

Portanto,

y = lim
k→∞

S(τ,sk)xk ∈ B(t),

pois B(t) é fechado, de onde mostramos que ω(D,τ) ⊂ B(t), para cada τ ≤ t. Como ω(D,τ)
atrai pullback D no instante τ, resulta que B(t) atrai pullback D no instante τ, para cada τ ≤ t.
Logo, o processo {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, como querı́amos
mostrar.

Como consequência imediata do Teorema 3.2.6, temos o teorema a seguir.

Teorema 3.2.8 Se um processo {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente compacto dissipativo e
pullback fortemente assintoticamente compacto, então {S(t,s) : t ≥ s} tem um atrator pullback
{A(t) : t ∈ R} com a propriedade que

⋃
s≤t

A(s) é limitado para cada t ∈ R.

Demonstração: Pelo teorema anterior, {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipa-
tivo. Por hipótese, {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente assintoticamente compacto, e portanto,
é pullback assintoticamente compacto. Do Teorema 3.2.6, o resultado segue.

Teorema 3.2.9 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo de evolução com a propriedade que, para
cada t ∈ R e τ > 0 , {S(s,s− τ) : t ≥ s} é equicontı́nuo em x para cada x ∈ X. Se o processo
{S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente ponto dissipativo, pullback fortemente limitado e pullback
fortemente assintoticamente compacto, então {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado
dissipativo. Consequentemente, {S(t,s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R} com a
propriedade que

⋃
s≤t

A(s) é limitado para cada t ∈ R.

Demonstração: Pelo Lema 3.2.4, {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente compacto dissipativo.
Por hipótese, {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente assintoticamente compacto. Do Teorema
3.2.7, segue que {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo e do Teorema 3.2.6,
{S(t,s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈R} com a propriedade que

⋃
s≤t

A(s) é limitado

para cada t ∈ R e o resultado segue.

3.3 A medida de não-compacidade de Kuratowski
Veremos nesta seção a definição e propriedades básicas da medida de não-compacidade de
Kuratowski (ver [3] para mais detalhes) e um resultado de compacidade fortemente assintótica.
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Definição 3.3.1 Seja X um espaço métrico e A ⊂ X. A medida de não-compacidade de Kura-
towski é definida por:

α(A) = inf{δ > 0 : A tem uma cobertura finita de diâmetro < δ}.

Lema 3.3.1 Seja X um espaço métrico e α a medida de Kuratowski. Temos:

(1) α(A) = 0⇔ A é compacto;

(2) Se X é um espaço de Banach e A1, A2 ⊂ X, então α(A1 +A2)≤ α(A1)+α(A2);

(3) Se A1 ⊂ A2, então α(A1)≤ α(A2);

(4) α(A1∪A2)≤max{α(A1),α(A2)};

(5) α(A) = α(A);

(6) α(kA) = |k|α(A), para todo k ∈ R.

Para a prova deste lema, ver [3].

Lema 3.3.2 Seja X um espaço métrico completo e {Fn} uma sequência decrescente de conjun-
tos não vazios, limitados e fechados tal que

lim
n→∞

α(Fn) = 0.

Então, F =
⋂

n∈N
Fn é não vazio e compacto.

Demonstração: Escolha xn ∈ Fn para n≥ 1. Pelo Lema 3.3.1 temos,
α({xn}n≥1) = α({xn}n≥k), para todo k ≥ 1 e {xn}n≥k ⊂ Fk. Assim, α({xn}n≥1) = 0 e isto im-
plica que a sequência {xn}n≥1 ⊂ X é relativamente compacta (veja o Lema 3.3.1(1)). Podemos
assumir que xn → x em X . Evidentemente x ∈ F e assim F 6= /0. Também, α(F) ≤ α(Fn)
para todo n ≥ 1, portanto α(F) = 0. Uma vez que F é fechado, pois é interseção de fechados,
concluı́mos que F é compacto.

Em aplicações, para provar que um processo é pullback fortemente assintoticamente com-
pacto, usamos o resultado a seguir.

Teorema 3.3.1 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo pullback fortemente limitado tal que S(t,s) =
T (t,s)+U(t,s), onde U(t,s) é fortemente compacto e existe uma função não-crescente

K : R+×R+→ R

com K(σ,r)→ 0 quando σ→∞, e para todo s≤ t e x∈ X com ‖x‖≤ r, ‖T (t,s)x‖≤K(t−s,r).
Então o processo {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente assintoticamente compacto.

Demonstração: Seja {xn} ⊂ B com B ⊂ X limitado e tn, sn ∈ R com tn− sn → ∞ quando
n→ ∞ e t ≥ tn ≥ sn, para cada t ∈ R. Denotemos

Bt =
⋃
τ≤t

γp(B,τ).
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Como {S(t,s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado, Bt é limitado, e considere r ≥ 0 tal que
‖x‖ ≤ r para todo x ∈ Bt . Definamos os conjuntos

J j = {S(tn,sn)xn : n≥ j}.

Para cada xn, temos

S(τn,sn)xn ∈ S(τn,sn)B⊂
⋃

sn≤τn

S(τn,sn)B = γp(B,τn)⊂
⋃

τn≤t
γp(B,τn)⊂ Bt ⊂ B(0,r) := Br,

com τn =
(tn−sn)

2 (isto é, tn ≥ τn ≥ sn). Portanto, para cada xn, temos

S(tn,sn)xn = S(tn,τn)S(τn,sn)xn ⊂ S(tn,τn)Br. (3.6)

De (3.6) e do Lema 3.3.1, resulta que

α(J j) = α({S(tn,sn)xn : n≥ j})
≤ α({S(tn,τn)Br : n≥ j})
= α({T (tn,τn)Br +U(tn,τn)Br : n≥ j})
≤ α({T (tn,τn)Br : n≥ j})+α({U(tn,τn)Br : n≥ j}) .

Como U(t,s) é fortemente compacto e Br ⊂ X , existe TB ≥ 0 e um subconjunto compacto
K ⊂ X tal que U (τ,s)Br ⊂ K, para todo t ≥ τ ≥ s e τ− s ≥ TB. Daı́, se t j − τ j ≥ TB temos
U(tn,τn)Br ⊂ K para n≥ j, e pelo Lema 3.3.1, segue que, se t j− τ j ≥ TB temos

α({U(tn,τn)Br : n≥ j}) = 0

uma vez que {U(tn,τn)Br : n≥ j} é compacto. Assim, para cada j ∈ N tal que t j− τ j ≥ TB,
temos

α(J j)≤ α({T (tn,τn)Br : n≥ j}) .

Do fato de que ‖T (tn,τn)x‖ ≤ K(tn− τn,r) para x ∈ Br, segue que

α(J j)≤ K
(
t j− τ j,r

)
.

Como t j− τ j→ ∞ quando j→ ∞, segue da hipótese que

0≤ α(J j)≤ K
(
t j− τ j,r

)
→ 0

quando j→ ∞.

Afirmação 3.3.1 α(J1) = α(J j).

De fato, como J j ⊂ J1, pelo Lema 3.3.1, temos α(J j)≤ α(J1). Reciprocamente, novamente
pelo Lema 3.3.1,

α(J1) = α({S(tn,sn)xn : 1≤ n≤ j−1}∪{S(tn,sn)xn : n≥ j})
≤ max{α({S(tn,sn)xn : 1≤ n≤ j−1}),α({S(tn,sn)xn : n≥ j})} .

Como {S(tn,sn)xn : 1≤ n≤ j−1} é compacto, pelo Lema 3.3.1, obtemos

α({S(tn,sn)xn : 1≤ n≤ j−1}) = 0.

Logo,

α(J1)≤ α
(
{S(tn,sn)xn : n≥ j}) = α(J j

)
.

Segue que α(J1) = α(J j), implicando em
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α(J1)→ 0, quando j→ ∞.

Portanto, α({S(tn,sn)xn : n ∈ N}) = α(J1) = 0, e pelo Lema 3.3.1, {S(tn,sn)xn : n ∈ N} é com-
pacto, isto é, {S(tn,sn)xn : n ∈ N} é relativamente compacto, como querı́amos mostrar.

Para processos de evolução que são pullback fortemente limitado, o teorema a seguir, cuja
prova é imediata a partir do Teorema 3.3.1, dá condições suficientes para um processo de
evolução ser pullback assintoticamente compacto.

Teorema 3.3.2 Seja {S(t,s) : t ≥ s} um processo pullback fortemente limitado tal que S(t,s) =
T (t,s)+U(t,s), onde U(t,s) é compacto e existe uma função não-crescente

K : R+×R+→ R

com K(σ,r)→ 0 quando σ→∞, e para todo s≤ t e x∈ X com ‖x‖≤ r, ‖T (t,s)x‖≤K(t−s,r).
Então o processo {S(t,s) : t ≥ s} é pullback assintoticamente compacto.



Capı́tulo 4

Existência e semicontinuidade superior de
atratores pullback para problemas
parabólicos não-autônomos envolvendo o
p-Laplaciano

Neste capı́tulo, no qual foi baseado em [2], estudamos o comportamento assintótico do pro-
blema parabólico envolvendo o p-Laplaciano da forma{

∂uλ

∂t (t)−div
(
Dλ(t)|∇uλ(t)|p−2∇uλ(t)

)
+ |uλ(t)|p−2uλ(t) = B(t,uλ(t))

uλ(τ) = u0λ,
(4.1)

sob condição de fronteira Neumann homogênea, onde p > 2, u0λ ∈ L2(Ω), Ω é um domı́nio
limitado suave em Rn, n≥ 1, Dλ ∈ L∞([τ,T ]×Ω) com 0 < β≤ Dλ(t,x)≤M q.t.p em [τ,T ]×
Ω, λ ∈ [0,∞) e para cada parâmetro λ ∈ [0,∞), temos |Dλ(s,x)−Dλ(t,x)| ≤ Cλ|s− t|θλ para
todo x ∈ Ω,s, t ∈ [τ,T ], para alguma constante positiva θλ e Cλ. Além disso, Dλ → Dλ1 em
L∞([τ,T ]×Ω) quando λ→ λ1 e B : [τ,T ]×H→ H satisfaz:

H1. Existe L≥ 0 tal que ‖B(t,x1)−B(t,x2)‖H ≤ L‖x1− x2‖H para todo t ∈ [τ,T ] e x1,x2 ∈ H;

H2. Para todo x ∈ H a aplicação t 7→ B(t,x) pertence a L2(τ,T ;H);

H3. A aplicação t 7→ ‖B(t,0)‖H é não decrescente, absolutamente contı́nua e limitada em sub-
conjuntos compactos de R.

Veremos que para cada λ ∈ [0,∞), o processo de evolução deste problema tem um atrator
pullback e mostramos que a famı́lia de atratores pullback para este processo tem semicontinui-
dade superior em λ1.

4.1 O operador e as propriedades
Nesta seção apresentamos o operador e provamos algumas de suas propriedades.

Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 1 um domı́nio limitado (aberto e conexo) e suave, H := L2(Ω) e X :=
W 1,p(Ω) com 2 < p < +∞. Então, H é um espaço de Hilbert real e X é um espaço de Ba-
nach reflexivo. Do teorema de Rellich-Kondrachov, sabemos que W 1,p(Ω) está compactamente
contido em Lp(Ω), para todo p ≥ 1. Mas Lp(Ω) ⊂ L2(Ω) continuamente, para todo p > 2.



39

Logo, W 1,p(Ω) está compactamente contido em L2(Ω), para todo p > 2. Temos também que a
inclusão X ⊂ H é densa, pois

H = L2(Ω) =W 1,p
0 (Ω)

H
⊂W 1,p(Ω)

H
⊂ HH

= H,

logo XH
= H. Visto que X ⊂ H, considerando o operador restrição temos que H∗ ⊂ X∗. Logo,

temos X ⊂ H ⊂ X∗ com inclusões contı́nuas e densas.
Seja D : [τ,T ]×Ω→R uma função em L∞([τ,T ]×Ω) tal que |D(s,x)−D(t,x)| ≤C|s− t|θ

para todo x ∈ Ω,s, t ∈ [τ,T ] e constantes positivas θ e C e suponha que existem constantes
positivas, β e M, tal que

0 < β≤ D(t,x)≤M (4.2)

para quase todo ponto (t,x) em [τ,T ]×Ω. Aqui, q denota o expoente conjugado de p.
Considere o operador A(t) definido em X tal que para cada u ∈ X associa-se o seguinte

elemento de X∗, A(t)u : X → R, dado por

A(t)u(v) :=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx (4.3)

Observação 4.1.1 (a) ∇u(x)∇v(x) é o produto escalar ∇u(x) ·∇v(x) em Rn.

(b) Usaremos também a notação natural 〈A(t)u,v〉X∗,X para indicar A(t)u(v).

O operador A(t) : X → X∗ acima dado por (4.3) está bem definido, pois para cada v ∈ X ,
temos

A(t)u(v) =
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx

≤
∣∣∣∣∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx
∣∣∣∣

≤
∫

Ω

|D(t,x)|∇u(x)|p−1|∇v(x)|dx+
∫

Ω

|u(x)|p−1|v(x)|dx.

De (4.2) e usando a Desigualdade de Hölder, resulta em

A(t)u(v) ≤ M
∫

Ω

|∇u(x)|p−1|∇v(x)|dx+
∫

Ω

|u(x)|p−1|v(x)|dx

≤ M‖∇u‖p−1
p ‖∇v‖p +‖u‖p−1

p ‖v‖p < ∞,

uma vez que |∇u|, |∇v|,u,v ∈ Lp(Ω).
Observe que A(t)u é linear, e mostraremos mais adiante (veja Lema 4.1.4) que existe uma

constante positiva C tal que

‖A(t)u‖X∗ ≤C‖u‖p−1
X ,

para todo u ∈ X e t ∈ ]τ,T [. Logo A(t)u é limitado. Assim, para cada u ∈ X , A(t)u ∈ X∗ e A(t)
está bem definido.

Lema 4.1.1 O operador A(t) : X → X∗ é monótono para cada t ∈ [τ,T ].



40

Demonstração: Fixe t ∈ [τ,T ] e sejam u,v ∈ X . Para cada x ∈Ω fixado, obtemos

〈A(t)u−A(t)v,u− v〉X∗,X = 〈A(t)u,u− v〉X∗,X −〈A(t)v,u− v〉X∗,X

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u|p−2
∇u∇(u− v)dx +

∫
Ω

|u|p−2u(u− v)dx −

−
(∫

Ω

D(t,x)|∇v|p−2
∇v∇(u− v)dx+

∫
Ω

| v |p−2 v(u− v)dx
)

=
∫

Ω

D(t,x)
(
|∇u|p−2

∇u−|∇v|p−2
∇v
)
(∇u−∇v)dx +

+
∫

Ω

(
|u|p−2u−|v|p−2v

)
(u− v)dx.

Pela Desigualdade de Tartar e de (4.2), segue que

〈A(t)u−A(t)v,u− v〉X∗,X ≥
∫

Ω

D(t,x)
(

1
2

)p

|∇u(x)−∇v(x)|pdx +

+
∫

Ω

(
1
2

)p

|u(x)− v(x)|pdx≥

≥ β

∫
Ω

(
1
2

)p

|∇u(x)−∇v(x)|pdx+
∫

Ω

(
1
2

)p

|u(x)− v(x)|pdx≥

≥ 0,

e o lema está provado.

Lema 4.1.2 O operador A(t) : X → X∗ é coercivo para cada t ∈ [τ,T ].

Demonstração: Queremos mostrar que, para qualquer {u j} ⊂ X com

lim
j→∞
‖u j‖X = ∞,

tem-se

lim
j→∞

〈A(t)u j,u j〉X∗,X
‖u j‖X

= ∞.

Seja u ∈ X e t ∈ [τ,T ]. Então, usando (4.2), obtemos

〈A(t)u,u〉X∗,X =
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇u(x)dx +

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)u(x)dx

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2|∇u(x)|2dx +
∫

Ω

|u(x)|p−2|u(x)|2dx

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx +
∫

Ω

|u(x)|pdx

≥ β

∫
Ω

|∇u(x)|pdx +
∫

Ω

|u(x)|pdx

= β‖∇u‖p
p +‖u‖p

p.
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Como

‖∇u‖p
p =

(
n

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥
p

)p

=

(∥∥∥∥ ∂u
∂x1

∥∥∥∥
p
+ . . .+

∥∥∥∥ ∂u
∂xn

∥∥∥∥
p

)p

≥ 1
n

(∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥p

p
+ . . .+

∥∥∥∥ ∂u
∂xn

∥∥∥∥p

p

)

=
1
n

n

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥p

p
,

segue que

〈A(t)u,u〉X∗,X ≥ β‖∇u‖p
p +‖u‖p

p

≥ β

n

n

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥p

p
+‖u‖p

p

≥ C

(
n

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥p

p
+‖u‖p

p

)
= C‖u‖p

X ,

onde C = C(n, β) é uma constante positiva. Assim, se {u j} ⊂ X é uma sequência tal que
lim
j→∞
‖u j‖X = ∞, então lim

j→∞
‖u j‖p−1

X = ∞ e

〈A(t)u j,u j〉X∗,X ≥C‖u j‖p
X =C‖u j‖X‖u j‖p−1

X ,

isto é,

〈A(t)u j,u j〉X∗,X
‖u j‖X

≥C‖u j‖p−1
X ,

donde

lim
j→∞

〈A(t)u j,u j〉X∗,X
‖u j‖X

= ∞,

e o resultado segue.

Lema 4.1.3 O operador A(t) : X → X∗ é hemicontı́nuo para cada t ∈ [τ,T ].

Demonstração: Precisamos mostrar que para todo u,v ∈ X , tem-se

A(t)(u+ sv)⇀ A(t)u

em X∗ quando s→ 0. Pela Proposição 2.1.7 e pelo fato de X ser reflexivo, basta mostrarmos
que

〈A(t)(u+ sv),ϕ〉X∗,X → 〈A(t)u,ϕ〉X∗,X

para todo ϕ ∈ X .
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Sejam u,v,ϕ ∈ X , s ∈ (−1,1) e considere

fs(x) := D(t,x) |∇(u(x)+ sv(x))|p−2
∇(u(x)+ sv(x))∇ϕ(x),

f (x) := D(t,x) |∇u(x)|p−2
∇u(x)∇ϕ(x),

gs(x) := |u(x)+ sv(x)|p−2 (u(x)+ sv(x))ϕ(x) e

g(x) := |u(x)|p−2 u(x)ϕ(x).

Então, usando (4.3), obtemos∣∣∣〈A(t)(u+ sv),ϕ〉X∗,X −〈A(t)u,ϕ〉X∗,X
∣∣∣=

= |A(t)(u+ sv)(ϕ)−A(t)u(ϕ)|=

=

∣∣∣∣∫
Ω

D(t,x)|∇(u(x)+ sv(x))|p−2
∇(u(x)+ sv(x))∇ϕ(x)dx +

+
∫

Ω

|u(x)+ sv(x)|p−2 (u(x)+ sv(x))ϕ(x)dx −

−
(∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇ϕ(x)dx +

+
∫

Ω

|u(x)|p−2u(x)ϕ(x)dx
)∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∫
Ω

fs(x)dx+
∫

Ω

gs(x)dx−
(∫

Ω

f (x)dx+
∫

Ω

g(x)dx
)∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∫
Ω

[ fs(x)− f (x)]dx+
∫

Ω

[gs(x)−g(x)]dx
∣∣∣∣≤

≤
∣∣∣∣∫

Ω

[ fs(x)− f (x)]dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

Ω

[gs(x)−g(x)]dx
∣∣∣∣≤

≤
∫

Ω

| fs(x)− f (x)|dx+
∫

Ω

|gs(x)−g(x)|dx.

Observe que

lim
s→0

fs(x) = lim
s→0

D(t,x) |∇(u(x)+ sv(x))|p−2
∇(u(x)+ sv(x))∇ϕ(x)

= D(t,x) |∇u(x)|p−2
∇u(x)∇ϕ(x)

= f (x),

para todo x ∈Ω. Analogamente, vemos que

lim
s→0

gs(x) = g(x),

para todo x ∈Ω.
Observe também que, usando (4.2),

| fs(x)| =
∣∣D(t,x)|∇(u(x)+ sv(x))|p−2

∇(u(x)+ sv(x))∇ϕ(x)
∣∣

= D(t,x)|∇(u(x)+ sv(x))|p−1|∇ϕ(x)|
≤ M|∇(u(x)+ sv(x))|p−1|∇ϕ(x)|
≤ M(|∇u(x)|+ |s||∇v(x)|)p−1|∇ϕ(x)|.
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Note que p−1 > 1, pois p > 2. Pelo Lema 2.1.1, segue que

(|∇u(x)|+ |s||∇v(x)|)p−1 ≤ 2p−2 (|∇u(x)|p−1 + |s|p−1|∇v(x)|p−1)
≤ 2p−2 (|∇u(x)|p−1 + |∇v(x)|p−1) ,

uma vez que |s|p−1 < 1. Assim,

| fs(x)| ≤ M (|∇u(x)|+ |s||∇v(x)|)p−1 |∇ϕ(x)|
≤ M2p−2 (|∇u(x)|p−1 + |∇v(x)|p−1) |∇ϕ(x)|

para todo x ∈Ω, s ∈ (−1,1). De forma análoga, obtemos

|gs(x)| ≤ 2p−2 (|u(x)|p−1 + |v(x)|p−1) |ϕ(x)|
para todo x ∈ Ω, s ∈ (−1,1). Como u,v,ϕ ∈ X = W 1,p(Ω), p > 2 (p− 1 > 1), temos que
Lp−1(Ω)⊂ L1(Ω). Portanto,∫

Ω

∣∣2p−2 (|∇u(x)|p−1 + |∇v(x)|p−1) |∇ϕ(x)|
∣∣dx < ∞,

implicando em

h(x) := 2p−2 (|∇u(x)|p−1 + |∇v(x)|p−1) |∇ϕ(x)| ∈ L1(Ω),

para todo x ∈Ω. Pelo mesmo motivo,

`(x) := 2p−2 (|u(x)|p−1 + |v(x)|p−1) |ϕ(x)| ∈ L1(Ω),

para todo x ∈Ω.
Observe que estamos nas hipóteses do teorema da Convergência Dominada. Logo,

0 ≤ lim
s→0

∣∣∣〈A(t)(u+ sv),ϕ〉X∗,X −〈A(t)u,ϕ〉X∗,X
∣∣∣

≤ lim
s→0

(∫
Ω

| fs(x)− f (x)|dx+
∫

Ω

|gs(x)−g(x)|dx
)

= lim
s→0

∫
Ω

| fs(x)− f (x)|dx+ lim
s→0

∫
Ω

|gs(x)−g(x)|dx

= 0,

donde concluı́mos que

lim
s→0
〈A(t)(u+ sv),ϕ〉X∗,X = 〈A(t)u,ϕ〉X∗,X ,

para todo ϕ ∈ X e a prova está concluı́da.

Provamos que o operador A(t) : X → X∗ é monótono, coercivo e hemicontı́nuo. Pelo Teo-
rema 2.4.2 e Corolário 2.4.1, A(t) : X → X∗ é maximal monótono e A(t)(X) = X∗.

Lema 4.1.4 Existe uma constante positiva C tal que

‖A(t)u‖X∗ ≤C‖u‖p−1
X

para todo u ∈ X e t ∈ ]τ,T [.
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Demonstração: Sejam u ∈ X e t ∈ ]τ,T [. Sabemos que

‖A(t)u‖X∗ = sup
‖v‖X≤1

|A(t)u(v)|.

Para v ∈ X , temos

|A(t)u(v)| =

∣∣∣∣∫
Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx
∣∣∣∣

≤
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−1|∇v(x)|dx+
∫

Ω

|u(x)|p−1|v(x)|dx

≤ M
∫

Ω

|∇u(x)|p−1|∇v(x)|dx+
∫

Ω

|u(x)|p−1|v(x)|dx.

Usando a Desigualdade de Hölder, obtemos

|A(t)u(v)| ≤ M
∫

Ω

|∇u(x)|p−1|∇v(x)|dx+
∫

Ω

|u(x)|p−1|v(x)|dx

≤ M‖|∇u(x)|p−1‖q‖∇v(x)‖p +‖|u(x)|p−1‖q‖v(x)‖p.

Como para ‖v‖X = ‖v‖p +‖∇v‖p ≤ 1 temos ‖v‖p ≤ 1 e ‖∇v‖p ≤ 1, segue que

|A(t)u(v)| ≤M
∥∥|∇u(x)|p−1∥∥

q +
∥∥|u(x)|p−1∥∥

q .

Portanto, pela definição de supremo, obtemos

‖A(t)u‖X∗ ≤ M
∥∥|∇u(x)|p−1∥∥

q +‖u(x)‖
p−1
q

≤ C(M)
(
‖∇u(x)‖q +‖u(x)‖q

)p−1
.

Daı́ e do fato de que Lp(Ω)⊂ Lq(Ω) com inclusão contı́nua, segue que

‖A(t)u‖X∗ ≤ C(n, p,M)(‖∇u(x)‖p +‖u(x)‖p)
p−1

= C(n, p,M)‖u‖p−1
X ,

onde C(n, p,M)> 0, como querı́amos mostrar.

Lema 4.1.5 Existe uma constante positiva W tal que

〈A(t)u,u〉 ≥W‖u‖p
X

para todo u ∈ X e t ∈]τ,T [.
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Demonstração: Sejam u ∈ X e t ∈]τ,T [. Então,

〈A(t)u,u〉 =
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇u(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)u(x)dx

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2|∇u(x)|2dx+
∫

Ω

|u(x)|p−2|u(x)|2dx

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx+
∫

Ω

|u(x)|pdx

≥ β

∫
Ω

|∇u(x)|pdx+
∫

Ω

|u(x)|pdx

= β‖∇u(x)‖p
p +‖u(x)‖p

p

≥ β

n

n

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥p

p
+‖u(x)‖p

p

≥ W

(
n

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥∥p

p
+‖u(x)‖p

p

)
= W‖u‖p

X ,

onde W =W (n,β) é uma constante positiva e o lema está provado.

Lema 4.1.6 Se u ∈ Lp(τ,T,X) então a aplicação A(·)u(·) : [τ,T ]→ X∗ é mensurável.

Demonstração: Fixe w ∈ X . É suficiente provar que a função Aw : [τ,T ]→ X∗ dada por
Aw(t) = A(t)w é contı́nua.

Considere tn→ t em [τ,T ]. Queremos mostrar que Aw(tn)→ Aw(t) em X∗.
Usando (4.3) e o fato de que |D(s,x)−D(t,x)| ≤C|s− t|θ para todo x ∈Ω,s, t ∈ [τ,T ], para

alguma constante positiva θ e C, temos que

‖Aw(tn)−Aw(t)‖X∗ = ‖A(tn)w−A(t)w‖X∗

= sup
‖v‖X≤1

|(A(tn)w−A(t)w)(v)|

= sup
‖v‖X≤1

|A(tn)w(v)−A(t)w(v)|

= sup
‖v‖X≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(D(tn,x)−D(t,x)) |∇w(x)|p−2
∇w(x)∇v(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup

‖v‖X≤1

∫
Ω

|D(tn,x)−D(t,x)||∇w(x)|p−1|∇v(x)|dx

≤ sup
‖v‖X≤1

C|tn− t|θ
∫

Ω

|∇w(x)|p−1|∇v(x)|dx

= C|tn− t|θ sup
‖v‖X≤1

∫
Ω

|∇w(x)|p−1|∇v(x)|dx.

Sabemos que p e q são expoentes conjugados e p > 2, e portanto, p,q > 1. Pela Desigual-
dade de Young, obtemos

|∇w(x)|p−1|∇v(x)| ≤ 1
q

(
|∇w(x)|p−1)q

+
1
p
(|∇v(x)|)p

=
1
q
|∇w(x)|q(p−1)+

1
p
(|∇v(x)|)p

=
1
q
|∇w(x)|p + 1

p
(|∇v(x)|)p .
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Assim,

‖Aw(tn)−Aw(t)‖X∗ ≤ C|tn− t|θ sup
‖v‖X≤1

∫
Ω

|∇w(x)|p−1|∇v(x)|dx

≤ C|tn− t|θ sup
‖v‖X≤1

∫
Ω

(
1
q
|∇w(x)|p + 1

p
|∇v(x)|p

)
dx

= C|tn− t|θ sup
‖v‖X≤1

[∫
Ω

1
q
|∇w(x)|p +

∫
Ω

1
p
|∇v(x)|p dx

]
= C|tn− t|θ sup

‖v‖X≤1

[
1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+
1
p
‖∇v‖p

Lp(Ω)

]
≤ C|tn− t|θ sup

‖v‖X≤1

[
1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+
1
p

(
‖v‖p

Lp(Ω)+‖∇v‖p
Lp(Ω)

)]
≤ C|tn− t|θ sup

‖v‖X≤1

[
1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+C(p)
(
‖v‖p

Lp(Ω)+‖∇v‖p
Lp(Ω)

)p
]

= C|tn− t|θ sup
‖v‖X≤1

[
1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+C(p)‖v‖p
X

]
≤ C|tn− t|θ

(
1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+C(p)
)
.

Portanto,

0≤ ‖Aw(tn)−Aw(t)‖X∗ ≤C|tn− t|θ
(

1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+C(p)
)
.

Como

C|tn− t|θ
(

1
q
‖∇w‖p

Lp(Ω)+C(p)
)
→ 0

quando n→ ∞, pois tn→ t em [τ,T ], segue que

lim
n→∞
‖Aw(tn)−Aw(t)‖X∗ = 0,

implicando em Aw(tn)→ Aw(t) em X∗, como querı́amos mostrar.

Sabemos que X = W 1,p(Ω) é um espaço de Banach Reflexivo e H = L2(Ω) é um espaço
de Hilbert tais que X ⊂ H ⊂ X∗ com inclusões contı́nuas e densas e que o operador não-linear
A(t) : X → X∗ é Monótono, Coercivo e Hemicontı́nuo. Pelo Teorema 2.4.3, concluı́mos que o
operador AH(t), a realização de A(t) em H dado por

D(AH(t)) = {x ∈ X : A(t)x ∈ H} e AH(t)(x) = A(t)x, se x ∈D(AH(t))

é maximal monótono em H, para cada t ∈ [τ,T ].
Agora provaremos que a aplicação ϕ(t) : L2(Ω)→ R∪{+∞} dada por

ϕ(t)(u) =


1
p
[
∫

Ω
D(t,x)|∇u|pdx+

∫
Ω
|u|pdx] , se u ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário,
(4.4)

é convexa, própria e semicontı́nua inferiormente, e que o operador AH(t) é o subdiferencial
∂ϕ(t) de ϕ(t), o que faremos logo em seguida.
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Teorema 4.1.1 Para cada t ∈ [τ,T ], ϕ(t) é convexa, própria e semicontı́nua inferiormente.

Demonstração: Provemos primeiro que ϕ(t) é convexa e própria. Para tanto, seja u ∈ X =
W 1,p(Ω). Então u,∇u ∈ Lp(Ω). Assim,

ϕ(t)(u) =
1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇u|pdx+
∫

Ω

|u|pdx
]

≤ 1
2

[
M

∫
Ω

|∇u|pdx+
∫

Ω

|u|pdx
]
< ∞.

Sejam u,v ∈ X e s ∈ [0,1]. Então,

ϕ(t)(su+(1− s)v) =
1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇(su+(1− s)v)|pdx+
∫

Ω

|su+(1− s)v|pdx
]

=
1
p

∫
Ω

D(t,x)|∇(s∇u+(1− s)∇v)|pdx+
1
p

∫
Ω

|su+(1− s)v|pdx

≤ 1
p

∫
Ω

D(t,x)(s|∇u|+(1− s)|∇v|)pdx+
1
p

∫
Ω

(s|u|+(1− s)|v|)pdx

≤ 1
p

∫
Ω

D(t,x)(s|∇u|p +(1− s)|∇v|p)dx+
1
p

∫
Ω

(s|u|p +(1− s)|v|p)dx

= s
∫

Ω

1
p

D(t,x)|∇u|pdx+(1− s)
∫

Ω

D(t,x)
1
p
|∇v|pdx+ s

∫
Ω

1
p
|u|pdx+

+ (1− s)
∫

Ω

1
p
|v|pdx

= s
1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇u|pdx+
∫

Ω

|u|pdx
]
+

+ (1− s)
1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇v|pdx+
∫

Ω

|v|pdx
]

= sϕ(t)(u)+(1− s)ϕ(t)(v).

Logo, ϕ(t) é convexa e própria.
Para mostrar que ϕ(t) é semicontı́nua inferiormente, devemos mostrar que

ϕ(t)(u)≤ lim
n→∞

infϕ(t)(un)

para toda sequência (un) com un → u em H = L2(Ω). Seja, então (un) uma sequência com
un→ u em H = L2(Ω). Se lim

n→∞
infϕ(t)(un) = +∞, então

ϕ(t)(u) = +∞ = lim
n→∞

infϕ(t)(un).

Caso contrário, se lim
n→∞

infϕ(t)(un) = a <+∞, então existe uma subsequência (unk)⊂ X de (un)

tal que

lim
k→∞

ϕ(t)(unk) = lim
k→∞

1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇unk |
pdx+

∫
Ω

|unk |
pdx
]
= a.

Como ϕ(t)(unk)→ a quando k→∞, temos que ϕ(t)(unk) é limitada, isto é, existe M > 0 tal que
|ϕ(t)(unk)| ≤M para todo k ∈ N. Assim concluı́mos que ‖unk‖X é uma sequência limitada no
espaço de Banach reflexivo X =W 1,p(Ω). Logo, (unk) possui uma subsequência (que continu-
aremos denotando (unk)) tal que unk ⇀ v em X , para algum v ∈ X . Como H∗ ⊂ X∗, temos que
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unk ⇀ v em H e pela unicidade do limite fraco, u = v ∈ X . Considerando agora a subdiferencial
∂ϕ(t) de ϕ(t), obtemos

〈∂ϕ(t)(u),unk−u〉X∗,X ≤ ϕ(t)(unk)−ϕ(t)(u)

⇒ 〈∂ϕ(t)(u),unk−u〉X∗,X +ϕ(t)(u)≤ ϕ(t)(unk),

para todo k ∈ N. Como unk ⇀ u em X e ϕ(t)(u) ∈ X∗, segue que

〈∂ϕ(t)(u),unk−u〉X∗,X → 0

quando k→ ∞. Logo, quando k→ ∞, temos

ϕ(t)(u)≤ lim
k→∞

ϕ(t)(unk) = a = lim
n→∞

infϕ(t)(un).

Teorema 4.1.2 AH(t) é a subdiferencial ∂ϕ(t) de ϕ(t) para cada t ∈ [τ,T ].

Demonstração: Como ϕ(t) é convexa, própria e semicontı́nua inferiormente, pelo Teorema
2.4.1, ∂ϕ(t) é maximal monótono em L2(Ω). Mostremos que −div

(
D(t,x)|∇u|p−2∇u

)
+

|u|p−2u = ∂ϕ(t)(u). Como ambos são maximais monótonos, basta mostrarmos uma das in-
clusões. Mostraremos que −div

(
D(t,x)|∇u|p−2∇u

)
+ |u|p−2u⊂ ∂ϕ(t)(u).

Seja u∈D
(
−div

(
D(t,x)|∇u|p−2∇u

)
+ |u|p−2u

)
e v =−div

(
D(t,x)|∇u|p−2∇u

)
+ |u|p−2u.

Então, para cada ξ ∈ X ,

〈v,ξ−u〉 = 〈AH(t)u,ξ−u〉

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)(∇ξ(x)−∇u(x))dx+

+
∫

Ω

|u(x)|p−2u(x)(ξ(x)−u(x))dx

=
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇ξ(x)dx−

∫
Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx +

+
∫

Ω

|u(x)|p−2u(x)ξ(x)dx−
∫

Ω

|u(x)|pdx.

Portanto, considerando q o expoente conjugado de p, temos

〈v,ξ−u〉+
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx+
∫

Ω

|u(x)|pdx =
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−2
∇u(x)∇ξ(x)dx +

+
∫

Ω

|u(x)|p−2u(x)ξ(x)dx≤
∫

Ω

D(t,x)|∇u(x)|p−1|∇ξ(x)|dx +

+
∫

Ω

|u(x)|p−1|ξ(x)|dx≤ 1
q

∫
Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx +
1
p

∫
Ω

D(t,x)|∇ξ(x)|pdx +

+
1
q

∫
Ω

|u(x)|pdx+
1
p

∫
Ω

|ξ(x)|pdx =
1
q

[∫
Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx+
∫

Ω

|u(x)|pdx
]
+

+
1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇ξ(x)|pdx+
∫

Ω

|ξ(x)|pdx
]
.

Logo,

〈v,ξ−u〉 +

(
1− 1

q

)[∫
Ω

D(t,x)|∇u(x)|pdx+
∫

Ω

|u(x)|pdx
]
≤

≤ 1
p

[∫
Ω

D(t,x)|∇ξ(x)|pdx+
∫

Ω

|ξ(x)|pdx
]
.
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Assim,

〈v,ξ−u〉+ϕ(t)(u)≤ ϕ(t)(ξ)

ou, de forma equivalente,

〈v,ξ−u〉 ≤ ϕ(t)(ξ)−ϕ(t)(u),

para todo ξ ∈ X =W 1,p(Ω). Se ξ ∈ L2(Ω)\W 1,p(Ω), então ϕ(t)(ξ) = ∞ e vale a desigualdade
acima. Isso mostra que v ∈ ∂ϕ(t)(u). Segue que AH(t) = ∂ϕ(t), como querı́amos mostrar.

4.2 Existência de Soluções
Seja τ∈R e T > τ. Consideremos a famı́lia de operadores não lineares A(t) : X→ X∗, t ∈ [τ,T ],
definida na seção anterior, que satisfaz:

I. A(t) é monótono e hemicontı́nuo de X em X∗ para quase todo t ∈ ]τ,T [;

II. A função A(·)u(·) : [τ,T ]→ X∗ é mensurável para cada u ∈ Lp(τ,T,X);

III. Existe uma constante C tal que ‖A(t)u‖X∗ ≤C(‖u‖p−1
X +1), para u ∈ X e t ∈ ]τ,T [;

IV. Existem constantes α,W (W > 0) tal que 〈A(t)u,u〉 ≥W‖u‖p
X +α, para u ∈ X e t ∈ ]τ,T [.

Proposição 4.2.1 (Teorema 4.2 em [10].) Sejam u0 ∈ H e f ∈ Lq(τ,T,X∗), onde 1
p +

1
q = 1.

Então, existe uma única função u(t) a qual toma valores em X∗, que é absolutamente contı́nua
em [τ,T ] e satisfaz

u ∈ Lp (τ,T,X)∩C ([τ,T ];H),
du
dt ∈ Lq (τ,T,X∗),

du
dt (t)+A(t)u(t) = f (t), q.t.p. em ]τ,T [,

u(τ) = u0.

Proposição 4.2.2 Se f ,g ∈ L2(τ,T ;H) e u, v são as soluções (dada pela Proposição 4.2.1) das
equações { du

dt (t)+A(t)u(t) = f (t),
u(τ) = u0 ∈ H

e
{ dv

dt (t)+A(t)v(t) = g(t),
v(τ) = v0 ∈ H,

então para τ≤ s < t ≤ T , temos

‖u(t)− v(t)‖H ≤ ‖u(s)− v(s)‖H +
∫ t

s
‖ f (r)−g(r)‖Hdr.

Demonstração: Temos que(
du
dt

(t)+A(t)u(t)
)
−
(

dv
dt

(t)+A(t)v(t)
)
= f (t)−g(t)

⇒ d
dt

(u(t)− v(t))+A(t)u(t)−A(t)v(t) = f (t)−g(t).
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Multiplicando a última equação por u(t)− v(t), vem:〈
d
dt

(u(t)− v(t)) ,u(t)− v(t)
〉

X∗,X
+ 〈A(t)u(t)−A(t)v(t),u(t)− v(t)〉X∗,X =

= 〈 f (t)−g(t),u(t)− v(t)〉 .

Da monotocidade de A(t), segue que〈
d
dt

(u(t)− v(t)) ,u(t)− v(t)
〉

X∗,X
≤

〈
d
dt

(u(t)− v(t)) ,u(t)− v(t)
〉

X∗,X
+

+ 〈A(t)u(t)−A(t)v(t),u(t)− v(t)〉X∗,X
= 〈 f (t)−g(t),u(t)− v(t)〉 ,

de onde

1
2

d
dt
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤ 〈 f (t)−g(t),u(t)− v(t)〉 , (4.5)

uma vez que

1
2

d
dt
‖u(t)− v(t)‖2

H =

〈
d
dt
(u(t)− v(t)),u(t)− v(t)

〉
X∗,X

.

Integrando (4.5) de s a t para τ≤ s < t ≤ T , obtemos

1
2
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤
1
2
‖u(s)− v(s)‖2

H +
∫ t

s
〈 f (r)−g(r),u(r)− v(r)〉dr. (4.6)

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1
2
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤
1
2
‖u(s)− v(s)‖2

H +
∫ t

s
‖ f (r)−g(r)‖H ‖u(r)− v(r)‖Hdr. (4.7)

Note que m(r) := ‖ f (r)−g(r)‖H ≥ 0 q.t.p r ∈ ]s,T [ e m ∈ L2(s,T ;R)⊂ L1(s,T ;R). Além
disso, a := ‖u(s)− v(s)‖H ≥ 0 e a função φ : [s,T ]→ R dada por t 7→ φ(t) := ‖u(t)− v(t)‖H é
contı́nua e tal que verifica (4.7), para todo t ∈ [s,T ]. Segue do Lema de Gronwall que

‖u(t)− v(t)‖H ≤ ‖u(s)− v(s)‖H +
∫ t

s
‖ f (r)−g(r)‖H dr

para τ≤ s < t ≤ T , como querı́amos mostrar.

Proposição 4.2.3 Se f ,g ∈ L2(τ,T ;X∗) e u, v são as soluções (dada pela Proposição 4.2.1)
das equações{ du

dt (t)+A(t)u(t) = f (t),
u(τ) = u0 ∈ H

e
{ dv

dt (t)+A(t)v(t) = g(t),
v(τ) = v0 ∈ H,

então para τ≤ s < t ≤ T ,

‖u(t)− v(t)‖2
H ≤ ‖u(s)− v(s)‖2

H +2
∫ t

s
‖ f (r)−g(r)‖X∗ ‖u(r)− v(r)‖X dr.
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Demonstração: Da mesma forma que obtemos (4.6) na prova da proposição anterior, obte-
mos

1
2
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤
1
2
‖u(s)− v(s)‖2

H +
∫ t

s
〈 f (r)−g(r),u(r)− v(r)〉X∗,X dr.

para τ≤ s < t ≤ T .
Multiplicando a última desigualdade por 2 e usando o fato de que

〈 f (r)−g(r),u(r)− v(r)〉X∗,X ≤ ‖ f (r)−g(r)‖X∗‖u(r)− v(r)‖X ,

obtemos

‖u(t)− v(t)‖2
H ≤ ‖u(s)− v(s)‖2

H +2
∫ t

s
〈 f (r)−g(r),u(r)− v(r)〉X∗,X dr

≤ ‖u(s)− v(s)‖2
H +2

∫ t

s
‖ f (r)−g(r)‖X∗‖u(r)− v(r)‖X dr,

para τ≤ s < t ≤ T e o resultado segue.

A seguir, definiremos solução forte e solução fraca para nosso problema.

Definição 4.2.1 a) Uma solução forte da equação du
dt (t) + AH(t)u(t) = B(t,u(t)), onde B :

[τ,T ]×H → H satisfaz H1, H2 e H3, é toda função u ∈C([τ,T ];H), absolutamente contı́nua
em todo compacto de (τ,T ) verificando: u(t) ∈ D(AH) e du

dt (t)+AH(t)u(t) = B(t,u(t)) q.t.p
t ∈ (τ,T ).
b) Dizemos que u∈C([τ,T ];H), é uma solução fraca da equação du

dt (t)+AH(t)u(t) =B(t,u(t))
se existem sequências fn ∈ L1(τ,T ;H) e un ∈ C([τ,T ];H) tal que un é uma solução forte da
equação dun

dt (t)+AH(t)un(t) = B(t, fn(t)) e un→ u uniformemente em [τ,T ].

Consideremos o problema (4.1) na forma abstrata{ du
dt (t)+AH(t)u(t) = B(t,u(t)),
u(τ) = u0,

(4.8)

onde B : [τ,T ]×H→ H satisfaz H1,H2 e H3.

Teorema 4.2.1 Se B : [τ,T ]×H→ H satisfaz H1,H2 e u0 ∈ H, então existe uma única solução
forte do problema (4.8), isto é, existe u ∈C([τ,T ];H), tal que

du
dt

(t)+AH(t)u(t) = B(t,u(t))

q.t.p em [τ,T ] e u(τ) = u0.

Demonstração: Primeiro, provemos a existência. Para tanto, fixe s ∈ [τ,T ] e seja t ∈ [τ,T ].
Como B satisfaz H1, existe L≥ 0 tal que

‖B(t,u(t)) ,B(t,u(s))‖H ≤ L‖u(t)−u(s)‖H .

Daı́, temos que

‖B(t,u(t))‖2
H = ‖B(t,u(t))−B(t,u(s))+B(t,u(s))‖2

H

≤ (‖B(t,u(t))−B(t,u(s))‖H +‖B(t,u(s))‖H)
2

≤ (L‖u(t)−u(s)‖H +‖B(t,u(s))‖H)
2

= L2‖u(t)−u(s)‖2
H +2L‖u(t)−u(s)‖H‖B(t,u(s))‖H +‖B(t,u(s))‖2

H .
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Pela Desigualdade de Young, temos

2L‖u(t)−u(s)‖H‖B(t,u(s))‖H ≤
4L2

2
‖u(t)−u(s)‖2

H +
1
2
‖B(t,u(s))‖2

H .

Portanto,

‖B(t,u(t))‖2
H ≤ L2‖u(t)−u(s)‖2

H +2L2‖u(t)−u(s)‖2
H +

1
2
‖B(t,u(s))‖2

H +‖B(t,u(s))‖2
H

= 3L2‖u(t)−u(s)‖2
H +

3
2
‖B(t,u(s))‖2

H

≤ 4
(
L2‖u(t)−u(s)‖2

H +‖B(t,u(s))‖2
H
)
.

(4.9)

Afirmação 4.2.1 Se u ∈C(τ,T,H), então g(t) := B(t,u(t)) ∈ L2(τ,T,H).

De fato, como u(s)∈H e B satisfaz H2, então t 7→B(t,u(s))∈ L2(τ,T,H). Daı́ e observando
que [τ,T ] 3 t 7→ ‖u(t)−u(s)‖2

H é uma função contı́nua no compacto [τ,T ] e usando (4.9), vem:

‖g‖2
L2(τ,T,H) =

∫ T

τ

‖g(t)‖2
Hdt =

∫ T

τ

‖B(t,u(t))‖2
Hdt

≤
∫ T

τ

4
(
L2‖u(t)−u(s)‖2

H +‖B(t,u(s))‖2
H
)

dt

= 4L2
∫ T

τ

‖u(t)−u(s)‖2
Hdt +4

∫ T

τ

‖B(t,u(s))‖2
Hdt

≤ 4L2
∫ T

τ

Cdt +4
∫ T

τ

‖B(t,u(s))‖2
Hdt

= 4L2C(T − τ)+4
∫ T

τ

‖B(t,u(s))‖2
Hdt < ∞,

onde C = sup
t∈[τ,T ]

‖u(t)−u(s)‖2
H ∈ R. Logo, g(t) ∈ L2(τ,T,H).

Seguindo, como H ⊂ X∗ com inclusão contı́nua, resulta da Proposição 2.3.1 que
L2(τ,T,H)⊂ L2(τ,T,X∗).

Seja u0 ∈ H. Considere a sequência iterada definida como segue: u0(t) = u0 e un+1 é a
solução do problema{ d

dt un+1(t)+A(t)un+1(t) = B(t,un(t)) := gn(t), t > τ,
un+1(τ) = u0.

Como B(t,un(t)), B(t,un−1(t)) ∈ L2(τ,T,H), então gn(t), gn−1(t) ∈ L2(τ,T,H), e como un+1 e
un são as soluções dos problemas{ d

dt un+1(t)+A(t)un+1(t) = gn(t),
un+1(τ) = u0

e
{ d

dt un(t)+A(t)un(t) = gn−1(t),
un(τ) = u0,

respectivamente, pela Proposição 4.2.2, para τ≤ s < t ≤ T , temos

‖un+1(t)−un(t)‖H ≤ ‖un+1(τ)−un(τ)‖H +
∫ t

τ

‖gn(r)−gn−1(r)‖H dr.

Como ‖un+1(τ)−un(τ)‖H = 0, segue que

‖un+1(t)−un(t)‖H ≤
∫ t

τ

‖B(t,un(r))−B(t,un−1(r))‖H dr.
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Daı́ e pelo fato de que B satisfaz H1, obtemos

‖un+1(t)−un(t)‖H ≤
∫ t

τ

L‖un(r)−un−1(r)‖H dr,

para todo t ∈ [τ,T ] e n ∈ N.
Agora, mostremos por indução que vale a desigualdade

L
∫ t

τ

‖un(r)−un−1(r)‖Hdr ≤ (Lt)n

n!
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H). (4.10)

Para n = 1, temos

L
∫ t

τ

‖u1(r)−u0(r)‖Hdr ≤ Lsup essr∈[τ,T ]‖u1(r)−u0‖H

∫ t

τ

dr

= L(t− τ)‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H)

≤ Lt‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H).

Logo, (4.10) vale para n = 1. Suponha que (4.10) vale para n, isto é,

L
∫ t

τ

‖un(r)−un−1(r)‖Hdr ≤ (Lt)n

n!
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H) (4.11)

e mostremos que vale para n+1. De fato, usando (4.11), temos

L
∫ t

τ

‖un+1(r)−un(r)‖Hdr ≤ L
∫ t

τ

(Lr)n

n!
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H)dr

=
Ln+1

n!
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H)

∫ t

τ

rndr

≤ (L)n+1

n!
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H)

(
tn+1

n+1
− τn+1

n+1

)
≤ (Lt)n+1

n!(n+1)
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H)

=
(Lt)n+1

(n+1)!
‖u1−u0‖L∞(τ,T ;H).

Logo, (4.10) vale para todo n ∈ N e a desigualdade segue. Dessa forma,

‖un+1(t)−un(t)‖H ≤
(Lt)n

n!
‖u1−u0‖L∞(τ,T,H)→ 0

quando n→ ∞, e então, {un} converge uniformemente para uma solução fraca u de (4.8) com
u(τ) = u0.

Observe que un→ u em C([τ,T ];H). Portanto, gn→ g em L1(τ,T,H), pois

‖gn−g‖L1(τ,T,H) =
∫ T

τ

‖gn(t)−g(t)‖Hdt

=
∫ T

τ

‖B(t,un(t))−B(t,u(t))‖H dt

≤ L
∫ T

τ

‖un(t)−u(t)‖Hdt→ 0
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quando n→ ∞. Como g(t) := B(t,u(t)) ∈ L2(τ,T,H)⊂ L2(τ,T,X∗) e u0 ∈ H, pela Proposição
4.2.1 existe uma única função y(t) que satisfaz

dy
dt

(t)+A(t)y(t) = g(t) := B(t,u(t)) (4.12)

q.t.p em ]τ,T [ e y(τ) = u0. Assim, y e un são as soluções das equações{ dy
dt (t)+A(t)y(t) = g(t),
y(τ) = u0 ∈ H

e
{ d

dt un(t)+A(t)un(t) = gn−1(t),
un−1(τ) = u0 ∈ H.

respectivamente, onde g, gn−1 ∈ L2(τ,T,H). Portanto, da Proposição 4.2.2, para τ ≤ t ≤ T ,
temos

‖y(t)−un(t)‖H ≤ ‖y(τ)−un(τ)‖H +
∫ t

τ

‖g(γ)−gn−1(γ)‖H dγ.

Como ‖y(τ)−un(τ)‖H = 0, obtemos

‖y(t)−un(t)‖H ≤
∫ t

τ

‖g(γ)−gn−1(γ)‖Hdγ

=
∫ t

τ

‖B(γ,u(γ))−B(γ,un−1(γ))‖H dγ

≤ L
∫ t

τ

‖u(γ)−un−1(γ)‖H dγ,

uma vez que B satisfaz H1. Daı́ e pelo fato de que {un−1} converge uniformemente para u em
[τ,T ], temos que un→ y em C([τ,T ];H). Pela unicidade do limite, segue que u = y, e então, de
(4.12) existe u ∈C([τ,T ];H) tal que

du
dt

(t)+AH(t)u(t) = B(t,u(t))

q.t.p em ]τ,T [ e u(τ) = u0, logo u é uma solução forte de (4.8) e a existência está provada.
Agora provemos a unicidade. Suponha que u e v são soluções do problema (4.8), isto é,{ du

dt (t)+AH(t)u(t) = B(t,u(t)),
u(τ) = u0.

e
{ dv

dt (t)+AH(t)v(t) = B(t,v(t)),
v(τ) = u0.

Então,

d
dt

(u(t)− v(t))+AH(t)u(t)−AH(t)v(t) = B(t,u(t))−B(t,v(t)).

Multiplicando a equação acima por u(t)− v(t), obtemos〈
d
dt
(u(t)− v(t)),u(t)− v(t)

〉
X∗,X

+ 〈AH(t)u(t)−AH(t)v(t),u(t)− v(t)〉X∗,X =

= 〈B(t,u(t))−B(t,v(t)),u(t)− v(t)〉H

Daı́ e pela monotocidade de AH(t), vem:

1
2

d
dt
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤ 〈B(t,u(t))−B(t,v(t)),u(t)− v(t)〉H .
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Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e que B satisfaz H1, resulta em
1
2

d
dt
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤ ‖B(t,u(t))−B(t,v(t))‖H ‖u(t)− v(t)‖H

≤ L‖u(t)− v(t)‖H‖u(t)− v(t)‖H

= L‖u(t)− v(t)‖2
H .

Integrando de τ a t, t ∈ [τ,T ] e usando o fato de que 1
2 ‖u(τ)− v(τ)‖2

H = 0, obtemos

1
2
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤+
∫ t

τ

L‖u(s)− v(s)‖2
H ds,

para todo t ∈ [τ,T ].
Considerando m : [τ,T ]→ R dada por m(t) = 2L, para todo t ∈ [τ,T ], φ : [τ,T ]→ R dada

por φ(t) = ‖u(t)− v(t)‖2
H , para todo t ∈ [τ,T ], vemos que m ∈ L1(τ,T,R), pois∫ T

τ

m(t)dt =
∫ T

τ

2Ldt = 2L(T − τ)< ∞,

m ≥ 0 q.t.p em (τ,T ) e φ é contı́nua. Assim, pelo lema de Gronwall-Bellmann para a = 0,
resulta que

0≤ ‖u(t)− v(t)‖2
H ≤ 0 · e

∫ t
τ

2Ldt = 0 · e2L(T−τ),

para todo t ∈ [τ,T ]. Logo, u = v e o teorema está provado.

4.3 Estimativas da solução
Nesta seção, provaremos algumas estimativas em H e em X da solução u(t,uτ) de (4.8).

Teorema 4.3.1 Seja u(·,uτ) ∈ C([τ,∞);H) uma solução global de (4.8). Então, existe uma
constante T1 e uma função não decrescente B1 : R→ R tal que

‖u(t,uτ)‖H ≤ B1(t), (4.13)

para todo t ≥ T1 + τ.

Demonstração: Multiplicando a equação (4.8) por u(t) e usando
〈du

dt (t),u(t)
〉

H = 1
2

d
dt ‖u(t)‖

2
H ,

obtemos
1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H + 〈AH(t)u(t),u(t)〉= 〈B(t,u(t)),u(t)〉 .

Como u(t) ∈ X , pelo Lema 4.1.5, temos que

〈AH(t)u(t),u(t)〉 ≥W‖u(t)‖p
X ,

t ∈ ]τ, T[, para algum W > 0. Daı́, usando o fato de que B satisfaz H1 e a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, segue que

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +W‖u(t)‖p
X ≤

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H + 〈AH(t)u(t),u(t)〉

= 〈B(t,u(t)),u(t)〉
= 〈B(t,u(t))−B(t,0)+B(t,0),u(t)〉
= 〈B(t,u(t))−B(t,0),u(t)〉+ 〈B(t,0),u(t)〉
≤ ‖B(t,u(t))−B(t,0)‖H ‖u(t)‖H +‖B(t,0)‖H‖u(t)‖H

≤ L‖u(t)‖H‖u(t)‖H +‖B(t,0)‖H‖u(t)‖H

= L‖u(t)‖2
H +‖B(t,0)‖H‖u(t)‖H .

(4.14)
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Como a inclusão X ⊂ H é contı́nua, existe C > 0 tal que ‖u‖X ≥C‖u‖H , de onde
‖u‖p

X ≥C1‖u‖p
H , onde C1 =Cp > 0. Assim, de (4.14) e da última desigualdade, resulta que

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +C1W‖u(t)‖p
H ≤

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +W‖u(t)‖p
X

≤ L‖u(t)‖2
H +‖B(t,0)‖H‖u(t)‖H .

(4.15)

Sejam θ := p
2 > 1, θ′ := θ

θ−1 e ε > 0. Note que θ, θ′ > 1 e 1
θ
+ 1

θ′ = 1 e sabemos que p e q
são expoentes conjugados. Note também que

L
ε
, ε‖u(t)‖2

H , C2(t) = ‖B(t,0)‖H , ε‖u(t)‖H > 0.

Pela Desigualdade de Young, temos

L‖u(t)‖2
H +‖B(t,0)‖H‖u(t)‖H =

L
ε

ε‖u(t)‖2
H +

C2(t)
ε

ε‖u(t)‖H

≤ 1
θ′

(
L
ε

)θ′

+
1
θ

(
ε‖u(t)‖2

H
)θ

+
1
q

(
C2(t)

ε

)q

+
1
p
(ε‖u(t)‖H)

p

=
1
θ′

(
L
ε

)θ′

+
1
θ

ε
θ ‖u(t)‖p

H +
1
q

(
C2(t)

ε

)q

+
1
p

ε
p ‖u(t)‖p

H .

(4.16)

Escolha ε0 > 0 tal que

γ :=C1W − 1
θ

ε
θ
0−

1
p

ε
p
0 > 0.

Portanto, de (4.15) e (4.16), temos

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H + γ
(
‖u(t)‖2

H
) p

2 =
1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +

(
C1W − 1

θ
ε

θ
0−

1
p

ε
p
0

)(
‖u(t)‖2

H
) p

2

=
1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +C1W‖u(t)‖p
H−

1
θ

ε
θ
0 ‖u(t)‖

p
H−

1
p

ε
p
0 ‖u(t)‖

p
H

≤ 1
θ′

(
L
ε0

)θ′

+
1
q

(
C2(t)

ε0

)q

.

(4.17)

Se

δ(t) :=
2
θ′

(
L
ε0

)θ′

+
2
q

(
C2(t)

ε0

)q

, γ̃ = 2γ, y(t) = ‖u(t)‖2
H ,

de (4.17), vem que

y′(t)+ γ̃y(t)
p
2 =

d
dt
‖u(t)‖2

H +2γ
(
‖u(t)‖2

H
) p

2

= 2.
1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +2γ
(
‖u(t)‖2

H
) p

2

= 2
[

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H + γ
(
‖u(t)‖2

H
) p

2

]
≤ 2

θ′

(
L
ε0

)θ′

+
2
q

(
C2(t)

ε0

)q

= δ(t),
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para todo t ≥ τ. Assim, estamos nas hipóteses do Lema 2.1.5. Logo, para t− τ≥ 0,

y(t)≤
(

δ(t)
γ̃

) 1
p
2 +

(
γ̃

( p
2
−1
)
(t− τ)

)− 2
p−2

=

(
δ(t)

γ̃

) 2
p

+

(
γ̃

(
p−2

2

)
(t− τ)

)− 2
p−2

.

(4.18)

Seja T1 > 0 com t− τ≥ T1, tal que[
γ̃

(
p−2

2

)
T1

]− 2
p−2

≤ 1.

Daı́ e usando (4.18), obtemos

‖u(t)‖2
H = y(t) ≤

(
δ(t)

γ̃

) 2
p

+

(
γ̃

(
p−2

2

)
(t− τ)

)− 2
p−2

≤
(

δ(t)
γ̃

) 2
p

+

(
γ̃

(
p−2

2

)
T1

)− 2
p−2

≤
(

δ(t)
γ̃

) 2
p

+1,

de onde,

‖u(t)‖H ≤

((
δ(t)

γ̃

) 2
p

+1

) 1
2

:= B1(t),

para todo t ≥ T1 + τ, onde B1(t) é não decrescente por H3 e o resultado segue.

Teorema 4.3.2 Seja u(·,uτ) ∈ C([τ,∞);H) uma solução global de (4.8). Então, existe uma
constante T2 e uma função não decrescente B2 : R→ R tal que

‖u(t,uτ)‖X ≤ B2(t),

para todo t ≥ T2 + τ.

Demonstração: Seja u(t,uτ) uma solução global de (4.8). Então, pelo Lema 2.4.1,

d
dt

ϕ(t)(u(t)) =
〈

∂ϕ(t)(u(t)),
du
dt

(t)
〉

H
.

Como u(t,uτ) é solução global de (4.8) e AH(t) é o subdiferencial ∂ϕ(t) de ϕ(t), isto é, AH(t) =
∂ϕ(t), da equação (4.8), temos que

∂ϕ(t)u(t) = B(t,u(t))− du
dt

(t) . (4.19)
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Portanto,

d
dt

ϕ(t)(u(t)) =

〈
B(t,u(t))− du

dt
(t),

du
dt

(t)
〉

H

= (−1)(−1)
〈

B(t,u(t))− du
dt

(t),
du
dt

(t)
〉

H

= −
〈

B(t,u(t))− du
dt

(t),−du
dt

(t)
〉

H

= −
〈

B(t,u(t))− du
dt

(t),B(t,u(t))− du
dt

(t)−B(t,u(t))
〉

H

= −
〈

B(t,u(t))− du
dt

(t),B(t,u(t))− du
dt

(t)
〉

H
−

−
〈

B(t,u(t))− du
dt

(t),−B(t,u(t))
〉

H

= −

(∥∥∥∥B(t,u(t))− du
dt

(t)
∥∥∥∥2

H
−
〈

B(t,u(t))− du
dt

(t),B(t,u(t))
〉

H

)

= −
∥∥∥∥B(t,u(t))− du

dt
(t)
∥∥∥∥2

H
+

〈
B(t,u(t))− du

dt
(t),B(t,u(t))

〉
H
.

Usando a Desigualdade de Cauchy-schwarz e a Desigualdade de Young, vem:

d
dt

ϕ(t)(u(t)) ≤ −
∥∥∥∥B(t,u(t))− du

dt
(t)
∥∥∥∥2

H
+

∥∥∥∥B(t,u(t))− du
dt

(t)
∥∥∥∥

H
‖B(t,u(t))‖H

≤ −
∥∥∥∥B(t,u(t))− du

dt
(t)
∥∥∥∥2

H
+

1
2

∥∥∥∥B(t,u(t))− du
dt

(t)
∥∥∥∥2

H
+

1
2
‖B(t,u(t))‖2

H

= −1
2

∥∥∥∥B(t,u(t))− du
dt

(t)
∥∥∥∥2

H
+

1
2
‖B(t,u(t))‖2

H .

Portanto,

d
dt

ϕ(t)(u(t))+
1
2

∥∥∥∥B(t,u(t))− du
dt

(t)
∥∥∥∥2

H
≤ 1

2
‖B(t,u(t))‖2

H .

Como

1
2

∥∥∥∥B(t,u(t))− du
dt

(t)
∥∥∥∥2

H
≥ 0

e B satisfaz H1, segue que

d
dt

ϕ(t)(u(t)) ≤ 1
2
‖B(t,u(t))‖2

H

=
1
2
‖B(t,u(t))−B(t,0)+B(t,0)‖2

H

≤ 1
2
(‖B(t,u(t))−B(t,0)‖H +‖B(t,0)‖H)

2

≤ 1
2
(L‖u(t)‖H +C(t))2 ,
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onde C(t) = ‖B(t,0)‖H . Daı́ e pelo Teorema 4.3.1, obtemos

d
dt

ϕ(t)(u(t))≤ 1
2
(LB1(t)+C(t))2 =

1
2

K1(t)2

para todo t ≥ T1 +τ, onde K1(t) = LB1(t)+C(t), T1 é uma constante e B1 : R→R uma função
não decrescente.

Da definição de subdiderencial, temos

ϕ(t)(0)−ϕ(t)(u(t)) ≥ 〈∂ϕ(t)(u(t)),0−u(t)〉H∗,H
⇒ ϕ(t)(u(t)) ≤ 〈∂ϕ(t)(u(t)),u(t)〉H∗,H .

Assim, da última desigualdade, de (4.13), (4.19) e usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
e o fato de que B satisfaz H1, vem que

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

H +ϕ(t)(u(t))≤
〈

d
dt

u(t),u(t)
〉

H
+ 〈∂ϕ(t)(u(t)),u(t)〉

=

〈
d
dt

u(t)+∂ϕ(t)(u(t)),u(t)
〉

= 〈B(t,u(t)),u(t)〉H
= ‖B(t,u(t))−B(t,0)+B(t,0)‖H ‖u(t)‖H

≤ (‖B(t,u(t))−B(t,0)‖H +‖B(t,0)‖H)‖u(t)‖H

≤ (L‖u(t)‖H +‖B(t,0)‖H)‖u(t)‖H

≤ (LB1(t)+C(t))B1(t)
= K1(t)B1(t),

(4.20)

para todo t ≥ T1 + τ.
Fixando r > 0 e integrando ambos os lados de (4.20) em (t, t + r) para t ≥ T1 + τ, temos

1
2
‖u(t + r)‖2

H−
1
2
‖u(t)‖2

H +
∫ t+r

t
ϕ(s)(u(s))ds≤

∫ t+r

t
K1(s)B1(s)ds,

donde ∫ t+r

t
ϕ(s)(u(s))ds ≤ 1

2
‖u(t)‖2

H +
∫ t+r

t
K1(s)B1(s)ds

≤ 1
2

B1(t)2 +
∫ t+r

t
K1(s)B1(s)ds =: a3(t).

Considere y(s) = ϕ(s)(u(s)), g = 0 e h(s) = 1
2K1(s)2. Então,∫ t+r

t
g(s)ds = 0 =: a1(t),∫ t+r

t
h(s)ds =

∫ t+r

t

1
2

K1(s)2ds =: a2(t),∫ t+r

t
y(s)ds =

∫ t+r

t
ϕ(s)(u(s))ds≤ a3(t).

Note que y, g, h são funções positivas, com

ẏ(t) =
〈

∂ϕ(t)(u(t)),
d
dt

u(t)
〉
,
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ẏ, y, g e h localmente integráveis, tais que

dy
dt

(t) =
d
dt

ϕ(t)(u(t))≤ 1
2

K1(t)2 = h(t) = 0.ϕ(t)(u(t))+h(t) = g(t)y(t)+h(t),

para todo t ≥ T1 + τ, com r > 0 fixo.
Note que estamos nas hipóteses do Lema Uniforme de Gronwall. Logo,

y(t + r)≤
(

a3(t)
r

+a2(t)
)

ea1(t) =

(
a3(t)

r
+a2(t)

)
e0 =: γ̃1(t) (4.21)

para todo t ≥ T1 + τ.
Agora, temos que

1
p
‖u(`)‖p

X =
1
p

(
‖∇u(`)‖p

p +‖u(`)‖p
p
)

≤ C
1
p

[∫
Ω

D(`,x)|∇u(`)|pdx+
∫

Ω

|u(`)|pdx
]
.

Como u(`) ∈ X =W 1,p(Ω), de (4.4), temos que

1
p

[∫
Ω

D(`,x)|∇u(`)|pdx+
∫

Ω

|u(`)|pdx
]
= ϕ(`)(u(`)).

Assim,

1
p
‖u(`)‖p

X ≤Cϕ(`)(u(`)) =Cy(`).

De (4.21), temos que y(`) = y(`− r+ r)≤ γ̃1(`− r), para todo `− r ≥ T1 + τ, isto é, y(`)≤
γ̃1(`− r), para todo `≥ T1 + τ+ r. Logo,

1
p
‖u(`)‖p

X ≤Cγ̃1(`− r), (4.22)

para todo `≥ T1 + τ+ r.
Para B2(t) := (pCγ̃1(t))

1
p e T2 := T1 + r, de (4.22), resulta que

‖u(t)‖X ≤ (pCγ̃1(t))
1
p = B2(t),

para todo t ≥ T2 + τ, onde B2 : R→ R é não decrescente e o teorema está provado.

4.4 Semicontinuidade superior de atratores pullback
Nessa seção provaremos que o processo de evolução associado com o problema (4.8) tem um

atrator pullback {Aλ(t) : t ∈ R} e que a famı́lia de atratores pullback é semicontı́nua superior-
mente com respeito aos parâmetros de difusão Dλ.

Seja u(t) uma solução global do problema (4.8). Defina U(t,τ) : H→ H por

U(t,τ)u0 = u(t,τ,u0), u0 ∈ H, t ≥ τ ∈ R. (4.23)

Note que U(t,τ) está bem definido, pois dado u0 ∈ H, temos U(t,τ)u0 = u(t,τ,u0) ∈ H.
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Afirmação 4.4.1 (4.23) define um processo de evolução em H.

De fato, U(t, t)u0 = u(t, t,u0) = u0, para todo u0 ∈ H e t ∈ R, isto é, U(t, t) = 1 para todo
t ∈ R. Se w0 ∈ H e u0 =U(s,τ)w0, com t ≥ s≥ τ, temos que U(t,τ)w0 e U(t,s)U(s,τ)w0 são
soluções de (4.8) com u(s) = u0, pois

U(t,τ)w0 = u(t,τ,w0) e U(t,s)U(s,τ)w0 =U(t,s)u0 = u(t,s,u0).

Assim, pela unicidade de solução do problema (4.8), temos que U(t,τ)w0 = U(t,s)U(s,τ)w0,
w0 ∈ H, isto é, U(t,τ) =U(t,s)U(s,τ), para todo t ≥ s≥ τ. Além disso,

{(t,τ) ∈ R×R : t ≥ τ}×H 3 (t,τ,x) 7→U(t,τ)x ∈ H

é contı́nua, uma vez que U(t,τ)x, x ∈ H, t ≥ τ é solução de (4.8), e a afirmação segue.
Dizemos que o processo {U(t,τ) : H→H, t ≥ τ∈R} definido como em (4.23) é o processo

de evolução associado ao problema (4.8).
O teorema a seguir, garante a existência de um atrator pullback para o processo de evolução

associado ao problema (4.8).

Teorema 4.4.1 O processo de evolução associado com o problema (4.8) tem um atrator pull-
back.

Demonstração: Pelo Teorema 3.2.4, é suficiente provar que existe uma famı́lia {K(t) : t ∈R}
de subconjuntos compactos de H que atrai pullback subconjuntos limitados de H no instante t.

Seja {U(t,τ) : t ≥ τ ∈ R} o processo associado ao problema (4.8) e considere a famı́lia de
conjuntos K(t) = BX (0,B2(t))

H
de H, onde B2(t) é a função dada no Teorema 4.3.2, do qual

‖u(t,uτ)‖X ≤ B2(t), para todo t ≥ T2 + τ e u(·,uτ) é a solução global de (4.8).
Observe que cada K(t) é compacto em H, pois BX(0,B2(t)) é limitado em X e X ⊂ H

compactamente.

Afirmação 4.4.2 K(t) atrai pullback conjuntos limitados de H no instante t.

De fato, se B⊂ H é limitado e u0 ∈ B, então pelo Teorema 4.3.2,

U(t,τ)u0 = u(t,τ,u0) ∈ BX(0,B2(t))

para τ≤ t−T2. Assim

lim
τ→−∞

distH (U(t,τ)B,K(t)) = 0

e da Definição 3.1.4, a afirmação segue. Logo, {K(t) : t ∈ R} é uma famı́lia de conjuntos
compactos de H que atrai subconjuntos limitados de H no instante t, como querı́amos mostrar.

Considere a famı́lia de funções Dλ ∈ L∞([τ,T ]×Ω) com 0< β≤Dλ(t,x)≤M em [τ,T ]×Ω,
λ ∈ [0,∞), Dλ→ Dλ1 em L∞([τ,T ]×Ω) quando λ→ λ1. Além disso, consideremos a famı́lia
de operadores Aλ(t) : X → X∗ definida por

Aλ(t)u(v) :=
∫

Ω

Dλ(t,x) |∇u(x)|p−2
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|p−2 u(x)v(x)dx. (4.24)

Vamos considerar B : [τ,T ]×H→ H satisfazendo H1−H3 e usaremos Aλ(t) = (Aλ)H(t).
Utilizando os Teoremas 4.2.1 e 4.4.1, temos a existência de uma única solução (forte) uλ do

problema (4.1) que define um processo de evolução {Uλ(t,τ) : H → H, t ≥ τ ∈ R} no espaço
H e este processo tem um atrator pullback {Aλ(t) : t ∈ R}=: Aλ.
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Observação 4.4.1 Seja uλ uma solução do problema (4.1). Pelos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, temos,
respectivamente, ‖uλ(t)‖H ≤ B1(t), para todo t ≥ T1 + τ, λ ∈ [0,∞) e ‖uλ(t)‖X ≤ B2(t) para
todo t ≥ T2 + τ, λ ∈ [0,∞). Como consequência,

⋃
λ∈[0,∞)

Aλ(τ)
H

é um subconjunto compacto de H, para cada τ ∈ R, devido a caracterização do atrator dada
no Teorema 3.2.4.

A seguir, damos significado à semicontinuidade superior de uma famı́lia de atratores pull-
back.

Definição 4.4.1 Diremos que {Aλ(t) : t ∈ R}, λ ∈ [0,∞) é semicontı́nua superiormente em λ1,
se para cada t ∈ R,

dist
(

Aλ(t),Aλ1(t)
)
→ 0

quando λ→ λ1.

O teorema a seguir, prova a continuidade do fluxo. Esse resultado é fundamental para a
prova da semicontinuidade superior dos atratores pullback.

Teorema 4.4.2 Seja {Uλ(t,τ) : t ≥ τ ∈R} o processo de evolução gerado pelo problema (4.1).
Se {u0λ : λ ∈ [0,∞)} é um conjunto limitado em X e u0λ→ u0λ1 em H quando λ→ λ1, então
Uλ(t,τ)u0λ→Uλ1(t,τ)u0λ1 em H quando λ→ λ1, uniformemente para t em subconjuntos com-
pactos de R.

Demonstração: Temos

d
dt

(
uλ(t)−uλ1(t)

)
+Aλ(t)uλ(t)−Aλ1(t)uλ1(t) =

(
d
dt

uλ(t)+Aλ(t)uλ(t)
)
−

−
(

d
dt

uλ1(t)+Aλ1(t)uλ1(t)
)
.

Usando a equação (4.8) e Aλ(t) = (Aλ)H(t), temos

d
dt

(
uλ(t)−uλ1(t)

)
+Aλ(t)uλ(t)−Aλ1(t)uλ1(t) = B(t,uλ(t))−B

(
t,uλ1(t)

)
,

q.t.p t ∈ [τ,T ]. Multiplicando a última equação por uλ(t)− uλ1(t) e usando o fato de que B
satisfaz H1 e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos〈

d
dt
(uλ(t)−uλ1(t)),uλ(t)−uλ1(t)

〉
H
+
〈
Aλ(t)uλ(t)−Aλ1(t)uλ1(t),uλ(t)−uλ1(t)

〉
H =

=
〈
B(t,uλ(t))−B(t,uλ1(t)),uλ(t)−uλ1(t)

〉
H

≤
∥∥B(t,uλ(t))−B

(
t,uλ1(t)

)∥∥
H

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥

H

≤ L
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥
H

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥

H

= L
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥2
H .

(4.25)
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Por outro lado, usando (4.24) temos〈
Aλ(t)uλ(t)−Aλ1(t)uλ1(t),uλ(t)−uλ1(t)

〉
X∗,X =

= Aλ(t)uλ(t)
(
uλ(t)−uλ1(t)

)
−Aλ1(t)uλ1(t)

(
uλ(t)−uλ1(t)

)
=

=
∫

Ω

Dλ|∇uλ|p−2
∇uλ

(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

∫
Ω

|uλ|p−2uλ

(
uλ−uλ1

)
dx −

−
∫

Ω

Dλ1|∇uλ1|
p−2

∇uλ1

(
∇uλ−∇uλ1

)
dx −

∫
Ω

|uλ1|
p−2uλ1

(
uλ−uλ1

)
dx

=
∫

Ω

(
Dλ|∇uλ|p−2

∇uλ−Dλ1|∇uλ1|
p−2

∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
|uλ|p−2uλ−|uλ1|

p−2uλ1

)(
uλ−uλ1

)
dx

=
∫

Ω

(
Dλ|∇uλ|p−2

∇uλ−Dλ1|∇uλ1|
p−2

∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx −

−
∫

Ω

(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
|uλ|p−2uλ−|uλ1|

p−2uλ1

)(
uλ−uλ1

)
dx

=
∫

Ω

(
|uλ|p−2uλ−|uλ1|

p−2uλ1

)(
uλ−uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

[(
Dλ|∇uλ|p−2

∇uλ−Dλ1 |∇uλ1|
p−2

∇uλ1

)
−

−
(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)]
(∇uλ−∇uλ1)dx

=
∫

Ω

(
|uλ|p−2uλ−|uλ1|

p−2uλ1

)(
uλ−uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
Dλ|∇uλ|p−2

∇uλ−Dλ1|∇uλ1|
p−2

∇uλ1−Dλ|∇uλ1|
p−2

∇uλ1+

+Dλ1 |∇uλ1|
p−2

∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx

=
∫

Ω

(
|uλ|p−2uλ−|uλ1|

p−2uλ1

)(
uλ−uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

Dλ

(
|∇uλ|p−2

∇uλ−|∇uλ1|
p−2

∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx≥

≥
∫

Ω

(
|uλ|p−2uλ−|uλ1|

p−2uλ1

)(
uλ−uλ1

)
dx +

+β

∫
Ω

(
|∇uλ|p−2

∇uλ−|∇uλ1|
p−2

∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx +

+
∫

Ω

(
Dλ−Dλ1

)(
|∇uλ1|

p−2
∇uλ1

)(
∇uλ−∇uλ1

)
dx.

Usando a Desigualdade de Tartar, existem constantes C1, C2 ≥ 0, ambas independentes de λ, tal
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que 〈
Aλ(t)uλ(t)−Aλ1(t)uλ1(t),uλ(t)−uλ1(t)

〉
X∗,X ≥

≥C2
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥p
p +βC1

∥∥∇uλ(t)−∇uλ1(t)
∥∥p

p+

+
∫

Ω

(
Dλ(t,x)−Dλ1(t,x)

)(
|∇uλ1(t)|

p−2
∇uλ1(t)

)(
∇uλ(t)−∇uλ1(t)

)
dx.

(4.26)

Assim, de (4.25) e (4.26), obtemos

1
2

d
dt

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H +βC1
∥∥∇uλ(t)−∇uλ1(t)

∥∥p
p +C2

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥p

p+

+
∫

Ω

(
Dλ(t,x)−Dλ1(t,x)

)(
|∇uλ1(t)|

p−2
∇uλ1(t)

)(
∇uλ(t)−∇uλ1(t)

)
dx≤

≤ 1
2

d
dt

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H +
〈
Aλ(t)uλ(t)−Aλ1(t)uλ1(t),uλ(t)−uλ1(t)

〉
X∗,X

≤ L
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥2
H ,

e portanto

1
2

d
dt

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H +

+
∫

Ω

(
Dλ(t,x)−Dλ1(t,x)

)(
|∇uλ1(t)|

p−2
∇uλ1(t)

)(
∇uλ(t)−∇uλ1(t)

)
dx

≤ L
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥2
H .

Logo, usando a Desigualdade de Hölder,

1
2

d
dt

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H ≤ L‖uλ(t)−uλ1(t)‖
2
H−

−
∫

Ω

(Dλ(t,x)−Dλ1(t,x))(|∇uλ1(t)|
p−2

∇uλ1(t))(∇uλ(t)−∇uλ1(t))dx

≤ L‖uλ(t)−uλ1(t)‖
2
H +

+ sup essx∈Ω |Dλ(t,x)−Dλ1(t,x)|
∫

Ω

|∇uλ1(t)|
p−2|∇uλ1(t)||∇uλ(t)−∇uλ1(t)|dx≤

≤ ‖Dλ(t, ·)−Dλ1(t, ·)‖L∞(Ω)

∫
Ω

|∇uλ1(t)|
p−2|∇uλ1(t)|

(
|∇uλ(t)|+ |∇uλ1(t)|

)
dx+

+L‖uλ(t)−uλ1(t)‖
2
H

= ‖Dλ(t, ·)−Dλ1(t, ·)‖L∞(Ω)

[∫
Ω

|∇uλ1(t)|
p−1|∇uλ(t)|dx+

∫
Ω

|∇uλ1(t)|
pdx
]
+

+L‖uλ(t)−uλ1(t)‖
2
H

≤ L‖uλ(t)−uλ1(t)‖
2
H +‖Dλ−Dλ1‖L∞([τ,T ]×Ω)

(
‖∇uλ1‖

p−1
p ‖∇uλ‖p +‖∇uλ1‖

p
p
)

q.t.p t ∈ (τ,T ).
Por H3, a função B2(t) dada no Teorema 4.3.2 é limitada em subconjuntos compactos de R,

do qual temos ‖uλ(t)‖X ≤ B2(t), para todo t ≥ T2 + τ. Como

‖uλ(t)‖X = ‖uλ(t)‖p + ‖∇uλ(t)‖p,

segue que ‖uλ(t)‖p , ‖∇uλ(t)‖p < ∞. Portanto,

1
2

d
dt

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H ≤ L
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥2
H +M

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)
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q.t.p t ∈ (τ,T ) e λ ∈ [0,∞), onde M > 0 é uma constante. Integrando a última desigualdade de
τ a t, temos

1
2

∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H ≤ 1
2

∥∥uλ(τ)−uλ1(τ)
∥∥2

H +
∫ t

τ

L
∥∥uλ(s)−uλ1(s)

∥∥2
H ds+

+ M
∫ t

τ

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)

ds.

Daı́, ∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H ≤
∥∥u0λ−u0λ1

∥∥2
H +2M(t− τ)

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)

+

+
∫ t

τ

2L
∥∥uλ(s)−uλ1(s)

∥∥2
H ds.

Do fato de que t− τ≤ t ≤ T , resulta que∥∥uλ(t)−uλ1(t)
∥∥2

H ≤
∥∥u0λ−u0λ1

∥∥2
H +2MT

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)

+

+
∫ t

τ

2L
∥∥uλ(s)−uλ1(s)

∥∥2
H ds.

Note que φ : [τ,T ]→ R dada por φ(t) =
∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥2
H , para todo t ∈ [τ,T ] é contı́nua,

a :=
∥∥u0λ−u0λ1

∥∥2
H +2MT

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)

≥ 0

e m : [τ,T ]→ R dada por m(t) = 2L, para todo t ∈ [τ,T ] é tal que m ∈ L1(τ,T,R) e m≥ 0 q.t.p
em (τ,T ). Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman, segue que∥∥uλ(t)−uλ1(t)

∥∥2
H ≤

(
‖u0λ−u0λ1‖

2
H +2MT‖Dλ−Dλ1‖L∞([τ,T ]×Ω)

)
e
∫ t

τ
2Lds

=
(∥∥u0λ−u0λ1

∥∥2
H +2MT

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)

)
e2L(t−τ)

≤
(∥∥u0λ−u0λ1

∥∥2
H +

∥∥Dλ−Dλ1

∥∥
L∞([τ,T ]×Ω)

)
M̃

em subconjuntos compactos de R, com M̃ = M̃(M,T ). Como u0λ→ u0λ1 em H e Dλ→Dλ1 em
L∞ ([τ,T ]×Ω) quando λ→ λ1, segue que

uλ(t)→ uλ1(t)

em H quando λ→ λ1 uniformemente para t em subconjuntos compactos de R, ou seja,

Uλ(t,τ)u0λ→Uλ1(t,τ)u0λ1

em H quando λ→ λ1 uniformemente para t em compactos de R e o teorema está provado.

Teorema 4.4.3 A famı́lia de atratores pullback {Aλ(t) : t ∈ R}, λ ∈ [0,∞) é semicontı́nua
superiormente em λ1.

Demonstração: Provemos que para cada t ∈ R,

dist
(

Aλ(t),Aλ1(t)
)
→ 0

quando λ→ λ1.
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Como Aλ1 := {Aλ1(t) : t ∈R} é um atrator pullback para o processo de evolução {Uλ1(t,τ) :
t ≥ τ ∈ R} em H, tem-se que Aλ1(t) atrai pullback todos os subconjuntos limitados de H no
instante t, para cada t ∈ R. Seja τ ∈ R tal que

distH
(

Uλ1(t,τ)B(τ),A
λ1(t)

)
<

ε

3
(4.27)

onde B(τ) é um conjunto limitado em H e
⋃

λ∈[0,∞)

Aλ(τ)⊂ B(τ).

Da invariância de Aλ := {Aλ(t) : t ∈ R}, temos Uλ(t,τ)Aλ(τ) = Aλ(t) para cada t ≥ τ.
Pelo teorema anterior, existe δ = δ(ε)> 0, tal que para todo |λ−λ1|< δ, tem-se

sup
ψλ∈Aλ(τ)

∥∥Uλ(t,τ)ψλ−Uλ1(t,τ)ψλ

∥∥< ε

3

Logo,

distH
(

Aλ(t),Aλ1(t)
)
= distH

(
Uλ(t,τ)Aλ(τ),Aλ1(t)

)
= sup

ψλ∈Aλ(τ)

distH
(

Uλ(t,τ)ψλ,Aλ1(t)
)

≤ sup
ψλ∈Aλ(τ)

{
distH

(
Uλ(t,τ)ψλ,Uλ1(t,τ)ψλ

)
+

+ distH
(

Uλ1(t,τ)ψλ,Aλ1(t)
)}

.

Como ψλ ∈ Aλ(τ)⊂
⋃

λ∈[0,∞)

Aλ(τ) ⊂ B(τ), de (4.27) resulta que

distH
(

Uλ1(t,τ)ψλ,Aλ1(t)
)
<

ε

3
.

Logo, para todo |λ−λ1|< δ,

dist
(

Aλ(t),Aλ1(t)
)
≤ ε

3
+

ε

3
=

2ε

3
< ε,

isto é,

dist
(

Aλ(t),Aλ1(t)
)
→ 0

quando λ→ λ1 e o resultado segue.
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