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RESUMO

A teoria das equagoes de Riccati, na sua forma escalar e
matricial, e desenvolvida sistematicamente de modo a oferecer o
embasamento teorico necessario a analise do Método da
Transformagao Generalizada de Riccati, que € apresentado logo
apos. O referido método utiliza uma transformagao de variaveis
para converter um problema de valores de contorno de dois pontos
em um problema de valor inicial constituido pela equagao de
Riccati. Esta conversiao permite eliminar a instabilidade
numerica associada ao cdlculo numérico direto de problemas de
valores de contorno de dois pontos que apresentam solucgdes

exponenciais positivas.

O Metodo da Transformagao Generalizada de Riccati mostra-se uma
tecnica computacionalmente eficiente de ampla aplicacao em

engenharia mecanica.
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ABSTRACT

The theory of Riccati equation, in its scalar and matricial
form, is sistematically developed in order to give necessary
theoretical knowledge to analyze Riccati Generalized
Transformation Method, wich is subsequently presented. The above
mentioned method uses a change of variables to transform two-
point boundary value problem into initial value problem,
constituted by Riccati equation. This transformation allows us
to eliminate the numerical instabilities associated with direct
numerical determination of two-point boundary value problems

containing positive exponential solutions.

Riccati Generalized Transformation Method shows to be a
computationally efficient tecnique with ample use in mechanical
engineering.
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INTRODUCAQ

A motivagao para elaboragao da presente dissertagao surgiu da
observagao da necessidade em se conhecer os fundamentos
matematicos de técnicas utilizadas na resolucac de muitos
problemas de engenharia. A analise e a interpretagao fisica
corretas do comportamento dos resultados matematicos obtidos com
a aplicagao dessas técnicas so se fazem possiveis com o dominio
da teoria matematica envolvida. A proposta, entao, €& abordar
uma tecnica atual e de ampla aplicagao em engenharia mecanica
concomitantemente a um tratamento sistematico dos conceitos

matematicos intrinsecos a ela.

Os objetivos principais sao adquirir o dominio de uma técnica
gue permita resolver, de modo satisfatorio, muitos problemas em
engenharia mecanica e internalizar o sentimento da
importantissima inter-relacao entre a matematica pura e a

engenharia.

O tema escolhido é uma nova técnica que permite resolver
problemas de valores de contorno de dols pontos com grande
precisao - o Método da Transformagao Generalizada de Riccati.
Técnicas numéricas usuais de resolugao direta de problemas de
valores de contorno de dois ©pontos, frequentemente sao
acompanhados de sérias instabilidades numéricas, as quais surgem
devido a presenga de um termo exponencial positivo entre as
solucoes da equagao diferencial que governa o problema.
Entretanto, muitos sistemas mecanicos sao formulados
matematicamente por problemas de valores de contorno de dois
pontos onde um termo exponencial negativo é a solugdo desejada.
0 acumulo de erros de formula e de arredondamento ao longo
dos calculos faz com gque a solucaoc do problema envolva
nao somente o termo exponencial negativo, mas tambem o

positivo com um pequeno coeficiente. No entanto, como O



termo exponencial negativo tende a zero, e o positivo cresce
muito rapidamente, este ultimo termo dominara, e a solugao
numerica sera simplesmente um multiplo do termo exponencial
positivo. O Metodo da Transformagdao Generalizada de Riccati
elimina essa instabilidade numérica com a transformagao do
problema de valores de contorno de dois pontos original em um
problema de valor inicial constituido por uma equacgao
diferencial nao-linear de comportamento bastante estavel: a
equagac de Riccati. A eficiencia desta técnica em eliminar a
instabilidade numérica acima referida, explica-se pelas
propriedades da equagao de Riccati. Por esta razao, os capitulos
3 e 4 sao dedicados a um desenvolvimento sistematico da teoria
da equagao de Riccati na sua forma escalar e matricial.
Consideragoes a respeito do comportamento estavel da solucac da
equacac de Riccati sao apresentadas no capitulo 5. Estes
capitulos preliminares proporcionam os conhecimentos prévios
necessarios para a analise e compreensao dos fundamentos do
Método da Transformagao Generalizada de Riccati apresentado no
capitulo 6 e, com isto, sao alcangados os objetivos a que se

propos o presente trabalho.



. / CAP(TULO 2

INTRODUCAQ HISTORICA E REVISAQO DA LITERATURA

2.1. EQUAGOES DE RICCATI

Uma equagao diferencial ordinaria da forma

y’ + P(x)y° + Q(X)y + R(X) = O (Zoil)

€ conhecida hoje como Equagao de Riccati Generalizada. A

primeira aparicao em Analise de uma equagao do tipo acima
2Rk : :

ocorreu em um artigo publicado em 1694 por John Bernoullil a

respeito de geometria diferencial de curvas.

Neste artigo, Bernoulli apresenta a equacao

x2dx + y°dx = a‘dy (2.2)

e declara que nao conseguiu resolve-la.

Entre 1697 e 1704, em varias cartas’ escritas a Leibniz, James

Bernoulli se refere a essa equagao na forma

dy = yydx + xxdx (2r8))

e declara, mais uma vez, sua inabilidade para resolve-la.

Entretanto, em 1702, James Bernoulli conseqguiu reduzir a equagao

* Acta Eruditorum publicata Lipsiae, 1694, pp. 435-437 (apud)

+ Leibnizens gesamellte Werke, Dritte Falge (Mathematik), III (Halle, 1855) pp (apud)



em uma equagao diferencial linear de 22 ordem. © procedimento de

Bernoulli foi fazer na equacao

2 2 (2.4)

a seguinte substituicao de variavel:

(2.5)

<

Il

|
celr
g12

e, deste modo, reduzir a equagao original a uma equacgao
diferencial linear homogenea de 22 ordem na nova variavel u.
Esta 4ultima equagao poderia ser resolvida por séries de
potencias e, assim, obter a solucao da equacao original como um
gquociente de duas séries de potencias atraves da relagao (2.5).
Face esta descoberta, os matematicos da epoca voltaram seus
estudos ao problema de obter solugoes em tewnas finitaas.

Vinte anos mais tarde, em 1724, um matematico italiano, Conde
. : : ek ; i
Jacopo Riccati, publicou um artigo no qual fazia referencia a

seguinte equagao diferencial

x" dq = du + uudx (2.6)

equagao esta a primeira a receber seu nome. Riccati admitiu que
o . . n
q fosse uma potencia de x, ou seja, q@ = X, de tal modo a

reduzir a equacao para

% Acta Eurditorum, Suplementum VIII, 1724, pp. 66-73. (apud)



m+n-1 _ du 2_-n

O artigo de Riccati foi seguido por uma nota” de Daniel
Bernoulli mencionando que ele mais tres outros membros de sua
familia haviam obtido os valores de n para os dquais a equagao
(2.7) e resolvida em finitos termos. Esta solugao nao é
conhecida; Daniel Bernoulli ocultou sua solugac por um anagrama

o qual ainda nao foi decifrado.

Um ano apos a publicagao do anagrama, Daniel Bernoulli publicou

o 4P ~ A .
sua solugao da equagao, escrita na forma equivalente a

ﬂ 23N m (2.8)
T + ay = bx

A solugao consiste na determinagiao de um conjunto de valores de

m, a saber

”

onde k € um inteiro positivo, para os quais a equagaoc &

integrada em finitos termos.

Devido a importancia dada a trabalho de Riccati por Daniel
Bernoulli, o nome de Riccati passou a ser associado a um tipo

mais geral de equagao. Hoje, da-se o nome de &quagaa de Riccati
Genenalizada a qualquer equacao da forma

dy

G EIER A EIEY G R = O

* Ibid pp. 73-75 (apud)

t Exercitationes quaedam mathematicae (Venice, 1724), pp. 77-80; Acta Erudito (apud)



a qual, obviamente, consiste na generalizagao da equagao (2.8).

Em 1763, Euler publicou um artigo* no qual mostrava que, quando
uma solugao particular y, da equagao de Riccati generalizada e
conhecida, a equagao pode ser reduzida a uma equacao diferencial
de 12 ordem linear mediante a substuicao y = YA 170y, essa
solugao geral pode, entdao, ser obtida por intermédio de duas
quadraturas. Euler tambem mostrou gque, se duas solugdes
particulares da equagao de Riccati sao conhecidas, a equacao
pode ser resolvida por intermédio de apenas uma quadratura.
Estes resultados constituem hoje os teoremas fundamentais da
teoria geral da equagao de Riccati, tratadas, por exemplo, em
FsR e e 23] .

A teoria geral da equagao escalar de Riccati e da sua
generalizagao matricial, sob diversos aspectos cientificos, se
desenvolveu muito entre os anos de 1950 e 1970. Este
desenvolvimento se deve a trabalhos de autores como Reid [2, 7,
9, 12, 15], Coles [3, 16]. Redheffer [4, 5, 8, 11], Lewvin [6],
Bucy [20, 21], Bellman [19], Kaplan e Stock [13] e Jacobson
[22], que aplicaram a equagao de Riccati a teoria dos Sistemas
Dinamicos, especialmente ao problema de controle. Os resultados
apresentados por esses autores que julgamos como fundamentais,

encontram-se reunidos e desenvolvidos no presente trabalho.

2.2, TRANSFORMAGAO GENERALIZADA DE RICCATI

Rybicki, G.B. e Usher, P.D. [17], em 1966, apresentaram o Método
da Transformagao Generalizada de Riccati como uma alternativa
para o método de "Invariant Imbedding”. Foram discutidas a
estabilidade numérica do metodo e a sua relagao com o metodo de

"Tnvariant Imbedding".

Em 1975, Horner [25, 26] empregou o Metodo da Transformagao
Generalizada de Riccati no desenvolvimento da técnica Matrizes

de Transferencia de Riccati para a determinagac numérica de

* Novi . Comm. Acad. Petrop. VIII (1760-1761), p. 32. (apud)



tensoes e deformagoes em membros estruturais. Os resultados de
seu trabalho indicam que o metodo Matrizes de Transferencia de
Riccati € numericamente estavel e elimina as dificuldades

numericas do método Matrizes de Transferencia.

Trabalhos mais recentes, de diversas areas cientificas, dao
enfoque a Transformagao Generalizada de Riccati como uma
ferramenta muito poderosa utilizada para eliminar a
instabilidade numérica de meétodos numéricos usuais de resolucao
de problemas de valores de contorno de dois pontos. O mais
recente desses trabalhos encontrado, escrito por Chu [27, 28] em
1978, utiliza a Transformagao Generalizada de Riccati no
desenvolvimento de wuma técnica que permite resolver, com
precisao, problemas de valores de contorno de dois pontos

constituidos por equagoes diferenciais parciais.

A eficiencia da Transformada Generalizada de Riccati em eliminar
a instabilidade numérica associada a problemas de valores de
contorno que admitem solugoes exponenciais positivas, explica-se
através das propriedades da equagao de Riccati. Dai a motivagao
para realizar um trabalho no qual a Transformagao Generalizada
de Riccati fosse apresentada concomitantemente a um tratamento

sistematico das propriedades da equagao de Riccati.



/ CAP(TULO 3

A EQUACAO DE RICCAT!

3.1. INTRODUGAO
Uma equagao diferencial ordindria ndo-linear de 12 ordem da

forma

¥ 4 Px)y? + Q)Y + R(x) = 0 (Bed)

em que P, Q e R sao fungoes continuas da variavel independente
num intervalo I e P # 0 em I, e conhecida como &quagaa de

Riccati Senenalinada ou, simplesmente, &quacaa de Riccati.

Ainda nao se conhece gqualquer método geral de resolugao da
equagao de Riccati, mas um estudo da natureza gqualitativa de
suas solugoes permite levantar um numero de fatos concernentes a
elas.

3.2. INVARIANCIA DA EQUAGAO SOB TRANSFORMAGAO DE MOBIUS
Provavelmente a propriedade mais caracteristica (e que resulta
em varias outras propriedades) € a invariancia da equacao de

Riccati sob a transformacao de Mdbius (vide Apendice B).

E facil ver que, substituindo

c +dn = 0 (So2)



obtemos:

bn’[c + dn] = [a + bn]dn' ben’ + bdnn’ - adn’ - bdnn’

/= = =
Y > 2
[c + dn] [c 4F dn]
_ bc - ad ;
[c +dn] (33)
2 22
2 a~ + 2abn -b
y = L > i (3'4)
[c a5 dn]
Substituindo (3.2), (3.3) e (3.4) na equagao (3.1) obtemos:
2 2 2 2
bc - ad a + 2abn + b™'7n ac + [ad + bc]n + bdn
n’'+ P S (0) ir

[ + d'n]z e + dng (o + dn]z

c2 + 2cdn + d2n2

e+ dn]z

+ R =20

ou, entao:

[bc—ad]n'+ [bzP + bdQ + dzR]n2 + [2abP+[ad + chQ +2cdR]n +

+[a2P + acQ + ch] =0
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Dividindo por [bc - ad] vem:

b°P + bdQ + d°R . 2abP + [ad o bc]Q + 2cdR

!
L bc - ad L bc - ad n

+ a2P + acQ + cﬁ{
bc - ad

=0 , (3.5)

que e, obviamente, uma equacao de Riccati.

Nota 1: Em particular, se admitirmos a =1, b=0, ¢ =0, d = 1,

obtemos:

n=1/y

que satisfaz

m’ - RN° - Qn - P =0 °

3.3. CONSTRUGAO DA SOLUGAO GERAL A PARTIR DE UMA SOLUGAO
PARTICULAR

Conhecendo-se uma das solucdes particulares da equagao (3.1), e
possivel determinar sua solucao geral atraves de duas

quadraturas.

De fato, se y for uma solugao particular de (3.1), substituimos:

u = (3.6)




ou seja:

11

5 1
Y RSSY R (3.7)

ou entao:

u’ + Py + 2P + R

el
el
@)
Il
6

W oar 19 == + le +

1.
2

[y’ + ny + le + R] -
u

[u’— 2y EUNEREREs Qu] =0

Como y, satisfaz (3.1), a variavel u deve satisfazer

u’/ + [Q = ZYIPJu - P =0

(3.8)

Esta equacdo é linear, nao homogenea, de ordem 1 e, portanto,

pode ser resolvida por duas quadraturas (uma, correspondendo

equacao homogenea e a outra, a nao homogenea) .

a
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Nota 1: A solugao geral da equagao

u’ + A(xX)u = B(x)

(01

X

G Ce—IAdx+ e—IAdx jBeIAdX d

onde C é constante de integragao Y

A solucao geral de (3.8) é:

Ce-J[Q 2 2Pyl]dx , —J[Q - 2Py1]dx

u = e [Pe dx
J
(3.9)
A solucgao geral da equagdo (3.1), levando em conta (3.7) é:
2 Cy A + (1 = le]

Com A e B claramente definidos pela equagao (3.9).

Nota 2: Observemos que a solugdo (3.10) e uma fungao fracional
linear do parametro C (vide Apendice B), isto €&, do

tipo

_ CE(X) + @(x)
Y = Cg(x) * v (%)

(@)
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Como a equagao de RICCATI sempre possui uma solugao
particular, a solugao geral da mesma €& constituida
sempre de uma fungao fracional da constante de

integracao, C. °

Nota 3: Seja a condicao inicial associada com a solugao (3.11):

Chamemos:

Eifx ) = T QSIS0 g (G R

Assim, da equagao (3.11) resulta que:

Cfo + wo
y —

0 Cg0 3 @O

Logo, C & transformagao de M&bius de Vs (vide Apendice
B). De fato:

Cfo Ve T CIy * Yo7,
Vi S=a(p
G 050 0
Y59, fo

Como sabemos de (3.11), a solugao geral da equagao de
RICCATI € funcgao fracional linear de C; sendo C, por seu
turno, transformada de Mdbius de Yejul - <A solucao y da

equacao de Riccati e fungao fracional linear de Y-

De fato, substituindo C na equagao (3.11) vem:
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YO'IO % (po
f +
y.g, * f, (x) + ¢(x)
e y03’0 - (pO £ %
+

Sl s [£,000 = 0,200

yo[vog(X) = gow(X)] i [fov(X) = wog(X)]

Desta maneira vemos que a solugao geral da equagao
de Riccati é funcao fracional 1linear do seu valor

inicial Yo = y(x,) - °

3.4. CONSTRUGAO DA SOLUGCAO GERAL A PARTIR DE DUAS SOLUGOES
PARTICULARES

Conhecendo-se duas solugoes particulares distintas da equagao
(3.1), é possivel determinar sua solugao geral atraves de uma

unica quadratura.

De fato, se y e y_  forem duas solugoes particulares,

substituimos

AT (31a12))
Y =¥,



ou seja

Dail:

) 1) -, - )
= >
[ - )
{ 2
= ' 4 — ' I 14
[y1 yz]u +ylu [y1 o yz]u +y!
y! =

2082 2
Py2 U= 2Py1y2u + Py1

)

15

(Ghis))

@i

(e

(3

14)

15)

16)

7))
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Substituindo (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) na equagao (3.1),

vem:
e ’ 7442 ’ ’ 0 2.2 2
[Y1 }E]u it yiuar = [y1 + yz)u + y4 + Pygl - 2Pyﬁgu + Py1-+

+ Qy2u2 = Q[y1 + yz]u + le + Ru2 - 2Ru + R =0

Ordenando os termos, obtemos
[y’ + ny + le Iy R] I [y; + Pyi + Qy2 + R]u2 I [Y1 = yz]ur +
+ [[—y’ - le = R]u aF {—yé = Qy2 = RJu = 2Py&y%] =0 (3.18)

Mas, como y, ey, satisfazem a equagao (3.1), teremos:

=07 =@y, = R e By

=y! =Oys@¥R = Eya

e assim, a equagao (3.18) fica:

[y1 = yz]u’ P [ny = 2Py1y2 + Pyz] u =0
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ou, entao, se e

UL P[y1 = yz] u=2~0 (3o dlS))

Cejp[yz g Yx]dx (5520

ou, entao, da equagao (3.12)

e = oo
T e (@)
Y=y

Logo, recorrendo a (3.13)

JP[y2 = yl]dx
SEE e (8022)

JP[yZ - ledx

Y,

1 - Ce

que é fragao linear do parametro C (vide a NOTA 2 da segao 3.3).
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3.5. CONSTRUCAO DA SOLUGAO GERAL A PARTIR DE TRES SOLUGOES
PARTICULARES

Recorrendo a (3.21), pondo C = C’, obtemos uma solucao

particular da equagao (3.1), digamos y._. Assim

. C,ejp[yl » yz}dx (Go23)

Dividindo (3.23) por (3.21), obtemos:

Gle L
== (= cte) (3.24)

Substituindo-se C’/C por C, a equagao (3.24) pode ser escrita

VT MNpgra= Y
e ((3%12150)
A e

Calculando y, obtemos:

y = (3.26)

0 resultado acima constitui solucaoc geral da equacao (3.1),
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pois depende de uma constante de integra¢5o, €.
Por outro lado, a expressao (3.26), mais uma vez, constitui
fragao linear do parametro C, do tipo (3.11).

3.6. QUATRO SOLUGOES PARTICULARES - ''CROSS RATIO"

Define-se "Cross-ratio" (vide apendice B) como:

ou entao,
o) o)
1 3 2 4
Rx(al,az,a3,a4) = ( ] ( ] (3.27)
ST el
Da equacao (3.25) vemos gque para gqualquer solugao y = y, da

equagao (3.1) temos

y4 - y1 y4 - y2 (3.28)

ou, entao

(3.29)
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de onde vem que para uma determinada equagao de Riccati com

solugoes particulares Yk Y Y e
RSy, Yo, SRV 1) G (3.30)
Nota 1: Como sabemos do Apendice B, se aplicarmos a
transformagao de Mdbius as fungoes Vil Yo o i
a + by1
T?i = E'*'_dy—i (e = by 2y g 4), (3.31)
teremos
R0 Mo o 0SB S ENERS R ) (3.32)

Por outro lado, sabemos da Nota 3 da segao 3.3 que as solugoes
da equacdo de Riccati sdo transformagoes de Mdbius aplicadas as

condigoes iniciais num ponto x .

Sejam

Yo et el

Logo,

i (07005700 Taa ) = B0 Yepo Year Yool O (3.33)
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3.7. FRACAO LINEAR DE UMA CONSTANTE SATISFAZ A EQUAGAO DE
RICCATI

Na Nota 2 da secdo 3.3 mostramos que a solugao geral da equagao
de Riccati (3.1) sempre é fragdo linear da constante de

integracao, isto é

2 Cf (X)) + ()
Y T Tg(x) + 7 (%)

(3.34)

Agora mostraremos que, inversamente, qualquer fracao 1linear do

tipo (3.34) com

£y —jgy = 0 (3-35)

ou seja, irredutivel (vide apendice A), satisfaz uma equacgao de

Riccati.

Prova: vai ser conduzida por construgao, isto é, construiremos a

equagao que € satisfeita por (3.34):

Da equagac (3.34) resulta que

(Cg + y]y = Cf + ¢
c = -7y + @ (3.36)
gy - £

Diferenciando (3.34), vem
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ez « o) [ea + 4] - s + o) (car+ 7]

o)

Mas, da equacao (3.34)

Cf + ¢ = [Cg + y]y

Logo

o=z o')(cs + #] - (ca + v)y[eg’ + 7]

y’ = > =
e

C[—g’y + f’] + [—y'y 1F @’]
= (2o817)
Cg + 7

Substituindo (3.36) na equagao (3.37), vem:

[—vy i w][f’ = g’y] + [w’ = v’y][gy = f]_

y’ — =
-7y + o)a + [ov - £]s

~fryy + g’wy® + £'¢ - g’py + gp'y - £’ - gy'y’ + fy'y
~g7y + 99 * 9oy - of
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Ordenando os termos, obtemos:

g'y - gv’,2 vt = ST gplNETIgie) EApRE OIS

’r o+ + +

i ty g7 2 fy - gp Y fy - gp P
(326

que e, obviamente, uma equacao de Riccati. [

3.8. CONSTRUCAO DA EQUAGAO DE RICCATI DADAS TRES SOLUGOES
PARTICULARES

Como sabemos, a solucao geral da equagao de Riccati, conhecidas

tres solugoes particulares Yy Y C e dada por:

2

y = (3.39)

Mas, de acordo com o exposto na segcao 3.7, dada a solugao na
forma

y = CE(%) + ¢(x)
Cg(x) + 7(x) ¢ (3.40)

a equacao de Riccati correspondente é da forma
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onde, comparando com (3.38):

M=g'y - gy’ (3.41)
NE=E =y cf SRR T D (3.42)
Q = f£rp - fo” (3.43)
P =fy - ggp (3.44)

Comparando (3.39) e (3.40) vemos que:

£(x) =y, |v, - ¥,
DRy 7=
gi(e) S ==

Logo, obtemos:

_yl

[ v) - v v v - ) -

MESRIE v = {y;

yly; % ylyé = Y3y; u Y3Y; E: y3y; ¥ YBYC,'I s YZY{ B yzy:’a &

y;[yz £ Ys] i yg[ys z y1] = yg[yl 3 Ya] (3.45)



N = GEgplo a2l ek g7 = @l =

— v | R

- vy, vy v - ) ¢ (- v (v

byl - vy, - vy - (v - v vy, - vy -

2 2
v [yly3 = VY = Wy oyt By v sl A yz] £

2
+oy! AR T e T T S y2y3] +

2 —
Yy Y1,

ar WY

- 5 = o = 3 o 5
3 y1y3 y1y2 yl Y1y3 Y2y3 y2 y1y2 YZY

2 2

e 2 2 - = 2 2 e 2
= vy (v2 - v2) + va(vd - ¥3) + valed - vl

Q=g = Lois= [y; [y3 = yz] + YI[Y; % Y;]] YZ[Y1 - y3] +

(3.46)

25
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viZ [—ylyz[y1 - Y3J = 57, [y3 = yz] [Y1 - YB]:| +

9L [ylyz{yl - y3] + 1/'1y2[y3 - Yz” = y;[[YS -yz} [ylyz +
S ylyz]] + [[yl = y3] [- N = +y1y2”

V4 [yfyz =T S 7 S 57 ylyﬂ = y;y2y3{y2 - ya] +

y;y1y3[y3 5 Yl] + y;ylyz[yl- y2} (3.47)

i oGS Y, [y3 = sz [yl = ya] = [y3 = yz] yg[y1 = YSJ .

8 7 o= = fmiesid )
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Assim, a equagao de Riccati satisfeita por

(3.49)

3.9. EQUIVALENCIA COM EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR HOMOGENEA DE
22 ORDEM

Vamos agora mostrar que, por uma mudanga adequada de variaveis,
podemos estabelecer uma relacao entre uma equagao de Riccati e

~ ] : : - a
uma equacao diferencial linear homogenea de 2= ordem.
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- Seja a equacac de Riccati dada por (3.1) e facamos a

seguinte mudanca de variavel:

Vi == ; u = u(x) (3.50)

onde y é qualquer solugao da equagao (3.1).

Deste modo:

\.2
u'"Pu - u’[P’u + Pu’} u"Pu - P’uu’ - P u’}
J

v/ = - = (B 5aL)
[Pu] qu2

Substituindo (3.50) e (3.51) na equagaoc (3.1), vem:

2 2
BUnts =S RUULI = P[u'] P[u’] Qu’
=3 = + + R =0 . Bu
P u P u Pu
I\ 7
U R A R P U= D

I} [Q = ——]u’ + RPu = 0 (3.52)

A equacdo (3.52) é uma equagao diferencial linear homogenea de

2§ ordem.
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Reciprocamente, qualquer equagao diferencial linear homogenea

de 22 ordem do tipo

"+ s(x)u’ + t(x)u=0 u = u(x) (3.53)

pode ser transformada em uma equacao de Riccati. Para isso,

fagamos a seguinte substituicao de variavel:

h(x)y(x) (3.54)

CIC

onde h é uma fungao arbitraria nao nula.

Integrando ambos os lados a expressao (3.54), com relagao a X,

vem:

[ & ax = th<s)y(£)ds

X

e vl = [ n@y@a
[ n@rverag
u = e (3.55)
Deste modo:
j h(€)y(£)dE
u’ = hye (3.56)
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[ n@v@©as [r@y@ee ., [n@yEae
yoe

U= Rhidye SLanyde

(3.57)

Substituindo (3.55), (3.56) e (3.57) na equagao (3.53), vem:

[ n@yrae [n@v@ae | [ n@y@as
h%ye + hy’e + hy“e +
[n@v@ra [ nerveeras
+ shye + te =0
h’y + hy’ + h°y> + shy + t = 0
y’ + hy® + [s + %i]y + % =80 (3.58)

que &, obviamente, equagido de Riccati onde h e uma fungao

parametro.

Nota 1: Devemos observar que a correspondencia entre a equagao
(3.1) e a equagao (3.52) ¢é univoca. Entretanto, a
correspondéncia entre a equacao (3.53) e a equacao de
Riccati (3.58) ndo é univoca (a fungao h ¢é uma fungao
parametro). A uma determinada equagao diferencial linear
homogenea de 22 ordem corresponde um conjunto de

equacoes de Riccati. °
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Assim, fica demonstrado que a teoria das equagoes de Riccati
pode se basear na teoria das equagoes diferenciais lineares

~ a
homogeneas de 2- ordem.

- Temos que a solugao geral de (3.52) é de forma:

u = C1 ul(x) + C2 uz(x) (3.59)
onde u (x) e u(x) sao solugoes particulares linearmente
independentes da equagao (3.52). C1 e C2 sao constantes

arbitrarias essenciais:

Sendo assim, qualquer solugao y da equagao de Riccati,

recorrendo-se a (3.50), é dada por:

(& ® (%) 4 ©_ W7 (52)
y = 181 2 2 (3.60)

P[Clul(x) s Czuz(x)]

Devemos aqui observar que devido ao fato de u, dade por (3.59)
ser a solucdo geral de (3.52), podemos afirmar que (3.60) & a
solucido geral da equagao de Riccati, 3ja que y €& determinado

univocamente por intermédio de u de acordo com (3.50).

Para se obter uma solugao nao trivial, pelo menos uma das
constantes arbitrarias C,ecC, tem que ser diferente de zero.

Admitindo-se entao, que c, # 0 e fazendo:

Ol »-0

n

obtemos a seguinte forma para a solugdo geral da equagao de

Riccati.
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Cu;(x) + u;(x)
y = (3.61)
CPul(x) + Puz(x)

0 que sempre pode ser apresentado na forma da expressao (3.34).
Com isto, concluimos que (3.34) realmente consiste na forma

genal da selucaac geral da equagao de Riccati.

Nota 2: A equacao (3.26) &, obviamente, uma forma particular da

equagao (3.61). o

3.10. ASSOCIAGAO COM UMA EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR MATRICIAL
HOMOGENEA DE 12 ORDEM 2X2:

3.10.1.Associacdo com um Sistema Homogeneo Linear de 12 ordem

Seja uma matriz quadrada U de ordem 2:

ull u12
U = 362
a 5 ( )
21 22
= - e
com wa ., M o, U, & u. fungoes contilnuas da variavel

independente num intervalo I e um vetor coluna
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satisfazendo a equacao matricial

V/ = UV (3.63)

Entac a razao v /v, satisfaz a equagcao de Riccati (3.1) com

P =u , Q =u - u e R= -u .
21 22 11 12

Prova:

A equacao matricial

u
11 12 1

u u
21 22 2

equivale ao sistema linear:

(3.64)

Sejam NI solugoes do sistema (3.64). Queremos verificar se

a razao

vy (3.65)

X



é solugao da equagao de Riccati.
I 2 - — _— =
Yt LIEPY [un uaz}y ui (1D (3.66)

Substituindo (3.65) no lado esquerdo da equagao (3.66) temos:

7/ ' 2 2
viv = v'vy v v Vv u
2 1 1 12 12 2
= + u. — - |u - - =
2 2180 11 22 2 2
v v A4 v
2 2 2 2
2 2 1
= |v/iv. - v/v + u v - |(u - u VV - u Vv _ =
[12 2 21 1 11 22 1 2 12 2 Vz
2

= WL Ve =
u11v1v2 220010 2 12 2]

Os termos entre colchetes se cancelam. Logo LE = 0 = LD, o que

conclui a prova.

34
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3.10.2. Construgao da Solugao Geral da Equagao de Riccati a
Partir da Matriz Fundamental do Sistema Associado

Seja equagao diferencial matricial

Ve 9, 9 M
= (3.67)
Ve, 95 9,4 Va
associada a equacao de Riccati:
2
You R gy o [94 = 91]Y =tg =0 (3.68)

Se

é a matriz fundamental de (3.67) e C uma constante arbitraria,

entao:

GRS
e (3.69)

@z, + G,
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para & + €, = 0, e a solucao da equagao (3.68).
Prova:

Se £ é a matriz fundamental de (3.67), entao:
{E; S;} [‘31 92]{61 62]
(S 9, 9, & E|

de onde resulta:

g; = glgl i 9’2&'3
£/ = g€ +9g,
(3.70)
E; i gBEl Bz g4€3
E; = gSEZ a3 9464

Substituindo (3.69) no lado esquerdo da equagao (3.68), vem:
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G ales o a) = e v e e, = e
LE = i

e, + e

2

GG o 9O, B, & oF, % &,
T 95 2 +[g4—g1] C§3+§4"g2=
[C€3 + 54]
3 - 2 |: ngiss g s s o SR, ngégl g
[CE3 ¥ gJ

2

~@ e, — € £15 = £l tichg EE SacyceAR RNER

o [a, ~ra]l(es, + g [cs, v e] o(eRerace R ]

Arrumando os termos:

2

2
C e e sl s mE el G R g -

= g1€1€3] i C[EI E4 4 E;€3 - E;EI & EQEZ & 2g3E1€2 - g451€4 i



o g1€1€4 5 g4€263 27374

- qaa emaal @ (e o ey ¢ el

g S S g e NSRS gRE

4>4

Substituindo (3.70) na equacao acima, obtemos:

2
lee, + &) @m) = 5,26 + el ala el HCRER R

wEE R S E S q1€163] + C[g1‘5154 S e el e N I
+ g€ & g £ 8 =g E € e g8 & e S iR ORI

b OE,E, ~ 96,8, +9,6,8, - 9,66, - 20,6.6] + (9,68, +

baE? - g8? - 9,68, + 9,80 + 9,68, - 9,68, - 98 |-

E facil ver que os termos acima se cancelam. Logo:

[c53 + 54]2 (LE) = O
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(]
S]
(]

e, portanto, levando em conta que cg3 ar 54 # 0, LE LD

o que conclui a prova. ]

3.10.3. Construcao de uma Solugao da Equagao de Riccati a Partir

da Matriz Fundamental do Sistema Associado
Seja X um ponto do intervalo I e seja a fungao matricial
e = [8 e ] (3.71)
1 2

cujas colunas, os vetores

£ Xy E_ (a5, %)
el(x)=[1 °] e ea(x)=[2 °},
£,(x, %)

0

sao solugoes particulares da equagao diferencial matricial

(3.67) que satisfazem as condigoes iniciais.

1 0
Bl(xo) = [ } e GZ(XO) = [ ] (80 7/22))

de modo que @(xo) = I

Entao,
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v = &, G eI N Gl 575
6 ) ) B, (e )

€, para x suficiente proximo de X, a solugcao da equagao (3.68)

possuindo a condigao inicial y(x,) .

Prova:

A existencia e unicidade da solucdao do sistema (3.67), em I,
sao garantidas pela continuidade das funcoes g,r 90 GLiTe

g, em I [24].

Nao € dificil verificar que os vetores D G @ G (62 ) sao

linearmente independentes. Portanto, 61(X) e ez(x) sao solucoes
linearmente independentes e formam um conjunto fundamental de

solucgoes.
Desta maneira, a solucao (3.69) pode ser escrita:
)

Cia (oo ) o (e 52,

Yl X0 e b e I ) (324
Ainda, como E1(xo) =isy, Ez(xo) = 0, gs(xo) = 0, 54(x0) = 1, temos:
Y(X) = g5 = C & C=y(x) (3.75)

Substituindo (3.75) na equagao (3.74), vem:
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€06, %)) y(x)) + £, (%, %)
€,(x, %)) y(x;) + & (%, X))

y(x, x;) = (3.76)

© que conclui a prova. n

3.11. ALGUNS CASOS PARTICULARES DA EQUAGAO DE RICCATI, SOLUVEIS
POR QUADRATURAS

3.11.1. Caso R(x) =0

Neste caso, a equagao de Riccati fica

vy’ + P(x)y° + Q(x)y = O 35770

Mas este é um caso particular da equagao de Bernoulli,

y’ + f(x)y + g(x)y" =0

com n = 2. A solugao pode ser obtida atraves da substituigao

Vi=hy. (3.78)

No presente caso:
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VE=RY
y'= (v = v E v (3.79)
A equagao fica
SEC il s S Qv_1 =0
ou, entao
v/ - Qv = P (3.80)

Esta é uma equacgao linear de ordem 1, ndao homogenea. De acordo

com a Nota 1 da segao 3.3:

fpe'deX dx (3.81)

e, assim

1 il
V=R (3.82)

CeIde o eIde JPe_Ide 4

X

que é, obviamente fungao fracional linear de C.



3.11.2. Equacao de Riccati de Coeficientes Constantes

Consideremos agora uma equagao de Riccati da forma:

2
= =
Y aoy + aly + az ’ Y

coma , a e a, constantes.

Separando as variaveis em (3.83), vem:

5 dy dx
aoy Sie aly 5 a2

Sejam y = 71, ey = 1n_ os dois zeros da equacgao
a 2 e = (0
oY Y 2

Assim, temos:

dy = dx

) o)

y (%)

e a solucao y pode ser obtida por integragao direta.

* No caso em que 7 = mn, , precisamos

substituicao adequada de variavel de modo

integracao direta do lado esquerdo da expressao (3.85).

recorrer

43

(3.83)

(3.84)

(3.85)

a uma

a permitir a
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Fagamos entao:

= 2z (3.86)

1 2 (3.87)

Deste modo:

Il
o
N

I
Q
N

M
[oe}
(03]

ay

Substituindo (3.87) e (3.88) na equagao (3.85), vem:

= dx
(B ) (B )
a 1 -7
0 -z =z 2
n = =T
_l—z_dz
2
[z -9
= a ax

n1 %, ﬂ22 % n1+ an n1 5 HZZ 7 T’2+ an
il = % =



45

(nl - nz]dz
= aodx
B
dz
- = a_ dax
o
Az S &
o s ao[n1 nz]dx (3.89)
Integrando os dois lados da equacao (3.89)
¢n|z| = a x[n1 - nz] + C

Recorrendo a (3.86) obtemos uma formula implicita para a solugao
geral de (3.83).

- No caso em que s = Ul obtemos de (3.85):
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dy

= a dx (3.90)

e a resolugao pode ser obtida por integragao direta, sem a
necessidade de se recorrer a uma substituicao de variavel. Deste

modo, temos:

(3.91)



/ CAPITULO 4

A EQUACAQ MATRICIAL DE RICCATI

4.1. INTRODUGAO

d 8quacao Matnicial Henenaligada de Riccati consiste em uma extensao
da equacao escalar de Riccati (3.1) que substitui as fungoes
escalares por fungoes matriciais. E, portanto, uma equacgao
diferencial matricial de 12  orden, nao-homogenea e

nao-linear. Sua forma mais comum é:

W/ + WAW + BW + WC + D = O (4.1)

~ ~ . 3 3 L3 *
onde W, A, B, C e D sao fungoes matricilials reails continuas em

um intervalo finito TI.

Varios autores fazem diferentes consideragoes a respeito da
dimensao das matrizes W, A, B, C e D, tal como apresenta o

quadro a seguir:

* Uma fungao matricial continua em I e uma funcao matricipl cujos elementos sao funcoes

-

continuas em I.
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Autor Caracteristicas
Levin, J.J. [6] W, A, B, C e D sao, respectivamente,
MAEE1ZE S NI T S T ST ol s
1 2 2 1 1 1

gl sz ol (2 ol x n_,
& 2 1 2

Reid,W.T. [2, 9, 12]| W, A, B, C e D sao matrizes quadradas

n x n

Coles, W.J. [3] W, A, B e D sao, respectivamente, ma-
trizes n_ x 1, 1 = Nj S Rl e ]
1 1 1 1 1

e C uma fungao escalar

Bucy, R.E. [21] desenvolveu a teoria da equagao matricial de

Riccati considerando a seguinte forma geral:

P = F(t)P + PF’/(t) - PH(t)R '(t) H(t)P + G(t) Q(t) G’ (t)

Bi(E =

onde P é uma matriz n x n, ' uma matriz simétrica n x n, F(t)
uma matriz n x n, H(t) uma matriz s x n, G(t) uma matriz n x r,
R(t) uma matriz s x s definida positiva (todos seus autovalores
sao maiores que zero) e Q(t) uma matriz r x r semi-definida
positiva (todos os seus autovalores sao maiores ou iguais a

zero) .

No sentido de atender estritamente aos nossos propositos,
discutiremos a associacao da equagao matricial de Riccati com um
sistema linear de 12 ordem baseando-se na consideragao de Levin.
A generalizagao matricial das demais propriedades da equagao

escalar de Riccati sera feita com base na consideragao de Reid.
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4.2. PROPRIEDADES DA EQUACKO MATRICIAL DE RICCATI
Consideraremos, nesta segao, a equagao do tipo (4.1) na qual W,
A, B, C e D sao fungoes matriciais de dimensao n x n.

4,2.1. Uma Solugao Particular e Conhecida:

Seja W = W _ uma solugao particular da equagao (4.1).

Mediante a substituicao da variavel

=
I
<

+ W (4.2)

onde V é uma fungao matricial n x n continua em I nao-singular,
a equagac matricial de Riccati (4.1) se transforma em uma
equacao matricial de Riccati homagenea.

De fato, substituindo (4.2) em (4.1) vem:
Wy WI w0 AW ap VAW1 F WlAV + WlAW1 + BV +

+BW1+VC+W1C+D=lD

W ap WY ar (B+ WlA]V ot V[C ar AWI] +

+[W’+WAW + BW +WC+D]=£D
1 1Esa 1 1
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Como W, é solugao da equagao (4.1), entao:
W; + WlAW1 + BW1 ar WIC + D=0
Logo
Vi e AV o+ (B = WlA]V + v[c + AWl] =0 (4.3)

A equagac (4.3) consiste em uma equagao matricial de Riccati
homogénea que, obviamente, pode ser colocada na seguinte forma

geral:
V/ + VAV + EV + VF = 0 (4.4)

onde E e F sao fungdes matriciais n x n continuas em I,

definidas por:

=
]

BRSRNA (4.5)

e |
]

C + AW, (4.6)

Substituindo na equacao (4.4)
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V=T (U também é nao-singular) (A7)

obtemos uma equacaa diferencial linean matnicial de 1=  ondem
naa hamaogenea.

De fato

Vvu=1I . VU + VU/! =0

V/U = - VU’
v/ = -vu'u '
L T U (4.8)

Levando (4.7) e (4.8) na equagao (4.4), obtemos

Pré-multiplicando e pds-multiplicando a equagao acima por U, vem

-U’+ A + UE + FU = O

ou, entao

U’ - FU - UE - A =0 (4.9)
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A equagao (4.9) consiste em uma equacao diferencial linear
matricial de 12 ordem nao-homogenea que, obviamente, pode ser
colocada na forma geral

U’ + GU + UH + L =0 (4.10)

onde G, H e L sao fungdes matriciais n x n, continuas em I,

definidas por:

¢ = o = o @ o N (4.11)

H = = E = U BE A (4.12)

Lo == (5 i18)

Determinando-se a solugao geral da equagao (4.10), por

intermédio de duas quadraturas, a solugao geral da equagao (4.1)

é obtida recorrendo-se as relagoes (4.7) e (4.2).

Nota 1: O resultado acima corresponde a generalizagao matricial
da propriedade da equagao escalar de Riccati enunciada

na segao 3.3. °

4.2.2. Uma Solucao Particular da Equagao U’ + GU + UH + L = 0 e

Conhecida

Seja U = U1 uma solucao particular (nao-singular) da equagao

(4 010
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Mediante a substituigao de variavel
0 = 4 5= 0 (4.14)

onde T é uma fungdao matricial n x n nao-singular continua em I,
a equacao (4.10) se reduz a uma equagaa difenencial tinean

matnicial de 12 andem hamagenea.

De fato, substituindo (4.14) na equagao (4.10), vem:

T4 U; G GU1 Sp Qsl ar UlH + L = 0

R G E SV H [U; + GU1 + UlH + L] =0
Como U, é solucao de (4.10), entao:

U/ + GU + UH+ L =20
1 1 1

Logo

T/ + GT + TH = 0 (4.15)
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A equacac (4.15) consiste em uma equacac diferencial 1linear
matricial de 12 ordem homogénea.
Determinando-se a solugao geral da equagao (4.15), por
intermédio de uma quadratura, a solugao geral da equagao (4.1) €
obtida recorrendo-se as relagoes (4.14), (4.17) e (4.2).
Nota 2: O resultado acima corresponde a generalizagao matricial
da propriedade da equagao escalar de Riccati enunciada

na segao 3.4. Aqui, a segunda solugao particular W, e

construida, a partir de (4.2) e (4.7), como:

4,2.3, Solucao da Equacao T’ + GT +TH = O

Se A é uma matriz nao-singular n x n que satisfaz a equagao:

A’ + GA = O (4.16)

e se Q é uma matriz ndo-singular n x n que satisfaz a equagao:

Q" + QH = 0 (4.17)

a expressao
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T = AKQ (4.18)

onde K é qualquer matriz constante nao singular n x n, satisfaz

a equacao (4.15).

De fato, derivando (4.18):
T/ = A’KQ + AKQ’ (4.19)
e substituindo (4.19) na equacao (4.15), vem:
ATKQ + AKQ? + GAKQ + ARQH = [A' + GA]KQ A AK[Q’ ar QH} =0

4.2.4 Quatro Solucdes Particulares sao Conhecidas - Cross Ratio
Sejam Wl, Wz, W3 e Wq, solucoes particulares da equacao (4.1),

tal que W- WJ seja nao-singular para i # Jj. De acordo com a

equagao (4.2) definimos:

V =W _-W =4, 2 & 3) (4.20)

Vimos na segao 4.2.1 que as fungoes V , dados por (4.20), sao

solucgdes (nao-singulares) da equagao (4.3).
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Definimos ainda, de acordo com (4.7):

V. " =RUj m= 1. 25 39 (4.21)

As funcoes U, dadas por (4.21) sao solugoes (nao-singulares) da

equacao (4.9), tal como mostrado na segao 4.2.1.

De acordo com (4.14) definimos:

M= e =] (i ‘= 1,2) (4.22)

Entdo, como vimos na segao 4.2.2, as fungoes T ~dadas por

(4.22), sao solugdes (nao-singulares) da equagao (4.15).

De (4.18), temos que

T = AR D (A =R 100 (@7523))

onde A e Q sao matrizes nao-singulares gque satisfazem,

respectivamente, (4.16) e (4.17).

De (4.20) e (4.21), sucessivamente,temos:
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U =W  -W (4.24)
i i+1 1
Fazendo-se 1 = 1 + 1 em (4.24), vem:
o= W (4.25)
i+1 i+2 1
Mas, de (4.22)
-1 =L
U = [T_ - U] (4.26)
i1+1 i 1

Levando (4.26) em (4.25):

-1
TR AT — [WHZ - wl] (4.27)

Substituindo (4.23) em (4.27)

=11
AR Q + U, [whz - W1] (4.28)



Mas, de (4.24) temos, para i = 1:

Levando (4.29) em (4.28):

-1 =il
AK Q + [W - W ] = {W - W ]
i 2 1 i+2 1}

-1 -1
[W_ = W] = (W = W] = AK Q (ol
i+2 1 2 1

Pré-multiplicando e pos-multiplicando (4.30),
por [W“a = W1] e [W2 = W1J , vem:

58

(4.29)

respectivamente

[W—W]—[W —W]=[W -W}AKQ[W—W]
2 1 i+2 1 1+2 1 i 2 1

W. - W =(W —W]AK_Q[W—W]
2 i+2 i+2 1 i 2 1



Para i = 1, vem:

0
ge)
")
R
")
-
Il
[N

Como (4.31) = (4.32), temos:

[w, - w3]_1 [ (w, - W) exa (w, - w)]

= (W, - w4]'1 [ [w, - W] exa [w, - w]]

De (4.33), vem:

{W - W ] AK Q[W =W ]
3 1 1 2 1

59

(4.31)

(@532)

(4.33)



- (o, - w) (o, = 0", - w)exalw, - w)

-1 -1
AK = {W - W J [W - W ] [W - W J [W - W } AK
1 3 1 2 3 2 4 4 1 2

-1 -1
AKK_IA_1=(W —w] [w—w][w-w] [w —w]
1 2 3 1 2 3 2 4 4 1

Fazendo-se Q = KIK;, vem:

[Wa 2 wl]—l[w2 2 Wa] [wz 2 w4]_1 [w4 e le = aga™

Mas como

podemos escrever:

60
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[w3 - wl]_l[w3 = wa][w4 — wz]-l[w4 - wl] = AQA™ (4.34)

Nota 3: O resultado acima corresponde a generalizagao matricial
da propriedade '"cross-ratio" ©para as solugoes da

equagao escalar de Riccati enunciada na segao 3.6. )

4.3. ASSOCIAGAO DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI COM UM SISTEMA
LINEAR MATRICIAL DE 12 ORDEM (I):

Consideraremos, nesta segao, a equagao do tipo (4.1) na gqual as

funcoes. W, A, B, © e D 'sao: respectivamente, matrizes de

dimensaon. xn_, n.xN_, n xN_ N_xN_en xn_.
1 2 2 1 1 1 2 2 1 2
Obs.: Devemos observar que para as dimensoes mencionadas os
produtos das funcoes matriciais que figuram na

equagao sao definidas e cada parcela corresponde a uma
fungao matricial de dimensao n. x n.
A equagao (4.1) associa-se o seguinte sistema linear matricial

a . e
de 1= ordem de dimensao nlx n2:

d : & : 2 (4.35)

onde A, B, C e D sao as mesmas fungoes matriciais da equagao

(4.1) e X1’ X2, X3, X4, sao fungoes matriciais continuas em I de

dimensoes n xn, nxn, n xn e n, xn, respectivamente.
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A seguir, enunciaremos e provaremos as principais consequencias
desta associagao.

4.3.1. Construgao da Solucao da Equacao Matricial de Riccati a

Partir de Qualquer Matriz Solugao do Sistema Associado:

Seja:
N (t) N_(t)
N(t) = C g } (4.36)
N (t) N, (t)
qualquer matriz solugao do sistema (4.35), onde N1’ N2, NS, N4

sao, respectivamente, matrizes de dimensao nit < NN

He et i ve n, x n. Se K e uma matriz constante de dimensao

n xn, entao:

-1
W(t) = [ Nl(t)K + Nz(t) ] [ Na(t)K a5 N4(t) } (4.37)

para [NaK + N4] nao-singular, é solucao da equagao (4.1).

Prova:

Levando (4.37) em (4.1), vem:
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LE

[}
| = |
HZ
=N
+
Z
N
[ —
Q1Q
rf-
| =]
2z
w
=
+
2
=Y
[—
1
+ -
=
Q.-[ Q
t
==
HZ
P
+
2
n
(bl
S
| e |
2
W
=
+
2z
S
oo
(]
+

=1 =1
P [ NK + N } [ NK + N } A[N K + N’}[N'K aF N}
1 2 3 4 il 2 3 4

= =il
+B|:NK+Nj| I:NK+N:| +|:NK+N:| [NK%—N] @ a7 D)
1 2 3 4 i 2 :_3 4

Mas temos

/_H
Q-vl aQ
t

=z
w
=
+
2
>
]
[}
H_/
2z
w
=
+
2
>
==y
I
I
—l
2
w
=
+
=z
=3
(==
1
Q|Q
d.
=1
2
w
=
+
2
£
(e ]



Assim,

-1

-1
s, & = [ NK + N ] [ NK + N ] [ NIAKSEERN ] [ NK + N ]
1 2 3 4 3 4 3 4

-1
+[N’K+N’:||:NK+N:| +
1 2 3 4

=1

-1
+|:NK+Nj]|:NK+N] ANKI:NK+N:| itz
1 2 g 4 1 3 4

Mas, como N, N, N, N sao solugoes do sistema (4.35),

seguintes igualdades se verificam

-+
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as



N’ = -BN_ - DN
1 1 3
N’ = -BN_ - DN
2 2 4
N/ = AN_ + CN
3 1 3

N’ = AN+ CN
4 2 4

Assim:

il

-1
LEE—[NK+N][NK+N][ANK+CNK:|[NK+N:|
1 2 3 4 1 3 8 4

-1 =1
—[NK+N:||:NK+N] I:AN +CN][NK+N] +
1 2 3 4 2 4 3 4

-1 -1
g ong ] [ e - [ von, ] [, ]
1 3 3 4 2 4 3 4

-1 -1
+
+ [N1K+N2:| |:N3K+N4:I ANIK |:N3K+N4:|

+

+
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-1
+|:NK+N:|[NK+N] ANI:NK+N:|
1 2 3 4 2 3 4

-1
+BNK[NK+N} + BN [NK+NJ+
1 3 4 2 3 4

=il

1

= -1
+ N :| AN K [NK+N -| +
4 1 3 4J

-1 =il
+N] CNK[NK+N} +
4 3 3 4

=1 =il
+ N :I AN ,:NK + N ] +
4 2 3 4

+

66
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=1

-1 -1
- BN K [NK+N ] - DN K |:NK+N ] - BN [NK+N } +
1 3 4 3 3 4 2 3 4

-1 -1 -1
- DN |:NK+N] +|:NK+N]{NK+N:| ANKI:NK+N] +
a| '3 4 1 2 3 4 1 3 4

-1 - -1
+[NK+N:H:NK+N:|AN|_NK+N:I ot
1 2 3 4 2 3 4

-1 -1
+BNK[NK+N]+BN [NK%—NJ h
1 3 4 2 3 4

-1
+[NK+N][NK+N] €@ E D=
1 2 3 4

Il
(S]
]

LD
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0 que conclui a prova. u

4,3.2. Construgao de uma Solucao da Equacao Matricial de Riccati

a Partir da Matriz Fundamental do Sistema Associado:

Como vimos, a formula (4.37) foi construida para qualquer matriz

solugao do sistema (4.35). Em particular, seja:

Ml(t) Mz(t)
M= (4.38)
Ma(t) Mq(t)

onde M, M, M e M sao, respectivamente, matrizes de dimensao
n xn, n xn, n xn e n x n, a matriz fundamental para o
1 1 1 2 2 1 2 2

sistema (4.35) tal que M(to) = I, t e I. Entao:

W(t) = [Ml(t)K + M (t) ] [Ma(t)K + M, (t) ]_1 (4.39)

e solugao da equagao (4.1) para K uma matriz constante de

dimensao n xn,.

Devemos observar que a condigao M(to) = I, tO e I, é suficiente

para garantir a nao-singularidade da matriz

[Ma(t)K R () ]
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pois, como sabemos, se uma matriz for nao-singular para um ponto
B, @ I, entao sera nao-singular para qualquer ponto t &€ I [30].

Deste modo, a solugao (4.39) pode ser escrita como:

-1
W(t, t)) = I:Ml(t, B IS Sk WL, to)] [Ms(t, = DI 0 (2, to)]

(4.40)

Mas como M1(to) = 1Ly Mz(to) =0, M3(t0) =0 e M4(t0) = I, temos

de (4.40) para t = to:

W(t0)=l:IK+(D] [®K+IJ_1=K

Substituindo em (4.40), vem:

-1
W(t,‘co)=[M1 (E, ) W(t)) + Mz(t,to)] [Ms(t,to)W(to) + M4(t,to):|

(4.41)

que, para t suficientemente proximo de t, consiste na solugao

da equagao (4.1) possuindo a matriz inicial W(t ) .-
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Nota 1: O resultado acima corresponde a generalizagao matricial
da propriedade da equacao escalar de Riccati enunciada

na segao 3.10.3. s

4.3.3. Fragao Linear (Matricial) de uma Constante Satisfaz a

Equagao Matricial de Riccati:

Sejam N1(t)’ Nz(t), Na(t) e N4(t) matrizes continuamente
diferenciaveis em I de dimensao nxn, NxN, NxN € nxn,

respectivamente, e

N (t) N (t)
N(t) = : 2 (4.42)
N_(t) N, (t)
nao-singular em I. Entao,
-1
W(t) = [ N, (£)K + N_(t) } [ N (t)K + N, (t) ] i

0 define uma

equagao matricial de Riccati do tipo (4.1) e é uma solugao desta

onde K e uma matriz constante de dimensao n x n

equagao.

Prova:

Se definimos
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G, (t) G, (t)
G(t) = [ 3E N(t) ] N (t) = (4.44)
@, (&) G, (t)

entao N(t) sera a matriz fundamental do sistema

. X, X, G, (t) G, (t) X, 5%
. A (4.45)
X X G_(t) G (t) X X
3 4 3 4 3 4
onde, G, G_, G_ e G sao matrizes de dimensao n. x n_, n. x n_,
1 2 3 a 1 1 1 2

n, xn en, x n,, respectivamente. Mas, como sabemos, o sistema
(4.45) esta associado a equagao diferencial matricial de Riccati

dada por

Il
(=]

W + WeW+We -GW -G (4.46)
3 4 1 2

que é do tipo dado por (4.1).

Ainda, como N(t) € uma matriz solugao do sistema (4.45),
associado a equagao (4.46), entao (4.43) consiste na solugao da

equagao (4.46). E a prova esta completa. »

Nota 2: O resultado acima corresponde a generalizagao matricial
da propriedade da equagao escalar de Riccati enunciada

na segao 3.7. ®
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4.4. ASSOCIACAO DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI COM UM SISTEMA

LINEAR MATRICIAL DE 12 ORDEM (I1):

Seja a matriz quadrada:

A(t) B(t)

(4.47)
c(t) D(t)

com A, B, C e D fungoes matriciais,

definidas num intervalo I,
de dimensoces n x n.

Seja ainda o vetor:

X(t)
V(t) = (4.48)

Y (t)

com X e Y fungoes matriciais continuas em I nao-singulares de

dimensao n x n, satisfazendo o seguinte sistema linear matricial

XI

Il

AX + BY

(4.49)
YI

CX + DY



Entao, a matriz definida por

XY~

N
]

satisfaz a equacao matricial de Riccati

Z’ = AZ + B - ZCZ - ZD

Prova:

Derivando (4.50) em ambos os lados, obtemos:

B = xOyE xR =y e

= [AX + BY]Yq = xy*[cx i DY]Y_

= AT ST o R (T

o gue conclui a prova.

— ST D) = AR 4h B o WEw o

73

(4.50)

(4.51)
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Nota 1: O resultado demonstrado acima corresponde a generaliza-
gao matricial da propriedade da equacao escalar de

Riccati enunciada na secao 3.10.1. °



//CAP(TULO 5

CONS IDERACOES NUMERICAS E A TRANSFORMACAO DE RICCAT!

5.1. O PROBLEMA DA INSTABILIDADE NUMERICA E A TRANSFORMA(;KO DE
RICCATI

Muitos dos problemas significativos da engenharia sao formulados

matematicamente em termos de uma equagao diferencial linear

S a
ordinaria de 2- ordem

d x e (5.1)

Estas equa¢oes admitem solugoes linearmente independentes do

tipo

xl(t) = e . Is= RS 2 (15%2)

com p,  um numero complexo.

Se um dos valores P, tiver a parte real positiva, resultados
desastrosos, sem coerencia fisica, podem ser obtidos caso o
problema seja resolvido por técnicas numéricas. A existencia de
um termo exponencial positivo entre as solugoes de uma equagao

diferencial que rege uma situagao em que as condicoes fisicas
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correspondem a uma solugao exponencial negativa, nos traz
dificuldades sutis para calcular numericamente a solugao correta
num intervalc grande. A razao é que, a cada passo do calculo,
introduzimos erros de formula e/ou arredondamento. Assim, em
qualquer ponto do intervalo, os dados a serem usados para irmos
ao proximo ponto ndo sdo exatos. A solucdo do problema com esses
dados envolvera nao somente o termo exponencial negativo mas
também o positivo. Em virtude do erro nos dados ser pequeno em
cada ponto do intervalo, o ultimo termo aparecera com um
coeficiente muito pequeno. No entanto, como o termo exponencial
negativo tende a zero e o termo exponencial positivo cresce
muito rapidamente, este ultimo termo dominara finalmente, e a
solugao calculada sera simplesmente um miltiplo do  termo

exponencial positivo. Isto e ilustrado no exemplo seguinte.

Suponhamos um sistema fisico governado pelo seguinte problema de

valor inicial

XM= 0 - O =T (5.3)
Xx(0) =1, x7(0) = -1 (5.4)

LAy S ~ a
O Teorema de existencia e unicidade para equagoes de 27 ordem
[24] garante a existencia, em R, de uma unica solugao do

problema acima.

Resolvendo analiticamente, encontramos as duas solugoes

linearmnte independentes da equagao (5.3):

X1(t) = e (5.5)
x,(t) = et (5.6)

e sua solugao geral é
i) s @ oYt @ @t (5.7)
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Vemos que qualquer combinagdao linear das solugdes (5.5) e (5.6)
tambem € solugdo da equacdo (5.3). Mas, a unica solugao que

satisfaz as condigoes iniciais dadas é

X = e (5.8)
a qual, portanto, consiste na solugao do problema - solugao esta
que apresenta um comportamento fisicamente razoavel=* (ver figura
5 L)
1200
110G
0.80
0.60

0.40

0.20

ey O e B B Y e e e e S e e e e e |

t

0.00 ||l|iTIIVIIIIIII[I'I[[PIIiII|IIIlIi]I[]
0.00 O.EI)O 1.00 115=10) 2.00

Figura 5.1 - Solugao analitica da equagdo (5.3) sujeita as

condigoes (5.4).

* Um problema de valor inicial constituido por uma equagao diferencial homogenea traduz

um estado transitc:rio.
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Entretanto, resolvendo o mesmo problema numericamentex*, a
solugao encontrada apresenta o comportamento ilustrado na figura
5o

3.00 4 x
; ;
2.50 4
2.00 4
LBORS
; ,
1.00 3 /
OLER o
5 t
OOO |||li'||||i(il||lil[[][rllliIIIIfTi_Iilll
0.00 0.40 0.80 20 1.60
Figura 5.2 - Solugac numérica da equagao (5.3) sujeita as
condigoes (5.4)*. A curva foi interpolada por
Splines Cubicas.
* 0 problema fol resolvido pelo mc;t.odo Runge-Kutt-Nystron [29], em um microcomputador,

com passo h = 0.125.
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Observamos que apos uma pequena distancia, dentro do intervalo
de integracao, a solugao exponencial positiva passa a dominar
(ver figura 5.3), tornando o procedimento numericamente instavel
e nos levando a um resultado final espurio, inconsistente com o

sistema fisico.

.00

(@]

N

S0

N

.00

@)210)

2
OOO )IIi[IIIlfliillllll|llIIFTIII[ITIIYIIIIE
0.00 0.50 1.00 IBS0 2.00

S 0y L o s O g g 0 S S g |

Figura 5.3 - Comparagao entre a solucao correta e a solugao

numerica.
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Resultados numéricos satisfatorios poderao eventualmente ser
obtidos se o intervalo de integracao for pequeno e se o expoente
da solugao exponencial positiva for de pequena magnitude.

Entretanto, isto e muito relativo e muito cuidado deve ser

tomado.
Analisemos, agora, o comportamento da equacao de Riccati
correspondente a equagao (5.3). Seguindo o procedimento

apresentado na segao 3.9 e considerando como fungao parametro
h(t)
equagao (5.3):

1, determinamos a equagao de Riccati correspondente a

]

v/ + y: —roy =g =lg (5.9)

A relagao entre as variaveis dependentes x y (da equacao
original e da equagao de Riccati correspondente,

respectivamente) &, neste caso, dada por:

VIGET S X(t) (5.10)

Recorrendo-se a relagao (5.9) e as condigoes iniciais originais

(5.4), determinamos a condigao inicial correspondente y(0):

(@) = =it (5o 1L

A equagao (5.9) juntamente com a condicao inicial (5.11)
constituem um problema de valor inicial corresondente ao
problema original. As solugoes correspondentes x e vy se
relacionam através de (5.10). A relagao (5.10) é conhecida como

Jnanefonmagac de Riccati.
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Observamos que a Transformagao de Riccati converte uma equagao
de 22 ordem em uma de 12 ordem, permitindo isolar, uma da outra,
as duas solugoes linearmente independentes que constituem a base
para o espago solugao da equacac original. Para obtermos a
solugao exponencial positiva, a condicao inicial correspondente

deveria ser determinada a partir de valores para as condigoes

iniciais x(0) e x’(0) que reguerem e, = 0 e solugao geral
original (5.7). Deste modo, no caso em questao, a solugao
exponencial positiva ficara isolada, nao interferindo no

calculo, por técnicas numéricas, da solugao desejada.

Alem do mais, e facil perceber que a propria estrutura da
Transformagao de Riccati permite eliminar solugdes exponenciais
e, com elas, as eventuais instabilidades numéricas (a razao
entre a derivada de wuma fungao exponencial e a fungao

exponencial resulta em uma constante).

A solugao y correspondente a solucdo correta do problema de

. s =t -
valor inicial original, x = e , devera ser

v = — (5.12)

resultado este que se confirma se resolvermos (numericamente)*
a equagao (5.9) sujeita a condigao inicial (5.11). Veja a figura
5.4:

O problema de valor inicial correspondente, mesmo sendo
constituido por uma equagao diferencial nao-linear, apresenta

agora uma solucao numérica de comportamento estavel.
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Nota 1:E importante observar que a questao da instabilidade
discutida recai apenas sobre a neapoata Lisne do
sistema fisico, uma vez que, em engenharia, a resposta
a uma funcao forgante € sempre estavel (caso contrario,

esta funcao forgante nao seria aplicada).

.00 5 V%
@00
— L0
7 &=
_200 V'llIlill’lllllllllIillllllil|ll||||l|||||||T[Tl|[
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2850
Figura 5.4 - Solugdo numérica da equagao (5.9) sujeita a
- . . ] *
condicao inicial (5.11)
*0 problema fol resolvido pelo método de Runge-Kutta de 4? ordem [29], em um microcomputa-

dor, com passo h = 0.2.



//CAPrTULo 5

A EQUACAO DE RICCATI NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE
VALORES DE CONTORNO DE DOIS PONTOS - O METODO

DA TRANSFORMACAQO GENERALIZADA DE RICCATI

6.1. INTRODUGAO

Muitas situagoes fisicas sdao formuladas matematicamente por um
problema de walones de contonna de dois pontasT. A pratica

mostra que a resolugao numérica direta desses problemas pode
levar a resultados desastrosos. Como explicado no Cap. 5, a
instabilidade numérica pode surgir devido a presenca de um termo
exponencial positivo na solucao geral da equacgao diferencial que
rege o problema. E ainda, no caso de um problema de contorno de
dois pontos, essa instabilidade e intensificada pelo mecanismo
iterativo dos processos wusuais de resolucao numerica (a
iteragao faz com que o comprimento do caminho de integracao
seja aumentado tantas vezes quantas as iteragdoes necessarias).
Comparativamente, problemas de valor inicial sac mais estaveis
numericamente, uma vez que os correspondentes processos

numeéricos usuais de resolucao nao sao iterativos.

A idéia, entdo, foi desenvolver técnicas que permitem a redugao
de um problema de valores de contorno de dois pontos em um

problema de valor inicial. Algumas dessas técnicas utilizam uma

* Problema de valores de contorno de dols pontos e a denominagao dada ao problema de solu
cionar uma equag;o diferencial ordinaria num intervalo, sujeita a condigoes de contorno

em cada extremo.
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transformagao de variaveis - a Jnancfonmagac de Riccati - que
converte o problema de valores de contorno original em um
correspondente problema de valor inicial constituido pela
equagao matricial de Riccati. Como exemplos, citamos as técnicas
"Invariant Imbedding" [17, 25] e o Método de Campo (Field
Method) [25]. Mostramos, no Cap. 5, que um problema de valor
inicial constituido pela equagao de Riccati possui solugao
numérica de comportamento estavel. Sendo assim, podemos
facilmente concluir que o processo de se transformar um problema
de valores de contorno de dois pontos em um problema de valor
inicial utilizando a Transformagao de Riccati, permite nao so
"driblar" a instabilidade que surge na resolugao numérica direta
do problema original, mas tambeém aquela que surge na resolugao

numérica do problema de valor inicial correspondente.

6.2. TRANSFORMAGAO DE UM PROBLEMA DE VALORES DE CONTORNO DE DOIS
PONTOS EM UM PROBLEMA DE VALOR INICIAL - O METODO DA
TRANSFORMAGAO GENERALIZADA DE RICCATI

Consideremos um sistema fisico governado por um problema de

valores de contorno de dois pontos constituido pelo seguinte
; ~ ; R S . a

sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares de 1= ordem

~; ~ *
nao-homogeneas :

dd(t)

Tt =TI (t)d(t) + H(t) (6.1)

e pelas condigoes de contorno de dois pontos:

$(0) = C,
(6.2)
o(e) =C
(&) =c,
~ - a
* Um sistema de n equacoes diferencials ordinarias lineares de 1- ordem pode correspon-

der a uma equacaoc diferencial linear de ordem n.
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®(t), I'(t), H(t), C e C, sao fungoes matriciais de dimensao

mog A, By oy mos A n,. x 1, n, «x 1 (n = n, + nz),

respectivamente. Podemos partir essas matrizes de acordo com os
conjuntos de valores "dosh indilces e — RSO n, e
= Nl N2l TS N R (1 C N nac precisam ser

necessariamente iguais). Deste modo, a equagao (6.1) escreve-se:

d@l
I = Fnél + Fm @2 + H1 (6.3)
d@2
It = r;lél + F22 éz + H2 (6.4)

onde  , & , H, H, I , ., ', I' _ sao fungoes matriciais
et ninaded wny Suzdavils =2

de dimensao n x1, n x1, n x1, n, x abpE el B e T

I xn e n” hon respectivamente.

As condigoes de contorno podem, agora, ser escritas como:

(6.5)

I
)

2, (0)

Il
©

3 (¢) (6.6)

Como mencionamos, a ma resolugdo numérica direta do problema
acima pode conduzir a sérias instabilidades numéricas, as
quais podem ser evitadas se o problema original for reduzido a
um problemade valor inicial. Isto pode ser efetuado através de

uma adequada
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transformagao de variaveis. Seja, entao ¥ (t) uma funcao
matricial continua de dimensao n x 1 definida pela relacao:

@ (E) SRR T(E) S o (e ) RN ) (6.7)

onde R _ e uma fungao matricial continua (desconhecida) de
dimensao e AR relagao (6.7) e chamada Jnancefenmagac
Senenaligada de ®Riccati. As novas variaveis, v QR
safisfazem determinadas equagoes diferenciais, as gquais serao

deduzidas a seguir

6.2.1. Determinacao das Variaveis Auxiliares U m

Derivando a equagao (6.7), obtemos:

/' =R &’ + R’ & + U’ (6.8)
12 2 12 2 1

Substituindo a equagao (6.7) na equagao (6.4), vem:

@; = F21[R @2 + @1] + F22¢2 + H2

@é = {F21R12+ rzz]Qa + F21Q1 + H2 §619)



Substituindo (6.7),

(6.8) e (6.9) em (6.3), vem:
R’ & + R’ o +‘I”=1"[R’@ +\P]+I”¢>+H
12 2 120882 1 2k gl 12 2 1 18202 1
R[[FR+F]§> +F\P+H]+R’<I> + ¥/ =
12 Pk =k e 22 2 21 1 2 15202 1
= R & +T ¥ +T & + H
311 1.2 02 k1l 1 12 2 1
7
RIZFZIRIEQZ 23 R12F22¢’2 2 R121_‘214,1 & R12H2 % R12<I)2
T 1_‘11Rqu>2 & rll‘yl AR Z(I)Z i Hl =@
A — — - [F
‘I’l [rll Rl 21-‘21]‘1’1 {R;Z 2 Rl 2r22 ¥ R12r21R12 = 11R12

= ) ]@ + [H SRR H
1¥2f| Mo 1

12 2]

87

+ ¥+
1

(6.10)
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As equagoes (6.9) e (6.10) formam um sistema de equacoes
diferenciais de 12 ordem nas incognitas @2 e @1. Essas equagoes
e suas condigcoes de contorno podem ser desacopladas se

definirmos R _(t) e R _(0) pelas condigdes

RZ. + R T 1R R S R R ) (6.11)
12 oo 1ot i1 i 1

Re H(o)=No (6.12)

Ou seja, R _,(t) e a aclucaae do pnablema de wmalon inicial

canatituide pela equacae matnicial de Riccati (6.11) e pela

candigaa inicial (6.12).

Deste modo, a equacgao (6.10) se reduz a

@I = [F11 = R12r21]@1 i {Hl = R12H2 (6.13)

a qual nao contém !

A condigao inicial para esta equagao pode ser encontrada
fazendo-se t = 0 na equagao (6.7) e usando as equagoes (6.5) e
(G0 L2) 8

® (0) =R __(0) & (0) + ¥ (0)
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¥ (0) = ¢C (6.14)

A4 equagaa (6.13) juntamente cam a condig¢daoe inicial (6.14)
canotituem um pnablema de walon inicial que, neaalnsida, fonnece
Wl(t).

Uma vez que R _ e ¥, sao determinados, podemos obter a condicao

il
@1(2) fazendo-se t = £ na equagao (6.7) e usando a equagao
(6.6) :

B (2)S=wRiea(L) PUB(L ) HRUEEEE)

9 (&) =yR . (H)NEEEERVREH) (6.15)
6.2.2. Determinagao das Variaveis Originais D @B = R Solucgao

do Problema de Valores de Contorno Original:

Substituindo as fungoes RO R equagao (6.9), esta
juntamente com a condigao (6.6), passa a constituir um problema
de valor inicial. Resolvendo este problema, determinamos a
solugao @2. A solugao @1 pode, agora, Sex determinada
diretamente substituindo R12’ wl e @2 na equacaoc (6.7). E o
problema de valores de contorno de dois pontos original esta

satisfatoriamente resolvido.

6.3. GENERALIZAGAO DO METODO DA TRANSFORMAGAO GENERALIZADA DE
RICCATI:

Podemos eventualmente nos deparar com situacoes fisicas que sao
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matematicamente formuladas por um problema de valores de
contorno de dois pontos constituidos por um sistema de equacoes
diferenciais lineares de ordem superior a 1 e condigoes de
contorno mais gerais. Neste caso, para que o metodo apresentado
na segao 6.2 possa ser aplicado, o problema em questao devera
ser colocado na forma das equagoes (6.3) e (6.4) e das condicoes
de contorno (6.5) e (6.6). Sabemos que um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias lineares constituido por uma ou mais
equagoes de ordem superior a 1, pode ser transformado em um
sistema do tipo (6.1). O processo de transformacao se baseia em
definir as derivadas de uma variavel dependente como novas
variaveis dependentes. Entretanto, esta simples transformacao,
em geral, nao converte as condigoes de contorno de dois pontos
gerais em condigoes na forma simples, tal como (6.5) e (50®)) o 3
lugar desta forma simples, as condigoes de contorno

correspondentes podem se apresentar na seguinte forma geral

Il
()

B,,%,(0) + B 2 (0)

; (6.16)

Il
(o]

B2 (RSB R O () (6.17)

onde B GsBety, B,, € B, sao funcoes matriciais constantes de

dimensac n. x n_, n. x n_,
1 1 1 2

n, xn en, xn, respectivamente.

Devemos, entao, adotar procedimentos que possibilitem reduzir um
problema de valores de contorno de dois pontos geral em um
problema correspondente do tipo tratado na segao 6.2. Isto nos
levara a generalizacao do Método da Transformagao Generalizada

de Riccati. Serao considerados dois casos, o0s gquals estao
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relacionados com a existencia da inversa da matriz

181 12
B (6.18)

24 22

6.3.1. 12 Caso: A Matriz B €& Nao-Singular

Se a matriz B possuil inversa, as variaveis originais &, T e H

podem ser transformadas atraves das relacoes

87 (t) = Bd(t) (6.19)
* -1

'™ (t) = B[(t)B (6.20)

H" (t) = BH(t) (6.21)

onde B! é a inversa da matriz B.
Vamos agora mostrar que mediante as transformagoes (6.19),
(6.20) e (6.21), o problema de valores de contorno de dois

pontos original sera reduzido a forma tratada na segao 6.2

Derivando (6.19):

de’(t) _ 5 d®(t) (6.22)
at 3 dat
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Substituindo (6.1) em (6.22), vem:

%ﬂ = B [F(t)@(t) + H(t)] (©c22)
9@:% = B'(t)®(t) + BH(t) (6.24)
De (6.19) e de (6.20), temos:
r*(t)8™(t) = BC(t)B 'B&(t) = Br(t)d(t) (6.25)
Substituindo (6.25) e (6.21) em (6.24), obtemos:
%t—)- = r¥(t)8*(t) + H(t) Gogciey
A equacgao (6.26) tem a forma da equagao (6.1). Repartindo as

; * * * 5 :
matrizes & , ' e H , a equagao (6.26) passa a forma das

equacoes (6.3) e (6.4):
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L (C) P ] : % :
—— = I, (B)2 (E) + I () 2 (E)l + HI(E) (GoR7)
*

déz(t) ok * * * *
e— =T, ()3 (t) + T__(t) & _(t) + H_(t) (6.28)

G~ ~ TR * ! * *
Com a partigao da fungao matricial ¢ nas submatrizes @1 e @2 .

a relacao (6.19) pode escrever-se:

*
o) B B PR (E)

*
2 (t) B B 3 (t)

de onde tiramos as igualdades:

*
®l(t) = Bllél(t) + Blzéz(t) (6.29)
*
Qz(t) = B21@1(t) + Bzzéz(t) (6.30)
Fazendo-se t = 0 na equagao (6.29) e usando (6.16), obtemos a

e *
condigao de contorno correspondente @1(0):
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*
¢ (0) =B & (0) + B_3 (0)

*
2 (0)

Il
&

(6.31)

Fazendo-se t = ¢ na equagao (6.30) e usando (6.17), obtemos a

.~ *
condigao de contorno correspondente éz(m

*
.(8) = B, (¢ + B2 ()

|
()

*
3 (%) (6.32)

As condigoes de contorno de dois pontos (6.31) e (6.32)

apresentam-se na forma das condigoes (6.5) e (6.6).

As equagoes (6.27) e (6.28) juntamente com as condigdes (6.31) e
(6.32) constituem um problema de valores de contorno de dois
pontos na forma para a qual foi desenvolvido o Metodo da
Transformagao Generalizada de Riccati. Uma vez resolvido esse
problema em QT e @:,
recuperadas através da transformagao (6.19).

as solugdes desejadas & e & sdo
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6.3.2, 22 Caso: A Matriz B € Singular
6.3.2.1. A Matriz B e Nao-Singular

Uma vez que o problema original foi reduzidoe a forma das
equagoes (6.3) e (6.4) e das condigdes de contorno (6.16) e
(6.17), o Método da Transformaciao Generalizada de Riccati &
normalmente aplicado de modo a obtermos as equagoes (6.7),
(6.8), (6.9), (6.10), (6.11) e (6.13). Entretanto, as inves de

adotarmos (6.12) como condigao inicial para (6.11), escolhemos

R0 =S (65a8)
Segue-se, entao, das equagoes (6.7), (6.33) e (6.16), para
t = 0 que:

 (0) =R, _(0)2 (0) + ¥ (0)

@1(0) = —B11B12(O)¢2(0) A TI(O)
B11¢1(O) =] _B12¢2(O) 2 B11@1(0)
BllQl(O) = Bllél(0)+312®2(0) = ®1

¥ (0) = SRR (6.34)
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A condigao (6.34) substitui, agora, a condicdo (6.14).

As equagoes (6.11) e (6.13), Ijuntamente com as respectivas
condigoes iniciais (6.33) e (6.34), podem ser numericamente
integrados no intervalo [0, ¢] fornecendo as funcgoes R12(t)
e @l(t).
Substituindo Rigaiic MU () Sn 2 equacae n(6L7)Muel fazendol £ ="ty
obtemos;

2,(8) =R (&) 3_(2) + ¥ () (6.35)

Substituindo (6.35) na equagao (6.17)

BZl[Rlz(E)éz(ﬂ) " @1(2)] +B, % (¢ =C

0 B () e g () e 6 (0)) o 6

21 12 2

[821 R12(e) i Bzz] @2(3) = Ca E B21@1(£)

(L) = [521 R () & Bzz]_l[mz - lewl(E)] (6.36)
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A equagao (6.36) se apresenta na forma da condicao (6.6).

Substituindo as funcoes R, @ ¥ @ equagao (6.9) esta,

juntamente com a condigao (6.36), passa a constituir um problema
de valor inicial. Resolvendo este problema, determinamos a
solucao FRSRR solugao ¢ pode, agora, ser determinada

diretamente substituindo R_, ¥ e ¢ na equagao (6.7).

6.3.2.2. A Matriz B € Singular

Admitindo que as condigoes de contorno para t = 0 sejam
linearmente independentes*, podemos sempre reorganizar as
colunas da matriz B de modo que B11 seja nao-singular. Para
evitar complicagoes de uma prova formal, ilustraremos o

procedimento através de um exemplo, sem perda de generalidade.

Consideremos uma situagao fisica na qual as condigoes de

contorno se expressem atraves do seguinte sistema de equagades:

b ¢ (0) + b ¢ (0) +b ¢ (0) +b ¢ (0) =c  (6.37)

b, ¢ (0) +b_¢ (0) +b_¢(0) +b ¢(0) =c, (6.38)

b, 8,(&) + b ¢ (&) +b ¢ (8) +b ¢ (6.39)

Il
(9]
W

b, # (&) + b ¢ (8 +b 6. () +b ¢ () =c,  (6.40)

* Uma condigao de contorno linearmente dependente a outra pode ser abandonada, uma vez

que nao representa informagoes adiclionals.



Neste caso a matriz B e:

Por hipotese, BE
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é singular. Logo:

elEie Bll = bIIbIZ

e podemos escrever:

b b b
11 12 13 14
b21 baz 23 bza
B = (6.41)
b b b
31 32 33 34
b b b
| 4t 42 43 aa |

12
(6.42)
22
5, = @
2010182
*
o £ R (6.43)
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ou seja,
«b  =b (6.44)
11 21
e
G =RT (6.45)
12 22
Admitindo que as condigoes de contorno para t = 0, (6.37) e
(6.38), sejam linearmente independentes, deveremos ter:
a b # b (6.46)
13 23
ou
o b z b (6.47)
14 24

Entretanto, podemos escrever:

B b = Db ; B e R e B * « (6.48)
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Agora, se reorganizarmos as parcelas do lado esquerdo das
condigoes de contorno (6.37)-(6.40) de modo que as mesmas sejam

colocadas na forma

SRS OO = ) s e 0 (@) = @ (6.49)

-

b ¢ (0) +Db__¢_(0) + b, ¢ (0) = oiisH(o)E=Ne (6.50)

b, ¢, (&) +b. ¢ (L) +b ¢ (¢) +b_ ¢ (2) =c_ (6.51)
b ¢ (&) + b, ¢ (L) + b ¢ (2) +bEsiC)E=NcN(ce2)
A matriz B , passa a ser
b11 b13 b11 b13
Bi= = (6.53)
e b b ab Bb
21 23 181 13
e temos
det B11 = b“Bb13 - b13ab11 = (B - a)bllb13 = 0

uma vez que f # «
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Ou seja, a nova matriz Bi € nao-singular. O procedimento
apresentado na segao 6.3.2.1 pode agora ser aplicado ao problema

com suas equagoes convenientemente reorganizadas.

Nota 1: O procedimento apresentado na segao 6.3.2.1 sera falho

quando a matriz inversa da equagao (6.36) nao existir. e



/ CAP(TULO 7

UM CASO DIFERENTE DA TRANSFORMACAQ GENERALIZADA DE RICCATI

7.1. UM DESDOBRAMENTO DO METODO DA TRANSFORMAGAO GENERALIZADA DE
RICCATI

O Método da Transformagao Generalizada de Riccati possui ainda
um desdobramento, de especial interesse, que se refere a
resolugao de um problema de valores de contorno de dois pontos
constituido por um sistema de equagoes diferenciais lineares de

22 ordem homogéneas do tipo

Il
S]

z" 4+ a z
2 1

7 odl
z" + b z ; !
1 2

Il
e

(com a e b constantes) e pelas seguintes condigoes de contorno

de dois pontos homogéneas

zl(O) = 0 ; ZE(L)=NOR" 22(0) @ 5 22(2) = 0 , (7.2)

O problema acima trata-se de um caso excepcional no qual as
condigoes de contorno (7.2) nao se reduzem a forma das condigoes

(6.16) e (6.17) por ocasiao da transformagcao do sistema (7.1) em
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um sistema linear de 12 ordem do ealjsle) (Boal))

Sendo assim, nao podemos aplicar o Metodo da Transformagao
Generalizada de Riccati do modo que foi apresentado no capitulo
6. E necessdario desenvolver o metodo de um modo diferente, tal

como apresentado a seguir.

Primeiramente, admitimos uma relagao linear entre as variaveis

z1 e 22 e suas derivadas z; e z;

Z = 1u PAL qp oL G?
1 11 1 12 2
(7 o3)
ZEw = VI 7 AR 1] (e 7
2 21 2272
As relacoes (7.3) podem ser consideradas como uma outra

generalizacao da Transformagac de Riccati apresentada no

capitulo 5, isto é:
x(t) = u(t)x’(t)
onde

u(t) = 1/y(t)

Diferenciando (7.3), vem:

A n + r 4 + 1u z" + u’ zl +
zl ull Zl ull Zl 12 2 12 2

(7.4)

Z’ =] Z" + ’ ZI + u z“ + u’ Zl

2 21 1 u21 1 22 2 22 2

Substituindo (7.1) em (7.4), vem:



Y =l [—bz ]+ Wz [—az ] P B @Y
1 11 2 11 1 12 1 12 2
z! = u Sk |lar B4 gl op (bl -az Qe Wl gl
21 2 21 1 22 1 22 2
z! = =bu Zo L] L 7 A 1] 2 ap WY
1 11 2 1% 1 12 1 12 2
z’ = =bu 2] RO = B A 1] % ap wuld ol
2 21 1 22 1 22 p
Substituindo (7.3) em (7.5), vem:
z’ = =-bu {u Zr + z’] u’ z’ - au [u z! + u z’] ol
11 23701 22 2 115 12 11 1 12 2 12 2
z! = =bu Pl z’ + u z’] u’/ z!/ - au [u ZA R U] z’] Bl Y
2 || e 2282 2 22 1171 g A 222
2
(z’ 1 +bu u LU AU Y = z!/|[-bu u = Gl WY
1 181021 151 128181 2 11822 12 1
<
2
z/|bu”’ — u’ + = U IS L Silepbl bl = bl 0L u’
\ 1[ 21 u21 au22u11] 22[ 271822 12 22 2
(7.6)
As equagoes (7.6) serao satisfeitas se forem impostas

seguintes condigoes:

104

as
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ru’ = bu u - au _u =1
11 11 21 12 11
U Sl el e, =W
J (7.7)
2
u’ - bu -—au u_ =0
21 21 11 22
u’ = bu u - au u = 1
\ 22 21 22 12 22

O sistema (7.7) pode ser considerado como um oistema de equagaes
de Riccati cam teunos crugadaos.

Apos o desacoplamento, como veremos, o sistema (7.7) resultara

em equacoes de Riccati (ver equagoes (7.43) e (7.44)).

Como z (0) = 0, z,(0) =0 e z/(0) e z/(0) sdo arbitrarios,

resulta de (7.3) que:

u11(0) = u12(0) = u21(0) = u22(0) = 0 (7.8)

O sistema (7.7) juntamente com as condigoes iniciais homogeneas
(7.8), constituem um problema de valor inicial que, resolvido,
fornece as fungoes ulj (observar que as fungoes ulj dependem das

constantes a e b).

Uma vez determinadas as fungoes u o sistema (7.3), sujeito as
condigoes zlw) =0 e zzw) = 0, pode ser resolvido fornecendo

as solugoes z e z,.

Nota 1: Notemos que o problema € de autovalores, pois para que o
sistema (7.3) possua solucdes nao-nulas é necessario

que, no ponto x = ¢

u
11 12
=0 (7.8-a)

u
21 22
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Isto, obvidamente, impora um certo relacionamento entre
a e bs Para a e b nao satisfazendo este
relacionamento, a solugao para z, ez, sera trivial.

A condicao (7.8-a) é chamada de autecondigaoc [30].

Os valores de a e b que satisfazem a autocondigao sao
chamados de autanalonesn. °

7.2. UM EXEMPLO DE APLICAGAO AS VIBRAGOES MECANICAS

Para ilustrar o método ora descrito, seja resolver o problema de
valores de contorno de dois pontos constituido pela equagao de
Euler-Bernoulli [14].

viEs s =l0 (7.9)

onde AT = =—

e pelas condicoes de contorno de dois pontos

y(0) =0 ; (i) = ©

(70 110)
W) = © ’ (L) = 0

O problema acima consiste no modelo matematico para o calculo do
deslocamento vertical das varias segoes de um eixo biapoiado, de
segao constante, vibrando transversalmente sem influencia do

amortecimento.
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Definindo variaveis auxiliares z e z, como

z =y (Z o))

z. = y" = z? (7.12)

A equacao (7.9) escreve-se:

yIV = A4y
(7. 13))
z" = A%z
1!
As equagoes (7.12) e (7.13) constituem o sistema
z" - A'z. =0
2 1
(7.14)
ZAUR= 7S =N ()
1 2

que € a forma do sistema (7.1).
As condigoes iniciais para Z: 26 B, sao determinadas

recorrendo-se as equagoes (7.11), (7.12) e (7.10):

zl(O) =0 g zz(O) =0 0 Z1(1) =0 g 22(1) =0 (7.15)
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As condigoes (7.15) encontram-se na forma das condigoes (7.2).
Neste ponto, o método pode ser aplicado.

- Admitindo a relagao linear (7.3) entre as variaveis z e z, e

suas derivadas z; e z; e substituindo (7.14) em (7.4), temos:

4
z!’ =u z + u’z’ +u Az + u’ z
1 1172 1171 12 1 1278
i (7.16)
Z L= 7 A 7 R A 7R R T 7
2 2172 2at 22 1 2282
Substituindo (7.3) em (7.16), vem:
4 14 4 — 4 4 2 4
zZ l -u u - u - AU _u = z’'|lu u + A u + u
1 11 21 11 1 2me 2| 11 22 12 12
4
z’[—u -u’ - A u u ] = z’[—l + u_u + A u u + u’]
1 21 21 22 21 2 2SR 22 12 22 22
(7007
As equagoes (7.17) serao satisfeitas se o MU L IR
forem solugoes do sistema
e &g m . Eatm wm e o
11 11 21 @l
4 2
u’/’ + u u + AU =0
12 11 22 12
<
2 4 (7.18)
7 + = 0
Lo 2 Yy o Y, %e
4
u’ u_u AU u = 1
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sujeito as condigoes (7.8)

As fungoes © g U e R U sao obviamente, fungoes de A.

127 21
Deste modo, construindeo a autocondigao

u u
11 12

21 22

obtemos uma certa relagao do tipo

que, resolvida, vai fornecer os autovalores a.

7.3. SOLUGAO ANALITICA DO SISTEMA (7.18)

Vamos agora mostrar um metodo, bastante direto, para se resolver

o sistema de equagdes (7.18) sujeito as condigoes (7.8).

Substituindo u, por u_ e u_ por u, 6 nas equagoes do sistema

(7.18), obtemos as equagoes

4
0 + u L 7/ o ALE)
Y22 % a2t i U122 ( )

Il
|

4
u’/ +Husut EARu (7.20)
11 21 11 12 11
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4 2

U7 TS 1S TR e LT i — WL (1) (7.21)
12 22 11 12
2 4
u/’ + u. + Au u =0 (7.22)
21 21 22814

as quais constituem o mesmo sistema (7.18). Isto significa dizer
gue o sistema (7.18) permanece invariante com as substituicoes

u =u_eu_=u_ . Logo:
11 22 22 11

= Bl = U (7.23)

Recorrendo a (7.8), determinamos:

1(0) =10 (7.24)

Substituindo (7.23) nas equacoes (7.19) a (7.22), vem:

u’ + uu +adtu =1 (7.25)
21 12

Wz PR [ = (7.26)
21 12

QU SR SR @52
12 12

we 4t A% = o (7.28)
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As equagoes (7.25) e (7.26) sao identicas. Desprezando, entao, a
equagao (7.25), o sistema resultante fica sendo constituido
apenas pelas equagoes (7.26) a (.728), as gquais permanecem

invariantes se substituirmos

4 21
L Bl GRS ==
A
Logo
4
u = AU (7.29)
21 12
Chamando
u21 = Vv (7.30)
entao
4
u = AV (7.31)
21

Substituindo (7.30) e (7.31) nas eqguagoes (7.26) a (7.28), vem:

u/ + 2ur'v = 1 (7.32)

2 4 2
U dp BT AR AW

0 (7.33)
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ARV R AT L =D (7.34)

As equagoes (7.33) e (7.34) sao identicas. Desprezando, entao, a
equagao (7.34), o sistema resultante fica constituido pelas
equacgoes (7.32) e (7.33).

Recorrendo a (7.8), (7.30) e (7.24), determinamos as condigoes

iniciais para este ultimo sistema:

u(o) = v(0)

0 (7.35)

Finalmente, para tornar as equagoes (7.32) e (7.33) mais

homogeneas em relagao ao coeficiente A, introduzimos

u =9 (7.36)

=L (7.37)

>

e as equacgoes (7.32) e (7.33) tornam-se:
QD’ + 2@A2n = 1l (7-38)

o AZ[wa i ,72] 2 (7539)

com condigoes iniciais

(@) = @) = © (7.40)
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O sistema constituido pelas equagoes (7.38) e (7.39) pode ser
imediatamente desacoplado somando e subtraindo respectivamente
as equacgoes. Chamando

p + 1 =7 (7.41)

PESENE=RY (7-42)

obtemos, assim:

e! + 1+ 200%n + a2%% + a%n® = 1

A A (7.43)
©r - mi+ 2(ph2n v hz(Pz S
pr - A% =1 (7.44)
com condigoes iniciais
7 (0)F =RyI(0)E =80 (7.45)

As equagoes (7.43) e (7.44) sao, obviamente, equagoes de Riccati
cam coelicientea conoatantes.

De acordo com o exposto na segao 3.9, para determinar a solugao
geral de (7.43), fazemos



de onde

e a equagao (7.43) fica

cuja solugao ée:

Logo,

de (7.46)

A o @ e TS
1 2

Az[cleAX + Cze_lx]

114

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)
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Fazendo C = C2/C1, para Cl # 0, vem

e
L= (7.50)

cC=1
e assim, a solugdc da equagao (7.43) sujeita a condigao
V0D =RI0psEe
S sinhi(Ax)F =1 (7.51)
ey, ey
Procedendo de modo analogo com a equagao (7.44), obtemos sua
solugao que satisfaz a condigao yY(0) = 0
1
Y = i tan (Ax) (7.52)

Retroagindo, obtemos das equagoes (7.41) e (7.42)
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p + m = 3 tanh(Ax) (7.53)
p - M = %— tan(hx) (7.54)
de onde
o = %X [tanh(hx) + tan(Ax)} (7.55)
= %X [tanh(Ax) = tan(Ax)} (=26

Das equagoes (7.36) e (7.37), vem:

u = [tanh(z\x) + tan(hx):| (7.57)
o= e [tanh(hx) = tan(Ax):| (7.58)
N

e, finalmente das equacoes (7.23) (7.30) e (7.31) obtemos:



A autocondigao é, para X

ou,

1.

X [tanh

\V)

NIN

[tanh

entao

4

u =l....
11 2A
1
u12 = 3
2A
u =A_
21 2
el =
22 2A

A + tan A]

A - tan A]

2[tanh A + tan

[tanh(hx) + tan(Ax)]

[tanh(hx) - tan(hx)]

[tanh(Ax) = tan(Ax)}

[tanh(Ax) + tan(Ax)}

= 1:
1
e [tanh A - tan A]
22 =0
L tanh A + tan A
2A

2 1 2
A] T [tanh A - tan A]
a4
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(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)

(7.63)
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tanh A tan A = 0

tan A = 0

Assim,

A 1= e O ST e 2 - e (7.64)

Se, além dos autovalores A, dquisermos ainda determinar a
deflexao da viga, agora temos a disposigao o sistema (7.3) com

condig¢oes iniciais

zl(O) =0 e 22(0) =0

Para resolver o sistema (7.3) sujeito as condigoes acima, € mais

conveniente explicitar z{ e z;

-u__z
St PP 22
- u__u
- 11%22 1i2aeti
- +u _z
z! = o 11 2
= u
1’1111122 u12 21
Notemos que nas fungoes u das equacoes (7.59) a (7.62),

i)
devemos substituir agora A = km, com k =0, 1, 2, ...
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Nota 1:0bservemos que, neste caso, devido a simplicidade da

equagao de Euler-Bernoulli, poderia ser mais facil
resolver analiticamente a equagao original (isto e, de
ordem 4 e com dois pontos de contorno) do que o sistema
(7.18) com um unico ponto inicial. Porém, com qualquer
complicagao (por exemplo, se admitirmos que a viga tenha
secao transversal variavel e portanto, onde A = A(X)), a
solugao numérica da equagao original seria dificultada
pelas condigoes de contorno de dois pontos, ao passo que
o sistema (7.18) correspondente poderia ser integrado

diretamente. °



// CAP(TULO 8

CONTRIBUICOES E CONCLUSOES

8.1. CONTRIBUIGOES DO PRESENTE TRABALHO

Acreditamos que as principais contribuicoes do presente trabalho

tenham sido:

8.

O desenvolvimento da teoria das equacoes de riccati de um modo

sistematico e didatico;

A Apresentagao e a Generalizagao do Método da Transformacao

Generalizda de Riccati;

A analise da viabilidade do uso do Método da Transformacao
Generalizada de Riccati para se obter melhoramento no calculo

numerico de problemas em engenharia.
2. CONCLUSOES

As dificuldades numéricas (instabilidades) associadas ao
calculo numérico de problemas de valor inicial e problemas de
valores de contorno de dois pontos que admitem solugoes
exponenciais positivas, sao eliminadas com a Transformagao de

Riccati.

O Método da Transformagao Generalizada de Riccati consiste em
uma técnica computacionalmente eficiente que pode ser aplicada

a analise estrutural mecanica.
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APENDICE A

FUNGAO FRACIONARIA IRREDUTIVEL

A fungao fracionaria

é irredutivel se, e somente se,

h(x) v(x)
h(x)q(x) - p(x)v(x) = # 0, Y x € D(y)
p(x) q(x)

Prova

A demonstracao sera feita pelo metodo de redugao ao absurdo.

Sendo assim, suponhamos, por absurdo, que

h(x) v(x)

P (X) q(x)

para algum x & D(y). Nestas condigoes, as linhas deste
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determinante sao linearmente dependendes quande ceaonsidenadas
cama setanes de R". Isto significa que existem escalares a e B,

nao todos nulos, tais que

afh(x), v(x)] + B[p(x), g9(x)] = (0,0).

Devido a isto, admitindo o # 0, podemos concluir que:

ah(x) + Bp(x) = 0 h(x) = - £ p(x)
>
av(x) + Bq(x) = 0 vix) = - £ q(x)

Por outro lado, temos que:

B =B
hiG)l & cvie)h - e s S G

Pl R C TG p(x) + ca(x)

R|™

y =

significando com isto que y é redutivel a uma expressao mais

simples que é y = - g ;
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Ora, mas por hipotese, y € irredutivel. Logo, para evitar o
absurdo, deveremos ter que

h(x) v(x)
= h(x)g(x) - p(x)v(x) = 0
p(x) q(x)
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APENDICE B

TRANSFORMAGAO DE MOBIUS

B.1l. Transformacao de Mobius

Definigcao: Transformagdo de Mdbius € a relagao entre duas

fungoes, digamos u e v, do tipo

_a + bhbu

S P , (a, b, ¢ e d constantes) (B.1)

onde a, b, ¢ e d sao constantes tais que Vv seja irredutivel
(vide Apendice A).

Dizemos que a fungao fracionaria v é a transformagdo de Mdbius

da fungao u.

B.2. Transformagao de Mobius Composta

Se v é a transformagao de Mdbius de u:

_a + bu

= 2 F du ' (a, b, c, d, constantes)

ewe a transformagao de Mébius de v:

_ e + fwv

- g + hv ' (e, £, g, h, constantes)
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Logo
a af + bfu
e c + du _ec + deu + af + bfu _ (ec + af) + (de + bf)u

ah + bhu =~ cg + dgu + ah + bhu (cg + ah) + (dg + bh)u
(Sf qp (el 4p (chb]

(B.2)
isto €, w é transformagao de Mdbius de u!
B.3. Transformagao de Mobius Inversa
Se v € a transformagao de Mdbius de u
_a+ bu
c + du
entao
a + bu = cv + duv
_ =-a + cv
W= (B.3)
isto é, u é transformagao de Mdbius V!
B.4. Fungoes Fracionais Lineares
Se
g = CE(x) + ¢(x) (B.4)

Cg(x) + 7(x)

dizemos que B e uma fungao fracional linear de C.
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B.5. Cross Ratio Rx:

Definicao

p g B0 = (B.5)

Sejam V1' Va’ Va, V4 as transformagoes de Mdbius de u., ou,, U,
u,, respectivamente, isto e
_a + bu
Vi T s e (BES)
Assim
a + bu a + bu a + bu a + bu
1 3 2 4
(Vi =V RV =) [ c + du c + du ][ c + du c + du ]
1 3 2 e 1 3 2 4/ _
(= =) a + bu a + bu a + bu a + bu
ik 4 2 3 1 - 4 2 e 3
[ S G c + du ][ eENay c + du ]
1 4 2 3

Determinaremos um fator tipico da expresssao acima:
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o+ 1o, (o + auy) = [a+ bu)fo + au,] -

ac + adu_ + bcu, + bduu_ - ac - adu -bcu - bduu =
3 1 it T E il 3 143

- aafn, - ] - bofu, - u,) = (be - ad) 3, - )

Analogamente

(o= aa) [u, - u]

(2 + bu)fe + au] = [a + bu)[c - au,)

e e, ]

R
o))

cou (e an,) - 2 ou)fo+ an,)

Il

[ R,

o+ o) o + an) - [+ buy) (o + au,)

Assim
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A divisao do numerador e denominador por (bc - cd)2 foi possivel
uma vez que a fragao (B.6) €, por hipotese, irredutivel (ver
Apendice A).

Assin,

u,) (B.7)
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