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RESUMO

Neste trabalho estudam-se problemas de transferéncia de calor por condug¢do com a
utilizagdo do método de elementos finitos. Todo o equacionamento do método € desenvolvido para
os dominios bidimensionais e tridimensionais, tanto para o regime permanente quanto para o nao
permanente. Os elementos triangular linear e quadrilateral quadrético de oito nés sdao equacionados
para o dominio bidimensional, enquanto que o elemento tetraédrico linear € utilizado para o
dominio tridimensional. As condi¢cdes de contorno consideram fluxo de calor conhecido,
distribui¢ao de temperatura conhecida e convec¢do imposta. Internamente ao corpo pode haver
geracdo de energia concentrada ou distribuida. O material pode ser isotrépico ou anisotropico.

Com a finalidade de validagao dos modelos numéricos desenvolvidos sao feitos testes para
uma placa plana infinita em regime permanente, um tubo infinito em regime permanente e para um
corpo com a forma de um paralelepipedo em regime ndo permanente. Finalmente os modelos
numéricos sao entdo aplicados para uma aleta em regime permanente, para um mancal de
deslizamento em regime permanente € nao permanente e para trés casos de pés de turbina a gds em

regime ndo permanente.

Palavras-chave: 1 - Transferéncia de Calor, 2 - Condugdo, 3 - Métodos Numéricos,

4 - Método de Elementos Finitos



ABSTRACT

This work deals with heat transfer problems by conduction, by applying the finite element
method. The theoretical analysis is developed for bidimensional and threedimensional dominium,
for both the steady state and the unsteady state. The linear triangular elements and the quadrilateral
quadratic eight nodes elements are utilized for the bidimensional dominium, as the linear
tetrahedrical element is applied for the threedimensional dominium. The boundary conditions are
considered as known heat flux and specified temperature distribution or convection. Internal
concentrated or distributed heat generation may also occur. The material may either be isotropical
or anisotropical.

For the validation of the numerical models various tests are carried out for a steady state
infinite plane plate, a steady state infinite tube and for an unsteady state parallelepid. Finally, the
numerical models are applied for a steady state fin, for a jounal bearing in both the steady and

unsteady states, and for three different gas turbine blades in unsteady state.

Key Words: 1 - Heat Transfer, 2 - Conduction, 3 - Numerical Methods,
4 - Finite Elements Method.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO
1.1 - Generalidades

O conhecimento da distribui¢do de temperatura no interior de um corpo é necessirio em
muitas aplicagdes da engenharia. O fluxo de calor através de um corpo pode ser calculado desde
que se conhega a distribui¢do de temperatura. A avaliagdo das tensdes térmicas também dependem
da distribuigao de temperatura. As tensdes térmicas ocorrem quando um cOrpo passa por um
gradiente de temperatura e ndo pode se expandir em todas as dire¢Ges. Estas tensdes térmicas s3o
importantes, por exemplo, nos projetos de turbinas a gds e caldeiras.

A determinagdo analitica da distribui¢ao de temperatura num corpo sé € possivel quando
a geometria e as condigdes de contorno sao simples. Como exemplo pode-se citar uma placa plana
infinita ou um tubo infinito, ambos em regime permanente. Para um corpo de geometria qualquer
e com condigoes de contorno complexas a solugdo analitica nao € possivel e o método de elementos

finitos se apresenta como solucao vidvel.

1.2 - Historico do Método

O moderno desenvolvimento do método de elementos finitos iniciou por volta de 1940 na
drea da engenharia estrutural com os trabalhos de Hrennikoff (1941) e McHenry (1943), que
usaram elementos unidimensionais de barras e vigas para determinar as tensoes em sélidos. Courant
(1943), publicou um artigo que ndo foi reconhecido durante vdrios anos, no qual propds a
determinagao de problemas de tensao na forma variacional. Foi entdo, que ele apresentou as
fungoes de forma em subdominios triangulares como um método para se obter solugées numéricas
aproximadas.

Levy (1947) desenvolveu o método da flexibilidade ou forgas, Levy (1953), sugeriu o
método dos deslocamentos como uma promissora alternativa para a andlise estdtica de estruturas
de aeronaves. Entretanto, as equagdes eram invidvels para serem resolvidas manualmente, desse
modo, o método s6 comegou a se tornar popular com o advento do computador.

O primeiro estudo de elementos bidimensionais foi realizado por Turner, Clough, Martin
& topp (1956). Eles obtiveram as matrizes para elementos de barras, elementos de vigas e
elementos triangulares e retangulares submetidos a tensoes planas. Apresentaram também pela
primeira vez o conhecido método para obtengdo direta da matriz global. Com o desenvolvimento

dos computadores de alta velocidade, o trabalho de Turner et al. (1956) prontamente incrementou



0 desenvolvimento do método de elementos finitos expresso em notagao matricial.

O nome "elementos finitos" foi primeiramente introduzido por Clough (1960), quando
utilizou elementos triangulares e retangulares na andlise plana de tensoes.

A extensio do método de elementos finitos para problemas tridimensionais usando
elementos tetraédricos foi realizada por Martin (1961), por Gallagher, Padlog & Bijlaard (1962)
€ por Melosh (1963). Outros elementos tridimensionais foram estudados por Argyris (1964). O caso
especial de sélidos axissimétricos foi estudado por Clough & Rashid (1965) e Wilson (1965).

A maioria dos trabalhos realizados antes de 1960 tratavam de pequenas tensdes e
deformagdes, materiais de comportamento eldstico e carregamentos estdticos. Entretanto, Turner,
Dill, Martin & Melosh (1960), estudaram problemas de grandes deflexdes e andlise térmica
e Gallagher, Padlog & Bijlaard (1962) estudaram materiais ndo lineares, enquanto problemas de
flambagem foram inicialmente tratados por Gallagher & Padlog (1963). Zienkievicz, Watson &
King (1968) extenderam o método para problemas de viscoelasticidade.

Archer (1965) considerou a andlise dindmica no desenvolvimento da matriz massa
consistente, que € aplicdvel a andlise de sistemas de massa distribuida, como barras e vigas em
andlise estrutural.

Melosh (1963) iniciou o0 uso do método variacional para resolver problemas ndo estruturais.
Problemas de campo, tais como a determinagdo da tor¢do em eixos, escoamento de fluidos e
transferéncia de calor por condugdo, foram resolvidos por Zienkievicz & Cheung (1965), Martin
(1968), Wilson & Nickel (1966) e Zienkievicz (1981).

Uma nova extensao do método foi proposta por Szabo & Lee (1969), usando o método dos
residuos ponderados aplicados as equagdes da elasticidade usado na andlise estrutural. Zienkievicz
& Parekh (1970), também utilizaram o método para resolver problemas de campo em regime
permanente. O método dos residuos ponderados pode ser apropriado em muitas situagdes onde a
formulagao variacional ndo € conhecida. Lyness, Owen & Zienkievicz (1977) aplicaram o método
dos residuos ponderados para a determinag¢do de campos magnéticos.

Mais recentemente, Belytschko (1976), desenvolveu técnicas avangadas para solucao de
problemas associados com grandes deslocamentos e comportamento dindmico nio linear.

Uma campo relativamente novo de aplicagao do método dos elementos finitos é a
bioengenharia . Esta drea ainda apresenta dificuldades associadas com ndo linearidades geométricas
e de materiais.

Uma extensa bibliografia sobre o método de elementos finitos pode ser encontrada nos
trabalhos de Whiteman (1975), Norrie & de Vries (1976), Segerlind (1984) e Cook et al. (1989).



1.3 - Revisdao da Literatura

Muitos métodos numéricos tém sido aplicados na solucdo de problemas de transferéncia
de calor devido a dificuldade ou impossibilidade de se encontrar uma solu¢io analitica. Métodos
como diferencas finitas, elementos finitos, volumes finitos e elementos de contorno estio entre os
meétodos mais utilizados. Estes métodos sdo muito flexiveis podendo resolver problemas, por
exemplo, de conducdo em corpos com geometria arbitrdfia, com diversos tipos de condicdo de
contorno, tais como: convecgdo, radia¢do, fluxo de calor imposto e distribuicio conhecida de
temperatura e podem incluir geragao interna de energia.

Passaremos a apresentar a seguir alguns trabalhos desenvolvidos utilizando-se destes
meétodos:

Baptista & Machado (1986) apresentam o desenvolvimento de um modelo para a
transferéncia de calor tridimensional em regime transiente. Utilizam o método de diferengas finitas
com uma técnica implicita de diregdes alternadas para reduzir o tempo computacional. Os
resultados tedricos da simulacdo do resfriamento de pilhas de placas sdo comparados com resultados
experimentais.

Cunha & Almeida (1990) apresentam uma solucdo numérica baseada no método de
diferengas finitas com formulacdo de volumes finitos com objetivo de simular a distribuicao de
temperatura transiente, como fun¢do do tempo e da posi¢ao, durante o processo de soldagem
automatico de placas. A variacdo da condutividade térmica do metal com a temperatura é
considerada e uma avaliacdo mais rigorosa do coeficiente de conveccdo € feita. Os resultados
numéricos sao comparados com a solucdo analitica do problema e uma boa concordidncia é
observada.

Rodrigues (1980) analisa problemas lineares de condug¢ao de calor em materiais
anisotrépicos e ou heterogéneos, sob regime transiente, através de dominios bidimensionais com
qualquer tipo de geometria ou dominios tridimensionais axissimétricos. O método utilizado é o
método de elementos finitos com o elemento triangular linear e sdo resolvidos problemas de
transferéncia de calor em placas, cilindros e pas de turbina a gas.

Moura (1990) apresenta a solugdo de problemas de condugio de calor bidimensional em
regime permanente. O método utilizado € o método de elementos finitos com o elemento
quadrilateral cubico de doze nés. Sao apresentados resultados numéricos para dois problemas cujas
solugGes analiticas sao conhecidas. Os resultados obtidos mostram que mesmo usando poucos
elementos, a precisdo dos resultados é satisfatéria.

Gouvea et al. (1990) desenvolveram uma andlise térmica linear transiente empregando o
meétodo de elementos finitos para discretizacdo espacial e métodos de integracdo direta para

discretizacdo no dominio do tempo pelo método de diferencas finitas. A analise considera a
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conducao tridimensional ndo permanente com trés tipos de condi¢cdes de contorno. A comparagao
dos resultados obtidos para trés problemas apresentam boa concordidncia com suas solugdes
analiticas.

Lyra (1990) apresenta um procedimento adaptativo do método de elementos finitos onde
o0 erro estimado a "posteriori" € reduzido de forma eficiente por meio do refinamento automatico
de malhas com a versdo H. Os procedimentos apresentados permitem a anélise de problemas
governados pela equagao de condugdo de calor no regime permanente e transiente. A utilizagdo dos
procedimentos adaptativos representam uma diminui¢do do tempo dispendido na preparagido dos
dados e proporcionam maior eficiéncia e confiabilidade nos resultados.

Franca et al. (1991) apresenta uma metodologia para um refinamento de malha para
elementos finitos utilizados em solugdes de problemas de condugdo de calor. O método visa uma
reducdo de oscilagoes numéricas e instabilidades no uso do elemento quadrilateral quadratico para
regimes transientes.

Guzmadn et al. (1991) utilizou o método de elementos finitos para a obtencdo da
distribui¢do de temperatura e de tensio em um conversor de cobre. O problema de conducgdo de
calor € resolvido levando-se em conta a transferéncia de calor por radiagio e convecc¢ao do cobre
liquido para o conversor.

Ribeiro (1992) usa o método de elementos finitos para o estudo da transferéncia de calor
por convec¢do mista laminar entre tubos concéntricos e excéntricos. O estudo considera dois casos:
no primeiro caso, o tubo externo € isolado, o tubo interno tem fluxo de calor uniforme axialmente
e temperatura da parede uniforme circunferencialmente; no segundo caso as condi¢des sao inversas.

Guimardes (1992) e Menon & Guimardes (1993) apresentam um estudo de transferéncia
de calor por condugdo e convecg¢do numa cavidade quadrada. As equagdes de conservacdo sio
resolvidas através do método de elementos finitos utilizando elementos quadrilaterais quadraticos
de oito nos. O coeficiente de convecgao que estd relacionado com o nimero de Nusselt, é obtido
em fun¢do do nimero de Grashof e dos diversos parimetros geométricos da cavidade.

Pimenta et al. (1993) apresentam uma simulagdo numérica de um pistdo de motor diesel
usando o método de elementos finitos. E feita uma avaliacdao da influéncia de um jato de
refrigeragcao no fundo do pistdo e a influéncia da posi¢ao dc impacto do jato sobre a superficie do
pistdo. Sdo avaliados os perfis de temperatura e o fluxo de calor. Os resultados teéricos sio
comparados com medi¢des experimentais.

» Seixlack & Maliska (1989) estudam a conducgdo de calor em meios anisotropicos com
geometrias duplamente conexas e arbitrarias, utilizando a técnica dos volumes finitos. Sdo
considerados trés tipos de condigbes de contorno e dois exemplos para ilustrar a aplicagdo da
técnica numeérica.

Vielmo et al. (1992) estudam numericamente a solucdo de um problema de transferéncia
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de calor na parede s6lida de um bloco de sec¢ao quadrada considerando a convecgio e radiagao
numa cavidade de seccdo circular interna ao bloco. As equagoes do problema sdo resolvidas pelo
método de volumes finitos.

Ziviani & Paula (1993) apresentam um estudo da transferéncia de calor para o aquecimento
de placas em fornos de reaquecimento. A placa entra no forno com temperatura uniforme e s3o
considerados transferéncia de calor por convecgio e radiagdo a medida que a placa se movimenta.
As propriedades fisicas da chapa de aco sdo consideradas dependentes da temperatura. A equagao
de energia € solucionada pelo método de volumes finitos. Sdo obtidas distribuiges de temperatura

para dois tipos de agos.

1.4 - Objetivos do Presente Trabalho

O objetivo do presente trabalho € estudar a transferéncia de calor por conducao em corpos
bi e tridimensionais de geometria arbitraria utilizando o método de elementos finitos. O regime
pode ser permanente ou nao permanente. Sao considerados como condi¢oes de contorno: fluxo de
calor imposto, temperatura imposta e convec¢ao. Internamente ao corpo pode haver geracao de
energia concentrada ou distribuida. O material pode ser isotropico ou anisotropico.

Sera apresentada a formulagdo do método de elementos finitos e serdo determinadas as

distribuigcdes de temperatura em diversos corpos com geometrias complexas.

1.5 - Delineamento deste Trabalho

Este trabalho tem por principal objetivo o cdlculo da distribui¢ao de temperatura em regime
permanente e da evolugdao da temperatura média do corpo no regime nao permanente. Para isto o

trabalho foi desenvolvido da seguinte forma:

Capitulo 2 - Método de Solugdo

Este capitulo se inicia por uma breve introdu¢dao com a apresentacao da equacgdo geral de
transferéncia de calor. Em seguida é apresentada a formula¢do do problema, a minimizag¢do do
funcional, a definigdo das matrizes e a determinacdo das integrais, tudo isto para o elemento
triangular linear em regime permanente € nao permanente. O mesmo € feito para o elemento

tetraédrico linear e para o elemento quadrilateral quadrético de oito nés.



Capitulo 3 - Resultados

Neste capitulo inicialmente os modelos tedricos sao testados com problemas de solugao
analitica conhecida. Como resultados do presente trabalho os modelos sao aplicados para uma aleta
em regime permanente, um mancal de deslizamento em regime permanente € ndo permanente,

para trés pds de turbina a gds em regime nao permanente.
Capitulo 4 - Conclusdes e Recomendagoes

Neste ponto sdo feitas as observagdes finais do trabalho e algumas recomendagoes para

trabalhos futuros.
Apéndices
No apéndice A1 é feita a dedugdo da equagao geral da transferéncia de calor por condugao.
O apéndice A2 apresenta a meiodologia do cdlculo variacional.

No apéndice A3 é mostrado o uso do método variacional para a equagao diferencial em

regime permanente.

No apéndice A4 é visto o método variacional para a equagao diferencial em regime nao

permanente.

O apéndice AS apresenta as fungdes de forma para o elemento triangular linear, para o

elemento tetraédrico linear e para o elemento quadrilateral quadrdtico de oito nds.
No apéndice A6 é mostrada a técnica da quadratura de Gauss-Legendre.

No apéndice A7 é demonstrado que dxdy = | det[J] | dédny



CAPITULO 2
METODO DE SOLUCAO
2.1 - Introducdo

Neste capitulo serdo desenvolvidas todas as equagoes de elementos finitos para a solu¢ao
de problemas de condugdo de calor em corpos bidimensionais e tridimensionais de geometria
arbitrdria.

Para os corpos bidimensionais serdo utilizados o elemento triangular linear e o elemento
quadrilateral quadrdtico de oito nds. No caso de corpos tridimensionais serd utilizado o elemento
tetraédrico linear.

A equagdo geral de transferéncia de calor (A1.8) deduzida no apéndice A1l pode ser escrita
como:

(oXo) 0 a¢ a ad ad dd _
Rl i B SR | (R R e ) P Ko a=ake + :
Kat ax["‘ax] ay[”ay] az[”az] Q

onde ¢ € a temperatura; K, K,,, K,, sdo as condutividades térmicas nas direcoes x, y e z; Q

yy?
¢ a fonte de geragdo interna de energia sendo positiva se o corpo recebe o calor gerado; A € um
pardmetro que € iguala: X\ = pc, , onde p € a densidade ou massa especifica e ¢, € o calor
especifico a pressao constante; e t € 0 tempo.

As condicdes de contorno podem ser expressas pelas trés equagdes seguintes, que
representam respectivamente: o fluxo de calor imposto, a convecgao imposta € a temperatura

imposta.

onde q € o fluxo de calor imposto, h € o coeficiente de convecgao, ¢_ € o valor conhecido da
temperatura ambiente, ¢, € a distribuicdo conhecida de temperatura € 1, 1, 1, sdo os cossenos

diretores do vetor normal a superficie.



2.2 - Equacoes de Elementos Finitos para Elemento Triangular em Regime
Permanente

Aqui utiliza-se o elemento triangular linear para o estudo da condugdo de calor, no regime

permanente, em corpos bidimensionais de geometria arbitraria.
2.2.1 - Formulacdao do Problema

Seja o corpo bidimensional mostrado na figura 2.1, para o qual se pretende determinar a
distribuicdo de temperatura.

O corpo ¢ dividido em elementos triangulares. Os vértices dos tridngulos s3o chamados
de pontos nodais. As superficies S;,S, e S; representam respectivamente as superficies onde sao
especificados o fluxo de calor, a convecgdo e a temperatura. As equagoes (2.2),(2.3) e (2.4)

representam matematicamente estas condigdes de contorno.

A figura 2.2, representa um elemento triangular genérico, cujos vértices sdo 1i,j,k.

k A

&
Figura 2.1 - Corpo Dividido em Elementos Figura 2.2 - Elemento Triangular
A equagao da energia pode ser escrita como:
2 2
Ko OESE L SOOI RSO 2.1)
2 Yy D)
dx ay

As condicdes de contorno, baseadas na figura 2.1, sdo dadas por:

(5 X0 do
) \QEch | K peatat ] =) em S 252,
= x T Byy yo g > ( D (2.2)

XX dy



Ko SN + K, a¢]

XXa

+h(¢-¢,) =0, (emS,) 2.3)

¢ = dp . (em S3) (2.4)

2.2.2 - Minimizac¢io do Funcional do Elemento

O funcional do elemento correspondente as equagdes (2.1) a (2.4) é dado por:
1 3 )2
I¢ = J = = K
v e

2

2
y[g_‘j] —2Q¢>J av + [ qeds, «
Sy 2.5)

(¢~ bo ) dS, .

(] =y

A minimiza¢do do funcional (Apéndice A3) resulta na seguinte equagdao matricial do

elemento:

[K S {oBs =R IRIISE=N 08 (2.6)

onde:

(K¢ = j [B®1T[D®][B®]dV + j h[N®JT[N®]dS, ,

(2.7a)
ve S
{R}® = J QIN°]TdV + J q[N°]Tds; - J i (N TR ES,, | 2.7b)
VC Slc Szt
A minimizag¢ao do funcional global I é obtido pela equagao:
€
_. (2.8)
7~ X
Da equacao (2.8) resulta:
[K]1{¢} + {R} =0, (2.9)

Onde:



[K]

{R}

€

e=1

€

=5 Ak

{R}°.

e=1

A distribuigdo conhecida de temperatura by

da resolug@o do sistema de equagdes lineares (2.9).

10

(2.10)

(2.11)

deve ser incluida na matriz global {R} antes

2.2.3 - Definigdo das Matrizes para o Elemento

A matriz fun¢do de forma para o elemento triangular linear (Apéndice AS) é dada por:

[N°] = [N, N, N, ] .

A matriz fungdo de forma transposta sera:

Onde:

NE=

(24

[Nc]T -

as BbEXECICRY

2

”

2A°

A drea do elemento € dada por:

A matriz [B] € dada por:

0% =

A matriz condutividade € dada por:

4 L X
A DI 3%
2
’ il 3%,
[ON, GN, ON, |
ax ax ax
QNI IN SO/NY
s EOVER R OVE

2z

ylcOm o =511 TAEIcA

(2312

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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K ()
[De] = { (;“ o ] : (2.17)
Yy

2.2.4 - Determinagado das Integrais para o Elemento

Para obter a matriz [K]®° dada pela equagdo (2.7a), devem ser resolvidas as seguintes
integrais:

a) Matriz condugao do elemento [K,]°

L, 0P = l [B<]"[D°][Bc1dV = [B°]T[D°][B=]J dA =

b. ¢
BIE[ DSBS EAE ! bl cl Ko 0 o) o (2.18)
GG A ORSKe ci [T
bicH !
ApGs efetuar o produto das matrizes, vem:
2 bb, bb, bb, 2 cc,  cc  cc
[K, I = 4:C bjbi bjbj bjbk - 4A"ye cc, cc, CCy ) B
bb, bb, bb, e eGSO, )

Note que:
dV = t..dA = 1.dA = dA ,
onde t, é a espessura unitdria do elemento.

b) Matriz convecgdo da matriz rigidez para o elemento [K;]°®

NN, NN, NN,

[K2]° = J h[Nc]T[N°]dSZ = h[ I\IJ.I\Ii Nij Nij dl . (220)
g NN, NN, NN,
?‘{ﬁﬂ\l de
\//

Biblioteon
MavA
Bin



Note que:

onde t. € a espessura unitdria do elemento.

A integral (2.20) depende do lado do elemento, conforme mostra a figura 2.3:

Figura 2.3 - Lado do Elemento

b-1) Convecg¢do do elemento no lado i-j

Neste caso N, =0, assim:

N,N, N,N, 0 e
hl.
[K, T =hjol NN, NN, 0 |dI 2“61 1 2 0 (2.21a)
0 0 0 )" (0} (0
b-2) Conveccido do elemento no lado j-k
Para este caso, N;=0, assim:
0. 0 3 g0 W [oRclc
[Kz]?k - hjol 0 Nij Nij dl = T’k 0 2 il ‘ (2.21.b)
0 N, N; N, N, 0 il 2

b-3) Convecgao do elemento no lado k-1

Analogamente, para N;=0, vem:

12
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NN ORE k .
[Kz]ii = hIOl 0 0 0 dif= 6ki ONORON | 2.21%0)
N N; 0 N Ng i@ 2

Para se obter a matriz {R}®, dada pela equagdo (2.7b), devem ser resolvidas as seguintes

integrais:

c) Matriz geracdo interna distribuida para o elemento {R,;}¢

N.
' 1

{R}¢ = [Q[Ne]Td\uQI N; dA:% kL (2.22)
Vis Ac Nk 1

A integral acima é resolvida quando a geragdo interna € distribuida no elemento. Quando
a geracdo interna é concentrada no nod, o valor desta geracdo Q, € adicionado apos o vetor forga

global ter sido montado, na posi¢do do nimero do no.

d) Matriz fluxo de calor imposto, para o elemento {R,}*

, 2.23
{Rz}‘=Jq[N"]TdSI=qI Ni rdl . (2528)

1 N,
A integral acima também depende do lado do elemento, conforme mostrado na figura 2.3.

d-1) Fluxo de calor no lado i-j

1
I qll: || 1L (2.242)
{Roj5; =al [ NG L
0

d-2) Fluxo de calor no lado j-k
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0
| gl RO (2.24b)
{Rz}?k=qI0 Nj fai==Eq17.
N 1
k
d-3) Fluxo de calor no lado k-i
N; {
el 1 = qlki (2240)
{Rz}ki-qjo 0 (dl = —= ;)
Ny

Nas equagdes (2.23) e (2.24), o fluxo de calor q foi considerado constante no lado do

elemento, mas pode variar de lado para lado num mesmo elemento e de elemento para elemento.

e) Matriz conveccdo do vetor forga para o elemento {R3}®

N;
(R;}¢ = J h o, [N€]TdS = hqu( N; ¢ dl . @:22)
2 N,

A integracdo da equacao (2.25) é semelhante a das equagdes (2.23) e (2.24), e também

depende do lado do elemento.

e-1) Convecgdo no lado i-j

N; 1
h g 1j; 2.26

e 1 o ij (2.26a)

= h N dl = 1 .
{Rs 3 Por JO 0 2 0

e-2) Convecgdo no lado j-k

: £l hoo Iy |0 (2.26b)
= L {R3 }_]k = h(,bm J N_] dl = -———J 1 :

e-3) Convecgdo no lado k-i



15

i ey T |1 T
(Ry)5: = hioy [ MMM IS PEREEER R Y08 (2.26¢)
0 2
Ny 1

Nas equacgdes (2.26), o coeficiente de convecgdo h e a temperatura ambiente (i S foram

considerados constantes no lado do elemento, mas podem variar de lado para lado de um mesmo

elemento e de elemento para elemento.
2.3 - Equacoes de Elementos Finitos para Elemento Triangular em Regime Nao
Permanente

As equagdes para 0 regime niao permanente sio basicamente as mesmas vistas para o

regime permanente s6 diferindo na introdugao do termo dependente do tempo, veja apéndice A4.
2.3.1 - Formulacao do Problema

Seja a equacdo diferencial no regime nao permanente:

2 2
K. 0@ o 0RoRIEEN GRS OO (2.27a)
* ax2 i dy?> at

com as condi¢des de contorno que sao as mesmas do regime permanente:

dap A .
K"x'a—xl“‘ + Kyya_yly +q=0, (em S;) (2.27b)
T AL e EOIL e () =) = @« (G ) 2.27¢)

xx“a—ix nyi

b = dg . (em Sy) (2.27d)

2.3.2 - Minimizacao do Funcional do Elemento

O funcional do elemento correspondente as equagdes (2.27) é dado por:



5l 3¢ )* ., ¢ )2 16
I IEI:K“[H] KYY[a_),']:ldV+JQ¢dSI+

i (2.28)

J;[¢2—2¢¢m+¢i]dsg+ j [-[Q—kﬁ:ﬁ]qb] dv .
Szc Ve

A minimizacdo do funcional acima, veja apéndice A4, resulta na seguinte matriz do

elemento:
[[K]e .2 [Ce]:l {$p}S = . [Ce]{¢}€ - {R}® (2.29a)
E novo A_t velho ’ 1
onde:
[C®] = j N [NCIE NS avi; (2.29b)
[K]* = [ (BS)T (D] [B*1dV + [ h[N°IT [N°]dS, @.22)
ve Szc

{R}® =j -Q NI av « j g [N°]T ds; +

Vs Sle
(2.294d)
J -h ¢, [NSTT dS, .
S5
2.3.3 - Defini¢do das Matrizes para o Elemento
A matriz do elemento [C¢] € dada por:
[CC] = I A[N¢JT [N€] dV . (2.30)

VC

As demais matrizes ja foram vistas e sdo as mesmas do regime permanente.

2.3.4 - Determinacdo das Integrais para o Elemento

As integrais sdo as mesmas ja definidas para o regime permanente e a integral da matriz

[CF®] é definida como:

Sfior
Eo] = DN | 2.31)
128 S e
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onde A® é a area do elemento triangular.

2.4 - Equagoes de Elementos Finitos para Elemento Tetraédrico em
Regime Permanente

Neste item é estudada a conducgao de calor em geometrias arbitririas tridimensionais,

utilizando elementos tetraédricos lineares.
2.4.1 - Formulacdao do Problema

Seja o corpo tridimensional mostrado na figura 2.4. O corpo € formado por 6 elementos

tetraédricos.

74

Figura 2.4 - Corpo Dividido em Elementos

A figura 2.5, mostra um elemento tetraédrico genérico, cujos veértices sao i, j, ke L.

1z

X

Figura 2.5 - Elemento Tetraédrico
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A tabela 2.1, mostra a topologia dos elementos, isto €, a numeragdo global dos pontos
nodais relacionados aos elementos da figura 2.4.

Tabela 2.1 - Topologia dos Elementos da Figura 2.4

Numero Numeragao local dos pontos nodais I
do
Elemento i J £ l
1 1 2 4 8
) 1 2 8 5
3 2 8 5) 6
4 1 3 4 7
5 1 7 8 5
6 1 8 4 f

A equacgdo da energia, para geometria tridimensional, pode ser escrita como:

2 2
Kad)-i»K a_d"-i-K

XX

3%
+Q =0 . (2.32)
ax2 PV oay?2 % gz2

As condigdes de contorno, a que o corpo pode estar sujeito sao:

ad ad dap
o S KYYa_‘bely +Ky ool +q=0, (mS) @233

: 3 36, .
KXXa_i’1X+Kyy6_‘;51y+Kzz_a;1z+h(¢-¢m)=o, (em S;) (2.34)

¢ = ¢g . (em Sj3) (2.35)
Onde, ¢ representa a temperatura; K., K, e K, sao as condutividades térmicas do
elemento nas diregdes x, y € z; q é o fluxo de calor especificado na superficie S{; h € o coeficiente
de convecgao na superficie Sy; ¢~ € a temperatura ambiente; ¢g ¢ adistribuicao especificada
de temperatura na superficie Ss; 1, 1y e 1, os cosenos diretores do vetor normal a superficie.

2.4.2 - Minimizac¢ao do Funcional do Elemento

O funcional do elemento correspondente as equagdes (2.32) a (2.35) é dado por:
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| =

1%,k [38)7 3¢ |2
K — + L + K = ‘! ‘} A
(2.36)

f ~Q¢dV + Jqudsl - J g(qb—cbm)zdsz-
ve S Sy

A minimizagdo do funcional acima (ver Apéndice A3) resulta na seguinte matriz do

elemento:

[KI*{s}® + {R}* =0, (2.37)

onde;

Bl = j [BS]T[D®][B®]dV + [h[Nel"‘[Neldsz,

(2.37a)
Vie S
i eqT : eqT ah eqT
{R}* = [ QINTTAV « [ q[N°ITdS; - [ hoo [N°TTdS, . 5 g9
Ve SIC Sze
A minimizacao do funcional global I é obtido pela equagao:
G) SN:)
At AR =0L. (2.38)
i{ ¢} ; o{ ¢}
Da equacao acima, resulta:
DIl ity =0 (2.39)
Onde:
€
[KSTE=0 YD [ERS i (2.40)
e=1

{R} =XE:{R}C. (2.41)
e=1
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2.4.3 - Definicao das Matrizes para o Elemento

A matriz fungdo de forma para o elemento tetraédrico linear (Apéndice AS5) é definida

como:

[N€] = [N; N; N N . (2.42)

A matriz fun¢ao de forma transposta sera:

[NC]T = J (243)

Onde:

N a“+b°‘x+cay+dc‘z,coma=i,j, o (2.44)

6V*©

Os parametros g b,, ¢, e d, »com base no apéndice A5, sdo dados por:
a’ ’

)
jov]

-

£

o
o
o

3G

29

(2.45)

st

[C()]_l x . ’ >
6IVASHINCilC;

—
o
BC
&

o
(=N
K‘Q
~

onde a matriz [Cy] € dada por:

(XY 7

1

1 X; Y; Z; @.46)

onde X Sy e N ZACOINcR=Ri k] , 830 as coordenadas dos pontos nodais do elemento.

O volume do elemento € calculado por:



I X, W
A48 i L X Y5 7
5% 5% 7
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(2.47)

A area de uma superficie lateral do elemento, tal como aquela contida pelos pontos nodais

J, ke |, pode ser calculada pela equagio:
Ajr = [S(S -1, (S -1) (S -1,
onde:
Lip = [(X - X3P+ (Yo —1Y5)2 €102~ Z)HIRER,
= [(Xl—Xk)2+(Yl—Yk)2+(ZI—Zk)2]1/2 )

lu:[(XJJQV+(YVWHV+(%—ZOHUZ,

1

(2.482)

(2.48b)

(2.48c)

(2.48d)

(2.48e)

Nas equagdes (2.46b) a (2.46e), I, 1y e I; representam os comprimentos dos lados do

tridngulo que formam a face jkl do elemento. As dreas das outras faces do elemento tetraédrico sao

obtidas de forma semelhante.

A matriz [B€] é definida por:

[ AN; AN; 3N AN,
ax ax ax ax

e = dN; AN; AN, 9N,
ay ay ay ay

oN; ON; N N,

0z dz 0z 0z

A matriz condutividade € dada por:

(2.49)
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(2.50)

2.4.4 - Determinacao das Integrais para o Elemento

Para obter a matriz [K]® dada pela equagdo (2.37a), devem ser resolvidas as seguintes
integrais:

a) Matriz condugédo do elemento [K,]°

| bb; bib; Dbby bib [ Ci¢i  Ci¢  Citx  Cic
(K, = K bb; bjb; bby  bb A K Ci¢i  CC  CCk S
36ve | bxby bbby  beby  bby 36VE | k€ CkCj Ok Okl

L bb; bb; bby  bb ] | C6 C6 Sk CC |

dd; did; didy dd,
L, | 9di dd; dide djd, 2.51)
36V e | dpd; did; didy did,
dd; dd; ddy dgd,

b) Matriz conveccio da matriz rigidez para o elemento [K;]®

[ ]
N;N; NiNJ- N;N, N;N,
NjNi NjNJ- Nij Nle
N N; NkNj NN, N N;

[K;1° = j h[N®IT[N°®]dS, = h)[ ga (2.52a)

S,°

Note que A é a drea da face do elemento e a integral acima depende da face onde se

localiza a convecgdo (veja figura 2.5), conforme mostrado a seguir:

b-1) Convecgdo do elemento na face ijk

Neste caso N;=0, assim, da equagdo (2.52a) resulta:
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2 Ll (©
[K, I3 = i1l 2 1 O (2.52b)
2 7| 102
LOO OO |
b-2) Convecgao do elemento na face ijl
Neste caso, N, =0, assim:
F22 0 @ il ]
R (b2 0 (2.52¢)
Sl 12 0000
_1 L0 2 |
b-3) Convecg¢dao do elemento na face ikl
Neste caso NJ-=O, assim:
[E2 N ORS IR 18|
hA. 0000
] e ikl (2.52d)
(K Lika 12 @ 2 il
_1 ORI
b-4) Convecgao do elemento na face jkl
Neste caso, N;=0, assim:
[HONONORON
hA; 0) 22, L ol
KL A Jkl : (2.52e)
[K2 Jji 12 ® 1l 2 il
_0 il ZJ

Para se obter a matriz {R} ©, descrita pela equacdao (2.37b), devem ser resolvidas as
seguintes integrais:

c) Matriz geragdo interna distribuida, para o elemento {R;}°

£
1
N.
{Ry}° = jQ[NeJTdv =Qj ek ) i (QVE i (2.53)
ve Ve Nk 4
N 1
Gl

A equagdo acima € montada quando a geragao interna € distribuida no elemento. Quando
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a geracao interna € concentrada no nd, o valor desta geracao Q, é adicionado apds o vetor forga

global ter sido montado, na posicio do nimero do né.

d) Matriz fluxo de calor imposto, para o elemento {R,}°

z 5
N.
J
{R,}° = JQ[NC]Tdsl =qj< N
€ e k

Sy S1
N

A integral acima também depende da face do elemento,

d-1) Fluxo de calor na face ijk

1
qAjie Ik
{Ry }ijk = =1
1] 3 O
d-2) Fluxo de calor na face ijl
1
q Ai'l 1
{Ry}ij = =10
1] 3 1
d-3) Fluxo de calor na face ikl
1
A. 0
{R, }?kl = 2 3lkl 1
1
d-4) Fluxo de calor na face jkl
0
qA;j |1
{Ry }u1 = 1
J 3 1

e) Matriz convecgio do vetor forga, para o elemento {R;}¢

AT

(2.54a)

conforme mostrado a seguir.

(2.54b)

(2.54¢)

(2.544d)

(2.54e)
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(N,
N.
{R;}° = thbo‘,n\qus2 = T I < NJ Las, | (2.552)
< e k
S S
2 2 N]

A integragao desta equacao depende da face do elemento, conforme se vé a seguir

e-1) Convecgao na face ijk

1
(Ry)S, = b Aiik i (2.55b)
1
J 3 0
e-2) Convecgdo na face ijl
1
(RS - hoo Ay (1) (2.55¢)
1
J 3 1
e-3) Convec¢ao na face ikl
1
hoo Ay | © (2.55d)
{R3}iu = —— !
1 3 1
e-4) Conveccao na face jkl
0
{R, }ékl = ——-—hd)m Aiki } (2.93¢)
J 3 1

Nas equagdes (2.55), o coeficiente de convecgdo h e a temperatura ambiente (o foram

considerados constantes na face do elemento, mas podem variar de face para face e de elemento

para elemento.

».\d al de 7»

‘b N ‘4}“
Blbhotaa
Mt

/

w
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2.5 - Equagdes de Elementos Finitos para Elemento Tetraédrico em
Regime Nao Permanente

No que se refere ao regime nao permanente as matrizes de condugdo, convecgio, fluxo de

calor e geracdo interna de energia serdo as mesmas do regime permanente.

2.5.1 - Formulacdo do Problema

Seja a equagdo diferencial no regime nao permanente:

?¢ ¢ 3% NS
XX + Kyy ERKES +Q = xﬁ : (2.56a)

K 2
x> ay~ 9z

com as condi¢des de contorno que sao as mesmas do regime permanente:

do ¢ d¢ 23
Ko 321 + Ky S21, + Ky Z21, v =0, (mS) @560
3 3¢ 3¢ s
Kna_‘i’lx Ky 5ol e Ky Ghl + h(8-6,) =0, (em Sy @569

¢ = ¢p - (em S;)  (2.56d)

. 2.5.2 - Minimizac¢io do Funcional do Elemento

O funcional do elemento correspondente as equagoes (2.54) € dado por:

6= [ L 9¢ ]* 9912 L A G0V S Rt
Mo A
3 & 2.57)
jng—zwm +¢>i,]dsg+j [—‘[Q—x%]J dv .
Sy N7 -

A minimizagdo do funcional acima, veja apéndice A4, resulta na seguinte matriz do

elemento:

2

e 2 e € . e e e
[[K] e ]} () sovorne ICST L0)0y = (RN E G
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onde:
[C°] = [ AN[Ne¢JT [N€] aV , (2.58b)
[KI° = [ [BEIT[D°][B°]dV « [ h[N°]T[N°]ds,, (2.58¢)
VA Sze

(R} = [ -QIN*T"aV + [ q[N°I" a5, +

v® Sle
(2.58d)
J - h ¢, [N¢]T ds, .
S5
2.5.3 - Definicao das Matrizes para o Elemento
A matriz do elemento [C¢] € dada por:
[CE] = J AN[NE¢JT [N€] av . (2.59)

VC

As demais matrizes ja foram vistas e sao as mesmas do regime permanente.
2.5.4 - Determinacio das Integrais para o Elemento

As integrais sdo as mesmas ja definidas para o regime permanente e a integral da matriz

[C®] resulta em:

AV €
20

[C == (2.60)

— - N
— N
— DD =
B — = =

onde V¢ é o volume do elemento tetraédrico.

2.6 - Equagdes de Elementos Finitos para Elemento Quadrilateral Quadratico de
Oito N6s em Regime Permanente

O elemento quadrilateral quadratico de oito nés € utilizado para a avaliagio da
transferéncia de calor em corpos bidimensionais de geometria arbitrdria, com vantagens sobre o
elemento triangular linear no que se refere a0 mimero de elementos necessarios para a avaliacdo,

ou seja, com menos elementos quadrilaterais quadriticos se alcanca a mesma precisio dos
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elementos triangulares lineares.
2.6.1 - Formulagdo do Problema

A equagdo da energia para o caso bidimensional, regime permanente, pode ser escrita

como:

3% 3%
K. % + K —Agee =0 . 2.61
)& CNIVE Q @b

As condigoes de contorno sdo dadas por:

do do
K. =i+ KB S qR =N () em S 2.62
gl + Kyt (em S,) (2.62)
dd dd
Koo o2 ] o Ko TSR h - =) em S, 2.63
Pr=toae: (em S;) (2.64)

Onde, Q € a geragdo interna de energia; ¢ representa a temperatura; K, e K, sdo as
condutividades térmicas do elemento nas diregdes x e y; q € o fluxo de calor especificado na
superficie S;; h € o coeficiente de convecgao na superficie S,; ¢ € a temperatura ambiente;

¢, ¢ adistribuicdo especificada de temperatura na superficie S3; 1, e 1, os cosenos diretores do

vetor normal a superficie.
2.6.2 - Minimizagao do Funcional do Elemento
O funcional do elemento correspondente as equagoes (2.61) a (2.64) € dado por:
Iezj 1 {K [ﬁi]z - R [?_?1]2—2Q¢:| dv +J AOAS.
L)) = GBR 28 NIy : 1

i g(qb—qs‘,‘,yds2 .

(2.65)

A minimizagao do funcional (Apéndice A3) resulta na seguinte equagdo matricial do

elemento:



[K]E { o} + RIS =208
onde:

[K]® = j [BS)T[D®][B€]dV + j h[Ne¢]T[N®]dS, ,
VAS S,°

{R}® = J Q[N®¢JTdV + J q[N°ITds, - I ho,, [N€]TdS, .
Ve Sle Sze

A minimizac¢do do funcional global I é obtido pela equagao:

Da equagao acima resulta:

[KI{¢} + {R} =0,

Onde: €
BIF=OY [EIF

e=1
{IRH} =3 SRR}

e=1

2.6.3 - Definicao das Matrizes para o Elemento

29

(2.66)

(2.67a)

(2.67b)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

2.71)

A matriz fun¢ao de forma para o elemento quadrilateral quadratico de oito nés (Apéndice

AS5) é dada por:

A matriz fungao de forma transposta sera:

(2.72)
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(N; )
N,
N3
N
(NeT = N4> (2.73)
5
Ng
N
Ng
L J
Onde:
el ‘ 1 2
Nl—-z(l—é)(l-n)(l’ffw), N2=—2—(1—E)(1—TI);
1
N3=—Z(1+E)(1-n)(1—$+n); N4=%(1+E)(1-772);
(2.74)
N5=_%(1+E)(1+")(1_5_"); N6=%(1—E2)(1+n);
Ny = -2 (1-£)(1+n)(L+E-1); Ny = (1-£)(1=7") .
A matriz [B€] é dada por:

" 9N, 4N, 4dN; 9N, OINs OINg 9IN; ANg ]
(B] dax ax ax 90X ax ax 0Xx ax (2.75)
N, 4N, 4N, 3N, ONs AdNg OIN; 9N
| dy dy ay ay ay dy ay ay |

A matriz condutividade € dada por:
K 0
[D®] = & } _ (2.76)
0 K,
As equagdes (2.67a) e (2.67b) podem ser escritas como:
s (R [BCIT[De][BC]ddeJf{h[Ne]T[Ne]dl, (2.77a)
AC
{R}* = [ QIN°I"dxdy + { q[N°]"dl - [ hoéo [NTTdl . (2.77b)
Ae
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O célculo da matriz [K]® envolve inicialmente o célculo da matriz [B®], que por sua vez,
precisa da determinagao das derivadas das fungdes de forma relativamente ao sistema global (X,y).
Estas derivadas podem ser obtidas sem se explicitar as fungdes Np em fungdo de x e y.

As derivadas aNp /X e aNp /dy nDa equagdo (2.75) podem ser obtidas, facilmente,
a partir das derivadas aNp/ag e aNp /[dn -

Através da utilizagdo do conceito de derivagdo parcial, tem-se que:

d N, 3

aNp F aNp E ¥ ay .
a¢ dx 0J¢& dy 0d¢& 2.78)
aNP=aNP%+aNPﬂ_
an ax adn ay 7
As duas equagdes acima podem ser escritas na seguinte forma matricial:
aNp d Np
a¢ ax o
: L= [J] < b (2.79)
aNp aNp
an . ay P
onde [J] é a matriz Jacobiana, definida como:
ax ady
9t 9JE 2.80
7] - 28
ax dy
WIS Cg |
A equacgdo (2.79) pode ser escrita como:
aNp ad Np
ax a&
J = [J']-l P b (2.81)
8Np aNp
L ay J . an

Sejam as seguintes funcdes de transformagao:

8
x =Y o %, (2.82)
i=1
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8
y =Y ¢ v, (2.83)
i=1

onde X e y sdo as coordenadas globais em qualquer ponto p do elemento, X; € y; sdo as coordenadas

globais do i-ésimo né do elemento e ¢; Sao as fungdes de geometria do i-ésimo né do elemento,
isto €, as fungdes que definem a forma geométrica do elemento.

Como o elemento € isoparamétrico, entdo:

8
x = 35 N#% (2.84)
i=1
8
y =Y Ny, . (2.85)
i=1

onde N; sdo as fungdes de forma do i-€simo n6 do elemento que dependem das coordenadas locais ( £ | 7)
do ponto p.

Substituindo as equagdes (2.74) nas equagoes (2.84) e (2.85), vem:

- %(I-E)(l-n)(1+&’+n)xl . %(1-52)(1—71)?(2 <

%(1+£)(1—n)(1-5+n)x3 + %(1+E)(1_172)x4 =
1

o8

(2.86)
(L+£)(L+n)(L=§-m)x5 + 2 (1=£2) (L +m)xg -

%(1-5)(1+n)(1+2'—n)x7 + %(1—5)(1—772))(3 :

Y= - -0 A-nArgemdy + S A=) (1 -n)y, -

A=

(L+£)(L=n)(1=E+n)y; + 2 (L+£)(L=72)y, -

-

2.87)
(L+E)(L+n)(1-E-n)ys + %(1—52>(1+n)y5 -

Ny IS

(1-£)(L+m)(1+£=m)y; + 2 (1=£)(1-n?)y,

Logo os termos da matriz [J] podem ser escritos como:



8
9 dN.
_2(':2_'_17(1’
O = @
8
JX dN.
e O =
n {=1 9
8
9 dN;
9y Jhy O R
a¢ = @S
an =i dn :

Em termos matriciais, a matriz Jacobiana [J] fica:

1=

dN, oN, dN, 9N, ANs AN, aN; aNg

d& 19T MRIIER 0 ERE) EROI S O S I
dN; 9N, dN3 dN, 9dNs 9dNg dN; AdNg
an gl Gl Gl Gl Gy @y Gl

L

=

Y1
Y2
Y3
Yq
Ys
Yo
Y7
b
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(2.88a)

(2.88b)

(2.88c)

(2.88d)

(2.89)

Uma vez conhecidas as expressoes das fungOes de forma, pode-se determinar suas

derivadas com relagdo a ¢ e g

. Sdo elas:
aN; 1 )
—— 2 S (REeeg=2iEg —ar
3% 4( e =280 =00
dN,

—=31:(E+2n—£2-2fn),

(2.90a)

(2.90b)
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(2.90c)
o =t(n-1), b
9
. =i(£2_1), (2.90e)
a2
+ 2) -
o0 1(2£—22n—n n -
3 =
% £n)
+ 2 :
A R
d 3, e
e (2.90g)
2 I
" 3 (2.90h)
TolEREND
3 - (2.901)
an
2D
+n +7 -
I BT “
LR o |
+2&n) ,
3 | (52 | (2.90k)
s = e
9n 4
: s (2.90D)
0t
2 bl
aN6 = i(l_s | (2.90m)
oML D
an
e
-1
N ot
W 4 (2.90n)
+E +2n-2¢7) ,
VT
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g s 2.90

—ag——i(n-l), (2.900)
dN

a_g =n(E-1). (2.90p)
n

Deve-se em seguida,ser determinada [J]'1, que vale:

8 8
dN. dN
E "a__l' Yi = E afl Yi
(1Y L SRR 4 i=1 (2.91)
det[]] 8 aNl 8 aN[ %
= E Xj E —— 2
| i=1 97 e o
sendo que:
det[1] = 2 0NESNORI)Y (2.92)
a¢ dn dn 0¢&
Substituindo-se a equagao (2.91) em (2.81), resulta:
8 8
dx det [J] 1 9n : a¢ = 9¢ : an
8 8

Os elementos da matriz [B] sao fungdes das coordenadas locais (£ | n) » assim, o termo

dxdy da equagdo (2.77a) também deve ser escrito em termos de coordenadas locais (ver apéndice
A7). Assim:

dxdy = |det[J]|d&dn . (2.95)

Portanto, a integral de area da equagdo (2.77a) pode ser transformada em uma integral

dupla no sistema de coordenadas locais (¢ ,n) , COMO segue:

(K0 = [ [ (BS(& m)ITIDIIBE (£, m)]|det [F1|dsdn ,  (2.96)

Na matriz [B®], o ponto p assume os valores nodais 1, 2, 3, ..., 6, 7 e 8. Entdo
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substituindo as equagdes (2.93) e (2.94) em (2.75), resulta:

['8 N, | aN, [&oaN, | an,
1 D e 2l el
o | :
(5 20 | S
LIL ([ & Gl || @ = oz || @y ]
(2.97)
{ 5. INL || oI e G IN | e
e = Zn: EId
H_i o, | o, 28: an, | an,
=t e d& Li=1 aJE dn J 3

Reescrevendo a matriz da geragdo interna de energia {R,}°, vem:

PR =J Q[N¢1"dxdy . (2.98)

A matriz {R,}° estd escrita em termos das coordenadas globais x e y. Portanto é necessdria

a troca dessas coordenadas pelas coordenadas locais ¢ e  , 0 que resulta em:

(R} = [\ [ (N5, m)1"|det(1]]dzdn .

-1

(2.99)

As matrizes [K,]°, dada pela equagao (2.96), e {R,}°, dada por (2.99), estio prontas para

serem integradas, o que serd visto no item 2.6.4.
As matrizes de convecgdo [K,]° e {R;}° e a matriz de fluxo de calor imposto {R,}° podem

ser escritas como:
1%, 1F = j h[N°]"[N°]dl, (2.100)

{Rojela [ q[N°]"dl, 2.101)
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{R,} = I he, [N°J"dl . (2.102)

Os elementos das matrizes [N°] e [N°]" sdo fung¢des das coordenadas locais (£,7) >
assim o termo dl das equagdes (2.100), (2.101) e (2.102) deve ser escrito em termos de

coordenadas locais. Assim:

(K, I = h [ [N°(£)ITIN®(§)]|det[T,]]d¢ , (2.103)
(R} = q [ [N“(&)T[det[T,][d , (2.104)
{R,}* = ho, J_:[Nc(g)]T[det[J(,”ds : (2.105)

Para se fazer esta mudanga de varidveis deve-se calcular |det i sendo [J,] definido

como:
dN. dN. dN
[J,1 = e IS5t k1k 1 (2.106)
dER N Rl
onde: |, = 0,1, = L/2 el, = L, sendo L o comprimento do lado do elemento.
Fazendo 5 =1 , vem:
N, = -%(E—sz) , (2.107a)
N, = 1-§2, (2.107b)
N, = %(5 L £2) . (2.107¢)
Substituindo I, I, I, N;, N; e Ny em (2.107), vem:
[T =i, (2.108)
G- - 2
L
|det (o] = = - (2.109)

As equagdes (2.103), (2.104) e (2.105) podem ser integradas analiticamente, o que serd
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Visto no item 2.6.4.
2.6.4 - Determina¢do das Integrais para o Elemento

a) Matriz condugdo para o elemento [K;]® e matriz geracdo interna distribuida para o elemento
R}

O cilculo analitico das matrizes [K;]® e {R;}° é muito trabalhoso e ndo usual, pois estas
matrizes sdo fungdes da matriz [B®] e da matriz jacobiana inversa [J]'l, cujos elementos sao fungdes
das coordenadas locais (¢ 5) .

Existem varias técnicas de integracdo numérica e neste trabalho serd abordada a técnica
da Quadratura de Gauss-Legendre. Esta técnica tem como base a escolha de determinados pontos
dentro do elemento com o objetivo de se alcangar uma melhor precisdo na solugdo das integrais.
No apéndice A6, é mostrado como se faz a escolha destes pontos de integracdo e os respectivos
pesos W.

Do apéndice A6, pode-se escrever que as integrais [K;]¢ e {R;}® sao dadas por:

[K,1° = 3 ¥ [B®(§,m)0F [DENBEC I ded NI WG SR AR
j=1 k=1

(R} =Q X ¥ [N°(&,m)1 |det[T][W;W, . @.111)
EINKET

A matriz geracdo interna de energia {R,}® acima € assim montada quando a geragao interna
€ distribuida no elemento. Quando a geragao interna € concentrada no nd, o valor desta geracgio
(Q), é adicionado apés o vetor forga global ter sido montado, na posicao do mimero do nd.

Os valores de m e n sdo obtidos equacionando-se (2m - 1) para o grau maior de ¢ e (2n
- 1) para o grau maior de 5 na integral. Para a equagdo (2.110) , o valor de m e n € igual a trés,
resultando em um elemento com nove pontos de integracao. Para a equagdo (2.111), o valor de m
e n € igual a quatro, resultando em um elemento com dezesseis pontos de integracao. O valor igual
de m e n para cada caso significa uma mesma ordem de poténcia de ¢ ¢ 5 . Os dois elementos

considerados podem ser vistos pelas figuras 2.6 e 2.7.

b) Matriz convec¢do da matriz rigidez, para o elemento [K;]®
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[K, 1 = h [ IN®(E)ITIN®(£)]|det [To][dE =

Ny N; NN, NjN; (2.112)
L 1
hij-l NoN;y NN NpNj | dg

N;N; N;N, N;N,

onde os indices 1, 2, e 3 representam a numeragio local do lado que estd sendo analisado. Por
exemplo se o lado a ser analisado € o que contém os nés 1, 2, 3 entdo serd utilizado N, N, e N3,
mas se o0 lado € o que contém os nds, por exemplo, 5, 6 e 7 entdo serd utilizado N5, Ng e N;. O
usode d¢ ou dy dependerd também do lado que estd sendo analisado. Se 5 € constante
no lado entio usa-se d¢ , se ¢ € constante entdo usa-se dyn - Como o elemento é
isoparamétrico o resultado da integral serd sempre o mesmo € a matriz dependerd apenas do
comprimento do lado e do coeficiente de convecgao.

O resultado da matriz entao sera:

i
hl :
[K,]° = _3623 2GRN B (200
2 4

onde h € o coeficiente de convecgido e 1,3 € o comprimento do lado com convecgdo. O célculo do
comprimento do lado do elemento foi feito com a utilizagdo das fun¢des de forma segundo

Segerlind (1976).

c) Matriz fluxo de calor imposto, para o elemento {R,}°

Nl
{R,}° = qJ'_ll[Ne(g)]Tldet[JO]ldE - q% Jll 11:112 d . 2.114)
3

As mesmas observagdes feitas para a matriz [K,]°, sdo vélidas para a matriz {R,}¢ e a

matriz resultante € dada por:

1
qljp3 (2.115)
{R, 1= 6 ‘1‘

2

onde q é o fluxo de calor imposto € 1,3 € o lado com fluxo de calor.
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Uy ponto nodal
®—
[ ®
2 =ARE
e o
®

Figura 2.6 - Elemento quadrilateral quadritico com oito nds e nove pontos de
integragao.

n, ponto nodal

®

Figura 2.7 - Elemento quadrilateral quadratico com oito nés e dezesseis pontos
de integragao.
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d) Matriz convec¢do, do vetor forca, para o elemento {R;}°

Nl
{R3}° = ho, J_ll[Ne(E)]T]det[Jo]idE = hqboo%J_ll N, | dg . @116)
N;

As observagdes feitas para as matrizes anteriores sao validas também para esta, 0 que

resulta em;:

ho, 1 1 %,
(R, ) - ‘156 5 A (2.117)
1

onde h é o coeficiente de convecgdo, ¢ € a temperatura ambiente e l;3 € o comprimento do

lado com convecgao.

2.7 - Equacdes de Elementos Finitos para Elemento Quadrilateral Quadratico de
Oito Nos em Regime Nao Permanente

No que se refere ao regime ndo permanente as matrizes de condugao, conveceao, fluxo de

calor e geragio interna de energia serao as mesmas do regime permanente.

2.7.1 - Formulacdo do Problema
Seja a equagdo diferencial no regime ndo permanente:

2
i, SO e @ e n 22 (2.118a)

o 9P i ‘;_¢1 +iq =00 em S,) (2.118b)

7, +Kyy?a_‘§ly+h(¢—¢°°)=0, emS,) (2.118c)
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¢ = ¢g . (em S3) (2.118d)
2.7.2 - Minimizagao do Funcional do Elemento

O funcional do elemento correspondente as equagdes (2.118) é dado por:

1 ag 1%, ¢ |° i )
(2] )] e

v S 1"

Ie

(2.119)

| =

|

Sy

[¢2 - 26y + ¢o] dS, + I [—[Q—)\%]q&] dv .
Ve

A minimiza¢do do funcional acima, veja apéndice A4, resulta na seguinte matriz do

elemento:
[[KF e } {6 tovo = 2z [C°1 {®}tamo - {R}*,  (21208)
onde:
[C®¢] = J A[NEIT [N®] dV , (2.120b)
[K]® = J’ [Be]T [D®] [B¢] dV + J h [NC]T [N ] dSoRe (2.120c)
v©® Sze

(R =0 = OISRV [ NI S

e e

v )

(2.120d)
I = T By (NG R,
Sy
2.7.3 - Defini¢ao das Matrizes para o Elemento
A matriz do elemento [C¢] € dada por:
[C®] = I AINCIT [N®] av . (2.121)

vC

As demais matrizes ja foram vistas e sao as mesmas do regime permanente.



43

2.7.4 - Determinagao das Integrais para o Elemento

As integrais sao as mesmas jd definidas para o regime permanente e a integral da matriz

[C?] resulta em:

ANA€
70

[C*] (2.122)

=) = = @ @ @ @ '—
=) =@ @ @ @ @ = &
=) @ = =@ = = =@ @
== =@ (= = = = =
O ORONREORONONC
O ONEONONOMCIC
ORI ONOBONONONC
= OB ONBORBOBOMONCE

onde A° é a drea do elemento quadrilateral quadrdtico de oito nos.
2.8 - Descrigdao dos Programas

No presente trabalho foram desenvolvidos seis programas computacionais para a solugao
de problemas de transferéncia de calor utilizando os elementos citados anteriormente, para o regime
permanente € nao permanente.

Todos os seis programas podem considerar: convecgdo,fluxo de calor imposto, geragao
interna de energia e distribui¢ao conhecida de temperatura.

A figura 2.8 apresenta o fluxograma geral para o regime permanente, e a descrigao dos

blocos que compdem este fluxograma estd a seguir:

a) Inicio (bloco 1)
Este bloco traz uma descri¢do do programa, a descri¢gao e declaragao das varidveis € a

abertura dos arquivos de entrada e resultados.

b) Leitura de Dados (bloco 2)

O programa faz a leitura de dados como : nimero de elementos, nimero de nds,
coordenadas dos nés, conectividade,condutividade térmica, coeficiente de convecgio, temperatura
ambiente (temperatura do fluido ao redor do sdlido), geragdo interna de energia, fluxo de calor
imposto e valores conhecidos de temperatura. No caso tridimensional os programas nio léem os
dados para o elemento mas sim para os blocos € 0 proprio programa se encarrega de passar estes

dados para os elementos. lembrando aue cada bloco se constitui de seis elementos tetraédricos



lineares.

¢) Impressdao do Dados (bloco 3)
Neste ponto se faz toda a impressao dos dados de entrada. No caso do elemento
quadrilateral quadrético, a impressao se faz juntamente com a leitura e ainda hd uma verificagao

dos dados.

d) Calculo da Largura de Banda (bloco 4)
A largura de banda depende da numeracido global dos nés, quanto menor esta largura,
menor serd a matriz global. Uma numeracao global mais adequada diminui a largura de banda, e

com isto, diminui também o espago de memoria alocado para os calculos.

e) Inicializacdo de Parametros (bloco 5)

A matriz rigidez global e o vetor forga global devem ser zerados antes dos calculos.

f) Montagem da Matriz Condugao (bloco 6)
Neste ponto calcula-se a drea de cada elemento (caso bidimensional) ou o volume (caso
tridimensional). Com estes valores e a condutividade térmica calcula-se a matriz condugdo de cada

elemento e depois estes resultados sao colocados na posi¢ao global.

g) Imposi¢do da Convecgao (bloco 7)
O comprimento do lado com convecgao (caso bidimensional) ou a area da superficie com
conveccdo (caso tridimensional) deve ser calculado para a montagem da matriz convecgao do

elemento e o resultado deve ser colocado na posig¢do global.

h) Imposi¢do do Fluxo de Calor (bloco 8)

Este bloco segue os mesmos passos do anterior s6 que ao invés de convecgao, aqui se trata

de fluxo de calor imposto.

i) Imposi¢do da Geragao Interna de Energia (bloco 9)

A geracdo interna de energia pode ser distribuida no elemento ou concentrada no né. Se
for distribuida, hid a necessidade do cdlculo da area ou volume do elemento, caso bi ou
tridimensional respectivamente, para a montagem da matriz gera¢do e este resultado deve ser
colocado na posigdo global. Se a geragao for concentrada no nd, basta colocar o valor desta geragao

na posigdo global indicada pelo nmimero do no.
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J) Imposicao do Valores Conhecidos de Temperatura (bloco 10)
Os valores conhecidos de temperatura devem ser incluidos no sistema de equagdes antes

de sua solugio.

k) Resolugdo do Sistema de Equagdes (bloco 11)

Neste bloco € feito o cadlculo da distribuicdo de temperatura, ou seja, o cilculo da
temperatura de cada né. O fluxo de calor de cada elemento também é calculado neste bloco para
Os programas que utilizam o elemento triangular e o elemento tetraédrico. No caso dos programas

que utilizam o elemento quadrilateral, o fluxo é calculado para cada n6 e ndo para cada elemento.

1) Impressao do Resultados (bloco 12)

Neste ponto sdo impressos os valores da distribuigao de temperatura e do fluxo de calor.

A figura 2.9 apresenta o fluxograma para o regime nao permanente. Os blocos de 1 a 12
sdo os mesmos do regime permanente mas ha o acréscimo dos blocos de 13 a 16 que sao descritos
a seguir:

a) Montagem da Matriz [C] (bloco 13)

A matriz [C] se faz necessaria para o cdlculo da distribui¢do de temperatura no regime nao
permanente. Esta matriz leva em conta a area do elemento (caso bidimensional) ou o volume do
elemento (caso tridimensional) e o parametro ) que € igual ao produto do calor especifico a

pressao constante pela densidade do material, )\ = o 5

b) Solugio para o Tempo Zero (bloco 14)
Para o tempo zero, os valores da distribui¢cdo de temperatura sao a temperatura inicial da

peca e os valores conhecidos de temperatura. O fluxo de calor pode ser calculado a partir destes

valores.

c) Acréscimo do Tempo (bloco 15)

O tempo € acrescido de um intervalo de tempo (At) , este intervalo € lido no arquivo

de dados.

d) Atingiu o Limite de Intervalos de Tempo ? (bloco 16)
Um teste se faz necessario para parar a iteracdo, neste caso, existe um limite no nimero

de intervalos de tempo o qual € lido no arquivo de dados.
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CAPITULO 3
RESULTADOS
3.1 - Introducao

Este capitulo apresenta os resultados obtidos pela aplicagdo do método de elementos finitos
utilizando o elemento tetraédrico linear, para o dominio tridimensional, e os elementos triangular
linear e quadrilateral quadrético de oito nds para o dominio bidimensional. O método € aplicado
tanto para o regime permanente quanto para 0 nao permanente.

Inicialmente, procura-se validar o método com problemas de solugdo analitica conhecida,
comparando-se os resultados. Na sequéncia, o método € utilizado para a avaliacao da distribuigao

de temperatura para os seguintes problemas:

- Aleta com convecgao na ponta em regime permanente;

- Mancal de deslizamento, dominio bidimensional e tridimensional, em regime permanente
€ Nao permanente;

- P4 de turbina a gds sem refrigeracdo, dominio bidimensional e tridimensional, em regime
nao permanente;

- P4 de turbina a gds com refrigeragdo, dominio bidimensional, em regime nao

permanente.
3.2 - Validagdao do Método

Neste item o método serd aplicado para uma placa plana infinita em regime permanente,
um tubo infinito em regime permanente e para o resfriamento de um corpo. Todos estes casos tém

solucdo analitica conhecida.

3.2.1 - Uso do Elemento Triangular para uma Placa Plana Infinita em Regime
Permanente

Seja uma placa plana infinita (figura 3.1), isotrépica de espessura L, condutividade térmica

K, temperatura na face quente T, e temperatura na face fria T,.
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!

Figura 3.1 - Placa Plana Infinita

A temperatura T, no regime permanente, a uma distdncia x qualquer da face quente pode

ser calculada analiticamente da seguinte forma:

T =IF +(T2—Tl)%. (3.1)

A figura 3.2 mostra a placa dividida em elementos triangulares lineares. Como a placa é
infinita, deve-se tomar apenas um trecho da mesma para a aplicagdo do método de elementos

finitos. Este trecho pode ter um comprimento qualquer, por exemplo, pode ser igual a prépria

espessura.
ISOLADO
3 6 9 12 15 18
=]
2 1
g 3 8 11 14 Z
1
2 7 10 13 16
ISOLADO
0.030 m

Figura 3.2 - Placa Plana Dividida em Elementos Triangulares



50

A tabela 3.1 mostra uma comparagdo entre a solugdo analitica e a solu¢cdo numérica para

uma placa plana de espessura L = 0,030 [m], condutividade térmica K = 160,0 [W/m OC], T, =

100,0 [°C] e T, = 30,0 [°C].

Tabela 3.1 - Distribuigdo de Temperatura [°C] para uma Placa Plana Infinita

X Solucao Elemento Desvio

[m] Analitica Triangular [%]
0,000 100,0 100,0 0,0
0,006 86,0 86,0 0,0
0,012 72,0 72,0 0,0
0,018 58,0 58,0 0,0
0,024 44.0 44.0 0,0
0,030 30,0 30,0 0,0

Como a soluc¢do analitica é linear e o elemento utilizado € também linear, entao a solucao

encontrada pelo método de elementos finitos € exata.

3.2.2 - Uso do Elemento Quadrilateral e do Elemento Tetraédrico para um Tubo

Infinito em Regime Permanente

Seja um tubo isotrépico infinito de condutividade térmica K, raio interno r;, raio externo

r,, temperatura T, na superficie interna e T, na superficie externa.

Figura 3.3 - Tubo Infinito
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A temperatura T, para o regime permanente, num ponto qualquer a um raio r entre r; e

I,, pode ser calculada analiticamente por:

In(r/r,)

T =T W =0l) =0
2 AT ) In{CN/ATS)

(3.2)

A figura 3.4 mostra um segmento do tubo, num 4ngulo de 60° dividido em 10 elementos
quadrilaterais quadrdticos de oito nds e a figura 3.5 mostra este mesmo segmento dividido em 40
blocos de seis elementos tetraédricos cada. A distribui¢do dos elementos tetraédricos dentro de cada
bloco pode ser vista na figura 2.4.

A tabela 3.2 apresenta a comparagao entre os resultados obtidos pela utiliza¢do do elemento
quadrilateral e do elemento tetraédrico e a solugdo analitica. Como no método de elementos finitos
os valores de temperatura para um mesmo raio r nao se mantém constantes, houve a necessidade
de se fazer uma média para possibilitar a comparagao com a solugdo analitica.

Os desvios encontrados pelos dois tipos de elemento sdo praticamente idénticos indicando
que o método estd funcionando perfeitamente para o dois tipos. O elemento quadrilateral, neste
caso, leva uma vantagem pois com bem menos elementos ele consegue obter até mais pontos de
temperatura que o elemento tetraédrico. Evidentemente o elemento tetraédrico foi utilizado aqui
somente a titulo de comparagdo e teste, haja visto que se trata de um problema bidimensional.

Y A

®Y

Figura 3.4 - Tubo Dividido em Elementos Quadrilaterais
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Figura 3.5 - Tubo Dividido em Blocos de Elementos Tetraédricos

Tabela 3.2 - Distribuigdo de Temperatura [°C] para um Tubo Infinito

r Solucao Elemento Desvio Elemento Desvio

[m] Analitica Quadrilateral % Tetraédrico %
0,200 100,000 100,000 0,00 100,000 0,00
0,206 85,195 84,920 -0,32 84,919 -0,33
0,212 70,816 70,023 -1,13 70,032 -1,12
0,218 56,838 56,456 -0,68 56,476 -0,64
0,224 43,239 43,559 0,73 43,587 0,80
0,230 30,000 30,000 0,00 30,000 0,00
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3.2.3 - Uso do Elemento Tetraédrico para um Corpo em Regime Ndo Permanente

Seja um corpo isotrépico de condutividade térmica K, densidade , , calor especifico a
pressdao constante ¢, com as dimensoes indicadas na figura 3.6. O corpo estd inicialmente a uma
temperatura ¢ e repentinamente ¢ mergulhado em um fluido de temperatura constante ¢ _ .

-]

O coeficiente de convecgao entre o sélido e o fluido € h.

002 m

Figura 3.6 - Corpo a ser Resfriado

A variacdo da temperatura no centro do corpo pode ser calculada analiticamente através
da andlise global do sistema. Esta andlise ndo considera a variagdo da temperatura com a posi¢ao
e s6 é vdlida para nimero de Biot menor que 0,1 o que indica uma variagao da temperatura com
a posi¢do de apenas 5 [%], conforme Ozisik (1990).

O numero de Biot é dado por:

Bl s —= (3.3)

onde K, é a condutividade térmica do sélido, h € o coeficiente de convecgdo e L, € o comprimento

caracteristico dado por:

Tl s 4
, (3.4)

onde A é a drea da superficie e V é o volume do sélido.
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Figura 3.8 - Bloco Dividido em 96 Elementos Tetraédricos
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Através da simetria pode-se tomar apenas o bloco em destaque da figura 3.6 para
representar todo o corpo € 0 né G (centro do corpo) que é indicado na figura 37 pelo ponto 25 e
na figura 3.8 pelo ponto 43, é o n para o qual serdo calculados os valores de temperatura para
cada instante t. E bom lembrar que para a aplicagio do método de elementos finitos as superficies
ACEG, CDGH e EFGH devem ser consideradas isoladas termicamente.

O bloco em destaque foi dividido em 48 (figura 3.7) e 96 elementos tetraédricos (figura
3.8) para a aplicagdo do método de elementos finitos.

A tabela 3.3 mostra a comparagdo da solugdo analitica para regime nao permanente com
temperatura uniforme a cada instante, com aquela obtida pelo método de elementos finitos que
também considera regime ndo permanente, porém com temperatura ndo uniforme a cada instante.
O método foi testado para 48 e 96 elementos.

Para a obtencdo da tabela 3.3 foram considerados constantes os seguintes parametros: K
=160,0 [W/m °C], X\ = pc, = 2455200,0[1/m3°C] . ¢, = 80,0(°C] ,h = 50,0 [W/m®
0Cle b, = 20,0 0c] , oque corresponde a Bi = 7,8 10*. O intervalo de tempo utilizado nos

cilculos éde At = 8,0[s] -

Tabela 3.3 - Variacdo da Temperatura [OC] no Centro do Corpo

Tempo Solugao Elemento Desvio Elemento Desvio

[s] Analitica Tetraédrico (%] Tetraédrico [%]
NE = 48 NE = 96

0,0 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
80,0 51,270 63,621 19,41 63,452 19,20
160,0 36,297 51,665 29,75 51,536 29,57
320,0 24,427 36,687 33,42 36,611 33,28
480,0 21,202 28,795 26,37 28,749 26,25
640,0 20,327 24,636 17,49 24,607 17,39
800,0 20,089 22,445 10,50 22,425 10,42
- 96050 20,024 21,290 5,95 21,276 5,88
1120,0 20,007 20,682 3,26 20,671 3521
1280,0 20,002 20,361 1,76 20,352 1572
1440,0 20,000 20,192 0,95 20,184 0,91
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1600,0 20,000 20,103 0,51 20,095 0,47 "
1760,0 20,000 20,056 0,28 20,049 0,24
1920,0 20,000 20,032 0,16 20,024 0,12

Os resultados encontrados para nimero de elementos (NE) igual a 48 e NE = 96 sdo

praticamente os mesmos, isto é, mesmo dobrando-se o nimero de elementos ndo houve alteragdo

significativa nos resultados. Uma comparagao entre a solugdo analitica e 0 método de elementos

finitos pode ser melhor visualizada através da figura 3.9.

O propdsito da figura 3.10 é mostrar a influéncia do intervalo de tempo ( At ) nos

resultados. Para isto foram fixados os mesmos parametros da tabela 3.3 com excegdo do intervalo

de tempo que foi variado de 2,0 [s] a 80,0 [s]. A figura apresenta os resultados para t = 80,0 [s].

A figura 3.10 mostra que quanto menor o intervalo de tempo melhor € o resultado, mas

mostra também que esta melhora ndo € t3o significativa assim e, por isto mesmo, indica que o uso

de At = 8,0 [s] ,para a tabela 3.3, apesar de ndo ser a melhor op¢ao possivel, foi uma boa

escolha.

Temperatura no Centro ['C]

480

T T T T T T 1 T T

640 800

960
Tempo [s]

1120 1280

Figura 3.9 - Variagao da Temperatura no Centro do corpo
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Figura 3.10 - Influéncia do Intervalo de Tempo na Solugdao

3.3 - Aplicagdo do Método de Elementos Finitos para uma Aleta em Regime
Permanente

Seja uma aleta de secgdo transversal quadrada com a extremidade esquerda sujeita a uma
determinada temperatura conhecida ¢ e com convecgao em todo o restante. A aleta € constituida
de uma material isotrépico de condutividade térmica K e existe um coeficiente de convecgdo h entre
a aleta e 0 meio ambiente que estd a uma temperatura ¢ . A aleta € dividida inicialmente em
seis blocos iguais num total de 36 elementos tetraédricos (figura 3.11), e depois em doze blocos
também iguais num total de 72 elementos (figura 3.12). A distribui¢do dos elementos tetraédricos
dentro de cada bloco pode ser vista na figura 2.4.

O objetivo desta aplicagdo € comparar a solu¢ao encontrada pelo método de elementos
finitos, através da utilizagao do elemento tetraédrico linear em regime permanente, com a solugao

analitica (Ozisik 1990) para o caso unidimensional, dada por:

¢(x) - ¢, _ cosh[m(L-x)] + (h,/mK)senh [m (L -x)] e
¢p ~ Pa cosh(mL) + (h./mK)senh (mL) : !

sendo o valor de m calculado por:
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(3.6)

m =/Ph/(KA) ,

onde L é o comprimento total da aleta, h, é o coeficiente de convecgdo na ponta, h € o coeficiente
de convecgao no restante da aleta, K é a condutividade térmica, ¢, ¢atemperaturaambiente, b5

€ a temperatura da base da aleta, P é o perimetro de uma secgdo transversal a aleta e A € a 4rea

desta secgdo transversal.

b
14 8 12 16 20 24 28
W oA / / /| &
3 Wil il 15 119 123 127/ =
i T Ll S |l ioluhes sl 7 =i
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Figura 3.11 - Aleta Dividida em 36 Elementos Tetraédricos.
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Figura 3.12 - Aleta Dividida em 72 Elementos Tetraédricos
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A tabela 3.4 mostra os resultados para uma aleta de condutividade térmica K = 50,0 [W/m
°Cl, h = h, = 64,0 [W/m*> °C], ¢_=20[°C] € ¢,=120[°C] . O nimero de Biot foi
calculado usando-se as equagdes (3.3) e (3.4), resultando em Bi = 0,012. O maior desvio em
relagdo 2 solugdo analitica é de 0,83 % para NE = 36 e o menor desvio € de 0,17 % para NE =
72. Pode-se observar que hd uma queda significativa do desvio com o aumento do nimero de

elementos.

Tabela 3.4 - Distribuicdo de temperatura [°C] da aleta para K = 50 [W/m °C]

X Solugdo Elemento Desvio Elemento Desvio

[m] Analitica Tetraédrico [%] Tetraédrico [%]
NE = 36 NE = 72

0,00 120,000 120,000 0,00 120,000 0,00
0,04 83,926 83,536 0,46 83,732 0,23
0,08 61,169 60,758 0,67 61,020 0,24
0,12 46,989 46,622 0,78 46,881 0,23
0,16 38,431 38,113 0,83 38,351 0,21
0,20 33,712 33,434 0,82 33,649 0,19
0,24 31,850 31,598 0,79 318795 0,17

Para se obter a tabela 3.5, sio mantidos os mesmos dados anteriores a excegdo da
condutividade térmica que passa a ser K = 5,0 [W/m°C]. Com isso, o nimero de Biot passa a
valer Bi = 0,118. Pode-se verificar que para um mesmo nimero de elementos, na tabela 3.4, (Bi
< 0,1), houve pequenas variagdes no desvio, enquanto que na tabela 3.5 (Bi > 0,1), esta variag¢do

é bastante acentuada.

Tabela 3.5 - Distribuicdo de temperatura [°C] da aleta para K = 5 [W/m °C]

X Solugdo Elemento Desvio Elemento Desvio
[m] Analitica Tetraédrico [%] Tetraédrico [%]
g NE = 36 NE = 72
0,00 120,000 120,000 0,00 120,000 0,00
0,04 43,905 40,047 8,79 42,868 2,36




0,08 25,715 24,134 6,15 25,380 1,30
0,12 21,366 20,860 23], 21,273 0,43
0,16 20,327 20,179 0,73 20,302 0,12
0,20 20,080 20,038 0,21 20,073 0,03
0,24 20,027 20,012 0,08 20,025 0,01

Para cada coordenada x indicada nas tabelas 3.4 e 3.5, existem quatro pontos com a
temperatura calculada pelo método de elementos finitos. Como estes valores de temperatura n@o
S0 necessariamente iguais, para se comparar com a solugao analitica foi preciso se fazer uma

média da temperatura dos pontos de mesma coordenada.
3.4 - Aplicagdo do Método de Elementos Finitos para um Mancal de Deslizamento

Seja um mancal (figura 3.13) composto de dois materiais diferentes M e N. A bucha do
mancal é composta do material isotrépico M de condutividade térmica K, e parametro N e ©
restante do mancal é composto do material N também isotrépico de condutividade térmica K, e
pardmetro X, . A temperatura sob o mancal € mantida constante em T, enquanto que a
temperatura no furo de raio 0.020 [m] é mantida a T,. Todo o restante do mancal troca calor com
0 meio, que estd a uma temperatura ¢_ , com um coeficiente de convecgdo h.

Serdo estudados os casos bidimensional e tridimensional tanto para o regime permanente
quanto para o regime nao permanente. No caso bidimensional 0 mancal tem dimensao infinita na
dire¢do z (vide figura 3.13), o que resulta em simetria com relagao ao plano x = 0. No caso de
um mancal tridimensional, existe simetria com relagao ao plano x = 0ez = 0.

A figura 3.14 mostra a parte do mancal que serd analisada numericamente. No caso
bidimensional as condigdes de contorno utilizadas sdo: temperatura conhecida T, na superficie
ABCD, temperatura conhecida T, na superficie EFGH, convecgao nas superficies BDMN, MNKL,
KL e isolamento térmico em todas as demais superficies. Para o caso tridimensional as condigdes
de contorno sdo: temperatura T, na superficie ABCD, temperatura T, na superficie EFGH,
convecgio nas superficies ABMKIGE, BDMN, MNKL, KLIJ e isolamento térmico em todas as
demais superficies.

As figuras 3.15, 3.16 e 3.17 apresentam a parte do mancal que serd analisada, dividida
em elementos quadrilaterais quadrdticos, triangulares lineares e tetraédricos lineares,

respectivamente.
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3.4.1 - Mancal em Regime Permanente

Vamos considerar o mancal, jd descrito anteriormente, em regime permanente € vamos
utilizar os elementos triangular, tetraédrico e quadrilateral para avaliar a distribuigdo de
temperatura. %

A tabela 3.6 apresenta as distribui¢oes de temperatura obtidas pelo método de elementos
finitos para os trés tipos de elemento, considerando como dados: K; = 26,0 [W/m °C], K, =160,0
[W/m °C], T, = 40,0 [°C], T, = 80,0 [°C], o coeficiente de convecgdo h = 100,0 [W/m? °C] para
todas as superficies convectivas e ¢_ = 25,0 [ °C] . A numeragdo dos nds indicada na tabela

€ aquela dada pela figura 3.16 e o desvio € calculado em relagdo ao elemento tetraédrico.

Tabela 3.6 - Distribui¢io de Temperatura [°C] do Mancal em Regime Permanente

N6 Elemento Elemento Desvio Elemento Desvio
Tetraédrico Triangular % Quadrilateral %
1 40,000 40,000 0,00 40,000 0,00
2 40,000 40,000 0,00 40,000 0,00
3 40,000 40,000 0,00 40,000 0,00
4 40,000 40,000 0,00 40,000 0,00
5 40,000 40,000 0,00 40,000 0,00
6 50,540 50,693 0,30 50,606 0,13
7 49,364 49,641 0,56 49,334 -0,06
8 46,833 47,137 0,64 46,871 0,08
9 43,764 44,054 0,66 43,933 0,38
10 41,917 42,181 0,63 41,943 0,06
11 41,338 41,580 0,58 41,306 -0,08
| s 55,676 0,62 55,548 0,39
13 59,624 59,791 0,28 59,589 -0,06
14 60,478 60,809 0,54 60,628 0,25
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15 57,704 58,174 0,81 58,679 1,66
16 52,359 52,960 1,13 52,676 0,60
17 46,849 47,486 1,34 46,126 -1,57
18 43,846 44,338 1,11 43,478 -0,85
19 42,367 42,772 0,95 42,216 -0,36
20 41,928 42,276 0,82 41,795 -0,32
21 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
22 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
23 62,486 62,860 0,59 62,993 0,80
24 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
25 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
26 66,728 67,246 0,77 67,365 0,95
27 62,988 63,623 1,00 63,960 1,52
28 62,397 62,981 0,93 63,501 1,74
29 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
30 71,133 71,808 0,94 71,900 1,07
3] 69,222 69,987 1,09 70,080 1,22
32 68,374 69,132 1,10 69,324 1,37
33 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
34 74,194 74,963 1,03 75,029 1,11
35 73,048 73,938 1,20 73,938 1,20
36 72,665 73,610 1,28 73,532 1,18
37 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
38 75,798 76,631 1,09 76,654 1,12
39 75,024 75,983 1,26 75,953 1,22
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40 74,711 75,719 1,33 75,630 1,22
41 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
42 76,671 77,507 1,08 77,496 1,06 -
43 75,979 76,976 1,30 76,923 1,23
44 75,693 76,728 1,35 76,633 1,23
45 80,000 80,000 0,00 80,000 0,00
46 76,802 77,743 1,21 77,722 1,18
47 76,214 77,264 1,36 77,207 1,29
48 75,957 77,021 1,38 76,929 1,26

Com os dados deste problema a diferenca entre o uso do elemento bidimensional ou
tridimensional ndo foi significativa, indicando que o uso de elementos bidimensionais seria 0 mais
apropriado devido a sua maior simplicidade. Evidentemente que com outros dados, como por
exemplo, valores altos do coeficiente de convecgdo, esta diferenga passaria a ser significativa e

entdo o uso do elemento bidimensional passaria a ndo mais representar bem o problema.

3.4.2 - Mancal em Regime Ndo Permanente

Vamos considerar o0 mancal em regime nao permanente e utilizar os elementos triangular,
tetraédrico e quadrilateral para avaliar a evolugdo de sua temperatura média.

A figura 3.18 apresenta a temperatura média para cada instante t dada pelos elementos
triangular linear, quadrilateral quadrdtico e tetraédrico linear. Aqui sdo considerados os mesmos
dados da tabela 3.6. A temperatura inicial do mancal foi tomada como sendo ¢y =25 [IET0
intervalodetempo At = 1,0[s] e€paramaiorsimplicidade doscdlculos, o valor do pardmetro )
foi tomado como sendo 0 mesmo para todo o mancal eiguala \ = p c, = 2455200[J/m? °C] -

A figura 3.18 mostra que a consideragao do mancal como um caso bidimensional trouxe
bons resultados, visto que a curva para o elemento triangular, por exemplo, muito se aproximou
da curva para o elemento tetraédrico. Isto aconteceu porque o valor do coeficiente de convecgdo
considerado no exemplo foi muito pequeno. A influéncia do coeficiente de convecgdo serd melhor

esclarecida pela figura 3.20.
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O objetivo da figura 3.19 é mostrar a influéncia do valor de )\ nas curvas de
temperatura média do mancal através do uso dos elementos triangular e quadrilateral. Os dados sdo
mantidos os mesmos da figura 3.18 a menos de )\ que assume os valores

A, =245520[J/m?°C] , \,=2455200[J/m*°C] e X\, =24552000[J/m3°C] . Nota-se
que quanto maior o valor de ) mais suave € a evolugao da temperatura média do mancal. Esta
avaliagdo poderia ser utilizada para uma escolha do material mais adequado para a construgdo do

mancal.
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Figura 3.20 - Influéncia do Coeficiente de Convecgao

A figura 3.20 mostra que para altos valores do coeficiente de convecgdo dados em [W/m?
°C], o uso de elementos bidimensionais passa a ndo mais representar bem a solugdo do problema

e, neste caso, torna-se necessirio o uso de elementos tridimensionais.

3.5 - Aplicagdo do Método de Elementos Finitos para Pds de Turbina a G4s
Neste {tem serd avaliada a evolugdo da temperatura média com o tempo considerando trés
casos de pds de turbina a gds. No primeiro caso, chamado de "caso 1", a p4 nio tem refrigeragdo

interna, tem a base € a parte superior isoladas termicamente € tem o restante de sua superficie
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trocando calor por convecgdao com o meio. No segundo caso, chamado de "caso 2", a p4d também
ndo tem refrigeragdo interna, tem uma distribui¢ao conhecida de temperatura na base e troca calor
por convecgdo com o meio pelo restante de sua superficie. No terceiro caso, chamado de “caso 3",
a pd tem refrigeracdo interna feita por um fluido que passa por dois furos.

Para a avaliagio do caso 1 serdo utilizados os elementos triangular, tetraédrico e
quadrilateral, a avaliagdo do caso 2 requer o uso do elemento tetraédrico e para a avaliagao do caso

3 serd utilizado apenas o elemento triangular.

3.5.1 - Avaliagdo do Caso 1

Seja a pd de turbina mostrada na figura 3.21, isotrdpica de condutividade térmica K e
parimetro ) que estando a uma determinada temperatura inicial ¢, Entra em contato com um
gds de combustdo a uma temperatura ¢ _ . A pd tem a parte superior ¢ a base isoladas
termicamente e o restante de sua superficie em contato com o gds. O coeficiente de convecgao h
entre a pd e o gds varia com a posigdo de h, = 998 a h, = 2211 [W/m?°C] como mostrado

na figura 3.23.

Figura 3.21 - P4 de Turbina, Caso 1

As figuras 3.22, 3.23 e 3.24 mostram a pd de turbina dividida em elementos quadrilaterais,
triangulares e tetraédricos, respectivamente. As dimensoes geométricas no plano Xy da figura 3.24

s30 as mesmas da figura 3.22.
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A figura 3.25 apresenta a variagdo com o tempo da temperatura média da p4 do caso 1
para os elementos triangular, quadrilateral e tetraédrico. Os dados para esta figura sdo: temperatura
do gds de combustio ¢, = 1093[°C] , condutividade térmica da pd K = 45[W/m°C] ,

A = pc, = 3626640 [T/ m3°C] , temperatura inicial da pd ¢, = 93[°C] , coeficiente de

convecgao discriminado na figura 3.23 e o intervalo de tempo At = 10,0[s] -
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Figura 3.25 - Evolugdo da Temperatura Média da P4 do Caso 1

O uso do elemento tetraédrico para o caso 1 fol apenas a titulo de ilustragdo do método,
visto que a transferéncia de calor na pd da turbina com a base € a parte superior isoladas se trata
de um caso bidimensional.

Na figura 3.25 as curvas para o elemento triangular e tetraédrico sdo coincidentes, isto
indica que o fato de se tratar de um caso bidimensional ndo impede o uso de elementos
tridimensionais mas, evidentemente, o uso de elementos bidimensionais € muito mais simples. A
figura 3.25 nos mostra também que as curvas para o elemento triangular e quadrilateral estdo muito
préximas uma da outra, mas analisando as figuras 3.22 e 3.23 podemos observar que para a
obtengao destes resultados foram utilizados bem menos elementos quadrilaterais do que elementos
triangulares. Na decisao entre um ou outro tipo de elemento poderiam ser levados em conta fatores

como o tempo computacional, a maior simplicidade na montagem do arquivo de dados. ete
5 ete.
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3.5.2 - Avaliac¢ao do Caso 2

Seja uma pd de turbina (figura 3.26) com as mesmas dimensoes e os mesmos dados da pd
do caso 1, mas considerando, para este caso, uma temperatura ¢, conhecida na base da pd e um
coeficiente de convecgao h, entre a pd e o gds de combustdo de temperatura ¢ _ , na sua parte

superior.

Figura 3.26 - P4 de Turbina, Caso 2

A figura 3.27 mostra uma comparagao da evolugdo da temperatura média das pds nos casos
1 e 2, onde a curva "caso 1" é o exemplo apresentado anteriormente para o elemento tetraédrico.
A curva "caso 2" considera todos os dados do exemplo anterior, mas considera ainda convecgao
na parte superior da pd com um coeficiente de convecgdo h, = 1277 [W/m?* °C] e a temperatura
do gds de combustdo ¢ = 1093 [°C] € uma temperatura conhecida ¢ = 400[°C] nabase
da pd. O elemento tetraédrico € utilizado também para a avaliagdo da evolu¢do da temperatura
média da p4d no caso 2.

Como se pode observar pela figura 3.27, as curvas de temperatura média para os casos
1 e 2 tém comportamentos bastante diferentes. Enquanto a curva "caso 1" se trata de um caso
bidimensional, a curva "caso 2" € um caso tridimensional. Para o intervalo de tempo entre 0 e 600
[s], a temperatura média do caso 2 € maior do que a temperatura média do caso 1 devido a uma
maior temperatura média inicial causada pela temperatura fixa da base da p4. Para o tempo maior
que 600 [s], ocorre o inverso, ou seja, a temperatura média do caso 2 é menor do que a
temperatura média do caso 1. Isto se deve ao fato de que para o tempo maior que 600 [s], a

temperatura fixa da base da pd provoca uma diminui¢ao na temperatura média da pa.
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3.5.3 - Avaliagdo do Caso 3

Seja a pd de turbina, caso 3 (figura 3.28) com as mesmas dimensoes e dados da pd do caso

1, inclusive com isolamento térmico na base e na parte superior, mas com dois furos, atravessando

Figura 3.28 - P4 de Turbina, Caso 3
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a pd da base a parte superior, por onde passa um fluido para sua refrigeracdo interna. Este fluido
estd a uma temperatura ¢, © o coeficiente de convecgdo entre a pd e o fluido € hy.

Para o caso 3 usaremos apenas o elemento triangular linear como pode ser visto na figura
3.29, pois se trata de um caso bidimensional.

Para a figura 3.30 foram utilizados como dados: coeficiente de convecgdo entre o fluido

de refrigeracdo e a pd h; = 13454 [W/m? °C], temperatura do fluido de refrigeragdo

6, =93[°C] e trés valores de A dados por: A, = 362664 [J/m®°C] ,
A\, = 3626640[J/m?°C] ¢ A, = 36266400 [J/m?* °C] - Os demais dados s3ao os mesmos do
caso 1.
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Figura 3.30 - Influéncia do Pardmetro )\ (Caso 3)

Podemos observar na figura 3.30 que quanto maior o valor do pardmetro ) , Mais suave
¢ a curva de temperatura média da pd. Uma andlise deste tipo poderia ser dtil na escolha do
material para a construgdo da pa.

A figura 3.31 mostra uma comparagao dos resultados obtidos anteriormente para os trés
casos. Nas curvas "Caso 1" e "Caso 2" o elemento utilizado para a avaliagdo da temperatura média

é o elemento tetraédrico, na curva "Caso 3" o elemento utilizado € o elemento triangular, Q valor
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do pardmetro )\ € o0 mesmo para os trés casos e igual a )\ = 3626640 [AmER ]
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Figura 3.31 - Evolugdo da Temperatura Média para os Casos 1, 2 € 3

Na figura 3.31 podemos observar que a temperatura média no caso 3 € menor que a
temperatura média nos demais casos. Isto se deve ao resfriamento interno realizado na pd no caso
3 pelo fluido de refrigeragdo. Pode-se observar também que a pd no caso 3 atinge mais rapidamente
o regime permanente do que a pd no caso 2 que por sua vez o atinge mais rapidamente do que a
pd no caso 1. Este fato acontece porque o valor d¢ )\ € 0 mesmo para os trés casos e a

temperatura média final decresce do caso 1 para o caso 3.



CAPITULO 4

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

4.1 - Conclusoes

No presente trabalho aplicou-se o método de elementos finitos para resolver problemas de
condugdo de calor. O método foi equacionado tanto para o regime permanente quanto para 0 nao
permanente, para os elementos triangular linear, tetraédrico linear e para o elemento quadrilateral
quadrdtico de oito nds. Foram realizados alguns testes para a validagao dos cddigos computacionais
usando o método de elementos finitos:

- O primeiro teste foi o uso do elemento triangular para o cdlculo da distribui¢ao de
temperatura no regime permanente para uma placa infinita com valores conhecidos de temperatura
em ambas as faces. Foram comparados os resultados numéricos com a solugao analitica e o desvio
encontrado foi nulo (ver tabela 3.1).

- O segundo teste foi o uso do elemento quadrilateral e do elemento tetraédrico para o
cdlculo da distribuigdo de temperatura no regime permanente para um tubo infinito com valores
conhecidos de temperatura nas faces interna e externa. Conforme mostra a tabela 3.2, o desvio
méximo em relac¢do 2 solugdo analitica para o elemento quadrilateral ficou em -1,13 [%] e para o
elemento tetraédrico em -1,12 [%].

- O terceiro teste foi o uso do elemento tetraédrico para o cdlculo da evolugao da
temperatura do centro de um paralelepipedo metdlico em regime nao permanente. O paralelepipedo
estava inicialmente a uma certa temperatura e foi repentinamente mergulhado em um fluido a uma
temperatura menor. O corpo foi discretizado em 48 e 96 elementos. Deve ser observado que a
solucdo analitica deste problema considerou o corpo em regime ndo permanente, porém com
temperatura uniforme enquanto que a solugdo numérica considerou o corpo em regime nao
permanente mas com temperatura ndo uniforme. Para a discretizagdo de 48 elementos o desvio
mdximo foi de 33,42 [%] enquanto que para 96 elementos o desvio mdximo ficou em 33,28 [%]
(ver tabela 3.3). A comparagdo entre a solugdo analitica e a solu¢do numérica também pode ser
vista na figura 3.9. Nota-se que o fato do nimero de elementos ter sido dobrado nio trouxe
alteragdes significativas para o desvio em rela¢ao a solugao analitica, sendo que estas alteragdes nao

passaram de décimos de norcentagem.
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Apés a validagdo, o método foi aplicado para uma aleta em regime permanente, para um
mancal de deslizamento em regime permanente e nao permanente e para trés casos de pds de
turbina a gds em regime ndo permanente. Estas aplicagdes sdo vistas a seguir:

- A primeira aplicagao foi o uso do elemento tetraédrico para o cdlculo da distribui¢ao de
temperatura, em regime permanente, de duas aletas, sendo uma de condutividade 50 [W/m °C] e
outra de condutividade 5 [W/m °C], porém de dimensodes e condigdes de contorno idénticas. As
condigdes de contorno foram: temperatura conhecida numa extremidade e convecgdo em todo o
restante. Foram feitos cdlculos para 36 e 72 elementos. Os resultados numéricos foram comparados
com a solugdo analitica e os desvios mdximos encontrados para a aleta de condutividade 50 [W/m
°C] foram de 0,83 [%] para o niimero de elementos 36 e de 0,24 [%] para o niimero de elementos
igual a 72 (ver tabela 3.4). Os desvios méximos para a aleta de condutividade 5 [W/m °C] ficaram
em 8,79 [%] para o niimero de elementos igual a 36 e 2,36 [%] para o nimero de elementos igual
a 72 (ver tabela 3.5). Pode-se verificar que para nimeros de Biot (Bi) menores que 0,1 os desvios
entre a solugdo analitica e a solugdo numérica foram pequenos (ver tabela 3.4). Enquanto que
valores de nimero de Biot maiores que 0,1 produzem diferengas significativas entre a solugao
analitica e a solugdo numérica (ver tabela 3.5). Isto significa que para Bj >0,1 a solugdo
analitica unidimensional nio representa bem a solugdo do problema, a qual pode ser obtida através
do método numérico.

- A segunda aplicagdo foi o uso dos elementos triangular, quadrilateral e tetraédrico para
a avaliagdo da distribui¢do de temperatura, em regime permanente, e para o cdlculo da evolugao
da temperatura média, no regime ndo permanente, de um mancal de deslizamento. As condigoes
de contorno foram: temperatura conhecida na base e no didmetro interno da bucha do mancal e
convecgdo no restante do mesmo. Para o regime permanente foram calculados desvios dos
resultados obtidos pelos elementos triangular e quadrilateral em relagdo ao elemento tetraédrico,
sendo o maior desvio de 1,74 [%] para o elemento quadrilateral (ver tabela 3.6). Para o regime ndo
permanente foi calculada a evolugdo da temperatura média com 0 uso dos trés tipos de elementos
(figura 3.18) e foram analisadas as influéncias do pardmetro )\ (figura 3.19) e do coeficiente de
convecgdo (figura 3.20). O valor do coeficiente de convecgdo € decisivo para indicar quando usar
elementos bidimensionais ou tridimensionais para representar um problema de dominio

tridimensional no caso do mancal.
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- A terceira aplicacao foi o uso dos elementos triangular, quadrilateral e tetraédrico para
o cdlculo da evolugdo da temperatura média de trés casos de pds de turbina a géds no regime ndo
permanente. Nos trés casos as pds tem dimensoes idénticas porém condicoes de contorno diferentes.
Para o caso 1 a pd ndo tem refrigeracdo interna e tem a base e a parte superior isoladas. No caso
2 a pd também ndo tem refrigeragdo interna mas tem temperatura conhecida na base e convecgio
na parte superior. No caso 3 a pd tem refrigeracdo interna e a base e a parte superior isoladas. Para
0 caso 1 foram utilizados os trés tipos de elementos e feita uma comparagdo entre os resultados
obtidos, conforme mostrado na figura 3.25. Pode-se observar nesta figura que as curvas sio quase
coincidentes. Para o caso 2 foi utilizado somente o elemento tetraédrico e o resultado foi
comparado com aquele obtido para o caso 1 com o uso do elemento tetraédrico (ver figura 3.27).
Somente o elemento triangular foi utilizado para a avaliagdo da temperatura média no caso 3, e o
resultado foi comparado com aqueles obtidos para os dois primeiros casos com o uso do elemento
tetraédrico (ver figura 3.31). A influéncia do pardmetro ) também € analisada para o caso 3,

como mostrado na figura 3.30.
4.2 - Recomendagdes para Trabalhos Futuros

O presente trabalho teve como meta a apresentagdo do método de elementos finitos,
mostrando todo o seu equacionamento para trés tipos de elementos, tanto para o regime
permanente, quanto para o ndo permanente. O método foi aplicado para vdrias geometrias e
condi¢cdes de contorno, mostrando toda a sua versatilidade. Deixaremos, a seguir, algumas
sugestdes para trabalhos a serem desenvolvidos futuramente:

- O presente trabalho considerou condigées de contorno como: convecgao, fluxo de calor
imposto e distribui¢do conhecida de temperatura, sugere-se incluir também a troca de calor por
radiagao no contorno.

- Uso de elementos de mais alta ordem, principalme.nte para o dominio tridimensional, com
uma andlise das vantagens e desvantagens como, por exemplo, o tempo de computagdo ou de
preparagio de dados, com relagao ao uso de elementos mais simples.

- Uso do refinamento automético de malhas para minimizar o tempo de preparagdo dos

dado e reduzir os desvios e oscilagdes numéricas, principalmente para o regime ndo permanente.



APENDICE Al
DEDUCAO DA EQUACAO GERAL DA TRANSFERENCIA
DE CALOR POR CONDUCAO
Al.1 - Introdugdo
A lei de Fourier para o caso unidimensional € dada por:

=dQ=_KAdd’ (Al.1)

R

onde : Q [J] € o calor transferido, t [s] € o tempo, q [J/s] é o fluxo de calor, ¢ [°C] € a
temperatura, A [m?] € a drea, x [m] € a dimensdo geométrica e K [W/m°C] € a condutividade

térmica.
Al.2 - Equagao Geral

Considere um elemento diferencial de volume em um meio isotrépico.

Y
I dQ y+y dQ:
=
Z /'/./‘
’
dQ xux
4
dQ z+dz dQ y

Figura Al.l - Elemento Diferencial de Volume
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O calor liquido na diregao x é dado por:

dQ;dQ”df—K“%dydzdt—-{ [—K“a_d’+i[—l( a¢} dx] }dydzdt, (A1.2)

XX * 9%

de onde resulta :

dQ.-dQ,.,. =% [Kn%%} dvdt (AL3)
analogamente, vem :
G d¢
de—de*dy_a_y [K”a_y] dvdt , (Al.4)
dQZ-sz,df% [Kug_f] dvdt (ALS)

onde K, K,, e K,, s3o as condutividades térmicas nas diregdes x, y € z, respectivamente.
Se dentro do elemento de volume houver geracdo interna de energia g/ [W/m?],

devido a efeito Joule, reagdo quimica, reagdo nuclear, etc.

dQ.=q” dx dy dzdt=q” dVdt . (A1.6)

Fazendo um balango de energia, considerando que, no regime nao permanente, a

energia armazenada é dada por:

dQ,=pc, 2 avat, (ALT)
assim, vem :
d¢ _ 9 d¢ |, @ ap| . a d¢
besbizg O] ) qumdiodl [T ) et e bt " Al.8
0T 8)([ ”‘ax]+ay[ ”6y]+8z [K“az]+°‘ ; et

No caso da condutividade térmica ser constante, resulta :

a¢_ az¢ azd) az¢

ou .



dé _
Pcp-gt—‘szd’*qm :

ou ainda, dividindo ambos os membros da equagao por K:
m

li?:Vzdn-q ;
a ot K

onde: K [W/m °C] € a condutividade térmica e o [m?/s] é a difusibilidade térmica.

Al.3 - Casos Particulares

i) Sistema sem geragdo de energia (regime ndo permanente):

13é_ve ¢ . Equacdo de Fourier
a ot
ii) Regime permanente com geragao de energia:

m

V2 + q_K_ =) Equagdo de Poisson

iii) Regime permanente sem geragao :

V24 =0 . Equagao de Laplace

iv) Regime ndo permanente, unidimensional, sem geragao :

13¢_03%
o 0t 9x?
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(AL.10)

(A1.11)

(A1.12)

(A1.13)

(Al.14)

(AL.15)



APENDICE A2

ALGUNS ASPECTOS DO CALCULO VARIACIONAL

A2.1 - Introdugdo

O cdélculo variacional se destina a encontrar os valores estaciondrios dos funcionais. O

funcional € uma integral que tem um valor numérico para cada fungio F(x). Por exemplo:

b

I=JF(x) dx , (A2.1)
onde I tem um unico valor para cada F(x).

A2.2 - Encontrando o Funcional

O problema no cdlculo variacional € encontrar a fungdo F(x) tal que uma alteragdo

arbitrdria, 6 F (x), nao acarretard um variagdo de I. Considere o funcional:

b
1=j F(x,$,¢,) dx , (A2.2)
onde x é a varidvel independente, ¢ ¢é uma varidvel dependente de x, e ¢, € a primeira derivada
de ¢ com relagdo a x. A variagao de I devido a uma variagdo de F(x) é€:

b

b
51 = j SF(x) dx =I lg_g 8¢ + ;: a¢x] dx , (A2.3)

notando que:

o
5%, = = (3¢), (A2.4)

integrando o segundo termo, vem:

b | b
2 o dF LaE
| [53 & [a¢xH 00 3 l - (25

X

O funcional I tem um valor estaciondrio quando 61 = 0. 4I & zero em (A2.5) somente

Se:
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(i) ¢(a) = constante e ¢(b) = constante,

e entdo;
dp(a) = 6¢(b) =0, (A2.6)
ou;
v 9F _ dF 3
(i1) 79, (a) = 9. (b) =0 . (AZ-?)

Como §¢ € arbitrdrio entre a e b, a equagdo diferencial

=0 (A2.3)

bl

0¢  dx

0F _ d | oF
36,

deve ser satisfeita para que a integral seja nula.

Um funcional pode ter inimeras varidveis independentes. Por exemplo:

I= L F(X,y,2,$,6,,6,,4,) dV , (A2.9)

¢ um funcional com trés varidveis independentes. A variagao desta fungdo devido a uma pequena

mudanga arbitrdria em F(x,y,z) é:

ar:L

Aplicando a equagao (A2.4), temos:

9
o,

9F
g,

dF dF

=<k 4 st ' A2.10
Py o 3%, dVv ( )

56, + X 59, + IE 5g,

_( | oF IF 9 IE g

(A2.11)

dF d
79, Fi(a¢):| dv .

Integrando o segundo termo de (A2.11) e aplicando o Teorema de Divergéncia de Gauss,

vem:

X

dF 3 S G| o [ 9 | oF
Lamﬁ?wmdv'lﬁlww]dv LalTK]Mdv,

ou
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d¢_ dx ¢ ox | d¢,

X

Lﬁi(amd\/:Lex JF 6¢dS—£i [a_F] 56 dV..  (A2.12)

onde ¢ ¢ o versor direcional da normal a superficie com relagio ao eixo x. Fazendo-se os

mesmos cdlculos para os outros termos da equagdo (A2.11) e combinando-se os resultados, vem:

1o [ | 22 - ([oxt S R
[ d¢ dx | d¢, ay b, 9z

[ |'é oF .o dF od aF:|5¢dS.

OF
36,

}5¢>dV+

(A2.13)

Um valor estaciondrio de I ocorre somente se 0s termos entre colchetes das integrais em
(A2.13) forem nulos. Isto € necessdrio tanto para a equagao governante do problema quanto para
as condig¢oes de contorno.

A equacdo (A2.13) pode ser aplicada aos problemas de transferéncia de calor. Considere

o funcional:

1 a6 )",
(4[5 (3]

A equacgdo (A2.13) indica que esta fungao tem um valor estaciondrio (minimo) quando:

QT N~
96, dy :

a9,
Considerando-se cada termo individualmente vem:

>

2 2
a_é] K [29] _qus] dv . (A2.14)
ay = || 07

E 0
do X

19 31Ok
a¢y 0z

oF
RO
X Q
S RSSO Ao Q0 oo T
ax | d¢, X RO 9x?
2
9. 9B s dae
dy | d¢, dy?
¢ )
O | 8E | _og ¢
0z L(’3()51 o9z




O funcional dado em (A2.14) tem um valor estaciondrio quando a equ _
governante do problema de transferéncia de calor € satisfeita. S




APENDICE A3
METODO VARIACIONAL PARA EQUACAO DIFERENCIAL

EM REGIME PERMANENTE

A3.1 - Introducio

Seja a equacgdo diferencial para o regime permanente:

9*¢ 0%¢ ¢
K. —L +K === ¢ K =hia S OR=R(MH A3.la
= axe AR = G 2 ( )

com as condig¢des de contorno:

d¢ dp | . d¢
Ko 28 )8 Ko =i SetyKaeaig| =07, A3.1b
x Ay X yy ay y CRF T 84 ( )
d¢ de d¢
St S R ] K] h(¢- =0, A3.1
Kxx Ix * Yy ay y K, 9z * b (¢ ¢’m) ( C)
¢ = o, . (A3.1d)

Onde, Q € a geragdo interna de energia; ¢ representa a temperatura; K, K,, e K, sdo
as condutividades térmicas do elemento nas diregdes X, y € z; q € o fluxo de calor especificado na
superficie S,; h é o coeficiente de convec¢do na superficie S,; ¢, € a temperatura ambiente;

¢, ¢ a distribuigdo especificada de temperatura na superficie S3; 1, 1, e 1, os cosenos diretores

do vetor normal 2 superficie.
A3.2 - Método Variacional

Do cdlculo variacional sabe-se que o funcional equivalente das equagdes (A3.1) é dado por:

o 36 ° ¢ 1* 3¢ 12
BT E BT
- (A3.2)
2N Ava [ g on st [ R T G
q 1 2 ¢¢m ¢°)dsz.

1 1
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A fun¢do ¢ que minimiza o funcional dado pela equagdo (A3.2) € a solugdo das equagoes

(A3.1).
O funcional para o elemento (e) € dado por:
1 ) 3¢ a¢ |*
LS5 =0 = i el VvV -
L2[“[ax oy [83/ Kzz[az :Id
¥ (A3.3)
[Qoav+[apds + | 28 - 2000 + 65,108, .
VC Sle Sze
A equagao (A3.3) pode ser escrita da seguinte forma:
IC=J[ {@5}e S IDEIREB] ¢}e]dV‘J[Q[N°]{¢}e]dV+
A7 \
[ [atney{o}e]as, + J Do) INCITINCI {8} 008, - (a34
Slt: Szc
e e h 2
J h ¢y, [N®] {¢p}CdS, + j > b 45,
55 Sy
onde:
= I ESRC (A3.5)
) e
(3¢ | © ﬁ a_N; N, i
I c‘)xe axe c'ixe by L
G e SR BIE RO - O ) e (A3.6)
31 dy  dy dy -
|72 ) o S e SO
i | 9z oz dz | L¢’mJ
ou na forma condensada:
{g°} =[B°1{o}°, (A3.7)

onde m € o nimero de pontos nodais do elemento, [B®] contém as derivadas das fungges de forma
do elemento e {g°} € a matriz gradiente para o elemento.

A minimizagdo do funcional I° é dada por:
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a{e}*

Substituindo a equacdo (A3.4) na equagdo (A3.8), obtém-se para cada termo:

=0 . (A3.8)

d 1 el eqT e e e
— {9 B D B dV =
a{w}vjﬂ{} (B1T (D] [B°] {¢}
(A3.9a)
j [B®]T [D®] [B®] {¢}°dV,
¢ [[QIN*I{g}tav = [ (NI QaV, (A3.9b)
a{¢°} J ge
P [arNe{s}cas, - [ NI qas, (A3.90
a{d) } Slc Sle
ac I%{ée}T[Ne]T[N‘:]M“}dSz = Ih[Ne]T[Ne]{¢e}dsz, (A3.9d)
0{6%} g L ,
2 2
C Jhcbm[Ne]{qbe}dSZ = J h ¢ [N¢]TdS, , (A3.9%)
a{df}s; ¢
ad n 2
Mo (S, =@ . (A3.9f)
3{¢°} S[cz

Somando-se os segundos membros das equagdes (A3.9) ,vem:

- [ (BT DI[(BE] (¢} 4V - [ [NITQaV +
a{e"} e ve
(A3.10)
[ INe1Tqas; + [ nINCITINCT {7} dS; - [ hge, [NSTTdS, = 0.
sf Sf S;
A equagdo (A3.10) pode ser escrita na seguinte forma condensada:
I L [KF () + (R} =01, (A3.11)
a{¢°}
onde:
(K] = I [B¢]T [D€] [B®] AV + [ h [N°]T [N®] s, , (A3.12)

€ e
A% Sz
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{R}° = J -~ [N°]T Q dV + j [N°]" q dS, - I h ¢, [N°]"dS,. (A3.13)

ve Rh S

A minimizagdo do funcional I é dada por:

91 p - SNl
= I =0. (A3.14)
a{e} 9{o} ):1: ?;a{dn}“

Substituindo a equagdo (A3.11) em (A3.14) resulta:

il _ ¢ S (AN . o o @ A3.15
o DAl (0 (RYBEI0 (B355)

A equagdo (A3.15) pode ser escrita na seguinte forma matricial global:
[K]{¢} +{R} =0, (A3.16)

onde:

[K] = E J [B¢]" [D°] [B*] dV + E J h [NeJF [N¢]dS,, (A3.17)

eml 8

cml

€ €

()= 5[ NIV j [N°JF q dS, +
es=l ve c=1 8

(A3.18)

) J -h ¢, [N]" dS, .

eml 5;



APENDICE A4
METODO VARIACIONAL PARA EQUACAO DIFERENCIAL

EM REGIME NAO PERMANENTE

A4.1 - Introdugio

Seja a equagdo diferencial no regime nao permanente:

2 2
Ky Ar gl BRGSO |y = 00 (Ad.12)
ax> dy? “ 922 ot
com as condi¢oes de contorno:
o d¢ a¢
K [ SRERKS l + K, L =0, (A4.1b)
XX gx X W gyl e
o) (o) d¢ %
KXXHIX+Kyley+KZZ'3_Z—IZ+h(¢_¢’OO)—O’ (Ad.1c)
¢ = odp - (Ad.1d)

Onde, ¢ representa a temperatura; K, K, e K;, sdo as condutividades térmicas do
elemento nas diregdes X, y € z; q € o fluxo de calor especificado na superficie S;; h € o coeficiente
de convecgdo na superficie Sp; ¢, € atemperatura ambiente; ¢p € a distribuicao especificada
de temperatura na superficie Ss; Iy, ly e 1, os cosenos diretores do vetor normal & superficie;

t é o tempo;e o parametro A € igual ao produto da densidade ( p ) pelo calor especifico a

pressao constante ( ¢ ).

A4.2 - Método Variacional

A equagdo (A4.1a) pode ser escrita na seguinte forma:

9 ¢ Rt )
Kxx ¢;+Kyay K BZ]+[Q_)\-3—T] = (0) .

= (A4.2)
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O funcional equivalente das equagdes (A4.1) é dado por:

el 3 )2 d¢ |2 3¢ )2 )
Il = 2=, STl + e + e = =N
| 2 [K“[ax] Kw[ay] K“[az] 2[Q e e d(VA:3)

5[q<¢>dsl+J ng-zwmwi)dsz.
1 2)

A fungdo ¢ que minimiza o funcional € a solugdo da equagdo (Ad.1)e (Q - A dg/dt) €

uma fungio especificada.

O funcional para o elemento (€) € dado por:

At ¢ |* ¢ )* 09 | -
3 o ] e e e
y S (A4.4)

PRI ([ [=[0-22
e 20 b, + 0yl dS, \J[ [Q )\at]é]dV.

A equacdo (A4.3) pode ser escrita da seguinte forma:

I=F [ 2{e)* (BT (D1 (B {¢}dV+ % [ hINIEINCIS,
e=1

€

e=1 e S
M 2
(A4.52)
Y [q[N]‘*{cﬁ}“’dsw): [ - h ¢, [NCIT dS, + I,
e=1 Sf ol S;
onde IQ’ ¢ e [B¢] sao dados por:
1Q=):1 [-[NE]{¢}°de+
€= e
(A4.5b)
€
AN gy ne Ul av 1
Ve
¢ = [N°]{o}°, (A4.5¢)
i (] (] eT
NS 9N, N
DX i AORRE b O
NS 9Ny NS
[B] = N oy Niy : (A4.5d)
ay ay ady
IN{ 9Ny NS
L a4z Tl e e
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A minimizagao da equagdo (A4.5a) é dada por:

G)i = Qe
z o (A4.6)
o)~ & a{¢}°

A minimizacdo do termo Iy ¢ dada por:

3 (A4.7)

: it e a‘b}
e):=1 SLMNC] [Ne]av | L.

O primeiro e o segundo termo da equagio (A4.5a), j& minimizados, conforme mostra o

apéndice A3, somados a equagdo (A4.7), produzem o resultado:

(C] a{a‘f} Sl o s (R e, (A4.8a)
onde: :
[(CIE=BYS J A[NEJT [N€]av (A4.8b)
Eail Yo
[K] = }i J (B EDEIRIBEIRAY, ): h [N¢]T [N€]dS,, (A4.8¢)
e=1 e el=

<
m

e=1 ve e=1 Slc

(A4.8d)

A4.3 - Matriz do Elemento [c¢)

A matriz do elemento [ C®) € dada por:

[C®] = J A[N®T [N€] dv .
v (-
A matriz de forma para um elemento triangular € dada pela seguinte equagdo (Apéndice

AS):



[Ne] S [Nj Nj Nk] )

onde N;, N; e Ny sdo dados também no Apéndice AS.
Considerando o elemento de espessura unitdria, tem-se que

dV = 1 xdS . Assim, das equagdes (A4.9) e (A4.10) vem:

[C°] = £ Ne N LN, Nj Np]ds.

De onde resulta:

—_ b
[o—y

- 2
L=
12 1

1
2 b

onde A° € a drea do elemento triangular.
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(A4.10)

(A4.11)

(A4.12)

A matriz de forma para o elemento tetraédrico linear é dado pela seguinte equagdo

(Apéndice AS):
NS R=A N N; Ny Nl

Assim das equagoes (A4.9) e (A4.13) vem:

N;
N.
N
ou seja:
2l il
e o NVES 1S B T
A e | L 0 [
it i 2

onde V¢ é o volume do elemento tetraédrico linear.

A4.4 - Aproximagdo do Termo d{ ¢} /dt

(A4.13)

(A4.14)

(A4.15)

A figura A4.1 mostra os valores ¢, € ¢, assumidos pela funcdo ¢ — respectivamente,

no tempo t e t+At.

Usando-se um esquema de diferenca finita central o termo d¢/dt pode ser escrito na

seguinte forma:

d¢ _ ¢1 - ¢

dt At

(A4.16)
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A derivada da grandeza ¢ para os pontos nodais no dominio do tempo pode ser calculada

pela equacgdo:

e s kel © K '
Jt | rde ‘Z—t({d)}l {¢'}0). (A4.17)

-t
Figura A4.1 - Esquema de diferenga finita central para a derivada d¢/dt -
As matrizes {¢} e {R} devem ser avaliadas como:
()" = 2 ({6} + {¢}), (A4.18)
{R}" =%({R}.+{R'}o). (A4.19)
Substituindo (A4.18) e (A4.19) em (A4.8a), vem:
=R = == e (D = = 030 oo, <
At L AT ) 1
| (A4.20)

[K] {‘35}0 o {R}‘ =0 .

ol
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A equagdo (A4.20) pode ser escrita da seguinte forma:

[K]+ 2 [C] | £} = | 2 [l =ik U R R N (A1)
At At

Das equagoes (A4.18) e (A4.21), resulta:

2 2
gl i 2 . A4.22
[[K] At[C]] {¢} At[C]{<1>}0 ORRC | ( )

A equagdo (A4.22) pode ser escrita na seguinte forma final:

3 - 2 = A4.23
| K1+ 201 | (8o = 2 (€] (#)o = (R}, (A42D)

onde {¢} . €a distribuigdo de temperatura do tempo anterior € { ¢ Ji 2 € a distribuigao
do tempo atual. O primeiro valor de {¢} € composto pela temperatura inicial da pega e a
distribuicao especificada de temperatura ¢_ . O primeiro valor de {¢} = € a distribuigao

calculada para o primeiro intervalo de tempo.



APENDICE A5

DETERMINACAO DAS FUNCOES DE FORMA

A5.1 - Introducao

Este apéndice se dedica a determinagdo das fungdes de forma para os elementos triangular
linear, tetraédrico linear e quadrilateral quadrdtico de oito nds. As fungdes de forma seguem as
seguintes regras:

1. Sao fung¢des que t€m o valor unitdrio em seu proprio nd € o valor nulo para os demais

nos;

2. Cada fungdo de forma € um polindmio de mesmo grau da equagao de interpolagao.
AS5.2 - Fungbes de Forma para o Elemento Triangular Linear

A figura AS.1 mostra um elemento triangular cujos vértices 1,j € k, formam os trés pontos
nodais do elemento. O elemento bidimensional estd contido no plano x,y. A temperatura ¢ no

interior do elemento € funcdo das coordenadas x,y. Nos pontos nodais 1,j,k as temperaturas sao

respectivamente ¢, ,%, e ¢, .

Plano y

D

Plano x,y

X

Figura AS.1 - Elemento Triangular Linear
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Considere um plano ~ no espago x,y ¢ conforme mostra a figura AS.1, descrito por:

b°=°(x,y) =B]+B3x + B3y . (A5.1)

Da equagdo (AS5.1), para os pontos nodais i,j,k, tem-se que:

‘bizﬁi"‘ﬁgxi‘*ﬁ; Yi ’ (A52a)
& =B+ B:X;+BY;, (A5.2b)
$ =B +B X, *+B5Y, . (AS5.2¢)

Resolvendo o sistema (A5.2) em termos de 8 .3, e 8, , resulta:

S = X; Y, -X, Y, s X Y -X, Y, e X, Y,-X,Y, (A5.3a)
2A° ‘ 2A° / /NG .
85 = Y- Y, £ s £ s Yi_Yj 5 | (A5.3b)
2A° : 2PACH | PPACE |
B Xk_Yj .+ QT P+ Xj—Y' C ey (A5.3c)
2A° : YA R OFAGCHS | Res
onde A° € a drea do elemento dada por:
Il DK, G
Ac = % [ExARY (A5.3d)
| 1NV

Substituindo (AS5.3) em (AS.1) e rearranjando, vem:

b°= a;+bx+cy
2A° A

2A°

P, + [___ai+bi"+°"y] P+ [a‘+b‘=X+°‘y] , (AS.4a)

onde:
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;=X Y, =30, ¥ DN R IO K (AS5.4b)
CHERGIDEED GG = 50 g &N, =Y, & Ci =X =X (A5.4¢)
2, =X,Y, XY, ;b= RO (A5.4d)

A distribuigdo de temperatura ¢ no interior do elemento, em termos das fungdes de

forma, pode ser escrita como:

¢°=N, &+ N, &, +N, &, (A5.52)
ou na forma matricial,
P,
AS5.5b
d)c:[N]{(I)}:[Ni Nj Nk] Q)j ( )
$

k

Comparando (AS5.4a) e (AS5.5a), vé-se imediatamente que as fungGes de forma

N, N, N, sao dadas por:

a_+b x+c
G=M, com a=1i, j, k. (A5.6)
2A°
O cdlculo de N; para o né i produz:
1
N. = — (a,+bx+cy)=
1 2A°( 1 1 y

-f::(Xij—Xij+Yin—YkXi+XkYi*XjYi) ;

Os termos dentro do parénteses correspondem ao valor do determinante em (AS5.3d), ou
seja:

N[ 2 e (AL

SROTINE

O cdlculo de N; para os nés j e k resulta em:
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N. = _l—(ai+bix +ciy)=

7))\ C

1
s Y= XY+ X Y, X+ X, Y =X Y) =0

N el

a.+b.x +c. =
i 2A°(‘ X +Cy)

=15

s Y XY+ X Y X+ X, Y, - X Y0 <0,

o que verifica a fungdo de forma. Analogamente pode-se obter os valores para N; e N, que sdo

também nulos.

AS5.3 - Fungoes de Forma para o Elemento Tetraédrico Linear

A figura AS5.2 mostra um elemento tetraédrico linear cujos vértices 1, j, k e 1, formam os
quatro pontos nodais do elemento. A temperatura ¢ no interior do elemento € fungdo das

coordenadas x, y, z. Nos pontos nodais i, j,k e 1, as temperaturas s3ao respectivamente

&, %, o,

Figura AS5.2 - Elemento Tetraédrico Linear

Considere que a temperatura ¢ , no interior do elemento € descrita por:

¢’°=¢°(X,)’:Z)=3l+BzX+Bgy+B4Z 3 (A5'7)

Da equacao (AS5.7), para os pontos nodais i, j, k e 1, tem-se que:



Onde:
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& =07 +05X,;+B5Y;+B5Z; , (A5.8a)
B =B+ B3 X+ B3 Y;+ By Z; (AS.8b)
B, =07 +B5X  +B5 Yy + B4 Z (A5.8¢)
& =05+B85X ,+B5Y,+B5Z, - (A5.8d)

As equagdes (AS5.8) podem ser escritas como:

{®} = [Col{B}, (A5.9a)
(6] o se ez | (5]
% R B2 (A5.9b)
(@ _ AU B il i e : :
; o, g 1o XY e B,
(bl _1 Xl Yl Zl_ _64-

Premultiplicando (A5.9) pela matriz inversa de [Cy], isto €, [Co ]“l , resulta :

{6 =lCyl o (A5.10)

A equagdo (AS5.7) pode ser escrita na forma matricial como:

A o s
B2 (AS5.11)
¢=B+B,x+B3y+B,4z=[1 x y z] 1 8 =[1 x y z]{B} . :
3
By
Das equagdes (A5.10) e (A5.11) vem que:
¢ =[1xyzl[Cl {2} . (A5.12)

Neste caso, podemos escrever:

Jiblioteca
AL A
Bi1M
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[ &,
I} (A5.13)
. Ql J
Comparando as equagdes (A5.12) e (A5.13), vem:
DA = (e yy A1 Cyll ™ (85-14)

A equacdo (AS5.14) permite determinar a fungdo de forma para o elemento tetraédrico
linear. :
Uma informagdo importante que serd util nos calculos futuros é que o determinante da

matriz [Cj] € igual a seis vezes o volume do tetraedro, isto é:

L% 7, 7

1

G ST
I SR (A5.15)
1% e

AN —

A funcao de forma para o elemento tetraédrico linear pode ser escrita como:

1
6V*©

N =

o

(lay, £y, X £ch vt d Sz A COMN A= N k| (A5.16)

AS5.4 - Funcdes de Forma para o Elemento Quadrilateral Quadratico de Oito Ns

Um procedimento para se obter as fungdes de forma € assumir que cada funcao de forma

€ um produto de duas fungdes.

i Gj . (AS5.17)

onde F; € uma funcao que vale zero em nds especificados, e G; é obtida de tal forma que N; tenha
a mesma poténcia das varidveis de coordenada na equagio de interpolacio.

O método € baseado nas seguintes propriedades:
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1. Cada fungao de forma tem um valor igual a 1 em seu préprio né e igual a zero nos

outros nés;

2. As fungoes de forma para os elementos bidimensionais sao nulas ao longo de cada lado,

ao qual o né nao pertence;

3. Cada funcao de forma € um polindmio com o mesmo grau da equagao de interpolagao.

Figura A5.3 - Elemento quadrilateral quadrético de oito nos e a fungdo de interpolagao e .

As fungbes de forma sdo desenvolvidas neste trabalho usando-se um sistema de
coordenadas locais (¢, 4) .

A equacao de interpolagdo para o elemento quadrdtico quadrilateral de oito nés mostrado

na figura (AS.3) é:
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¢c=a +a, +a,n +a En +aEl van’ +a, ¥y ok’ (A5.13)

onde ¢ € uma grandeza dentro do elemento (e), a; sdo coeficientes e (E,7) s as
coordenadas locais.
O procedimento € ilustrado avaliando-se a fungdo de forma N,. Desde que o né 1 ndo toca
os lados 3-4-5 ou 5-6-7, entdo:
F(§,n)=(1-§)(1A-n)=1-§-n+&n . (AS.19)

A funcdo G (¢,n) deve conter 3 termos porque as condigdes para N; nos nés 1, 2 e 8
ndo foram satisfeitas. A equacao para G, (¢,7) €

G,(&,7)=C,+C,£+Cyn , (A5.20)

aqual é linearem ¢ e 5 , de tal maneira que o produto de F (¢,7) € G,(&,1) contém

a poténcia correta de ¢ € p . As trés condi¢Ges nodais sao:

Il

N, =1quando ¢ =-1, 4 =-l,
N, =0Oquando ¢ = 0, o =-l, (AS.21)

N, =0Oquando ¢ =-1, 4 = 0.

Substituindo (AS5.21) em (AS5.20) e resolvendo o sistema de equagées resultante, os

coeficientes sao:

Cy

C, =G = 1/4, (AS.22)

G, (£,7) 11- L+ & + q) (A5.23)

Il

Substituindo (AS5.19) e (AS.23) em (A5.17), resulta:
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N, =2 (1=§)(L-n)(L+E+n) . (A5.24)

Fazendo o mesmo procedimento para os nds restantes, pode-se obter as fungoes de forma

para os demais pontos nodais. Logo as fung¢oes de forma para o elemento quadrilateral quadrdtico

de oito nds sdo:

N=- -0 A=) Ak en) , N= L)

Ny=-2(LeE)(A-n)(1-g+n) , Ny=2(1-)(1+8) ,

AS5.25
Ny=- 2 (1+E)(1+n)(1=E=m) ,  Ny=2(1=E)(L+n) @)

N == L(-E)(Len)(L+€-m) , Ny=2(1-7)(1-6) .



APENDICE A6

TECNICA DA QUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE
A6.1 - Introdugdo
A quadratura de Gauss-Legendre € uma técnica de integragao numérica associada com as
coordenadas locais ¢ ou (£,n) para se avaliar as matrizes do elemento. Ela se baseia na

localizagdo de pontos de integragao dentro do elemento, bem como em coeficientes de peso. Isto

¢ feito para se atingir uma maior precisdo no célculo de integrais.
A6.2 - A Técnica da Quadratura de Gauss-Legendre
A6.2.1 - Caso Unidimensional

Considere a fun¢ao f(£) da figura (A6.1) e a sua integral:

INT =J_'lf($)d$ , (A6.1)

e

Figura A6.1 - Fungao f(&) .

Escrevendo a integral da equagao (A6.1) como sendo um somatdrio de um produto, vem:
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1 m
INT =I_1f(5)d$=2 W.f(£) , (A6.2)
j=1
onde m € o nimero de pontos de integragao, 2m € o nimero de incdgnitas (W, e &) > W. €0
fator de peso para o ponto j relativo ao centro.

A equagdo (A6.2) pode ser escrita como:
INT =W, f(£,)+W,f(&)+W,E(&)+.... +W_f(£) . (A6.3)

O integrando de equagdo (A6.1) pode ser expandido em uma série de poténcia no intervalo
-l<t<1 . Assim:

f(E)=cy+o &+, 82+, ... +a §" . (A6.4)

Substituindo (A6.4) em (A6.1), vem:

= . : l J A6.5
INT J_laodg+J_lalgdg+....+I_la,s dt . (A6.5)
Integrando, obtém-se:
2 2 o, r+
INT =20+ 30+ zagt.... +—5[1=(=1) 1) (A6.6)
Aplicando-se a equagao (A6.4) em cada ponto de integragao D 5y o fo e £«
vem:
f(§)=ay+a £ vyl +. ...+ bl
f(52)=a0+a1§2+a2$§4.~....+a,E; :
(A6.7)
(£ )=ap+o b +obn+.... va fn .

Substituindo (A6.7) em (A6.3), vem:



111

INT =ty (W, +W, +.... *Wm)“’x(wnf; +W,E, 4. ...+
W £ )+, (W E + W Eb+. . + W L+, ..+ (A6.8)

a (W, L+ W g5+, .. +W_EL) .

Para que a fungdo f(¢) seja integrada exatamente, os termos das equagdes (A6.6) e
(A6.8) devem ser iguais. Logo:
W W T e VWA=

Wikl DWW E e e VR SIR= ()

m->m

2
wlsf+wzs§+....+wms§,=§ :

W1€§+W283+----+Wm5;=ril[l-(-l)“'] : (A6.9)

Nota-se que, no sistema de equagoes (A6.9) aparecem (r+1) equagdes com 2m
incégnitas(W; e E, ). Entdo, a solugdo s6 serd possivel quando o nimero de equagées for igual

ao nimero de incdgnitas, isto €:

r+ 1 =2m ou

v = 2= g (A6.10)

onde:

r € igual ao grau do polindmio,

m € igual ao nimero de pontos de integragdo.
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Serao mostrados a seguir dois exemplos para melhor entendimento da integragao numérica:
Exemplo 1

Determinar os pesos W; e as coordenadas da integra¢do da fungao f(¢) , tal que:

I = J_‘l f(£)d& com f(£) = ag+ o £ + 0, £ + a8 .

Solugao:
Neste casor = 3 e m = (r + 1)/2 = 2, assim da equagdo (A6.9), teremos (r +
1) = 4 equagdes com (2 m = 4) incdgnitas (W; e £, ).
Da equagao (6.9), vem:
W, +W, =2

W, & +W,£,=0

2
3

W, £+ W, 6=
W8+ W,8 = 2[1-(-1)] = 0

Resolvendo o sistema, resulta:

£ = _ L S Q5D c £ 1 _ 0577350

3 V3

Exemplo 2

Considere o polindmio:
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f(§) = ay+é+ &+ e

onde o sd0 constantes.

Calcular a integral:

1
I = J_l f(£)dE .

Solucao:

a) A solugao exata é:

T J_‘l TG = 2a0+%a2

b) Obter a solugdo para m = 1.

I = J'[1 f(£)dE = W f(,) = 2£(0) = 2q, com (W, =1 e £ =0),

neste caso obtemos uma solugdo aproximada.

c¢) Calcular para m = 2.

I - fl. f(£)dE = W, f(£,) + W,f(§,) sendo W, =W, =1,

£ = SPRC TSRO CO MBNN = 1, logo:

V3

I = 1,0(qp - ;P +a,P? -a;P?) + 1,0(ay + ;P + a,P? + o, P?) = 2a0+%a2 A

que € a solugao exata.
d) Resolver para m = 3.

neste caso:
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5

= 2 (2~ P+ aP?- o) + g(ao) +g(ao+a,P+a2P2+a3P3) - 2a0+%a2 :

que € a solugdo exata.

Do exemplo 2 pode-se ver que para um polindomio de grau r = 2m - 1 a integracdo exata
ocorre quando se usa m ou mais pontos de integragao.

Para o exemplo resolvido o grau do polindmio é r = 3, assimcom m>2 se obtém a

integragao exata.
A6.2.2 - Caso Bidimensional

Até agora, foi analisada a integragdo numérica unidimensional. Para o caso bidimensional,

a integral INT fica:

INT =J ; j_llf(f,n)dndf . (A6.11)

Analisa-se as integrais interna e externa, consecutivamente, de uma maneira similar aquela

para o caso unidimensional.

Ent3o, pode-se escrever que:
INT =Y 3 f(§,7)W;W, , (A6.12)
j=1 k=1
onde:

m é igual ao nimero de pontos de integragdo na diregdo ¢ ;

n é igual ao nimero de pontos de integracao na dire¢do 5 .

Abaixo s3ao mostrados alguns valores param, n, ¢ ., 5 ,€ W com as respectivas figuras

mostrando a disposi¢ao dos pontos de integragao dentro de alguns elementos:
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Tabela (A6.1) - Valor de m para a integragdo numérica de Gauss-Legendre para elementos

bidimensionais nas dire¢coes £ e 7 .
Produto [N]T [N] [B]" |£B] [N]”
Diregdo £ £ n
Linear 2 1 1
Quadridtico 2 2 2 '
Cibico 3 2 2

Tabela (A6.2) - Localizagdo e valores dos pesos para a integragao numerica de

Gauss-Legendre

m = 2 £ = + 0,577350 W, = 1,00
e £ = 0,0 W, = 8/9
£ = + 0,774597 W, = 5/9
m=4 £ = + 0,861136 W, = 0,347855
£ = + 0,339981 W, = 0,652145
Zn=1010 W, = 0,568889
il £ = + 0,538469 W, = 0,478629
£ = + 0,906180 W, = 0,236927

-
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Figura A6.2 - Elemento com um ponto de integragdo

Paratme=ng=n%.

tmrmamams

boogat ottt s R

e

et mtm i mt s —————

e mimmamama e




Figura A6.4 - Elemento com nove pontos de integragdo




APENDICE A7

DEMONSTRACAO DE dxdy = | det[J]|d&dn

Seja a figura (A7.1) abaixo:

X
Figura A7.1 - coordenadas xy e &7 .
onde:
oy e (A7.1)
Pc_>de-se escrever que:
dxdy = [gdg - g_:-dn] - [gg x g_ﬂ dédn . (A7.2)

O produto vetorial da equagdo (A7.2) pode ser calculado como sendo:



Assim:
oliTs e 1d

< r 5
dxdy = [a_f X a_n—_l dédn = |det[T]|dEdy ,

onde o mdédulo do determinante do Jacobiano € dado por:
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