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Resumo
O objetivo desta dissertação é estudar ilos limites e entros para famíliaspartiulares do sistema rígido







x′ = −y + xF (x, y),

y′ = x+ yF (x, y),onde F : R
2 → R é uma função analítia om F (0, 0) = 0. Em partiu-lar, estudamos a existênia de ilos limites de pequenas amplitudes quando

F (x, y) = a + bx + cy + dx2 + exy + fy2, F (x, y) = a0 + a1x + · · · + aNx
Ne F (x, y) = a0 + a2x

2 + · · · + aNx
N + b0 + b2y

2 + · · · + bNy
N , onde N = 2n.Além disso, estudamos o retrato de fase global deste sistema onsiderando

F (x, y) = a0 + a1x + a2x
2 e onluímos que este sistema tem no máximo umilo limite.Palavras�have: Sistemas rígidos, problema foo-entro, ilos limites, re-trato de fase global.
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Abstrat
The aim of this dissertation is to study limit yles and enters for partiularfamilies of the rigid system







x′ = −y + xF (x, y),

y′ = x+ yF (x, y),
(1)where F : R

2 → R is a analyti funtion with F (0, 0) = 0. In partiular,we study the existene of small amplitude limit yles when F (x, y) = a +

bx + cy + dx2 + exy + fy2, F (x, y) = a0 + a1x + · · · + aNx
N and F (x, y) =

a0+a2x
2+ · · ·+aNxN +b0+b2y

2+ · · ·+bNyN , where N = 2n. Furthermore, westudy the global phase portrait of this system when F (x, y) = a0 + a1x+ a2x
2,and we onlude that this system has at most one limit yle.Keywords: Rigid systems, enter-fous problem, limit yles, global phaseportrait.
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Capítulo 1
Introdução
A Teoria Qualitativa das Equações Difereniais Ordinárias iniia-se om Poin-aré [20℄ em 1881. Nesta Teoria, as pesquisas sobre ilos limites, que sãoórbitas periódias isoladas, onstituem uma das partes mais difíeis e interes-santes. A noção de ilo limite para ampos vetoriais planares também foiintroduzida por Poinaré.No �m da déada de 1920, van der Pol [25℄, Liénard [16℄ e Andronov [3℄,no estudo de osilações não lineares de fen�menos elétrios, obtiveram ertasequações espeiais de segunda ordem para as quais oorriam os ilos limites,omo havia idealizado Poinaré. Após tal veri�ação, matemátios e físiosestudaram extensivamente a não-existênia, a existênia e a uniidade, entreoutras propriedades de ilos limites.O problema mais famoso sobre ilos limites foi proposto por Hilbert. NoCongresso Internaional de Matemátia de Paris em 1900, Hilbert [12℄ divulgouuma lista om 23 problemas. Dentre eles, o 16◦ Problema, ou pelo menos suasegunda parte, ainda enontra-se sem solução e refere-se à determinação donúmero máximo de ilos limites, denotado porH(n), de um sistema polinomialde grau n do tipo







x′ =
m∑

i+j=0

aij x
iyj,

y′ =
k∑

i+j=0

bij x
iyj,1



2onde n é o máximo entre os graus m e k. Mais espei�amente:�Qual é o número máximo de ilos limites de um ampo vetorial polinomialde grau n e quais são suas posições relativas.�Sabemos que qualquer sistema linear em R
2 não tem ilo limite. Logo,

H(1) = 0. Pouo se sabe ainda sobre H(2). Em 1954, o matemátio russoN.N Bautin [4℄ provou que qualquer sistema quadrátio tem no máximo trêsilos limites de pequenas amplitudes, ou seja, bifurando da origem. Maisespei�amente, Bautin onseguiu exibir expliitamente um número �nito deondições algébrias neessárias e su�ientes para que o ponto de equilíbrioseja um entro. Por algum tempo areditou-se que H(2) = 3, mas, em 1980,Songling [22℄ produziu um exemplo de sistema quadrátio om quatro iloslimites. Portanto, H(2) ≤ 4. Perante todas as evidênias aredita-se que
H(2) = 4.Para o estudo de otas superiores de ilos limites para sistemas planaresé neessário o entendimento do retrato de fase e do omportamento do ampono in�nito. Para ampos de vetores polinomiais, isto é possível através daompatiação de Poinaré. A ideia é analisar o omportamento global desistemas dinâmios planares usando a projeção entral da esfera de Poinarésobre um plano. Este tipo de projeção entral, introduzida por Poinaré, tema vantagem de que as singularidades no in�nito estão espalhadas ao longo doequador da esfera de Poinaré. Pode aonteer que estas singularidades sejamnão elementares, isto é, quando um ou ambos autovalores sejam nulos e oprinípio de redução ao omportamento entral não se aplia. Nestes asos,podemos usar o proesso de desingularização, onheido omo �blow-up�, paramelhor entender estas singularidades.Outro problema interessante é o problema foo-entro. Grosseiramente fa-lando, trata-se de deidir se um equilíbrio de um sistema planar, uja lineari-zação é um entro, é um foo ou um entro.Cálulos relativamente simples mostram que, quando a linearização do sis-tema em um ponto de equilíbrio tem autovalores om partes reais e partes



3imaginárias diferentes de zero, o ponto de equilíbrio é um foo (atrator ourepulsor). Se, no entanto, as partes reais dos autovalores são iguais a zero,então a estabilidade do ponto de equilíbrio depende dos termos não-linearesde uma forma não trivial. Um método geral, devido à Poinaré e Lyapunov,reduz o problema foo-entro ao de resolver um sistema in�nito de equaçõespolinomiais. Ou seja, o problema foo-entro é reduzido ao problema de en-ontrar a variedade do ideal gerado por uma oleção de polin�mios, hamadode quantidades foais (η2k) do sistema. Segue do Teorema da Base de Hil-bert que todo ideal polinomial é gerado por um número �nito de polin�mios.Desta forma, deve existir um k ∈ IN tal que o ideal B = 〈η2, η4, . . .〉 satisfaça
B = Bk = 〈η2, η4, . . . , η2k〉. Assim, o problema foo-entro estará resolvido seenontrarmos um número k tal que B = Bk. Na prátia, enontrar k é muitodifíil.Como o 16◦ Problema original e o problema foo-entro são, de fato, muitoamplos, podemos estudar as hamadas versões restritas destes problemas. Umadestas versões diz respeito aos sistemas rígidos.Considere o sistema







x′ = −y + xF (x, y),

y′ = x+ yF (x, y),
(1.1)onde F : R

2 → R é uma função analítia om F (0, 0) = 0. Este sistemaé hamado rígido ou uniformemente isórono. Esses termos devem-se aofato de que em oordenadas polares (r, θ), o sistema (1.1) é dado por






r′ = rF (rcosθ, rsenθ),

θ′ = 1.Assim, temos as seguintes propriedades: a origem é o únio ponto de equilíbriodo sistema e se a origem é um entro, então ela é um entro isórono, ou seja,todas as órbitas tem o mesmo período. Esta última propriedade é uma razãopela qual os sistemas rígidos têm sido estudados em vários artigos. Ver, porexemplo, [1℄, [2℄, [6℄, [7℄, [10℄ e [11℄.



4Nesta dissertação estudaremos estes problemas para três famílias partiu-lares do sistema (1.1).Para uma visão ompleta desta dissertação, os apítulos subsequentesenontram-se assim organizados:
X CAPÍTULO 2: Apresentaremos as de�nições de valores foais, base foale o método riado por Lyapunov para enontrar os oe�ientes de Lyapunova�m de determinar a estabilidade de um ponto de equilíbrio.
X CAPÍTULO 3: Estudaremos o problema foo-entro para o sistema (1.1)onsiderando funções F (x, y) partiulares, a saber:1. F (x, y) = a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2,2. F (x, y) = F (x) = a0+ a1x+ · · ·+ aNx

N , ou F (x, y) = F (y) = a0+ a1y+

· · ·+ aNy
N , onde N = 2n ou N = 2n+ 1,3. F (x, y) = (a0 + a2x

2 + · · · + aNx
N) + (b0 + b2y

2 + · · · + bNy
N),onde N = 2n, n ≥ 0.Além dos oneitos apresentados no Capítulo 2, a de�nição de sistema dotipo tempo-reversível será uma ferramenta fundamental. Apresentaremos tam-bém ondições para a existênia de ilos limites de pequenas amplitudes.

X CAPÍTULO 4: Iniiaremos este apítulo om uma noção super�ial debifuração de Hopf para ompreender o surgimento de ilos limites. Em se-guida, estudaremos a ompati�ação de Poinaré para fazer uma análise doomportamento das órbitas no in�nito. Com isso, será possível obter o retratode fase global do sistema






x′ = −y + x(a0 + a1x+ a2x
2),

y′ = x+ y(a0 + a1x+ a2x
2),onsiderando todas as variações dos parâmetros a0 e a2. Por �m, mostraremosque este sistema tem no máximo 1(um) ilo limite.



Capítulo 2
Resultados Preliminares
Neste apítulo apresentaremos alguns oneitos preliminares que serão neessá-rios no deorrer desta dissertação. Em partiular, introduziremos o problemafoo-entro em R

2 e as de�nições de valores foais e base foal. Estudaremosum método omputaional e�iente para enontrar as onstantes de Lyapunove deidir a estabilidade de um ponto de equilíbrio. Durante todo trabalho, essesoneitos serão analisados para sistemas rígidos.2.1 O Problema Foo�entro em R
2Considere o sistema 





x′ = P̃ (x, y)

y′ = Q̃(x, y)
(2.1)onde P̃ e Q̃ são funções analítias. Suponha que a origem (0, 0) seja umponto de equilíbrio isolado, isto é, existe uma vizinhança ontendo a origemna qual ela é o únio ponto de equilíbrio. Considere o ampo de vetores

X(x, y) = (P̃ (x, y), Q̃(x, y)) assoiado ao sistema (2.1). Suponha ainda quea matriz Jaobiana J = DX(0, 0) tenha autovalores omplexos onjugados, oque garante que numa vizinhança su�ientemente próxima da origem, as solu-ções de (2.1) irulam a origem.O problema foo-entro é, sob as hipóteses anteriores, distinguir se a origem5



6é um foo (atrator ou repulsor) ou um entro.Se a origem for um ponto singular hiperbólio, ou seja, os autovalores damatriz Jaobiana J(0, 0) = DX(0, 0) forem da forma
λ1,2 = α± iβom α 6= 0, então o teorema de Hartman-Grobman garante que o sistema line-arizado desreve o omportamento do sistema não linear próximo da origem,ou seja, o omportamento numa vizinhança da origem é sempre modelado peloomportamento da parte linear e podemos �ignorar� os termos de ordem supe-rior. Neste aso, veremos mais adiante que a origem é um foo atrator (α < 0)ou um foo repulsor (α > 0). Assim, é de nosso interesse o problema foo-entro quando os autovalores da matriz Jaobiana J(0, 0) = DX(0, 0) são daforma
λ1,2 = ±iβom β 6= 0. Notemos que, neste aso, a origem é um ponto de equilíbrio nãohiperbólio e, portanto, o sistema linearizado não desreve neessariamenteo omportamento do sistema não linear próximo da origem. Veremos omoresolver efetivamente este problema para algumas lasses de sistemas rígidos.Exemplo 2.1.1. Considere o sistema rígido dado por







x′ = −y + xF (x, y),

y′ = x+ yF (x, y),onde F (x, y) é uma função real analítia om F (0, 0) = 0. É fáil ver que aorigem é o únio ponto de equilíbrio deste sistema e é um foo ou um entro.Para esses sistemas o problema foo-entro é equivalente ao problema da isoro-niidade, ou seja, quando toda órbita periódia em uma vizinhança da origemtem o mesmo período. De fato, em oordenadas polares (r, θ) este sistema podeser esrito omo 





r′ = rF (rcosθ, rsenθ),

θ′ = 1,assim, se a origem é um entro, então ela é isórona.



72.2 Estabilidade Loal Segundo LyapunovNesta seção apresentaremos algumas de�nições e o ritério de Lyapunov, osquais referem-se a estabilidade de um ponto de equilíbrio.De�nição 2.2.1. Dados X : U ⊆ R
n → R

n um ampo vetorial, onde U é umaberto de R
2 e p ∈ U uma singularidade do ampo X, temos que:a) p é estável se dado qualquer ε > 0, existe um δ > 0, tal que ‖x− p‖ < δimplia ‖ϕ(t, x)− p‖ < ε, para todo t > 0, onde ϕ(t, x) é a urva integralde X;b) p é instável se não for estável;) p é assintotiamente estável se p é estável e, além disso, existe ε > 0,tal que ‖x− p‖ < ε implia lim

t→∞

ϕ(t, x) = p;d) p é assintotiamente instável se p é instável e, além disso, existe ε > 0,tal que ‖x− p‖ < ε implia lim
t→−∞

ϕ(t, x) = p.Considere um ampo vetorial X e V : U → R uma função de lasse C1.De�nimos a derivada de V na direção do ampo X no ponto p ∈ U por
V̇ (p) = ∇V (p) ·X(p).De�nição 2.2.2. Dados o ampo X e a função V omo aima. Considere

p ∈ V ⊂ U um ponto singular de X, temos quea) V é uma função de Lyapunov para o ampo X se V (x) ≥ 0, ∀x ∈ V,
V (x) = 0 se, e somente se, x = p e V̇ ≤ 0, para todo x ∈ V;b) V é uma função de Lyapunov estrita para o ampo X se V é funçãode Lyapunov e, além disso, V̇ < 0, para todo x ∈ V.Teorema 2.2.1. (Critério de Lyapunov). Seja p uma singularidade isoladado ampo X. Se existir uma função de Lyapunov V de�nida em algum domínio



8
U ⊆ R

2 ontendo p, então p é uma singularidade estável. Se V for uma fun-ção de Lyapunov estrita então p será uma singularidade assintotiamenteestável.Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser enontrada nolivro [23℄.2.3 Valores Foais e Coe�ientes de LyapunovNesta seção apresentaremos um método omputaional e�iente [14℄ para al-ular os oe�ientes de Lyapunov, tais oe�ientes darão informações sobre aestabilidade de uma singularidade.Considere o ampo X = (P̃ , Q̃) assoiado ao sistema (2.1). Suponha quesua linearização na origem apresente um foo ou um entro. Com mudançasadequadas de oordenadas, o sistema (2.1) pode ser esrito omo






x′ = y + λx+ P (x, y),

y′ = −x + λy +Q(x, y),
(2.2)onde P e Q são funções analítias ujos desenvolvimentos de Taylor na ori-gem omeçam om, pelo menos, termos quadrátios. Considere a função deLyapunov

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2).Assim,

V̇ = ∇V ·X = (x, y)(y + λx+ P,−x+ λy +Q)

= λx2 + xP + λy2 + yQ

= λ(x2 + y2) + xP + yQ.Desta forma o sinal de V̇ em uma vizinhança da origem é determinado pelosinal de λ. Se λ 6= 0 dizemos que a origem é um foo forte. Pelo Teorema 2.2.1,se λ < 0 a origem é assintotiamente estável e se λ > 0 a origem é instável.Quando λ = 0 dizemos que a origem é um foo frao ou um entro.Daqui para frente, queremos estudar a estabilidade do equilíbrio (0, 0) quando
λ = 0. Desta forma, o sistema (2.2) é dado por



9






x′ = y + P (x, y),

y′ = −x+Q(x, y),
(2.3)om

P (x, y) =

m∑

k=2

Pk(x, y) +O
(
‖(x, y)‖m+1

)
,

Q(x, y) =
m∑

k=2

Qk(x, y) +O
(
‖(x, y)‖m+1

)
,onde

Pk(x, y) =

k∑

j=0

pk−j,jx
k−jyj,

Qk(x, y) =

k∑

j=0

qk−j,jx
k−jyj.A notação O denota a expansão em série de Taylor, em torno da origem,iniiando-se nos termos de ordem (m+ 1) no mínimo.Considere a função dada por

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) +

m+1∑

k=3

Vk(x, y) +O
(
‖(x, y)‖m+2

)
, (2.4)om

Vk(x, y) =

k∑

j=0

Vk−j,jx
k−jyj (2.5)polin�mios homogêneos de grau k nas variáveis x e y. Tomando a expansão emsérie de Taylor até os termos de ordem 3, o sistema (2.3) assume a forma







x′ = y + P2(x, y) + P3(x, y) +O (‖(x, y)‖4) ,
y′ = −x +Q2(x, y) +Q3(x, y) +O (‖(x, y)‖4) ,

(2.6)om
P2(x, y) = p20x

2 + p11xy + p02y
2,

P3(x, y) = p30x
3 + p21x

2y + p12xy
2 + p03y

3,

Q2(x, y) = q20x
2 + q11xy + q02y

2,

Q3(x, y) = q30x
3 + q21x

2y + q12xy
2 + q03y

3.A função (2.4) om m = 3 é dada por
V (x, y) =

1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y) +O

(
‖(x, y)‖5

)
, (2.7)



10om
V3(x, y) = V30x

3 + V21x
2y + V12xy

2 + V03y
3,

V4(x, y) = V40x
4 + V31x

3y + V22x
2y2 + V13xy

3 + V04y
4.Difereniando (2.7) ao longo das órbitas de (2.6) segue que

V̇ (x, y) =

(

R3(x, y) +

(

y
∂V3
∂x

(x, y)− x
∂V3
∂y

(x, y)

))

+

(

R4(x, y)+

(

y
∂V4
∂x

(x, y)− x
∂V4
∂y

(x, y)

))

+O
(
‖(x, y)‖5

)
, (2.8)om

R3(x, y) = xP2(x, y) + yQ2(x, y),

R4(x, y) = xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3
∂x

(x, y) +Q2(x, y)
∂V3
∂y

(x, y).Considere os seguintes espaços vetoriais
Pn =

{

p(x, y) =
n∑

j=0

an−j,jx
n−jyj : grau(p(x, y)) = n, an−j,j ∈ R

}

⋃

{polin�mio nulo}
R

n+1 =

{

u : u =
n∑

j=0

un−j,jej+1, un−j,j ∈ R

}

.Os onjuntos Bn
P = {xn, xn−1y, · · · , xyn−1, yn} e Bn+1

R
= {e1, e2, · · · , en, en+1}são bases para Pn e Rn+1, respetivamente. A base Bn+1

R
é a an�nia em R

n+1.A transformação linear de Pn em R
n+1 tem a seguinte onstrução

Sn : Pn → R
n+1

p(x, y) =

n∑

j=0

an−j,jx
n−jyj 7→ u =

n∑

j=0

an−j,jej+1.Considere agora a seguinte transformação linear
Tn : Pn → Pn

p(x, y) 7→ Tn(p(x, y)) = y
∂p

∂x
(x, y)− x

∂p

∂y
(x, y).



11Tomando as bases B3
P e B4

P para P3 e P4, respetivamente, as matrizes A3e A4, om relação a essas bases, são respetivamente
A3 =











0 −1 0 0

3 0 −2 0

0 2 0 −3

0 0 1 0











e A4 =














0 −1 0 0 0

4 0 −2 0 0

0 3 0 −3 0

0 0 2 0 −4

0 0 0 1 0














.

Proposição 2.3.1. A transformação linear T3 é um isomor�smo. O núleo datransformação T4 tem dimensão 1 e a imagem dimensão 4. Uma base para onúleo é {(x2 + y2)2}.Demonstração: O núleo da transformação linear T3 é trivial, visto que
Det(A3) = 9. Logo, T3 é injetora. Para provar que T3 é sobrejetora, bastaobservar que a dim(Im(T3)) = 4 e que {T3(x3), T3(x2y), T3(xy2), T3(y3)} é umabase para a imagem T3 e para P3. Como T3 é bijetora, admite uma transfor-mação inversa a qual também é linear e bijetora. A matriz A4 é equivalentepor linhas a matriz esalonada reduzida por linhas














1 0 0 0 −1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 −2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0














.

Assim, o posto(A4) = 4 e, onsequentemente, o núleo de T4 tem dimensão 1 e aimagem dimensão 4. De um álulo simples A4S4(p(x, y)) = 0, p(x, y) ∈ P4,segue que S−1
4 (1, 0, 2, 0, 1) = (x2 + y2)2.Resulta da Proposição 2.3.1 que V3(x, y) pode ser esolhido de maneiraúnia de forma a anelar os termos de grau 3 de (2.3). Tal esolha é feitaresolvendo-se o sistema linear

A3S3(V3(x, y)) = −S3(xP2(x, y) + yQ2(x, y)),



12onde
S3(V3(x, y)) = (V30, V21, V12, V03),

S3(xP2(x, y) + yQ2(x, y)) = (p20, p11 + q20, p02 + q11, q02).Segue que
(V30, V21, V12, V03) =

(

−1

3
(p11 + q20 + 2q02), p20,−q02,

1

3
(p02 + 2p20 + q11)

)

.A mesma metodologia não pode ser apliada para a esolha dos oe�ientesde V4(x, y), pois T4 não é isomor�smo. Contudo, V4(x, y) pode ser esolhido deforma que V̇ (x, y) tenha um sinal bem de�nido. Isto pode ser feito impondoque os termos de ordem 4 de (2.3) pertençam ao núleo de T4. Assim, osoe�ientes de V4(x, y) podem ser obtidos através de
A4

(

S4

(

xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3
∂x

(x, y) +Q2(x, y)
∂V3
∂y

(x, y)

)

+

+ A4S4(V4(x, y))

)

= 0,onde
S4(V4(x, y)) = (V40, V31, V22, V13, V04),

S4

(

xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3
∂x

(x, y) + Q2
∂V3
∂y

(x, y)

)

=

= (s40, s31, s22, s13, s04),om
s40 = p11p20 + p30 + 2p20q02,

s31 = p211 − 2p220 + p21 − p20q11 + 2q20q02 + p11(q20 + 2q02) + q30,

s22 = p12 − 2p20p11 + p02(p11 + 2q02) + 2q11q02 − 2p20q20 − q11q20 + q21,

s13 = p03 + p11q02 + 2q202 − 2p20q11 − q211 − p02(2p20 + q11) + q12,

s04 = −2p20q02 − q11q02 + q03.



13Logo,
V40 =

1

4

(
2 q02q20 − q12 − 3 p20q11 − q30 − 2 p20

2 + p11
2 + 3 q02p11 + p11q20−

p21 + 2 q02
2 − q11p02 − q11

2 − p03 − 2 p20p02
)
+ 1,

V31 =
1

8

(
5 p30 − 7 p20p11 − 16 q02p20 − 3 q03 − q21 − q02q11 − 2 p20q20 − q20q11+

p02p11 + 2 q02p02 − p12
)
,

V22 =
1

2

(
2q02

2 − q11p02 − 2p20q11 − q11
2 + q02p11 − q12 − p03 − 2p20p02

)
+ 2,

V13 =
1

8

(
3 p30 − p20p11 − 16 q02p20 − 5 q03 + q21 − 7 q02q11 + 2 p20q20 − p02p11+

q20q11 − 2 q02p02 + p12
)
,

V04 =1.Com estas esolhas feitas para V3(x, y) e V4(x, y), segue que
V̇ (x, y) = η4(x

2 + y2)2 +O
(
‖(x, y)‖5

)
, (2.9)om

η4 =
1

8

(
3 q03− p20p11+3 p30+ q21+ q02q11+2 p20q20+ q20q11− p02p11−2 q02p02+ p12

)
. (2.10)A equação (2.9) determina a estabilidade da origem. De fato, a função

V =
1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y) (2.11)é uma função de Lyapunov em alguma vizinhança da origem. Assim, do Te-orema 2.2.1, obtemos que se η4 < 0, então a singularidade é assintotiamenteestável. Se η4 > 0, então a singularidade é instável. Quando η4 = 0 ainda nãopodemos determinar a estabilidade da origem.Na verdade, o proesso riado por Lyapunov para estudar a estabilidadeda origem do sistema (2.3), é um proesso puramente algébrio. A ideia desseproesso é onstruir reursivamente funções de Lyapunov para o sistema (2.3).A seguir, a�rmamos que a Proposição 2.3.1 é verdadeira para o aso geral.Proposição 2.3.2. Quando n é ímpar, Tn é um isomor�smo. Quando n é par,

Tn possui núleo de dimensão um gerado por (x2 + y2)
n

2 .



14Demonstração: A demonstração desta proposição pode ser enontrada em[5℄. Desta forma, se η4 = 0 na equação (2.9), podemos proeder de forma aná-loga ao que já �zemos para obter η4 e produzir uma nova série V , garantidapela Proposição 2.3.2 tal quė
V = η6(x

2 + y2)3 + · · ·e assim por diante. Em resumo, V pode ser esolhida de tal forma que
V̇ = η4(x

2 + y2)2 + η6(x
2 + y2)3 + · · ·+ η2k(x

2 + y2)k + · · ·Observação 2.3.1. Este resultado sobre estabilidade não exige que o ampovetorial X seja analítio. Além disso, os álulos formais om a série V sãojusti�ados porque a função de Lyapunov (2.11), que é um requisito para aapliação do Teorema 2.2.1, aaba por ser um polin�mio.Apresentamos agora um teorema bastante útil sobre a estabilidade.Teorema 2.3.1. Se η2k = 0, k = 2, . . . , N, mas η2N+2 6= 0, então a estabilidadeda singularidade na origem é determinada:
• Se η2N+2 < 0, então a singularidade é assintotiamente estável.
• Se η2N+2 > 0, a singularidade é instável.Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser enontrada em[21℄, página 94.As onstantes η2k são hamadas de valores foais. Do método expostoaima juntamente om o Teorema 2.3.1 temos que, se após um número �nitode etapas determinarmos um valor foal não nulo, então poderemos produ-zir uma função de Lyapunov polinomial e assim a usarmos para determinar aestabilidade do ponto singular. Contudo, ainda não esgotamos todas as possi-bilidades: o que aontee se todos os valores foais forem nulos? Esta perguntaé eslareida no teorema abaixo.



15Teorema 2.3.2. (Centro de Lyapunov). Se o ampo vetorial X é analítioe η2k = 0 para n = 2, . . . ,∞ então a origem é um entro. Além disso, asérie que de�ne V é onvergente numa vizinhança da origem e representa umafunção ujos onjuntos de nível ontém as órbitas do sistema orrespondenteao ampo X.Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser enontrada em[21℄, página 94.Como η2k é relevante somente quando η2l = 0 para todo l < k, tomamos
η2 = η4 = · · · = η2k−2 = 0nas expressões de η2k. As quantidades obtidas dessa maneira são hamadasde oe�ientes de Lyapunov, e serão denotadas por Lk = η2k+2, para k =

0, 1, 2, . . . ,∞.Se trabalharmos om P e Q polin�mios, segue do Teorema da Base deHilbert que existe uma onstante m tal que Lk = 0 para todo k se, e somentese, Lk = 0 se k ≤ m. A base
B = {L0, L1, L2, . . . , Lm}é hamada de base foal.Desta forma é neessário alular somente um número �nito de oe�i-entes de Lyapunov. Contudo, dado um sistema qualquer, não sabemos apriori quantos oe�ientes temos que alular para termos a base foal B,om exeção de alguns asos espeí�os. Em geral, os álulos dos oe�i-entes de Lyapunov são muito longos e ompliados, exeto em alguns asosmais simples, assim vários métodos omputaionais tem sido desenvolvidos.Como exemplo, apliaremos este proesso para o sistema úbio rígido que seráestudado no Capítulo 3.Exemplo 2.3.1. Considere o sistema







x′ = −y + x(a + bx+ cy + dx2 + exy + fy2),

y′ = x+ y(a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2),
(2.12)



16onde a, b, c, d, e, f ∈ R e d2 + e2 + f 2 6= 0.Suponha a = 0, aso ontrário a origem é trivialmente um foo. Seguindoo proesso desrito aima, a função de Lyapunov é dada por
V (x, y) =

1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y),om

V3(x, y) = cx3 − bx2y + cxy2 − by3 e
V4(x, y) = Ax4 +Bx3y + Ax2y2 +Bxy3,onde A = 1

2
(3c2+e−3b2) e B = 1

2
(f−d)−3bc. Com essas esolhas onvenientespara V3(x, y) e V4(x, y) segue que

V̇ = ∇V ·X = η4(x
2 + y2)2 + · · · ,om

L1 = η4 = d+ f.Através de álulos realizados no programa omputaional MAPLE, obtemostambém o segundo oe�iente de Lyapunov. Neste aso, omitiremos os valo-res de Vk(x, y) devido à sua extensão. Mas, tomando esses valores espeí�osobtemos que
V̇ = ∇V ·X = η4(x

2 + y2)2 + η6(x
2 + y2)3 + · · · ,onde

• L1 = η4 = d+ f ,
• L2 = η6 = (c2 − b2)d− bce.No apítulo 3 mostraremos que o anulamento do primeiro e segundo oe�i-entes de Lyapunov, L1 e L2, juntamente om a = 0 é uma ondição neessáriae su�iente para que a origem do sistema (2.12) seja um entro.



Capítulo 3
Centros e Cilos Limites dePequenas Amplitudes
Neste apítulo estudaremos o problema foo-entro para algumas famílias par-tiulares do sistema rígido:







x′ = −y + xF (x, y),

y′ = x+ yF (x, y).
(3.1)O sistema (3.1) tem sido estudado por vários autores e, na maioria dessesestudos, a função F é um polin�mio homogêneo de grau �xo ou uma soma defunções polinomiais homogêneas. Ver, por exemplo, [1℄, [6℄, [10℄ e [11℄.Nas seções seguintes estudaremos om detalhes os três asos menionadosna introdução, a saber:1. F (x, y) = a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2;2. F (x, y) = F (x) = a0 + a1x+ · · ·+ aNx

N ou F (x, y) = F (y) = a0 + a1y +

· · ·+ aNy
N , onde N ≥ 1;3. F (x, y) = (a0 + a2x

2 + · · · + aNx
N) + (b0 + b2y

2 + · · · + bNy
N),onde N = 2n, n ≥ 0.No primeiro aso, exibiremos ondições neessárias e su�ientes para que osistema (3.1) tenha um entro na origem. Este resultado foi provado por Collins17



18em [6℄ e posteriormente por Alwash em [2℄ onsiderando soluções periódias deuma equação esalar não�aut�noma. Na seção 3.1, provaremos este resultadousando o oneito de sistemas do tipo tempo-reversível. Nas seções 3.2 e 3.3estudaremos o segundo e tereiro asos, respetivamente. Também daremosondições neessárias e su�ientes para que o sistema (3.1) tenha um entro naorigem. Este estudo é baseado no artigo [7℄.Reentemente, Llibre e Rabanal em [18℄, estenderam os resultados do artigo[7℄ estudando o problema foo-entro para sistemas rígidos da forma






x′ = −y + xf(x)g(y),

y′ = x+ yf(x)g(y),onde f(x) = a0 + a1x + · · · + aNx
N e g(y) = b0 + b1y + · · · + bMy

M , om
N ∈ {2n, 2n+ 1} ⊂ IN ∪ {0} e M ∈ {2m, 2m+ 1} ⊂ IN ∪ {0}.3.1 F (x, y) = a + bx + cy + dx2 + exy + fy2Nesta seção onsideraremos o sistema rígido







x′ = −y + x(a + bx+ cy + dx2 + exy + fy2),

y′ = x+ y(a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2),
(3.2)onde a, b, c, d, e, f ∈ R e d2 + e2 + f 2 6= 0.Nosso objetivo é exibir ondições neessárias e su�ientes para que a origemdo sistema (3.2) seja um entro. Uma ferramenta fundamental será a de�niçãode sistemas do tipo tempo-reversível.De�nição 3.1.1. O sistema







x′ = −y + P (x, y),

y′ = x+Q(x, y),
(3.3)onde P e Q são funções analítias ujos desenvolvimentos de Taylor na origemomeçam om, pelo menos, termos quadrátios é do tipo tempo-reversível seexiste uma apliação R : R2 → R

2 tal que
d

dt
(R(z)) = −f(R(z)),



19onde z = (x, y) ∈ R
2 e f(z) = dz/dt.Teorema 3.1.1. Todo sistema da forma (3.3) do tipo tempo-reversível tem umentro na origem.Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser enontrada em[21℄.Exemplo 3.1.1. Considere o sistema







ẋ = −y + xy,

ẏ = x− y2.Tomando R(x, y) = (x,−y) é fáil ver que d
dt
(R(z)) = −f(R(z)). Portanto,este sistema é do tipo tempo-reversível e pelo Teorema 3.1.1 tem um entro naorigem.Apresentaremos a seguir propriedades gerais do sistema (3.2). Notemos quepara a 6= 0 a origem é um foo atrator (a < 0) ou um foo repulsor (a > 0).Proposição 3.1.1. Considere o ampo vetorial X assoiado ao sistema (3.2)om a = 0. Então, os dois primeiros oe�ientes de Lyapunov são dados por:

L1 = d+ f e L2 = (c2 − b2)d− bce.Demonstração: Os álulos desses oe�ientes foram apresentados no Exem-plo 2.3.1.Teorema 3.1.2. A origem é um entro para o sistema (3.2) se, e somente se,
a = 0 e L1 = L2 = 0.Demonstração: (⇒) Trivial.
(⇐) Suponha que a = 0 e que os dois primeiros oe�ientes de Lyapunov sãonulos. É fáil ver que L1 = 0 resulta em f = −d. Para L2 = (c2−b2)d−bce = 0obtemos quatro possibilidades para os parâmetros presentes no sistema. Sãoelas:a) e = −d(−c2+b2)

cb
e cb 6= 0;



20b) d = b = 0 e c 6= 0;) d = c = 0 e b 6= 0;d) b = c = 0 e d 6= 0.Considerando sempre a = 0 e f = −d, a�rmamos que para todos os asosaima o sistema (3.2) é do tipo tempo-reversível e segue do Teorema 3.1.1 quea origem é um entro.A prova desta a�rmação será feita om detalhes no lema a seguir.Lema 3.1.1. O sistema (3.2) para qualquer uma das possibilidades aima é dotipo tempo-reversível.Demonstração:b) O sistema (3.2), om os devidos parâmetros, é dado por






x′ = −y + x(cy + exy),

y′ = x+ y(cy + exy),
(3.4)om c 6= 0. Tomando R(x, y) = (x,−y) segue que

d

dt
(R(x, y)) =

(
dx

dt
,−dy

dt

)

= (−y + x(cy + exy),−x− y(cy + exy)).Por outro lado,
−f(R(x, y)) = (−y + x(cy + exy),−x− y(cy + exy)).Desta forma, d

dt
(R(x, y)) = −f(R(x, y)). Pela De�nição 3.1.1 temos que osistema (3.4) é do tipo tempo-reversível.) Neste aso, o novo sistema é da forma







x′ = −y + x(bx + exy),

y′ = x+ y(bx+ exy),
(3.5)om b 6= 0. Tomando R(x, y) = (−x, y) obtemos

d

dt
(R(x, y)) = (y − x(bx+ exy), x+ y(bx+ exy)) = −f(R(x, y))



21e onluímos que o sistema (3.5) é do tipo tempo-reversível.d) Para o sistema






x′ = −y + x(dx2 + exy − dy2),

y′ = x+ y(dx2 + exy − dy2),
(3.6)om d 6= 0, tomando R(x, y) = (−x,−y) e repetindo o proesso anterior tam-bém onluímos que o sistema (3.6) é do tipo tempo-reversível.a) Finalmente, tomando e = −d(−c2+b2)

cb
om cb 6= 0 e substituindo no sistemaoriginal obtemos







x′ = y + x(bx+ cy + dx2 − d(−c2+b2)xy
cb

− dy2),

y′ = x+ y(bx+ cy + dx2 − d(−c2+b2)xy
cb

− dy2).
(3.7)Esolhendo

R(x, y) =

(

− (−c2 + b2)x

b2 + c2
− 2bcy

(b2 + c2)
,− 2bcx

b2 + c2
+

(−c2 + b2)y

(b2 + c2)

)

,após alguns álulos segue que
d

dt
R(x, y) = −(a(x, y), b(x, y)) = −f(R(x, y)),onde

a(x, y) =
2bcx

b2 + c2
−
(
−c2 + b2

)
y

b2 + c2
+

b
(
−c2 + b2

)
x2

b2 + c2
+

c
(
3b2 − c2

)
xy

b2 + c2
+

2bc2y2

b2 + c2
+

d
(
−c2 + b2

)
x3

b2 + c2
− d

(
−4b2c2 + b4 + c4

)
x2y

bc (b2 + c2)
− 3d

(
−c2 + b2

)
xy2

b2 + c2
− 2bcy3d

b2 + c2e
b(x, y) =−

(
−c2 + b2

)
x

b2 + c2
− 2bcy

b2 + c2
+

2b2cx2

b2 + c2
− b

(
−3 c2 + b2

)
xy

b2 + c2
− c

(
−c2 + b2

)
y2

b2 + c2

+
2bcdx3

b2 + c2
− 3d

(
−c2 + b2

)
x2y

b2 + c2
+

d
(
−4 b2c2 + b4 + c4

)
xy2

bc (b2 + c2)
+

d
(
−c2 + b2

)
y3

b2 + c2
.Portanto, o sistema (3.7) também é do tipo tempo-reversível.



223.2 F (x, y) = F (x) = a0 + a1x + · · · + aNx
NNesta seção onsideraremos o sistema







x′ = −y + xF (x, y),

y′ = x+ yF (x, y),
(3.8)onde F é uma função polinomial de uma variável de uma das seguintes formas

F (x, y) = F (x) = a0 + a1x+ · · ·+ aNx
Nou

F (x, y) = F (y) = a0 + a1y + · · ·+ aNy
N ,onde N ≥ 1. A�m de estudar o omportamento das trajetórias próximo daorigem, iremos onsiderar a função de Lyapunov V representada formalmentepela série

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) +

∞∑

k=3

Vk, (3.9)onde Vk é um polin�mio homogêneo nas variáveis x e y de grau k.A derivada de V (x, y) ao longo das órbitas do sistema (3.8) é dada por
V̇ = (x+ V3,x + V4,x + · · ·+ Vk,x + · · · )(−y + xF )+

+(y + V3,y + V4,y + · · ·+ Vk,y + · · · )(x+ yF ),
(3.10)onde os índies x e y representam as derivadas pariais om respeito a x e

y, respetivamente. Vimos no Capítulo 2 que om esolhas onvenientes de
Vk(x, y) a expressão de V̇ pode ser reesrita omo
V̇ = η2(x

2 + y2) + η4(x
2 + y2)2 + η6(x

2 + y2)3 + · · ·+ η2k(x
2 + y2)k + · · · ,onde os oe�ientes η2k são os valores foais e são funções polinomiais.No que segue, iremos determinar a base foal para o sistema (3.8) e usaremoso proedimento apresentado no Capítulo 2 para enontrar V3, V4 e o primeirooe�iente de Lyapunov.A seguir, enuniamos o prinipal teorema desta seção.



23Teorema 3.2.1. Considere o sistema






x′ = −y + x(a0 + a1x+ · · ·+ aNx
N),

y′ = x+ y(a0 + a1x+ · · ·+ aNx
N ),

(3.11)onde N = 2n ou N = 2n+ 1. Então o onjunto
B = {a0, a2, . . . , a2n}é uma base foal.Usando a mudança de oordenadas X = −y e Y = x obtemos, do Teorema

3.2.1, o teorema seguinte.Teorema 3.2.2. Considere o sistema






x′ = −y + x(a0 + a1y + · · ·+ aNy
N),

y′ = x+ y(a0 + a1y + · · ·+ aNy
N),

(3.12)onde N = 2n ou N = 2n+ 1. Então o onjunto
B = {a0, a2, . . . , a2n}é uma base foal.A prova dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 é análoga e onsiste em alular osoe�ientes de Lyapunov em (0, 0) para os sistemas (3.11) e (3.12). O oe�iente

a0 é tomado omo nulo, aso ontrário a origem é trivialmente um foo. Masantes, neessitaremos de alguns resultados.De�nição 3.2.1. Para ada k em (3.9), denotemos por Vi,j o oe�iente de
xiyj em Vk, para k = i+j. Além disso, dizemos que Vi,j é par ou ímpar quando
i é par ou ímpar.Substituindo os valores das derivadas pariais om relação a x e y e efetu-ando álulos em (3.10), obtemos

V̇ =(a1 + V2,1) x
3 + (2 V1,2 − 3 V3,0)x

2y + (a1 − 2 V2,1 + 3 V0,3) xy
2−

V1,2y
3 + (3 V3,0a1 + V3,1 + a2) x

4 + (2 V2,2 + 3 V2,1a1 − 4 V4,0)x
3y+

(3 V1,3 + a2 + 3 V1,2a1 − 3 V3,1)x
2y2 + (3 V0,3a1 − 2 V2,2 + 4 V0,4)xy

3−

V1,3y
4 +O(‖(x, y)‖)5. (3.13)



24Lema 3.2.1. Considere o sistema (3.11) om a0 = 0. Então:a) O primeiro oe�iente de Lyapunov em (0, 0) é dado por L1 = a2.b) Se a2 = 0 então V3,0 = V1,2 = V1,3 = V3,1 = 0.Demonstração: Considere o sistema (3.11) e V omo em (3.9). Da Pro-posição 2.3.1, sabemos que a transformação linear T3 é um isomor�smo, entãopodemos esolher os oe�ientes de V3 (ou seja, V3,0, V2,1, V1,2, V0,3) de modo que
V̇ determinado em (3.13) não tenha termos úbios. Para isso, basta resolveros dois sistemas de equações:







V2,1 + a1 = 0,

2V2,1 − 3V0,3 = a1,







2V1,2 − 3V3,0 = 0,

V1,2 = 0.Neste aso, podemos esolher V3,0 = V1,2 = 0 e V2,1 = −a1, V0,3 = −a1, o queresulta em
V3(x, y) = −a1x2y − a1y

3.Ainda pela Proposição 2.3.1 não podemos eliminar os termos quártios de V̇ ,mas podemos esolher V4,0, . . . , V0,4 e L1 de modo que
V̇ = η4(x

2 + y2)2 +O(‖(x, y)‖)5.Para isso, devemos resolver as ino equações seguintes, desaopladas em doisgrupos






−η4 + V3,1 = −a2,
−2η4 + 3V1,3 − 3V3,1 = −a2,
−η4 − V1,3 = 0,







−4 V4,0 + 2 V2,2 = 3 a1
2,

−2 V2,2 + 4 V0,4 = 3 a1
2.Para o primeiro grupo de equações esolhemos:

V1,3 = V3,1 = −1

2
a2 e η4 =

1

2
a2.e para o segundo grupo de equações:

V2,2 = 0, V0,4 =
3

4
a1

2 e V4,0 = −3

4
a1

2,



25Portanto, L1 = a2 e V3,0 = V1,2 = V1,3 = V3,1 = 0 quando a2 = 0.Faremos agora o álulo dos oe�ientes de Lyapunov para o sistema (3.11).Teorema 3.2.3. Considere o sistema






x′ = −y + x
(
a1x+ a2x

2 + · · ·+ aNx
N
)
,

y′ = x+ y
(
a1x+ a2x

2 + · · ·+ aNx
N
)
,onde N = 2n or N = 2n+ 1. Então, para k = 1, 2, . . . , n,

Lk = a2k.Demonstração: A prova será dada por indução na seguinte a�rmação Pk:
• Lj = a2j para j = 1, . . . , k;
• Se a2j = 0 para j = 1, . . . , k, então os oe�ientes ímpares de Vj para
j ≤ 2k + 2 são nulos.Pelo Lema 3.2.1, P1 é verdadeiro. Agora suponhamos Pk verdadeiro. Os oe-�ientes ímpares de V2k+3 são determinados em termos dos oe�ientes de Vjom j ≤ 2k + 2 pelas seguintes equações

V1,2k+2 = 0,

−3V3,2k + (2k + 2)V1,2k+2 =
2∑

j=1

−(j + 2k)Vj−1,2k+1 a3−j ,

−5V5,2k−2 + (2k)V3,2k =
4∑

j=1

−(j + 2(k − 1))Vj−1,2k−1 a5−j ,...
−(2k + 1)V2k+1,2 + (4)V2k−1,4 =

2k∑

j=1

−(j + 2)Vj−1,3 a2k+1−j ,

−(2k + 3)V2k+3,0 + (2)V2k+1,2 =

2k+2∑

j=1

−(j)Vj−1,1 a2k+3−j.Se a2 = a4 = · · · = a2k = 0 e os oe�ientes ímpares de todos Vj om j ≤ 2k+2



26são nulos, então o lado direito destas equações é zero. Consequentemente, osoe�ientes ímpares de V2k+3 são todos nulos.Em seguida, Lk+1 e os oe�ientes ímpares de V2k+4 são determinados pelasequações
−η2k+4 − V1,2k+3 = 0,

−
(
k + 2

k + 1

)

η2k+4 − 3V3,2k+1 + (2k + 3)V1,2k+3 =

2∑

j=1

−(j + 2k + 1)Vj−1,2k+2 a3−j ,

−
(
k + 2

k

)

η2k+4 − 5V5,2k−1 + (2k + 1)V3,2k+1 =
4∑

j=1

−(j + 2k − 1)Vj−1,2k a5−j,...
−
(
k + 2

1

)

η2k+4 − (2k + 3)V2k+3,1 + 3V2k+1,3 =

2k+2∑

j=1

−(j + 1)Vj−1,2 a2k+3−j ,

−η2k+4 + V2k+3,1 =
2k+4∑

j=1

−(j − 1)Vj−1,0 a2k+5−j .Pela hipótese de indução, o lado direito da última destas equações é −a2k+2,enquanto que o de todas as outras é nulo. Assim, segue da última igualdadeque
V2k+3,1 = η2k+4 − a2k+2.Substituindo este valor na penúltima equação obtemos

V2k+1,3 =

(
k + 2

1

)

η2k+4 + (2k + 3)(η2k+4 − a2k+2).Repetindo esse proesso até a primeira equação hegaremos que η2k+4 é ummúltiplo positivo de a2k+2 e ada oe�iente ímpar é um múltiplo negativo de
a2k+2. Deduzimos que se Pk é verdadeiro, então

Lk+1 = η2k+4 = a2k+2.Observação 3.2.1. Os oe�ientes pares de V2k+4 não foram utilizados nademonstração aima, isso porque estamos interessados na expressão Lk que sóé introduzida nas equações om oe�ientes ímpares.



27Prova do Teorema 3.2.1: Basta veri�ar que o sistema (3.11) om a0 =

a2 = · · · = a2n = 0 é um sistema do tipo tempo-reversível. Para isto, tomamos
R : R2 → R

2 da forma R(x, y) = (−x, y). Portanto a origem é um entro e oonjunto B = {a0, a2, . . . , a2n} é uma base foal.Dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 resultam algumas onsequênias importantesrelaionadas ao problema foo-entro e à existênia de ilos limites de pequenasamplitudes.Corolário 3.2.1. Considere o sistema (3.11) ou (3.12). Se existe k ∈
{1, 2, . . . , n} tal que

a0 = a2 = · · · = a2k−2 = 0, a2k 6= 0,então a origem é um foo frao atrator ou repulsor de aordo om o sinal de
a2k.Demonstração: Segue diretamente dos Teoremas 2.3.1 e 3.2.3.Corolário 3.2.2. Considere o sistema (3.11) ou sistema (3.12). A origem éum entro se, e somente se,

a0 = a2 = · · · = a2n = 0.Corolário 3.2.3. Considere o sistema (3.11) ou sistema (3.12). Então:a) Existem no máximo n ilos limites de pequena amplitude numa vizi-nhança adequada da origem.b) Se a0, a2, . . . , a2n são esolhidos tal que
a2k−2 a2k < 0,para k = 1, . . . , n, e

|a0| ≪ |a2| ≪ . . .≪ |a2n|,então existem exatamente n ilos limites de pequena amplitude.



28Demonstração:a) Sabemos que as soluções dos sistemas (3.11) e (3.12) irulam a origemem uma vizinhança su�ientemente próxima da origem. Considere a órbitapassando por (x, 0). O próximo enontro desta órbita om o eixo x-positivo édado por (h(x), 0), sendo que h(x) está de�nida para todo x su�ientementepequeno e é suave. A função
d(x) := h(x)− xestá bem de�nida para x su�ientemente pequeno e é onheida na literaturaomo função separação. No livro [5℄, página 518, temos o seguinte resultadorelaionando as derivadas da função separação om os valores foais η2k:

d(2k+1)(0) = (2k − 1)!2πη2k.Desta forma, se V̇ = η2(n+1)(x
2 + y2)n+1 + O(‖x, y‖2n+3), então

d(0) = d(1)(0) = · · · = d(2n)(0) = 0. Assim, pequenas perturbações nos o-e�ientes de f do sistema (3.11) produzem no máximo (2n+1) zeros da função
d. Como a origem ontinua sendo uma singularidade e um ilo limite orres-ponde a um par de zeros de d (um positivo, um negativo), então são geradosno máximo n ilos limites.b) Suponha iniialmente que

a0 = a2 = · · · = a2n = 0.Assim do Corolário 3.2.2, a origem é um entro. Agora esolha a2n não nulo.Sabemos que a origem é estável se a2n < 0 e instável se a2n > 0. Tome a2n < 0.O mesmo argumento funiona se a2n > 0. Assim, podemos esrever V̇ da forma
V̇ = a2n(x

2 + y2)n +O(‖x, y‖2n+2).Como a origem é estável, o �uxo aponta para o interior das urvas de nível de V ,que estão ontidos em uma vizinhança su�ientemente pequena da origem. Seja
Γ uma destas urvas e esolha agora a2n−2 > 0. A origem torna-se instável e, se
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|a2n−2| é pequeno o su�iente, o �uxo ainda é transversal e aponta para o interiorda urva de nível Γ. Portanto, riamos uma região positivamente invarianteque não ontém ponto singular. Segue do Teorema de Poinaré-Bendixson queexiste um ilo limite no interior de Γ. Esolhendo suessivamente a2n−4, . . . , a0tal que ada a2k−2 tenha o sinal oposto ao de a2k e seja pequeno o su�iente,a estabilidade na origem é revertida n vezes. Portanto, n ilos limites depequenas amplitudes bifuram da origem.Exemplo 3.2.1. O sistema







x′ = −y + x(−1 + 15x2 − 25x4),

y′ = x+ y(−1 + 15x2 − 25x4),
(3.14)apresenta dois ilos limites que podem ser vistos na Figura 3.1.

Figura 3.1: Dois ilos limites do sistema (3.14)A Figura 3.1 foi gerada no programa ODEinR2. Este programa pode serobtido em [19℄.



303.3 F (x, y) = a0+a2x
2+ · · ·+aNxN +b0+b2y

2+ · · ·+

bNy
NNesta seção onsideraremos o problema foo-entro para o sistema







x′ = −y + x
[
(a0 + a2x

2 + · · ·+ aNx
N ) + (b0 + b2y

2 + · · ·+ bNy
N)
]
,

y′ = x+ y
[
(a0 + a2x

2 + · · ·+ aNx
N ) + (b0 + b2y

2 + · · ·+ bNy
N)
] (3.15)onde N = 2n, n ≥ 0.O teorema seguinte, prinipal resultado desta seção, nos dá a base foalpara o sistema (3.15).Teorema 3.3.1. Considere o sistema (3.15). Então o onjunto

B = {a0 + b0, a2 + b2, . . . , a2n + b2n}é uma base foal.Antes de provar este teorema, apresentaremos alguns lemas e de�niçõesneessários para seu entendimento. Daqui para frente, os oe�ientes a0 e b0serão esolhidos tais que a0 + b0 = 0.Lema 3.3.1. Considere o sistema
H :







x′ = −y + x
(
a2x

2 + a4x
4 + · · ·+ aNx

N + b2y
2 + b4y

4 · · ·+ bNy
N
)
,

y′ = x+ y
(
a2x

2 + a4x
4 + · · ·+ aNx

N + b2y
2 + b4y

4 · · ·+ bNy
N
)
,(3.16)onde N = 2n. Se b2k = −a2k, para k = 1, . . . , n, então Vk ≡ 0 para k ímpar.Demonstração: Sejam Pk, Tk e V omo no Capítulo 2, seção 2.3. Jásabemos que Tk é um isomor�smo quando k é ímpar. Utilizando a hipótese

b2k = −a2k, para k = 1, . . . , n, obtemos um novo sistema da forma
H :







x′ = −y + x
(
a2x

2 + a4x
4 + · · ·+ aNx

N − a2y
2 − a4y

4 · · · − aNy
N
)
,

y′ = x+ y
(
a2x

2 + a4x
4 + · · ·+ aNx

N − a2y
2 − a4y

4 · · · − aNy
N
)
.



31Calulando V̇ (x, y) = gradV (x, y) ·H(x, y) obtemos a expressão
V̇ (x, y) =

(
n∑

j=1

a2j(x
2j − y2j)

)(
2n∑

i=2

iVi(x, y)

)

−
2n∑

k=3

Tk(Vk(x, y)).Da equação aima, não é difíil ver que se k é ímpar então Vk ≡ 0.De�nição 3.3.1. Denotemos por Dk os termos de grau k em V̇ .Observação 3.3.1. Quando onsideramos os termos D2k existem dois gruposde equações desaopladas: um grupo é omposto por k + 1 equações om kinógnitas e o outro é onstituído por k equações om k + 1 inógnitas. Osoe�ientes η2k apareem no primeiro grupo.Lema 3.3.2. Considere o sistema (3.16). Se b2j = −a2j para j = 1, 2, . . . , k,então Vl,m = Vm,l para m+ l ≤ 2k + 2 e m+ l par.Demonstração: A prova é obtida por indução em k. Para k = 1 é fáilver que V4,0 = V0,4 e V3,1 = V1,3. Suponha que o resultado seja verdadeiro para
j = 1, 2, . . . , k − 1. Pela hipótese de indução temos que

• b2j = −a2j para j = 1, 2, . . . , k − 1,

• Vl,m = Vm,l para m+ l ≤ 2k e m+ l par.Pelo Lema 3.3.1 temos que Vl,m = 0 para l +m ímpar. Suponha b2k = −a2k.Vamos mostrar que Vl,m = Vm,l para m + l = 2k + 2. O primeiro grupo deequações de D2k é dado por:
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−η2(k+1) + V2 k+1,1 =−

k∑

j=1

2 (k − j + 1)V2(k−j+1),0 a2j ,

−
(
k + 1

k

)

η2(k+1) + 3V2 k−1,3 − (2 k + 1)V2 k+1,1 =−
k∑

j=1

2 (k − j + 1)V2(k−j),2 a2j−

1∑

j=1

2(k − j + 1)V2k,2(1−j) b2j ,

−
(
k + 1

k − 1

)

η2(k+1) + 5V2 k−3,5 − (2k − 1)V2 k−1,3 =−
k−1∑

j=1

2 (k − j + 1)V2(k−1−j),4 a2j−

2∑

j=1

2(k − j + 1)V2(k−1),2(2−j) b2j,...
−
(
k + 1

2

)

η2(k+1) + (2k − 1)V3,2k−1 − (5)V5,2k−3 =−
2∑

j=1

2 (k − j + 1)V2(2−j),2k−2 a2j−

k−1∑

j=1

2(k − j + 1)V4,2(k−1−j) b2j ,

−
(
k + 1

1

)

η2(k+1) + (2k + 1)V1,2k+1 − (3)V3,2k−1 =−
1∑

j=1

2 (k − j + 1)V2(1−j),2k a2j−

k∑

j=1

2(k − j + 1)V2,2(k−j) b2j,

−η2(k+1) − V1,2 k+1 =−
k∑

j=1

2 (k − j + 1)V0,2(k−j+1) b2j .(3.17)De aordo om a paridade de k, o sistema (3.17) dá origem a dois novos siste-mas que podem ser esritos omo:Caso 1. k é par.
−2η2(k+1) +

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(

=0
︷ ︸︸ ︷

a2k + b2k
)
,

−2

(
k + 1

k

)

η2(k+1) + 3

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

− (2k + 1)

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(

=0
︷ ︸︸ ︷

a2k + b2k
)
,
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−2

(
k + 1

k − 1

)

η2(k+1) + 5

(

V2k−3,5 − V5,2k−3

)

− (2k − 1)

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

= 0,...
−2

(
k + 1
k
2 + 2

)

η2(k+1) + (k − 1)

(

Vk+3,k−1 − Vk−1,k+3

)

− (k + 5)

(

Vk+5,k−3 − Vk−3,k+5

)

= 0,

−2

(
k + 1
k
2 + 1

)

η2(k+1) − (k + 3)

(

Vk+3,k−1 − Vk−1,k+3

)

= 0.Caso 2. k é ímpar.
−2η2(k+1) +

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(

=0
︷ ︸︸ ︷

a2k + b2k
)
,

−2

(
k + 1

k

)

η2(k+1) + 3

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

− (2k + 1)

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(

=0
︷ ︸︸ ︷

a2k + b2k
)
,

−2

(
k + 1

k − 1

)

η2(k+1) + 5

(

V2k−3,5 − V5,2k−3

)

− (2k − 1)

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

= 0,...
−2

(
k + 1

k+1
2 + 1

)

η2(k+1) + (k)

(

Vk+2,k − Vk,k+2

)

− (k + 4)

(

Vk+4,k−2 − Vk−2,k+4

)

= 0,

−
(
k + 1
k+1
2

)

η2(k+1) − (k + 2)

(

Vk+2,k − Vk,k+2

)

= 0.Daqui resulta que Vl,m = Vm,l para m+ l = 2k + 2 e m, l ímpares.



34O segundo grupo de equações de D2k é dado por
−2(k + 1)V2(k+1),0 + 2V2k,2 =−

k−1∑

j=1

2(j + 1)V2 j+1,1 a2(k−j),

−2kV2k,2 + 4V2(k−1),4 =−
k−1∑

j=1

2(j + 1)V2 j−1,3 a2(k−j)−

1∑

j=1

2 (k + j − 1)V2 k−1,2 j−1 b2(2−j),

−2(k − 1)V2(k−1),4 + 6V2(k−2),6 =−
k−2∑

j=1

2(j + 2)V2 j−1,5 a2(k−j−1)−

2∑

j=1

2 (k + j − 2)V2 k−3,2 j−1b2(3−j),...
−4V4,2(k−1) + 2kV2,2k =−

1∑

j=1

2 (j + k − 1)V2j−1,2k−1 a2(2−j)−

k−1∑

j=1

2(j + 1)V3,2j−1 b2(k−j),

−2V2,2k + 2(k + 1)V0,2(k+1) =−
k−1∑

j=1

2(j + 1)V1,2 j+1 b2(k−j).

Usando argumentos similares, segue que Vl,m = Vm,l para m + l = 2k + 2,
m e l pares. Assim, Vl,m = Vm,l para m+ l ≤ 2k + 2 e m+ l par.No teorema a seguir alulamos os k primeiros oe�ientes de Lyapunovpara o sistema (3.15).Teorema 3.3.2. Considere o sistema







x′ = −y + x
(
a2x

2 + a4x
4 + · · ·+ aNx

N + b2y
2 + b4y

4 · · ·+ bNy
N
)
,

y′ = x+ y
(
a2x

2 + a4x
4 + · · ·+ aNx

N + b2y
2 + b4y

4 · · ·+ bNy
N
)
,onde N = 2n. Então, para k = 1, 2, . . . , n,

Lk = a2k + b2k.Demonstração: A prova será dada por indução sobre k. É simples ver que
L1 = a2 + b2.



35Por hipótese, temos
Lj = η2j+2 = a2j + b2j = 0,para j = 1, 2, . . . , k − 1. Do Lema 3.3.2 segue que Vl,m = Vm,l para l +m ≤ 2ke l +m par. Assim, temos o mesmo sistema de equações (3.17) dado na provado Lema 3.3.2. Novamente, de aordo om a paridade de k, o sistema (3.17)dá origem a dois novos sistemas que podem ser esritos omo:Caso 1. k é par.

−2η2(k+1) +

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(
a2k + b2k

)
,

−2

(
k + 1

k

)

η2(k+1) + 3

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

− (2k + 1)

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(
a2k + b2k

)
,

−2

(
k + 1

k − 1

)

η2(k+1) + 5

(

V2k−3,5 − V5,2k−3

)

− (2k − 1)

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

= 0,...
−2

(
k + 1
k
2 + 2

)

η2(k+1) + (k − 1)

(

Vk+3,k−1 − Vk−1,k+3

)

− (k + 5)

(

Vk+5,k−3 − Vk−3,k+5

)

= 0,

−2

(
k + 1
k
2 + 1

)

η2(k+1) − (k + 3)

(

Vk+3,k−1 − Vk−1,k+3

)

= 0.Caso 2. k é ímpar.
−2η2(k+1) +

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(
a2k + b2k

)
,

−2

(
k + 1

k

)

η2(k+1) + 3

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

− (2k + 1)

(

V2k+1,1 − V1,2k+1

)

= −
(
a2k + b2k

)
,

−2

(
k + 1

k − 1

)

η2(k+1) + 5

(

V2k−3,5 − V5,2k−3

)

− (2k − 1)

(

V2k−1,3 − V3,2k−1

)

= 0,...
−2

(
k + 1

k+1
2 + 1

)

η2(k+1) + (k)

(

Vk+2,k − Vk,k+2

)

− (k + 4)

(

Vk+4,k−2 − Vk−2,k+4

)

= 0,

−
(
k + 1
k+1
2

)

η2(k+1) − (k + 2)

(

Vk+2,k − Vk,k+2

)

= 0.De forma similar ao que �zemos na demonstração do Teorema 3.2.3, temosque η2k+2 é um múltiplo positivo de a2k + b2k. Portanto Lk = η2k+2.Prova do Teorema 3.3.1: Basta veri�ar que o sistema (3.15) om a2i =

−b2i, i = 0, 1, . . . , n é do tipo tempo-reversível. Para isso, tomamos
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R : R2 → R

2 da forma R(x, y) = (−x,−y). Portanto, a origem é um en-tro e o onjunto B = {a0 + b0, a2 + b2, . . . , a2n + b2n} é uma base foal.Neste aso, também obtemos algumas onsequênias do Teorema 3.3.1. Osenuniados bem omo suas provas são análogos aos da seção anterior.Corolário 3.3.1. Considere o sistema (3.15). Se existe k ∈ {1, 2, . . . , n} talque a2i = −b2i, para i = 0, . . . , k − 1 e a2k 6= −b2k, então a origem é um foofrao atrator ou repulsor de aordo om o sinal de a2k + b2k.Corolário 3.3.2. Considere o sistema (3.15). A origem é um entro se, esomente se, a2i = −b2i, para i = 0, . . . , n.Corolário 3.3.3. Considere o sistema (3.15). Então:a) Existem no máximo n ilos limites de pequena amplitude numa vizi-nhança adequada da origem.b) Se a0, a2, . . . , a2n e b0, b2, . . . , b2n são esolhidos tal que
(a2k−2 + b2k−2) (a2k + b2k) < 0,para k = 1, . . . , n, e

|a0 + b0| ≪ |a2 + b2| ≪ . . .≪ |a2n + b2n|,então existem exatamente n ilos limites de pequena amplitude.Exemplo 3.3.1. O sistema






x′ = −y + x(−1 + 10(x2 + y2)− 20(x4 + y4)),

y′ = x+ y(−1 + 10(x2 + y2)− 20(x4 + y4)),
(3.18)apresenta dois ilos limites que podem ser vistos na Figura 3.2 gerada noprograma ODEinR2.
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Figura 3.2: Dois ilos limites do sistema (3.18)



Capítulo 4
Retrato de Fase Global para umaClasse de Sistemas Rígidos
No Capítulo 3 determinamos a quantidade de ilos limites de pequenas am-plitudes que bifuram da origem para algumas famílias de sistemas rígidos. Oobjetivo neste apítulo é estudar a família







x′ = −y + x(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n),

y′ = x+ y(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n),
(4.1)quando n ∈ {0, 1, 2}. Para isto, apresentaremos uma breve introdução à bi-furaão de Hopf, neessária para enteder o surgimento de um ilo limite bi-furando da origem, e também a ompati�ação de Poinaré, que é utilizadapara o estudo do omportamento de �uxos de ampos polinomiais no �in�nito�.Denotaremos por H(n) o número máximo de ilos limites do sistema (4.1).4.1 MotivaçãoNesta seção determinaremos H(n) quando n = {0, 1} para sistemas da forma

(4.1). Primeiramente, vamos onsiderar o sistema (4.1) om n = 0. Neste aso,temos 





x′ = −y + a0x,

y′ = x+ a0y,
(4.2)38



39om a0 6= 0. Como (4.2) é um sistema linear, segue que a origem é trivialmenteum foo. Portanto, H(0) = 0.Para n = 1, o sistema (4.1) assume a forma






x′ = −y + x(a0 + a1x),

y′ = x+ y(a0 + a1x),
(4.3)om a1 6= 0. Em oordenadas polares x = rcos(θ) e y = rsen(θ) podemosreesrever o sistema aima omo

dr

dθ
= a1cos(θ)r

2 + a0r.Tomando a mudança de variável ρ = 1/r obtemos
dρ

dθ
+ a0ρ+ a1 cos θ = 0. (4.4)As soluções positivas ρ(θ, ρ0) da equação (4.4) satisfazendo ρ(2π, ρ0) = ρ0 sãodenominadas soluções fehadas de (4.3). Seja ρ̃(θ, ρ0) tal solução. Integrandoa equação (4.4) e usando ρ̃ obtemos

a0

∫ 2π

0

ρ̃(θ, ρ0) dθ = 0.Uma vez que integral de uma função positiva (ρ̃(θ, ρ0)) é sempre positiva, aequação aima é satisfeita se e somente se a0 = 0. Usando o Teorema 3.2.1onluímos que a origem é um entro neste aso. Portanto, H(1) = 0.Nosso objetivo agora é mostrar que H(2) = 1 no sistema (4.1) e faremosisso om detalhes na Seção 4.4. Antes, introduziremos uma noção de bifuraçãode Hopf e de ompati�ação de Poinaré, as quais serão neessárias para aompreensão deste resultado.4.2 A Bifuração de HopfA bifuração de Hopf em sistemas planares aontee exatamente quando surgeum ilo limite a partir da mudança da estabilidade de um foo. Mais espei�a-mente, quando onsideramos uma família de ampos planares X ′ = X(x, y, µ)



40e µ0 ∈ R, om singularidade p(µ) = (x0(µ), y0(µ)) satisfazendo que p(µ) é umfoo estável para µ < µ0, p(µ) é um foo instável para µ > µ0 e DX(p(µ0)) nãoé hiperbólia, então temos uma bifuração de Hopf. O valor de µ0 onde existeuma mudança na lasse topológia do retrato de fase é hamado de ponto debifuração.Exemplo 4.2.1. Considere o ampo vetorial
X = (−y + x(µ− x2 − y2), x+ y(µ− x2 − y2)).A origem é uma singularidade de X e o sistema linearizado é dado por

Y ′ = AY =




µ −1

1 µ



Y.Assim, os autovalores da matriz A são da forma µ±i e esperamos uma bifura-ção de Hopf quando µ = 0, pois neste valor o sistema deixa de ser hiperbólio.O ampo X em oordenadas polares x = rcosθ e y = rsenθ é dado por






r′ = r(µ− r2),

θ′ = 1.
(4.5)Assim, o retrato de fase de X no plano xy é obtido analisando o sinal de r′e θ′. Distinguimos os três seguintes asos do retrato de fase de X, ada umdependendo de ertos valores de µ, e veremos o que aontee quando µ passa por

0. Nos três asos, a omponente angular é sempre resente, pois θ′ = 1 > 0:
• Para µ > 0, a omponente radial é resente para 0 < r <

√
µ e de-resente para r > √

µ. Além disso, r′ = 0 se r =
√
µ, assim o írulode raio √

µ em oordenadas artesianas representa um ilo limite para oampo X o qual é únio e atrator. Desta forma, todas as órbitas externasou internas a este ilo, om exeção da origem, tendem ao ilo limitequanto t→ ∞ (Ver Figura 4.1);
• Quando µ < 0, temos que r′ = r(µ − r2) < 0, para todo r > 0, de modoque a omponente radial é deresente. Assim toda solução tende para



41a origem em forma espiral, ou seja, a origem é um foo atrator para oampo X;
• Quando µ = 0 temos que r′ = −r3 < 0, para todo r > 0, de modoque a omponente radial é deresente. Assim toda solução tende para aorigem em forma espiral. Neste aso, dizemos que a origem é um foofrao. Note que para este valor de µ o ampo X deixa de ser hiperbólio.Portanto, vemos um exemplo de uma bifuração de Hopf, sendo µ = 0 oponto de bifuração. Na �gura 4.1 podemos visualizar omo o retrato de fasedo ampo X muda om o respetivo valor do parâmetro µ.PSfrag replaements

µ < 0 µ = 0 µ > 0
µFigura 4.1: Retrato de fase do sistema X = (−y + x(µ − x2 − y2), x + y(µ −

x2 − y2)) ilustrando uma bifuração de Hopf.
4.3 A Compati�ação de PoinaréNesta seção apresentaremos a ompati�ação de Poinaré, que é utilizadapara o estudo do omportamento de �uxos de ampos polinomiais no �in�nito�e não somente em vizinhanças de pontos singulares. Para isso, faremos uso daprojeção entral, que tem a vantagem de que as singularidades no in�nito estãoespalhadas ao longo do equador da esfera de Poinaré. Assim, o omportamentode trajetórias �longe� da origem poderá ser entendido através do estudo detrajetórias próximas de �pontos no in�nito�, isto é, no equador da esfera dePoinaré.De�nição 4.3.1. Seja X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) um ampo vetorial polino-



42mial. De�nimos o grau de X omo sendo o número
d(X) = max{grau P, grau Q}.Considere a esfera

S
2 = {(y1, y2, y3) ∈ R

3 : y21 + y22 + y23 = 1},a qual hamaremos de Esfera de Poinaré, e o plano
TPN

S
2 = {(x1, x2, x3) ∈ R

3 : x3 = 1}que é tangente a esfera S
2 em PN = (0, 0, 1). Nesta seção onvenionaremosque as oordenadas yi se referirão à esfera S

2 e as oordenadas xi ao plano
TPN

S
2.De�nição 4.3.2. De�niremos

H+ = {(y1, y2, y3) ∈ S
2 : y3 > 0}omo sendo o hemisfério norte,

H− = {(y1, y2, y3) ∈ S
2 : y3 < 0}omo sendo hemisfério sul e

S
1 = {(y1, y2, y3) ∈ S

2 : y3 = 0}omo sendo o equador.A ompati�ação de Poinaré de X onsiste em fazer duas ópias do �uxode X , uma sobre H+ e outra sobre H−, usando a projeção entral. Para isso,onsideremos uma reta L(t) que une a origem a um ponto do TPN
S
2,

L(t) = (0, 0, 0) + t(x1, x2, 1) = t(x1, x2, 1), t ∈ R.Esta reta interepta a esfera S
2 em dois pontos, um no hemisfério norte e ooutro no sul. Ver Figura 4.2.



43PSfrag replaements
TPN

S2

y1
y2

(x1, x2, 1)

f+(p)

f−(p)Figura 4.2: Projeção entralAgora onsiderando a projeção do ampo vetorial X de R
2 ≈ TPN

S
2 para

S
2 dada pelas projeções entrais, temos dois difeomor�smos

f+ : TPn
S
2 → H+, f− : TPn

S
2 → H−,isto é, f+(p) (resp.f−(p)) é a interseção da reta que passa pelo ponto p ligadoa origem om o hemisfério norte (resp. sul) de S

2, ujas expressões são dadaspor
f+(x1, x2, 1) =

(x1, x2, 1)

△(x)
, f−(x1, x2, 1) = −(x1, x2, 1)

△(x)
,onde △(x) =

√

x21 + x22 + 1.Sem perda de generalidade, podemos onsiderar o ampo X de�nido noplano tangente à esfera, isto é, X : TPn
S
2 → TPn

S
2, e assim é possível de�nirum novo ampo em S

2. O ampo X̃ induzido em S
2, a partir de X , através dosdifeomor�smos f+ e f− será dado por

X̃(y) = Df+(x) ·X(x) se y = f+(x) ∈ H+e
X̃(y) = Df−(x) ·X(x) se y = f−(x) ∈ H−,respetivamente.Destaamos que X̃ é um ampo vetorial em S

2 \ S
1, que é tangente à es-fera. Para estudar o omportamento assintótio das órbitas não limitadas de
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X analisando X̃, é neessário estender X̃ para o equador S1, obtendo assim umampo na esfera.O estudo de X̃ em uma vizinhança do equador nos dará informações sobreo omportamento do ampo X no in�nito. Entretanto, nem sempre é possí-vel estender X̃ ao equador. Veremos adiante que, quando X for um ampopolinomial, podemos estender X̃ analitiamente ao equador. Antes de estu-dar a extensão de X̃ ao equador, vamos esolher um sistema de oordenadasonveniente para S

2 e alular a expressão de X̃ nessas oordenadas.Para S
2 usamos seis artas loais dadas por

Uk = {y ∈ S
2 : yk > 0}, Vk = {y ∈ S

2 : yk < 0},para k = 1, 2, 3. As apliações loais orrespondentes são dadas por
φk : Uk −→ R

2 e ψk : Vk → R
2 e de�nidas omo:

φk(y) = −ψk(y) =

(
ym
yk
,
yn
yk

)

,para m < n e m,n 6= k.Queremos agora enontrar a expressão do ampo na arta loal (U1, φ1).Seja y ∈ U1 ∩H+, então y = f+(x), x ∈ TPN
S
2:

(φ1 ◦ f+)(x) = φ1(f
+(x)) = φ1

(
x1

△(x)
,
x2

△(x)
,

1

△(x)

)

=

(
x2

△(x)
· △(x)

x1
,

1

△(x)
· △(x)

x1

)

=

(
x2
x1
,
1

x1

)

.Portanto φ1(x1, x2, 1) = (u, v), onde u =
x2
x1

e v =
1

x1
. Observe que omo

y ∈ U1 ∩H+, então x1 6= 0. Como X̃(y) = Df+(x) · X(x) quando y = f+(x)segue que
Dφ1(y)X̃(y) = Dφ1(y) ◦Df+(x)X(x)

= D(φ1 ◦ f+)(x)X(x).
(4.6)Seja X̃(y)

∣
∣
U1∩H+

denotando o sistema de oordenadas de�nido omoDφ1(y)X̃(y)e, portanto, segue da equação (4.6) que
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X̃(y)

∣
∣
∣
U1∩H+

= D(φ1 ◦ f+)(x).X(x) =





−x2

x2
1

1
x1

−1
x2
1

0



 ·




P (x1, x2)

Q(x1, x2)





=
1

x2
1

(−x2P (x1, x2) + x1Q(x1, x2),−P (x1, x2)) .(4.7)Esta é a expressão de X̃ em U1 ∩ H+ nas oordenadas φ1. Vamos oloá-lasem função de u e v para failitar a análise. Usando que x1 =
1

v
, x2 =

u

v
esubstituindo em (4.7), temos

X̃(y)
∣
∣
∣
U1∩H+

=
[
−uvP

(
1
v
, u
v

)
+ vQ

(
1
v
, u
v

)
,−v2P

(
1
v
, u
v

)]
.Em geral, X̃ não permanee limitado quando nos aproximamos de S1. Mas, semultipliarmos o ampo por um fator ρ(y) = yd−1

3 , onde d é o grau do ampo
X , a extensão se torna possível, então

ρ(f+(x)) =
1

△(x)d−1
=

vd−1

△(z)d−1
,onde z = (u, v). Assim ρ.X̃ nas oordenadas (u, v) é dado por:

ρ.X̃(u, v) =
vd−1

△(z)d−1

(

−uvP
(
1

v
,
u

v

)

+ vQ

(
1

v
,
u

v

)

,−v2P
(
1

v
,
u

v

))

=
vd

△(z)d−1

(

−uP
(
1

v
,
u

v

)

+Q

(
1

v
,
u

v

)

,−vP
(
1

v
,
u

v

))

.

(4.8)Logo, (4.8) é a expressão do ampo em U1 \ S1. Veri�a-se, failmente quese y ∈ U1 ∩H−, obtém-se a mesma expressão.Faremos algumas onsiderações a respeito do que foi visto. Iniialmenteobservamos que os pontos do equador S
1 ∩ U1 são representados por v = 0nas oordenadas φ1. Por outro lado, estes pontos orrespondem ao in�nito doplano TPN

S
2. Observe também, que é possível fazer v = 0 na expressão (4.8),resultando em

ρ.X̃(u, 0) =
1

[
√
u2 + 1

d−1
]
(−uad + bd, 0) ,onde ad e bd são os termos de maior grau em P e Q, respetivamente. Naexpressão de ρ.X̃(u, 0) temos a segunda omponente do vetor igual a zero. Isto



46signi�a que o vetor ρ.X̃(u, 0) é tangente ao equador quando olhado na esfera
S
2. Podemos onluir então que o equador S1 ∩ U1 é invariante pelo ampo de
ρ.X̃. Não é difíil remover o fator 1

△(z)d−1
de (4.8) por uma parametrizaçãodo tempo. Assim, a expressão para o ampo ρ.X̃ na arta loal (U1, φ1) é dadapor







u′ = vd
[

−uP
(
1

v
,
u

v

)

+Q

(
1

v
,
u

v

)]

,

v′ = −vd+1P

(
1

v
,
u

v

)

.

(4.9)Podemos alular analogamente, a expressão do ampo ρ.X̃ na arta (U2, φ2)que será dada por






u′ = vd
[

P

(
u

v
,
1

v

)

− uQ

(
u

v
,
1

v

)]

,

v′ = −vd+1Q

(
u

v
,
1

v

)

.

(4.10)Finalmente a expressão do ampo ρ.X̃ na arta (U3, φ3) é dada por






u′ = P (u, v),

v′ = Q(u, v).
(4.11)Observação 4.3.1. As expressões para ρ.X̃ nas artas (V1, ψ1), (V2, ψ2) e

(V3, ψ3) terão, respetivamente, as mesmas expressões que (4.9), (4.10) e (4.11)multipliadas por (−1)d−1. Observe que o fator (−1)d−1 desempenha um papelfundamental no estudo das estabilidades dos equilíbrios em S
1. Assim, paraonheermos o omportamento dos pontos do in�nito, basta olharmos as artas

(U1, φ1) e (U2, φ2).Proposição 4.3.1. Seja X um ampo polinomial em R
2 de grau d. Seja ρ :

S
2 → R, ρ(y) = yd−1

3 , e seja X̃ o ampo induzido em S
2 \ S1 através de f+ e

f− omo de�nido aima. Então ρ.X̃ pode ser estendido a um ampo analítiode S
2 om equador invariante.Demonstração: Vimos aima que as expressões de ρ.X̃ nas artas (U1, φ1),

(V1, ψ1), (U2, φ2) e (V2, ψ2) são dadas por (4.9) ou (4.10) onde podemos ainda



47multipliar pelo fator (−1)d−1 quando for o aso. Vê-se que as expressões (4.9)e (4.10) são perfeitamente de�nidas para v = 0, isto é, no equador S1 e, omotais expressões são analítias, podemos estendê-las analitiamente ao equador.Fazendo v = 0 em (4.9) e (4.10) obtemos respetivamente:
ρX̃(u, 0) = (−uad + bd, 0) e ρX̃(u, 0) = (ad, 0)e onluímos que o equador será invariante por X̃.

�De�nição 4.3.3. O ampo vetorial estendido na esfera S
2 pelas artas loais

(Uk, φk) e (Vk, ψk), hama-se ompati�ação de Poinaré de X e seráindiado por P (X).4.4 Número Máximo de Cilos LimitesNos apítulos anteriores estudamos ilos limites de pequenas amplitudes paraalgumas famílias de sistemas rígidos. Nosso objetivo agora é estudar o retratode fase global do sistema






x′ = −y + x(a0 + a1x+ a2x
2),

y′ = x+ y(a0 + a1x+ a2x
2).

(4.12)4.4.1 Estudo na parte ompata do planoNesta seção apresentaremos alguns resultados relaionados à estabilidade doúnio ponto de equílibrio E0 = (0, 0) do sistema (4.12). Usando a mudança deoordenadas (x, y) = ( 1
a1
X, 1

a1
Y ), a1 6= 0, obtemos o novo sistema







x′ = −y + x(a0 + x+ a2x
2),

y′ = x+ y(a0 + x+ a2x
2).

(4.13)A matriz Jaobiana J(x, y) = DX(x, y) em E0 é dada por
JX(E0) =




a0 −1

1 a0



 .



48Assim, os autovalores são da forma λ1,2 = a0± i. Portanto, se a0 6= 0, a origemé um ponto de equilíbrio hiperbólio e pelo Teorema de Hartman-Grobman osistema (4.13) é topologiamente onjugado à sua parte linear. Neste aso:
• E0 é um foo atrator se a0 < 0;
• E0 é um foo repulsor se a0 > 0.Quando a0 = 0, a origem é um ponto de equilíbrio não hiperbólio e, portanto,o sistema linearizado não desreve o omportamento do sistema não linearpróximo da origem. Assim, vamos onsiderar o valor rítio a0 = 0. A reta

a0 = 0 é hamada urva de Hopf do equilíbrio E0.O teorema a seguir nos dá a estabilidade do ponto de equilíbrio E0.Teorema 4.4.1. Considere o sistema (4.13) e a0 = 0. Então o primeiro oe�-iente de Lyapunov em E0 é dado por
L1 = a2.Além disso:a) Se a2 < 0, E0 é assintotiamente estável.b) Se a2 > 0, E0 é instável.Demonstração: Os oe�ientes de Lyapunov deste sistema foram alu-lados no Teorema 3.2.3. Em partiular, L1 = a2. Os itens a) e b) seguemdiretamente do Teorema 2.3.1.O teorema seguinte exibe ondições neessárias e su�ientes para que E0seja um entro. A prova segue diretamente do Corolário 3.2.2.Teorema 4.4.2. A origem é um entro para o sistema (4.13) se e somente se

a0 = a2 = 0.



494.4.2 Retrato de fase globalNesta seção estudaremos o retrato de fase global do sistema (4.13), analisando oomportamento das órbitas do ampo vetorial no in�nito. Como onsequêniadeste estudo, mostraremos que este sistema tem um únio ilo limite.A ompati�ação do sistema (4.13) nas artas (U1, φ1) e (U2, φ2) assumeas respetivas formas






u′ = v(1 + u2),

v′ = uv2 − a0v
2 − v − a2,

(4.14)






u′ = −v(1 + u2),

v′ = −uv2 − a0v
2 − uv − a2u

2.
(4.15)Em ambos os asos, v = 0 representa o in�nito do ampo vetorial. O sistema

(4.14) não tem singularidades no in�nito quando a2 6= 0. Por outro lado, osistema (4.15) apresenta a origem omo únia singularidade no in�nito. Estu-daremos alguns resultados para este aso. Para os sistemas nas artas (V1, ψ1)e (V2, ψ2), os resultados são análogos, tendo em vista a Observação 4.3.1. Paramais detalhes, ver livro [9℄.Proposição 4.4.1. Considere o ampo vetorial X assoiado ao sistema (4.13)om a2 > 0. Então a singularidade (0, 0) na arta loal (U2, φ2) de P (X) éuma úspide om duas separatrizes tangentes a v = 0. Além disso, o equadorde S2 é atrator para todo �uxo de P (X).Demonstração: O sistema (4.13) na arta loal (U2, φ2) de P (X) é dadopor






u′ = −v − vu2,

v′ = −uv2 − a0v
2 − uv − a2u

2.
(4.16)É fáil ver que a origem (u, v) = (0, 0) é a únia singularidade no in�nito. Alémdisso, é não hiperbólia. Assim, para estudar a estabilidade desta singularidadefaremos um blow-up na direção-u da forma (u, v) = (z2, z3w). Depois de alguns



50álulos obtemos um novo ampo vetorial (o qual dividido por z) é dado por
X =

(

− 1

2
zw(1 + z4),

1

2
z4w2 − a0z

2w2 − zw +
3

2
w2 − a2

)

.As singularidades deste ampo são
E1 =

(

0,

√

2a2
3

) e E2 =

(

0,−
√

2a2
3

)

.As linearizações deste ampo nas singularidades E1 e E2 são dadas por
JX

(

0,
√

2a2
3

)

=




−1

2

√
2a2
3

0

−
√

2a2
3

3
√

2a2
3



e
JX

(

0,−
√

2a2
3

)

=





1
2

√
2a2
3

0
√

2a2
3

−3
√

2a2
3



 .Como podemos observar, em ambos os asos detJX = −a2 < 0. Portanto ospontos de equilíbrio são do tipo sela. Na Figura 4.3 (esquerda) podemos visu-alizar o retrato de fase no plano (z, w). Também na Figura 4.3 (direita) vemoso retrato de fase no plano (u, v) após o �blow-down�. Esta é uma singularidadedo tipo úspide.Para veri�ar que o equador de S2 é atrator basta observar na arta loal
(U2, φ2) que v′|v=0 < 0.

Figura 4.3: Blow-up e blow-down da singularidade úspide



51Observação 4.4.1. Fazendo o blow-up na direção-v ((u, v) = (zw2, w3)) obte-mos o seguinte ampo
X =

(

−1− 1

3
w4z2+

2

3
(a0w

2z+wz2+a2z
3),−1

3
(zw5+a0w

3+ zw2+a2z
2w)

)

.É fáil ver que a origem não é uma singularidade do ampo.Proposição 4.4.2. Considere o ampo vetorial assoiado ao sistema (4.13)om a2 < 0. Então, o equador de S2 é repulsor para todo �uxo de P (X).Demonstração: Segue as mesmas linhas da proposição anterior observandoque o blow-up na direção u é regular. E, neste aso, v′|v=0 > 0.A seguir apresentaremos dois lemas importantes, os quais podem ser enon-trados em [17℄, que irão auxiliar na demonstração do próximo resultado.Lema 4.4.1. As soluções periódias do sistema (4.13) orrespondem às soluçõespositivas da equação diferenial de Abel
dr

dθ
= A(θ)r3 +B(θ)r2 + C(θ)r, (4.17)que satisfazem r(0) = r(2π), onde A(θ) = a2cos

2(θ), B(θ) = cos(θ) e
C(θ) = a0.Demonstração: Basta observar que o sistema (4.13) nas oordenadas po-lares x = rcos(θ) e y = rsen(θ) se esreve omo a equação diferenial de Abeldada aima.Observação 4.4.2. Usualmente, as soluções da equação de Abel que satisfazem
r(0) = r(2π) são também hamadas soluções periódias. Além disso, quandosão isoladas, são hamadas de ilos limites.Lema 4.4.2. A equação

dx

dt
= b3x

3 + b2x
2 + b1x+ b0, 0 ≤ t ≤ 1 (4.18)onde b0, b1, b2, b3 : [0, 1] → R são ontínuas em [0, 1] e b3(t) > 0 (ou b3(t) < 0),tem no máximo três ilos limites.



52Demonstração: Consideremos a equação (4.18) om b3(t) > 0 e t ∈ [0, 1].Suponhamos que (4.18) tem pelo menos quatro ilos limites: x1(t) < x2(t) <

x3(t) < x4(t). Efetuando a mudança de variáveis
y =

x− x1(t)

x2(t)− x1(t)
,nesta equação obtemos

dy

dt
=

x− x1

x2 − x1
[b3(x

2 + xx1 + x2
1) + b2(x+ x1)− b3(x

2
2 + x2x1 + x2

1)− b2(x2 + x1)]

= y[b3(x
2 + xx1 − x2

2 − x2x1) + b2(x− x2)]

= y(y − 1){b3(x2 − x1)
2y + [(2x1 + x2)b3 + b2](x2 − x1)}.Assim, (4.18) é transformada em uma nova equação na variável y da forma

dy

dt
= y(y − 1)(ay + b) = ay3 + (b− a)y2 − by,onde a = (x2 − x1)
2b3 > 0 e b = [(2x1 + x2)b3 + b2](x2 − x1) e as soluçõessão y1 = 0 < y2 = 1 < y3(t) < y4(t). Observe que quando b3(t) < 0, segueque a < 0. Para y > 1, onsidere dz = dy

y(y−1)
, isto é, z = ln y

y−1
. Se zi(t) =

ln yi(t)
yi(t)−1

para i = {3, 4}, então:
• zi(0) = zi(1) (pois yi(t) é solução),
• dzi

dt
= −ayi − b, para i = {3, 4}. De fato,
dzi
dt

=
yi − 1

yi

[ dyi
dt
(yi − 1)− yi(

dyi
dt
)

(yi − 1)2

]

= − dyi/dt

yi(yi − 1)
= −ayi − b,

• 0 =
∫ 1

0
(dz4

dt
− dz3

dt
)dt =

∫ 1

0
−a(y4(t)− y3(t))dt < 0.Portanto, temos uma ontradição, o que também aontee quando onsidera-mos a < 0.Proposição 4.4.3. O sistema (4.13) om a0a2 < 0 não tem entros e temapenas um ilo limite hiperbólio.



53Demonstração: Primeiramente, sabemos do Teorema 4.4.2 que o sistema
(4.13) tem um entro se, e somente se, a0 = a2 = 0. Faremos a prova supondo
a0 < 0 e a2 > 0. O outro aso segue de forma análoga.Quando a0 < 0 e su�ientemente pequeno, é possível gerar um ilo limitehiperbólio de pequena amplitude por uma bifuração de Hopf. Para provarque (4.13), sob nossas hipóteses, tem apenas um ilo limite, vamos onsiderara equação de Abel assoiada ao sistema (4.13) dada no Lema 4.4.1, ou seja,

dr

dθ
= A(θ)r3 +B(θ)r2 + C(θ)r,onde A(θ) = a2cos

2(θ), B(θ) = cos(θ) e C(θ) = a0. Observe que neste aso
A(θ) > 0, pois a2 > 0. Logo, do Lema 4.4.2 onluímos que a equação deAbel tem no máximo três soluções fehadas sendo uma delas r = 0. Por outrolado, é fáil veri�ar que se r(θ) é solução periódia de (4.17), então −r(θ+ π)também é solução periódia. Consequentemente, temos que a equação de Abeltem no máximo um ilo limite na faixa r > 0. Desta forma, usando o Lema
4.4.1 provamos que (4.13) tem no máximo um ilo limite hiperbólio (geradopela bifuração de Hopf). Veremos que o ilo limite oorre somente quando
a0 < 0. Suponha a0 ≥ 0. Então a origem é um foo repulsor e o equador de
S2 é atrator (pois a2 > 0). Neste aso, o ilo limite seria internamente estávele externamente instável, o que ontradiz o fato dele ser hiperbólio. Portanto,não existem ilos limites quando a0 ≥ 0.Proposição 4.4.4. O sistema (4.13) om a0a2 > 0 não tem entros e nãopossui ilos limites.Demonstração: Novamente, segue do Teorema 4.4.2 que o sistema (4.13)tem um entro se, e somente se, a0 = a2 = 0.Faremos a prova supondo a0 < 0 e a2 < 0. O outro aso é análogo. Seguindoo mesmo raioínio da prova da Proposição 4.4.3, obtemos que o sistema (4.13)om a0a2 > 0 tem no máximo um ilo limite. Suponha que exista tal ilo li-mite. Como a0 < 0, a origem é um foo atrator. Por outro lado, a2 < 0 implia



54que o equador de S2 é repulsor. Assim, o ilo limite é internamente instávele externamente estável, o que ontradiz o fato dele ser hiperbólio. Portanto,não existem ilos limites quando a0a2 > 0.O teorema a seguir resume todas as possibilidades para os retratos de fasedo sistema (4.13) dependendo dos parâmetros a0 e a2.Teorema 4.4.3. Considere o sistema






x′ = −y + x(a0 + x+ a2x
2),

y′ = x+ y(a0 + x+ a2x
2).

(4.19)Então:a) Se a0 > 0 e a2 > 0 (a0 < 0 e a2 < 0, respetivamente), então o sistema(4.19) não possui ilos limites.b) Se a0 > 0 e a2 < 0 (a0 < 0 e a2 > 0, respetivamente), então o sistema(4.19) tem um únio ilo limite.) Se a0 = 0 e a2 < 0 (a0 = 0 e a2 > 0, respetivamente), então o sistema(4.19) não possui ilos limites. Além disso, a origem é um repulsor fraoquando a2 > 0 e um atrator frao quando a2 < 0.d) Se a2 = 0 e a0 < 0 (a2 = 0 e a0 > 0, respetivamente), então o sistema(4.19) não possui ilos limites. Além disso, a origem é um repulsorhiperbólio quando a0 > 0 e atrator hiperbólio quando a0 < 0.e) Se a0 = a2 = 0, então a origem é um entro.Os retratos de fase na esfera de Poinaré do sistema (4.19) são dados na Figura4.4:Demonstração: Os ítens a) e b) seguem diretamente das Proposições 4.4.4e 4.4.3, respetivamente.
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PSfrag replaements
a0 > 0 e a2 > 0 a0 < 0 e a2 < 0 a0 > 0 e a2 < 0

a0 < 0 e a2 > 0 a0 = 0 e a2 < 0 a0 = 0 e a2 > 0

a0 > 0 e a2 = 0 a0 < 0 e a2 = 0 a0 = 0 e a2 = 0Figura 4.4: Retratos de fase do sistema (4.19)



56) Suponha a0 = 0 e a2 < 0. Segue do Teorema 4.4.1 que a origem é um atratorfrao e da Proposição 4.4.2 que o equador de S2 é repulsor. Neste aso, nãoexiste ilo limite hiperbólio.d) Como a0 6= 0 sabemos que a origem é um foo (atrator ou repulsor). DaSeção 4.1 temos que o sistema






x′ = −y + x(a0 + x),

y′ = x+ y(a0 + x).não possui ilo limite.e) Segue diretamente do Teorema 4.4.2. Note que neste aso o ampo possuiuma integral primeira da forma
H(x, y) =

1− x2 + 2y

2(1 + y)2
.As urvas de níveis da função H são omo na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Curvas de Nível da função H .Como as soluções do ampo assoiado ao sistema (4.19) om a0 = a2 = 0estão ontidas nas urvas de nível da função H segue o retrato de fase desejado.



Conlusões e Trabalhos Futuros
Nesta dissertação estudamos entros e ilos limites para algumas famílias par-tiulares de sistemas rígidos. Para uma família, em espeial, apresentamos oretrato de fase global e onluímos que o número máximo de ilos limites éum.Como sugestões para trabalhos futuros podemos itar:1) Mostrar que o número máximo de ilos limites do sistema







x′ = −y + x(a + bx+ cy + dx2 + exy + fy2),

y′ = x+ y(a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2),onde a, b, c, d, e, f ∈ R é dois. Em [10℄ os autores estudaram este sistemalassi�ando-o em 3 tipos de aordo om o número de pontos singulares noin�nito e onjeturaram que ele tem no máximo 2 ilos limites.2) Estudar o retrato de fase global e, desta forma, obter o número máximo deilos limites para os sistemas






x′ = −y + x(a0 + a1x+ . . .+ aNx
N),

y′ = x+ y(a0 + a1x+ . . .+ aNx
N ),onde N = {2n, 2n+ 1} e







x′ = −y + x
[
(a0 + a2x

2 + . . .+ aNx
N ) + (b0 + b2y

2 + . . .+ bNy
N)
]
,

y′ = x+ y
[
(a0 + a2x

2 + . . .+ aNx
N ) + (b0 + b2y

2 + . . .+ bNy
N)
]
,onde N = 2n, n ≥ 0.3) Obter ondições neessárias e su�ientes para que a origem do sistema rígido







x′ = −y + x(a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2 + a6x
3 + a7x

2y + a8xy
2 + a9y

3),

y′ = x+ y(a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2 + a6x
3 + a7x

2y + a8xy
2 + a9y

3),onde ai ∈ R para i = 1, . . . 9 seja um entro.57
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