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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar ciclos limites e centros para familias

particulares do sistema rigido

v = —y+aF(z,y),
Yy =x+yF(z,y),

onde F' : R? — R é uma fungao analitica com F(0,0) = 0. Em particu-
lar, estudamos a existéncia de ciclos limites de pequenas amplitudes quando
F(x,y) = a +bx + cy + da? + exy + fy?, F(x,y) = ap + ayx + - + aya™
e F(x,y) = ag + agx? + -+ + ana™ + by + boy? + -+ - + by, onde N = 2n.
Além disso, estudamos o retrato de fase global deste sistema considerando

2

F(z,y) = ap + a1x + asx® e concluimos que este sistema tem no maximo um

ciclo limite.

Palavras—chave: Sistemas rigidos, problema foco-centro, ciclos limites, re-

trato de fase global.



Abstract

The aim of this dissertation is to study limit cycles and centers for particular

families of the rigid system

¥ =—y+azF(x,y), 0

Yy =x+yF(z,y),

where F' : R? — R is a analytic function with F(0,0) = 0. In particular,
we study the existence of small amplitude limit cycles when F(z,y) = a +
br + cy + da? + exy + fy?, F(z,y) = ap + a1z + -+ + ayz™ and F(x,y) =
ap+asx® +- - +anz +by+byy?+- - - +byy”Y, where N = 2n. Furthermore, we
study the global phase portrait of this system when F(z,y) = ao + a1x + asz?,

and we conclude that this system has at most one limit cycle.

Keywords: Rigid systems, center-focus problem, limit cycles, global phase

portrait.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Qualitativa das Equacgoes Diferenciais Ordinarias inicia-se com Poin-
caré [20] em 1881. Nesta Teoria, as pesquisas sobre ciclos limites, que sao
orbitas periodicas isoladas, constituem uma das partes mais dificeis e interes-
santes. A nocao de ciclo limite para campos vetoriais planares também foi
introduzida por Poincaré.

No fim da década de 1920, van der Pol [25], Liénard [16] e Andronov [3],
no estudo de oscilagoes nao lineares de fenomenos elétricos, obtiveram certas
equagoes especiais de segunda ordem para as quais ocorriam os ciclos limites,
como havia idealizado Poincaré. Apos tal verificacdo, matematicos e fisicos
estudaram extensivamente a nao-existéncia, a existéncia e a unicidade, entre
outras propriedades de ciclos limites.

O problema mais famoso sobre ciclos limites foi proposto por Hilbert. No
Congresso Internacional de Matemética de Paris em 1900, Hilbert [12] divulgou
uma lista com 23 problemas. Dentre eles, o 16° Problema, ou pelo menos sua
segunda parte, ainda encontra-se sem solucao e refere-se a determinagao do
niumero maximo de ciclos limites, denotado por H(n), de um sistema polinomial
de grau n do tipo

m
/ t,J
T = E aij 'Y’

i+5=0

k
y' = Z by x'y’,

i+5=0



onde n é o maximo entre os graus m e k. Mais especificamente:

“Qual é o0 nimero maximo de ciclos limites de um campo vetorial polinomial
de grau n e quais sao suas posicoes relativas.”

Sabemos que qualquer sistema linear em R? nao tem ciclo limite. Logo,
H(1) = 0. Pouco se sabe ainda sobre #(2). Em 1954, o matemético russo
N.N Bautin [4] provou que qualquer sistema quadratico tem no méaximo trés
ciclos limites de pequenas amplitudes, ou seja, bifurcando da origem. Mais
especificamente, Bautin conseguiu exibir explicitamente um namero finito de
condigoes algébricas necessarias e suficientes para que o ponto de equilibrio
seja um centro. Por algum tempo acreditou-se que H(2) = 3, mas, em 1980,
Songling [22| produziu um exemplo de sistema quadratico com quatro ciclos
limites. Portanto, H(2) < 4. Perante todas as evidéncias acredita-se que
H(2) = 4.

Para o estudo de cotas superiores de ciclos limites para sistemas planares
é necessario o entendimento do retrato de fase e do comportamento do campo
no infinito. Para campos de vetores polinomiais, isto é possivel através da
compacticacao de Poincaré. A ideia é analisar o comportamento global de
sistemas dinamicos planares usando a projecao central da esfera de Poincaré
sobre um plano. Este tipo de projecao central, introduzida por Poincaré, tem
a vantagem de que as singularidades no infinito estao espalhadas ao longo do
equador da esfera de Poincaré. Pode acontecer que estas singularidades sejam
nao elementares, isto ¢, quando um ou ambos autovalores sejam nulos e o
principio de redugao ao comportamento central nao se aplica. Nestes casos,
podemos usar o processo de desingularizacao, conhecido como “blow-up”, para
melhor entender estas singularidades.

Outro problema interessante é o problema foco-centro. Grosseiramente fa-
lando, trata-se de decidir se um equilibrio de um sistema planar, cuja lineari-
zacao é um centro, ¢ um foco ou um centro.

Calculos relativamente simples mostram que, quando a linearizacao do sis-

tema em um ponto de equilibrio tem autovalores com partes reais e partes



imaginarias diferentes de zero, o ponto de equilibrio é um foco (atrator ou
repulsor). Se, no entanto, as partes reais dos autovalores sdo iguais a zero,
entao a estabilidade do ponto de equilibrio depende dos termos nao-lineares
de uma forma nao trivial. Um método geral, devido a Poincaré e Lyapunov,
reduz o problema foco-centro ao de resolver um sistema infinito de equacoes
polinomiais. Ou seja, o problema foco-centro é reduzido ao problema de en-
contrar a variedade do ideal gerado por uma colegao de polindémios, chamado
de quantidades focais (o) do sistema. Segue do Teorema da Base de Hil-
bert que todo ideal polinomial é gerado por um nimero finito de polinémios.
Desta forma, deve existir um k& € IN tal que o ideal B = (s, 1, ...) satisfaca
B = By = (n2,M4, - - -, Mox). Assim, o problema foco-centro estara resolvido se
encontrarmos um numero k tal que B = Byj. Na prética, encontrar k£ é muito
dificil.

Como o 16° Problema original e o problema foco-centro sao, de fato, muito
amplos, podemos estudar as chamadas versoes restritas destes problemas. Uma
destas versoes diz respeito aos sistemas rigidos.

Cousidere o sistema

¥ =—y+aF(x,y),
y (z,y) (1)

Y =z +yF(x,y),

onde F' : R? — R é uma fungao analitica com F(0,0) = 0. Este sistema
¢ chamado rigido ou uniformemente is6crono. Esses termos devem-se ao

fato de que em coordenadas polares (r, ), o sistema (1.1) é dado por

r" = rF(rcost, rsenf),

0 =1.

Assim, temos as seguintes propriedades: a origem é o tinico ponto de equilibrio
do sistema e se a origem é um centro, entao ela ¢ um centro isdécrono, ou seja,
todas as orbitas tem o mesmo periodo. Esta tltima propriedade é uma razao
pela qual os sistemas rigidos tém sido estudados em varios artigos. Ver, por

exemplo, [1], 2], [6], |7], [10] e |11].



Nesta dissertacao estudaremos estes problemas para trés familias particu-
lares do sistema (1.1).
Para uma visao completa desta dissertacao, os capitulos subsequentes

encontram-se assim organizados:

v  CAPITULO 2: Apresentaremos as definicoes de valores focais, base focal
e o método criado por Lyapunov para encontrar os coeficientes de Lyapunov

afim de determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio.

v CAPITULO 3: Estudaremos o problema foco-centro para o sistema (1.1)

considerando fun¢oes F'(z,y) particulares, a saber:
1. F(x,y) = a+bx + cy + dz* + exy + fy?,

2. F(z,y) = F(z) =ag+arx+---+ayz™, ou F(x,y) = F(y) = ag+ a1y +
<+ any”™,onde N =2n ou N = 2n + 1,

3. F(z,y) = (ap + asx® + -+ + anz™) + (bo + boy* + -+ + byy"),
onde N = 2n, n > 0.

Além dos conceitos apresentados no Capitulo 2, a definicao de sistema do
tipo tempo-reversivel sera uma ferramenta fundamental. Apresentaremos tam-

bém condicoes para a existéncia de ciclos limites de pequenas amplitudes.

v CAPITULO 4: Iniciaremos este capitulo com uma nocio superficial de
bifurcacao de Hopf para compreender o surgimento de ciclos limites. Em se-
guida, estudaremos a compactificagao de Poincaré para fazer uma andlise do
comportamento das 6rbitas no infinito. Com isso, seré possivel obter o retrato
de fase global do sistema

= —y+x(ap + a7 + asr?),

v =x+ylag + a1z + ax?),
considerando todas as variacoes dos parametros ag e as. Por fim, mostraremos

que este sistema tem no méaximo 1(um) ciclo limite.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos preliminares que serao necessa-
rios no decorrer desta dissertacao. Em particular, introduziremos o problema
foco-centro em R? e as definicoes de valores focais e base focal. Estudaremos
um método computacional eficiente para encontrar as constantes de Lyapunov
e decidir a estabilidade de um ponto de equilibrio. Durante todo trabalho, esses

conceitos serao analisados para sistemas rigidos.

2.1 O Problema Foco—centro em R?

Cousidere o sistema

(2.1)

onde P e Q sao fungoes analiticas. Suponha que a origem (0,0) seja um
ponto de equilibrio isolado, isto é, existe uma vizinhanca contendo a origem
na qual ela é o tnico ponto de equilibrio. Considere o campo de vetores
X(x,y) = (P(z,y),Q(z,y)) associado ao sistema (2.1). Suponha ainda que
a matriz Jacobiana J = DX(0,0) tenha autovalores complexos conjugados, o
que garante que numa vizinhanca suficientemente préoxima da origem, as solu-

¢oes de (2.1) circulam a origem.

O problema foco-centro é, sob as hipoteses anteriores, distinguir se a origem



é um foco (atrator ou repulsor) ou um centro.
Se a origem for um ponto singular hiperbolico, ou seja, os autovalores da

matriz Jacobiana J(0,0) = DX(0,0) forem da forma
)\172 =az+t Zﬁ

com « # 0, entao o teorema de Hartman-Grobman garante que o sistema line-
arizado descreve o comportamento do sistema nao linear proximo da origem,
ou seja, o comportamento numa vizinhanca da origem é sempre modelado pelo
comportamento da parte linear e podemos “ignorar” os termos de ordem supe-
rior. Neste caso, veremos mais adiante que a origem é um foco atrator (o < 0)
ou um foco repulsor (o > 0). Assim, é de nosso interesse o problema foco-
centro quando os autovalores da matriz Jacobiana J(0,0) = DX (0,0) sao da

forma

Mg = %if

com [ # 0. Notemos que, neste caso, a origem é um ponto de equilibrio nao
hiperbdlico e, portanto, o sistema linearizado nao descreve necessariamente
o comportamento do sistema nao linear proximo da origem. Veremos como

resolver efetivamente este problema para algumas classes de sistemas rigidos.

Exemplo 2.1.1. Considere o sistema rigido dado por

/

€T = _y+$F($ay)a
Yy =z +yF(z,y),

onde F(z,y) é uma funcio real analitica com F(0,0) = 0. E fdcil ver que a
ortgem € o unico ponto de equilibrio deste sistema e € um foco ou um centro.
Para esses sistemas o problema foco-centro é equivalente ao problema da isocro-
nicidade, ou seja, quando toda orbita periddica em uma vizinhang¢a da origem
tem o mesmo periodo. De fato, em coordenadas polares (r,0) este sistema pode

ser escrito como

r" = rF(rcost, rsenf),

0 =1,

assim, se a origem € um centro, entao ela € isocrona.



2.2 Estabilidade Local Segundo Lyapunov

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e o critério de Lyapunov, os

quais referem-se a estabilidade de um ponto de equilibrio.

Definigao 2.2.1. Dados X : U C R" — R™ um campo vetorial, onde U é um

aberto de R? e p € U uma singularidade do campo X, temos que:

a) p € estavel se dado qualquer ¢ > 0, existe um 6 > 0, tal que ||z —p|| < 6
implica ||@(t, x) —p|| < &, para todo t > 0, onde p(t,x) € a curva integral
de X;

b) p € instavel se nao for estdvel;

c) p € assintoticamente estavel se p € estdvel e, além disso, existe € > 0,

tal que ||z — p|| < e implica Jim o(t,x) = p;
oo

d) p é assintoticamente instavel se p € instdvel e, além disso, existec > 0,

tal que ||z — p|| < € implica lim @(t,z) = p.
t——o0

Considere um campo vetorial X e V : & — R uma funcao de classe C*.

Definimos a derivada de V' na direcao do campo X no ponto p € U por

V(p) = VV(p) - X(p).

Definicao 2.2.2. Dados o campo X e a fungao V como acima. Considere

p €Y CU um ponto singular de X, temos que

a) V € uma fungao de Lyapunov para o campo X se V(z) >0, Vo € V,

V(x) =0 se, e somente se, x =p eV <0, para todo x € V;

b) V' é uma fungao de Lyapunov estrita para o campo X se V' € fungao

de Lyapunov e, além disso, V < 0, para todo x € V.

Teorema 2.2.1. (Critério de Lyapunov). Seja p uma singularidade isolada

do campo X . Se existir uma funcao de Lyapunov V definida em algum dominio



U C R? contendo p, entdo p ¢ uma singularidade estavel. Se V for uma fun-

cao de Lyapunov estrita entao p serd uma singularidade assintoticamente

estavel.
Demonstracao: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada no
livro [23]. |

2.3 Valores Focais e Coeficientes de Lyapunov

Nesta se¢ao apresentaremos um método computacional eficiente [14] para cal-
cular os coeficientes de Lyapunov, tais coeficientes darao informagoes sobre a
estabilidade de uma singularidade.

Considere o campo X = (]5, @) associado ao sistema (2.1). Suponha que
sua lineariza¢ao na origem apresente um foco ou um centro. Com mudancas

adequadas de coordenadas, o sistema (2.1) pode ser escrito como

¥ =y+ e+ P(z,y),
Y = —x+ Xy +Q(x,y),

(2.2)

onde P e () sao fungoes analiticas cujos desenvolvimentos de Taylor na ori-
gem comecam com, pelo menos, termos quadraticos. Considere a funcao de
Lyapunov

Vie.) = 5 + 7).
Assim,

V=VV-X =(@yy+rXe+P —z+\+Q)

= X + 2P + My +yQ

= XNz +y?) + 2P + yQ.
Desta forma o sinal de V em uma vizinhanca da origem é determinado pelo
sinal de \. Se A # 0 dizemos que a origem é um foco forte. Pelo Teorema 2.2.1,
se A < 0 a origem ¢é assintoticamente estavel e se A > 0 a origem é instavel.
Quando A = 0 dizemos que a origem é um foco fraco ou um centro.

Daqui para frente, queremos estudar a estabilidade do equilibrio (0, 0) quando

A = 0. Desta forma, o sistema (2.2) é dado por



v =y+ P(z,y),

(2.3)
Y =—r+Q(z,y),
P(z,y) =Y _ Pz, y)+ O (|[(z.9)|")
Q(x,y) = > Qilw,y) + O (I(z, »)I™*)
onde

k
P(r,y) = > pe—jgat 7y,
=0

k
Qulz,y) =Y qrja™ 1.
=0

A notagao O denota a expansao em série de Taylor, em torno da origem,
iniciando-se nos termos de ordem (m 4+ 1) no minimo.
Considere a fungao dada por

m—+1

Vi(v,y) = %(wz +y?)+ > Vila,y) + 0 ([ y)™"?) (2.4)
Vi(z,y) = ka_j,jxk—jyﬂ‘ (2.5)

polindmios homogéneos de grau k nas variaveis = e y. Tomando a expansao em

série de Taylor até os termos de ordem 3, o sistema (2.3) assume a forma

o' =y + Py(z,y) + P3(z,y) + O ([[(z, 9)[)

(2.6)
Y =~z + Qa(r,y) + Qs(x,y) + O (||(z,9)[I*),

com

.

(z,y) = pa0x® + pr1xy + Po2y?,

y)
(z,9) = paox® + pau2®y + pr2xy® + posy?®,

I

Q2(z,y) = q2ox® + quiTy + qo2y”,
Qs(z,y) = q302® + gn2%y + qazy® + qosy®.
A funcao (2.4) com m = 3 é dada por

V(z,y) = %(932 + ) + Va(z,y) + Valz,y) + O (| 9)II°) . (2.7)
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com
Va(z,y) = Vaox® + Vary + Vigzy? + Visy?,

Vi(w,y) = Vigr* + Va123y + Vaou?y? + Visay® + Vouy™.

Diferenciando (2.7) ao longo das o6rbitas de (2.6) segue que

Vo) = (Rale) + (s = 52w ) ) + (RiGo+
(5w~ 252w ) ) + Ol 29)

CoI11

Ry(z,y) = xPy(x,y) + yQa(z, y),
V3

Ry(z,y) = 2 P3(v,y) + yQs(z,y) + Pa(z, y)%—x(g;, y) + Qa2(z, y)aa—‘;(af, Y)-

Considere os seguintes espacos vetoriais

P, = {p(a:, y) = Z 2"y grau(p(z,y)) = n,a,_j; € ]R} U

J=0

{polin()mio nulo}

n
1 . _
R+l — {u Ty = g Up—j j€jt1, Un—jj € ]R} .

=0

: _ -1 -1 nt+l _
Os conjuntos B} = {a", 2" 'y, -+ ,zy" ", y"} e Bg™ = {e1,e2, - ,€n, €11}
sao bases para P, e R""! respectivamente. A base Bﬁ“ ¢ a candnica em R,

A transformacao linear de P, em R"™! tem a seguinte construcao

S, : P, — R
n n
— =00 - ey
p(z,y) = § :an—m!’f yeu= E :a'n—%]e]'i‘l‘
J=0 Jj=0
Considere agora a seguinte transformacao linear

1,: P,— P,

plavy) > Tulpl,) = 5 (0) = 25 0)
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Tomando as bases B3 e Bj para P e Py, respectivamente, as matrizes As

e Ay, com relacao a essas bases, sao respectivamente

0 -1 0 0 0

0 -1 0 0
4 0 -2 0 0

3 0 -2 0
As = e A4=]10 3 0 -3 0

0 2 0 -3
0 0 2 0 -4

0 0 1 0
0O 0 0 1 0

Proposicao 2.3.1. A transformacao linear T3 € um isomorfismo. O nicleo da
transformacao Ty tem dimensao 1 e a imagem dimensao 4. Uma base para o

nicleo € {(z* + y*)*}.

Demonstracao: O nicleo da transformacao linear T3 é trivial, visto que
Det(A3) = 9. Logo, T3 é injetora. Para provar que T3 é sobrejetora, basta
observar que a dim(Im(Ts)) = 4 e que {T3(x?), T3(z%y), Ts(xy?), T3(y*)} é uma
base para a imagem T35 e para P;. Como 75 é bijetora, admite uma transfor-
macao inversa a qual também é linear e bijetora. A matriz A, é equivalente

por linhas a matriz escalonada reduzida por linhas

1000 -1
0100 O
0010 =2
0001 O
00 0O0 O

Assim, o posto(A,) = 4 e, consequentemente, o nicleo de T tem dimensao 1 e a
imagem dimensao 4. De um célculo simples A4S,(p(z,y)) = 0, p(x,y) € Py,
segue que S;'(1,0,2,0,1) = (2% + y?)%. |

Resulta da Proposicao 2.3.1 que Vi(x,y) pode ser escolhido de maneira
tnica de forma a cancelar os termos de grau 3 de (2.3). Tal escolha ¢é feita

resolvendo-se o sistema linear

A3S3(‘/E’>(x>y)) = —Sg(l’Pg(:L’,y) + sz(:L",y)),
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onde
S3(Va(w,y)) = (Vao, Var, Viz, Voz),
Sz(xPa(z,y) + yQa(w,y)) = (P20, P11 + G20, Po2 + q11, Go2)-
Segue que

1 1
(Vao, Va1, Via, Vi3) = <—§(p11 + q20 + 2q02) P20, — o2, §(P02 + 2poo + C_Ill)) .

A mesma metodologia nao pode ser aplicada para a escolha dos coeficientes
de Vy(z,y), pois T; nao é isomorfismo. Contudo, Vj(x,y) pode ser escolhido de
forma que V(x,y) tenha um sinal bem definido. Isto pode ser feito impondo
que os termos de ordem 4 de (2.3) pertencam ao nicleo de Tj. Assim, os

coeficientes de Vj(z,y) podem ser obtidos através de

Vs

Ax(31 (oPa(o.0) + 9Qu(o0) + Pale) G20 + Quto) G ) )+

+ A4S4(V21(l', y))) = 07
onde

54(‘/21(%@) = (Vlo, Va1, Vag, Vis, V04),

0 0
54 (:L'Pg(!lf,y) + ng(fE,y) + PQ(I,y)a—‘f(x,y) + QQa—‘;}’(:my)) =

= (840, S31, S22, S13, 304)7

com

$40 = P11P20 T P30 + 2P20G02;

31 = P11 — 2P30 + P21 — Paoqu1 + 2¢20G02 + P11(g20 + 2402) + gso,

So2 = P12 — 2paop11 + Po2(P11 + 2qo2) + 2q11G02 — 2P20G20 — q11G20 + Ga1,
S13 = Po3 + P11Go2 + 200 — 2P20q11 — gy — Po2(2p20 + q11) + i,

Soa = —2Pp20qo2 — q11902 + Gos-
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Logo,
1 2 2

Vio 21(2 Jo2q20 — q12 — 3P20Gi1 — 30 — 2p20” + p11” + 3 Goep11 + P11Gao—
P21 + 2402 — qupoz — qu° — Pos — 2]9201702) + 1,

1
Va1 Z—(5 P30 — 7 paop11 — 16 qoapao — 3 o3 — Go1 — Go2q11 — 2 P20920 — Gaoqa1+

8
Po2P11 + 2 qo2Po2 — P12),
Vag :%(2%22 — qu1Po2 — 2p20qin — qu1° + QoaP11 — Q12 — Doz — 2]920]702) + 2,
Vi3 Z%(3p3o — p20p11 — 16 Go2p20 — 5 Go3 + q21 — 7 qo2q11 + 2 p20ga0 — Po2P11+
20911 — 2 GozPo2 + p12)>
Voa =1.

Com estas escolhas feitas para Vs(z,y) e Vi(x,y), segue que
V(,y) = m@® +y°)> + O (I (,9)I°) , (2.9)
com

na = = (3 qo3— p20p11+3 P30+ G214 Go2q11+2 P20420+ G20¢11 — Po2p11 —2 Gozpoz+ P12)- (2.10)

|~

A equagao (2.9) determina a estabilidade da origem. De fato, a fungao

V= S0 ) + Vo) + Vi) (2.11)

é uma funcao de Lyapunov em alguma vizinhanca da origem. Assim, do Te-
orema 2.2.1, obtemos que se 74 < 0, entao a singularidade é assintoticamente
estavel. Se ny > 0, entao a singularidade é instavel. Quando n4 = 0 ainda nao
podemos determinar a estabilidade da origem.

Na verdade, o processo criado por Lyapunov para estudar a estabilidade
da origem do sistema (2.3), é um processo puramente algébrico. A ideia desse
processo é construir recursivamente fung¢oes de Lyapunov para o sistema (2.3).

A seguir, afirmamos que a Proposicao 2.3.1 é verdadeira para o caso geral.

Proposicao 2.3.2. Quando n € impar, T,, € um isomorfismo. Quando n € par,

n
2,

T, possui nicleo de dimensao um gerado por (x? + y?)
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Demonstracao: A demonstragao desta proposicao pode ser encontrada em
5] u

Desta forma, se 14 = 0 na equagao (2.9), podemos proceder de forma ana-
loga ao que ja fizemos para obter 1, e produzir uma nova série V', garantida

pela Proposicao 2.3.2 tal que
V=sa® +y°)° +
e assim por diante. Em resumo, V' pode ser escolhida de tal forma que
V=m(2® + )2 +ne(x? + 23 4+ - Far(@® + D)+ -

Observacgao 2.3.1. Este resultado sobre estabilidade nao exige que o campo
vetorial X seja analitico. Além disso, os cdlculos formais com a série V' sao
Justificados porque a fung¢ao de Lyapunov (2.11), que é um requisito para a

aplicagao do Teorema 2.2.1, acaba por ser um polindmio.
Apresentamos agora um teorema bastante 1til sobre a estabilidade.

Teorema 2.3.1. Seng. =0, k=2,..., N, masnanio # 0, entao a estabilidade

da singularidade na origem é determinada:
o Semnonio <0, entao a singularidade € assintoticamente estdvel.
o Semnonio >0, a singularidade € instdvel.

Demonstracao: A demonstracgao deste teorema pode ser encontrada em
[21], pagina 94. |

As constantes 7, sao chamadas de valores focais. Do método exposto
acima juntamente com o Teorema 2.3.1 temos que, se apés um namero finito
de etapas determinarmos um valor focal nao nulo, entao poderemos produ-
zir uma funcao de Lyapunov polinomial e assim a usarmos para determinar a
estabilidade do ponto singular. Contudo, ainda nao esgotamos todas as possi-
bilidades: o que acontece se todos os valores focais forem nulos? Esta pergunta

é esclarecida no teorema abaixo.
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Teorema 2.3.2. (Centro de Lyapunov). Se o campo vetorial X ¢é analitico
ey = 0 paran = 2,...,00 entao a origem € um centro. Além disso, a
série que define V' € convergente numa vizinhanga da origem e representa uma
fung¢ao cujos conjuntos de nivel contém as orbitas do sistema correspondente

ao campo X.

Demonstracao: A demonstracgao deste teorema pode ser encontrada em
[21], pagina 94. |

Como 1, € relevante somente quando 75, = 0 para todo | < k, tomamos

M ="N4="""="p—2=0

nas expressoes de 79,. As quantidades obtidas dessa maneira sao chamadas
de coeficientes de Lyapunov, e serao denotadas por Ly = 1,10, para k =
0,1,2,...,00.

Se trabalharmos com P e () polindmios, segue do Teorema da Base de
Hilbert que existe uma constante m tal que L, = 0 para todo k se, e somente

se, L, = 0se k <m. A base
B ={Ly,Ly,Ls,..., Ly}

é chamada de base focal.

Desta forma ¢é necessario calcular somente um nimero finito de coefici-
entes de Lyapunov. Contudo, dado um sistema qualquer, nao sabemos a
priori quantos coeficientes temos que calcular para termos a base focal B,
com excecao de alguns casos especificos. Em geral, os cédlculos dos coefici-
entes de Lyapunov sao muito longos e complicados, exceto em alguns casos
mais simples, assim varios métodos computacionais tem sido desenvolvidos.
Como exemplo, aplicaremos este processo para o sistema cubico rigido que seré

estudado no Capitulo 3.

Exemplo 2.3.1. Considere o sistema

v = —y+x(a+br+cy+dx* +exy + fy?),

(2.12)
y' =z +y(a+br + cy + do* + exy + fy?),
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onde a,b,c,d,e, f €R e d*+e* + f2 £ 0.
Suponha a = 0, caso contrdrio a origem € trivialmente um foco. Sequindo

o processo descrito acima, a funcao de Lyapunov € dada por
L, 2
Viz,y) = 5" +y7) + Va(a,y) + Va(z, ),

com

Va(z,y) = ca® — ba’y + cay® — by’ e

Vi(z,y) = Ax* + B’y + Ax*y® + Bay®,

onde A = (3c*+e—3b?) e B = 1 (f—d)—3bc. Com essas escolhas convenientes
para Vs(z,y) e Vi(z,y) seque que

V=VV-X =n®+y?)?+- -,
com

Ly=n=d+f

Através de cdlculos realizados no programa computacional MAPLE, obtemos
também o segundo coeficiente de Lyapunov. Neste caso, omitiremos 0s valo-
res de Vi(z,y) devido a sua extensao. Mas, tomando esses valores especificos

obtemos que
V=VV-X = +y?)? +(a® +y?) + -
onde
o 1=y =d+f,
o Ly=1n5=(c—b*)d— bee.

No capitulo 3 mostraremos que o anulamento do primeiro e segundo coefici-
entes de Lyapunov, L e Ly, juntamente com a = 0 é uma condicao necessaria

e suficiente para que a origem do sistema (2.12) seja um centro.



Capitulo 3

Centros e Ciclos Limites de

Pequenas Amplitudes

Neste capitulo estudaremos o problema foco-centro para algumas familias par-

ticulares do sistema rigido:

¥ =—-y+aF(x,y),
y (z,y) (3.1)

Yy =z +yF(x,y).

O sistema (3.1) tem sido estudado por varios autores e, na maioria desses
estudos, a funcao F' é um polinémio homogéneo de grau fixo ou uma soma de
funcoes polinomiais homogéneas. Ver, por exemplo, [1], [6], [10] e [11].

Nas se¢oes seguintes estudaremos com detalhes os trés casos mencionados

na introducao, a saber:
1. F(x,y) = a+bx + cy + dz* + exy + fy?;

2. F(z,y)=F(z) =ao+mx+ - +ayz" ou F(z,y) = F(y) = ap + a1y +
-+ any", onde N > 1;

3. F(z,y) = (ap + ax® + -+ + ana™) + (by + boy®> + -+ + byy™),
onde N = 2n, n > 0.

No primeiro caso, exibiremos condi¢oes necessarias e suficientes para que o

sistema (3.1) tenha um centro na origem. Este resultado foi provado por Collins

17
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em [6] e posteriormente por Alwash em [2| considerando solugoes periddicas de
uma equacao escalar nao—autonoma. Na secao 3.1, provaremos este resultado
usando o conceito de sistemas do tipo tempo-reversivel. Nas secoes 3.2 e 3.3
estudaremos o segundo e terceiro casos, respectivamente. Também daremos
condigbes necessarias e suficientes para que o sistema (3.1) tenha um centro na
origem. Este estudo é baseado no artigo [7].

Recentemente, Llibre e Rabanal em [18], estenderam os resultados do artigo

[7] estudando o problema foco-centro para sistemas rigidos da forma

o' = —y+af(x)g(y),

y' =z+yf(z)g(y),
onde f(r) = ap + ayxz + -+ ana™ e gly) = bo + byy + -+ + byy™, com
Ne{2n,2n+1} CINU{0} e M € {2m,2m + 1} C INU {0}.

3.1 F(z,y) =a+bx+cy+dz? + exy + fy?

Nesta secao consideraremos o sistema rigido

v = —y+x(a+br +cy+dz* + exy + fy?), (32)
v =x+yla+br+cy+dz* + exy + fy?),
onde a,b,c,d,e, f € Re d*+ e+ f2#0.
Nosso objetivo é exibir condicoes necessarias e suficientes para que a origem

do sistema (3.2) seja um centro. Uma ferramenta fundamental sera a definigao

de sistemas do tipo tempo-reversivel.
Definicao 3.1.1. O sistema

.Z’/ = —y‘i‘P(J}',y),
Y =+ Q(z,y),

onde P e Q) sao funcoes analiticas cujos desenvolvimentos de Taylor na origem

(3.3)

comegam com, pelo menos, termos quadrdticos € do tipo tempo-reversivel se
existe uma aplicacio R : R? — R? tal que

d
5 (12) = —f(R(2)),
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onde z = (z,y) € R? e f(2) = dz/dt.

Teorema 3.1.1. Todo sistema da forma (3.3) do tipo tempo-reversivel tem um

centro na origem.

Demonstracao: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em

[21]. |
Exemplo 3.1.1. Considere o sistema

T =—y+ Y,

=z — 1y
Tomando R(x,y) = (x,—y) € facil ver que L(R(z)) = —f(R(z)). Portanto,
este sistema € do tipo tempo-reversivel e pelo Teorema 3.1.1 tem um centro na

origem.

Apresentaremos a seguir propriedades gerais do sistema (3.2). Notemos que

para a # 0 a origem ¢ um foco atrator (¢ < 0) ou um foco repulsor (a > 0).

Proposicao 3.1.1. Considere o campo vetorial X associado ao sistema (3.2)

com a = 0. Entao, os dois primeiros coeficientes de Lyapunov sao dados por:
Li=d+f e Ly=(c*—%)d— bce.

Demonstracao: Os calculos desses coeficientes foram apresentados no Exem-

plo 2.3.1. [ |

Teorema 3.1.2. A origem € um centro para o sistema (3.2) se, e somente se,

a=0elL; =1Ly=0.

Demonstracao: (=) Trivial.

(<) Suponha que a = 0 e que os dois primeiros coeficientes de Lyapunov sao
nulos. E facil ver que L; = 0 resulta em f = —d. Para Ly = (¢> —b*)d—bce = 0
obtemos quatro possibilidades para os parametros presentes no sistema. Sao

elas:

a) e:_d(%?bz) e cb#0;
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b) d=b=0 e c#0;
¢c)d=c=0 e b#0;
d) b=c=0 e d#0.

Considerando sempre a = 0 e f = —d, afirmamos que para todos os casos
acima o sistema (3.2) é do tipo tempo-reversivel e segue do Teorema 3.1.1 que
a origem é um centro. [ |

A prova desta afirmacao seré feita com detalhes no lema a seguir.

Lema 3.1.1. O sistema (3.2) para qualquer uma das possibilidades acima é do

tipo tempo-reversivel.

Demonstracao:

b) O sistema (3.2), com os devidos parametros, é dado por

¥ = —y+ z(cy + exy),

(3.4)
y' =z +yley + exy),
com ¢ # 0. Tomando R(z,y) = (x,—y) segue que
d de d
G RG) = (G =) =yt ate-+ e~ = ey + ean),
Por outro lado,
—f(R(z,y)) = (=y + z(cy + exy), —v — y(cy + exy)).
Desta forma, 4(R(z,y)) = —f(R(z,y)). Pela Defini¢do 3.1.1 temos que o
sistema (3.4) é do tipo tempo-reversivel.
c) Neste caso, o novo sistema é da forma
¥ = —y+ x(bx + exy),
y+ ( y) (3.5)

Yy =x+ y(bx + exy),

com b # 0. Tomando R(z,y) = (—z,y) obtemos

d

7 (B@,9) = (y —w(be + exy), @+ y(bo + exy)) = — f(R(z,y))
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e concluimos que o sistema (3.5) é do tipo tempo-reversivel.
d) Para o sistema
1 = —y+ x(da® + exy — dy?), (36)
Y =z + y(da® + exy — dy?),
com d # 0, tomando R(z,y) = (—x,—y) e repetindo o processo anterior tam-
bém concluimos que o sistema (3.6) é do tipo tempo-reversivel.

—d(—c?4b?)

= com cb # 0 e substituindo no sistema

a) Finalmente, tomando e =

original obtemos

v =y +x(br + cy + da® — 761(—02::72)@ — dy?),

d(—c2+b2):c (37)
Y =z 4 y(br + cy + do* — = — dy?).
Escolhendo
—c2 4+ b?)x 2bc 2bcx —c+ 1
R(z,y) = = 2 2)_ 2 yz’_2 2+( 2 2)?/’
b* +c (b2 +c?) b2 +c (b2 4 ¢2)
apo6s alguns calculos segue que
d
ER(xv y) = —(a(a:, y)v b(.ﬁ(], y)) = —f(R(SL’, y))v
onde
~ 2bcx (=2 +0%)y  b(=cE+b*)a? (3 —c*)ay  2bcPy?
a(x,y)—b2+c2 T R4 2 + b2 + 2 + b2 + 2 b2 + (2
d(=c2+b%)z®  d(—4*P + b1+ M) 2’y 3d(—c2 +b?)ay?*  2beyPd
242 be (b2 + ¢2) a b2 + 2 T
e
) B (-2 +b?)x 2bcy 2b%cx?  b(—=3+b%)ay (=2 +b?)y?
@Y=" E TRie TBre  wieE | Bia
2bedr®  3d(—c2+b0*) 2ty d(—403P + b+ M) ay?  d(—E 40 yP
b2 +c2 b2 + ¢ be (b + ¢2) + b2 4 ¢ '

Portanto, o sistema (3.7) também é do tipo tempo-reversivel. [ |
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3.2 F(x,y)=F(x)=ay+ax+ - +ayz®
Nesta secao consideraremos o sistema

¥ =—-y+aF(x,y),
y (z,y) (3.8)

Yy =x+yF(z,y),

onde F' é uma funcao polinomial de uma variavel de uma das seguintes formas
F(x,y) = F(z) = ag + ayx + - - + aya™

ou

F(x,y):F(y):a0+a1y+-~-+aNyN,

onde N > 1. Afim de estudar o comportamento das trajetérias proximo da
origem, iremos considerar a funcao de Lyapunov V representada formalmente

pela série

Viey) = 5@ 457+ Vi (5.9
k=3

onde Vj, é um polindmio homogéneo nas variaveis x e y de grau k.

A derivada de V(z,y) ao longo das orbitas do sistema (3.8) é dada por

V=@+Vsa+Vig+ -+ Vig+- )~y +aF)+
(3.10)

Hy+Vay +Viy+-- -+ Viy+- )@+ yF),

onde os indices x e y representam as derivadas parciais com respeito a x e
y, respectivamente. Vimos no Capitulo 2 que com escolhas convenientes de

Vi(x,y) a expressio de V pode ser reescrita como
V =no(a? + 92 +nu(2® + )2+ ne(a® + 2> 4+ (@ + D)+ -

onde os coeficientes 1o sa0 os valores focais e sao funcoes polinomiais.

No que segue, iremos determinar a base focal para o sistema (3.8) e usaremos
o procedimento apresentado no Capitulo 2 para encontrar V3, V4 e o primeiro
coeficiente de Lyapunov.

A seguir, enunciamos o principal teorema desta se¢ao.
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Teorema 3.2.1. Considere o sistema

¥ =—y+z(ap+ax+ - +ayz?), (3.11)
v =z+ylag+ax+ - +ayz?),
onde N =2n ou N =2n+ 1. Entao o conjunto
B = {ao,ag, e ,G,Qn}
€ uma base focal.
Usando a mudanca de coordenadas X = —y e Y = x obtemos, do Teorema
3.2.1, o teorema seguinte.
Teorema 3.2.2. Considere o sistema
¥ =—y+x(ag+ay+---+any),
y+a(ao+ oy wo°) (3.12)

Y =z +ylao+ay+ -+ any"),
onde N =2n ou N =2n+ 1. Entao o conjunto
B = {ao,a2, e ,agn}
€ uma base focal.

A prova dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 é andloga e consiste em calcular os
coeficientes de Lyapunov em (0, 0) para os sistemas (3.11) e (3.12). O coeficiente
ao ¢ tomado como nulo, caso contrario a origem ¢é trivialmente um foco. Mas

antes, necessitaremos de alguns resultados.

Definigao 3.2.1. Para cada k em (3.9), denotemos por V;; o coeficiente de
z'yl em Vi, para k =i+ j. Além disso, dizemos que V;; € par ou impar quando
1 € par ou impar.

Substituindo os valores das derivadas parciais com relacao a x e y e efetu-

ando calculos em (3.10), obtemos

V = (CLl + ‘/271) 1’3 + (2 ‘/1,2 -3 ‘/3,0) l’2y + (a1 -2 ‘/2,1 + 3 %73) ZL"y2—
Viay® + (3Vapar + Va1 + az) a* + (2 Voo + 3 Varay — 4 Vi) 2°y+
(3 ‘/1,3 “+ ag + 3 VLgal -3 %,1)$2y2 + (3 %,3a1 -2 ‘/272 -+ 4 %,4) Iy3—

Vigy' + O ([l »))". (3.13)
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Lema 3.2.1. Considere o sistema (3.11) com ay = 0. Entao:
a) O primeiro coeficiente de Lyapunov em (0,0) € dado por Ly = as.
b) Se a9 = 0 entao ‘/370 = ‘/172 = ‘/173 = ‘/},71 = 0.

Demonstracao:  Considere o sistema (3.11) e V' como em (3.9). Da Pro-
posicao 2.3.1, sabemos que a transformacao linear 75 é um isomorfismo, entao
podemos escolher os coeficientes de Vi (ou seja, Vi, Va1, Vi 2, Vo 3) de modo que
V determinado em (3.13) nao tenha termos ctbicos. Para isso, basta resolver

os dois sistemas de equagoes:

Vo1 +ay =0, 2Viga —3V39 =0,
2Vo1 —3W3 = a, Vi =0.
Neste caso, podemos escolher V3o = V1o =0e Vo1 = —ay, Vo3 = —aq, o que

resulta em

Va(z,y) = —a12’y — a1y,

Ainda pela Proposi¢ao 2.3.1 nao podemos eliminar os termos quarticos de V,

mas podemos escolher V,,...,Vp4 e L; de modo que
V= na(a® + %) + O(||(=, )|)°.

Para isso, devemos resolver as cinco equagoes seguintes, desacopladas em dois

grupos
=14+ V31 = —ay,
—4Vio+2Vae = 3a;?,
—2n4 +3Vis —3V31 = —as,
-2 ‘/2,2 + 4 ‘/074 = 3@12.
- —Vig =0,

Para o primeiro grupo de equagoes escolhemos:
1 1
Vig=Vs1=—zay e = —as.
1,3 3,1 5 42 T4 5 2

e para o segundo grupo de equagoes:

3 3
‘/2,2 = 0) ‘/0,4 - Zaf12 e ‘/;170 = —Z a12’
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Portanto, Ly = ay e Vg = Vi =Vi3="V3; =0 quando ay = 0. m

Faremos agora o calculo dos coeficientes de Lyapunov para o sistema (3.11).

Teorema 3.2.3. Considere o sistema

v =—y+z(mz+ ax? + - +aya?),

Y =z+y(mz+az®+- - +ayz?),

onde N =2n or N =2n+ 1. Entao, para k=1,2,...,n,
L, = asgp.
Demonstracao: A prova sera dada por inducao na seguinte afirmacao Pj:
o Li=agjparaj=1,...k;

o Seay; = 0 para j = 1,...,k, entao os coeficientes impares de V; para

7 < 2k 4+ 2 sao nulos.

Pelo Lema 3.2.1, P, é verdadeiro. Agora suponhamos P verdadeiro. Os coe-
ficientes impares de Vai43 sao determinados em termos dos coeficientes de V;

com j < 2k + 2 pelas seguintes equagoes

%,2]6—{—2 - 07
2
—3Vsok + (2k +2)Vi g 10 = Z —(J +2k)V;_1 2611 a3—;,

j=1
4

—5Vs.06—2 + (2k) V3 91 = Z —(7+2(k—1)Vj_1,2%-1 a5,

j=1

2%
—(2k + 1)Vopyr12+ (4)Vag_14 = Z —(7+2)Vj_13a0641-5,

j=1

—(2k + 3)Vagyso + (2) Va1 2 = Z —(7)Vj—11 agkrs—;-

j=1

Se ag = ay = -+ - = ag, = 0 e os coeficientes impares de todos V; com j < 2k +2
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sao nulos, entao o lado direito destas equacoes é zero. Consequentemente, os
coeficientes impares de Vo1 3 sao todos nulos.
Em seguida, L, e os coeficientes impares de V5.4 sao determinados pelas

equagoes
—Tokta — Viokys = 0,

k+2 SN
- (k: n 1)772k+4 — 3V k1 + (2k + 3)Vi opy3 = Z —(j +2k+1)V;_1 961203,

=1
k2 !
—( I )772k+4 — 5V k1 + 2k + 1)V 0541 = Z —(j+2k—1)V;_19r a5,
=1

]{,‘ —I— 2 2k+2 .
—( ] )772k+4 — (2k + 3)Vapgs1 + 3Vopy13 = Z —(j+ 1)V_12a0k43-5,

=1
2%-+4
—1okta + Vorysi = Z —(7 = 1)Vi_1,0 agkrs—j-

j=1
Pela hipotese de inducao, o lado direito da ultima destas equagoes é —agy. o,
enquanto que o de todas as outras é nulo. Assim, segue da ultima igualdade
que

Vokt3,1 = Nok4a — Q2ky2-

Substituindo este valor na penultima equagao obtemos

k+2

Vort1,3 = ( ]

)772k+4 + (2 4 3) (Mokta — Gor+2).

Repetindo esse processo até a primeira equagao chegaremos que 7gxi4 € um
multiplo positivo de agxyo € cada coeficiente impar é um miltiplo negativo de

asr12. Deduzimos que se Py ¢ verdadeiro, entao

Lyy1 = Nopta = Qopga.
[ |

Observacao 3.2.1. Os coeficientes pares de Voryq nao foram utilizados na
demonstragcao acima, 1550 porque estamos interessados na expressao Ly que so

€ introduzida nas equagoes com coeficientes impares.
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Prova do Teorema 3.2.1: Basta verificar que o sistema (3.11) com ag =
as = -+ = as, = 0 é um sistema do tipo tempo-reversivel. Para isto, tomamos
R : R? — R? da forma R(z,y) = (—z,y). Portanto a origem ¢ um centro e o

conjunto B = {ag, as, . .., as,} ¢ uma base focal. [ |

Dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 resultam algumas consequéncias importantes
relacionadas ao problema foco-centro e a existéncia de ciclos limites de pequenas

amplitudes.

Corolario 3.2.1. Considere o sistema (3.11) ou (3.12). Se emiste k €
{1,2,...,n} tal que

ag =ay =+ =agk—2 =0, a9 #0,

entao a origem € um foco fraco atrator ou repulsor de acordo com o sinal de

a9y .
Demonstracao: Segue diretamente dos Teoremas 2.3.1 e 3.2.3. [ |

Corolario 3.2.2. Considere o sistema (3.11) ou sistema (3.12). A origem é

um, centro se, e somente se,
a0:a2:~-~:a2n:0.
Corolario 3.2.3. Considere o sistema (3.11) ou sistema (3.12). Entao:

a) Ezistem no mdzimo n ciclos limites de pequena amplitude numa vizi-

nhanca adequada da origem.
b) Se ag,as, ..., a, sio escolhidos tal que
agk—2 g < 0,
para k=1,...,n, e
lag] < |ag| < ... < |agy|,

entao existem exatamente n ciclos limites de pequena amplitude.
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Demonstracgao:

a) Sabemos que as solugoes dos sistemas (3.11) e (3.12) circulam a origem
em uma vizinhanga suficientemente proxima da origem. Considere a 6rbita
passando por (z,0). O proximo encontro desta 6rbita com o eixo z-positivo é
dado por (h(z),0), sendo que h(z) esta definida para todo x suficientemente

pequeno e é suave. A funcao

estd bem definida para z suficientemente pequeno e é conhecida na literatura
como fungao separacao. No livro [5], pagina 518, temos o seguinte resultado

relacionando as derivadas da funcao separagao com os valores focais no:
dP*D(0) = (2k — 1)127n.

Desta forma, se V = myuan(a® + ¢2)" + O(||o,y)***?), entdo
d(0) = dV(0) = --- = d®V(0) = 0. Assim, pequenas perturbagdes nos co-
eficientes de f do sistema (3.11) produzem no maximo (2n+ 1) zeros da fungao
d. Como a origem continua sendo uma singularidade e um ciclo limite corres-
ponde a um par de zeros de d (um positivo, um negativo), entao sao gerados
no maximo n ciclos limites.

b) Suponha inicialmente que
aozagz---:agn:().

Assim do Corolario 3.2.2, a origem é um centro. Agora escolha as, nao nulo.
Sabemos que a origem é estavel se aq, < 0 e instavel se ag, > 0. Tome as, < 0.

O mesmo argumento funciona se as,, > 0. Assim, podemos escrever V da forma
V= agn(2® + 4)" + Oz, y[*"?).

. ’ /V X 3 M V ’V
Como a origem é estavel, o fluxo aponta para o interior das curvas de nivel de V,
que estao contidos em uma vizinhanga suficientemente pequena da origem. Seja

[' uma destas curvas e escolha agora as, o > 0. A origem torna-se instavel e, se
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|ag,—2| € pequeno o suficiente, o fluxo ainda é transversal e aponta para o interior
da curva de nivel I'. Portanto, criamos uma regiao positivamente invariante
que nao contém ponto singular. Segue do Teorema de Poincaré-Bendixson que
existe um ciclo limite no interior de I'. Escolhendo sucessivamente as,_4, . . ., ag
tal que cada agp_o tenha o sinal oposto ao de ag, e seja pequeno o suficiente,
a estabilidade na origem é revertida n vezes. Portanto, n ciclos limites de

pequenas amplitudes bifurcam da origem. [ |

Exemplo 3.2.1. O sistema

¥ = —y+ x(—1+ 1522 — 252%),
ytal ) (3.14)

y =z +y(—1+ 152% — 252%),

apresenta dois ciclos limites que podem ser vistos na Figura 3.1.

Figura 3.1: Dois ciclos limites do sistema (3.14)

A Figura 3.1 foir gerada no programa ODEinR2. FEste programa pode ser
obtido em [19].
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3.3 fmxay):Cm%%mx2+~-~+aNxN%im+J@yz+--~%

byy™

Nesta secao consideraremos o problema foco-centro para o sistema

v =—y+x [(ag+ axx® + -+ ana™) + (bo + boy® + - - - + byy™)]

Y =z +y[(a+ax® + -+ ayz™) + (b + bay® + - - + byy")]
(3.15)

onde N = 2n, n > 0.
O teorema seguinte, principal resultado desta secao, nos da a base focal

para o sistema (3.15).

Teorema 3.3.1. Considere o sistema (3.15). Entao o conjunto
B: {a0+b0,a2+b2,...,a2n—|—b2n}
€ uma base focal.

Antes de provar este teorema, apresentaremos alguns lemas e defini¢oes
necessarios para seu entendimento. Daqui para frente, os coeficientes ag e by

serao escolhidos tais que ag + by = 0.

Lema 3.3.1. Considere o sistema

H: v = —y+x (agr? + agr’ + -+ ana™ + by + bayt -+ byy™)

Y =z +y (a2 + agx* + -+ ana™ 4+ by + bayt -+ byy™)
(3.16)

onde N = 2n. Se by, = —agg, para k =1,...,n, entao Vi, =0 para k impar.

Demonstracao: Sejam Py, T, e V como no Capitulo 2, secao 2.3. Ja

sabemos que 7T ¢ um isomorfismo quando k£ é fmpar. Utilizando a hipotese

bor, = —asgy, para k =1,...,n, obtemos um novo sistema da forma
. v’ = —y+ 2z (a2 + agz’ + -+ ana™ — agy® — agyt - — any®) |
y =4y (a2® + agx + -+ ana — agy® —agyt - —any”) .
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Calculando V (z,y) = gradV (z,y) - H(z,y) obtemos a expressio

n 2n 2n
Vo) = (o =) ) (vt ) - om0t
j=1 i=2 k=3
Da equacao acima, nao ¢ dificil ver que se k é impar entao V) = 0. [ |

Definicao 3.3.1. Denotemos por Dy os termos de grau k em V.

Observacgao 3.3.1. Quando consideramos os termos Dyy existem dois grupos
de equagoes desacopladas: um grupo € composto por k + 1 equagoes com k
incognitas e o outro € constituido por k equacoes com k + 1 incognitas. Os

coeficientes nNop aparecem no Primeiro grupo.

Lema 3.3.2. Considere o sistema (3.16). Se by; = —aq; para j = 1,2,...,k,
entao Vi, = Vi para m+1 <2k +2 em + [ par.

Demonstracao: A prova é obtida por inducao em k. Para k = 1 é facil
ver que Vio = Vp4 e V31 = V) 3. Suponha que o resultado seja verdadeiro para

j=1,2,...,k—1. Pela hipotese de inducao temos que
® by = —agj para j=1,2,....k—1,
o Vi = Vyparam+1<2kem+1[ par.

Pelo Lema 3.3.1 temos que V;,, = 0 para [ + m impar. Suponha by, = —ag.
Vamos mostrar que V;,,, = V,,,; para m + [ = 2k + 2. O primeiro grupo de

equacgoes de Dy é dado por:
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k
—No(kt1) T Vakt1,1 = — Z 2(k—j+ 1) Vak—jt1),0 a2y,
=1
k41 r
—( & )772(19.1,_1) +3Vag—13— 2k+1)Vagg11 =— 22 (k=34 1) Vag—j),2 a2j—
=1

2(k — j + 1)Var 21—j) bay,

M-

Jj=1

k—1
k+1 .
- <k - 1> Mak) +5Vak-ss — (2k = ) Var 13 =— > 2(k—j+1) Vago1-j).a a2 —

j=1

M)

2(k — 7 + 1)Voe—1),22—j) b2y
1

<.
Il

2

k+1 .

—< 9 >772(k+1) + 2k —1) V3061 — (5) Vo3 = — Z 2 (k—j+1)Vao_j)on_2a2—
=1

e
|

1
2(k —j + 1)V o(k—1—j) b2y,
1

J

1
k+1 .
—( 1 )772(k+1) + 2k + 1) Vigks1 — (3) Va1 = — Z 2 (k—j+1)Vor_j) ok 25—

Jj=1

N

2(k — j + 1)Va o—j) b2j,
1

<.
Il

k
—M2k+1) — Vi2kt1 = — Z 2 (k—j+1)Vook—j+1) b2y

Jj=1

(3.17)

De acordo com a paridade de k, o sistema (3.17) d4 origem a dois novos siste-

mas que podem ser escritos como:

Caso 1. k é par.

——
—209k+1) + | Varg1,1 — Vioksr | = —(azk + bax ),

=0
——

k+1
—2( 3 )772(k+1) +3 <V2k1,3 - V3,2k1) —(2k+1) <V2k+1,1 - V1,2k+1) = —(azk + bag ),
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k+1
_2(k B 1) N2(k+1) T (V2k—3,5 - V5,2k—3> - (2k—-1) (V2k_1,3 — V372;€_1) =0,

k+1
_2(E " 2) No(k+1) + (B —1) (Vk+3,k—1 - Vk—l,k+3) —(k+5) (Vk+57k_3 - Vk_g)k+5) =0,
2

k+1
_2<E + 1>772(7€+1) —(k+3) <Vk+3,k1 — Vk11k+3) = 0.
2

Caso 2. k é impar.

—
=204 1) + | Vars1.1 — Viwsr | = —(aor + bar ),

k+1 —_——
-2 P LT + 3 Var—1,3 — Vaon—1 | — 2k + 1) ( Vawg1,1 — Viws1 | = —(azw + bar ),

k+1
_2(k B 1) No(k+1) + 0 (‘/219—3,5 - V5,2k_3> —(2k-1) (V%_Lg — Vg)%_1> =0,

k+1
_2(k+1 >n2(k+1) + (k) (Vk+2,k - Vk,k+2> —(k+4) (Vk+4,k—2 — Vk_g,k+4> =0,

k+1
—< k1 )772(k+1) —(k+2) (Vk+2,k - Vk,k+2> =0.
2

Daqui resulta que V; ,,, = V,,,; para m + 1 = 2k 4+ 2 e m, [ impares.



34

O segundo grupo de equacoes de Doy, é dado por

k—1

=2(k + 1)Va@g1),0 +2Vog2 = — Z 2(7 + 1)Vaji1,1 a2(k—j),
=1
k—1
—2kVag 2 +4Vok_1)4a = — Z 2(5 + 1)Vaj1,3 ag(h—s)—
=1

]~

2(k+37—1)Var_1.25-1b22—j),

<.
Il
>
|
no

=2(k = 1)Va—1),4 +6Vok_2y6 = —

(]

25 +2)Vaj15Q2—j—1)—

1

RN

2(k+j—2)Var-32;j-1ba3—j),
1

<.
Il

1
—4Vyok—1) +2kVa 21 = — Z 2(j+k—1) Vo161 a02—j)—

<
—

el
I

1

(]

2(3 + 1)Vz25-1 ba(k—j),

<.

Il
>~
—_

=2 Voo + 2(k + D)Vo 2(k41) = — Z 25 + 1)Vi2 41 bare—jy-

<.
—

Usando argumentos similares, segue que V., = V,,; para m + [ = 2k + 2,

m e | pares. Assim, Vi, = V,,; param +1 <2k +2 e m + [ par. [ |

No teorema a seguir calculamos os &k primeiros coeficientes de Lyapunov

para o sistema (3.15).

Teorema 3.3.2. Considere o sistema
v/ =—y+x (a2 + agr® + -+ ana™ + boy? + bayt -+ byy”),
Y =a 4y (a2® + agx* + -+ ana + boy® + bayt -+ byyV) |

onde N = 2n. Entao, para k=1,2,...,n,
Lk = a9k + ka.
Demonstracido: A prova sera dada por inducio sobre k. E simples ver que

Ll :a2+b2.
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Por hipotese, temos
Lj =1jro = agj + by =0,

para j = 1,2,...,k —1. Do Lema 3.3.2 segue que V; ,, = V,,,; para [ +m < 2k
e [ +m par. Assim, temos o mesmo sistema de equagoes (3.17) dado na prova
do Lema 3.3.2. Novamente, de acordo com a paridade de k, o sistema (3.17)

da origem a dois novos sistemas que podem ser escritos como:

Caso 1. k é par.
—2M2(k+1) + (V%-i-l,l - V1,2k+1> = —(agk + bak),

k+1
—2< I )772(k+1) +3 (Vzk—l,s - %,21@—1) —(2k+1) (V%-i-l,l - V1,2k+1> = —(azk + ba),

k+1
_2(k _ 1) M2(kt1) T 5 (V2k3,5 - V5,2k3> —(2k—-1) (Vzkl,g - Vg,zkl) =0,

kE+1
—2(E L 2> Na(k+1) + (B —1) <Vk+3,k1 - Vk11k+3) —(k+5) <Vk+5,k3 - Vk3,k+5) =0,
2

k+1

=2{ Noe+1) — (B +3)( Vs k-1 — Vi—1,k43 | = 0.
ki1

Caso 2. k é impar.

—2n2(k41) + <V2k+1,1 - V1,2k+1> = —(azk + bak),

k+1
—2< I )772(k+1) +3 (Vzk—l,s - %,21@—1) - (2k+1) (V%-i-l,l - V1,2k+1> = —(azk + ba),

k+1
_2(k _ 1) N2(k+1) T 5 (‘/219—3,5 - Vs,%—s) - (2k—1) (VQk—l,S - %,21@—1) =0,

k+1
-2 (@ + 1) 2(k41) + (k) (Vk+2,k - Vk,k+2> - (k + 4) (Vk+4,k—2 - Vk—z,k+4> =0,
2
k+1
_( k1l )772(k+1) —(k+2) (Vk+2,k - Vk,k+2> = 0.
2

De forma similar ao que fizemos na demonstracao do Teorema 3.2.3, temos

que Mog1o ¢ um miltiplo positivo de agx + bog. Portanto Ly = nopio. [ |

Prova do Teorema 3.3.1: Basta verificar que o sistema (3.15) com ay; =

—bgi,t = 0,1,...,n é do tipo tempo-reversivel. = Para isso, tomamos
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R : R? —» R? da forma R(x,y) = (—z,—y). Portanto, a origem é um cen-

tro e o conjunto B = {ag + by, as + by, . .., as, + bo, } € uma base focal. [ |

Neste caso, também obtemos algumas consequéncias do Teorema 3.3.1. Os

enunciados bem como suas provas sao analogos aos da se¢ao anterior.

Corolario 3.3.1. Considere o sistema (3.15). Se existe k € {1,2,...,n} tal
que ag; = —bo;, para i =0,....k — 1 e ag, # —bog, entao a origem € um foco

fraco atrator ou repulsor de acordo com o sinal de asy + bag.

Corolario 3.3.2. Considere o sistema (3.15). A origem é um centro se, e

somente se, ag; = —by;, para i =20,...,n.
Corolario 3.3.3. Considere o sistema (3.15). Entao:

a) Ezistem no mdzimo n ciclos limites de pequena amplitude numa vizi-

nhanc¢a adequada da origem.

b) Se agp,ag, ..., a9, € by, by, ..., by sao escolhidos tal que
(agk—2 + bag—2) (agk + bax) <0,
para k=1,...,n, e
lag + bo| < |ag + by| < ... < |ag, + bayl,
entao existem exatamente n ciclos limites de pequena amplitude.

Exemplo 3.3.1. O sistema

a' = —y+x(—1+410(z* + y*) — 20(z* + y*)),

vy =x+y(—1+10(2* + y?) — 20(z* + y*)) (315)

apresenta dois ciclos limites que podem ser wvistos na Figura 3.2 gerada no

programa ODFEinR2.



Figura 3.2: Dois ciclos limites do sistema (3.18)
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Capitulo 4

Retrato de Fase Global para uma

Classe de Sistemas Rigidos

No Capitulo 3 determinamos a quantidade de ciclos limites de pequenas am-
plitudes que bifurcam da origem para algumas familias de sistemas rigidos. O

objetivo neste capitulo ¢ estudar a familia

¥ = —y+ z(ag + a1z + ax® + - - - + a,a™),
y+olaotarta ) (4.1)

v =z +y(ag+ amx + aga? + - - + apa™),

quando n € {0,1,2}. Para isto, apresentaremos uma breve introdugdo a bi-
furcacao de Hopf, necessaria para enteder o surgimento de um ciclo limite bi-
furcando da origem, e também a compactificacao de Poincaré, que é utilizada
para o estudo do comportamento de fluxos de campos polinomiais no “infinito”.

Denotaremos por H(n) o nimero maximo de ciclos limites do sistema (4.1).

4.1 Motivacgao

Nesta se¢ao determinaremos H(n) quando n = {0, 1} para sistemas da forma
(4.1). Primeiramente, vamos considerar o sistema (4.1) com n = 0. Neste caso,

temos

¥ =—y+apx,
v (4.2)

y' =z + apy,

38
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com ag # 0. Como (4.2) é um sistema linear, segue que a origem é trivialmente
um foco. Portanto, #(0) = 0.

Para n = 1, o sistema (4.1) assume a forma

= —y+x(ag + a1x),
Y (a 17) (4.3)

Y =z +y(ap + arz),

com a; # 0. Em coordenadas polares x = rcos() e y = rsen(f) podemos

reescrever o sistema acima como

dr

i aycos(0)r® + agr.

Tomando a mudanca de variavel p = 1/r obtemos

d
d—g + agp + ay cosf = 0. (4.4)

As solugoes positivas p(f, po) da equagao (4.4) satistazendo p(27, pg) = po sao
denominadas solugoes fechadas de (4.3). Seja p(0, po) tal solugao. Integrando

a equagao (4.4) e usando p obtemos

2
CLQ/ 5(9, po) df = 0.
0

Uma vez que integral de uma fun¢ao positiva (p(6,py)) é sempre positiva, a
equacao acima é satisfeita se e somente se ag = 0. Usando o Teorema 3.2.1
concluimos que a origem é um centro neste caso. Portanto, H(1) = 0.

Nosso objetivo agora é mostrar que H(2) = 1 no sistema (4.1) e faremos
isso com detalhes na Secao 4.4. Antes, introduziremos uma nocao de bifurcagao
de Hopf e de compactificacao de Poincaré, as quais serao necessarias para a

compreensao deste resultado.

4.2 A Bifurcacao de Hopf

A bifurcacao de Hopf em sistemas planares acontece exatamente quando surge
um ciclo limite a partir da mudanca da estabilidade de um foco. Mais especifica-

mente, quando consideramos uma familia de campos planares X' = X (z,y, )
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e po € R, com singularidade p(u) = (zo(1), yo(n)) satistazendo que p(p) ¢ um
foco estavel para pu < g, p(p) é um foco instavel para > 1o e DX (p(up)) ndo
é hiperbolica, entao temos uma bifurcacao de Hopf. O valor de pg onde existe
uma mudanca na classe topologica do retrato de fase é chamado de ponto de

bifurcacao.

Exemplo 4.2.1. Considere o campo vetorial

X=(~y+ap—2a®—y)x+yp—2°—y?).
A origem € uma singularidade de X e o sistema linearizado € dado por

—1
y'=ay=[" Y.
L p
Assim, os autovalores da matriz A sao da forma u+ti e esperamos uma bifurca-

cao de Hopf quando = 0, pois neste valor o sistema deiza de ser hiperbolico.

O campo X em coordenadas polares x = rcos e y = rsenf ¢ dado por

/

r = T(M - T2)7

(4.5)
0 =1.

Assim, o retrato de fase de X no plano xy € obtido analisando o sinal de r’
e 0. Distinguimos os trés sequintes casos do retrato de fase de X, cada um
dependendo de certos valores de ji, e veremos o que acontece quando [L passa por

0. Nos trés casos, a componente angular é sempre crescente, pois ' =1 > 0:

e Para > 0, a componente radial € crescente para 0 < r < \/u e de-
crescente para v > \/ii. Além disso, ' = 0 se r = \/ji, assim o circulo
de raio \/j1 em coordenadas cartesianas representa um ciclo limite para o
campo X o qual € unico e atrator. Desta forma, todas as orbitas externas
ou internas a este ciclo, com exce¢cao da origem, tendem ao ciclo limite

quanto t — oo (Ver Figura 4.1);

o Quando p < 0, temos que v’ = r(u —r?) < 0, para todo r > 0, de modo

que a componente radial € decrescente. Assim toda solugao tende para
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a origem em forma espiral, ou seja, a origem € um foco atrator para o

campo X ;

3 < 0, para todo r > 0, de modo

e Quando p = 0 temos que ' = —r
que a componente radial € decrescente. Assim toda solucao tende para a
ortgem em forma espiral. Neste caso, dizemos que a origem € um foco

fraco. Note que para este valor de p o campo X deixa de ser hiperbolico.

Portanto, vemos um exemplo de uma bifurcagao de Hopf, sendo u© = 0 o
ponto de bifurcacao. Na figura 4.1 podemos visualizar como o retrato de fase

do campo X muda com o respectivo valor do parametro pu.

<0 MI:O w>0

Figura 4.1: Retrato de fase do sistema X = (—y + z(p — 2% — y?), 2 + y(p —

2? — %)) ilustrando uma bifurcacao de Hopf.

4.3 A Compactificacao de Poincaré

Nesta secao apresentaremos a compactificacao de Poincaré, que é utilizada
para o estudo do comportamento de fluxos de campos polinomiais no “infinito”
e nao somente em vizinhancas de pontos singulares. Para isso, faremos uso da
projecao central, que tem a vantagem de que as singularidades no infinito estao
espalhadas ao longo do equador da esfera de Poincaré. Assim, o comportamento
de trajetorias “longe” da origem podera ser entendido através do estudo de
trajetorias proximas de “pontos no infinito”, isto é, no equador da esfera de

Poincaré.

Definicao 4.3.1. Seja X (x,y) = (P(z,y),Q(x,y)) um campo vetorial polino-
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mial. Definimos o grau de X como sendo o nimero
d(X) = max{grau P, grau Q}.
Considere a esfera
S* = {(y1. 92, y3) € R+ wi +y5 +y5 =1},
a qual chamaremos de Esfera de Poincaré, e o plano
TpyS? = {(z1, T2, 73) € R? : 13 = 1}

que é tangente a esfera S* em Py = (0,0,1). Nesta se¢do convencionaremos
que as coordenadas y; se referirao a esfera S? e as coordenadas x; ao plano

Tp,S?.
Definigao 4.3.2. Definiremos
Hy ={(y1,92,y3) €S* : ys > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H_ = {(y1,y,93) €S* : y3 < 0}

como sendo hemisfério sul e

S' = {(y1,y0,y3) € S* : y3 = 0}

como sendo o equador.

A compactificacao de Poincaré de X consiste em fazer duas copias do fluxo
de X, uma sobre H, e outra sobre H_, usando a projecao central. Para isso,

consideremos uma reta L(t) que une a origem a um ponto do T, S?
L(t) = (07 07 O) + t(xlu L2, 1) = t(xlu L2, 1)7 teR.

Esta reta intercepta a esfera S? em dois pontos, um no hemisfério norte e o

outro no sul. Ver Figura 4.2.
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Figura 4.2: Projecao central

Agora considerando a proje¢ao do campo vetorial X de R* ~ Tp,S? para

S? dada pelas projecoes centrais, temos dois difeomorfismos
fT:TpS* - H., f :TpS*— H_,

isto &, f*(p) (resp.f~(p)) é a intersecgao da reta que passa pelo ponto p ligado
a origem com o hemisfério norte (resp. sul) de S?, cujas expressoes sao dadas

por
(1’1, T2, 1)

Az)

fr(z,mo,1) = %

onde A(z) = /a3 + 23+ 1.

f_(xlax% 1) = -

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X definido no
plano tangente & esfera, isto é, X : Tp S* — Tp S?, e assim & possivel definir
um novo campo em S?. O campo X induzido em S?, a partir de X, através dos

difeomorfismos f e f~ sera dado por

X(y)=Df*(x) X(x) se y=f"x)ed"

Xy)=Df (z)-X(x) se y=f(x)€eH,

respectivamente.
Destacamos que X é um campo vetorial em S? \ S!, que é tangente a es-

fera. Para estudar o comportamento assintotico das orbitas nao limitadas de
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X analisando X, é necessario estender X para o equador S', obtendo assim um
campo na esfera.

O estudo de X em uma vizinhanca do equador nos dara informacoes sobre
o comportamento do campo X no infinito. Entretanto, nem sempre é possi-
vel estender X ao equador. Veremos adiante que, quando X for um campo
polinomial, podemos estender X analiticamente ao equador. Antes de estu-
dar a extensdao de X ao equador, vamos escolher um sistema de coordenadas
conveniente para S? e calcular a expressido de X nessas coordenadas.

Para S? usamos seis cartas locais dadas por
Uk:{yGSQ:yk>0}, %:{y682:yk<0},

para k = 1,2,3. As aplicagoes locais correspondentes sao dadas por
o Uy — R% e ¢y, : V}, — R? e definidas como:
Ym Yn
¢k Y :_1/}]6 Yy) = <_7_)7
param <mnem,n # k.
Queremos agora encontrar a expressao do campo na carta local (Uy, ¢1).

Sejay € Uy N H,, entdao y = fH(x), x € Tp,S*

(610 1) (@) = r(F*(2) = & (Al&)’ el A}@)

:( z  Al@) 1
Az) x TANx)

o i) 1
N 1’1’ Al )

T 1
Portanto ¢1(xy,z2,1) = (u,v), onde u = 22 ¢ v = —. Observe que como
I

. L1
y € Uy NH,, entao x; # 0. Como X(y) = DfF(z) - X(x) quando y = f¥(x)

segue que
Dé1(y)X (y) = Déu(y) o Df* ()X () "
= D(¢10 f7)(2) X (x).
Seja X () ’U10H+ denotando o sistema de coordenadas definido como Dy (y) X (y)

e, portanto, segue da equagao (4.6) que
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X ;22 % P(r1,22)
X(y) — D(¢ro fH)(x).X(z) = o 01 : o |
a? L1, T2

7

= —- (—$2P($1,$2) + $1Q(£L‘1, LL‘Q), —P(,Tl,,fg)) .

(4.7)

Esta é a expressao de X em U; N H, nas coordenadas ¢y. Vamos colocéi-las
- . . 1 U

em funcao de u e v para facilitar a anélise. Usando que 1 = —, 9 = — e
v v

substituindo em (4.7), temos

X(y)

= [FuoP (3,8) +0Q (1:2) ~07P (3, )].

v’ v’ v

UNH*

Em geral, X nao permanece limitado quando nos aproximamos de S*. Mas, se
multiplicarmos o campo por um fator p(y) = y4 ', onde d é o grau do campo
X, a extensao se torna possivel, entao

1 ,Ud—l

P = K = BT

onde z = (u,v). Assim p.X nas coordenadas (u,v) é dado por:

Logo, (4.8) é a expressdao do campo em U; \ S!. Verifica-se, facilmente que
se y € Uy N H_, obtém-se a mesma, expressao.

Faremos algumas consideracoes a respeito do que foi visto. Inicialmente
observamos que os pontos do equador S' N U; sao representados por v = 0
nas coordenadas ¢;. Por outro lado, estes pontos correspondem ao infinito do
plano Tp,S?. Observe também, que ¢ possivel fazer v = 0 na expressiao (4.8),
resultando em

p.X (u,0) = ;d_l (—uaq + bg, 0),
[Vu?+1 7]
onde ag € by sao os termos de maior grau em P e (), respectivamente. Na

expressao de ,O.X(u, 0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto
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significa que o vetor p.X (u,0) é tangente ao equador quando olhado na esfera
S?. Podemos concluir entao que o equador S' N U, é invariante pelo campo de

- 1
p.X. Nao é dificil remover o fator —— de (4.8) por uma parametrizagio

A(z)

do tempo. Assim, a expressao para 0 campo p.f( na carta local (Uy, ¢1) é dada

o [—uP (% %) +Q G %)} | (4.9)

Podemos calcular analogamente, a expressao do campo p.f( na carta (Us, ¢2)
1 1
e (:2) (e )
v v (4.10)
=—v

Finalmente a expressio do campo p.X na carta (Us, ¢3) é dada por

por

que sera dada por

u = P(u,v),

v =Q(u,v).

(4.11)

Observacio 4.3.1. As expressoes para p.X nas cartas (Vi,v1), (Va, 1) e
(V3,13) terao, respectivamente, as mesmas expressoes que (4.9), (4.10) e (4.11)
multiplicadas por (—1)471. Observe que o fator (—1)4"1 desempenha um papel
fundamental no estudo das estabilidades dos equilibrios em S*. Assim, para

conhecermos o comportamento dos pontos do infinito, basta olharmos as cartas

(Ur, 1) e (Uz, ¢2).

Proposicao 4.3.1. Seja X um campo polinomial em R? de grau d. Seja p :
S? = R, p(y) = ¢, e seja X o campo induzido em S* \ S' através de f* e
f~ como definido acima. Entao p.X pode ser estendido a um campo analitico

de S? com equador invariante.

Demonstragao: Vimos acima que as expressoes de p. X nas cartas (Uy, ¢1),

(Vi,41), (Us, ¢2) € (Va,1h9) sao dadas por (4.9) ou (4.10) onde podemos ainda
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multiplicar pelo fator (—1)4~! quando for o caso. Vé-se que as expressoes (4.9)
e (4.10) sao perfeitamente definidas para v = 0, isto ¢, no equador S' e, como
tais expressoes sao analiticas, podemos estendé-las analiticamente ao equador.

Fazendo v = 0 em (4.9) e (4.10) obtemos respectivamente:
pX (u,0) = (—uag + by, 0) e pX (u,0) = (ag,0)
e concluimos que o equador sera invariante por X.

Definigao 4.3.3. O campo vetorial estendido na esfera S* pelas cartas locais
(Ug, dx) € (Vi,¥r), chama-se compactificagao de Poincaré de X e serd

indicado por P(X).

4.4 Numero Maximo de Ciclos Limites

Nos capitulos anteriores estudamos ciclos limites de pequenas amplitudes para
algumas familias de sistemas rigidos. Nosso objetivo agora ¢é estudar o retrato

de fase global do sistema

¥ = —y+z(ap + amx + asz?),

(4.12)
Y =x+ylag + a1z + ax?).

4.4.1 Estudo na parte compacta do plano

Nesta secao apresentaremos alguns resultados relacionados a estabilidade do
tnico ponto de equilibrio Ey = (0,0) do sistema (4.12). Usando a mudanca de

coordenadas (z,y) = (a—llX, éY), ay # 0, obtemos o novo sistema

¥ = —y+x(ag + x + asz?),
y+olao o7") (4.13)

Y =x+ylag + x + ayx?).
A matriz Jacobiana J(x,y) = DX(x,y) em E, é dada por

Qo —1
1 ag
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Assim, os autovalores sao da forma \; » = ag £4. Portanto, se ay # 0, a origem
é um ponto de equilibrio hiperbélico e pelo Teorema de Hartman-Grobman o

sistema (4.13) é topologicamente conjugado a sua parte linear. Neste caso:
e [y ¢ um foco atrator se ag < 0;
e [y é um foco repulsor se ag > 0.

Quando ag = 0, a origem é um ponto de equilibrio nao hiperboélico e, portanto,
o sistema linearizado nao descreve o comportamento do sistema nao linear
proximo da origem. Assim, vamos considerar o valor critico ag = 0. A reta
ao = 0 é chamada curva de Hopf do equilibrio Ej.

O teorema a seguir nos da a estabilidade do ponto de equilibrio Ej.

Teorema 4.4.1. Considere o sistema (4.13) e ag = 0. Entao o primeiro coefi-

ciente de Lyapunov em Ey € dado por
Li = as.
Além disso:
a) Seas <0, Ey € assintoticamente estdvel.
b) Se ay >0, Ey € instdvel.

Demonstracao:  Os coeficientes de Lyapunov deste sistema foram calcu-
lados no Teorema 3.2.3. Em particular, L; = as. Os itens a) e b) seguem

diretamente do Teorema 2.3.1. [ |
O teorema seguinte exibe condicoes necessarias e suficientes para que Ej
seja um centro. A prova segue diretamente do Corolério 3.2.2.

Teorema 4.4.2. A origem é um centro para o sistema (4.13) se e somente se

CLQ:CLQ:O.
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4.4.2 Retrato de fase global

Nesta se¢ao estudaremos o retrato de fase global do sistema (4.13), analisando o
comportamento das 6rbitas do campo vetorial no infinito. Como consequéncia
deste estudo, mostraremos que este sistema tem um tnico ciclo limite.

A compactificacao do sistema (4.13) nas cartas (U, ¢1) e (Us, ¢2) assume

as respectivas formas

u' = (1 +u?),
(4.14)
v = uwv? — agv? — v — as,
u = —v(1 4+ u?),
(4.15)
v = —uv® — agv® — uv — agu’.

Em ambos os casos, v = 0 representa o infinito do campo vetorial. O sistema
(4.14) nao tem singularidades no infinito quando ay # 0. Por outro lado, o
sistema (4.15) apresenta a origem como unica singularidade no infinito. Estu-
daremos alguns resultados para este caso. Para os sistemas nas cartas (V;, )
e (Va,14), os resultados sao analogos, tendo em vista a Observagao 4.3.1. Para

mais detalhes, ver livro [9)].

Proposigao 4.4.1. Considere o campo vetorial X associado ao sistema (4.13)
com as > 0. Entao a singularidade (0,0) na carta local (Us, ¢2) de P(X) €
uma cuspide com duas separatrizes tangentes a v = 0. Além disso, o equador

de S* ¢ atrator para todo fluzo de P(X).

Demonstragao: O sistema (4.13) na carta local (Us, ¢2) de P(X) é dado

por

v = —v — v,

(4.16)

v = —uv? — agv? — uv — agu’.

E facil ver que a origem (u,v) = (0, 0) é a tnica singularidade no infinito. Além
disso, é nao hiperbolica. Assim, para estudar a estabilidade desta singularidade

faremos um blow-up na direcao-u da forma (u,v) = (22, z3w). Depois de alguns
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célculos obtemos um novo campo vetorial (o qual dividido por z) é dado por

— 1 1 3
X = ( — §zw(1 + 2%, §z4w2 — apZ*w® — 2w + §w2 — ag).

As singularidades deste campo sao

2as 2ay
Ei=(0,/22 B = (0,—4/22).
=(0F) o B ()

As linearizacgoes deste campo nas singularidades F, e Es sao dadas por

1 2a
JY(O,,/Q%): _5V2Tz 20
_ 202 3 202
NEENE

e
1 /2as 0
JX(0,— /22 ) = 2V 2
’ s [202 3 [2a
3 3
Como podemos observar, em ambos os casos detJX = —ay, < 0. Portanto os

pontos de equilibrio sao do tipo sela. Na Figura 4.3 (esquerda) podemos visu-
alizar o retrato de fase no plano (z,w). Também na Figura 4.3 (direita) vemos
o retrato de fase no plano (u,v) ap6s o “blow-down”. Esta é uma singularidade
do tipo cuspide.

Para verificar que o equador de S? é atrator basta observar na carta local

-

Figura 4.3: Blow-up e blow-down da singularidade ctspide

(Us, ¢) que v'],—g < 0.
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Observagao 4.4.1. Fazendo o blow-up na diregio-v ((u,v) = (zw?, w?)) obte-

mos o sequinte campo

_ 1 2 1
X = < —1- §w4z2 + g(aouﬂz +wz? +agz?), —g(zw5 + agw® + 2w* + a2z2w)) :

E facil ver que a origem nao € uma singularidade do campo.

Proposicao 4.4.2. Considere o campo vetorial associado ao sistema (4.13)

com ay < 0. Entao, o equador de S?* € repulsor para todo fluro de P(X).

Demonstracao: Segue as mesmas linhas da proposicao anterior observando

que o blow-up na diregao u é regular. E, neste caso, v'[,—o > 0. [ |

A seguir apresentaremos dois lemas importantes, os quais podem ser encon-

trados em [17], que irdo auxiliar na demonstra¢ao do proximo resultado.

Lema 4.4.1. As solugoes periddicas do sistema (4.13) correspondem as solugoes

positivas da equacao diferencial de Abel

dr 3 9

T = A0)r° + B(0)r + C(0)r, (4.17)
que satisfazem r(0) = r(2mw), onde A(0) = agcos*(0), B(0) = cos(h) e
C(e) = Q.

Demonstragao: Basta observar que o sistema (4.13) nas coordenadas po-
lares = = rcos(0) e y = rsen(f) se escreve como a equacao diferencial de Abel

dada acima. [ ]

Observacgao 4.4.2. Usualmente, as solugcoes da equacao de Abel que satisfazem
r(0) = r(2m) sao também chamadas solugoes periddicas. Além disso, quando

sao isoladas, sao chamadas de ciclos limites.

Lema 4.4.2. A equacao

d
d_f = b3z’ + b + bz + by, 0<t<1 (4.18)

onde by, by, by, b3 : [0,1] = R sdo continuas em [0,1] e b3(t) > 0 (ou bs(t) < 0),

tem no mdzximo trés ciclos limites.
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Demonstracao:  Consideremos a equagao (4.18) com bs(t) > 0 e t € [0,1].
Suponhamos que (4.18) tem pelo menos quatro ciclos limites: z1(t) < z5(t) <

x3(t) < x4(t). Efetuando a mudanca de variaveis

r — I (t)
Y= —"T5N /v
2(t) — 21 (1)
nesta equagao obtemos
d _
Y Tt am ) ol ) sl 4 e 4 )~ ol 4 1)

= y[b3(x2 + xx — x% — Zomwy) + ba(x — 22)]

= yly — D{bs(z2 — 21)%y + [(221 + 22)bs + ba] (w2 — 1)}

Assim, (4.18) ¢ transformada em uma nova equagao na variavel y da forma

dy
2 =Yy =Dy +0) = ay’ + (b —a)y® - by,
onde a = (w3 — x1)%b3 > 0 e b = [(2z1 + x2)b3 + ba)(z2 — 71) € as solugoes

sao y; = 0 < yo = 1 < y3(t) < ya(t). Observe que quando b3(t) < 0, segue

que a < 0. Para y > 1, considere dz = %, isto &, z = lny%l. Se zi(t) =
lnyf’é()’il para i = {3,4}, entao:
e 2,(0) = z;(1) (pois y;(t) é solugao),
o ‘ZZ’ = —ay; — b, para i = {3,4}. De fato,
dzi _yi 1[G W - ) —w(§)] _ dyfdt )
— = 5 = ———"— = —ay; — b,
dt Yi (yi —1) yilyi — 1)

o 0= [/(% —deygr = [\ —a(yy(t) — ys(t))dt < 0.

Portanto, temos uma contradicao, o que também acontece quando considera-

mos a < 0. [ |

Proposigao 4.4.3. O sistema (4.13) com agay < 0 ndo tem centros e tem

apenas um ciclo limite hiperbolico.
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Demonstragao: Primeiramente, sabemos do Teorema 4.4.2 que o sistema
(4.13) tem um centro se, e somente se, ag = as = 0. Faremos a prova supondo
ap < 0 e ay > 0. O outro caso segue de forma anéloga.

Quando ay < 0 e suficientemente pequeno, é possivel gerar um ciclo limite
hiperbolico de pequena amplitude por uma bifurcacao de Hopf. Para provar
que (4.13), sob nossas hipoteses, tem apenas um ciclo limite, vamos considerar

a equagao de Abel associada ao sistema (4.13) dada no Lema 4.4.1, ou seja,

dr
do
onde A(0) = agcos*(0), B(6) = cos() e C(0) = ag. Observe que neste caso

AO)r® + B(O)r* + C(0)r,

A(f) > 0, pois as > 0. Logo, do Lema 4.4.2 concluimos que a equagao de
Abel tem no maximo trés solucoes fechadas sendo uma delas » = 0. Por outro
lado, é facil verificar que se r(6) é solugao periodica de (4.17), entao —r (6 + )
também é solucao periodica. Consequentemente, temos que a equacao de Abel
tem no maximo um ciclo limite na faixa » > 0. Desta forma, usando o Lema
4.4.1 provamos que (4.13) tem no maximo um ciclo limite hiperbolico (gerado
pela bifurca¢ao de Hopf). Veremos que o ciclo limite ocorre somente quando
ao < 0. Suponha ag > 0. Entao a origem ¢ um foco repulsor e o equador de
S? & atrator (pois ay > 0). Neste caso, o ciclo limite seria internamente estavel
e externamente instavel, o que contradiz o fato dele ser hiperbolico. Portanto,

nao existem ciclos limites quando ag > 0. [ ]

Proposicao 4.4.4. O sistema (4.13) com agas > 0 nao tem centros e nao

possut ciclos limites.

Demonstragao:  Novamente, segue do Teorema 4.4.2 que o sistema (4.13)
tem um centro se, e somente se, ag = ay = 0.

Faremos a prova supondo ag < 0 e ay < 0. O outro caso é analogo. Seguindo
o mesmo raciocinio da prova da Proposicao 4.4.3, obtemos que o sistema (4.13)
com agas > 0 tem no maximo um ciclo limite. Suponha que exista tal ciclo li-

mite. Como ag < 0, a origem ¢é um foco atrator. Por outro lado, ay < 0 implica
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que o equador de S? é repulsor. Assim, o ciclo limite é internamente instavel
e externamente estavel, o que contradiz o fato dele ser hiperbolico. Portanto,

nao existem ciclos limites quando agag > 0. [ |

O teorema a seguir resume todas as possibilidades para os retratos de fase

do sistema (4.13) dependendo dos parametros ag e as.

Teorema 4.4.3. Considere o sistema

¥ = —y+ x(ag + x + axx?),
Yy (ao 217) (4.19)

v =+ y(ag + x + azz?).
Entao:

a) Seag >0 eay >0 (ag <0 eay <0, respectivamente), entao o sistema

(4-19) nao possui ciclos limites.

b) Seay >0 eay <0 (ag <0 eay > 0, respectivamente), entao o sistema

(4-19) tem um unico ciclo limite.

c) Seag=0eay <0 (ap =0 eay >0, respectivamente), entao o sistema
(4.19) nao possui ciclos limites. Além disso, a origem é um repulsor fraco

quando as > 0 e um atrator fraco quando as < 0.

d) Seas =0 eag <0 (ay =0 eay > 0, respectivamente), entio o sistema
(4.19) nao possui ciclos limites. Além disso, a origem € um repulsor

hiperbolico quando ay > 0 e atrator hiperbolico quando ag < 0.
e) Seag=ay =0, entao a origem é um centro.

Os retratos de fase na esfera de Poincaré do sistema (4.19) sao dados na Figura

44

Demonstragao: Os itens a) e b) seguem diretamente das Proposigoes 4.4.4

e 4.4.3, respectivamente.
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ap>0eay >0 ap < 0eay <0 ag>0eay <0

ap <0eay>0 ag=0eay <0 ag=0eay>0
N

apg>0eay =0 ap<0eay =0 ag=0¢eay =

Figura 4.4: Retratos de fase do sistema (4.19)
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¢) Suponha ay = 0 e as < 0. Segue do Teorema 4.4.1 que a origem é um atrator
fraco e da Proposicao 4.4.2 que o equador de S? é repulsor. Neste caso, nao
existe ciclo limite hiperbolico.

d) Como ay # 0 sabemos que a origem ¢ um foco (atrator ou repulsor). Da

Secao 4.1 temos que o sistema

' = —y+ x(ap + x),
Yy =z 4+ y(ao + ).
nao possui ciclo limite.
e) Segue diretamente do Teorema 4.4.2. Note que neste caso o campo possui

uma integral primeira da forma

1—a2%+2y

H(x,y):m.

As curvas de niveis da funcao H sao como na Figura 4.5.

Figura 4.5: Curvas de Nivel da funcao H.

Como as solugoes do campo associado ao sistema (4.19) com ay = as = 0
estao contidas nas curvas de nivel da funcao H segue o retrato de fase desejado.



Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertagao estudamos centros e ciclos limites para algumas familias par-
ticulares de sistemas rigidos. Para uma familia, em especial, apresentamos o
retrato de fase global e concluimos que o nimero maximo de ciclos limites é
um.

Como sugestoes para trabalhos futuros podemos citar:

1) Mostrar que o nimero maximo de ciclos limites do sistema

v = —y+ax(a+bxr + cy+ dz* + exy + fy?),
v =x+yla+br+cy +dz* + exy + fy?),
onde a,b,c,d,e, f € R é dois. Em [10] os autores estudaram este sistema
classificando-o em 3 tipos de acordo com o nimero de pontos singulares no
infinito e conjecturaram que ele tem no méximo 2 ciclos limites.
2) Estudar o retrato de fase global e, desta forma, obter o nimero maximo de
ciclos limites para os sistemas
v =—y+xlap+az+...+ayz"),
Yy =x+ylag+ayw+ ...+ ayz),
onde N = {2n,2n+ 1} e

v’ =—y+x [(ag+ ax® + ...+ aya™) + (b + bay® + ... + byy™)],
Y =x+y[(ag+ax®+...+anz™) + (bo + boy® + ... + byy™)],
onde N = 2n, n > 0.
3) Obter condi¢Oes necessarias e suficientes para que a origem do sistema rigido
o' = —y+z(ao + a1z + agy + azx® + agwy + asy® + agx® + arx’y + aswry® + agy?),
y =x+ y(ao + a1z + agy + a3x2 + aqzy + a5y2 + a6x3 + a7x2y + agxy2 + a9y3),

onde a; € R para i =1,...9 seja um centro.
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