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Resumo

E construido um modelo de colapso gravitacional analisando a evolugao de uma hipersu-
perficie que separa duas regioes de uma variedade. Utiliza-se uma métrica para o exterior
do tipo Vaidya e para o interior do tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
as quais sao coladas utilizando as condigoes de juncao de Darmois. Inicialmente, a fonte
da curvatura da regido interior é um campo escalar nao-minimamente acoplado a geome-
tria, construido de maneira a produzir um modelo de ricochete que nao viole a condigao
nula de energia, no entanto obtém-se que esta condicao limita o modelo a situacao de
acoplamento minimo. Com este objetivo é feita uma aproximacao em série de poténcias do
sistema de equacoes formado pelas equacoes de campo de Einstein e a equacao do campo
escalar proximo do ricochete. Os resultados obtidos para os coeficientes da expansao e a
analise de sua validade reforcam a necessidade de uma tri-curvatura espacial positiva, cujo
modulo esta definido em intervalos de validade obtidos durante a andlise dos parametros.
Determina-se também condigoes iniciais que caracterizam o colapso e estuda-se condicoes
que permitam identificar o sua fase final, podendo ocorrer a emissao de toda a massa na
forma de radiacao eletromagnética, ou seja, uma evaporacao. Também é possivel obter um

modelo singular ou mesmo um ricochete do objeto em si.

Palavras-chave: Colapso gravitacional, condi¢oes de juncao de Darmois, modelo de

ricochete, campo escalar.



Abstract

A gravitational collapse model is constructed by analyzing the evolution of a hypersurface
that separates two regions of a manifold. A Vaidya type metric is used for the exterior
region and for the interior region the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
type of metric is taken, which are glued using the Darmois matching conditions. Initially,
the source of the curvature in the interior region is a scalar field non-minimally coupled
to the geometry, in such a way to produce a bouncing model that does not violate the
null energy condition, however it is obtained that this condition limits the model to the
minimun coupling situation. With this aim, it is made a power series approximation of the
system of equations formed by the Einstein field equations and the equation of the scalar
field close to the bounce. The results obtained for the coefficients and the validity of the
approximation itself reinforce the need for a positive spatial tri-curvature, whose value
is defined in the validity intervals obtained during the analysis of the parameters. Initial
conditions that characterize the collapse are also determined and conditions that allow
the identification of its final stage are studied, which may in the emission of the entirety
of the object mass as eletromagnetic radiation, that is, an evaporation, It is also possible

to obtain a singular model or even a bounce of the object itself.

Keywords: Gravitational collapse, Darmois junction conditions, bouncing models, scalar
field.
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1 Introducao

Desde a introducao da relatividade especial em 1905, tornou-se bastante comum a
utilizacao dos conceitos desenvolvidos por Einstein, assim como em subsequentes publica-
¢Oes nas quais a teoria da relatividade geral foi estruturada, dando os primeiros passos
na mudanga da percepgao com respeito aos fendmenos gravitacionais. Desde entao, estas
ideias foram testadas repetidamente e se mostram capazes de prever fendomenos que nao
tem espaco na descricao classica da gravitagdo e da descricao de espaco-tempo atrelada
ao modelo Newtoniano. Muitos destes testes sao realizados através da analise do desvio
previsto pela teoria relativistica da gravitacao no caminho tomado pela luz devido a
alteracao da geometria do espago-tempo na presenca de um corpo massivo. Qutros ramos
de estudos sdo a formagao de estruturas em grande escala [1, 2], e o estudo do colapso

gravitacional de objetos massivos [2, 3]. O foco desta dissertacao esta voltado ao ultimo.

O colapso gravitacional de objetos massivos ¢ um ramo de estudos trabalhado tanto
em estudos na geracao de particulas de alta energia, tais como neutrinos astrofisicos, [4, 5],
assim como pode ser tratado no ponto de vista puramente geométrico da relatividade geral
[2, 3]. Um dos pontos em comum destas abordagens é analisar o destino desses objetos

tendo em vista suas caracteristicas fisicas, tais como sua massa, raio e conteudo material.

A andlise deste tipo de processo consiste na montagem de um espago-tempo que
consistentemente possa descrever um objeto compacto. Diferentes abordagens e andlises
foram realizadas em uma série de trabalhos individuais ou conjuntos de diversos autores
6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13]. O espago-tempo para estes objetos usualmente consiste em
estruturar regides interior e exterior a uma hiper-superficie fronteira, a qual é induzida
individualmente pela escolha da geometria de cada uma das regioes, juntamente a analise

de condigoes de juncao adequadas ao processo.

Estas condigoes estao relacionadas a continuidade do espago-tempo, assim como a
possibilidade de atravessar a fronteira entre cada regiao. Existem diferentes construgoes
quando trata-se da juncao de variedades, tais como as condig¢oes de juncao de Darmois
[14], as condigoes de Lichnerowicz [15], as condi¢oes de O’Brien & Singe [16] e as condigoes
de Israel [17]. Existem diversos artigos que discutem o papel de cada condi¢ao de juncao e

as equivaléncias entre elas, tais como as referéncias [18], [19], [20] e [21].

Na perspectiva deste trabalho serao utilizadas as condi¢oes de juncao de Darmois,
uma vez que se faz uma analise das simetrias dos espagos-tempo independentemente das
coordenadas do exterior e do interior, sendo assim conveniente no estudo da jungao entre

dois espagos-tempo que podem ser construidos independentemente [18, 22].

Para contextualizar a problematica envolvida na analise dos colapsos gravitacionais
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em relatividade geral, é necessario estudar solugoes obtidas para as equacoes de campo
de Einstein em diferentes contextos. Um resultado importante bastante discutido nesta

perspectiva é a métrica de Schwarzschild [2, 3]:

2M dr?
2 (1 _ &M\ L0 2 (102 2 2
ds® = (1 : )dt +(1_2M>+r (d6* + sen*(6)de?) , (1.1)
a qual representa um corpo massivo de massa M, esfericamente simétrico e sem rotagao. A
métrica dada pela Eq. (1.1) apresenta uma singularidade em r = 0 e uma “singularidade”
aparente em r = 2M, podendo esta ultima ser removida por uma mudanca adequada do

sistema de coordenadas [3].

Estudos posteriores da métrica de Schwarzschild levaram a defini¢do do chamado
raio de Schwarzschild, r = 2M, sendo também chamada de horizonte de eventos: super-
ficie que delimita a regiao da qual a informagao nao consegue alcancar um observador
exterior. Esta definicdo é uma versao simplificada de uma outra mais formal envolvendo a
estrutura causal do espago-tempo [23]. A equivaléncia com a superficie de simetria esférica
estabelecida em r = 2M é apenas uma situagao particular da métrica (1.1), sendo este
fato relacionado a caracteristica estatica desta solucao. Estudos posteriores de sistemas
menos simétricos, tais como objetos em rotagao e colapsos gravitacionais, mostram que em
geral deve-se analisar o horizonte de eventos de um objeto de forma separada as chamadas

superficies de aprisionamento [11].

Estas superficies surgem como fronteiras que dividem uma regiao de onde ¢é possivel
enviar um sinal a um observador externo e uma regiao na qual isso se torna impossivel.
Os horizontes de eventos em geral sao caracterizados como a maior dentre as possiveis

superficies em dado problema.

Este tipo de fendmeno esta usualmente relacionado aos objetos comumente chama-
dos de “buracos negros”, corpos extremamente massivos e densos cujo efeitos gravitacionais
causados pela extrema curvatura em seus arredores impedem que até mesmo trajetérias
do tipo luz consigam atravessar suas fronteiras. O estudo de colapsos gravitacionais em
relatividade geral pode levar ao surgimento destas estruturas e até mesmo maiores compli-
cagoes com o surgimento de singularidades, assuntos estes bastante debatidos por conta
da existéncia de teoremas que garantem a formagao desses objetos a partir de hipdteses

bastante gerais, como é o caso do teorema teorema da singularidade [24, 25].

O Teorema de Penrose, assim como as conjecturas de censura cosmica forte e
fraca, é construido usando como base a validade de condigoes de energia [26]. Particu-
larmente, a condi¢ao de energia forte ¢ uma condicdo geométrica que pode ser escrita

independentemente de modelo da seguinte forma:

R, u'u” >0, (1.2)
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em que (1.2) u* é um vetor do tipo tempo qualquer. A equagao (1.2) ird tomar formas
diferentes levando em conta a configuracao estabelecida pelo modelo, dependendo da
composicao do espaco-tempo, sua métrica e as situacoes fisicas a serem consideradas.
Maiores detalhes nesta perspectiva podem ser encontrados no artigo de Senovilla [26], em
que o mesmo faz um levantamento histérico e discute conceitualmente as particularidades

do desenvolvimento e requerimentos dos teoremas de singularidade.

Quando se trata de analisar a violacdo das condigoes de energia, a situacao é
bastante delicada. J& foram realizadas tentativas neste contexto de forma que o estudo
de um colapso gravitacional que obrigatoriamente gere uma superficie de aprisionamento
nao resulte em geodésicas incompletas ou singularidades [12, 27, 28]. Surgem diferentes
tentativas de construir modelos consistentes com a relatividade geral, mas que durante
a evolugao do sistema nao ocorra uma singularidade ou carreguem algum mecanismo
que impeca o seu surgimento. Em particular é possivel citar os mecanismos de ricochete
do fator de escala tais como estudados na referéncia [12]. Este tipo de formulacao é
bastante utilizada no tratamento de modelos de cosmologia relativistica, uma vez que
esta abordagem permite contornar a singularidade inicial presente no modelo cosmologico
padrao [27, 29, 30]. As referéncias [27] e [30] fazem uma extensiva revisdo do estado da arte

quanto a construcao de um modelo de ricochete e discutindo brevemente seus resultados.

Tendo a possibilidade de utilizar modelos de ricochete do fator de escala, e levando
em consideracao os modelos de colapso gravitacional citados anteriormente, pode-se
construir situagoes de colapso no qual uma singularidade seja evitada sob escolha adequadas
da composicao do objeto estudado e das condic¢bes iniciais do problema. Nesta dissertacao
¢é estabelecido um controle sobre as condigoes de energia de forte e nula, de maneira que
um observador no exterior nao perceba a violagao de nenhuma condicao de energia, mas

um observador no interior note a violacao da condicao de energia forte.

No capitulo 2 é estabelecida brevemente a notacao e a geometria utilizada na
construcao do modelo, apresentando as métricas utilizadas para o espago-tempo interior e
exterior, assim como as fontes que irao alimentar as equagoes de Einstein para cada regiao
da variedade. Segue-se, no capitulo 3, o processo de colagem de ambas as regides através
das condicoes de juncao de Darmois, visando escrever as coordenadas da regiao exterior
em termos da coordenadas do interior. Uma vez que o espaco-tempo esté estabelecido, é
proposta no capitulo 4 uma aproximagao numérica de forma a analisar as expressoes obtidas
nos capitulos anteriores para as equacoes de campo de Einstein, as condi¢oes de energia e
de juncao. Este processo culmina na determinacao de condigoes iniciais adequadas para
qualificar o modelo como um processo de colapso gravitacional, as quais serao aplicadas
nas expressoes para a evolucao da superficie de separacdo de ambos espagos-tempo. Assim,
através de diferentes escolhas, é observado o surgimento de situacoes singulares, mas

também é possivel estabelecer condig¢oes de forma que o objeto evapore completamente



Capitulo 1. Introdugdo 4

durante o colapso ou a singularidade seja evitada através da mudanca de um estado de

colapso para um estado de expansao do espaco-tempo interior.



2 Notacao e formulacao do modelo

Neste capitulo sera estabelecida a estrutura basica do modelo de colapso gravitaci-
onal, estabelecendo as métricas de cada regidao da variedade, assim como as fontes que

alimentam as equagoes de campo de Einstein.

2.1 Métrica do espaco-tempo interior

O modelo sera construido de forma a representar o colapso gravitacional de um
objeto hipotético que é andlogo a uma estrela. Desta forma o espago-tempo sera dividido
em duas regides, o interior da estrela e o seu exterior. Para cada regiao é conveniente
utilizar uma métrica especifica e entao analisar condi¢des de juncao para a sua colagem. O
interior serd representado utilizando a métrica de Friedmann-Lemaitre-Roberston-Walker
(FLRW) [1, 31], definida como

ds* = —dt* + a*(t) [dx* + o®(x)d2] . (2.1)

A métrica (2.1) tem simetria esférica e representa um espago-tempo homogéneo e

isotrépico, na qual define-se que:

ANy e (2.2)

Oy = a—

E conveniente para a perspectiva do trabalho reescrever a métrica (2.1) no formato

2
ds? = —dt* + 22((;;617’2 + a®(t)r*d6* + a*(t)r’sen®(6)d¢”, (2.3)

na qual foi definido que r = o(x) e que b(r) = £v/1 — kr2. Através de (2.3) é estabelecida
a geometria do espacgo-tempo interior. Para que sejam analisadas as equacoes de campo,
introduz-se uma fonte do tipo campo escalar, a qual sera trabalhada com maiores detalhes

na segao 2.3.

2.2 Métrica do espaco-tempo exterior

Para o exterior serd utilizada a métrica de Vaidya [13] como solugao esfericamente

simétrica. Esta solucao descreve um espago-tempo composto unicamente por radiacao
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eletromagnética, tomando a forma
ds® = — (1 — 2m§{u)> du® + 2edudR + R (d§2 + sen(§)2d<52) : (2.4)

A fonte é composta por radiacdo puramente incoerente, descrita pelo seguinte

tensor momento-energia:

- 2edm(u)

T = 2 Ll (2.5)
em que [, é um vetor nulo que satisfaz [,dz"* = —du, m(u) é a massa geométrica,

relacionada a massa M do objeto compacto por um parametro de proporcionalidade, Mz.
A diferenciacao de m(u) em termos da coordenada temporal (u) relaciona a radiagdo que
compode o espaco-tempo a mudanca na massa do objeto que emite tal radiagdo. O valor de
¢ indica se a radiagao considerada estd sendo emitida ou penetrando a regiao considerada.

Mais detalhes sobre a escolha do sinal de ¢ sera realizada no capitulo 4.

2.3 Um campo escalar como fonte para as equacdes de Einstein

A forma da fonte escalar inicialmente foi construida utilizando como inspiracao o
trabalho de Starkman [28], que traz um campo escalar ¢(t) gerado por um potencial V' (¢).
O campo ¢(t) pode ser interpretado em termos de particulas de alta energia peculiares, no
entanto nao ¢ construido para representar alguma particula conhecida, tendo em vista
que os parametros que o definem sdo obtidos como solucao deste modelo. A acao utilizada
leva em consideracao um acoplamento nao-minimo entre a curvatura do espago-tempo e o

campo escalar da seguinte maneira:

1
5= [v=gd's (2M§R — 2 - SR$ - v<¢)> , (2.6)
em que w = ¢g""V,0V,¢ e a € uma constante acoplamento. Inicialmente estabelece-se um

potencial de forma que:

B s A
§¢ +Z¢’ (2.7)

tal qual as constantes m, 5, A e Vi deverao ser determinadas para que seja possivel analisar

2
V(e) = Vot 5" +

a evolucao do colapso gravitacional, o que esta descrito no capitulo 4. E essencial neste
momento estudar como a geometria e a fonte dominam a evolugao do colapso gravitacional.

Com esse objetivo é gerado um sistema de equacoes diferenciais acopladas através da
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seguinte relacao entre curvatura e fonte energética, ou como sdo conhecidas, as equacoes

de campo de Einstein, estabelecidas como:

1 1
G, =R - *guR = mTf» (2.8)
p
G* ¢ o tensor de Einstein, o qual é definido como a diferenca entre o tensor de curvatura de
Ricci RY e um termo construido através da contracao de RY com a métrica g, chamado

escalar de Ricci R.

O lado direito da equagao (2.8) define a fonte energética através do tensor momento-
energia T* que se relaciona a curvatura levando em consideragao apenas uma constante

de proporcionalidade dada em termos da massa de Planck M, [2, 3, 28].

Para definir o sistema de equacoes diferenciais a serem resolvidas é necessario
calcular o lado esquerdo de (2.8) utilizando a métrica (2.3). Neste processo sao obtidas as
equagoes de Friedmann para a evolugao do fator de escala a(t) em termos dos componentes

da fonte energética:

p k

H? = - — 2.9
H=——— (psP)+ 2 (2.10)
t — 2M5 p a27 .
d
em que H(t) é o pardmetro de Hubble definido como H (t) = =P éa

densidade de energia do fluido e P sua pressao [1]. E possivel determinar p e P levando

em conta a seguinte definigao [27, 32]:

Ty = 2 5(\/——95)7 (2.11)

V=g g
em que g é o determinante da métrica (2.3) e £ é a densidade lagrangeana do sistema, a
qual pode ser identificada através da acao (2.6). Detalhes dos célculos dos componentes
do tensor momento-energia podem ser verificados no apéndice A. Assim como em [28§]

obtém-se

1
p= 01+ %qu? i 3a—¢2 (2.12)

p= (- )g} - SR& -V +a [ w2 () 2’“] 20, (2.13)

Vale ressaltar que é possivel adicionar um fluido nao interagente qualquer sem perda de

generalidade, pois o mesmo evoluira independentemente tal como demonstrado no apéndice
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C. Uma terceira equagao necessaria para esta analise pode ser obtida utilizando o principio

de minima agao (0.5 = 0) em (2.6) com respeito ao campo escalar ¢, o que resulta em

O +3Ho + V' + aRp = 0. (2.14)

Esta é a equacao do campo escalar nao-minimamente acoplado com a curvatura, sendo

V= CC?; As equagoes (2.12) e (2.13) sao utilizadas em (2.9) e (2.10), e analisadas em
conjunto com (2.14), formando assim o sistema de equagoes diferenciais correspondente
ao problema. A solugao sera analisada em maiores detalhes no capitulo 4. No préximo
capitulo serao analisadas as condig¢oes de jun¢ao de Darmois buscando expressoes e vinculos

necessarios para a colagem das métricas (2.3) e (2.4).



3 Analise das condicoes de juncao

Neste capitulo serao analisadas as condi¢oes de jungao de Darmois construindo
expressoes que possibilitam analisar a colagem de ambas regioes da variedade descritas
no capitulo anterior. Aqui sdo obtidas relacées que relacionam o sistema de coordenadas

quadridimensional (u, R, 0, ¢) do exterior em termos do sistema (, 7, §,4) do interior.

3.1 Primeira condicao de Darmois

Inicialmente sera feito o tratamento das expressoes relativas a primeira condi¢ao
de Darmois, relacionada a continuidade de ambos espacos-tempos separados por uma
hipersuperficie ¥ cuja geometria é induzida separadamente por cada regiao da variedade
(14, 20].

A hipersuperficie ¥ é tridimensional e representada por um sistema de coordenadas
tal que {{*} = {7,7, ¢}. Pode-se induzir a métrica em termos deste sistema de coordenadas

utilizando a métrica interior (g,,) e a métrica exterior (g,,) através de [2, 3]:

ox'y 0xY,
+ + 004 0Ty
= —. 3.1
Yab 9w afa 8517 ( )
Utilizando (3.1), o elemento de linha para esta geometria é tal que:

ds’ = gL dede’. (3.2)

Para a métrica exterior, descrita pelo elemento de linha (2.4), é possivel aplicar

(3.1) considerando a parametrizacdo u = u(7), R = R(7), 0 = 9 e ¢ = ¢ e assim obtendo
g5 = —xu? + 2cuR,
9oy = R, (3.3)
95, = R%senf?,

)
em que utiliza-se a notacao f = —f Para referéncia futura é importante lembrar que:

dr

X=1-"0 (3.4)
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O elemento de linha pode entao ser obtido explicitamente através de (3.2), resul-

tando em

ds: = (=’ + 2cuR)dr?* + R*dY* + Rsen’dyp. (3.5)

Realizando um processo andlogo para a métrica interior (2.3) e utilizando a para-

metrizacao t = t(7), r =r(7), 0 =10 e ¢ = ¢, tem-se

: a’(t)

- — _t2 .2

Grr * 1— k2
Gy = a2(H)r2, (3.6)

9o = a*(t)r%sen?0),
e para o elemento de linha, obtém-se
2 2 a*(t) 2 2(4\,.2 792 201\ 2 2 ], 2
ds® = | -t + L dr* + a*(t)r=dd* + a*(t)r“sen-0dy=. (3.7)
— kr

Para que seja possivel analisar a continuidade do espago-tempo, a primeira condi¢ao

de jungao de Darmois estabelece que:

ds® = ds?, (3.8)

da qual se obtém duas equagdes da seguinte forma:

2
+ .
_ 1a_(k2a2 72 = gi? — 2e0R,

72
(3.9)
a(t)r = R.

As equagoes (3.9) vao ser analisadas em maior detalhes na segao 3.3, mas antes de
realizé-la é necessario obter as relagoes relativas a segunda condigao de juncao de Darmois.
3.2 Segunda condicdo de Darmois

Para esta andlise sera necessario obter a curvatura extrinseca para cada uma das

métricas através de [20]:

0 [(0z% + Oxtl OxY
+ + + + (1a + 0T
K, =—n, ¢ ( ¢ > -n (I‘W> fo Db (3.10)
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em que '}, sdo as conexdes relativas a regido interior (—) e regido exterior (+) da variedade

+

e, respectivamente tem-se que n;;

sao os vetores normais da hipersuperficie X. A curvatura
extrinseca indica uma projecao das derivadas das coordenadas dos respectivos espacos-
tempos sobre um vetor normal a hipersuperficie. Em termos das coordenadas da regiao

interior e exterior, estes vetores sao definidos como:

B eat 7
Ny = V22 — a2r2 (_t’ 1’0’0> ’

+ € > I
" u(xu—zsR)( R,0,0),

(3.11)

tal que € e € sdo versores que definem o sentido de nf, os quais serao estabelecidos posteri-
ormente durante a analise do colapso gravitacional no capitulo 4. Usando estas expressoes

para a métrica (2.3), obtém-se as seguintes expressoes para a curvatura extrinseca:

_ €a g i 20,712 aa® b
= —— |7t — 17 — ’
= JRE et P TR
_ ear . Yy
K1919 = _W (aatrr +tb ) , (3.12)
— AT o2 o b2
K., = T [1 — cos® 0] (aatrr +tb ) :

Analogamente para a métrica (2.4), tém-se

€ . . Y, .2 y 7 .
K+ = < lRu —aR A T (e quR)] ,
a(yi — 2eR) 2 2
Kjy = L (R - uX) : (3.13)
ev/u(xu — 2eR) €
€R N (5 UX
K+ = 1 — cos?d (R - ) .
. (1- o) (- 2

ey/Ju(xt — 2¢R)

Este é um modelo simplificado no qual esta se desconsiderando graus de liberdade
superficiais ao longo da hipersuperficie, de maneira que tenhamos uma simetria radial
na construcao do objeto compacto, assim como espera-se que a massa seja distribuida

homogeneamente em seu interior. A segunda condi¢ao de jungdo de Darmois diz entao que:

K=K (3.14)

a a
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Esta igualdade nos d4 um conjunto de equagoes utilizando (3.12) e (3.13), de forma que
seja possivel escrever o sistema de coordenadas do exterior em termos das coordenadas do

interior de maneira conveniente para a andlise do colapso gravitacional.

3.3 Analise das condicoes de juncao

E possivel escrever as coordenadas exteriores em termos das coordenadas interiores
utilizando as expressoes (3.9) juntamente com a andlise da igualdade (3.14). As coordenadas
radiais estao diretamente relacionadas pela segunda expressao de (3.9) e pode-se diferenciar

em termos de 7 a relacao entre elas obtida de modo que:

R= aitr + ar,
(3.15)
R= rayt® + ra;t + 2a,7t + ait.
A primeira derivada da coordenada temporal do exterior em termos de 7 pode
ser obtida avaliando a segunda condi¢ao de juncao para (3.13) e (3.12). Nota-se que das
expressoes para Kj e K@, obtém-se as mesmas relagoes apds considerar (3.14), uma vez

que 6 = ¥ = 6. Portanto, obtém-se o seguinte resultado:

1 [ec? i . . 1 i . .
P L (““t” + tb> ) [eE <““W + tb) + 5R] . (3.16)
X | € b X b

Apés uma extensiva sucessao de passos algébricos ! e utilizando as expressoes (3.9), (3.15)

e (3.16), pode-se obter:

2,2 : 2
o art 1| /rrag . , A2
t —bQ—X[( 2 —l—bt) —(mtt+a7°) ] (3.17)

Utilizando as expressoes em (3.12) e (3.13) para aplicar a segunda condic¢ao de
jungdo para a componente K e utilizando (3.4), (3.15), (3.16), (3.17) juntamente com as
equagoes de Friedmann (2.9) e (2.10), obtém-se

7 eesb P
== ——.
a p

(3.18)

A expressao (3.18) nos indica a evolucao da coordenada radial da regido interior

da variedade em termos dos componentes da fonte como dados em (2.12) e (2.13). Através

L Maiores detalhes relativos aos passos algébricos para a obtencdo destas expressdes estdo dispostos no

apéndice B.
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de (3.4) e de (3.18) também pode-se obter:

<
o

Q
S

s

% =y = o~ (eeeb — rar) . (3.19)

Com (3.19) é possivel estabelecer condigdes inicias para o colapso gravitacional,

processo tal que sera realizado no capitulo 5.

Através da andlise das equagoes de Friedmann (2.9) e (2.10), juntamente com (3.15)

e (3.16), deriva-se a seguinte relagao:

U 1 p+ P

t (eeb—eray) p

(3.20)

A expressao (3.20) indica a coeréncia na evolu¢do temporal em cada regiao da
variedade, ou seja, é necessario que esta razao seja positiva uma vez que isto indica que as
coordenadas temporais evoluem em um mesmo sentido, possivelmente com taxas diferentes.
Esta condigao é respeitada dentro dos intervalos de validade do colapso gravitacional e da

aproximacao numérica proposta, tal qual sera discutido no capitulo 4 a seguir.
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4 Analise numérica do modelo

Nesta se¢ao serd proposta uma aproximacao numérica para o sistema de equagoes
diferenciais formado por (2.9), (2.10) e (2.14), de forma que seja possivel obter solugoes
analiticas nos arredores do ricochete do fator de escala (t = 0). Os pardmetros presentes

em (2.7) e novos parametros apresentados no decorrer deste capitulo serdo determinados.

4.1 Modelo para aproximacao numérica

Define-se inicialmente para o fator de escala a(t) uma aproximagao em série de

poténcias até termos de segunda ordem, dada por:

a(t) = ay + a1t* + O(), (4.1)

em que a, € um parametro adimensional que indica o valor do fator de escala no momento
do ricochete, e a; é um pardmetro cujas dimensoes em unidades naturais (c=h=1) equivale
a comprimento2, também é importante apontar que os termos de primeira ordem sao
tomados como nulos para manter a simetria do ricochete. Analogamente é proposto para

0 campo escalar:

o(t) = go + ¢it” + O(1). (4.2)
Em (4.2) ambos ¢g e ¢ sdo parametros a determinar. Pode-se aplicar ambas as equagoes
(4.1) e (4.2) no sistema de equagdes diferenciais formado pelas equagoes de Friedmann
(2.9) e (2.10) e a equagao do campo escalar (2.14). Realizando a substitui¢do inicialmente
na equagao (2.9) e realizando uma expansao em série de poténcias em torno do ricochete
(t = 0), obtém-se a seguinte expressao:

E 1ML 1668 1m’e}  akéd 1V

ap 12M2  9M?2 6 M?  ayM? 3 M?
2aik 2 ¢? 2a,0kdE
n <_ 1 o1 4 2w P%

al 1Ay
3 2 s tda oo 2
ay 3M; a, M a;, 3 M

lﬁ(bgﬁbl . lm(ﬁoﬁbl . 20ék'¢0¢1 _ 40{@%¢% t2 — 0 (4 3)
3 M2 3 M? ay M2 az M2 B

+

Realizando um processo andlogo para a equagao (2.10) tém-se
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20 2aa197 1 Vo 1mPPE 1543 1 X\dg 2adody

a  MZa, 3MZ 6 M2 9M2 12M2  M?
+< 202 4 ¢t daaipepr  20aidi 1 mPggd

@ T3MET ThMza, "Mz 3T T

_LmPood  15dber  12dber 6add) o,

Realizando o mesmo processo para a equacao do campo escalar (2.14), obtém-se

12aa bak
1%0 n ®o N

201 +m? ¢y + Bz + App + i
b

+ <1ZZZ¢1 +m>g1 + 2Bdop1 + 3APad1 + 3APgP1+

192 12cva? k 12caq1k
n aaypr 4 OCCL1¢0 _|_6a ol B Oéa; ¢0> 2 =0. (4.5)

ay az a? ap
As equagoes (4.3), (4.4) e (4.5) formam um conjunto de seis equagoes algébricas
para os coeficientes Vy, 8, m? e A do potencial V(¢) dado por (2.7), os coeficientes da,
aproximacao em segunda ordem do campo escalar, ¢y e ¢, em (4.2) e os coeficientes
da aproximagao em segunda ordem do fator de escala, a; e a;, estabelecidos em (4.1).
Juntamente aos oito parametros listados acima, também esta presente nas equagoes o
pardmetro a de acoplamento em (2.6). Buscando uma solugao para o sistema de equagoes

deixam-se trés parametros livres, estes sendo 3, ¢g e ap.

Foi obtido um conjunto de solugoes para este sistema de equagoes de forma que
o ricochete ocorra e que a condigao nula de energia nao seja violada. Desta forma, foi
escolhida uma solugdo cujo parametro a, seja diferente de 0. Para que ocorra o ricochete é

necessario que a condicao de energia forte seja violada [27].

Durante a analise computacional do sistema algébrico acima encontrou-se solugoes
cujo parametro de acoplamento « é nulo e também soluc¢des nao nulas, respectivamente
modelos de acoplamento minimo e acoplamento ndo minimo. A possibilidade em que a # 0
resulta na violagao da condigao de energia nula como estabelecida na expressao (4.8) nos
arredores de t = 0, portanto a solugao de interesse para a proposta deste trabalho é tal

que:

1 Bajoy 4+ T2kM? + 15Mpkey — 18k ) 1 B¢2a2 + 3kM, — Gkey
—_— m e —

V = ) - 9
DY a? 2 poal

1 —B¢3ai + kM, — 6k 1k
_ 1 Beas +3 2p 0 ¢0, ar = 5—, (4.6)
2 Doy 2ap

A
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1 kM,
=0 =__F
o ) 1 9 (Ig

Sob as mesmas condi¢oes had também a seguinte solucao:

Vo = iﬁa%f} + 72kM — 15Mpk¢o — 18keg 2 — ;—5@%@5 + 3k M, + 6k
24 a? ’ 2 doa ’
R (4.7)
2 Pgai 2 ap
1 kM,
-0 _ M

Ambas solugdes (4.6) e (4.7) sdo relativas & um sistema minimamente acoplado,
assim como as unidades dos parametros a; e ¢, estao adequadas para manter a adimen-
sionalidade do fator de escala e do campo escalar em unidades naturais. A discussao de
colapsos gravitacionais com a presenca de um campo escalar é ampla, como pode ser
notado em [27], alguns trabalhando na perspectiva de formagao de buracos negros [33], e
na tentativa de evitar singularidades [34], também hd modelos que analisam modelos do
tipo f(R) mais gerais [35], nestes colapsos hé a tendéncia de se encontrar possiveis solugdes
singulares, mas também encontram-se resultados que evitam as singularidades através
da violagao de condicao de energia forte [28, 36]. No entanto, busca-se nesta dissertagao
analisar o colapso gravitacional em escalas astrofisicas, e analisar a viabilidade de um

ricochete do fator de escala para evitar uma singularidade.

Um valor de k levemente positivo é resultado de observacoes do telescépio Planck
(37, 38], e ACT (Atacama Cosmology Telescope) [39]. Evidéncias cosmoldgicas para a
possibilidade de uma curvatura positiva na perspectiva cosmolégica dé abertura para uma
discussao de outros modelos nos quais k£ > 0, tais como o estabelecido nesta pesquisa. A
proxima segao discute as relagoes obtidas para a condi¢ao de energia nula (NEC) e condigao

de energia forte (SEC) aproximadas numericamente para os arredores do ricochete.

4.2 Condicoes de Energia

As expressoes para a NEC e para a SEC podem ser obtidas respectivamente

analisando as seguintes desigualdades:

p(t) + P(t) = 0, (4.8)

p(t) +3P(t) > 0. (4.9)
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Durante a discussao na se¢ao anterior argumentou-se que a SEC deveria ser violada
dentro da perspectiva do ricochete analisada neste modelo, uma vez que espera-se uma
expansao acelerada do fator de escala apds o ricochete. Tendo esta afirmacao em vista é

possivel utilizar as expressoes (2.9) e (2.10) para obter a equagao da aceleragao como:

Zg; - 3 (olt) +3P(1) (4.10)

Para que seja possivel um universo com expansao acelerada é necessario que tenha-se um

razao positiva em (4.10), isto apenas ocorre se p + 3P < 0.

Visando analisar com maior profundidade estas condigoes e suas implicagoes nas
condigoes iniciais do modelo, é necessario aplicar a aproximagao numérica proposta.
Ambas as solugdes (4.6) e (4.7) resultam em expressoes idénticas quando analisadas nesta
perspectiva. Utilizando entao as expressoes (2.12) e (2.13) juntamente com as expressoes

propostas (4.1) e (4.2), obtém-se:

3k M2
o(t) = 2 (.11)
ap
kM2 (kt? — 3a?
Pty = MM ( ; @) (4.12)

ap

Note que com a escolha k > 0 a densidade de energia (4.11) é sempre positiva e nesta

\/gab
VE

e este serd um ponto de interesse na determinagao das condigoes iniciais para o colapso

aproximacao independente do tempo. A pressao (4.12) troca de sinal no intervalo |t| <

gravitacional no capitulo 5 tendo em vista que ela domina o sinal na expressao (3.19), e
é um fator importante na expressao (3.18). Avaliando entao estas expressoes em (4.8) e
(4.9), obtém-se para a NEC:

2 >0, (4.13)

e para a SEC que:

BEMp(kt* — 2a3) _

a

(4.14)

Note que a NEC (4.13) nao é violada, independentemente do instante de tempo ou

o valor de a;, e percebe-se que hd um pequeno intervalo no qual a SEC (4.14) é violada

\/iab
vk

para a condi¢do de energia nula, mas note que uma curvatura negativa nao permite que a

. E importante notar também que o sinal da curvatura é indiferente

quando [t| <

condicao de energia forte seja violada, indicando que para este modelo nao seria possivel

construir um ricochete se k < 0.
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4.3 Condicoes de Juncao

Nesta segao serao analisadas as condigdes obtidas no capitulo 3 para a colagem de
ambas as regioes da variedade aplicando as expressoes (3.18), (3.19) e (3.20), escritas em
termos de (4.11) e (4.12), a soluca@o (4.6), ou (4.7), obtida na segao 4.1 (4.6). Primeiro, é
de interesse do trabalho simplificar (3.18) utilizando b(r) = v/1 — kr2, obtendo:

dr P
———— = ece—dt. 4.1
Vi eesapdt (4.15)

Pode-se resolver o lado esquerdo de (4.15) utilizando o método de substitui¢do trigonomé-

trica de forma que:

arcsen (Mr) = M/eésfpdt. (4.16)

Para prosseguir é necessario levar em consideracao os sinais dos versores ¢, € e €. Tendo
em vista que este ¢ um modelo de colapso gravitacional em que radiacao ¢ emitida pelo
dm(u
(w) > 0, ou
du

seja, a massa ¢ uma grandeza que varia negativamente, e portanto é necessario que ¢

corpo ao longo de seu colapso, é possivel inferir, analisando (2.5), que ¢

seja negativo, de forma que a emissao de radiagao esteja direcionada para o exterior da
regiao interna da variedade. Para € e € no entanto, o sinal é escolhido tendo em vista a
expressao (3.11). Escolhe-se que o produto €€ seja positivo para que exista coeréncia no
sentido dos vetores normais escrito em termos das coordenadas da métrica interior e da

métrica exterior. Tendo isto em vista (4.16) toma a forma:

arcsen (MT) = —\/W/j;dt. (4.17)

Substituindo entao as expressoes (4.1) com os pardmetros obtidos em (4.6), assim como
(4.11) e (4.12) em (4.17), pode-se obter uma expressao a menos de uma constante de

integracao arbitraria adimensional com o seguinte formato:

VIkltV2
\/ﬁarctg <1||>
2¢t 5 2

arcsen( |k:|r> =/|k]| 3w + 3 n +C. (4.18)

A determinagao de um intervalo de valores adequados para a constante de integragao

serd realizada tendo em vista a escolha de condi¢oes para (3.18) e (3.19) que caracterizem
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um colapso gravitacional. Com o objetivo de avaliar estas condi¢cbes também se faz

necessario avaliar (3.19) em termos dos parametros obtidos nesta segao, obtendo

L (1R \? . rkt s s
7 §a—b+ab vV —kr +1+a—b k (kt* — 3a;)

A expressao (4.19) é coerente em uma andlise dimensional, assim como (4.18). Para
integra-la, no entanto, e obter a evolucao temporal do parametro de massa, é necessario
primeiro obter um intervalo para a constante de integragao C' em (4.18). Por tltimo é
necessario escrever (3.20) analogamente ao feito para a obtengao de (4.16) e (4.19), de

forma que:

g_du_k 12

Lo 3“b(”“+m>
Qp

(4.20)

A expressao (4.20) ¢é adimensional e serd importante na analise da coeréncia do
modelo durante a evolugao do colapso, ja que é necessario que durante todo o intervalo
de validade do modelo esta razao seja sempre positiva. Tendo em maos as expressoes
necessarias ¢ possivel entao avaliar as condicoes que caracterizam este modelo como um

colapso gravitacional.

4.4 Condicoes iniciais do colapso

A escolha das condigoes iniciais deve ser realizada de maneira adequada para que o
modelo caracterize um colapso gravitacional. Para isso serao propostas condigoes especificas
para a evolugao de (4.16) e (4.19). No contexto desejado é necessario que a coordenada
radial, r, da superficie do objeto compacto e o pardmetro de massa, m, tenham taxas de
variagao negativas em um instante inicial de tempo t = ty. Isto pode ser representado

analisando as seguintes desigualdades:

T’t(t = to) < 0, (421)

my(t = to) < 0. (4.22)

A afirmagdo (4.22) se deve a suposicao de que a radia¢do é emitida do corpo, tal qual foi
discutido na secdo anterior durante a escolha do sinal de € na expressao (2.5). Analisando
a condigao (4.22) juntamente com a expressao (4.19) é possivel estabelecer intervalos de
caracterizagdo para o colapso gravitacional. A relagao (4.19) estabelece duas condigdes,

sendo a primeira delas:
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kM2 (k12 — 3a2)

>0
ay

Como discutido anteriormente, para o contexto do ricochete é necessario que a curvatura

tome um valor positivo £ > 0, e assim a desigualdade toma a seguinte forma:

M? (kt} — 3a? Kt}
p - ab)>0_>7;_3>0_>%_3>07 (4.23)
ap @y

na qual define-se o parametro adimensional, ¢, como:

NG

ap

= (4.24)

A desigualdade (4.23) leva a dois intervalos de validade para esta condigdo, sendo estes:

P(£0>>0—>£0>+\/§,

ou
P(fy) > 0 — Iy < —V/3. (4.25)

O segundo intervalo é de interesse para o modelo uma vez que se busca um colapso que
ocorra previamente ao ricochete, o qual ocorre em t = 0. A condi¢do sobre a pressao
determina completamente o sinal de (¢t = ty) mas, no entanto, é necessario avaliar uma

segunda condigdo para a determinar o sinal de m,(t = to).

E necessario considerar a mudanga de sinal de m; quando em (3.19) o termo b+ ra;
se torna negativo, pois desta maneira obtém-se um segundo intervalo de validade para

condicoes iniciais:
b(r =rg) + roa;(t =10) >0 — 1—Fkri +roas(t =1t) >0 —>

(,/1 ~ k2 4 roagt = t0)> (,/1 ~ k2 — roan(t = t0)> S0 s 1> 2k + a3t = to)),

em que 7(t = ty) = ro. Usando entao a expressao (4.1) para a; juntamente com a solugao

(4.6) para o parametro a;, pode-se escrever:

r2< 1 = 1 —>l{37”2<71
O T k+a(t =to) k+<kt0>2 1+ 4
I b

Qap

1
~2
=71 < ——= 4.26
To 1 t% 9 ( )

em que foi utilizada a expressio (4.24) e definida a varidvel radial adimensional 7 = v/kr.

Da expressao (4.26), ao escolher um instante inicial ¢t encontra-se um limite superior para
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a coordenada radial inicial da superficie. Verificando regices de interesse na desigualdade

encontra-se o seguinte intervalo de validade para o valor de 7:

1
J1+3

A escolha de diferentes valores para ty sera feita de forma a encontrar um conjunto de

0<7y< (4.27)

valores possiveis para a constante de integragao C' em (4.18). Tendo estes resultados em
maos, é possivel integrar a expressao (4.19) e analisar a evolu¢ao do colapso préximo do
ricochete para diferentes casos e, assim, compreender melhor o comportamento qualitativo

do sistema.

4.5 Evolucado do colapso gravitacional

Para que esta anélise seja possivel é conveniente escolher valores de #, que respeitem
a condicdo (4.25). Nesta perspectiva, serdo analisados trés casos: £y = —2v/3, o = —1.5v/3
e ty = —1.11/3. Estas expressoes indicam limites superiores para o valor do raio inicial 7

por meio de (4.27).

451 Anélise da escolha ty = —2v/3

Para a escolha {y = —2+/3, utilizando a expressdo (4.27), limita-se o intervalo de
validade para 75 em
1
0<7y < —=.
' VI3
Dentro deste intervalo é possivel escolher valores para a constante de integragao C' em

(4.18). Primeiro, reescrevendo a expressao como:
N 2.5 2.
7(t) = sen (—325 + g\/ﬁarctg (é_t> + C) , (4.28)

e avaliando (4.28) no instante #y escolhido, obtém-se

7o = sen (4\3/5 + gx/iarctg (—v6) + C) ~

Analisando o valor de 7y nos limites da desigualdade acima, e aproximando o resul-
tado obtido até a terceira casa decimal, pode-se estabelecer que a constante adimensional
C deve estar no intervalo

0.480 < C' < 0.761. (4.29)

Através deste intervalo é possivel estudar a evolucdo de 7(#), como representado na figura
(1). Para esta escolha de instante inicial, percebe-se que 7(f) vai a zero em um instante de

tempo finito £,, antes da violacao da condicao de energia forte, £, = —v/2. O valor de £, é
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Figura 1 — Evolugdo de #(f) para f, = —2+/3 sob a escolha de 3 valores de C. A linha
descontinua vertical indica o momento em m; muda de sinal e o eixo vertical
indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

obtido individualmente para cada escolha de C no intervalo (4.29), e através da andlise
do pardmetro de massa m(t) é possivel estudar situagoes fisicas diferentes, tais como a

evaporacao do objeto compacto ou um colapso singular.

Para realizar a andlise de m(t) é preciso obté-lo em termos dos parametros da
aproximagao numérica. Com este objetivo, reescreve-se a expressao (3.19) em termos de
(4.24), obtendo

My = —— (1 + t;) (Vi=+7i) (P -3), (4.30)

em que define-se m = a—m. A evolucao de (4.30) depende explicitamente dos valores de
7, e portanto, depende (ia escolha de C no intervalo (4.29). Escolhendo valores para C,
representa-se a evolucio de mj; na figura (2). Nota-se que a taxa de variagao de m(t = t;)
¢é negativa, o que é coerente dada as condi¢des propostas para o modelo. Também é

importante notar que as taxas com que (%) varia sdo diferentes para cada escolha de C.

Para analisar a evolucao de m(t) é necessario realizar a integracao de (3.19).
No entanto, devido a complexidade da expressao se faz necessario analisar o problema
numericamente, que em primeira ordem se comporta como
vk

my = ZseHQ(C’) 1 —sen?(C) 4 3sen(C') cos(C)y/1 — senZ(C’)a—bt + O(t?). (4.31)

Pode-se realizar a integracio de (4.31) em termos de ¢, ignorando termos de O(#3),
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1
]

— C =0.600 C =0650 C=0700

Figura 2 — Evolucdo de 7; para fy = —2v/3 sob a escolha de 3 valores C. A linha
descontinua vertical indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

para obter

m = gsenz(C’) cos(C)t + 2sen(0) cos?(C)E* + D, (4.32)
em que foram utilizadas as redefini¢des para m e {. Também define-se D = v/kD, onde
D é uma constante de integragao com unidades de comprimento no sistema de unidades
natural. A escolha de D permite avaliar situacdes fisicas diferentes, tais como um modelo
de evaporac¢ao, um modelo singular ou um modelo em que se viola a condi¢do de energia
forte. Para estabelecer os intervalos de validade de D, utiliza-se dois instantes de tempo:
avalia-se 7, instante de tempo em que, para uma escolha especifica de C, 7#(t,) = 0, e
também 7, = —2v/3 de maneira que m(ty) seja maior do que zero. Sob estas condigoes, e

escolhendo C' = 0.6, encontra-se o seguinte intervalo de validade para D:
—5.556 < D < —4.546. (4.33)

O intervalo acima indica a escolha para D em que m(f) se anula anteriormente a i,
e posteriormente a f,, ou seja, o objeto evaporou devido a perda de massa antes do
surgimento de uma singularidade no modelo. O comportamento de () esté representado
na figura (3), a qual exemplifica a evaporagao do objeto para a escolha de D = —5.000,
evitando assim o colapso singular. Nota-se que para D = —4.000, no entanto, a evaporacao
ocorreria apenas em um instante de tempo posterior a f(fs) = 0, portanto tém-se um

colapso singular.

Para encontrar a constante de integracao C presente em (4.28), avalia-se esta
equagao no instante de tempo inicial, ¢5, sob uma escolha de raio inicial. Para isso ¢é

importante notar que a escolha de um raio inicial para o objeto deve ser coerente com os
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Figura 3 — Evolucao do parametro de massa considerando £, = —2+/3, e sob a escolha de
C = 0.6, com a escolha de dois valores para D.As linhas verticais descontinuas
em negrito e simples indicam respectivamente, £, e 0 momento em que 7h; muda
de sinal e o eixo vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser
violada.

limites de validade dados por (4.27). Ao fixar o valor de rg, estabelece-se um intervalo de
validade para vk, lembrando que 7 = vkr. A curvatura pode ser relacionada diretamente
com a densidade de energia nas proximidades do ricochete analisando a expressao (4.11).
Nesse caso, seu valor independe do tempo e, portanto, tem-se a seguinte relacao
2
~ 3kM,

Po = CL% ) (434>

a qual também é obtida em [28]. Sob a escolha de um valor fixo para a,, avaliando o
intervalo (4.27), encontra-se uma regiao de validade para a determinacao de py, em que 7

¢ um valor fixo com unidade de comprimento. Para este intervalo de validade, obtém-se:

3M
0< g Y3 (435)
TOV 1 —|— tg

em que toma-se a, = 1. Note que fixar o valor de a; estabelece um valor para a curvatura
k por meio de (4.34). E possivel entdo verificar através da definicao (4.24) a validade da

expansao em torno de ¢ = 0. Avaliando entao (4.24) utilizando (4.34) com a; = 1, tém-se:

I=Vkt =t = \/5%45, (4.36)
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tendo em vista que M, — O(—8) [40] e que durante o colapso é esperado que tenhamos
altas densidades de energia, ¢ adequado interpretar que ¢ — 0, ou seja, a escolha de valores

de t, ainda estd nas proximidades de ¢ = 0.

Temos que para uma escolha arbitraria de ry é possivel estabelecer condi¢oes iniciais
para o colapso, contanto que p, obedega a rela¢ao (4.35). Com a escolha de py, e através
da anédlise de (4.28) determina-se C' e, com este resultado, é possivel analisar a fase final
do objeto, tendo em vista a expressao (4.32). Para uma escolha de py, utilizando que

m(t) = MZ2M [3, 13], obtém-se para (4.32) a seguinte expressao

M - .
\/]'\'sz = gsen2(0) cos(C)ty + 2sen(C’) cos*(O)ta + D. (4.37)
P

Uma analise final importante é a evolugao das coordenadas temporais do objeto

durante o colapso. Para isso, avalia-se a expressdo (4.20) em termos de f e 7, obtendo

di 1 t?
o , (4.38)
di 3 (i +VT-77)
- k . ~ ,
em que define-se &« = —u. A evolugao desta razao esta representada na figura (4). O

Qp
comportamento é fisicamente aceitével pois (4.38) nunca se torna negativa. Portanto, a

evolucao das coordenadas temporais do interior e do exterior tem sempre o mesmo sentido.
Percebe-se também que a taxa com que a coordenada temporal evolui é diferente para a
regiao interior e para a regidao exterior da variedade em questao. A escolha de C' tem o

papel de quantificar o quao maior é uma taxa em relacao a outra.

Como dito anteriormente, as analises realizadas nesta secao dependem da escolha
do instante inicial do colapso ty. Nas duas proximas se¢oes serdo avaliadas, analogamente,

as dinamicas do colapso tendo em vista escolhas diferentes para .

4.5.2 Anélise da escolha {) = —1.5v/3

O processo de analise do colapso é analogo ao feito na secao anterior. Inicialmente,
estabelece-se um intervalo de validade para C' tendo em vista as expressoes (4.28) e o

intervalo de caracterizagdo do colapso (4.27), dos quais obtém-se
0.795 < C' < 1.162. (4.39)

O comportamento de (4.28) para diferentes escolhas de C' é representado na figura (5).
Dali, é perceptivel que diferentemente do resultado obtido para a escolha de fy = —2+/3,
agora existem escolhas de C' que nao levam a um objeto singular. Desta maneira, busca-se
condicdes sobre 7(f) para as diferentes situaces, como a evaporacio do objeto, um colapso
singular ou o ricochete do fator de escala. Tendo isto em vista, ¢ necessario avaliar o

comportamento de 1y, representado pela figura (6).
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Figura 4 — Evolucdo da razdo entre 1 e £, sob trés escolhas de C' tendo em vista o valor de
to = —2v/3. A linha descontinua vertical indica o0 momento em que 7; muda
de sinal e o eixo vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser
violada.

Novamente, a evolugao de m; é coerente com as condicoes iniciais para o colapso, e
a interpretagao das taxas de variacao é feita de maneira andloga ao discutido na secao
anterior. Avaliando a expressao (4.32) é possivel obter intervalos de D para que ocorra um

colapso singular em %, ou para que a condicdo de energia forte seja violada em t,,.

Para determinadas escolhas de C' é possivel obter modelos singulares, ou modelos
de ricochete como fica evidente na figura (5). Avaliando o intervalo de D, obtido na anélise

de m(t,) = 0, juntamente com 1M (#y) = 0, encontra-se
—1.578 < D < —0.849. (4.40)

Este intervalo indica valores de D em que ocorre a evaporacao do objeto antes que F(ts) = 0.

Analogamente, se (4.32) for avaliada para t, = —/2, com C' = 0.950, obtém-se o intervalo
—1.287 < D < —0.009, (4.41)

no qual o objeto evapora antes de um ricochete mas sem a possibilidade de que ocorra um

colapso singular. Estes resultados estdo representados nas figuras (7) e (8).

A figura (7) tem a evaporacao do objeto para D = —0.700 e um modelo singular
para D = —0.900, uma vez que para a primeira escolha temos que m(t) se anula antes
de #,. Da mesma maneira, temos que a figura (8) representa uma situagdo em que o
objeto evapora antes do ricochete para D = —0.500 e viola a condicéo de energia forte
se D = —0.050, tendo em vista que na primeira escolha m(t) se anula previamente ao
instante de tempo &, = —V/2.
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Figura 5 — Evolugdo de 7(f) para o = —1.5v/3 sob a escolha de 3 valores de C. A linha
descontinua vertical indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.
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Figura 6 — Evolucao de m; para ty = —1.5v/3 sob a escolha de 3 valores de C. A linha
descontinua vertical indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

A figura (9) representa a evolugao das coordenadas temporais que, qualitativamente,

se comportam como na se¢ao anterior.
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Figura 7 — Evolucdo do pardmetro de massa considerando ty = —1.5/3, e sob a escolha de
C = 0.900, com a escolha de dois valores para D. A linha descontinua vertical
indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo vertical indica 0 momento
a partir do qual a SEC passa a ser violada.

4.5.3 Anélise da escolha {) = —1.1/3

Os processos realizados nesta secao sao analogos aos feitos anteriormente na
determinacao de todos os intervalos de validade. Nesse sentido, obtém-se para C' o seguinte
intervalo

0.927 < C' < 1.411. (4.42)

Da figura (10), nota-se que devido & proximidade do limite superior para #,, dado
por (4.25), as possibilidades de obter um modelo singular sdo mais remotas, requerendo

valores préximos ao limite inferior de (4.42).

O pardmetro m(f) pode novamente ser obtido através de (4.32), utilizando o
instante de tempo de violacdo da condicdo de energia forte, £, = —v/2, e o instante inicial
o = —1.1v/3. Dai, obtém-se os intervalos para D em que é possivel ocorrer a evaporacao
do objeto, como sendo

—0.244 < D < 0.075. (4.43)

A evolucio de m(f) é representada pela figura (11). As escolhas D = 0.300 e

D = 0.100 representam um objeto que evapora e um colapso no qual a condi¢ao de energia

forte é violada.

Por fim, a evolugao das coordenadas temporais, representada agora na figura (12),

nos dé novamente que a taxa du/dt é sempre positiva no intervalo de validade do modelo.
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Figura 8 — Evolucdo do pardmetro de massa considerando ty = —1.5/3, e sob a escolha de
C = 0.950, com a escolha de dois valores para D. A linha descontinua vertical
indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo vertical indica 0 momento
a partir do qual a SEC passa a ser violada.

No proximo capitulo serao apresentadas as consideragoes finais relevantes, assim
como as perspectivas futuras para este trabalho, tendo em vista o que foi desenvolvido ao

longo deste texto.
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— C=0900 — C=0950 — C=1.000

Figura 9 — Evolucdo da razdo entre 1 e £, sob trés escolhas de C para ty = —1.5v/3. A
linha descontinua vertical indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.
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Figura 10 — Evolucdo de #() para fy = —1.1v/3 sob a escolha de 2 valores de C. A linha
descontinua vertical indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.
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Figura 11 — Evolucao do pardmetro de massa considerando £, = —1.11/3, e sob a escolha
de C' = 1.000, com a escolha de dois valores para D. A linha descontinua
vertical indica o momento em que m; muda de sinal e o eixo vertical indica o
momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.
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Figura 12 — Evolucdo da razdo entre 7 e f, sob quatro escolhas de C' tendo em vista o
valor de f; = —1.1v/3. O a linha descontinua vertical indica o momento em
que m; muda de sinal e o eixo vertical indica o momento a partir do qual a
SEC passa a ser violada.
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5 Consideracoes finais e perspectivas

Neste trabalho buscou-se construir um modelo de colapso gravitacional nao singular
utilizando um espago-tempo composto por um interior, cuja geometria é descrita pela
métrica de Friedmann, e um exterior do tipo Vaidya. A fonte do exterior é radiacao
eletromagnética puramente incoerente descrita pela equagao (2.5) proveniente da variacao
da massa de um objeto compacto durante o colapso gravitacional. Inicialmente, propoe-se
uma fonte para o interior como um campo escalar com acoplamento nao-minimo descrito

em termos de uma agao dada por (2.6).

Apéds avaliar as condigoes de jungao de Darmois através de uma hipersuperficie X,
construida de forma a transicao entre regioes da variedade seja suave, assim como seja
possivel manter a continuidade da primeira e segunda forma fundamental restritas pela
superficie. Utilizando as equagoes de Friedmann (2.9) e (2.10), assim como a equagao do
campo escalar (2.14), é possivel aplicar as componentes (2.12) e (2.13), e o potencial (2.7)

para estabelecer um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares.

Com o objetivo de resolver o sistema de equacgoes, foi proposto uma expansao em
série de poténcias até segunda ordem para o fator de escala (4.1), assim como para o campo
escalar (4.2). As solugoes desejadas nesta pesquisa sao as que possibilitam o ricochete do
fator de escala em ¢ = 0, buscando evitar que houvesse a violacao da condicao de energia
nula (4.8).

As solugoes adequadas, dadas pelas equagoes (4.6) e (4.7), indicam um modelo de

acoplamento minimo, & = 0 em (2.6). Ambas as solugdes violam a condi¢ao de energia

V2a

b
, uma vez que tenha-se uma

forte (4.9) em um intervalo de tempo em que |t| <

curvatura positiva k > 0. As solugoes também trazem resultados equivalentes para as
condic¢oes de energia forte e nula, assim como as expressoes da dindmica do colapso, tais
como (3.18) e (3.19). E necessario analisar no entanto a possibilidade de instabilidade

térmica no modelo de acoplamento minimo [41].

Mostrou-se que o modelo tem uma dependéncia forte na escolha das condigoes
iniciais. E possivel estabelecer intervalos nos quais o resultado final do colapso gravitacional
seja diferente. Os intervalos que caracterizam o colapso gravitacional, e portanto seu
resultado final, sdo os intervalos estabelecidos sobre a constante de integracao C', que
estabelece um intervalo para o raio inicial apropriado para o objeto compacto, e a constante
D cujo intervalo indica uma regiao na qual a massa do objeto compacto é totalmente
emitida. Através de escolhas especificas, é possivel obter diferentes resultados para o
colapso do objeto compacto proposto, tais como a sua evaporagao, um modelo singular,

ou o ricochete do fator de escala. O resultado do colapso depende diretamente da razao
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M
—, em que Vkrg é estabelecido dentro do intervalo (4.27).
To

Vale ressaltar que, para que seja possivel um modelo de ricochete que nao viole a
condi¢ao de energia nula, é necessario que o universo considerado seja fechado, ou seja,
k > 0. Atualmente, observacoes e experimentos tais como a colaboracao Planck, e o
telescopio cosmolégico do Atacama, indicam uma curvatura levemente positiva, mas ainda
existe a possibilidade que o refinamento das medidas através de experimentos futuros
possa aproximar a uma curvatura nula, £ = 0. Mesmo que estes resultados sejam vistos
na perspectiva cosmologica, a existéncia de situacoes fisicas possiveis em um modelo de

universo fechado é um resultado que da viabilidade a situacao analisada neste trabalho.

E necessario realizar uma analise qualitativa destes parametros. Através da constru-
¢ao de um espago de parametros é possivel estudar regioes sobre a escolha das condig¢oes

iniciais que levam a resultados diferentes para o colapso gravitacional.

Também é possivel verificar a estabilidade do modelo sob a presenca de perturbagoes
nos parametros obtidos. Pode-se também analisar os parametros termodinamicos do colapso,
tais como a energia liberada durante o colapso, assim como a variacao da entropia do

sistema, tal como feito em [9], buscando-se uma perspectiva mais astrofisica do sistema.

De maneira a analisar este modelo em uma perspectiva mais realista de um objeto
compacto em colapso gravitacional, tal como uma estrela, também é interessante introduzir
graus de liberdade superficiais em sua construcao, generalizando as condi¢oes de jungao

de maneira adequada.

Como discutido no apéndice C, é possivel adicionar um segundo fluido nao inte-
ragente ao modelo sem causar alteragoes na dinamica no sistema. Neste sentido, uma
perspectiva futura a ser estudada seria a introdugao de acoplamentos mais complexos ao

modelo e estudar os resultados do colapso de um objeto compacto.

-

E necessario entao esclarecer que mesmo que este trabalho utilize de parametros e
construgoes que provem de argumentos da teoria quantica de campos, o campo escalar
e seu potencial, o modelo é construido inteiramente na perspectiva classica. Generalizar
a fonte interior para estudar fendmenos quanticos é possivel, mas nao esta presente no

escopo deste trabalho.
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APENDICE A — Tensor momentum-energia

para a componente escalar

Aqui estarao em detalhes as passagens para a obtenc¢ao do tensor momento-energia
como em [28]. E necessario utilizar a definicdo dada em (2.11) para identificar esta grandeza

realizando a variagdo em termos da métrica de (2.6). Inicialmente, tém-se

S = / J—gd'z ( MQR—— 90V 0 — SRY - (¢)).

Aplicando a férmula de Leibniz para a derivacao de fungoes, que se da de maneira

analoga quando se trata de variagoes, obtém-se:

55 = [ dt [ (MQR—g“”VNqZ)V,,qS— YRt — (gb))}—{—

+ [ e [v=g (FMER) - 556 V,0V00) - SR — 5V ()|

As grandezas escalares tém variagao nula em relacdo a métrica, portanto pode-se
afirmar que §(V(¢)) =0 e 6(¢) = 0, o que resulta em

55 = [d'a |5 (V= ( M2R — fg“”qubV,,gb SR - V()| +

+ [t [v=g (M2(R) - 50(6™)9,69 .0 - SaR)S) | (A1)

Inicialmente, é necessario calcular as variagoes 0(y/—g) e 6(R). Primeiro, analisa-se
a expressao para 6(,/—g) em que g é o determinante do tensor métrico. A métrica g, é

uma matriz invertivel tal que sua inversa ¢g" pode ser obtida da seguinte maneira:

A
g = , A2
J (A.2)

em que A" é a matriz de cofatores de g,,, e cada um de seus componentes é obtido
calculando o determinante de matrizes com n — 1 linhas e colunas, tal que n é a ordem de

g"”. Usando a expressao de Laplace para calcular o determinante de g,,,,

n

g = Z (_1)u+ugle,uV’

H,v=1
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em que (—1)"*"M,, é a defini¢do de A", com M, sendo a matriz menor, realizando a
expansao ao longo de uma linha e calculando sua derivada em termos do tensor métrico

Guv, Pode-se inferir que:

dg

OGyuw
Uma vez que A" nao depende explicitamente do tensor métrico g, e usando a definigao
(A.2), obtém-se

= AW,

go_108
90

Analogamente, é possivel inferir em termos de variagoes que:

09 = 99" 0 Gy, (A.3)

aplicando o resultado em (A.3) ao problema original §(y/—g), tém-se

VG = -

1 dg 1—g99g"og 1 i
= = —v/—99"0g,..
279 2 =g PR

Tendo em vista o objetivo do problema proposto, é necessrio que a variacao 6¢,,

esteja no formato contravariante. No entanto, para fazer o levantamento dos indices é

preciso tomar certos cuidados quando se trata da variacao da métrica. Note que
9" 9pv = 0 = 6(9""9p) =0,
a qual, aplicando a formula de Leibniz nos da
(09"")gov + 9" (0gpw) = 0 = 909" = —g" 3G, (A.4)

No caso particular em que = v = a e p = 3, tém-se g,509°° = —g*®8gas e, portanto,
1 (6%
5V = 5\ 500" (A5)

Agora se faz necessario calcular R. Para isso, é conveniente calcular primeiro a
variacao do tensor de Riemann definido como

R, =000, —0,I0, + T, —T0,I, (A.6)

ouy
Calculando a variagao sobre a definigdo (A.6), obtém-se:
6RY,, = 0,010, — 0,010, + 6(Lh )Ty +T0,6(I,) = 6(D0\ )T, —T0\6(1,). (A7)

A variagdo da conexdo o(I')f, pode ser vista como uma diferenca de conexdes. Isto é
conveniente, uma vez que esta diferenca é um tensor, podendo ser demonstrada da seguinte

forma: 5 . 5
le);:g Oz Ox* Oz° (1)a n o°zt Ox :L'V,
Oz Oz Oz 0280z 0" T°
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F(2)H . aj:u aﬂ:ﬁ 81‘0 (2)a anJ’u 81’6 x7
v 0xe 9av 027 7T 9xP0xY 03v o
Note que o segundo termo é equivalente em ambas as expressoes e, assim, tomando a

diferenca, obtém-se

N “ M 892’”‘ 8956 3.75" [ «
o= - (Y _ 1@
vo vo aa:a am_y a.,L,_ry ( By F ﬂ'7> )

a qual obedece a defini¢do intrinseca de tensores [3]. Desta maneira é possivel avaliar a

derivada covariante do tensor
Vi (T97) = 0\T2? + 1,108 + T, 107 — 19,127, (A.8)
que, aplicando a defini¢do (A.8) para o tensor construido, tém-se

Vi (01%,) = 0x0T%, + 14,617, — 7,010, — T'5,6T7,. (A.9)

Renomeando os indices mudos adequadamente em (A.9), identifica-se que (A.7)

toma a forma:

0RE,, =V, (0T%,) =V, (oT%,) . (A.10)

oy

A expressao acima pode ser entao utilizada para encontrar a variagdo do tensor de Ricci,

definido como:
R,, = gng = gPg,u R, = 553#) = RP

ouy oy ouy opv*

Realizando, entao, a variacao desta expressao, podemos obter seu resultado a partir da

contracao dos indices p e u de maneira adequada em (A.10), ou seja,

0Ry, =V, (01%,) =V, (5T%,) (A.11)

O problema original requer a variagao do escalar de Ricci, definido como
R =9""R,,. (A.12)
Realizando a variacdo em (A.12) e aplicando a regra de Leibniz, obtém-se
R = (89"") Roy + "6 Ry = (69°") Ry + g7 [V, (6T2,) — V,, (672, )]
Usando que V,g°” = 0, é possivel reescrever R como
OR = Rou0g™ + V, (g701%, — 7017, ). (A.13)
Substituindo esta expressao e (A.5) em (A.1), tém-se

1 1 1 «Q —
0S = /d4m [—2\/—gga3590‘5 <2M§R — igWVMWﬁ - §R¢2 - V(Qb))} +
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+ / dar/—g <;M§ [Robg™ + ¥, (9781, — gwarga)}) _ (A.14)
- [dev=g (;5(gﬂ”)v“¢vy¢ + 5 [Rodg™ + 9, (9701, — 7o, )] <;52) .

O segundo termo da segunda linha na expressao acima ¢ uma integral de superficie
sobre seu contorno. Portanto, resolvendo a integracao obtém-se um valor nulo aplicando o

Teorema de Gauss. Logo,
0S = /d4 [—\/ gaﬂégw( M R — WV,@V ¢ — *R¢2 - ‘_/(Qb))} +
1
+/d4x\/—g <2M5RU,,(59””> —
1
— [ dev=g (356" )V Va6 + 5 (R + 9, (470T, - 7'0T%,)] 62).

Rearranjando os termos multiplicados por ambos dg"” e \/—g e renomeando os indices

mudos de maneira apropriada, obtém-se

1 1 1 e} —
55 = [ dov=g |~ 30w (SMIR — 39" Vab Va6 — SR~ V(6) )] g+

1
+ [ atoy=g (MR = 5V,0Vu0 — S Ryud?) 09 - (A.15)
(0%
=5 [dlay=gv, (goTs, - g“vargg) ¢,

As duas primeiras linhas desta equacao nao requerem alteracoes futuras, no entanto ainda

¢é necessario reescrever a terceira linha. Com este objetivo, define-se dois vetores auxiliares:

& = g"ory,, (A.16)
e
n” = g"ore . (A.17)

Com estes objetos, podemos reescrever a terceira linha de (A.15) da seguinte maneira:

_f/d%\/_v & —n") :——/d4a:\/_VV§”gb + = /d4$\/_vu77 ¢?, (A.18)

de onde é possivel identificar as divergéncias de ambos os vetores definidos acima. Utilizando
a expressao para a divergéncia definida em [3], onde

1
V=g

podemos escrever as integrais de (A.18) da forma

=5 [0, (¢v=g) ¢* + 5 [ d'ad, (' v=g) ¢* (A.20)

Vay® = div (7) = ——0a (1*v=9) , (A.19)
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E possivel utilizar a férmula de Leibniz e o teorema de Gauss para simplificar

(A.20) consideravelmente através da expressao
0, (626"V=9) = (0.,0°) &' V=g + ¢°0, (€'V=4) .
obtendo
20, (€V=9) = 0, (#°€"V=3) — 200,6" /=g, (A.21)

e, analogamente, para n":
20, (n'v/=g) = 0, (6*1"V=9) — 200,61"/=g. (A.22)

Ao substituir (A.21) e (A.22) em (A.20), os primeiros termos em ambas as expressoes

se anulam ao ser integrados na fronteira da superficie, reduzindo a expressao a

o [ dw60,06'V=g — o [ d'sod,on" /=g (A.23)

Rescrevendo a expressao acima em termos da variagdo das conexoes, usando as definigoes

(A.16) e (A.17), obtém-se
a/d4az¢&,¢ (g“"éfgu) V—g—« / d*x$0,¢ (g“”équ) V—g. (A.24)
E necessario agora calcular a variacao da conexio. Para isso, utiliza-se sua definicio
em termos da métrica:

1
Fgczi

2gad (Ocgba + Ovged — Dagse) - (A.25)

Calculando sua variacdo, obtém-se
1 1
ol = 559“ (OcGbd + Obged — Oagee) + igad (0:09a + Op0gea — Oagne) - (A.26)

Para reescrever (A.26) é preciso considerar a seguinte relagao para a variagdo da métrica:

5 (97) = 6 (9°°9" gaa) = 69°°9" gaa+09” 9" Gaa+09aag" 9" = 096, +39% 65+ 0gaag™ 9",

5gef = 25gef + 09aag™y a 5g€f = 5g“egdfgad (A.27)

Utilizando (A.27) para baixar os indices em (A.26), obtém-se

1 1
o, = —§geagfd5gef (OcGbd + Obged — Oagee) + igad (0c0Gbd + Ov0gca — Oagne) - (A.28)

No primeiro termo em (A.28) é possivel identificar a defini¢do de conexao dada por (A.25),

portanto,
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1
oy = —ge“5gefffc + §9ad (0cbgbd + Ov0gca — Oagoe) =
1
= §9ad (ac59bd + Op0ged — OaGe — 296a9ad5gefrgc) =

1
= igad (8c5gbd + 0v0Gca — OaGbe — 262596fF{;) =

1
= §gad (3c59bd + 0y0ged — OagGoe — 26gdfl“{fc) . (A.29)

Tendo em vista a defini¢do (A.8) sdo adicionados e removidos termos em (A.29) de

maneira a nao alterar o seu valor, desta maneira identificando que:

1
oIy, = §9ad (Vedgoa + Vi0gea — Vadgee) - (A.30)

Utilizando (A.30) em (A.24), tém-se
1
« / d*zy —9¢3u¢9“059w\ (Vi0gor + Vebgun — Vabgou) +

1
e / d%v—gqﬁa,,qﬁg“”ﬁg”)‘ (V09 + V09,0 — Vadg,,) - (A.31)

Cada um dos seis termos entre parénteses em (A.31) formam vetores de duas maneiras

distintas, podendo ser identificados como vetores do primeiro tipo:

V9" 4" 8gor = V. T, (A.32)

ou vetores do segundo tipo:

Vug" g g =V, VI (A.33)

Os dois primeiros termos em parénteses em (A.31) sao vetores do primeiro tipo, enquanto os
quatro termos restantes nos parénteses sao do segundo tipo. Levando isto em consideragao

é possivel somar e anular termos dentro das integrais e simplificar o problema a resolucao

de:

a / d*1\/=g60,6V T — a / A4/ =g68,6V V. (A.34)

Aplicando novamente a expressao (A.19) e reescrevendo (A.34) em termos de

derivadas ordinérias como:

a / d'260,60, (V—gT") —a / d'260,60, (V—gV") . (A.35)
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Analogamente ao feito anteriormente para (A.21) e (A.22) é possivel utilizar a regra de

Leibniz para reescrever e anular termos avaliados sobre a fronteira da superficie, obtendo

/ d*2\/=90,, (60,0) VI — / d*2\/=90,, (60,6) T (A.36)
Utilizando (A.32) e (A.33) para V* e TH tém-se

a / d*z/=g0, (60,¢) g 9" 0gap — / d'2/=g0, (69,0) ¢"* 9" 6 gap. (A.37)

Para identificar os termos de dg"” é preciso levantar os indices da variacdo da métrica
por meio de (A.4) e (A.27). Fazendo as operagoes indiciais adequadas, assim como as

derivagoes necessarias obtém-se

/ d'o/=g [V, (V,0) 6+ V0V, — ad0dgu, — aVadVsdg™ g, ] 59", (A.38)

Utilizando a defini¢ao O¢ = 0¥ (0,¢) e que V,, = 0,¢. Pode-se entéo retornar ao problema
original em (A.15) para obter

1 1 1 o} —
55 = [ atov/=g |~ som (3MER = 307 Vad Va0 — SRS ~V(9))] 69+

1
+ [dtey=g <2M§RW — VY6 — SR ) 5"+ (A.39)
+ [ dioy/=g[aV, (Vi) 6 + V69,6 — 06060, — aVadV 09" g 09"

O integrando de (A.39) pode ser identificado com a equa¢ao do movimento total

deste sistema, portanto, identifica-se através de (2.11) que:

1
2M2gw,72 MQRW + (1 —20)V, 0V, 0 — (1 —40)g,,.9% Vagbvf;qb—l-

g (;aRcbz +V(9)) + aRput? = 200V,V,6 + 2,060 = 0. (A.40)

Usando a definicao do tensor de Einstein, G*”, para identificar a diferenga nos dois primeiro
termos de (A.40), tal que:

1 1
Gp,u = R,uzz - ig,u,uR = WT,LLIH
p

na qual foi definido como 7}, a seguinte equagao:
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1
Tow = (1 =20)V,u6V,6 — 5 (1 = 40) 99"V 0OV g+
1 _
— Gy <2aR¢2 + V(¢)) + aRu ¢ — 200V V¢ + 2g,,a006. (A.41)

Assim como foi utilizado no corpo deste trabalho e no trabalho de [28].
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APENDICE B — Anélise das condicdes de

juncao

O objetivo deste apéndice é trazer em maiores detalhes as passagens algébricas
utilizadas na obtencao das expressoes (3.18), (3.19) e (3.20), a partir da segunda condi¢ao

de juncao (3.14), que pode ser escrita para as componentes K3 como

K — Ky = 0.

Para expandir estas expressoes é necessario obter a segunda derivada da expressao (3.16)

Cco1mo

aa;rr

i'L:—EC{eE( +bi)+eR}+
X2 b

(B.1)

1 _ aatbﬂ"Q - - 1 2 . ;. . .9 P
+—<e€|— 2 + bt + b.tr + 5 (at rir 4+ aaurtr + aqrv + aar ) +eRp.
X

Para reescrever (B.1) em termos das coordenadas do interior é conveniente utilizar Bary
como definido em (3.4) juntamente com as expressoes (3.9) e (3.16), obtendo
X = b —r?a?
(B.2)
)% = 2bb, 1 — 2ra, (atf + attri) )

Durante o processo para demonstrar a primeira expressao em (B.2) é obtida
a expressao (3.9). Apés utilizar (3.16), (B.1), (B.2) em (3.18) e expandir os termos
cuidadosamente serd possivel evidenciar a expressao dada por (3.9), assim como anular

todas as componentes de derivadas superiores 7 e £, apds estas passagens, obtém-se
= (adri + biay — b
3 (at ri + b%tay — rmt> +

€€ee

—|—7 {(—27"2&75@”15 — 27‘(1?7* + beﬂ") — [egg <7"7°aat

+ bi) + (mti T af)} >‘<R} =0. (B.3)

Utilizando em (B.3) que 7 = r,f e usando a seguinte definicio:
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é possivel evidenciar os termos de 74, e identificando corretamente as expressoes (2.9) e
(2.10), obtém-se

ccbP
U (B.4)
ap

Esta expressao pode ser usada para avaliar a evolu¢ao do pardmetro de massa m(u),

definido através de (3.4) e da coordenada temporal u, em termos das coordenadas do

interior. Utilizando a expressao (B.2) juntamente com a equacao (2.9) tém-se

CL37‘3

m(u, R) = m(t,r) = g (a%r® + kr®) = A (B.5)

Diferenciando (B.5) em termos de 7 e lembrando que m = imylde forma a identificar (2.9)
e (2.10), obtendo

o ak? P
my = ——— [(Gﬁgb — (Zﬂ")] m (BG)
p
Fazendo um processo andlogo para (3.16) obtém-se
) P 1
i_(pxP) (B.7)

t p  (eeb—eray)’

As expressoes (B.4), (B.6) e (B.7) descrevem o colapso gravitacional como um todo,
sendo possivel estabelecer as condigoes iniciais necessarias para o modelo, assim como
verificar se o mesmo é adequado tendo em vista as condi¢oes de energia e os intervalos de

validade da aproximacao numérica realizada no capitulo 4.
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APENDICE C - Acréscimo de um fluido n3o

interagente a fonte interior

Neste apéndice sera discutida a inser¢ao de um fluido nao interagente ao problema
discutido neste trabalho. O fluido escolhido para esta andlise é perfeito e estatico, no
entanto nao é estacionario. O tensor de momento-energia que descreve este fluido é tal

que:

T = —(py + P) VIVY — Pig.

Podendo ser escrito convenientemente no formato misto,

TlfL = — (Pl + Pl) V“VV - Plé,ﬁ‘, (Cl)

em que V*, pode ser definido através de:

V= (C.2)
Vi = {1,0,0,0}.

Este modelo permite escrever um tensor momento-energia de ambos os fluidos
em que p = pg + p1 e P = Py + Py, ou seja, ¢ possivel analisar independentemente cada
componente em momentos distintos do colapso gravitacional, analisando a relevancia de
cada componente tendo em vista as caracteristicas fisicas do problema. A consisténcia desta
afirmacgao pode ser evidenciada observando a lei de conservagao do tensor de momento-

energia, definida como [3]

v, " = 0. (C.3)

Através de (C.3) é possivel obter as expressoes para a equacao da continuidade
expandindo os termos de 1 = 0 e utilizando (A.8), analogamente, pode-se obter as equagoes
de Euler expandindo as coordenadas espacias (u = ). Por interesse desta discussao é

importante notar que utilizando a métrica (2.4), é possivel obter

pi— 3% (p+ P) = 0. (C.4)

A expressao (C.4) é a equagao da continuidade e as trés equacoes de Euler sdo:

arpzbir(ub?) P,
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cos
P=—P )
89 sen@ 5 (C 5)
0P = 0.

O conjunto de equagdes (C.5) e (C.4) pode ser escrito em termos das componentes
independentes de p e P, e note que uma vez estabelecido dominancia de um fluido sobre o
outro nao ha mudanca no formato das equagoes de conservagao do tensor de momento-
energia, portanto ha a liberdade de estabelecer limites nos quais uma componente é

desprezivel.

A equagao de estado que domina um fluido estatico, tal como o descrito por (C.1),
¢ 1]

P1 == )\pl, (C6>

_ Po
p1L= a3(+X)’

em que A indica o tipo de fluido que esta sendo levado em consideracao, exemplos sao

A = 0 para um fluido tipo poeira e A = % para radiacao.

O processo de colagem realizado no capitulo 3 é realizado de maneira analoga ao

descrito no apéndice B, e nos leva as seguintes expressoes:

eech (P1 + P¢)

ry = —— , C.7
= (it pe) (©1)
_ rfa? (P1+ Py)
my = 7 (€€€b — T(It) TPQ, (CS)
u_ L (pr+py)+ (P + Py) ©9)
t (e —eray) (p1+ po) . .

As trés expressoes indicam claramente que nao ha uma mudanga no comportamento
do colapso devido a adi¢cdo do novo fluido, apenas uma atenuaciao ou acentuacao dos
efeitos, é esperado que os valores obtidos para as condigoes iniciais e intervalo de validade
destas condigoes sejam alterados. Acoplamentos mais complexos, ou detalhes relativos
a esse acoplamento pode ser assunto de trabalhos futuros na perspectiva de um colapso
gravitacional. A analise de um colapso em modelos de dois fluidos pode ser acompanhada
no trabalho [9].



[10]

[11]

[12]
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