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Resumo

Este trabalho prova a existéncia local e global de solugoes para sistemas de inclusoes
parciais semi-difusivos com operadores m-acretivos vistos em [7]. Baseados nesse artigo,
provamos a existéncia local de solugoes para sistemas de inclusoes diferenciais parciais
semi-difusivos com operador maximal monétono da forma div(|Vu|P)"2Vu) com forcas
externas F' e G multivocas, F' semicontinua superiormente, o par (F,G) positivamente

sublinear e GG de varidveis separaveis.

Palavras—chave: Inclusoes parciais, espacos de Sobolev, operadores multivocos, expo-

entes variaveis, atrator global.



Abstract

This work proves the local and global existence of solutions for semi-diffusive partial
inclusion systems with m-accretive operators seen in |7]. Based on this article, we prove
the local existence of solutions for semi-diffusive partial differential inclusion systems with
monotonous maximal operator of the form div(|Vu[P")~2Vu) with external forces F' and
G multivalued maps, F' is upper semicontinuous, the pair (F,G) is positively sublinear

and G with separable variables.

Keywords: Partial inclusions, Sobolev spaces, multivalued operators, variable exponents,

global attractor.
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Introducao

Neste trabalho vamos provar a existéncia local e global de solugoes para sistemas de

inclusoes parciais semi-difusivos, passando por problemas da forma
ur — Ap(u) = f em (0,T) x 2
o(u) =0 em (0,T) x 02

u(0,z) = ug(x) em

\

(1)

onde ¢ : R — R ¢ continua nao decrescente, ¢(0) =0, f € L'(0,T; L*(Q)), e ug € L*(9).

Por uma solugao fraca de (1) estamos nos referindo a uma funcao v € C([0,T]; L*(2)) tal

que p(u) € L'(0,T; L'()) e que satisfaga (1) no sentido das distribui¢oes sobre (0,7") X §2.

Baseamos nossa demonstrac¢ao no artigo [7] onde podem ser encontrados alguns resul-

tados da existéncia local e global de solugoes fracas para sistemas de reacao e difusao nao

lineares da forma:

(e — Ap(u) € Flu,v) (0,T) x
v — AY(v) € G(u,v) (0,T) x 99
p(u) =1(v) =0 (0,T) x 0%

| 4(0,2) = uo(2), v(0,2) = wo(z) em Q

sendo que () é dominio limitado de R™, n > 1, 92 uma fronteira suave, ¢, 1) : R — R sao

continuas e nao decrescentes com ¢(0) =¥ (0) =0, F, G : R? — 28 e ug, vy € L=(Q).

O sistema (2) ¢ dito difusivo se ¢ e 1 sdo ambas estritamente crescentes e dito

semi-difusivo se ¢ ¢é estritamente crescente e 1) é somente nao decrescente.
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Estabeleceremos um resultado de existéncia para o caso difusivo com F,G semiconti-
nuas superiormente e positivamente sublineares e abordaremos o caso semi-difusivo com
(F, G) positivamente sublinear, F' semicontinua superiormentee e G de variaveis separa-
veis, ou seja, G(u,v) = g(u)H(v) ou G(u,v) = g(u) + H(v).

Segundo Diaz e Vrabie |7] os termos ¢ e 1 referem-se a substancias que se difundem em
(). Se uma dessas substancias nao se difunde em €2, por exemplo, um sélido, entao o termo
de difusao correspondente, digamos 1, é identicamente nulo. Sempre que a substancia em
questao for um liquido ou um gas entao o termo de difusao correspondente nao pode ser
identicamente nulo.

No capitulo 1 daremos os resultados de Analise, Analise Funcional, Topologia e Anélise
Funcional Multivoca para nos dar suporte para demonstrar tais teoremas. No capitulo 2,
faremos as demonstragoes da existéncia local e global das solugoes do sistema (2) usando
as ideias do artigo [7]. No Capitulo 3, apresentaremos a demonstragao da existéncia
de solucao de um sistema semi-difusivo com operador maximal mondtono com expoentes
variaveis e a existéncia do atrator global, realizada originalmente por nés no decurso deste

trabalho que resultou no artigo [15].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados

Aqui listaremos algumas defini¢oes e resultados de Topologia, Medida e Integracao, Ana-

lise Funcional e Analise Multivoca que serao usados nos capitulos seguintes.

Definigao 1. [11] Uma sequéncia {p,} em um espago métrico (X,d) converge para p se

para todo € > 0, existe ng tal que d(p,,p) < € se n > ng.

Definigao 2. [11] Sejam X e Y espacos métricos, suponha que E C X e f: E =Y, p
um ponto de acumulag¢io em E. Escrevemos f(x) — q quando x — p, oulim,_,, f(x) = ¢
se existe um ponto q € Y com a sequinte propriedade: Para cada € > 0, existe § > 0 tal
que dy (f(z),q) < € para todos os pontos x € E para os quais 0 < dx(z,p) <.

Podemos reformular esta definicao em termos de sequéncias.

Teorema 3. [11] Sejam X, Y, E, p, q como na definicao 2. Entdo, lim,,, f(z) = ¢
se e somente se lim, .o f(p,) = q para toda sequéncia {p,} em E tal que p, # p e

1.1.1 Espagos Compactos e Relativamente Compactos

Definigao 4. [11] Um subconjunto K de um espago métrico X é dito compacto se toda

cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita. Ou seja, se {G} € uma cobertura

9
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aberta de K, entao existe uma quantidade finita de indices oy, ..., oy, tal que
KCcGy,U ... UG,,.

Teorema 5. [11] Suponha K CY C X. Entao K € relativamente compacto em X se, e
somente se, K € relativamente compacto em Y .
Teorema 6. [11] Seja {p,} uma sequéncia em um espago normado X.

a) {pn} converge a p € X se, e somente se, toda vizinhanga de p contém p, para todo,

exceto finitos n's.
b) Sepe X, p € X, e{pn} converge para p e para p’, entio p =1p'.
c) Se {pn} converge, entao {p,} € limitada.
d) Se E C X e sep éum ponto de aderéncia de E, entao existe uma sequéncia {p,} em

E tal que p = lim,, .o p,.

Definigao 7. [11] Dada uma sequéncia p,, considere a sequéncia {ny} de inteiros posi-
tiwos, tal que ny < ny < ng < .... Entao a sequéncia {p,,} € chamada uma subsequéncia

de {pn}. Se {pny} converge, seu limite € igual ao limite de {p,}.

Teorema 8. [11] Se {p,} € uma sequéncia em espago normado compacto X, entao alguma

subsequéncia de {p,} converge a um ponto de X.

Proposicao 9. Seja X C M relativamente compacto e f : M — N continua, entao f(X)

€ relativamente compacto.

Definigao 10. /6] Seja (X, X, p)um espago de medida, ou seja, X um conjunto nao vazio,
Y é uma o—dlgebra de subconjuntos de X, e j : 3 — [0, 00] € uma medida. Sel < p < oo,
denotaremos por ZLP(X, 3, 1) o espago vetorial de todas as fungoes mensurdveis f : X —

K (sendo que K é um corpo) tais que

/ FPdp < oo. (1.1)
X

Escrevemos || f|l, = ([x |f|pdu)1/p para cada f € LP(X, %, p1).
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Para obter uma norma vamos introduzir uma relagao de equivaléncia em Z£P(X).
Dadas f, g € £LP(X), definimos f ~ g se f(z) = g(x) quase sempre. E claro que
esta € uma relagdo de equivaléncia em LP(X). Seja LP(X) o conjunto das classes de
equivaléncia. Dadas [f], [g] € LP(X) e X € K, definimos [f] + [9] = [f + g, Alf] = [\ f].
E facil verificar que estas operacoes estao bem definidas e que LP(X), com estas operagoes

€ um espaco vetorial. Além disso, a aplicacao
LX) — LP(X)

f= 11

€ linear. Se definirmos ||[f]ll, = ||fll, para cada [f] € LP(X). Esta fungao estd bem

definida e é uma norma.

Teorema 11. [6] Considere um espaco de medida separdvel. Entio LP(X) € separdvel

para todo p, 1 < p < oo.

Lema 12. [5] (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Seja m € L*(0,T;R) tal que m > 0

em (0,T) e também a > 0 constante. Seja ¢ : [0,T] — R fun¢ao satisfazendo

%q?(t) <a*+ /Otm(s)gb(s)ds vVt € [0,T]. (1.2)

Entao,

6(t)] < a+ /Otm(s)ds vt € [0,T]. (1.3)

(Lema A.5, pg. 157. [5])

1.1.2 Espagos de Sobolev

Definigao 13. [10] O espago de Sobolev W'P(Q) ¢é definido por

Wh(Q) = {u € LP(Q);3 g1, ..., gn € LP(Q) tais que /ucallga = — / 9io, (1.4)
Q ar; Q

Vo e C®(Q),Vi=1,2,..n}, (1.5)

sendo que C'° € o conjunto das fungoes infinitamente diferenciais com suporte compacto.



Lp q Ou _ — (ow Ou_
Se u € WHP(Q) entdo denotaremos 5= = g; e Vu = <8m17"” B

O espago WP(Q) estd munido da norma

ou
X

n
follvse =l + 3| 5

Lr

1.1.3 Semi Produto Interno

ou

) = grad u.

12

Proposicao 14. [7] Seja X um espago de Banach real, z, y € X, h € R* :==R — {0} e

definimos

(llz + hyll = l=[])

S

[x7y]h =

L i 2 2
(@, y)n = o (e + hyll” = ll2[1).

Lema 15. [7] Para x, y € X os limites

[$,y]+ = 1}58[‘@7 y]iw [flf,y]_ = 1}:%[‘@7 y]h

($,y)+ = l}gg(x7y)h7 (xay)* = hm(l.ay)h

R10

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

existem e sao finitos. Em adigao |., .|+ e (.,.)+ sao semicontinuas superiormente de X x X

em R. As fungoes (.,.)4, [.,.]+ sao chamadas de semi-produto interno superior em X. As
fungoes [.,.]- e (.,.)— sdo semicontinuas inferiormente de X x X em R. Além disso, as
fungaoes (.,.)_, [.,.]= s@o chamadas de semi-produto interno inferior em X.

Lema 16. [7] O semi produto interno tem as sequintes propriedades:

1) (z,9)x = |lz]|[z,y]s;
i) [z, yl<l < llyll;
iit) |[z,yle — [z, 2] < ly =2,
w) [z, yle = —lz, —yl- = —[-=,y]-;

v) laz,byl+ = ablz,y|l+ para a, b>0;
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,Ui) [l‘,y—l—Z]+ < [:L‘,y]+ + [x7z}+ € [fL’,y—i—Z], > [xay]* + [x,z],.

Proposicao 17. Seja (x,y)+ o semi produto interno, vale

(@, y)+ < [lz/lllyll (1.10)

Demonstra¢ao. Temos do Lema 16 itens ) e i) que

(@, 9)+ = [lzlllz, vl < ll2llllz, ]+ | < )iyl (1.11)
O

Proposicao 18. (Desigualdade de Young) Seja p e q expoentes conjugados com 1 < p <

o0, entao para quaisquer elementos a e b em X temos

lall”  [lol[®
lalllbll < » T (1.12)

Demonstragao. Vamos dividir em casos. Caso ||al|||b|| = 0 é trivial. Caso |la||P = ||b]|%,

como p e ¢ sao conjugados temos ]l) + % = 1. Logo

lallB1 = Hall (Il = alllall?’® = [lal”#llal”’
1 1 p bl|?
— P = falPL = alp (— ; —) _ Nal” oI, (1.13)
p q p q

Agora se [|a||P # ||b|?, usamos a func¢ao exponencial, a qual é estritamente convexa. Entao

para todo t € (0,1) e z,y € R com x # y, temos
eIy < et 4 (1 — t)e. (1.14)

Assim tomando t = 1/p o que implica 1 —t =1/ge x =1In|a|” e y = In||b||? temos que

In[[a]|P | In|b]|?

In ||a||? In ||b||9 P q
lall o] = et = ((=eie) 7 e ol P

p q p q

(1.15)

]
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1.1.4 Topologia Fraca

Definicao 19. [3/ Em um espago normado E dizemos que uma sequéncia (,)22, em E
converge fracamente se existe um x € E com x'(x) = lima'(x,), V2’ € E’, onde E' denota
o dual de E. O ponto x é chamado de limite fraco da sequéncia (x,)5,, denotamos

T, — .

Definigao 20. [3/ Dizemos que K ¢é compacto na topologia fraca ou dito fracamente
compacto se, e somente se, toda sequéncia em K tem uma subsequéncia que converge

fracamente para um elemento de K.

Definigao 21. [10] Um operador T : X — 'Y é compacto se T(B) é compacto para todo B
limitado de X ou se para toda sequéncia (x,,) limitada, eziste (x,,) C (x,) tal que (T'xy,)

€ convergente.

Definigao 22. /3] Seja E um espago normado e seja E' seu dual topoldgico. A topologia
fraca de E, que denotaremos por o(E,E"), € a topologia em E que tem como base de

wizinhangas de xg € E, os conjuntos
v(zo, P1, P2, .oy Py €) = {x € E;|p;(xo — )| < € para cada j =1,2,...,n}

come>0 e o1, 09,....,0, € E' en €N.
Quando A for compacto em (E,0(E,E")), A C E, A € fracamente compacto. Além disso,

um espag¢o munido com a topologia fraca € separdvel.

1.2 Aplicagoes Multivocas

Seja X um espago de normado. Um operador é uma aplica¢ao de X em P(X), sendo que

P(X) significa partes de X.

Definigao 23. [7] Seja & um espag¢o Banach real e D um subconjunto mensurdvel em
R", n > 1. Uma aplicagcio E : D — 2% ¢ chamada mensurdvel se para cada fechado €

de Z o conjunto

EN€)={y € D;E(y)N%E + o}
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€ Lebesque mensurdvel.
Além disso, por uma selecio de E : D — 2% | queremos dizer uma funcio f: D — 2

tal que f(y) € E(y) quase em todo ponto y em D. Denotaremos por
Sel E=A{f;f:D— Z, [ é uma selecao mensurdvel de E}.

Definicao 24. [10/ Uma aplicagio G : U — P(X) € semicontinua superiormente (fraca-

mente semicontinua superiormente) em u € U, se
i) G(u) € nao vazio, limitado, fechado e convezo,

ii) Para cada subconjunto D aberto (fracamente aberto) em X satisfazendo G(u) C D,

existe uma vizinhan¢a V' de u, tal que G(v) C D, para cada v € V.

Se G é semicontinua superiormente (fracamente semicontinua superiormente) em cada
u € U, entao ela € semicontinua superiormente (fracamente semicontinua superiormente)

em U.

Observagao 25. [7] Se ', % sao dois espagos Banach reais, D € subconjunto Lebesgue
mensurdvel em R", n > 1, g : D — #\{@} € mensurdvel, e E : % — 2% ¢ semicontinua

superiormente, entdo Eog: D — 22 \{@} é mensurdvel.

Teorema 26. [10] Se X ¢ separdvel, M ¢é subconjunto Lebesgue mensurdvel em R™, n > 1
e G: M — P(X) € uma aplicagao mensurdvel com valores nao vazios e fechados, entdo

G tem pelo menos uma sele¢cao mensurdvel.

Teorema 27. [7] Teorema do Ponto Fizo: Seja um subconjunto J nao vazio, fracamente
compacto em um espago de Banach real X e seja E : & — 27 \{@} tal que para
cada u € K, E(u) € fechado e convero. Se o grifico de E é fracamente X fracamente
sequencialmente fechado, entao E tem pelo menos um ponto fixo, isto €, existe pelo menos

um elemento u € X tal que u € E(u).

Teorema 28. [7] Seja D um subconjunto nao vazio e Lebesque mensurdvel de R™, n > 1,

U um espaco topoldgico, e & um espaco de Banach real. Se E : % — 27 \{o} ¢
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fracamente semicontinua superiormente e u, : D — U, f, € Sel E(u,) para n € N

satisfazendo
fn — f (fracamente) em L*(D; Z°) e u, — u quase sempre em D, (1.16)

entao f € Sel E(u).

1.3 Operador Mondétono

Um operador A € uma aplica¢ao de H em P(H). Se para todo x € H, Az contém no

mdzimo um elemento, ele € dito univoco, caso contrdrio € multivoco.

Definicao 29. [10] Seja D(A) = {z € H; Ax # @} o dominio de A. Dizemos que um

operador A em H € mondtono se para todo z, y € D(A),
(Ax — Ay, z —y) > 0. (1.17)

O congunto dos operadores mondtonos € definido pela inclusao dos grdficos definidos da

sequinte forma:

Definigao 30. O grdfico de A em H x H € dado por A = {(x,y);y € Az}.

1.3.1 Operador Maximal Monétono

Definicao 31. O operador mondtono A de H € maximal mondtono se ele nao estd pro-
priamente contido em qualquer outro operador mondtono de H.
Ou seja, A é maximal mondtono se e somente se A é mondtono e, se (z,y) € H x H
for tal que
(y — AL,z —¢) >0, (1.18)

para todo £ € D(A), entio y € Ax.
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1.3.2 Operador m-acretivo

Definigao 32. [7] O operador A : D(A) C LY(Q)) — L'(Q) é chamado acretivo se para
cada u, uw € D(A) temos
(u—u, A(u) — A(u)),+ > 0. (1.19)

Onde (.,.); € o semi produto interno em L*(Q2). Além disso, se para cada X > 0, I + \A

€ sobrejetiva, entao A € chamado m— acretivo.

1.4 Definicao de Semigrupo

Definicao 33. Seja X um espagco métrico completo. Um semigrupo é uma familia de

operadores continuos {T(t) : X — X, t > 0} com as propriedades
i) T(0)x = x, para todo x € X,
ii) T'(t)T(s) =T(t + s) para todo t,s € [0,00).

Definigao 34. Um semigrupo {T'(t) : X — X, t > 0} € dito compacto ou de classe H

se para cada t > 0, o operador T(t) : X — X for compacto.

Definicao 35. Seja A um operador mazximal mondtono em um espaco de Hilbert H.

Ezxiste um semigrupo {S(t);t > 0} definido em D(A) associado ao problema

2—? + Au =0, u(0) =uy € D(A).

Dizemos que o semigrupo {S(t);t > 0} é gerado por A.

1.5 Teorema de Baras

O Teorema de Baras € um resultado importante para a prova dos resultados do Capitulo 2
e 8. Tal teorema se refere as propriedades de compacidade do conjunto de solucées. Aqui

vamos enunciar a versao com operador m-acretivo e com o operador mazimal mondtono
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nas hipdteses para aplicar em diferentes tipos de sistemas de equacoes diferenciais do tipo

duf
ar + Auf = f

u! (0) = up.

(1.20)

Definigao 36. [10/ Um subconjunto K em L'([a,b]; X) € uniformemente integrdvel se,
dado € > 0, eziste § = 6(€) > 0 tal que

/E 1F(0) it < e

para cada subconjunto mensurdvel E em [a,b] cuja medida de Lebesque € menor que (¢),

e uniformemente para f € K.

Teorema 37. [10] Se A : D(A) C H — P(H) é um operador mazximal mondtono, A
gera um semigrupo compacto, ug € um elemento firo em D(A), e K € um subconjunto
uniformemente integravel em L'([0,T); H), entio o conjunto M(K) = {u/;f € K} ¢

relativamente compacto em C([0,T]; H).

Teorema 38. [7] (Teorema de Baras) Se A : D(A) C X — 2% é um operador m—acretivo,
—A gera um semigrupo compacto, ug € um elemento fizo de D(A) e K € um conjunto uni-

formemente integrdvel em L'([a,b]; X), entdo o conjunto M (K) € relativamente compacto

em C(la,b], X).

1.6 Solucao Forte

Considere o sequinte problema de valor inicial:

du
P) E(t) + Au(t) = f(t), t>0
u(0) = uyg

onde A é um operador maximal mondtono em um espaco de Hilbert H, f € L'(0,T; H)

euyg € H. Além disso, suponha P(A) = H.

Definicao 39. Uma fungao u : [0,T] — H é chamada uma solucao forte de (P) em [0, T

Se
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(1) w e E([0,T]; H);

(ii) wu € absolutamente continua em qualquer subconjunto compacto de (0,T);

(111) u(t) € D(A) para quase todo t € [0,T], u(0) = ug e satisfaz a equagio em (P) para
quase todo t € [0,T.

Definigao 40. Uma func¢do u : [0,T] — H € chamada uma solugdo fraca de (P) em [0,T]
se € um limite de solugdes fortes na topologia de € ([0,T]; H).



Capitulo 2

Existéncia de Solucao de um Sistema

Semi-difusivo com Operador m-acretivo

FEste capitulo € baseado no artigo [7].

2.0.1 Existéncia Local

Vamos considerar a equacdao de difusao nao linear

;

u — Ap(u) = f em (0,T) x 2

o(u) =0 em (0,T) x 02 (2.1)

\u(O,m) =up(x) em Q

onde Q C R™, n > 1 é dominio limitado, ¢ : R — R € continua nao decrescente, p(0) = 0,
fe L0, T; LY (Q)), e up € L*(Q). Por uma solugao fraca de (2.1) estamos nos referindo
a uma fungao u € C([0,T]; L*(Q)) tal que p(u) € L'(0,T; L*(Q)) e que satisfaga (2.1) no
sentido das distribuigoes sobre (0,T) x Q.

Para cada ug € L'(Q) e f € LY(0,T; L' () o problema (2.1) tem uma tinica solugio
fraca w = W (ug, f) (veja em [4]). Além disso, se ug € LP(Q2) e f € L*(0,T; LP(Q)) para

20
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algum p € [1,00], a tnica solugao fraca de (2.1) satisfaz

t
lu()|lr) < [Juollze ) +/ £ (8)]| oy ds (2.2)
0

para cada t € [0,T] (veja [2]). Ainda, se uy e f sdo limitadas, isto €, ug € L¥(Q) e
f e L>0,T; L>()) entao

u € W0, To; HH(Q)) N L™=(0, Ty; L*(12)), (2.3)

o(u) € L*(0, Ty; Ho'(Q)). (2.4)
Observagao 41. [7] Seja A um operador acretivo, u € C([0,T]; L'(Q)) e f € L*(0,T; L*(Q)).
Entao u € solugao fraca da equagao (fl—? + Au > f se e somente se u verifica
t
lu(t) — 2* < flu(s) — ] + 2/ (u(T) =z, f(T) —y)+dr (2.5)
para cada v € D(A), y € Axr e 0 <s<t<T.

Definigao 42. [7] Por uma aplicagdo de R? em 28 semicontinua superior queremos dizer
uma aplicacio multivoca F : R? — 2% tal que para cada par (u,v) € R?, F(u,v) € um

intervalo compacto e nao vazio em R, e para cada conjunto fechado € em R o conjunto
F %) = {(u,v) € R* F(u,v) NE # &} (2.6)

€ fechado.

Uma aplicagao A : D(A) — H € dita m— dissipativa se
(Az,z) <0
para todo x € D(A) e A\ — A € sobrejetiva para todo X > 0.

Definigao 43. [7] Uma aplicagio multivoca G : R* — 2% ¢ chamada com wvaridveis
separdveis se existe g : R — R continua e uma aplicagio m— dissipativa H : R?* — 28\ {@}

tal que ou g € nao negativa e

G(u,v) = g(u)H (v) para cada (u,v) € R? (2.7)
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ou

G(u,v) = g(u) + H(v) para cada (u,v) € R>. (2.8)

Definigao 44. [16] O par (F,G) das aplicacies F, G : R? — 28 que leva subconjuntos
limitados de R? em subconjuntos limitados de R, é chamado positivamente sublinear se
existir a > 0, b > 0, ¢ > 0 e mg > 0, tal que para cada (u,v) € R* com |u| > mqy ou
lv| > mg para o qual existe fo € F(u,v) satisfazendo (u, fo)+ > 0 ou eziste gy € G(u,v)

com (v, go)+ > 0, temos ambos
[fI < alul +blv] + c e |g] < alul + blv] + ¢ (2.9)

para cada f € F(u,v) e cada g € G(u,v). Usamos a condi¢io acima de sublinearidade

positiva da sequinte maneira: Se (u,v) € R? e
lu| < mg e |v] <mg (2.10)

nao precisamos de condigoes em F(u,v) e G(u,v) pois F', G aplica conjuntos limitados
em conguntos limitados, consequentemente, (f,u)s e (g,v); sdo limitados para cada f €
F(u,v) e g € G(u,v). Se (2.10) nao se aplica a algum par (u,v), entao |u| > mgy ou

|v] > my. Nesse caso, também nao precisamos de condigoes em F(u,v) e G(u,v) se
(u, f)+ <0e (v,9)+ <0, para todos os f € F(u,v) e g € G(u,v). (2.11)

No entanto, se ambos (2.10) e (2.11) nao forem satisfeitos, ou seja, se |u| > mg ou
lv| > mg e (u, fo)y >0 ou (v,90)+ > 0 para algum fo € F(u,v) ou algum gy € G(u,v)
entdo impomos a condigao de que |f| < alu| + blv| + ¢ e |g| < alu] + blv| + ¢ para cada

f € F(u,v) e para cada g € G(u,v).

Teorema 45. [7] Se ¢ : R — R ¢ continua, estritamente crescente e p(0) = 0 entdo
para cada uy € L'(Q) fizo e cada subconjunto &~ fracamente relativamente compacto em
L>(0,T;L>®(2)), o conjunto de todas as solugdes fracas de (2.1) onde f varia em A,
{W(ug, f); f € X}, € fortemente relativamente compacto em C([0,T]; L*(£2)).

Corolario 46. [7/ Se ¢ : R — R € continuo, estritamente crescente e p(0) = 0 entdo para

cada uy € L™ fizado e cada conjunto limitado & em L*°(0,T; L>(R2)) a aplica¢io f
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W (ug, f), a dnica solugio fraca de (2.1) correspondente para ug e f, é sequencialmente
continua de A dotado com a topologia fraca de L*(0,T; L*(Q)) em C([0,T]; L'(Q?)) dotado
da topologia forte.

Demonstragao. Seja uy € L*(Q) fixado e seja (f,)neny uma sequéncia limitada em
L>(0,T; L>(Q)) tal que f, — f em LY0,7;L'(Q)). Pelo Teorema 45 o conjunto
{W (ug, f); f € #} é relativamente fortemente compacto em C([0,T]; L'(2)). Para com-
pletar a prova, notamos que o tnico ponto limite em C/([0, T]; L'(€)) de (W (uo, f1))nen €
exatamente W (ug, f), pois o tnico ponto limite de (W (ug, f,,))nen no sentido das distri-

buigoes sobre (0,7) x Q é W (uo, f). O
A demonstracio do prorimo teorema pode ser encontrada no Apéndice.

Teorema 47. [7] Considere o sistema

(

u — Ap(u) € F(u,v) (0,T) x Q
vy — AY(v) € G(u,v) (0,T) x Q
p(u) =¢(v) =0 (0,7) x 99 (2.12)

u(0,x) = up(x)

v(0, ) = vo(x) em (2,

sendo que 2 C R™, n > 1 € um dominio suave e limitado.
Se o sistema for difusivo (p e 1) sao ambas estritamente crescentes) e F, G : R? — 28
s@o semicontinuas superiormente, entao para cada par ug, vy € L®(2), existe Ty € (0,T]

tal que (2.12) tem pelo menos uma solucao fraca (u,v) definida em [0,Ty] e satisfazendo

u, v € W0, To; HH(Q)) N L(0,Tp; L=()) (2.13)

p(u), P(v) € L*(0,To; Ho'(Q)). (2.14)

Se em adigao o par (F,G) € sublinear positivamente, a mesma conclusao é verdade com

To=T.
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Antes de estabelecer o prozimo teorema, vejamos alguns resultados. Primeiro, vamos

constderar os problemas

(

vy — AY(v) € gH(v) (0,T) x Q

P(v) =0 (0,T) x 09 (2.15)

v(0,z) = vo(x) em €,

;

v —AY(v) € g+ H(w) (0,T) xQ

Y(v) =0 (0,T) x O (2.16)

v(0,z) = vo(x) em Q.

Definigao 48. [5/ Chamamos a aplicagio H : R — 28\{@} de m— dissipativa se para
cada v, v € R ew € H(v), w € H(7), temos (v—70)(w —w) <0, e para A >0, [ — \H
¢ sobrejetiva. Denotamos por Jy = (I — AH)™' e Hy = (1/A\)(I — Jxg) o resolvente e a
aprorimacao de Yosida de H, respectivamente. Temos também que para cada A > 0, H)

é Lipschitz em R com constante de Lipschitz 1/\, e que

1%1 Hy(v) = H%(v) (2.17)

para cada v € R, onde H°(v) € o valor minimo absoluto em H(v).
Enunciaremos dois lemas para ajudar na prova da existéncia local de solu¢ao do pro-

Timo teorema.

Lema 49. [7] Se H : R — 28\{@} é m—dissipativo, entio para cada g € L*°(0, Ty; L°(Q))
nao negativa e cada vy € L>®(Q) o problema (2.15) tem wma tnica solu¢io fraca
v = W(vg,g) definida em [0,T]. Em adigao, para cada subconjunto limitado B em
L>(0,Ty; L>(02)) x L>(Q) existe C = C(B) > 0 tal que para cada (g,v0), (g,70) € B
com g, g ndo negativas, as solugoes fracas correspondentes v = W (vg,g) e v = W (v, q)

satisfazem
[o(t) =o()]lLr () < llv(s) = ()10 + 0/ l9(7) = g(T) || L1 @ydr (2.18)

para cada 0 < s <t <T.
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Lema 50. [7] Se H : R — 28\{@} é m—dissipativo, entdo para cada g € L*°(0, Ty; L= (Q))
e cada vy € L®(Q) o problema (2.16) tem uma tnica solugao fraca v = W(vg,g) defi-
nida em [0,T]. Em adi¢io, para cada g, g € L*°(0,T;L>*(Q)) e cada vy, By € L>®(Q) as

solugoes fracas correspondentes v =W (vy,g) e v = W (0o, q) satisfazem

[o(t) = ()]l @) < llvls) = 0(s)llL1 @) + / lg(m) =gl @dr (2.19)

para cada 0 < s <t <T.

Sob as hipdteses do proximo teorema somos forcados a adotar uma estratégia diferente
em comparag¢ao com o Teorema 47, mesmo que seja baseado mo artificio do ponto fixo
oferecido pelo Teorema 27, pois 1) € nao decrescente e nao estritamente crescente como

pedido no Coroldrio 46.

Teorema 51. [7] Considere o sistema

(

ur — Ap(u) € F(u,v) (0,T) x Q
v — AY(v) € G(u,v)  (0,T) x Q
p(u) = () =0 (0,7) x 90 (2.20)

u(0,z) = ug(x)

\7}(0,$) = vp(x) em .

sendo que  C R™, n > 1 é um dominio suave e limitado. Considere ug, vy € L>(2). Se o
sistema € semi-difusivo (p € estritamente crescente e ¢ € ndo decrescente), F': R? — 28
¢ semicontinua superiormente e G : R? — 28 € de varidveis separdveis, entio existe
To € (0,T] tal que (2.20) tem pelo menos uma solugao fraca (u,v) definida em [0,Tp] e
satisfazendo

u, v € W0, To; HH(Q)) N L(0, Ty; L=(Q)) (2.21)

p(u), Y(v) € L*(0, To; H' (). (2.22)

Se, em adi¢ao, o par (F,G) € positivamente sublinear, a conclusio permanece vdlida para

T():T.



Capitulo 3

Sistema Semi-difusivo com Expoentes

Variaveis

Os resultados deste capitulo sao inéditos e geraram o artigo [15].

Consideraremos neste capitulo o sequinte sistema semi-difusivo

(

uy — div(|Vu|PY2Vu) € F(u,v) t>0
v € G(u,v) t>0

u(t,z) =v(t,z) =0 t>0, z €00

\(u(O,x),v(O,x)) = (ug(x),vo(z)) em H x H := L*(Q) x L*(),

com F . Hx H — 2 semicontinua superiormente e G : H x H — 28 de varidveis
separdveis da forma G(u,v) = g(u) + 5 (v), 2 C R", n > 1, um dominio suave limitado.

O expoente p(-) € C(2) satisfaz

p' = maxp(r) > p~ :=minp(z) >p>2.

z€eN) FISY)
Considere Y = Wol’p(’)(Q) com p~ > 2. Tem-se Y C H C Y* com inclusoes continuas
e densas. Referimos o leitor a [8, 9] e referéncias ld contidas para ver propriedades dos

espagos de Lebesque e Sobolev com expoentes varidveis. Em particular, com

LPO(Q) = {u : Q= R:u € mensurdvel, / lu(x)[P@dz < oo}
Q

26
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e LT(Q2) == {q € L>(Q) : essinfq > 1}, defina

u

p(u ::/uxp(””)d:v, Ul pprgy :=mfSA>0:p(—) <1
(w) = | Ju(z)] el += inf { (5) <1}

para u € LPO(Q) e p € L (). Sabe-se que Y € um espago de Banach com norma
[ully = llull s @) + VUl oo @)-

Considere o operador A definido em Y tal que para cada u €Y € associado o sequinte

elemento de Y*, Au : Y — R dado por
Auw) — / V(@)D 2V u(z) - Vo(a)dz.
Q
Os autores em [14] provaram que:

e O operador A:Y — Y™, com dominioY = Wol’p(')(Q), ¢ maximal mondtono e A(Y)

=Y*
o A realizagio do operador A em H = L*(R2), denotado por
At = —Apyu = —div(|VulPO2Vu),

com D(Ag)={ueY; Auc H} e Agu= Au¥ u € D(Ay), é mazimal mondtono
em H.

e O operador Ay € a subdiferencial g, da aplicagio convexa, propria e semiconti-

nua inferiormente @,y : L*(Q) — RU {+oc0} dado por
1 ®
——|VulP'Pdx| se ueY
o) (u) = 2 P() (3.2)
400, caso contrdrio.

Podemos obter as sequintes estimativas para o operador

Ll sellully <1,
<AU,U>Y*7Y Z — (33)

20t .
lully selully = 1.
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Considere o sequinte problema

du
G~ Dpwu=f

u(0) = wug

(3.4)

com condigoes de contorno Dirichlet homogéneas, sendo 2 um dominio suave limitado
em R", n > 1, p(x) € C(Q) com p(x) > 2 para quase todo v € Q, ug € H = L*(Q) e
f e LY0,T;H). Como o operador —Ap,y € mazimal mondtono, seque imediatamente do

Teorema 3.4 em [5] o sequinte
Proposicao 52. O problema (3.4) tem uma dnica solucao fraca.

Definigao 53. Uma solugao forte de (S) é um par (u,v) satisfazendo: u, v € C([0,T]; H)
para o qual existem f, w € L*(0,T; H), f(t) € F(u(t),v(t)), w(t) € G(u(t),v(t)) g.t.p. em
(0,7), e tal que (u,v) € uma solugio forte (ver Definicao 39) sobre (0,T) para o sistema
(Py) abaizo:

( du
L Au =
dt+ u=rf
dv
P — =
(P1) =
u(0) = ugp, v(0) = wvy.

3.1 Existéncia de Solugcao Local

Teorema 54. Suponha que F : Hx H — 2% ¢ semicontinua superiormente, G : Hx H —
21 ¢ de varidveis separdveis da forma G(u,v) = g(u) + S (v) e F e g levam limitados
em limitados. Entao para cada (ug,vo) € H x H existe Ty € (0,7 tal que o sistema (S)
tem pelo menos uma solugdo fraca (u,v) definida em [0,Ty]. Se em adigao, o par (F,G)

€ positivamente sublinear, a mesma conclusao € valida com Ty =T
Demonstragdo. Seja ug, vg € L*(Q) e escolhemos m > 0 satisfazendo
||u0||L2(Q) + 1 S m e ||UO||L2(Q) + 1 S m. (35)

Como F' ¢é semicontinua superiormente, g é continua que leva limitados em limitados e H

¢é definida em toda parte e maximal mondtono, é sempre possivel escolher r > M > 0 e
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To € (0,7 tal que
1f ()l z2() £ M para cada f € F(u,v) (3.6)

sempre que [[ul[L2@) < m, [[v]|2@) < m,
19(u(®))]|r2) < M para u(t) € H, (3.7)
pois g é continua e leva limitados em limitados, logo limitada, e
Tor <leToM < 1. (3.8)
Agora definimos % subconjunto em L?(0, Ty; L?(Q2)) por
A ={f; f€L*0,Ty; L*(Q)), ||f(t)||lz2( < para quase todo t € [0, Tp]}. (3.9)

Temos que % é nio vazio e fracamente compacto em L?(0,Ty; L*(€2)). De fato, seja
{(fn)} uma sequéncia em #". Queremos mostrar que existe subsequéncia que converge
fracamente em L?(0, Tp; L*(€2)) para algum elemento de 2. Como || fu(t)|| 20y < 7 q.t.p.
em [0, Ty], entdo por (3.8)

To
V)20 1010 = / a0 22 gt

To
< / ridt = r*T, <. (3.10)
0

Portanto, f,, ¢ uma sequéncia limitada em L?(0,Ty; L*(2)). Logo, podemos extrair uma,
subsequéncia { fur} C {fn} tal que f,. — f fracamente em L?(0,Ty; L?(f2)) para algum
[ € L0, Ty; L*(€2)). Além disso,

”f||L2(0’TO;L2(Q)) S lim inf ||fnk||L2(0’To;L2(Q)) S lim inT‘ =T. (311)

Logo, || fllz2(0,m:z2)) < r q.t.p. em [0,Ty] e portanto f € # . Entao, existe {(f,)} C
{(f)} € # tal que
fon = f em L*(0, Ty; L*(€2)). (3.12)
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Agora definimos o operador P : ¢ — C([0,Tp], L*(Q)) por Pf = u, para f € X,

onde u é solucao fraca tnica do problema

.

up — div(|VulPO2Vu) = f >0

u(t,z) =0 t>0, z €09, (3.13)

u(0,z) = up(x) em L2(2)

\

dada por [14]. De (2.2), (3.5) e (3.8) temos que ||u(t)| 12 < m, para t € [0, Ty]. De fato,
To
lu(®)] L2 gm—1~|—/ rds=m—14+Tor <m (3.14)
0
para t € [0,Tp]. Além disso, definimos o operador
Q: 2 — C([0,Ty], L*(Q)) (3.15)
por Qf = v, para f € J  onde v é a solucao fraca tnica do problema

;

v —Hw) e g(Pf) t>0

v(t,z) =0 t>0, vedf, (3.16)

v(0,2) = vo(x) em L?*(2).

\

Temos que o operador () estd bem definido em todo .2 uma vez que as solugbes u e v

sem ist a0 Uni i d a imai Ot L*(Q). E
pre existem e sdo tUnicas pois os operadores sdo maximais monotonos em L*(2). Em

adicao, de (2.2) temos

To
o)l z20) < [lvollr2@) +/ 1g(u(s))| 2@ ds. (3.17)
0

E por (3.5), (3.7) e (3.8) sabemos que |[vo]|r2@) +1 < m, |[g(u(t))||r2@) < M e

ToM < 1 respectivamente. Logo

To
o)l z2@) < llvoll L2 +/0 1g(w(s) 2y ds

To
Sm—l—l—M/ ds=m—1+TyM < m. (3.18)
0

Logo, temos ||Qf(t)|lr2@) < m para t € [0, Tp).
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0,To;L%(2)

Finalmente, definimos o operador S : ¢ — 2L°( ) por

S(f) = Sel F(Pf,Qf) (3.19)

para cada f € .

Como F' é semicontinua superiormente, S tem valores nao vazios. Além disso, S tem
valores fracamente compactos. De fato, seja f,, uma sequéncia de Sel F(Pf,Qf). Quere-
mos mostrar que existe {f,, }, subsequéncia {f,}, tal que {f,,} converge fracamente em
L*(0,Tp; L*(Q)) para algum elemento da Sel F(Pf,Qf). Logo, como || fullr2(0,m:22(0)) <
r, {fn} ¢ uma sequéncia limitada em L?(0,Ty; L*(f2)), logo podemos extrair uma sub-

sequéncia { f,,, } tal que
for. — f (fracamente) em L*(0, Ty; L*(Q2)) (3.20)

para algum f € L?(0,Ty; L?(€2)). Agora, basta mostrar que f € Sel F(Pf,Qf). Tomemos
C um fechado em H, o conjunto F~'(C) = {(u,v) € H x H;F(u,v) N C # @} ¢é
mensuravel pela Observagao 25. Além disso, f € F(u,v) q.t.p., (u,v) € H x H é uma
selecio mensuravel de F, logo f € Sel F(u,v).

Assim, para usarmos o Teorema do ponto fixo, temos que mostrar que S leva elemen-
tos de J# para 2% e seu grafico é fracamente x fracamente sequencialmente fechado.
Comegaremos a mostrar que S aplica # em subconjuntos de . Sabemos dos passos
anteriores que ||u(t)|/z2@) < m e [|g(u(t))|/z2@) £ M < r. Em particular, para todo
g € S(f) temos ||g|/r20) < M < r, para todo t € [0,Ty]. Portanto, g € J£, ou seja,
S(f) = Sel F(Pf,Qf) € P(2¢). Consequentemente S : # — 27

Para mostrar que o gréafico de S é fracamente x fracamente sequencialmente fechado,
tome o operador S com seu grafico como S = {(f,9);f € #, g € S(f)}. Seja agora

Jn; Gn))neN éncia 1 afic S 1 que
(( )) ulna sequen (6] glai o de ta q

Claramente f € % ja que £ é fracamente compacto e portanto fracamente fechado, desde

que um espago munido com a topologia fraca é separavel. Logo, existe tinico elemento u €

C([0,Ty]; L*(€)) tal que u = Pf e tnico elemento v € C([0, Tp]; L*(2)) tal que v = Qf.
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Note que como ((fn, gn))nen € S, entdo para cada n € N existe u,,, v, € C([0, Tp]; L*(Q2))
tal que u, = Pf, e v, = Qf, e além disso, f, € SelF(Pf,,Qf,). Assim, pelo Teorema
28, basta mostrar que u, — u = Pf q.t.p. em [0,Ty] e v, = v = Qf q.t.p. em [0, Ty]
para garantirmos que g € Sel F(Pf,Qf).

Como u,, ¢ solugao fraca de L2 — div(|Vu,|P)"*Vu,) = f,, entdo

1 1 K

3 0nlt) = Oy < 5llun(6) = Ollaey +2 [ < Fur) = prualr) 0> a7 (32)

para todo 6 € D(—=A,)) ey = —div(|VO[P)~2V0), para todo 0 < s < t < Ty,
Precisamos mostrar agora que {u,} contém ao menos uma subsequéncia que converge

para u em C([0,Tp]; L?(Q2)). Temos que o conjunto {f,; n € N} é uniformemente inte-

gravel. De fato, temos que dado € > 0, existe m(E) = |E| < d(¢) = €/r onde

/ | fallL2@@dt < / rdt = m(E)r =e. (3.23)
E E

Portanto, o conjunto {f,; n € N} é uniformemente integravel e entdao pelo Teorema de

Baras o conjunto das solugoes {u,; n € N} de

(

Bn Qi (|Vu, PO2Vu,) = f, ¢ >0

§u(t,z) =0 t>0, z€ 00 (3.24)

\u(O,x) = ug(x) em L*(Q),

quando f,, percorre o conjunto { f,,; n € N}, é relativamente compacto em C([0, Ty]; L*(2)).
Logo, temos que existe u € C([0, Tp]; L*(2)) e uma subsequéncia {u,;} C {u,} tal que
Uni, converge para u em C([0, Tpl; L2(Q)).
Agora, observe que como f, — f em L'(0,Ty; L'(Q)) e un, — u em C([0, Ty, L*(Q))

e consequentemente w,, — u em L*(0, Tp; L*(€2)) entao,
<Up, — 0, fn, —y>=><u—0,f—y> (3.25)

em L%(0,Ty; L*(Q)) para todo 6 € D(=A,.)) e y = —div(|VO|PY=2V). De fato, temos

da Proposicao 14 e do Lema 15 que, cada u,, com n € N e em particular cada w,, verifica

t
[t (8) = 01720 < llttn (5) = Oll L2 + 2/ < Uny (1) =0, for (1) —y > dr,  (3.26)
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logo, tomando nj; — co temos

t
() = 0l 72 < IIa(s) = Oll720) + 2/ <u(r) =0, f(r) —y > dr, (3.27)

para todo 0 € D(—A,()) e y = —div(|VO|PY=2V), e portanto por [14], pagina 401, u é

uma solugao fraca de % — div(|Vu|PY=2Vu) = f com (0, z) = uo(z).

Como v,, € solucao fraca de ddL;‘ — 0 (v,) = gn, onde —F é maximal mono6tono entao
1 o _ 1 2 !
Sloalt) =€ < 2lloals) =P+ [ < ou(r) —yun(r) > dr, (328)

para todo 0 < s <t < Tj.
Precisamos mostrar agora que {v,} contém ao menos uma subsequéncia que converge
para v em C([0, Tp]; L*(£2)).

Temos que dado € > 0, existe m(E) < §(¢) = ¢/r onde

/ | gnllL2@dt < / rdt = m(E)r = e. (3.29)
E E

Portanto, como —5# é um operador maximal moné6tono e o conjunto {g,;n € N} é

uniformemente integravel, temos pelo Teorema de Baras que o conjunto das solugoes

{vn; n € N} de
%—%(vn):gn t>0
Sz, t) =0 em 9 (3.30)

v(0,z) = vo(x) em L*(Q),

\

quando g, percorre o conjunto {g,; n € N}, é relativamente compacto em C/([0, Tp]; L*(£2)).
Logo, temos que existe 7 € C ([0, Ty]; L*(Q2)) e uma subsequéncia {v,, } C {v,} tal que
vy, converge para v em C([0, Ty]; L*(2)).

Agora, observe que como g, — g em L?(0,Ty; L*(Q)) e v,, — v em C([0,Ty], L*(R)) e

consequentemente v, — v em L*(0, Tp; L*(€)) entao,
< Unpy Gy, >— < 0,9 > (3.31)
para todo x € D(—(v)) e y = —(v) em L*(0,Ty; L*(€2)). De fato, temos da Propo-

sicao 14 e do Lema 15 que cada v, com n € N e em particular cada v,, verifica

t
o () = CllZ2() < Mlvm, () = CllZ2g) + 2/ < Ui () = G gny (T) —y > dr, (3.32)



34

logo, tomando nj; — co temos

[9(t) — Cl2agqy < [19(5) — Cagey +2 / <B(r) = €, glr) —y > dr, (3.33)

para todo ( € D(—4) e y = —H(() portanto por [14], T é uma solu¢ao fraca de
& =g+ A [) ev(0,2) =vy().

Logo, pela unicidade da solucao fraca (@, 7) = (u,v) e portanto, existe {(un,, v, )} C
{(un,vn)} tal que {(un,,v,, )} converge para (u,v), onde u = Pf ev=Qf.

Como g, — g em L*(0,Ty; L*(Q)), aplicando o Teorema 28 podemos concluir que
g € S(f), e portanto S é fracamente x fracamente sequencialmente fechado.

Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo 27, existe f € J tal que f € S(f). Consequen-
temente, u = Pf e v = @ f é uma solucdo fraca do sistema (3.1) e isto completa a prova
da existéncia local.

A prova da existéncia global é analoga ao que foi feito nos Teoremas 47 e 51 (veja
Apéndice). A ideia é que dado T > 0 arbitrario, se pode provar que cada solugao de (S)
na qual esta definida em [0,7y), Ty < T pode ser estendida para [0,7] se (F,G) forem

aplicacoes positivamente sublineares em H x H. O

3.1.1 Existéncia do Atrator Global

Para estudar o comportamento assintdtico das solugoes do sistema (S) trabalharemos com

Semigrupos multivocos definidos por semifluxos generalizados.

Definigao 55. [1/ Um semifluxo generalizado 4 em X é uma familia de aplicagoes

¢ :]0,00) = X satisfazendo as condigoes:

(H1) Para cada z € X eziste pelo menos um p € 4 com p(0) = z.

(H2) Se p € 94 eT >0, entao ¢™ € 4, onde ¢"(t) .= p(t+ 1),V € [0, 00).
(H3) Se o, € G, e (0) = ¢(t) para algum t > 0, entao 0 € 4, onde

o(r) = (1) para T € [0, 1] (3:34)

Y(r —t) para T € (t,00).
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(H4) Se{p;}32, €9 e p;(0) — 2, entio existe uma subsequéncia {¢,} de {p;} e p €Y
com ¢(0) = z tal que ,(t) — ¢(t) para cada t > 0.

Definicao 56. O Semigrupo Multivoco {T(t)}:>o definido por & ¢ a familia de
operadores multivocos T'(t) : P(X) — P(X) tal que, para cada t > 0,

Tt)E :={¢(t); p €94 com p(0) € E}.

Definigao 57. Seja A, E € P(X). Dizemos que A atrai E se para algum e > 0 existe T =
T(e, E) > 0 tal que T(t)E C O:(A) para todo t > 7, ou equivalentemente, dist(T(t)E, A)
— 0 quando t — 4o00. Um subconjunto &/ é um B-atrator global se atrai todos os

subconjuntos limitados de X.

Defini¢ao 58. a) ¥ is dissipativo limitado ou B-dissipativo se eriste um B-

atrator global limitado para 9.

b) Dizemos que 9 € p-dissipativo se existe um conjunto limitado By tal que, para

cada ¢ € Y, p(t) € By para todo t suficientemente grande.
Observacao 59. Podemos ver que dissipativo limitado = @-dissipativo.

Definigao 60. ¢ ¢ assintoticamente compacto se, para alguma sequéncia {p;} C ¢
com {p;(0)} € B(X), e para alguma sequéncia {t;}, t; — +00, a sequéncia {p;(t;)} tem
uma subsequéncia convergente. B(X) denota os subconjuntos nao-vazios e limitados de

X.

Teorema 61. Seja 9 um semifluzo generalizado. Se G é p-dissipativo e assintoticamente
compacto, entao G tem um B-atrator global compacto e invariante <. Além disso, &/ € o
conjunto mazimal compacto invariante em X, e &/ € o minimal entre todos os B-atratores

globais fechados.

Recomendamos ao leitor [13] para ver mais caracterizagoes do atrator.
Seja D(upr,up2) 0 conjunto de todas as solugdes de (S) com dados iniciais (ugr, ug2) €

considere G := J,

worios) EH X H D(uo1, ug). Afirmamos que G é um semifluzo generalizado
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em L2(2) x L*(2). As hipdteses (H1), (H2) e (H3) na Defini¢ao 55 sio imediatamente
verificadas. A condi¢ao de semicontinuidade superior (H4) pode ser obtida usando uma
versao ligeiramente diferente do Teorema 2.3.3 em [18].

Seguindo as ideias do Teorema 2.7 em [12] obtemos

Teorema 62. Se o semifluro generalizado G associado com (S) € eventualmente limitado

entao G € assintoticamente compacto.

Podemos estimar as solugoes nos espagos H x H e Y x H. O proximo lema garante

que o semifluzo generalizado G definido por (S) é B-dissipativo.

Lema 63. Seja (uy,us) uma solugao do problema (S). Se existem constantes k > 0 e
q > 2 tal que (—F(v),v) > k||v||% para todo v € H, entao existe um nimero positivo rq

e uma constante Ty que nao depende das condigoes iniciais, tal que
[(ui(8), w2 (O)l|rxmr <o V12T

Demonstracao. Seja ¢ = (uy,uz) uma solugao de (S). Entao

W 1) + (1)) = 700 em (0,T) x 9,
%(t) — 0 (ua(t)) > g(ui(t)) em (0,7) x Q, (3.35)
kul(O, x) = up (), uz(0,x) = upa(z) em .

Seja == 4(|Q] + 1)? e 0 := m Multiplicando a primeira equacao por u;, a

segunda equagao em (3.35) por uy e usando (3.3) obtemos

2N (05 + (f (), ur () se t € I,
%%Hul(t)llﬁé @ + (f(8),ur(t)) € (3.36)
——=(wm @)} + (f(t),ur(t))u set € I
onde
Lo={teOT): lu@)|y <1}, I:={te07T): [u)ly >1}

= )l <~} + {g (0), wa(t)s. t € (0.7).
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Agora, defina r := g—f > 1 e seja ' tal que % + 7% = 1. Entao, pela desigualdade de

Young,
+ o - g
~ @l < (= @l + ). (3.37)
Usando (3.37) em (3.36) obtemos
1d _
sl @l < =Collu Oy + (F(O),wm()u+Cr Viel:=(0,T), (3.38)
onde C = prUp_ e Cy = @ com L :=max{p™,q}.
Podemos supor, sem perda de generalidade que, p~ > ¢. Se p~ = ¢ obtemos uma

expressao similar a (3.38) com ¢ no lugar de p~. Se p~ > ¢, considerando 0 := p >1,0
talquea—i—@ =1ee >0 temos

€ 1 _
lur (Ol =~y < 9, 7+ eellul(t)ll’ﬁf

e entao

- _0rcC
~Callar () < 5| g — Callur (8)]%.

Portanto obtemos
Ll < =Sl Ol + (F(E)wma(®)n + Cr + 7255

—rlluz ()17 + (9(ur(t)), ua(t)) -

Estimamos (f(t), u1(t))m € (g(u1(t)), u2(t))r usando a desigualdade de Young. Esco-

(3.39)

[
U
S~
<
[\
—~
~
~—
mw
IN

lhendo um € conveniente, suficientemente pequeno, obtemos

S (@I + @) < =Cs(llu @ + lw@llf) + Co

C 3
< o7 (lm @I + a0l ) + o,

onde Cj, Cs > 0 sao constantes que dependem dos nameros ||, p~, p*, ¢.

Portanto, a fungao y(t) := |lui(¢)||% + |luz(t)||% satisfaz a desigualdade
2C,
J(0) < -2y0iacs, 10
2

Do Lema 5.1 em [17] obtemos

2/a ~1/(q/2-1)
(1) < (f) + otz -1 .

2q/2




38

205 /q ~1/(a/2-1)
Seja Ty > 0 tal que [W (5 — 1) TO] < 1. Entao,
||U1(t>||%{ + ||UQ(t)||%{ S Ro = (C@Qq/2/05)2/q +1 para todo t Z T(). ]

Agora estamos prontos para estabelecer o sequinte teorema, que € o principal resultado

do trabalho.

Teorema 64. O sistema (S) possui um atrator global compacto sempre que F' e G sdo
aplicagoes multivocas semicontinuas superiormente e (F, G) positivamente sublinear e G :
H x H — 21 ¢ de varidveis separdveis da forma G(u,v) = g(u) + H(v), onde g é uma
fungao continua e — € um operador mazximal mondtono satisfazendo (—(v),v) >

k||v||%, para todo v € H, para algumas constantes ¢ > 2 e k > 0.

Demonstra¢ao. Como uma consequéncia do Lema 63 temos que o semifluxo generalizado
G definido por (5) é B-dissipativo e entao, eventualmente limitado e p—dissipativo. Logo,
do Teorema 62, o semifluxo generalizado G é assintoticamente compacto. Portanto, o
Teorema 61 assegura a existéncia de um B-atrator global compacto invariante para (.5).

]

Também € possivel obter estimativas para as solugoes em um espago mais reqular,

como podemos ver a sequir:

Proposicao 65. Seja (uy,us) uma solugao do problema (S). Entao existem constantes

positivas vy e Ty > Ty, que nao dependem dos dados iniciais, tal que
| (ur(t), ua(t))ly s <1, V2> T
Demonstrag¢ao. Tome Ty > Ty. Como (ug,us) € uma solugao de (S), temos

d

o + A(uy) = fem (0,T) x Q

dcg (3.40)
d_t2 =wem (0,7) x €,

sendo que f e w sao sele¢oes de F' e G, respectivamente. Considere ¢,y como em (3.2).

Temos,

%%(-)(m(t)) < <(9<Pp(~)(u1(t))= %<t)>
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e entao obtemos

2

d du,

ool + 510 - G| < ghon,

H
Agora usando o Lema 63 e o fato que F' leva conjuntos limitados em conjuntos limitados,
existe uma constante positiva Cy tal que || f(¢)||g < Cy para todo t > Ty. Entao, pela
defini¢ao de subdiferencial e o Lema Uniforme de Gronwall (ver [17]), existe uma constante
positiva C tal que @,y(u1(t)) < Cy para todo t > Tj. Consequentemente, existe uma
constante positiva K tal que ||ui(t)||y < K7 para todo t > T3.

De forma direta, concluimos que ||uy(t)||g < Ky para todo ¢t > T} para uma constante

positiva K,. A afirmacao da proposicao segue entao. O



Capitulo 4

Apéndice

4.1 Demonstracao da Existéncia Local do Teorema 47

Teorema 47: Se o sistema (2.12) for difusivo e F, G : R? — 2% sdo semicontinuas
superiormente que levam limitados em limitados, entao para cada par ug, vy € L>®(Q),
existe Ty € (0,7 tal que (2.12) tem pelo menos uma solucao fraca (u,v) definida em

0, T%] e satisfazendo

u, v € W0, To; HH(Q)) N L(0, Ty; L=()) (4.1)

p(u), ¥(v) € L*(0, To; Ho' (). (4.2)

Se em adi¢ao o par (F,G) € sublinear positivamente, a mesma conclusao € verdade com

To=T.
Demonstracao. Seja ug, vg € L®(£2) e escolnemos m > 0 tal que
luo|| o) +1 < m, lvg||Loe() +1 < m. (4.3)
Além disso, desde que ambas F' e G sao semicontinuas superiormente, é sempre possivel
encontrar M > 0,7 > M e Ty € (0,7T) tal que temos
1fl <M elgl <M para cada f € F(u,v), g € G(u,v) desde que (4.4)

40
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lul <m, |v| <meTyr <1. (4.5)

Definimos o conjunto

A ={(f,9); [, 9 € L0, To; L), /()i <7 Ng()lpeey <7} (4.6)

para s q.t.p. em [0, Tp].

Podemos notar que % é nao vazio, basta notar que (0,0) € #", onde 0 é a fungao nula.
O conjunto J# ¢ fracamente compacto em L(0,Ty; LY(Q)) x LY(0,Ty; L' (Q2)). De fato,
seja {(fn,gn)} uma sequéncia em #. Queremos mostrar que existe uma subsequéncia
que converge fracamente em L'(0,Ty; L1(Q2)) x LY(0, Ty; L' (Q2)) para algum elemento de

J . Para f, temos || f,(t)||L=(@) < 7 quase em todo ponto em [0, 7T;], entao

Ty To To
||fn||L1(07TO;L1(Q)) = / ||fn||L1(Q)dt = / / fndm dt < / / sup | fn|dm dt
0 0o Jao 0o Jao

To TO
= [ [ Wit dt = Wl [ [ dom e < Tim(@) < mi@). (41
0 Q 0 Q

onde m(£2) < oo pois © é um dominio limitado.

Portanto, f, ¢ uma sequéncia limitada em L*(0,Ty; L*(€2)), logo podemos extrair uma
subsequéncia {f, } C {f.} tal que f,, (t) — f(t) fracamente em L*(Q2) para algum f
com f(t) € L>(R) t-q.t.p. em [0,7p]. Além disso,

| f(O) Lo < Hminf || fo, ()] Lo (@) < liminfr = 7. (4.8)

Logo, || f(t)||ze) < r t-q.t.p. em [0,75] e portanto f € # . Com o mesmo raciocinio

pode ser aplicado {g, }, entdo podemos concluir que existe uma subsequéncia {(f,,, gn, )} C

{(frsgn)} e (f,9) € X tal que
(far> 9n) = (f,g) em L'(0,Tp; L'(2)) x L'(0, To; L'(2)). (4.9)

Portanto ¢ ¢ fracamente compacto em L'(0, Tp; L'(Q)) x L'(0, Ty; L' (2)).

Agora, vamos definir o operador

P — C(0, Ty, LX) x C([0,Ty], LX()), (4.10)
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P(f,9) = (u,v), (4.11)
onde (u,v) ¢ a tnica solugao fraca em [0, Tp] do sistema (2.12). Note que por [8] este
operador estd bem definido, uma vez que as solugoes u, v sempre existem e sao Unicas.

Além disso, vale (2.2). Logo, por (2.2), (4.3) e (4.5) concluimos que
u(t, )| zee)y < m, [Jv(t,.)]|re@) < m parat € [0, Tp). (4.12)
De fato, por (2.2) sabemos que

t
[u(t)|| 2o (0) < luollze(o) +/ 1/ ($) [l ooy ds (4.13)
0
para todo t € [0, Tp]. Logo,
To
Hu(t)HLoo(Q)gm—l—l—/ rds=m-—1+1Ty<m (4.14)
0

para todo t € [0, Tp).
Analogamente para v temos que |[v(t,.)||L=) < m para t € [0,Ty).

Agora, com a inten¢ao de usarmos o Teorema do Ponto Fixo, definiremos o operador
O — C([0,Ty), L () x C([0, Tp], L'(2)) (4.15)

O(f,g) = (Sel F(u,v),Sel G(u,v)), (4.16)

onde (u,v) = P(f,g). A existéncia da selegdo é mostrada no Teorema 26. Além disso,
sabemos que ¢ esta bem definida, pois sejam (f,g) € # e (u,v) = P(f,g). Note que
u € C([0,Ty], LY(9)), logo para todo aberto A C L'(2), u='(A) é aberto em [0,T] e
portanto u~!(A) é Lebesgue mensuravel, o que mostra que u ¢ mensurével. O mesmo vale
para v. Por outro lado, F' e GG sao semicontinuas superiormente, entao pela Observagao
25

F(u,v) : [0,Ty) = P(LY(Q)) e G(u,v) : [0,Ty] — P(L'(Q)) (4.17)

sdo mensuraveis. Pelo Teorema 11, L'(Q) é separavel, entao Sel F(u,v) # @ e Sel G(u,v) #
@. Portanto, o operador ¢ esta bem definido.

Verifiquemos agora que ® leva elementos de # em subconjuntos de #°. Tome
(f,g9) € H eseja (u,v) = P(f,g). Temos que |[u(t,.)||z=() < m, ||v(t,.)||ze@) < m para
t €[0,Tp], assim |f(t,x)] < M e |g(t,z)| < M, sempre que f € F(u,v) e g € G(u,v).
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Em particular, para todo f € Sel F(u,v) e para todo § € Sel G(u,v),
1F(t,2)| < M < re|jt,z)] < M < r para todo t € [0,Ty]. Portanto, (f,j) € #,
ou seja,

O(f,g) = (Sel F(u,v),Sel G(u,v)) € P(X). (4.18)

O préximo passo serda mostrar que ¢ tem valores convexos e fechados, ou seja, que
para cada (f,g) € &, ®(f,g) = (Sel F(u,v),Sel G(u,v)) ¢ fechado e convexo em
L0, To; LY(2)) x LY0,Ty; LY(Q)). Sejam fi, fo € Sel F(u,v) e a € (0,1). Entao,
afi + (1 — «) fe € mensuravel pois f e fo s80 mensuraveis.

Além disso, afi(t)+(1—a) fo(t) € F(u(t),v(t)) q.t.p. em [0, Tp], pois F' é semicontinua
superiormente, logo Sel(F') é convexa pela Definigdo 24. Como o mesmo procedimento se
aplica a G temos que Sel F(u,v) e Sel G(u,v) s@o convexos. Considere agora a sequéncia
{f.} € Sel F(u,v) com f, — f em L'(0,Ty; L'). Sabemos que f é mensuréavel pois é
limite de fungoes mensuraveis. Além disso, existe uma subsequéncia {f,,, } C {f.} tal que

LI(Q) —

fn,(t) — f(t) q.t.p. em [0, Tp).

Logo f(t) € F(u(t),v(t)) q.t.p. em [0,Tpy], mas F(u(t),v(t)) = F(u(t),v(t)) pois F é
semicontinua superiormente. Assim, f(t) € F(u(t),v(t)) q.t.p. em [0,7p]. Portanto,
Sel F(u(t),v(t)) ¢ fechado.

Como o mesmo raciocinio vale para GG, podemos concluir que ¢ assume valores con-
vexos e fechados.

Agora, precisamos mostrar que o grafico de ® é fracamente x fracamente sequencial-

mente fechado em 7. Identificando o operador ® com seu grafico podemos escrever

®={(f.9), (f.9):(f.9) € X e(f.9) € 2(f.9)} (4.19)

Seja {(fn, gn), (fn, In)} uma sequéncia em ® tal que (f,, g,) — (f, g) em L*(0, Ty; L'(Q)) x
L0, To; Q) ¢ (Furgn) — (£.9) em L'(0,Ty; () x L'(0,To; L'(2)). Queremos
mostrar que ((f, g), (f,g)) € ®. Claramente (f,g) € ', ja que £ & fracamente compacto
e portanto fracamente fechado, visto que um espago munido da topologia fraca é separavel,

veja pela Definigao 22.
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Logo, existe um tnico elemento (u,v) € C([0,Tp], L*(Q2)) x C([0, Ty, L'(Q2)) tal que
(u,v) = P(f,g). Note que como ((fn,dn), (fa,9n)) € ® entdo para cada n € N existe
(tun,vn) € C([0,Ty], LY(Q2)) x C([0,Tp], L (Q)) tal que (up,v,) = P(fn,gn) € além disso,
(fn, Gn) € (Sel F(uy,v,), Sel G(uy,vy)). Assim, pelo Teorema 28, basta mostrarmos que
P(fn, gn) = (un,v,) = (u,v) = P(f,g9) q.t.p. em [0, Ty] para garantirmos que

(f,9) € (Sel F(u,v),Sel G(u,v)). (4.20)

dunp

7 — Ap(uyp) = fn, entdo pela Observagao 41 vale

Como u,, é solugao fraca de

[n(t) = CII* < llua(s) — CII* + 2/ (un(7) = ¢ fu(T) = y)4dr (4.21)

para todo ( € D(—Ayp) ey € —Ap((),V0<s <t <T.

Mostraremos agora que {u,} contém ao menos uma subsequéncia que converge para
u, em C([0,Tp], L'(2)). O mesmo procedimento pode ser usado para mostrar que existe
{vn, } € {vn} com v, — vem C([0,Ty], L'(Q)).

Com a intencao de usar o Teorema de Baras 38, mostremos que o conjunto { f,,;n € N}

€

¢ uniformemente integravel, pela Defini¢ao 36, seja € > 0 dado, existe m(F) < d(e) =

m(Q)
onde por (4.7)
/ | fr ()] 21 (@ydt < / m(Q)dt = m(E)m(Q) =e. (4.22)
E E
Entao, pelo Teorema de Baras, o conjunto das solugoes {u,;n € N} de
dun _ Aop(u,) = fo q.t.p. em [0,T,
@ (1) 0. %ol (4.23)

u(0,x) = up(x) em €,

quando f,, percorre o conjunto { f,; n € N}, é relativamente compacto em C([0, Ty|, L'(Q)).
Logo, existe u € C([0,Ty], L'(Q2)) e uma subsequéncia {u,,} C {u,} tal que u,,
converge para u em C([0, Ty, L'(Q)).
Agora, observe que como f, — f em L'(0,Ty; LY(Q)) e u,, — u em C([0, Ty, L}(Q))

e consequentemente u,, — u em L'(0,Ty; L'(Q)) entao,
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em L'(0,Ty; L*(R2)), para todo ¢ € D(—Agp) ey = —Ap((). De fato, temos da Proposicao
14 e do Lema 15 que

1
(unk - Ca fnk - y)-i— = l}gg ﬁ (Hunk - C + h‘(fnk - y)||2 - ||unk - CH2) : (4'25)
Além disso, como ||.|| ¢ continua e pelo Teorema 3 concluimos que

. |
Jim (= G foy = )4 = Jim i = ([[ttny = €+ h(far — DII* = lltn, — CIIP)

=@—Cf—y)+ (4.26)
Porém, cada u, com n € N e em particular cada w,, verifica

1ty (£) = CII* < Iluan, (5) = €I + 2/ (tn, (1) = G for (T) = y) 4 d, (4.27)

logo, tomando nj; — co temos

t

[a(t) = ¢II* < [a(s) = CII* + 2/ (u(r) = ¢ f(7) = y)+dr, (4.28)
para todo ¢ € D(—=Ayp) e y = —Ayp(() e portanto por [5], pagina 24 obs. 1.7.1, w é
uma solugdo fraca de % — Ap(u) = f com u(0,z) = ug(z). De modo andlogo, existe

v € C([0,Tp)], L'(€2)) tal que v ¢ solucdo fraca de & — Ayp(v) = g com v(0, ) = vo(x).

Logo, pela unicidade da solucao fraca (@, v) = (u,v) e portanto, existe {(un,, v, )} C
{(un,vn)} tal que {(un,,vn, )} converge para (u,v), onde (u,v) = P(f,g).

Como (f,,7,) — (f,g) em L*(0,Ty; L*(Q)) x L'(0,Ty; L'(£2)), aplicando o Teorema
28 podemos concluir que (f,g) € ®(f, g), e portanto ® ¢ fracamentex fracamente sequen-
cialmente fechado.

Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo 27, existe (f,g) € J# tal que (f,g) € ®(f,9g).
Consequentemente, (u,v) = P(f, g) ¢ uma solugdo fraca do sistema (2.12) e isto completa

a prova da existéncia local. O

4.2 Demonstracao da Existéncia Local do Teorema 51

Teorema 51: Se o sistema (2.20) é semi difusivo, F : R* — 28 ¢ semicontinua superi-

ormente, G : R? — 2R ¢ de varidveis separdveis e F' e g levam limitados em limitados,
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entao existe Ty € (0,T] tal que (2.20) tem pelo menos uma solucao fraca (u,v) definida

em [0, Ty] e satisfazendo

u, v € W0, To; HH(Q)) N L(0, Ty; L=(Q)) (4.29)

p(u), ¥(v) € L*(0, To; Ho' (). (4.30)

Se, em adi¢ao, o par (F,G) € positivamente sublinear, a conclusao permanece valida para

To=T.

Demonstracao. Para a demonstragao deste teorema vamos separa-lo em dois casos:
Caso 1: G(u,v) = g(u)H(v) e
Caso 2: G(u,v) = g(u) + H(v).

Prova do Caso 1: Seja ug, vg € L> e escolhemos m > 0 satisfazendo
[tol|Loe(o) +1 < m e [lugllpoe(e) +1 < m. (4.31)

Como F' é semicontinua superiormente, g é continua e H é definida em toda parte e

m—dissipativo em R, é sempre possivel escolher M > 0, r > M, e Ty € (0,T] tal que
|f(z,t)| < M para cada f € F(u,v) (4.32)

fornecido de |u] < m, |[v| < m,

lg(u(t))] < M, (4.33)

pois g leva limitados em limitados, e
Tor < 1e TyM|h| < 1 (4.34)
para todo h € H(v). Agora definimos ¢, subconjunto em L'(0, Ty; L'(2)), por
H ={f; [ € L0, To; L(Q), [If(t)llz=@) <7 tat.p. em [0,Tp]}. (4.35)

Claramente % é nao vazio e fracamente compacto em L'(0, Ty; L'(€2)) como mostrado

no Teorema 47. Definimos o operador P : ¢ — C([0,Ty], L*(Q2)) por Pf = u, para
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f € 2, onde u é solugao fraca tnica do problema

/

u— Ap(u) = f (0,7) x Q
o(u) =0 (0,T) x 09 (4.36)
\u(O,x) =up(zr) em Q.

De (2.2), (4.31) e (4.34) temos que |[u(t)| L=y < m, para t € [0,T]. Entdo, P leva

elementos de £ em L>(0,Tp; L>(R2)). Além disso, definimos o operador
Q:H — L=(0,Ty; L>(9)) (4.37)

por Qf = v, para f € J  onde v é a solucao fraca tnica do problema

(

v — AY(v) =w e g(Pf)H(v) (0,T) x Q

Y(v) =0 (0,T) x 09 (4.38)

k1)(0,35) = vg(x) em €.

Pelo Lema 49 (4.13) e por [4] temos que o operador ) estd bem definido em todo .
Por outro lado, do Corolario 46 com (2.18) no Lema 49, concluimos que ) é fracamente

fortemente continuo de ¥ em C([0, Tp]; L' (Q2)). Em adicao, de (2.2) temos

To
o)l ze@) < [lvollz=(@) +/0 lg(u(s))h|| (e ds. (4.39)

E por (4.32), (4.33) e (4.34) sabemos que |lvg||z=@) +1 < m, |g(u(t))| < M e TyM|h| <1

respectivamente. Logo

To
[o(t) |2 (@) < llvollz=(e) +/O lg(u(s))hl Lo @ ds

To
— el + [ sup lo(u(s)hlds
0

To
§m—1+supM\h\/ ds =m — 14+ ToM|h| < m, (4.40)
0

para cada h € H(v). Logo, temos ||Qf(t)| re() < m parat € [0,Tp).

(07T0§L1(Q)

Finalmente, definimos o operador S : ¢ — 2&' ) por

S(f) = Sel F(Pf,Qf) (4.41)
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para cada f € % .

Como F' é semicontinua superiormente, pela Definicao 42 temos que S tem valores
nao vazios. Além disso, S tem valores fracamente compactos.

Assim, para usarmos o Teorema do Ponto Fixo 27, temos que mostrar que S leva
elementos de # para 27 e seu grafico ¢ fracamente x fracamente sequencialmente fe-
chado. Comegaremos a mostrar que S aplica £ em subconjuntos de J#. Sabemos
dos passos anteriores que [|u(t)||z~@) < m e |g(u(t))] < M < r. Em particular, para
todo g € S(f) temos |g| < M < r, para todo t € [0,Tp]. Portanto, § € J, ou seja,
S(f) = Sel F(Pf,Qf) € P(2¢). Consequentemente S : & — 27

Para mostrar que o gréafico de S é fracamente x fracamente sequencialmente fechado,
tome o operador S com seu grafico como S = {(f,9);f € &, g € S(f)}. Seja agora

((fn, 9n))nen uma sequéncia no grafico de S tal que
fo— f e gn— g fracamente em L'(0,Ty; L'(2)). (4.42)

Claramente f € % ja que % é fracamente compacto e portanto fracamente fechado, desde
que um espago munido com a topologia fraca é separavel. Logo, existe inico elemento u €
C([0,Ty]; LY(9)) tal que u = Pf e tnico elemento v € C([0, Tp]; L' () tal que v = Qf.
Note que como ((fn, gn))nen € S, entdo para cada n € N existe u,,, v, € C([0, Tp]; L' (Q2))
tal que u, = Pf, e v, = Qf, e além disso, f, € SelF(Pf,,Qf,). Assim, pelo Teorema
28, basta mostrar que u, — u = Pf q.t.p. em [0,Tp] e v, = v = Qf q.t.p. em [0, Ty]
para garantirmos que g € Sel F(Pf,Qf).

Como v, ¢ solucdo fraca de Lo — Ay(v,) = w,, = guh,(t) onde h,(t) € H(v,), entdo

[va(8) = CII* < llva(s) = ¢II* + 2/ (0n(7) = G wn(T) — y)pdr (4.43)

para todo ( € D(—Av) e y = —AY((), para todo 0 < s <t < Ty,
Precisamos mostrar agora que {v,} contém ao menos uma subsequéncia que converge
para v em C([0,Ty]; L}(€)). O mesmo procedimento pode ser usado para mostrar que

existe {u,, } C {u,} com u,, — uem C([0,Tp]; L'(Q)), assim como mostrado no Teorema

47.
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Temos que o conjunto {g,H(v,); n € N} é uniformemente integravel. De fato, temos

de (4.33) e de (4.12)

To TO
(ORI y——" / / (g (8)|dm dt < / / suplguha(t)|dm dt
To
= sup|gn||hn(t \/ /dm dt

< M|h|Tym() (4.44)

Onde h,(t) € H(v,). Logo, seja € > 0 dado, existe m(E) < §(¢) = @y > 0 tal que

/E lgnH (00) |10y < m(Q)m(E) = e. (4.45)

Portanto, o conjunto {g, H(v,); n € N} é uniformemente integravel e entao pelo Teorema,

de Baras 38 o conjunto das solugoes {v,; n € N} de

¢

Lo Ap(v,) = wy = g H(v,) (0,T) x Q
Y(v) =0 (0,T) x 0 (4.46)

v(0, ) = vo(x) em €,

\

quando g, H (v,) percorre o conjunto {g,H (v,); n € N}, é relativamente compacto em
(0. Ty} L'().

Logo, temos que existe 7 € C ([0, Tp]; L'(Q2)) e uma subsequéncia {v,, } C {v,} tal que
converge para v em C([0, Ty]; L' (2)).

Agora, observe que como w, — w em L'(0, Ty; L*(2)) e v,, — v em C([0, Ty, L'(Q))

Un,,

e consequentemente v,, — v em L'(0, Ty; L' (Q2)) entao,

(UTLk - Ca Wy, — y)-i- — (F - Ca w — y)—i— (447)

em LY(0,Ty; L*(2)), para todo ¢ € D(—Aw) ey = —A(¢). De fato, temos da Proposicao
14 e do Lema 15 que

1
(vnk - C?wnk - y)-i- - 1}1?01 2% (ank - C + h(wnk - y)|l2 - ||Unk - <||2) . (448>
Além disso, como ||.|| é continua e pelo Teorema 3 concluimos que

. 1
lim (Unk - C?wnk - y)-i— = lim hm_h (HUnk <+ h‘(wnk - y)||2 - H,Unk - CHQ)

n—0o00 n—o0 hl0 2
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= lim (v,, — C,wp, —Y)+ = 0 —C(w—y)4. (4.49)

n—0o0

Assim, cada v, com n € N e em particular cada v,, verifica

||Unk<t> - CHZ < ||Unk(8) - CH2 + 2/ (Unk(T) - C?wnk(T) - y)_;,.dT, (450)

logo, tomando n; — co temos

¢

[o(t) = ¢II* < [[o(s) — ¢II* + 2/ (0(1) = G w(T) — y)4dr, (4.51)
para todo ¢ € D(—AvY) e y = —AY(() e portanto por [7]|, pagina 24 obs. 1.7.1, T é
uma solucdo fraca de % — Ay(v) = w com (0,z) = vy(z). De modo andlogo, existe

u € C([0,Tp], L'(2)) tal que u é solugao fraca de % — Ap(u) = f com u(0,z) = uo()
como no Teorema 47.

Logo, pela unicidade da solucao fraca (@, v) = (u,v) e portanto, existe {(un,, v, )} C
{(un,vn)} tal que {(un,, v, )} converge para (u,v), onde u = Pf ev = Qf.

Como g, — g em L'(0,Ty; L'(Q)), aplicando o Teorema 28 podemos concluir que
g € S(f), e portanto S é fracamente x fracamente sequencialmente fechado.

Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo 27, existe f € J tal que f € S(f). Consequen-

temente, u = Pf e v = @ f é uma solugao fraca do sistema (2.12) e isto completa a prova

da existéncia local no Caso 1.

O Caso 2 onde G(u,v) = g(u) + H(v) é completamente andlogo ao caso anterior,
porém somente com alguns ajustes e o uso do Lema 50 ao invés do Lema 49. Neste caso

também podemos impor que To(M + |h|) < 1 ao invés de ToM|h| < 1 em (4.34). O

4.3 Demonstracao da Existéncia Global de ambos os
Teoremas 47 e 51

Demonstracao. Primeiro, observamos que sob as hipéteses ou do Teorema 47 ou do Te-
orma 51, cada solucao fraca local do sistema 2.12 pode ser continuada até uma solugao

fraca nao continuada (u,v) definida em [0,7] ou em [0,7,,) para algum 7,, < T. Para
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completar a prova, basta mostrar que a tltima situacao nao pode acontecer. Para isso,
vamos assumir por contradi¢ao que (u,v) é definida em [0,7,,) onde 7, < T. Tomando

um p € [1,00) arbitrario, multiplicando ambos os lados da equagao u; — Ap(u) = f por

Hu( )HLP(Q) ( ) temos
(uy, Hu(t)Hi;fmu(t, z))y + (—Ap(u), ”u(t)Hi;fQ)u(t, 2))s

= (F, lu®) Iy ult )+ (4.52)

Como —Agp(u) & um operador acretivo, o produto (—Agp(u), ||u(t)||i;f’mu(t, x))4 € maior

ou igual a zero, portanto

(te, ()25t ) < (F, )20t )

Usando a Proposicao 17 e Proposicao 18 temos

2dtH ul* + (Hu( itayut,@))* < fs,2)|[ul)l[7 o luls 2) P~ >u(s, 2) (4.53)

e integrando sobre 2 e sobre [0,¢] C [0,T,,)

0o < Vol +2 [ [ 7Go,0)0ls) ity o)t s (450

para cada p € [1,00) e t € [0,T,,). Como o par (F,G) é sublinear positivamente e ug €
L*>(Q), da inequagao acima deduzimos que existe £ > 0 que nao depende de p € [1,00) e

t €[0,7,,) tal que

t
() 2y < K2 +2 / / £ (5, ) () oty (s, 2) P~2u(s, 2)dds. (4.55)

Da sublinearidade positiva de (F,G) temos que em D

()15 luls, @) [P~ 2ult, ) f (5, x) (4.56)
< [alu(s, @)| + blu(s, 2)| + cu(®) | 1ofo luls, 2) P~ ?ult, 2), (4.57)

onde D ¢ um subconjunto de todos os (s, z) € [0,7,,) x © de tal forma que |u(s, z)| > m

ou |v(s, x)| > m e também u(s, x)fo(s,x) > 0 ou v(s,z)go(s, ) > 0 para algum fy(s,z) €
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}?(u(s,x),v(s,x)) e algum go(s, z) € G(u(s, x),v(s,z)). Definimos D = DN ((0,t) x Q) e
D =DnN((0,t) x Q).

Como o complemento de D esta em [0,7},) X 2 temos ou
lu(s,z)| <m e |v(s,x)] <m ou (4.58)
u(s,x)f(s,z) <0ewv(s,x)g(s,z) <0 (4.59)

para cada f(s,z) € F(u(s,z),v(s,z)) e g(s,x) € G(u(s,x),v(s,z)). Como F aplica

conjuntos limitados de R? em limitados de R, existe M > 0 tal que

/ /||u 07, (luls, z)["” *u(s, ) f(s, x)dxds < M. (4.60)

Logo,

[t) 200 < K +2 / F(s,2)[uls)|125y s, 2)P2us, @) dds
DUD
<42 / [ st s, ) uts. a)dods
#2 [ [ 7o nuls) sty o), s
< k2+Q/Ot/f)f(s,:zf)Hu(s)Hi;f’Qﬂu(s,x)]p_Qu(s,x)da:ds
+2/t/:[a|u(s,x)| + blu(s, x) +c]||u(s)||i;fﬂ)|u(s,m)|p_2u(s,m)dxds
< k2—|—2]\/[0+2a/ /Hu )3, (oluls, z)["” Yu(s, x)dzds
#20 [ ol ooy s ) (s s
/ [ )y s )25, )

< K2+ 2My + 20 / (s, @)1 a3 12y s
t 0 (4.61)
+2b / (s, @) Lo e ()12, s, @) 125 oy s
0
t
2c/ lu(s, )| Lr()ds
0

t
=k 4+ 2M, + 2a/0 [Ju(s, x)”%P(Q)dS

t t
+2b/ ||v(s,x)||Lp(Q)||u(s,x)||Lp(Q)d8+20/ (s, 2) | wey ds.
0 0
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Assim, existem constantes positivas «, 8 e 7y tal que
Ju(t) 200 < K +—2(/£tk¥HU(S)HLpaz)-F%3Hv(8)Hzm(Q>-+’7]HU(8)H1m(Q>d8- (4.62)
Usando a desigualdade de Gronwall-Bellman obtemos
[u(®)l| o) < k+~T + /Ot allu(s) |z + Bllv(s) || ey ds. (4.63)
Ou seja, existe M independente de t tal que
w(®)]| o) < M + /OtaHU(S)HLP(Q) + Bllv(s)|| Lo ds. (4.64)
Analogamente, existe M independente de ¢ tal que
[0 e () f§<ﬂy'+-/Ct%3HU(S)HLvan +allv(s)lr@ds. (4.65)
Somando (4.64) e (4.65) e denotando por C' = M + M e p = o + 3 temos
WWWw®+WﬁWmmSC+ﬂAmM%MWHWMmm@% (4.66)

para cada p € [1,00) e t € [0,T},,) onde C e p nao dependem de p € [1,00) e t € [0,T},).

Da Desiguladade de Gronwall temos

t t
lu(t)||r) + 0] Lr) < C +/ Cpels 74 ds < C + C,o/ ePt =P ds (4.67)
0 0

b1 1\’
=C+Cpe | —ds=C+ Cpe’ | — (4.68)
pS ps
0o € pe s=0

1 1 pet pert

— pt [ _ =00 - (0— -
=C+Cpe ( ePt+peOt) =C Cpept+0 ; (4.69)
=C —C+ Ce = Ce. (4.70)

Logo, ||u(t)||ze) + [|v(t)| zr() < Ce* para todo t € [0,T,,).
Como F e G aplicam subconjuntos limitados de R? em subconjuntos limitados de R,

existe L > 0 tal que
[f(s,z)| < Lelg(s,z)| <L (4.71)

para cada (s,z) € (0,T,) x €, cada f(s,z) € F(u(s,z),v(s,z)) e cada
g(s,x) € G(u(s,z),v(s,x)).
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Assim, seja (f, g) com f(t) € F(u(t),v(t)) e g(t) € G(u(t),v(t)) q.t.p. em [0,T;,) tais
que u e v sao solugoes de
w — Ap(u) = f
vy — Ap(v) =g
respectivamente em [0, 7},), tanto f quanto g pertencem a L'(0,T; L*(2)). Logo o pro-

blema )

w pp(ut) = f
d;t* - Aw<v*) =g

u*(t,z) = v*(t,z) =0

(4.72)

\u*(O,x) = up, v*(0,2) = vy
tem uma tnica solucdo (u*,v*) : [0,T,,] — L>®(Q) x L>(Q) que deve coincidir com (u, v)

em [0,7},) e portanto

tgr%}n u(t) = tgglmu (t) = u*(T)n). (4.73)
Analogamente,
tgr%n v(t) = tgr%Lv (t) = v* (o). (4.74)

Como u*(T,,) e v*(T,,) pertencem a L*>°(€2) podemos concluir que as solugdes u e v podem
ser continuadas a direita de T}, se T}, < T, ou pelo menos para 1,, se T}, =T e conse-
quentemente (u,v) é ndao continuada. Essa contradigdo mostra que a suposi¢ao inicial é

falsa, e portanto (u,v) é definida em [0, 7], como queriamos. O



Consideracoes Finais

Baseado em [7] o trabalho provou a existéncia local e global de solugdes para sistemas de

inclusoes parciais semi-difusivas passando por problemas da forma

;

u — Ap(u) = f em (0,T) x 2
o(u) =0 em (0,T) x OS2 (4.75)

u(0,2) = up(x) em

L
onde Q CR", n>1,¢: R — R € continua nao decrescente, ¢(0) =0, f € L'(0,T; L*()),
eug € L=(Q). A solugdo fraca que estamos nos referindo é uma funciou € C([0,T]; L'(Q))
tal que p(u) € L'(0,T; L' () e que satisfaca o sistema acima no sentido das distribuigoes

sobre (0,T) x €.

Além disso, gerando o artigo [15], provamos para o caso em que o operador é mazximal

mondtono da forma div(|Vu[P)=2Vu) com forcas externas F e G multivocas, F semi-

continua superiormente, onde o par (F,G) € positivamente sublinear e G de varidveis

separdveis. O descrito sistema (S) tem a sequinte forma:

uy — div(|VulPO2Vu) € Fu,v) t>0

v € G(u,v) t>0
(5) (4.76)

u(t,z) =v(t,z) =0 t>0, z €00

\(u(O,m),v(O,x)) = (ug(x),vo(z)) em H x H := L*(Q) x L*(Q),

com F : Hx H — 2% semicontinua superiormente e G : H x H — 2% de varidveis

separdveis da forma G(u,v) = g(u) + 7€ (v), @ C R", n > 1, um dominio suave limitado.

55
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Em [7] é comentado que o caso em que G € Lipschitz na sequnda varidvel também
poderia ser feito porém nao discutimos este caso aqui.

Por fim, provamos que o sistema (S) possui um atrator global compacto sempre que F' e
G sao aplicagoes multivocas semicontinuas superiormente e (F, G) positivamente sublinear
e G : HxH — 2% ¢ de varidveis separdveis da forma G(u,v) = g(u)+ (v), onde g € uma
funcao continua e —F € um operador mazimal mondtono satisfazendo (—(v),v) >

k||v||%, para todo v € H, para algumas constantes ¢ > 2 e > 0.
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