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Resumo

Neste trabalho apresentam-se configuracoes centrais do problema de N-corpos empilhados
e empilhados rodados sob o plano localizados nos vértices de n-dgonos. Usando as equa-
coes de Andoyer e as raizes da unidade mostram-se exemplos e a prova da existéncia do
caso geral. Serao estudados casos de configuragdes centrais com subconjuntos de corpos
que formam uma configuragao central, estas chamadas de empilhadas. Em particular sera

visto o caso das configuragoes centrais do tipo coroa, onde os subconjuntos sao poligonos.

Palavras—chave: Configuracoes centrais, Problema de N-corpos, n-agonos alinhados e

rodados.



Abstract

This work presents the central configurations of the N-body problem nested and twisted
in the plane located at the vertices of n-agons. Using Andoyer’s equations and the roots
of unity, shown are examples and the proof of the existence of the general case. Cases
of central configurations with subsets of bodies that form a central configuration, these
called stacked, will be studied. In particular, the case of central configurations of the

crown type will be seen, where the subsets are polygons.

Keywords: Central Configurations, N-bodies problem, n-agons nested and twisted.
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Introducao

O Problema Newtoniano de N-Corpos consiste em descrever o movimento de N massas
pontuais positivas (chamadas usualmente de corpos) sobre as quais agem exclusivamente
as forcas de atracao gravitacional mituas.

Suponha um corpo de massa m; localizado na posicao ¢; e outro corpo com massa ms
localizagao ¢». Segundo a Lei da Gravitacao Universal de Newton, o corpo de massa m,

exerce uma forca sobre o corpo de massa ms, cuja intensidade é dada por

Gm1m2
2 Y
g1 — ga|
na qual G representa a constante gravitacional e |¢; — ¢o| ¢ a distancia Euclidiana entre
os centros de gravidade dos corpos analisados.
Assim, juntamente com a Segunda Lei de Newton, temos que as equagoes de movi-

mentos sao dadas por:

. Gmim — . Gm
miqy = : 22 22~ ) =@ = —23(% —q1)
132 — 1? |g2 — qu| |2 — a1
. Gmim — . Gm
mag2 = : 22 k) < G2 = —13(% — ),
|Q1 —Q2\ |Q1 _QQ‘ 191—Q2|

onde ¢ e ¢o se referem a derivada com respeito a variavel independente t € R, que aqui
chamaremos de tempo.

Estendendo a anélise para N corpos, temos que as equacoes diferenciais de movimento



que regem o Problema de N-corpos, sao dadas por:
. m;
Qiz—z—;(%—q]‘), (1)

onde i =1,2,...,n e ¢; = |¢ — q;|, distancia Euclidiana entre os corpos localizados em
G e qj.

Observe que em (1) foi adotado um referencial no qual a constante gravitacional uni-
versal G ¢é igual a 1 (basta utilizar uma reparametrizagdo do tempo, onde ¢ — \/at), e
assim continuaremos.

Agora, diz-se que os N corpos formam uma configuracao central se os vetores ace-

leracao de cada um dos corpos é proporcional ao seu vetor posicao relativo ao cen-

. . . m;q;
tro de massa, usualmente chamado referencial baricéntrico, dado por Z?Zl J\}% , onde
0
My =mq +---+ m, é amassa total. Ou seja, quando existe A < 0 de modo que
G =M, Yi=1,2...,n. (2)

De (2), temos que as equagoes que regem o problema de N corpos numa configuragao

central sao dadas por

s
Ag = — Z q—;(% — qj), (3)
j=1, 4
J#
para todo ¢+ = 1,2,...,n. Por um produto interno e somas convenientes, podemos

U
mostrar que \ = T onde

n

2 : My 2 : 2
1<icj<n i=1

Da expressao, U representa a funcao potencial de Newton e I o momento de inércia dos

N COrpos.

Essas configuracoes centrais permitem obter as chamadas solugoes homogrdficas, que



sao as tunicas solucoes explicitas do problema de n corpos conhecidas, onde as razoes
das distancias mutuas entre os corpos se mantém constantes. No caso planar (d = 2),
as configuracoes centrais também sao chamadas de equilibrios relativos, referindo-se &
possibilidade de solugao onde os corpos giram em torno do centro de massa com velocidade
angular constante.

Existe uma vasta literatura a respeito do estudo das configuragoes centrais, mas nem
todas as questoes foram respondidas. O sexto problema da lista proposta por Smale [2]
como desafios matematicos para o século X X/ é¢ um exemplo. Nele, a questao levantada
por Wintner [3] sobre as configurages centrais planares é sugerida: para um dado con-
junto de n corpos com massas positivas, o niimero de configuragoes centrais planares nao
equivalentes (modulo rotagoes, translagoes e dilatacoes) é finito?

Para n = 3 existem cinco classes de equivaléncia de configuracoes centrais, onde trés
sao de Euler e as outras duas de Lagrange. Para o caso n = 4, Hampton [4] e Moeckel [14]
mostraram que o nimero esta entre 32 e 8472. No caso de cinco corpos, em 2012 Albouy
e Kaloshin [5| mostraram ser finitos para quase todos os valores de massa positiva. Mas

a questao permanece aberta para n > 5. Iniciamos o estudo das configuracoes planares

definindo @ equacoes de "Laura-Andoyer-Dziobek", ou apenas Andoyer, como

fij = Z mi(Rig — Rjr)Dijk =0, (4)
)

kti,j

paral <i<j<n, R ;= q% e A;jx = (¢ —¢;) N (g — qr), que representa o dobro da
ij
area orientada do triangulo com vértices ¢;, g; e g, nessa ordem. Entao, A; ;i = Ay, j e

A;jr = —A 1 , para todo 4, j, k, e ainda R; ; = R;;, para todo ¢, j.

Definicao 0.0.1 O momento linear total é dado pela soma dos produtos entre a massa
e a velocidade dos corpos,ou seja, Y ., m;¢; e determina a capacidade de potencial de
mudar sua vizinhanca. O momento angular total é a soma dos produtos vetoriais entre o

-~ - - n .
vetor posicao e o momento linear dos corpos, ou seja, > ., q; N\ m;q;.

Lema 0.0.1 Considere n corpos com massas mq, ..., m, num mesmo plano e nao coli-
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neares, localizados, respectivamente, em qq, ..., q,. Entdo, o sistema (3) € equivalente ao

sistema (1.1).

Prova: Suponha uma configuragao central planar de n corpos. Assim, existe A\ # 0, onde

¢ = A, 1=1,2,... n. Usando a Eq.(3) parai=1,2,...,n, temos

A = — E mRir(¢; — q) = 0.
k=1,
kot

Retirando um termo da soma, para j # i, obtemos
A = — Z mi R (g — qr) — myRij(qi — ¢;)- (5)
ki,
Da mesma forma, para g;,j # ¢, segue que
Agj ==Y mpRi(q; — ax) — m;Rji(g; — ai). (6)
k#j,i
Subtraindo (5) e (6), temos como resultado, para i # j
Mai— g5) = = Y me[Rin(g; — @) — Ril(g; — )] — [m Ry — miRji) (@ — ¢;). (7)
ki,
Tomando o produto vetorial por ¢; — ¢; em ambos os lados da equacao (7), tem-se que

0=— ZZ#J my(Rix — R; )Aijk; = —Jfi

Da mesma forma, podemos considerar as equacoes de Andoyer,
n

fi = mu(Ri — Rj) (g — qa;) A (g — @) = 0,
ki,
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para 1 <1 < j < n, que ainda podem ser escritas como

> miRi(ai — ) Al —an) = > miRi(ai — ¢5) A (4 — ai).

k#i,j k#i,j

Note que, sem alterar a igualdade, podemos incluir o termo j no lado esquerdo e o termo

1 no membro direito, obtendo

kaRzk —q;) A kang —q;) N (@ — qr)-

k#i k#j
Isto é,
(¢ — q;) A Z mi R (¢ — qr) Z miRjkla A (a5 — ax) + (45 A qi)].
kot k]
Asgsim,
(4 — a5) = miRilai A (g5 — ax) + (5 A ai))-
T

Sem alterar a igualdade, adicionaremos o termo —g; a direita, e desse modo obtemos

(0 — ;) Z miRolas A (a5 = a) + a5 A (—g; + a)].
M

Dai, segue que

F,
(Qi_q]‘)/\E = kaRjk ¢ N (g — ar) + a5 A (=5 + )]
k#j
= > meRpl(gi — 47) A (g5 — ai)]
k]

F;
= (Qi_%‘)/\ﬁ7

Dessa forma, temos que

(¢ —q;) N —
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Portanto

(qi—qj)/\(iji—miFj):O = qz-/\mjﬂ—qi/\miﬁ}-/\mjﬂ—kqj/\miFj=O

= qui/\Fi—miqi/\Fj—quj/\Fi—i—miqj/\Fj =0.
Ao somarmos em j, com j # i, obtemos

n n n
(M—mi)q,'/\F,- —miqz-/\ZFj — (ZT?%‘%‘) /\E —i—miqu /\Fj = 0,
J#i J#k J#i
sendo M a massa total. Sabemos que o centro de massa estd na origem do referencial,

entao

n n
ijqj =0= ijqj = —M;q;.
Jj=1 J#i

Além disso, temos que o espaco é homogéneo e isotropico, e o sistema é isolado, logo
as quantidades de momento linear total, que representa o produto entre a massa e a
velocidade do corpo, e momento angular total, que se refere ao produto vetorial entre

o vetor posicao e o momento linear do corpo, sao conservadas. Assim, respectivamente,

temos
Y F=0=)> F=-F (8)
=1 J#i
[§
S GAF) =0=) (g AF)) = (—q; N F)). 9)
=1 i

Agora, ao substituirmos as equagoes (8) e (9) em (7), obtemos
Ma; N Fy —mig A F; +magy A Fy +maig A F; — mg N Fy = 0.

Desse modo, Mq; A F; = 0, ou seja, g; e F; sao paralela, implicando em F; = \;¢q;, ou ainda

¢i = (Ni/m;)q;. E de (6), segue que

NN
(_Qi - _]%’) A (g = q;) = 0.

m; m;
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Entao,
by
G NG~ g Ng = O
m; j
SV
2L D) (g Ag) = 0
<m, m] (q] Q)

Quando g; e g; sao paralelos, a igualdade é facilmente verificada. Quando g; e g; sao nao

colineares, temos

Yy A
= "1 _)
m; m;
para quaisquer ¢ e j. E por consequéncia
qi )\Qu
para todoi=1,2,...,n. [

Definicao 0.0.2 Chamamos de configuracoes centrais empilhadas as configuracoes cen-
trais que possuem um subconjunto proprio das massas que também estd em configuracao

central.

Neste trabalho estudaremos o caso particular das Configuragoes Centrais do tipo Coroa.
No préximo capitulo manteremos o nome Configuracao Central Empilhada para acompa-

nhar a referéncia usada como base para o estudo.



Capitulo 1

Casos de configuracoes empilhadas de

sels e 01to corpos

Neste capitulo analisaremos os casos de configuragoes centrais com trés e quatro corpos,

seis e oito corpos empilhados, seis e oito corpos empilhados rodados.

Iniciaremos o estudo pelas @ Equacoes Andoyer
fii =Y mu(Rix — Rip)Aij =0, (1.1)
k=1,
ki,

paral <i<j<n, R,;= % e Nijr = (¢ —q;) N (¢ — q), que representa o dobro da
¥}
area orientada do triangulo com vértices ¢;, g; e g, nessa ordem. Entao, A; ;i = Ay, j e

A;jr = —A; , para todo 4, j, k, e ainda R, ; = R;;, para todo ¢, j.

1.1 Problema de trés corpos

Teorema 1.1.1 Considere trés corpos nao colineares com massas positivas. Esses corpos
formam uma configuracao central se, e somente se, estao localizados nos vértices de um

triangulo equildtero.

14
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Prova: Das equagoes de Andoyer (1.1), temos que

fiz=m3(R13— Ra3)A123 =0,
f1,3 = m2(R1,2 - 32,3)A1,3,2 =0,
f2,3 = ml(R1,2 - 31,3)A1,2,3 = 0.

Como, por hipétese, as massas sao positivas, A; ;r 7 0 e os corpos nao sao colineares, as

equagoes acima serao satisfeitas se, e somente se,
Rip=Ri3=Ro3 <= qi2= 13 = @23,

ou seja, os corpos estao sobre os vértices de um triangulo equilétero. [

1.2 Problema de seis corpos empilhados

Aqui, os corpos estao dispostos como na Fig.1.1 Assim, vale as igualdades:

mg

Mg

/\

myg ms

my m2

Figura 1.1: Seis corpos sobre os vértices de dois triangulos equilateros empilhados
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Rip=Ri3=Ry3 Ryus=Ry6= N5,
Ris=Rig=Roy=Rops= R34 = R3p,
R4 = Ry5 = R3g,
Ajps=A1o5=0035=Ns35,
Aias =Dous=Nos56=~2N356
Ao =No34 Aiza=~2N13g6

Id] )

Aias=ADsa6, Aise= D345

Dadas essas hipoteses, das Equagoes de Andoyer desse caso, as equagoes f12 =0, fi3 =
0,fia =0,fo3 =0,fo5 =0,f36 =0,fa5 =0,f16 =0¢e fs6 =0 sao imediatamente
satisfeitas. E como m; = mg = mg = M, m4 = ms = mg = m, temos que fi6 =0, fou =
0, f35=0, fis =0, fas =0 e fz34 =0 sao equivalentes. Desse modo escrevendo f;5 =0

de forma conveniente, ficamos com a seguinte igualdade:

M[(R12— Rog)A162+ (R13— R36)A163] + m[(Ri14 — Rig)A164+ (Ri5 — R56)A165 =0,

que pode ser escrita como

M _ (Ria— Rag)A164+ (Ri5— Rs6)A165 (1.2)
m  (Rig— Rog)A162+ (Ris— Rse)A163 '

Como (Ry2 — Rog)A162+ (R13 — R36)A163 < 0, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 Seja a o raio da circunferéncia circunscrita no tridngulo menor, como
na sequinte tmagem.
Para cada a que satisfaz

0 < a < 0.489281 ... (1.3)

existem massas positivas M e m, onde M = mq = my = m3 e my = ms = mg = m, entao

0s seis corpos estao numa configuracao central empilhada, como na Fig.1.1.

Prova: De acordo com as analises anteriores, basta mostrar que quando a satisfaz (1.3)

existem massas positivas M e m, de modo que M = my; = my = m3 e my = My = Mg =
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me

ms

[ 4 o
my m

Figura 1.2: Seis corpos sobre os vértices de dois triangulos equilateros e uma circunferéncia
circunscrita de raio a.

m, entdo os seis corpos estdo numa configura¢do central encaixante. Tomemos B(a) o

numerador de (1.2) e C(a) o denominador de (1.2), ou seja,

B(a) = (R14— Rag)A164+ (Ri5 — Rs6)A165,
C(a) = (R12 — Rog)A1s2+ (Ri3— R36)A163-

Temos que

B(a):a2<<\/§ a2+a+1a4_6a2+<3—\/§m>a+3) |a—1|—3(a2—|—a—|—1)3/2>,
C(a): <—3a5_3a4+ (\/§*/a2+a+1+6) aS_\/ﬁm) ‘a_1’+3a3 (a2+a+1)3/2.

Vamos obter valores de a onde B(a) e C'(a) possuirao sinais opostos, para que a razao M /m
seja positiva. Consideremos um sistema de coordenadas no qual ¢; = (v/3/2, —1/2), ¢ =
(—v/3/2,-1/2),45 = (0,1), 41 = (aV/3/2, —a/2),¢5 = (—aV/3/2, —a/2) e g5 = (0, a).

A partir dessas posicoes do corpos, encontramos as distancias e as areas orientadas que
aparecem em B(a) e C(a). E ao estudarmos essas fungoes temos que B(a) é decrescente
e negativa, e C'(a) é decrescente e muda de sinal. As fung¢oes estao representadas nas
figuras 1.3.

Desse modo, temos que quando a satisfaz (1.3), B(a) <0 e C(a) < 0. =
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02 ——04 06 08

-10 ’_/GZ/J/ 06 08

-2

Figura 1.3: Grafico de B(a) e Grafico de C(a), respectivamente.

1.3 Problema de seis corpos rodados 602

Nesse caso, onde os corpos estao dispostos como na Fig.1.4

my

my

Figura 1.4: Seis corpos sobre os vértices de dois triangulos equilateros

valem as seguintes igualdades:

Rip=Riz3=Ry3=1 Rys=Ru6=Rs6= I3,
R34 = Ry 5 = Ry,
Rig=Rig=Ros= Ros= R35 = Rsg,

(1.4)
Aroa=A0153=20035 A1a6=2"02254= 355,
Ajos=As36=2234=20126=20143=2A153,
Ajys = A1 =As64 = Az45=Do64=Ao556.

Procuraremos massas positivas m;, 1 = 1,...,6, de modo que satisfacam as equacgoes

Andoyer sob das hipoteses descritas em (1.4). Note que estamos assumindo que os trian-
gulos sao equilateros, com o mesmo baricentro e que o triangulo com lado [ se encontra

no interior da regiao limitada pelo tridngulo de lado 1. Assim, 0 <[ < 1/2. Da Equagao
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de Andoyer e da Eq.(1.4), segue que

Dessa forma, temos que
my=mg=ms3=M, my=ms=mg=m. (1.5)

Quando substituimos as eqs. (1.4) e (1.5) nas nove Equagdes de Andoyer desse caso,

obtemos igualdades do tipo 0 = 0 ou a equacao
M[(1=Rop5)A142+(1—Ri5) A1 43| +m[(R15—Ras5)A145+ (Ros—Ras)A146] =0, (1.6)

que pode ser escrita como

m _ (1= Ro5)Ara2+ (1 — Ris)Aras
M (Rys— Ri5)A145+ (Ras — Ros)A1ag’

Jé que (R475 — R175)A17475 + (R475 — R275)A17476 > 0. Dai, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 Seja a o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo de vértices

my, ms € mg, conforme a Fig.1.4. Para cada

0<a<023895... (1.8)

existem massas positivas M e m, onde my = mg =mg = M e my = ms5 = mg = m estao

em uma configuracdao central planar encaizante, como na Fig.1./
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Prova: Observe que, para que a satisfaga (1.8), basta que (1—Ro5)A1 40+ (1—R15)A1.43,
o numerador de (1.7), seja positivo. Considerando, sem perda de generalidade, um sistema
ortogonal de coordenadas com o vértice m, localizado na origem, onde o vértice my esta
sobre o eixo horizontal e o vértice ms no primeiro quadrante.

Dessa forma, ¢; = (0,0),q2 = (1,0),¢s = (1/2,v/3/2),q1 = (1/2,—a + V/3/6),¢5 =
(1 4+ av/3)/2,(3a +V3)/6) e ¢gs = ((1 — av/3)/2,(3a + +/3)/6). Em funcio de a, as
distancias ¢ 5 e g2,5 520 obtidas a partir das coordenadas acima. E as dreas A 42 e Aq 43,
também em funcao de a, sao dadas por

6a — /3 3a+ /3

N —
142 12 4 12

Agora, note que para 0 < a < v/3/6, Aja2 <0eAjys > 0. E ainda, quando a satisfaz
1.8, g(a) = (1 = Ry5)A1 42+ (1 — Ry15)A143 € positiva. Na Fig. 1.5, temos o esbogo do

grafico da func¢do g(a) em termos de a.

9(a)

0 '\n.z}sos a

Figura 1.5: Grafico de g(a).

Assim, para cada a que satisfaz a hipotese (1.8) a razao m/M é positiva. n

1.4 Problema de quatro corpos

Teorema 1.4.1 Quatro corpos de massas iquais, localizados nos vértices de um quadrado

constitur uma configuracao central.

Prova: Mostraremos que as seis equagoes Andoyer (1.1) sao satisfeitas. Considere a se-
guinte figura: E facil ver que as equacdes fiz = 0e fou = 0 sao satisfeitas. Agora, as

equacoes fio = 0, fia = 0, fo3 = 0 e f54 = 0 sao, respectivamente, equivalentes as



equacoes:
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Por hipétese temos que m; = my = mg = my. Assim, as equacoes sao satisfeitas, como

queriamos.

1.5 Problema de oito corpos empilhados

Nesse caso, considere quatro corpos com massas positivas myi, ms, ms e my nos vértices de

um quadrado de lado 1. Tome um outro quadrado de lado b no interior do primeiro, de

modo que os centros coincidam, e nos seus vértices encontram-se quatro corpos de massas

positivas ms, mg, my € mg, como na Fig.1.7 a seguir

Como consequéncia das simetrias do problema, verificamos que as seguintes igualdades
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my ms

mg m;

Ns Ne

Figura 1.7: Oito corpos sobre os vértices de dois quadrados empilhados.

sao satisfeitas:

Ripg=Ro3=R34s=Ri4, Rss=Rer=Rrg=Rsg, Ri5=Rog= R37= Ryg,
Rig=Rig=Ros=Ror =Rz =Rss = Rys5 = Ryp,

Ri7=Ryg = R35 = Ryp, Ri3=Roy, R57= Repg,
Arps=A104=A134=20034, Ass7=~2A178=¢73,
Ajos=A1p6=A154=2184=2"037=2~"36=~A2N347=~»2343,
Ajor=A1p8=No38="No35=~"N346=2"345=2N164=02174
Argg = D75 =~2"3586=~457=~20163=2A138=28074=2~0s45
Args =Doe5=Dore=Ne37=2387=2"487=~2458=2~2N153
Agr=A178=No78=~"Nog5=2~2N563=2"gs53=2"0467=02y56
Arzs=A137=~08046=~2048=As571=2573=2¢82=D¢g4

Também ¢é imediato que as equacoes de f13 =0, fou =0, f5.7 = 0 e fg 3 = 0 sao satisfeitas.
As equagoes f2,6 =0e f4,8 =0, f4,6 =0e f2,8 =0, f1,5 =0e f3,7 =0, f1,7 =0e f3,5 =0,

sao equivalentes duas a duas, podendo ser escritas, respectivamente como

(m1 —m3)(Ri2 — Ri6)A152+ (ms —my)(Rig — Rs6)A156 =0,
(ml - m3)(R1,2 - R1,6)A1,7,2 + (m5 - m?)(Rl,G - R5,6>A1,7,6 =0,
(mz - m4)(Rl,2 - R1,6)A1,5,2 + (m6 - ms)(RLG - RS,G)ALB,G =0,
(m2 —ma)(Riz — Rig)Arrz + (mg — ms)(Rie — Rs6)A176 = 0.

Das simetrias, também temos que as oito equagoes fio = 0, fia = 0, foz = 0, f34 =
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0,f56=0,fs8=0,fs7=0¢e frg =0 assumem as respectivas formas:

Como, por hipétese, temos que M = mq = my = m3g = my € m = my = Mg = M7 = Mg,
as dezesseis equagoes citadas sao satisfeitas, e as oito ainda restantes fi5 = 0, fo5 =
0,for =0,fis =0,f36 =0, f38 =0,fs5 = 0e for =0, sao equivalentes devido as

simetrias, podendo ser escritas como a equacao

M[(R12— Ri5)A152+ (Ri3— Rig)A163+ (Ri7 — Ri2)Av72] + m[(Re7 — Ri5)A156 +
(Ri7— Re7)As563+ (Ri6 — Rs7)A16s] =0. (1.9)

E assim, segue o teorema:

Teorema 1.5.1 Seja a o raio da circunferéncia circunscrita no quadrado de lado b da
Fig.1.7. Se a satisfaz
0<a<0,37602...., (1.10)

existem massas positivas M = M, e m = my, de modo que se M = mq = mg = m3 = my
em = ms = mg = My = Mg, entao o0s oito corpos estao em uma configuracao central

encaizante, como na Fig.1.7.

Prova: Seja B(a) o coeficiente de M e C(a) o de m na Eq.(1.9), entao

B(a) = (Ri2— Ri5)A152+ (Ri3— Ri6)A163+ (Ri7 — Ri12)A1 729,
Cla) = (Re7r — R15)A156 + (Ri7 — Re7)As63 + (Ri6 — Rs7)A16s,



24

B(a) C(a)

—0,37602
,/

Figura 1.8: Grafico de B(a) e Grafico de C(a), respectivamente.

ou ainda,

Bla)—— 2= 14 2, oty
ja — 1] (@+1)** (a+1)* 4 V2] (a+1)3]"
C(a)za(l_a —2\/§+1+ 2 + a + L )

o —1J? da’ (@+1)** (a+1)*  (a+1)?

Procuramos valores de a de modo que B(a) e C(a) tenham sinais opostos, assim a razao

% serd positiva. Tomando ¢; = (0,0),¢2 = (1,0),¢q3 = (1,1) e g4 = (0,1), temos que as

coordenadas dos demais corpos em funcao de a sao:

1—v2a 1—+2a
q5 = 2 ) 9 ’
{1+ V2a 1—+2a
e = 9 ) 9 )
(1+V2a 14++V2a
qr = 9 ) 2 y
1—+v2a 14++v2a
qs = 9 ) 9

Agora, conhecendo a posicao dos corpos podemos encontrar as distancias e areas orienta-
das que aparecem em B(a) e C(a).

Analisando as fungoes, observamos que B(a) é crescente e positiva, enquanto que
C'(a) é crescente, comega negativo e muda de sinal quando a = 0, 37602...,como mostra a
Fig.1.8.

Desse modo, temos que para a em (1.10), B(a) > 0 e C(a) < 0. "
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1.6 Problema de oito corpos empilhados rodados 90°

Nesse caso, analisaremos os oito corpos dispostos da seguinte forma: Das simetrias dos

ms

Figura 1.9: Oito corpos sobre os vértices de dois quadrados empilhados rodados.

problema, temos que

Ris=Ro3=R34=Ri4, Rsg= Rer= Rrg= Rsg,
Ri5=Ry5=Rys =Rz = R37 = Ry7 = Ryg = Ryg,
Rss = Rys = Rig = Ry = Ri7 = Roy = Rog = Rap,
Ri3= Ryy, Rs7= Rgg,
Aoz =2A104=A130=2"2034, Aigs=AN347,

Ao =A1p8=No35=~2A137=2~2"346=2~2"348 A127=~238=~2N345,
Arzs =A136 =046 =247=257=~2357= 12368 =Ayss,
Arzr =013 =A157=2168=2045=~2048=0368=~2457,
Args =A1a7=A156=0178=Do67=2356=D378=467,

Avgr=Do78=2Ns56 Dose=AN357=~"Ny7g,
Apsg=Ayss, As67=~2568=A578= g3

E por hipoétese, sabemos que M = my = my = m3 = my e m = ms = Mg = My = Mg.
Dessa forma, temos que as equacoes de Andoyer fio2 =0, fi3=0,fi4 =0, fo3 =0, fou =

0,54 =0,f56=0,f57=0,fe7 =0, fs =0e frg =0 sao imediatamente satisfeitas.
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Enquanto que as equagoes f1,5 = 07f1,6 = 07f2,6 =0, f4,5 = 07f4,8 =0 f1,7 =0, f4,6 =
0,fa7 =0, fig =0, fo5 =0, fo5 = 0,f35 =0, f36 =0, for =0, f37 =0e f33 =0 sdo

equivalentes. Obtemos assim a seguinte equacao f;7 =0

M[(Ri2— Ro7)A172+ (Ri3— R37)A173+ (Ria— Raz)Ar 74 + m[(Rig — Rs7)A176 +
(Rig — Re7)A176+ (Rig — Rrg)A1 78] =0.(1.11)

Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.6.1 Seja a o raio da circunferéncia circunscrita ao quadrado de lado b, como

na sequinte imagem Para cada a que satisfaz

m

Figura 1.10: Oito corpos sobre os vértices de dois quadrados empilhados rodados com
uma circunferéncia de raio a circunscrita ao quadrado de lado b

0 < a<0.531786...., (1.12)

existem massas positivas M e m, tais que M = mqy = mo = m3 = my € M = My = Mg =
mys = mg, entao 0s oito corpos estao numa configuracao central empilhada rodada, como

na Fig.1.9.

Prova: Sejam B(a) o coeficiente de M e C'(a) o coeficiente de m referentes a Eq.(1.11),
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02 04 = 08

-20

-30

-50
-60

Figura 1.11: Gréafico de B(a) e Grafico de C(a), respectivamente.

ou seja

B(a) = (Ri2 — Ro7)A172+ (Ri3— R37)A1 73+ (Ria — Ra7)A1 74,
Cla) = (Ri5 — Rs7)A176 + (Ri6 — Rer)A176 + (Ris — Rrs)Ar7s.

Temos que
: ’ S NS S I 1
I )L (R S o)
= (a2 —1)° +< (a2 + 1)*? <a+1)3+(a—1>3) e

Buscamos os valores de a pra que B(a) e C(a) tenham sinais opostos, de modo que o é
positivo. Tomando ¢; = (0,—1),¢2 = (1,0),¢93 = (0,1),q4 = (—=1,0),q5 = (—a, —a),qs =
(a,—a),q7 = (a,a) e gs = (—a, ).

Agora, encontramos as distancias e as areas orientadas que aparecem em B(a) e C(a).
E ao estudarmos essas funcoes, temos que B(a) é crescente positiva, e C'(a) é decrescente
e muda de sinal, como na 1.11.

Desse modo, temos que quando a satisfaz (1.12), B(a) > 0 e C(a) > 0. =

O estudo do caso geral usando as coordenadas cartesianas é complexo. Assim, no
préximo capitulo usaremos coordenadas das raizes da unidade, que sao mais convenientes

para descrever poligonos regulares.



Capitulo 2

Estudo completo do caso de dois anéis

Nesse capitulo trataremos das configuracoes centrais planares dos problemas de N-corpos,
com N = kn, onde sao k grupos de n corpos localizados nos vértices de n-agonos regulares,
usando como referéncia o artigo [9]. Apresentaremos algumas defini¢oes e equagoes para
o caso geral, mas focaremos no caso com dois anéis rodados. Mostraremos que para
qualquer conjunto de massas existe, pelo menos, uma (2, n)-coroa. Além disso, contaremos
o numero de (2,n)-coroas, n = 3,4, para determinado conjunto de massas. Também

citaremos uma conjectura a respeito do caso n > 5.

Definicoes e equacoes para o caso geral

Considere o problema newtoniano planar de N-corpos, com N = kn, ou seja k grupos
de n corpos, onde todos os n corpos que estao no j-ésimo anel tem a mesma massa m;,
j=1,...,k Sejagq; € R* j=1,....k i=1,...,n, a posigao de cada corpo. Uma
configuragao central do problema de kn-corpos é uma configuragao ¢ = (11, ¢12, - - -, Gkn) €

R?*" de modo que, para cada )\ € R, a seguinte equacao é satisfeita

VU(q) + AMg =0 (2.1)

28
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onde U representa a funcao potencial de Newton

n—1 n k n n

W-YE S S Y Sy

j=1 i=11 _quH j=1 1=j+1 i=1 v=1 ||QJZ_QZV||

e M é uma matriz diagonal, com diagonal my,...,mq,...,myg, ..., mg, onde cada massa

m; € repetida n vezes.

Definicao 2.0.1 Uma configuracao central formada por k grupos de n corpos dispostos
em n-dgonos requlares, onde todas as massas do mesmo grupo sao iquais, € chamada de

coroa de k anéis e n-corpos, ou apenas (k,n)-coroa.

Chamaremos de g; = ¢;1 a posi¢ao do lider de cada grupo, pois sua posi¢ao é conhecida, e
assim os outros corpos que estao no mesmo anel sao fixos. Usando as coordenadas polares,

€esCrevermos

¢ = a;e™ g = ;UM =1k i=1,...,n, (2.2)

onde w; € ( —m/n,m/n] é o angulo polar do lider e a; > 0 o raio do j-ésimo anel, j =
1,..., k. Dessa forma, uma (k,n)-coroa é determinada por trés sequéncias (mq,...,mg),

(w1,..., @) € (a1,...,a), com k elementos, m; >0 e a; > 0.

Proposicao 2.0.1 Considere uma (k,n)-coroa com corpos cujas massas sao m;, loca-
lizados em q;i, 7 = 1,....k,i = 1,...,n, assim como na Fq.(2.2). Entdo, existe uma
constante X de modo que 0s raios a; > 0 e os dngulos wj,j = 1,...,k, devem satisfazer

o sequinte conjunto de equacgoes

zk: n alei(wl—w]-+27rk/n) —q )
. + Aa;+
=1, k=1 (a3 + a? — 2a,a cos(w; — w; + 27k /n))3/ ; .
l#j

&nl 127rk/n1 . JZl )

aJQ k=1 _QCOS 2]{71'/”))3/2 ) AR
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Prova: Das simetrias, temos que da Eq.(2.1) apenas 2k equagoes sao independentes que
precisam ser satisfeitas:

oU .
a—L]j—F)\ijj:O, jzl,,]{

Substituindo a Eq.(2.2), obtemos o conjunto de equagdes (2.3). n

A partir disso, surge a questao: quantas sequéncias distintas de raios e angulos, satis-
fazem o conjunto de equagoes descritas em (2.3)? Note que o conjunto de (k,n)-coroas é
invariante em relacao as rotacoes ao redor da origem.

Assim, para encontrarmos esse ntmero, fixaremos w; =0 e a; = 1.

Definicao 2.0.2 Para quaisquer k e n, considere a configuracao central de k anéis de

n corpos. Dizemos que (1,as,...,a;) e (0,ws2,...,wy), para a; e w; € ( —7n/n,7/n],
7 = 1,...,k, sao admissiveis se existem uma constante \ e uma sequéncia de massas
positivas (mq, ..., myg) que satisfazem as Fqs.(2.3). A sequéncia de raios nao necessita de

ordem estabelecida previamente.

Lema 2.0.1 Para quaisquer k e n fixos, considere uma sequéncia de (wj)?:1 de modo

que |w; — w;| = 0,7/n, para todo 1, j. Entdo

k n
ajsen(w; — w; + 27k /n) _
m —0, j=1,... .k 2.4
l:zl, l; (af + a3 — 2qia;cos(w; — wj + 21k /n))3/2 J (2.4)
I
para todo m; ea; >0, 7=1,... k.

Escrevemos a parte imaginaria do sistema (2.3) como

m; s sen(2mk/n)

a? == (2 = 2cos(2mk /1)) 32
ajsen(w; — wj + 2wk /n)

(af + aF — 2aajcos(w; — w; + 27k /n))3/?

k n .
Zl:;,mz Y ket =0, 7=1,...,k

I#j
O primeiro somatorio é sempre zero, e quando aplicamos o Lema, ou seja, |, — w;| =
0,7/n, para todos [, o segundo somatorio também zera, assim o sistema de equacdes

(2.3) & reduzido em k equagdes com k graus de liberdade. Para quando |w; — w;| for
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diferente de 0 ou 7/n, as equagdes (2.4) sao satisfeitas quaisquer que sejam os valores
de m; e a;, 5 = 1,..., k. Quando a sequéncia dos angulos respeitar alguma relagao ou
propor¢ao, algumas das k equagbes de (2.4) somem, e por consequéncia o numero de

equagoes de (2.3) também ¢é reduzido.

Proposigao 2.0.2 Tome uma (k,n)-coroa com osm;j,j =1,...,k, corpos localizados em
Gj.j=1,...,ki=1,...,n, de modo que |, —w,| = 0,7 /n para todos j,l. Entdo, eziste

alguma constante \ tal que os a; > 0 satisfazem o sequinte sistemas de equacoes

k
ZL]Sn—ijC’jl(aj,al)—i—)\aj :0, j: 1,...,]{3 (25)
Y =1,
oy
onde 1 -
S, - 2.6
Z sen lmr/n (2:6)
k:l
e

a; — acos(w; — wy + 2km/n)
O — ol ) — J J 2.7
it = Calaj, @) (a3 + af — 2a;aico8(w; — wp + 21k /n))3/?’ 27

com j,l=1,... k.

Prova: Como |w; — w;| = 0,7/n para todos j,[, entdo todas as k equacoes de (2.4) sdo
satisfeitas. E ainda, a parte real do sistema (2.3) resulta em (2.5). =
Sob a condigao da Proposigdo 2, o sistema de equagoes (2.5) possui k equagOes e 2k
incognitas: A\, m;, para j = 1,...,k e a;, para j = 2,..., k. Podemos eliminar )\, basta

usar a equacao do primeiro anel j = 1, assim temos as seguintes k — 1 equacoes:

a S, a )
(le—S a]>m1+<—— ]01]> m]—i-Z( l__Cll) ml:(), j:2,...,k‘. (28)

1 a; 1=2,
1#]

Além disso, tomando m; = 1, escrevemos as k — 1 equagoes com 2k — 2 incognitas como
g k
(le — SnCLj) + (CL_Z - CLjClj) m; + Z (le — ajCll) m; = O, j = 2, ey k. (29)
J

1=2,
I#j
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Definigao 2.0.3 Seja uma (k,n)-coroa, onde q; = a;e"™,a; > 0,5 =1,...,k, represen-
tada a posicao dos lideres de cada anel. Dizemos que o j-ésimo e o k-ésimo anéis sao
empilhados se w; — wy, = 0, e sao rodados se |w; — wi| # 0. Uma (k,n)-coroa com
pelo menos dois anéis rodados € chamada coroa rodada, e quando todos os anéis estao

empilhados, € dita coroa empilhada.

2.1 Coroas rodadas de dois anéis

Consideraremos o caso de (2,n)-coroas rodadas, e assim como em Yu e Zhang [10], os

tinicos angulos possiveis serdo w; = 0 e wy = m/n, como descrito no seguinte Teorema:

Teorema 2.1.1 Se uma configuracao central é formada por dois n-dgonos regulares ro-
dados, entao w = 0 ou w = w/n. Especificamente, quando a = 1, ou seja, 0s n-dgonos
requlares estéo no mesmo circulo, entdo w = m/n.

Prova: Quando a = 1, assumimos w # 0, 27 /n. Entao, w € (0,27 /n).
sen(w; + w)

Primeiro vamos mostrar que para v(w) = >, <, 15 a7 — 20 cos(w, + @) 72 temos
v(r/n) =0, v(—w) = —v(w) e v(w + 27/n) = v(w).
T sen((2j + 1)m/n)
v <_> - 21<j<n 2 _ - 3/2
n |14+ a? — 2acos((27 4+ 1)7/n)|
sen((2n —2j — 1)7/n)
- - ZlSan 2 _ 9. _ 3/2
|14+ a? — 2acos((2n — 25 — 1) /n)|
sen((2k + 1)m/n)
= - Z—lgkgn—Q 2 3/2
|1+ a? — 2acos((2k + 1)7/n)|
B 5 sen((2k + 1)m/n)
N —isksno1 4 a2 — 2acos((2k + 1) /n)|3/2
()
= — —_
n
Entao, v(r/n) = 0. Sabemos que para n > 3, my = -+ = my,, se Mmq,..., M, estao

localizados nos vértices de um poligono regular, entao eles formam uma configuracao
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central, assim segue que v(—w) = —v(w), e da defini¢ao de v(w) que v(w+27/n) = v(w).
sen(w,; + w)

|1+ a? — 2a cos(w; + w)|?/?

todo a >0 e w € (0,7/n). Para isso provaremos que

Disso, agora basta mostrar que v(@) = >_,,, > ( para

sen(w; + w)
B >0 x>0
go() 1;71 (1+ a? — 2acos(w; + w) + )32 em{x:x >0}

para qualquer w € (0,7/n) e a > 0. Defina

o () = Z sen(w; + w)

. (14 a? — 2acos(w;j + @) + x)EN+3)/2”

onde w € (0,7/n), a >0, N € Nez > 0. Note que

sen(w; + w)
(1+ a? — 2acos(w; + w) + ) 2N +3)/2
sen(w; + w)
= Zogjé["T‘l} (1+a?—2acos(w; +w) + x)(2N+2)/2
sen(w,; + w)
1+ a? — 2acos(w; + w) + x)2N+3)/2
sen(wy + w)
1+ a? — 2a cos(wy, + w) + ) 2N+3)/2
sen(w, 1 + w)
1+ a? — 2acos(w,_j + @) + x)EN+3)/2
sen(w; + w)
(1+ a? — 2acos(w; + w) + x)2N+3)/2

gn(r) = Zogjgn—l

2 gi<n1 (

- Zogjs[’%l] (

+ Zogkgnflf[”%l] (

- 2ogi<(z5l)
sen(wy — w)
— Zlgkgn—l—[%l} (1 + a2 — 2a cos(wk _ w) + I)(2N+3)/2
sen(w; + w)
(14 a? — 2acos(w; + w) 4 x)EN+3)/2
(

)/
sen(wyg — )
B Zlgkf[%} (14 a? — 2acos(wy — @) + x)@N+3)/2°

- Zogjs["%}
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Sejam
1
de — sen(w; + w) N
N Losjs(s] (1+ a? —2acos(w; + w) + x)2N+3)/2
sen(wy — w) ~ 0
— Zlﬁkﬁ[%] (1+ a2 — 2acos(wy, — w) + x)2N+3)/2 >

em {r:1>2>0}eey =a2%dy > 0em {z:2>1} para algum N € N suficiente-
mente grande.
Seja A = %1213'9 Csc(%j) >0, com Ay > --- > A, >0 e a; >0, entdo para algum

B,b>0com B>a; >b>0,1<j <k, temos que

1
N
by A, < (Z ajA;V> < (kB)~ A,.

1<j<k

2|~

Entao limy_ o <Zl§j§k ajAj-\f) = A;. Assim tomando

=

_ ] 1
dy = [Zogs%l(wi +w) (1+a2—2acos(wj+w)+x)(2N+3>/2i|

2|~

1
o [Zlﬁkﬁ[%] Sen(wk o w) (1+a2—2acos(wk—w)+x)(2N+3)/2:| )
temos que

1 1
1+a®—2acos(@w)+z 1+ a*—2acos(* —w) +x

dy — ,  quando N — oc.

Mas,
1 1

1+a?—2acos(w) + 2 1+ a®>—2acos(* —w) + =

>0,

onde w € (0,7/n) em {x:1>2x>0}. Entdo, dy > 0 em {x:2 >0} para N € N

suficientemente grande. Da mesma forma, temos que

x? x?

1+a®—2acos(w)+z 1+ a?—2acos(* —w) +x

eN —

)
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quando N — oo. Assim,

x? x?

1+a?—2acos(w)+x 1+ a®>—2acos(*X —w) +x

2
2az*(cos(w) — cos(—7T —w))
— n > 0,
(1+a? —2acos(w) + z)(1 + a? — 2a cos(*E — w) + )

onde w € (0,7/n) em {z: x> 0}. Entdo ey > 0 em {z: x>0} para N € N suficiente-

mente grande. Portanto,

sen(w; + w)
gn(z) = > 0,
ogjgzn—l (14 a? — 2acos(w; + w) + z)2N+3)/2

para N € N suficientemente grande e para w € (0,7/n) em {x : x > 0}.
Note que gy(x) — 0 quando = — oo, para qualquer M € N.

Como gy > 0, temos

o) = (_ 2N2+ 1)

1+ a? — 2acos(wj + w) + x)@N+3)/2 9

1<j<n

Assim, gy_1(xz) > 0 em {z:z > 0}. Da mesma forma, temos que gy_o > 0 em
{z:2>0},...,90(x) >0em {z: 2 >0} Como queriamos. "

Dessa forma, reduzimos o conjunto de equagoes (2.9) em

Cy(a) — aS, + (% - aCl(a)) m=0 (2.10)

onde
1 — acos((2k — 1) /n)

(14 a? — 2acos((2k — 1) /n))3/?’
a—cos((2k —1)/m/n)
(14 a? — 2acos((2k — 1)/7/n))3/?’

Ci(a) = Cra(1,a) = > 75,
(2.11)

Cy(a) = Cor(a, 1) = Y0,

> ( sen(e; + @) _ (_2N T 1) gy (z) < 0.
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e a = ag, m = my. Analisando a Eq.(2.10) em relagdo a massa e colocando em funcao do

raio a > 0, temos que

m = H(a) = aFl?l(C/lzz)’ (2.12)
onde
F(a) = Spa — Cy(a). (2.13)

Para derivar a expressao (2.12), usamos que Ci(a) = a 2Cy(1/a). Veja que H(1) = 1,
ou seja, o segundo anel esta localizado na mesma circunferéncia que o primeiro, entao as
massas de todos os corpos sao iguais, e assim a configuracao central de um 2n-4gono é

obtida. Assim, o proximo Lema segue direto.

Lema 2.1.1 Seja H a funcdo definida em (2.12) para a € (0,00). Entao H(1/a) =

1/H (a), para todo a > 0.

Da Defini¢ao 2.2, sabemos que a sequéncia de raios ¢ dada por (1,a), assim, para (2,n)-

coroa definimos
Az(n) = {a > 0;(1,a) é¢ uma sequéncia admissivel para (2,n)-coroa} . (2.14)

E do Lema anterior temos que quando a € Ay(n), entdo 1/a € Ay(n). Isto &, as (2,n)-
coroas determinadas pelas sequéncias (1,m), (1,a) e as sequéncias (1,1/m), (1,1/a), sdo
qualitativamente iguais, pois um é apenas o outro dimensionalmente ajustado de maneira
conveniente.

O proximo resultado é encontrado em Roberts [16] e Bang e Elmabsout [15]. Esses
trabalhos discutem o estudo de equilibrios relativos no problema do anel de Maxwell mais
uma massa central, onde a mesma funcao F' aparece. A demonstracao usa o fato de que
F(1) =8, — Cy(1) <0, lim, o+ 2% =S, + 2> 0 e lim, o F(a) = lim, o+ F(1/a) =

—+00.
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Lema 2.1.2 Seja F a fun¢ao definida em (2.13), para n > 3. Entdo, F é uma funcgdao

analitica para a € (0,4+00), e a equacio F(a) =0 tem pelo menos dois zeros z; < 1 < zy.

O teorema a seguir mostra que existe pelo menos uma (2, n)-coroa para qualquer sequéncia

de massas (1,m).

Teorema 2.1.2 Para qualquern € N em > 0 eziste uma (2, n)-coroa rodada com massas

m;=1emy=m.

Prova: E suficiente mostrar que a funcio H, como em (2.12), esta definida de 0 & +oo.
Sejam 27 < 2z < -+ < z, as raizes de F'(a) = 0. Dessa forma, essas também sao os zeros
de H(a) e 1/z, < --- < 1/2 sao os polos, lembrando que H(1) = 1.

Sejam k € N de modo que z; < 1 < zg;. Suponha que 1/z; < z,41. Entao, H é
continua no intervalo [ zx, 1/2; ) e varia de 0 & +oo. Agora tome zy; < 1/z;. Entao, H

¢ continuo e ndo some no intervalo ( 1/zx41, 2 |, entao varia de 0 & +o0. n

2.1.1 Dois anéis rodados com trés corpos

Analisaremos aqui o caso (2,3)-coroas de dois triangulos rodados. Entao, temos nesse

Caso
2a — 1 1
Gl =gro—g7 T arar
V3
Sg - ?

assim, temos que F'(a), definida em (2.13), é escrita da forma

V3 20 — 1 1
Fl) =g e gre—gm " arar (2.15)

O préximo resultado permite que possamos encontrar o conjunto de valores possiveis
para n = 3. Para a prova do Lema, usaremos o seguinte teorema de Voorhoeve e Van Der

Poorten:
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Teorema 2.1.3 Seja P(a) = >}, pr(a), onde py, sao fungdes analiticas reais em algum
intervalo I = [ag,a1] C R. Entdo, o nimero de zeros de P no intervalo I contado de

acordo com a multiplicidade, N;(P), satisfaz:

m m—2
Ni(P)<m—14> Ni(W(py,....pe) + Y Ne(W(ps, ..., pi)), (2.16)
k=1 k=1
onde W(p1,...,px) € o Wronskiano das fungdes envolvidas.

Lema 2.1.3 Seja a funcao F(a) dada em (2.15). FEntdo a equag¢io F(a) = 0 possui

exatamente duas solugoes positivas z; < 1/2 e zo > 1, que satisfazem z1z9 < 1.

Prova: Note que F(1/2) # 0. Assim, escrevemos F'(a) da seguinte forma

V3 1 2a — 1

F(a) :Fa_ (1+a?) (1+a —a)3/2/: fila) + J2(a).
13 1S

As fungoes fi e fo sdo analiticas reais nos intervalos I; = [¢,1/2 — €] e [, = [1/2 4+ ¢, K],
para qualquer e > 0e K > 1/2 4 €.

Dos seguintes limites

lim F(a) >0 lim F(a) <0

aa% a—>%7L
lim F(a) <0 lim F(a) =+o0
1- a—+00

percebemos que cada intervalo [;,j = 1,2, tem pelo menos uma raiz de F(a) = 0, para
algum € suficientemente pequeno e K suficientemente grande, além disso o ntimero de
zeros deve ser impar.

Aplicando o Teorema de Voorhere e Van der Poorten, temos

1 S NIJ(F(G» S 1 +N]j(W<f17f2))7 ] = 1727 (217)
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onde
Ala)
V3(a +1)3(a2 — a4+ 1)3/2

W(f17f2) = 9

Ala) =2+ 3V3+a—21V3a+ (5 + 12)V3a? + 17a* + a* — 22a° — 1245,

Primeiro vamos analisar o nimero de raizes de A(a) no intervalo Iy = [1/2 + ¢, K]. Entao

para b > 0,
9 81 3 2 3 4 5 6
A(b+1/2) = 1—6(9—8\/§)+ §—9\/§ b+1(—9+16\/§)b — 66b° — 99b* — 58b° — 1205,
Derivando A(b + 1/2), temos que
/ 81 3 2 3 4 5
N(b+1/2) = & = 9V3+ 5(=9+ 16V/3)b — 19857 — 396" — 200" — 720",

Note que, lim, o < 0 ndo possui raiz positiva, ou seja, A(a) ndo tem zeros no intervalo
I,. Portanto, usando (2.17), Ny, (F(a)) = 1.
Agora, vamos estudar as raizes de A(a) no intervalo I;. Sabemos que A(1/4)-A(1/2) <

0, entdo existe pelo menos uma raiz. Observe que quando a € Iy [¢,1/2 — €]
A'(a) = 10 + 24V/3 + 102a + 124 — 440a® — 360a* > 0.
Dessa forma, A(a) = 0 tem exatamente uma raiz nesse intervalo, de modo que

1< N, (F(a) <2

Mas o ntimero total de raizes de F'(a) = 0 deve ser impar, por conta da mudanca de sinal
da funcdo no intervalo ;. Entdao N, (F(a)) = 1.

Enfim temos que z; < 1/2, e é facil ver que F(1) < 0e F(2) > 0, assim 1 < 2z < 2.
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Portanto, z12o < 1. [ |

Proposicao 2.1.1 O conjunto de raios possivel para o caso (2,3)- coroa rodada é

Ay = (0,21) U (1/22,29) U (1/21,00),

onde z1 e 29 sao dados no Lema anterior.

Prova: Pela definicdo de H em (2.12), z; e 29 sdo os zeros e 1/z; e 1/z5 830 os polos.
Do Lema anterior temos que 2125 < 1, assim 0 < 21 < 1/29 < 25 < 1/z;. Além disso,
F(0)=0e F(1) <0, assim F(a) < 0se a € (21,22). Quando os sinais de F'(a) e F(1/a)

sdo iguais, os raios admissiveis a > 0 sempre que m = H(a) > 0 sdo

(0,21) U (1/29,22) U (1/ 2, 00).

Analisaremos agora o comportamento da funcao H.
Lema 2.1.4 Seja H a fun¢do dada em (2.12) comn =3 e a > 1. Entdo

1. H tem apenas 2 pontos criticos: um mdrimo em 1 < a < zp, € um minimo em

1/z1 < a < 400, onde z; e z3 sao dadas conforme o Lema 4;
2. a unica solugao da equagao H(a) =a éa = 1.

Prova: Sejam a funcdo F' dada em (2.15), e H definida em (2.12). Vamos procurar os

pontos criticos de H. Derivando H temos,

aF(a)F(1/a) + a*F'(a)F(1/a) + F(a)F'(1/a)
aF(1/a)?

H'(a) = . (2.18)
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Multiplicando H’(a) por 2v/3(1 + a® — a)*?(1 + a)* e substituindo a F da (2.15), temos

que os pontos criticos de H também sao solucoes dessa nova equacao:

E(a) = pi(a) + p2(a)vV1+a®* —a =0,

onde

pi(a) = 4a'° — a0 — 23a® + (=23 — 2v/3)a” + (=1 — 17/3)a"
+(8 +42v3)a® + (=1 — 17/3)a* + (=23 — 2v/3)a® — 23a% — a + 4,
pa(a) = —4a® + (4 + 2v/3)a” + (=4 + 4v/3)a® + (—4 + 4v/3)a”(24+/3 + 4)a®
+(26V/3 — 8)a® + (243 + 4)a* + (4v/3 — 4)ad + (4v/3 — 4)a® + (4 + 2v/3)a — 4.

Note que E(1) > 0, E(2) < 0e E(4) > 0, entdo existem pelo menos duas raizes de H' = 0,
no intervalo I; = [1,2] e Iy = [2,4].

Assim, Np (H') > 1,5 = 1,2. Também consideraremos o intervalo I3 = (4,00).
Aplicando (2.16), o nimero de raizes, contando o multiplicidade de H = 0 em cada

intervalo é limitado por

NIj(H/) <1 +N1j<p1) +NIJ(W(p17f2))’ j: 17273a

com fy(a) = p2(a)\/1ﬂlTCL-

Percebemos que p;, dentre os intervalos, possui apenas um zero localizado em Is.
Além disso, v/1 4 a2 — aW (py, f2) = (a—1)ps(a), onde ps é um polinémio de grau 20 com
apenas um zero para a > 0 localizado em I;.

Dessa forma, Ny (H') = 1, para j = 1,2. E assim, para o intervalo I3 = (4,00),
¢ suficiente para ver que p?(a) — (1 + a® — a)p3(a) > 0, ou seja nao possui zeros nesse
intervalo. Entéo existe um ponto critico em I; = [1,2] e outro em I, = [2,4].

Agora, note que H(1) = 0,H(22) = 0 e z; & polo de H. Assim, o primeiro ponto
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Figura 2.1: Grafico da fungdo H com n =3 e m > 1. As linhas pontilhadas na horizontal
correspondem aos valores de m = M e m = m (como no proximo Teorema).

critico deve ser um méximo local em ((1, 2z3)) e o segundo deve ser um minimo local em
(1/29,00). Como nas imagens 2.1:

Agora, vamos mostrar que a unica solu¢ao positiva de H(a) = a é quando a = 1. A
equacao pode ser escrita como

_ ala—1)(a®> —a+1) a(l —a?
(a? —a+ 1)3/2 (1+a)?’

Observe que a = 1 é solu¢ao da equagao. Dividindo ambos os lados por (a — 1) e reorga-

nizando, temos

V3 a a
?(CH_D—'— (1+a) - (a®> —a+a)l/?

Elevando ambos os lados ao quadrado, a equagao resultante:

1 2a a? a? 2av/3 2a2v/3 a?

bl _ -0
3T 3 Ty T a2 T3t 3axl) @—agi

nao possui solugoes positivas. Assim, a = 1 é a tnica solugao positiva de H(a) = 0. [

Agora, vamos buscar o numero exato de (2, 3)-coroas com qualquer massa positiva m.

Teorema 2.1.4 Seja uma configuracao central do problema de 6-corpos, correspondendo

a uma (2,3)-coroa com massas my = 1,my = m e raios a; = 1,a0 = a. E sejam z; e z



43

dados pelo Lema 4. Assim, existem m, M > 1, tais que

1. para qualquer 1 < m < m, ezistem exatamente trés (2,3)-coroas rodadas, todas com

raio 1/2z9 < a < zo;

2. para qualquer m < m < M, existe apenas uma (2,3)-coroa rodada com raio 1/z9 <

a<l1;

3. para qualquer m > M, existem apenas trés (2, 3)-coroas rodadas. Uma delas satisfaz

1/z0 <a <1 eas outras duas a > 1/z;

4. quando m = 1,m, M, existem apenas duas (2,3)-coroas rodadas.

Prova: Sejam m e M os valores de maximo e minimo local de H respectivamente, para
a > 1, dados pelos Lema 5. Da segunda parte do mesmo Lema, temos que m < M. Para

essa demonstragao usaremos também o Lema 2.1.4 e as propriedades de H:
1. H(0) = H(z) = H(z) e H(1) =1,
2. 1/2z1 e 1/24 sao polos de H.

n
Tomando m; = 1, mg = 40, e a; = 1 no caso de (2, 3)-coroas, obtemos as seguintes
configuragoes com os respectivos raios: as = 0.6190856888, a, = 2.810336016 e ay =

3.665961553, mostradas na Imagem 2.2.

2.1.2 Dois anéis rodados com quatro corpos

Analisaremos o caso (2,4)-coroa de dois quadrados rodados. Nesse caso, temos que

2a—\/§ 2a—|—\/§
(14+a2—+2a)32 (14 a2+ +/2a)?

CQ(CL) =

e

1 =
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Figura 2.2: Exemplos do caso (2, 3)-coroas.

assim, temos que F'(a), definida em (2.13), é escrita da forma

B B 2a—\/§ B 2a—|—\/§
Fla)= (7 * 71) T Ux@ V2 (1+a+vRa)?

(2.19)

Assim como na subsec¢do anterior, agora estudaremos os zeros de F'(a).

Lema 2.1.5 Considere a fun¢do F(a) dada em (2.19). Entao F(a) =0 tem ezatamente

duas solugoes positivas zy < 1 < zy, que satisfazem z1z9 > 1.

Prova: A prova desso Lema 2.1.5 é analoga ao caso de n = 3. [
O numero de zeros de F' é o mesmo que no caso de n = 3, mas agora o produto das solucoes
é maior que um. Essa propriedade é importante para determinar os valores possiveis para

uma (2, 4)-coroa.

Proposicao 2.1.2 O conjunto de raios admissiveis para (2,4)-coroas rodadas é

As(4) = (0,1/22) U (21,1/21) U (29, 00),

onde z1 e zo sao dados no Lema anterior.

Prova: Da definicdo de H em (2.12), temos que z1 e 25 sdo zeros de de H, e 1/z5 e 1/2
sdo seus polo. Pelo Lema anterior, 0 < 1/25 < 27 < 1 < 21 < z9. Além disso, F(0) =0 e

F(1) < 0. Entdo F(a) < 0 quando a € (21, 22). Combinando os sinais de F'(a) e F(1/a),
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os valores admissiveis a > 0 de modo que H(a) > 0 sao

(0,1/22) U (21,1/21) U (22, 00).

Lema 2.1.6 Seja H como em (2.12) para n = 4. Entao H é mondlona crescente.

Dessa forma podemos estabelecer o nimero de configuracoes centrais de (2,4)-coroas

rodadas.

Teorema 2.1.5 Seja uma configuracao central do problema de 8-corpos que correspondem,
a uma (2,4)-coroas rodadas, com massas my = 1,me = m e raios a; =1 e as = a. Sejam

21 € 29 dados no Lema 2.1.5

1. Para qualquer m > 1, existem exatamente trés (2,4)-coroas rodadas. Uma com raio

a < 1/zy, uma com z, < a < 1/z1 e a iltima com a > z.

2. Param = 1 existem exatamente duas configuracoes centrais de (2,4)-coroas rodadas,

com raios a =1 e a > z9.

Prova: Como z; e z3 sado zeros de H, 1/z1,1/2, seus polos, e H é monétona e crescente,
entdo qualquer equagdo m = H(a) tem trés solugdes, cada uma em um dos intervalos
admissiveis em Ay(4). Para m =1, se a # 1, as coroas com raios a e 1/a representam a

mesma coroa torcida redimensionada. n

2.1.3 Dois anéis rodados com n > 5 corpos

Conjectura 2.1.1 Paran > 5:

1. A fungao F definida em (2.13) tem apenas duas solugdes positivas, denotadas por

21 € 295
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2. O conjunto dos valores admissiveis para uma (2,n)-coroa é

Ay(n) = (0,1/25) U (21,1/21) U (22, 00);

3. Para qualquer razao de massa m > 1, existem exatamente trés (2,n)-coroas rodadas;

4. Para m =1, existem exatamente duas (2,n)-coroas torcidas.

Na tabela 2.1.3 listamos os valores numéricos aproximados de z; e 2o para alguns valores

de n:
n 21 29
3 0.413887932417 | 1.619789608802
4 0.697380509876 | 1.602408486212
5 0.822182869908 | 1.597921728909
6 0.884321138125 | 1.592235355387
7 0.918990363772 | 1.584120901279
8 0.940138179122 | 1.574515176634
9 0.953949939513 | 1.564321826382
10 | 0.963459881269 | 1.554123467683
100 | 0.999674025507 | 1.352557858581
500 | 0.999986989988 | 1.279569044474
1000 | 0.999996754292 | 1.256683821749
5000 | 0.999999869916 | 1.215703126473

Tabela 2.1: Valores de z; e 2o para os valores de n respectivos

O proximo Lema é uma prova diferente da existéncia, mostra que sempre é possi-
vel comecar com um raio suficientemente pequeno. Esta prova também vale para raios

suficientemente grandes.

Lema 2.1.7 Quando n > 5, para valores suficiente pequenos de a > 0, existe uma coroa

rodada formada por dois anéis como configuracao central.

Prova: Considere as fungoes I' e H definidas em (2.13) e (2.12) respectivamente
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E claro que F(0) = 0, queremos ver que a funcdo F chega em zero por valores positivos.

Para isso vamos calcular a derivada de cada termo da funcao F.

1 rk —2a?% + 4a cos (@) — 3 cos? (w(2i—1)> 4
Pla) = L3 ese <_> . o
4 k—1 n <a2 — 92a.cos (M) + 1)

n

Note que a soma destas cossecantes é positiva, pois cada parcela é positiva, e cada parcela

da soma presente na derivada fica dada por

! (2 (2 e (1))

O primeiro fator é positivo, o terceiro também e o segundo quando somarmos em n daréd
zero. Logo F chega em zero por valores positivos. Agora, vamos analisar o que ocorre

com F(1/a):
1_ cos (M)

_ 3/2
<L_ 2005(@) +1) /

a? a

F(1/a) =

assim, lim,_,o F'(1/a) = 0. Dessa forma o fator negativo da expressao abaixo vai a zero e

o outro positivo vai para 400
Sh 1
Fo- e (1)
a a

Portanto H(a) é positivo quando a é suficientemente pequeno. [



Capitulo 3

Existéncia do caso geral de

Configuracoes Centrais do tipo Coroa

Neste capitulo mostraremos a existéncia de configuragoes centrais do problema de pn-
corpos, onde as massas estao localizadas nos vértices de p n-dgonos regulares empilhados
concéntricos, com p > 2 e n > 2 como em [12|. Nessas configuracoes todas as massas do

mesmo n-4gono sao iguais, mas em n-agonos diferentes as massas podem ser diferentes.

3.1 Equacoes para as configuracoes centrais dos n-agonos
empilhados

Sejam p,n € N com p > 2, pn massas nos vértices de p n-agonos regulares empilhados
homotéticos com mesmo centro e g, € R? as posicoes dos vértices dos n-agonos escritos
como pontos do plano complexo. Considere mq_1y,,, = W € qu-1),,, = re*, com
ar =2n(k —1)/n paratodol =1,...,pe k=1,...,n. Assim, temos que as massas do

k

[-ésimo n-agono empilhado sao iguais a p; e os vértices do [-ésimo n-agono sao q, = re'*”,

para todo k= 1,...,n, com r; < r;,1 para todos [ = 1,...,p — 1. Usando essa notacao,

48
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temos:
n . o n . .
Z rle“"k _ ,r,lelaj N 7“1€lak _ 7,28104]
M1 - — g H2 - s
= |T1610‘k _ Tlelaﬂ |3 = |,,~1elo¢;c _ 7“2610‘7 |3
J#k
n iak _ iOtj
44 E L 7’16. Tpe‘ — :Arleiak
. |ryelor — el
=1
E H1 : o E M2 : o
— |fr2€1ak _ rlelaj ’3 = |T‘2€lo‘k _ r2€1a] ‘3
i#k
n iak _ iOéj
1 Iup 7’26. 7’176. — — )\Tgeiak
Z |roeiar — el |
W — re' Yk — o't
E 251 . E H2 .
”I“ elak 7’1610‘7 |3 |,,a elak 7“2610‘7 ‘3
—r,el% :
P ia
-+ E = Ar, e’
,up‘r ek — p ela]‘?) p ’
J#k
para k = 1,...,n. Pela simetria da configuracao, o sistema de pn equagoes pode ser

reduzida para um sistema equivalente com p equacoes independentes. E dividindo cada
equacdo por et temos
Ele,Egz(),...,Ep:O, (31)

onde

1 1— ei(aj_ak) ry — TQ@ i(aj—ay)

n
El - Z] 1 2 ’elak _ eiaj|3 + ijl H2

—Qg

|7”1610‘k _ 7’26‘0‘1' |3

—)\7’1,

— r eilay
™ TG

ia; |3
— rpel|
ak uzl_e( ak)

— rieiley
9 €
Z] 1 2 |€1ak elaj|3

E2 = Zyzl M1

|7n26104k Tlelaj ’3

TQ_Te

ak
— )\7”2,

Tpelozj |3
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Tp — 1€ i(o—a) ES Ty — o€’ i(o — )
: =1 M2
|7“p€lak -7 6104] |3 Jj=1

i(a;j—ay)

Hp 1 — et
——— — AT

-+ Z] 1 7”2 ’610‘]‘“ . €la‘7|3 b

Ep - Z?:l M1

|7npelock _ T2€laj |3

para k =1,...,n. Simplificando obtemos

1 — el(aj—ak) 1 n—1 .
B Z |€1a;C el |3 - Z Z CSC(ﬂ']/n)
j=1

J#k

i T — i€ — ay) i —rycos(2mj/n)

|rmelen — relei|3 (r2, 4+ 17 — 21y, cos(2mj /)32

Cm,l =

j=1 7j=1

com m # l. Note que quando m > [, r,, > 7, e consequentemente c,,; > 0 para todo

m > [. Além disso,

1
lim  ¢pm-1 = 25 + lim  ———— = +o0, (3.2)
O Tm—1  Tm—rh_, (P — Tm—1)
e
lim ¢, =0 (3.3)
Tm—r+00

para todo m > [. Sem perda de generalidade, tomaremos a unidade de massa e compri-

mento de modo que p; = 1 e r; = 1, respectivamente. Assim reescrevemos o sistema (3.1)

como um sistema de equacoes nas variaveis A e u;, para i = 2,...,p, da forma Ax = b:
—1 C1,2 €13 " Cip A -
2
—T2 5/7”2 C23 =+ Cop 2 —C21
T3  C32 /7’3 C3.p J 25} C31 : .

—Tp Cp2  Cp3 6/"}% Hp —Cp,1
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3.2 p n-agonos empilhados, para todo p > 2

Para p = 2, sabemos que para cada psy existe um tnico 79, para o qual a configuracao dos

dois n-agonos alinhados seja central. Ou seja, do sistema (3.4) quando p = 2, temos

—A+ciope = —f3
1,242 (3.5)
—7”2)\ + B/T%,LLQ = —C21-
Isolando A na primeira equacao e substituindo na segunda, obtemos
;L(,u% re) = (5/7“; —raC1g)pa — To — ca1 = 0.
Tomando p = 1/uy e © = 1/r9, essa equacao fica equivalente a h(x) = 0, onde
H 2, 00
o = (o 1) Lt )22
(@)= (2~ &) 8+ wro(e) + (1 4+ o) 32
e
~ 1 1
sa)=Y = e
~ d; p (14 22 — 2x cos(27j/n))1/?
Note que lim, o+ h(x) = —oo e lim, ,;- h(z) = +o0, e ainda, h(x) é estritamente cres-

cente segue do seguinte Lema (Moeckel):

Lema 3.2.1 (Moeckel) Seja ¢(x) = Z;‘:l 1/d;. Entao, para 0 < x < 1, ¢(x) e suas

derivadas sao positivas.

Prova: Seguindo Euler, podemos escrever 1/d; como

1 1 1

d; (1 — zeti2mi/N)3/2 (1 — pe—i2ni/N)3/2°
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Usando a série de poténcias na igualdade, temos que

J

oo

1 E n

E - Cn,j T,
n=0

onde

Cn,j = g ooy eI
k+l=n

é sempre positivo. Note que a soma sobre as raizes da unidade é N quando k£ = Imod/N

e 0 para o outro caso. Assim,

o(x) = NZ Z arag | ™.
n=0

k+l=n,
k=lmodN

Como todos os coeficientes sao nao negativos, sendo muitos positivos, segue que ¢(z) e
todas as suas derivadas sao positivas. [
Nas varidveis iniciais ps e ry temos que para cada puy > 0 existe um unico ra(pg) > 1
tal que (g, 72(p2)) = 0. Como 37 > 0 e py > 0, da segunda equacao de (3.5) temos
que A > 0. Assim temos uma configuragdo central de dois n-adgonos empilhados. No
entanto, podemos verificar que (1) € uma fungao injetiva, entao fixando ro > 1, (3.5)
possui tnica solucao com A\ > 0 e up > 0. Agora, suponha que para p — 1 n-agonos,
1 <7y < -+ < Tpq tais que (3.4) para p — 1 tem solugdo tnica A= ;\(f27...,fp_1),

fir = fig(Fay ... 7y 1), k=2,...,p— 1 satisfazendo A > 0 e i, > 0.

Lema 3.2.2 Eziste 7, > 7p_y tal que X\ = NFo, ..., 7p_1), jik = fg(Fa,. .., 7p 1), k =
2,...,p—1efi, =0 € solugio de (3.4).

Prova: Como fi, = 0, temos que os primeiros p — 1 de (3.4) sao satisfeitos quando A = A,

Me = fig, para k =2,...,p—1e u, = fi, = 0. Além disso, substituindo essa equagao na
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Eq.(3.4) temos:
flry) = _ij‘ + Cpafiz + -+ Cppifip-1 + cpa1 = 0.
Usando (3.2) e (3.3) com m = p, temos que:

li = li = —
rpi%,l f(rp) +oo e rpirfrloof(rp) 00,

respectivamente. E ainda f(r,) é continuo em r, € (7,_1,+00). Portanto existe pelo
menos um valor r, = 7, > 7,_1 que satisfaz f(r,) = 0. =
Agora, usando o Teorema da Fungao Implicita vamos mostrar que a solucdo de (3.4) dada

no Lema pode ser continuado para uma solucao com fi, > 0, no seguinte Teorema:

Teorema 3.2.1 Para todosp > 2 en > 2 existem configuragoes centrais planares do pro-
blema de pn-corpos onde as massas estao localizadas nos vértices de p n-dgonos requlares
homotéticos empilhados com mesmo centro. Nessas configuracoes as massas do mesmo

n-dgono sao 1guais, mas as massas em n-dagonos diferentes podem ser diferentes.

Prova: Seja s = (\, fi2, ..., fp, T2, . .., 7p), definimos:

91(8) = = A+ crapa + iz + -+ cippy + 5,

92(8) = —raA + B/r3As + Co 33 + + -+ + Copltp + C21,

9p(8) = —1pA + Cpafin + Cpais + -+ B/ropy + Cp1. (3.6)



Usando (3.4), o sistema g;(s) =0, para i = 1,...

solugao do sistema (3.4) dada no Lema anterior

dg:
O\
dgz
O\

99,
O\

99

Otz
992
Oz

99
Oz

99

O
992

O
99
s

01

a:upfl
092

a:up—l

gy
a:up—l

991
ory
992
ory

99y
or,

,p. Seja § = (5\,[@,...

avaliado quando s = § ¢ diferente de zero, entao para todo t = (fi,, 72,73, .

vizinhanga U ndo vazia suficientemente pequena de t = (fi,, 72, 3, . .

., Tp—1) encontramos

.., Tp_1) €M UMa

tinicas fungoes analiticas A(t), ui(t), kK = 2,...,p — 1 e r,(t) tais que sdo solugoes do
sistema (3.4). E claro que \({) = A, pp(t) = fu, para k = 2,....p— 1 er,(f) = 7,. Seja
V={teU:p, >0} Como AN>0, /i >0parak =2,....p—1e Tp > Tp_1, entao

tomando (se necessario) U menor, temos que para todo t € V., A(t) > 0, ux(t) > 0 para

k=2,....,p—1,ry(t) > 1 e p, > 0. Mostraremos que D # 0. Seguindo os calculos,
temos que
301
-1 C1,2 C1,3 C1,p—1 —’p/l
p aarp P
Cg,p
—T2 5/7“5 C2,3 Cop—1
p 8an P
03,
-3 cso B3 C3,p—1 P  tip
D == Tp 9
@C 1
—Tp—1 Cp-12 Cp—13 5/7}%71 %/ﬁp
P
- Cp2 Cp3 C 1 —agp(S)
p D, D, pp—
31“p s=3§
onde
8gp(8) Oc 2 Oc 3 oc -1 26 oc 1
—:_)\+ P, + P, +"'+ p,p = — + pv.
ory ory H2 or, 8 ory Hp—1 3 K or,



Avaliando D quando p, = 0, temos

—1 Cl2 €13
2

) 5/ Ty C2.3

2

—T3 C3,2 B/ry

D =

—Tp—1 Cp-12 Cp-13

—Tp Cp,2 Cp,3

Observe que

—1 C1,2

-T2 5/7’%

—Tp—1 Cp-12

ja que pela hipotese de inducao (/N\, fio, . .

<y Hp—1,T2, ..

C1p—1

027p_1

5/7}%—1

com p — 1 ao invés de p. Ou seja, D # 0 se e somente se

gy (s)
or, B

S§=s§

Fazendo = = r;/r,, obtemos

in 1 — zcos(2mj/n)
Cpl = —5
.l r2 (2 4+ 1 — 2x cos(2mj/n))

Aplicando o Lema anterior, e derivando usando a regra da cadeia, temos que

8Cp7l

ox

%07

= L 2e0(a) + 420/ (x) + 267 (@) > 0
l

= %<¢<x> +2¢!(x)).

35

.,Tp—1) € a unica solucao de (3.4)
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para 0 < z < 1. Portanto

Ocps _ Ocpa Ov _ Ocpu (1) _
o, Ox Or, Ox ’

2
"p

para todo 7, > 1. Como 7, > 7 para todo [ = 1,...,p — 1, temos que Oc,,;/0r, < 0.
Além disso, A > 0, /i >0, com k=2,...,p—1e fi, = 0, portanto dg,(s)/dr, < 0 e por
consequéncia D # 0. Provamos que para todo t = (u,rg,...,7p—1) € V, 0 sistema (3.4)
tem solucao A = A(t), ux = px(t), comk =2 ... .p—1, A>0e pp >0, comk=2,...,p
e tal que \(t) = A, pr(t) = fip, parak =2,... ,p—1er,(t) =7, comt = (0,79,...,7H 1).
Agora, basta provar que essa ¢ a tnica solucao de (3.4) para 1 <7y < -+ <1y < 1,(1).

Derivando em relagao as massas, observamos que se

-1 Ci2 ° Cip-1 Cip
2
—ry Bfry o capa o
C|7‘:F = . . . . . # 07
—r, ¢ e B/r?
P D,2 p,p—1 P,
com r = (rg,...,1,) € 7 = (Fa,...,7,) e V suficientemente pequeno, entdo a solugio de

(3.4) obtida pelo Teorema da Funcado Implicita, é tnica. Entao se C| _. # 0 entdo a
afirmacao é verdadeira. Agora mostraremos quando C| _. = 0. Fixando as variaveis
(rgy...,7p—1) = (F2,...,7p_1) e considerando C' uma fun¢io de r,, perto o ponto 7,, as
funcoes ¢, e ¢ sao analiticas em relacao a 7, entao também sao analiticas em relagao

a 1/r,. Em particular,

3 r2 1
Gk =3 +2Z] 1COS(27rj/n) +> 14( +3COS(47T]/7”L))—]Z—{—O( )
p

p

Chp = — Z;l 1 (:05(27?]/7”L)l2 — Zj 1 ;(1 + 3cos(47rj/n))
)

= Z] ((3cos(2mj/n) + 5008(67]/”))712 +0 (r15> :

_3
"p
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Como )7, cos(2mjl/n) = 0 para todo | € N, entdo

n 1
e ()

n7r 1

27“2 rg

Expandindo C' em série de poténcia, obtemos

C1,2 o Crp—1 -1
o (=1 | B/r3 - cap1 1y
N 27‘% .
Coor2 o BT —Tpa
—1 61,2 e Cl,p—l
_r ﬁ /,"2 o o 0 C p— 1
+£2 U S e (—4)
"p : D : "p
—Tp1 Cpr2 - BJrh
—1 C12 e Cl,p—l
1 /n —Ta 5/7“2 Tt Cop—1 1
"p : S "y
—Tp—1 Cp-12 - 5/7"571
1 /n 1
= —2<§+ﬁ>14+0(—4)
b Tp

Como A # 0 e f > 0, C' nao é uma funcao constante. Entao se C,—; = 0, pode-
mos encontrar 7, # 7, 0 mais proximo quanto quisermos de 7, tal que C,_;, onde
7 = (Ta,...,Tp_1,Tp). Ou seja, podemos encontrar 1 < 7o < -+ < Tp_y < T, COIM T,
suficientemente préoximo de 7, de modo que o sistema (3.4) tenha solu¢do tnica \, i,

para k = 2,...,p. Uma vez que 7, ¢ suficientemente préximo de 7,, essa solucao esta pro-

xima da solucao 5\, [, para k = 2,...,p. Agora mostraremos que essa solucao pode ser
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encontrada para ji, > 0. Se [i, = 0, basta repetir os argumentos e tomar 7 ao invés de 7.
Se i, # 0, entdo podemos mostrar por contradigao. Assumindo que C|,—7 = 0, temos que
o sistema linear (3.4) tem infinitas solugoes A = A(p), px = px(p), para bk =2,....p—1
e i, = pt quando r = 7. Por outro lado, pelo Teorema da Funcao Implicita, encontramos
funcoes analiticas A = A(p), px = p(p), para k =2,...,p—1, u, = pv e 7,(p) para p sufi-
cientemente pequeno que satisfazem o sistema (3.4), ja que (r2,...,7p-1) = (T2, ..., Tp_1)-

Assim r,(u) = 7, para todo p suficientemente proximo de O. Mas vimos que quando

p = fi o sistema (3.4) tem solucdo tnica com r, = 7, # 7, 0 que ¢ uma contradi¢do. =



Conclusao

Neste trabalho vimos as configuragoes centrais de 3,4,6 e 8 corpos, onde o problema
de 6 corpos representa dois tridngulos regulares concéntricos e com 8 corpos temos dois
quadrados regulares concéntricos, tudo isso usando coordenadas cartesianas nas equacoes
de Andoyer.

Analisando [9], notamos que essas coordenadas nao sao tao adequadas, como mostrado
no caso com 2 coroas rodadas, visto que o angulo de rotacao de uma das coroas deve ser
0 ou 7/n.

Ja no caso empilhados, usando o Teorema da Funcao Implicita, se tivermos uma confi-
guracao de k coroas com n corpos de mesma massa, conseguimos obter uma configuracao
com k41 coroas com n corpos. No caso das coroas rodadas o argumento nao funciona, ja
que podemos obter uma matriz singular, e assim nao podendo usar o Teorema da Funcao
Implicita.

Explorando essa classificacao com 3 coroas, vimos que o estudo muda completamente.
Pensando em 3 quadrados temos dois raios e dois angulos, ou seja obtemos 4 parametros
onde as massas dependem deles. O sistema em si sempre possui solucao nao trivial, mas
nao necessariamente sao solucoes positivas.

Usando as Equagoes de Andoyer calculamos as possiveis configuragoes centrais de 3
coroas de 4 corpos e concluimos que as solucoes possiveis sao representadas pelas seguintes
imagens:

No primeiro caso, obtivemos os raios a; = 4.3 e ag = 1.2 e as massas m; = 0.0040354,

59
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ms

mz

Figura 3.1: Configuracao central com 3 anéis de 4 corpos empilhados e Configuragao
central com 3 anéis de 4 corpos rodados

Figura 3.2: Configuracao central com 3 anéis de 4 corpos nao simétrico

ms = 0.998836 e mg = 0.0480566. No segundo, encontramos os raios as = 1.7 e a3 = 2.3
e as massas m; = 0.838326, ms = 0.0683654 e mg = 0.540866. E no tltimo encontramos
que os angulos devem ser de wy = 0.384808 e w3 = —0.404675, os raios as = 2.68572 e
a3z = 4.84389 e as massas my = 0.0375571, ms = 0.0497876 e mg = 0.998053.
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