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Resumo

Uma das possiveis explicagoes para a expansao acelerada do universo é a existéncia
da energia escura. Diferentes modelagens matematicas tem sido propostas para ela, e
dentre estas modelagens, a mais simples é aquela que usa campos escalares com diferentes
potenciais efetivos. Um possivel modelo é o campo escalar tipo phantom que possui uma
equagao de estado com pressao negativa. Portanto, entender como é governada a evolugao
gravitacional desse campo ¢é algo de interesse para a Cosmologia e a Astrofisica. Neste
trabalho foram analisados os colapsos do campo escalar padrao e do campo escalar phantom.
A evolugao temporal dos campos foi realizada com o cédigo SFcollapselD, no qual é
possivel avaliar a formacao de buracos negros ou a dispersao dos campos. O valor critico
7. para a formacao de buracos negros do campo escalar foi recuperado como na literatura,
mas no caso do campo phantom obtivemos apenas dispersao do campo para o intervalo de
valores de parametros estudados. Esse comportamento parece condizente com o fato do

campo phantom ter caracteristica expansiva.

Palavras-chave: Colapso gravitacional, campo escalar phantom, formalismo ADM.



Abstract

One of the posible explanations for the accelerated expansion of the universe is the existence
of dark energy. Different mathematical models have been proposed for it, among those
models the simplest one is that which uses scalar fields with different effective potentials.
A possible model is the phantom scalar field which has an equation of state with negative
pressure. Therefore, understanding how the gravitational evolution of that field is dictated
is something of interest for Cosmology and Astrophysics. In this work, we analysed the
collapse of both the conventional scalar field and the phantom scalar field. The time
evolution of the fields was carried out whith the SFcollapselD code, in which it is possible
to evaluate black hole formation or dispersion of such fields. The critical value n, for
black hole formation from conventional scalar fields was obtained as in the literature,
nevertheless in the case of phantom scalar field only dispertion was obtained. This behavior

seems to agree with the fact that the phantom scalar field has an expansive characteristic.

Keywords: Gravitational collapse, phantom scalar field, ADM formalism.
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1 Introducao

O estudo do colapso de matéria é fundamental para a compreensao da evolugao
estelar e da formacao de buracos negros. Contudo, tal estudo requer uma experiéncia e o
conhecimento de um grande conjunto de ferramentas fisicas, matematicas e computacionais,
devido & complexidade dos fendomenos e das equacdes a serem resolvidas. Na verdade,
até uma nova area do conhecimento, definida como Relatividade Numérica, foi criada
para tratar problemas gravitacionais complexos, como o colapso gravitacional de campos
de matéria, colisao e coalescéncia de buracos negros, estrelas de néutrons e emissao de
ondas gravitacionais. Descrigoes e detalhes dessas ferramentas usadas nessa area podem

ser encontradas em [1, 2, 3].

Dos diversos tipos de campos de matéria existentes, o que apresenta a estrutura
matematica e fisica mais simples é o campo escalar. Por isso, a dinamica gravitacional
deste tipo de campo foi a primeira a ser estudada tanto nos cenarios astrofisicos quanto nos
cenarios cosmolégicos [4]. Neste tltimo, umas das questoes ainda em aberto é a aparente
expansao acelerada do universo. Uma hipdétese em discussao é a existéncia da energia
escura. Diferentes modelagens matematicas tém sido propostas para a energia escura e
dentre elas a mais simples é a que usa campos escalares com diferentes propriedades e
potenciais efetivos. Um possivel modelo é o Campo Escalar Phantom que possui uma
equagao de estado w = p/p < —1, isto é, com pressao negativa [5]. Segundo Bronnikov
e Fabri [6], e Caldwell [7] dados observacionais poderiam ser explicados pelo modelo
de energia escura com um campo escalar phantom. Sendo assim, este campo afetaria a

formacao de buracos negros.

Neste trabalho é introduzido o coeficiente €, o qual pode ser +1 ou —1, dependendo
se o campo em estudo é o campo escalar padrao ou o campo escalar phantom, respectiva-
mente. Este coeficiente multiplica & energia cinética na densidade lagrangiana. Assim, o
campo escalar padrao tem energia cinética positiva e o campo escalar phantom, negativa.
Os autores mostram que solugoes do tipo buraco negro, buraco de minhoca e cosmolégicas

podem ser obtidas usando um campo escalar phantom.

Em 1993, Choptuik realizou um estudo numérico do colapso gravitacional de
campos escalares sem massa, onde ele apresenta evidéncias de um fendémeno critico [8].
Apo6s resolver as equagoes de Einstein-Klein-Gordon (EKG), ele encontrou familias
de solugdes S[n], dependentes de um pardmetro 7, que é a amplitude do campo escalar.
Para cada familia, existe um parametro 7qc, tal que no limite onde 7 — 7¢,400, 0 CAMpPO
dispersa-se e o espago-tempo resultante ¢ Minkowski. Para e, tal que 1 — nforte, 0

estado final da evolugao é a formacao de um buraco negro esfericamente simétrico do
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tipo Schwarzschild. Entre esses dois extremos, temos um valor de parametro critico 7,
para o qual a formacéo de um buraco negro acontece. E assumido que Niraco < Mx < Nforte-
Choptuik chamou as solugoes S[n < n.] e S[n > 1.] como subcriticas e supercriticas,

respectivamente.

Para estudar a evolugao temporal das equagoes de EKG, Choptuik usou o forma-
lismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) [9], o qual é uma abordagem que decompoe o
espago-tempo em espaco mais tempo, conhecida também como a decomposicao ADM 3+1.
Este formalismo transforma o problema de resolver as equagoes de campo de Einstein
em um problema de valor inicial ou problema de Cauchy, pelo qual, partindo de uma
hipersuperficie inicial que satisfaz as equagoes de campo de Einstein para um instante de
tempo especificado, o formalismo constréi o espago-tempo para tempos posteriores, uma

hipersuperficie espacial para cada instante de tempo.

Em 2020, Werneck e colaboradores desenvolveram um cédigo chamado SFcollapselD
[10], o qual resolve as equagoes de campo de Einstein usando o formalismo ADM 3+1
e que também estuda o colapso gravitacional para o campo escalar padrao sem massa.
Esse c6digo é baseado nos estudos de Choptuik [8, 11, 12], porém é realizada a troca do
algoritmo AMR (Adaptive Mesh Refinement) por uma transformacao de coordenadas, a
qual afasta o valor méaximo da coordenada radial da origem, ficando a regidao perto da
origem mais densa. Com cinco pardametros, o c6digo pode calcular se um campo escalar,
com uma amplitude inicial 7, colapsa em um buraco negro ou se ele dispersa. O codigo
SFcollapselD é um cddigo aberto, livre [13] e recente, que usa a linguagem C++. Isso
permite que ele seja facilmente adaptado para o caso do campo escalar phantom sem

massa, permitindo analisar a sua evolucao.

A dissertacao estd dividida da seguinte forma: No capitulo 2, sdo apresentadas, de
forma breve, nocoes elementares da Relatividade Geral, assim como também as notagoes e
convengoes usadas, para logo depois apresentar as propriedades da decomposicao ADM
341, junto com algumas defini¢oes, as quais sao fundamentais para o desenvolvimento deste
trabalho. No capitulo 3, é deduzida a forma que terd o tensor energia-momento associado
ao campo escalar pelo formalismo lagrangiano, assim como também serao deduzidas as
equagoes de Einstein-Klein-Gordon associadas a uma métrica esfericamente simétrica como
mostrada no capitulo 2. Ambas dedugoes sao feitas para o caso geral com o coeficiente €,
isto ¢, tanto para o campo escalar padrao, como para o campo escalar phantom. Com as
deducoes feitas no capitulo anterior, no capitulo 4 é mostrado o novo formato das Equagoes
de EKG no formalismo ADM e as equagoes de vinculo resultantes. O capitulo 5 é dedicado
ao método das diferengas finitas e a forma discreta de expressar as equagoes deduzidas
nos capitulos anteriores. Também é introduzido o cédigo SFcollapselD, desenvolvido por
Werneck e colaboradores, e quais sao as condicoes iniciais e de contorno, tanto internas

como externas, impostas para resolver as equagoes de EKG. No capitulo 6, apresenta-se
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como usar o c¢odigo e quais foram as modificacoes que foram realizadas nele, assim como
também os parametros precisos para ele compilar. Neste capitulo mostra-se também os
resultados da compilacao de quatro conjunto de pardmetros: um campo fraco e outro
forte, para o campo escalar padrao, e analogamente para o campo escalar phantom. Além
disso, mostram-se algumas discussoes com respeito aos resultados obtidos. Finalmente,
sao apresentadas as conclusoes no capitulo 7. A dissertacdo tem dois apéndices onde

mostram-se calculos que sdo omitidos ao longo da apresentacao do formalismo ADM.



2 Decomposicao ADM 341 das equacoes de

Einstein

Neste capitulo apresentam-se conceitos elementares da Relatividade Geral junta-
mente com as notagoes e convengoes usadas na dissertacao, a quais seguem aquelas usadas
por Wald [14] e adotadas por Baumgarte e Shapiro [1]. Todas as equagoes covariantes
deduzidas serao escritas em forma geral sem especificar a fonte de matéria nem as coorde-
nadas utilizadas. Para a andlise da dindmica gravitacional de um campo de matéria faz-se
necessaria uma revisao das equagoes de campo de Einstein que serao decompostas pelo
formalismo ADM, obtendo assim duas equagoes de vinculo e duas equagoes de evolugao

temporal.

2.1 Notacoes e Convencoes

De forma geral, o quadrado do elemento de linha ds?, representado nas coordenadas

x®, pode ser escrito como
ds® = gapdr®da’. (2.1)
Ele determina a distancia invariante entre dois eventos ou pontos no espago-tempo (M, gas),
onde M é a variedade espago-temporal quadridimensional e g, é a métrica dessa variedade.

Nesta representacao foi usada a convencao de soma de Einstein ou indices mudos.

E apresentado como exemplo, o elemento de linha para o espaco-tempo de Minkowski

em coordenadas esféricas para ¢ = 1
ds* = —dt* + dr* + r*df* + r* sin® Odp*. (2.2)
A convengao de sinais (—, 4, +, +) é adotada ao longo de toda a dissertagao.

Sera usada uma notacao padrao onde as letras latinas a — h serao usadas para os
indices das componentes dos tensores quadridimensionais espago-temporais, cujos valores
sao de 0 até 3, enquanto as letras ¢ — n serao reservadas para os indices das componentes
dos tensores tridimensionais espaciais que tomam valores de 1 até 3 [1]. Serd usada a
métrica espago-temporal g,, para descer e subir os indices espago-temporais dos vetores e

dos tensores, isto é,
‘/;L = gabvb (23)

Ve = gab‘/b’ (24)

respectivamente, onde g% ¢ a métrica inversa. Assim V¢ e V, serdo as componentes

contravariantes e covariantes de um vetor, respectivamente.
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As partes simétricas e antissimétricas de um tensor serdo representadas como

1

T(ab) = (Tab + Tba) € T’[ab] = i(Tab - Tba)' (25)

N | —

Serao usadas também as seguintes notagoes para a representacao de derivadas

parciais
9¢
ox®

_ 90 _ ., oo _ o9 _
= a¢ , 83’;(1 = 3 ¢ 5 a = @tgb 5 E = a,,gb (26)

2.2 Equacoes de Campo de Einstein

As equagoes de campo de Einstein relacionam a geometria do espago-tempo, o
tensor de Einstein G5, com a quantidade de matéria e energia, o tensor de energia-momento

T.». Estas sdo escritas na forma covariante como
1
Gau = Ry — igabR = 811y, (27)

onde foram usadas unidades geometrizadas Gy = 1 = ¢. Ry, € o tensor de Ricci obtido da

contragao entre o primeiro e o terceiro indice do tensor de Riemann
_ d
Ry = Rcacb = gc Reaay- (28)

O tensor de Riemann, que relaciona a métrica com a curvatura do espago-tempo, é definido
como
a J— a a a e a e
Ryeq = 0Ly — Oalye + T Iyg — TG, (2.9)

onde I'f. sao os simbolos de Christoffel, que sao obtidos da métrica g,, e podem ser

representados por
1
be = §9ad(3bgcd + Ocqap — Oagbe)- (2.10)

Seja também R o escalar de Ricci, que é o trago do tensor de Ricci (2.8)
R = R% = ¢®Rg. (2.11)

Finalmente, o tensor energia-momento 7, ¢ definido como

(2.12)

onde ay; é uma constante, e £, é a densidade lagrangiana de matéria.

2.3 O Formalismo ADM 3-+1

Ao se estudar as equagoes de Einstein, ou em geral, a relatividade restrita ou geral,

o tempo é mais uma coordenada pela qual nao se tem mais preferéncia. Porém, como
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foi mencionado anteriormente, o formalismo ADM decompoe o espago-tempo em espago
mais tempo, e isso ¢é feito de modo que o problema de resolver as equagoes de Einstein
seja agora tratado como um problema de valor inicial ou conhecido também como um
problema de Cauchy. Ao longo deste trabalho foi adotada a abordagem desenvolvida por

Baumgarte e Shapiro [1].

2.3.1 Decomposicao do Espaco-tempo

O formalismo ADM decompde o espaco-tempo em fatias ou slices espaciais tridi-
mensionais ou hipersuperficies 3(t), de coordenada ¢ constante, que satisfagam as equagoes
de Einstein. Comegando da hipersuperficie inicial ¥(¢ = 0), o formalismo reconstréi todo o
espago-tempo pela evolucao temporal delas (Figura 1). Pode-se ver entdo o espago-tempo
como uma familia de hipersuperficies tridimensionais ¥ que nao se interceptam, podendo-se
entender Y(t) como superficies de nivel de uma fungéo escalar ¢.

na

M

M M MM

Figura 1 — Decomposi¢ao do espacgo-tempo M em hipersuperficies tridimensionais es-
paciais 3(t) com coordenada t constante. O vetor normal n® é ortogonal as
hipersuperficies espaciais. (Baumgarte e Shapiro (2010), Fig. 2.1).

Seja V, a derivada covariante espago-temporal, entdo, pode-se usar o gradiente de
t = t(x®), V,t, perpendicular & superficie, para definir um vetor normal a ela que seja

proporcional a ele [15]
ne = —a'Vt. (2.13)

Esse vetor é unitario e tipo-tempo

a

nng = ¢%ngn, = —1. (2.14)
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Foi introduzida a funcdo a = a(z®), de modo que se o avango da coordenada

temporal dt entre dois eventos é medido, temos a sua relagdo com o tempo préprio 7 dada

por
ot ot
dt = dz" = “d
() = (i)
1
= (Vat)(ndr) = —=nendr (2.15)
(0%
it
«
isto é
dr = adt. (2.16)

A funcao «a é chamada de funcao lapso. Ela sera bastante importante nas discussoes

sobre formacao de horizontes de buracos negros.

Com o vetor normal pode-se construir agora o operador projecao, o qual projeta

as componentes espago-temporais de um tensor na hipersuperficie espacial, como

P = 6% + nny. (2.17)

Se este operador é aplicado a métrica quadridimensional

PP gy = (8“ + nne)(6°a + n’na)gas
= (67.6% + 0%n’ng + nn.6’y + nnen’ng) ga
= Ged + NeNg + NgNe — Neng (2.18)
= Jed + NeNd

PP’ i9ab = Yeas
resultard na métrica v, que pode ser escrita como
Yab = YGab + Naltp, (2.19)
que é puramente espacial,
NYap = NGap + N Ngny = ny —ny = 0, (2.20)

isto é, ela reside completamente na hipersuperficie 3.

Nota-se que ao subir um indice da métrica espacial
v = g% + nny = 6% + nny, (2.21)

obtemos o operador projecao. Daqui em diante, a notagao usada para o operador projegao

sera 7%, em lugar de P%,.
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Analogamente, pode-se projetar outros tensores na hipersuperficie espacial tridi-

mensional, e que vao ser de muita utilidade. Por exemplo,

Daf = ’ybavbfa (222)

o qual ¢ a definicdo da derivada covariante espacial. E preciso usar um operador projecao

por cada indice a ser projetado na hipersuperficie tridimensional 3.

2.3.2 A Curvatura Extrinseca

A questao que surge entao é como representar a curvatura do espago-tempo neste
formalismo. Isso é resolvido com a introduc¢ao da definicao da curvatura extrinseca K,
que pode ser achada projetando o gradiente do vetor normal n® na hipersuperficie > de

tempo constante (como ilustrado na Figura 2):
Kab = _ryca’)/dbvcnzﬁ (223)

Por definigao, a curvatura extrinseca é simétrica e puramente espacial.

n4 Oné oc —Kab

671“

Figura 2 — A curvatura extrinseca de uma hipersuperficie submersa no espaco-tempo mede
a diferenca do vetor normal a hipersuperficie em pontos vizinhos. (Baumgarte

e Shapiro (2010), Fig. 2.2)

Usando n*Vyn, = 0 e equagao (2.21), pode-se reescrever K,, como

Kyp=—(6%+ ncna)(édb + ndnb)vcnd

(2.24)
= —V,np — nonV.ng.
Entao,
nKy = —n*V,ny — n®nnV.ny
= —n"Vany +nVen, (2.25)

=0.
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Para entender melhor o conceito da curvatura extrinseca, é preciso pensar em uma folha
de papel. Se sao juntados dois extremos da folha paralelamente, forma-se um cilindro.
Topologicamente, a folha de papel e o cilindro sao vistos como variedades, elas nao fazem
diferenca. Entao pode-se dizer que o cilindro, assim como a folha de papel, tem curvatura
intrinseca nula. Estas variedades sao bidimensionais, porém a razao pela qual percebe-
se que o cilindro tem curvatura e a folha nao, acontece porque eles sao olhados desde
uma perspectiva tridimensional (em uma dimensao superior), e isso é o que chama-se de

curvatura extrinseca.

E preciso esclarecer que a curvatura intrinseca da folha usada no exemplo anterior,
a qual tem dimensdo d = 2, é um escalar, isto é um tensor de ordem zero. E por esta
razdo que ao estudar superficies de dimensao d > 2 (ou hipersuperficies), precisa-se de
uma grandeza de ordem major. Assim, para superficies com d = 3, é utilizado um tensor
de segunda ordem, e para d = 4, um tensor de quarta ordem [16, 17]. Porém, como a
curvatura extrinseca é percebida desde uma dimensao superior, serd preciso de um tensor
de segunda ordem, ou seja K. Entao, a curvatura extrinseca Ky, vai dizer a forma que

tem a hipersuperficie tridimensional no espago-tempo quadridimensional.

Outro modo de definir a curvatura extrinseca é através da derivada de Lie da
métrica ao longo da direcao normal n® e cujos detalhes podem ver vistos no Apéndice A,
resultando em

1
Kab - _§£n’ygb~ (226)

J& que n® é um vetor do tipo tempo, a equagao (2.26) vai resultar em uma interpretagao
da curvatura extrinseca como uma generalizacdo da derivada temporal da métrica ~,;. O

trago da curvatura extrinseca é chamado de curvatura média.

K = ¢"K, = v%K,,. (2.27)

2.3.3 As Equacdes de Vinculo

As nogoes elementares apresentadas acima juntamente com as equacoes de Gauss,
Codazzi e Ricci [1], cujos detalhes podem ser vistos no Apéndice B, vao ser usadas para
reescrever as equacoes de campo de Einstein na forma 3+1. Pode-se dizer, em poucas

palavras, que a equacao de Gauss é a proje¢ao do tensor de Riemann na hipersuperficie X
Ve aV 0 aRegon = ¥ Rabea + KacKua — Kaalen, (2.28)

onde @) Rp.q é 0 tensor de Riemann construido a partir da métrica espacial tridimensional

7ij- Ele pode ser representado em termos dos simbolos de Christoffel tridimensionais
(3)Rijkl = 36(3)F;l _ ad(3)F§,k + (3)F;‘Cm(3)F§; — (3)Flim(3)rﬂ, (2.29)

onde

N
T, = 5711(83%1 + Oy — Ojie)- (2.30)
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A equacao de Codazzi é a projecao de trés indices do tensor de Riemann e a contracao de

um indice com o vetor normal
’Yda’yeb’yfcnngefg = DbKac - DaKb07 (231)

que relaciona o tensor de Riemann com as derivadas espaciais da curvatura extrinseca. O

proximo passo é contrair a equagao de Gauss (2.28) duas vezes e obter
YV Reges = IR+ K* — K K. (2.32)
Expandindo o lado esquerdo da equagao (2.32) resulta em

’Ycedechdef = (g + ncne)<gdf + ndnf)Rcdef (2 33)
= R+ 2nn°R,.. .

Contraindo o tensor de Einstein (2.7) duas vezes com o vetor normal
2nn°Gee = 20N Ree — NN°Gee R
=2n°n°Ree — NN (Yee — nee) R (2.34)
=2nn°R. + R.
Construindo um escalar com o tensor de Einstein usando (2.33) e (2.34) obtém-se

NG = PR+ K? — Ky K. (2.35)

A densidade de energia p é obtida como a densidade de energia total medida por um
observador n®
p = ngnpyT™. (2.36)

Relacionando (2.7), junto com (2.35) e (2.36) resulta em
®R 4+ K? — KuyK® = 167p. (2.37)

A qual é chamada vinculo Hamiltoniano.

A segunda equacao de vinculo é obtida contraindo-se a equagdo (2.31) uma vez,
dando

DyK®y = DoK = 77" n! Rege
= —7% (gde + ndne) 0! Reey (2.38)
= —°an! Rep — 7 an®nn? Rycey.
O 1ltimo termo desaparece pelas simetrias de Ryp.q. O primeiro termo pode ser reescrito

usando

1
! _ AC S c f
Year! Gep = ¥ an! Rep — =7°an’ gep R
d r2 ! (2.39)
= ’ycanchﬁ
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ja que ¥°un’ g.p = yaoyn’ = 0. Substituindo (2.39) em (2.38), obtém-se

DyK®, — DK = —°nfG.;. (2.40)

E definido agora S, como a densidade do momento medida por um observador
normal n®
Sa = _vbanCTbm (241)

e finalmente ¢é obtida a segunda equacao de vinculo
DyK*, — DK = 8nS,, (2.42)

que ¢ chamada de vinculo dos momentos. As equagoes de vinculo (2.37) e (2.42) ndo
tem derivadas temporais e portanto elas nao fornecem informagao sobre como é que as
fungoes nas hipersuperficies evoluem, porém estas equacoes tém que ser satisfeitas em
cada X(t). As equagoes de evolugdo no tempo podem ser obtidas de (2.26) e de (B.21).
Nao obstante, a derivada de Lie ao longo de n*, £,,, nao é uma derivada temporal natural.
Partindo da hipersuperficie 3(t) até (¢ + At), ndo se tem certeza de chegar ao mesmo

ponto espacial. Isso é devido a condigao
nQ, = —ag®V tVt = ;, (2.43)
onde Q, = V,t. O que é procurado é um vetor do tipo
t* = an® + g%, (2.44)

e dessa forma
t’Q, = anQ, + Q, = 1. (2.45)

Esta equacao é verdadeira para qualquer vetor 5. Este novo vetor é chamado de
vetor deslocamento, e agora o vetor t* é o que vai conectar dois pontos das mesmas
coordenadas espacias em hipersuperficies vizinhas. Pode-se entender o vetor deslocamento

como a projecao do vetor t* na hipersuperficie
Pyt® = (6% + nmy)(an® + )
=an®+ [ —an® (2.46)
= 5.
O vetor deslocamento é aquele que vai medir a quantidade pela qual a coordenada espacial

muda entre hipersuperficies. Considera-se agora a derivada de Lie de K, ao longo de t*
EtKab = Ean+,6’Kab - aEnKab + EﬂKab‘ (247)
Inserindo a equacao de Ricci (B.21) e reescrevendo a projegao de Rgpeq como

ndncveafybedfce = ’yCd’yeafodefce - ’Yeaﬁ)/befeg (248)
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e substituindo o primeiro termo da direita pela equacgao de Gauss (2.28) e o segundo termo

pela equacao de Einstein (2.7), obtém-se
1
'y Yy Rapee = Rap + K Koy — Koo K — 877 0 o (Tye — 595 T); (2.49)

onde T = ¢™T,;, é o traco do tensor energia-momento. Em seguida, é definido o tensor de

tensao espacial e o trago dele como
Sab = ’Ycanchd ) S = Saa' (250)
Assim, o ultimo termo da equacao (2.49) pode ser reescrito como

Y 897e9? Tyn = Yar (V9" — nIn") Ty,

(2.51)
= Vab(S - P)-
Inserindo esses resultados em (2.47) e obtém-se
LiKu = — DoDyo + (P Ry — 2K, K + K Kop)
(2.52)

1
- 87Ta(8ab - 57@6(5 - p)) + ‘CﬂKab?

a qual é a equacao de evolugao para a curvatura extrinseca.

A equagao de evolugao de 7y, pode ser achada usando as equagoes (2.26) e (2.45)

LiVap = —2aK 4 + E,Bf}/ab- (253)

O sistema formado pelas quatro equagoes (2.37), (2.42), (2.52) e (2.53) serd resolvido

para se obter a dinamica gravitacional de campos de matéria.

2.3.4 A Escolha de Vetores Base

Até agora, as equagoes covariantes deduzidas tem sido independentes das coorde-
nadas. Certamente a escolha de um sistema de coordenadas pode simplificar os calculos.
Seja uma base de vetores tridimensionais el (o subindice i = 1,2,3 faz diferenga para

vetores, e ndo para as componentes) que residem na hipersuperficie 3, tal que
Que(yy = 0. (2.54)

O quarto elemento da base vetorial é escolhido é €foy = 1" Como é preciso que estes vetores
de base conectem os mesmo pontos espacias em hipersuperficies vizinhas, serd usada a

condigao (2.45), resultando em
£ = efy = (1,0,0,0). (2.55)
Da equagao (2.54), obtém-se que

a 1 a
Qae(i) = —anae(i) = O, (256)
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e como e‘(li) sao os vetores que geram a hipersuperfcie 32, as componentes espaciais covariantes
do vetor normal sao nulas

Disso, resulta que n,* = 0, e usando (2.55) tem-se
B =(0,8"). (2.58)

Relacionando (2.44), (2.56) e (2.58) resulta em

ne — (1, —Bl) , (2.59)

a o«
e pela condicao de normalizacao, n,n* = —1 o vetor normal pode ser escrito como
ne = (—a,0,0,0). (2.60)

Se deseja-se obter as mudancas nas funcoes z* para observadores normais, obtém-se

T axz a
dz' = (895“) dx

= 8, (n%dr) (2.61)
dz' = an'dt,
ou seja,
do' = —p'dt. (2.62)

Assim, o significado do vetor deslocamento fica mais claro, mostrando que ele expressa a

variacao temporal das coordenadas espaciais em func¢do do tempo t.

Usando a inversa da métrica (2.19), e sabendo que g;; = v;;, tem-se

ab _ ab __ _a b _ —1/042 Bi/az
gy =7 = (ﬁj/aQ ~id _5iﬁj/a2) ’ (2.63)

de modo que a métrica covariante pode ser escrita como

— 2 l )
Gy = ( (07 +5lﬁ B@) 7 (264)
53' Vij
e o elemento de linha como
ds? = (—a? + BpY)dt* + 2B;dx'dt + ~i;da'da?, (2.65)
ou também
ds® = —a’dt* + y;;(da’ + Bidt)(dz’ + p'dt), (2.66)

entendida como a métrica na forma 3+1 (Figura 3).
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B {+dt

dx'+p3'dt ==y

on‘dt

|

Figura 3 — O teorema de Pitagoras no espaco-tempo 3+1 dimensional. O vetor normal
an® e o vetor temporal t* conectam pontos em duas fatias espaciais vizinhas.
O vetor (3 reside na fatia e mede a diferenca entre eles. O deslocamento dz®
conecta o ponto A em z na fatia t com o ponto B em z! + da’ na fatia t + dt.
(Baumgarte e Shapiro (2010), Fig.2.4)

Focando agora s6 nas componente espaciais, ja que n®vyq,, = n®Ky, = 0, isto é g
e K, sdo tensores puramente espaciais, ou seja eles residem na hipersuperficie 3. Além
disso, o fato de que K, pode ser visto como uma derivada temporal de 7., podem-se
ignorar as componentes 00 e 0¢ das equagoes deduzidas anteriomente. Assim, a equagao de

vinculo Hamiltoniano pode ser reescrita como
OR 4+ K? — Ki; K" = 167, (2.67)
e as equacoes de vinculo dos momentos como
D;(KY —4"K) = 875" (2.68)
As equagdes de evolugao para a curvatura extrinseca se tornarao
1
(?tKij = — DiDjOé + « |:(3)sz — 2KZkKkJ —+ KK”} — 81 |:Sl.7 — *’%;j(S — ,0)
2 (2.69)
+ B*DyKij + Ky D; * + Ky D; 3",
e para a métrica espacial

O conjunto de equagoes (2.67)-(2.70) é equivalente as equacoes de Einstein (2.7). Elas

também sao conhecidas como equagoes ADM.

2.3.5 O Gauge Polar/Radial em Coordenadas Esféricas

O proximo passo ¢ fixar um sistema de coordenadas de modo que consiga-se

simplificar o formato das funcoes o e 3*. A primeira suposicao é simetria esférica para o
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espago-tempo. Desta forma sao usadas coordenadas esféricas (t, 7,0, ) e assim, segundo
Misner e colaboradores [18], a métrica espacial tem a seguinte forma geral
a> 0 0
Vg =10 0*r? 0 : (2.71)
0 0 b*?sin?6
onde a = a(t,r) e b = b(t,). Impondo a condi¢ao de planicidade elementar [19] para

r =0, a qual diz formalmente que, dado um vetor de Killing

n*=(0,0,1) , 1, =(0,0,b**sin*0), (2.72)
associado a métrica (2.71), entdo para X = n,n*, tem-se que
(0,X)(0"X)
—_ =1. 2.73
x| (2.73)
Para a métrica (2.71) obtém-se a seguinte relagao
(0,X)(0°X) 1 [4r??
X = | T o), (2.74)
e no limite de, r — 0, encontra-se
0,X)(0*X b*(t,0
GX)N@ X)) _ VO gy 0) = (e, 0). (2.75)

4X r=0 CL2 (t, 0)

E preciso ter certeza que a coordenada r seja de tipo area, isto é, que uma superficie
de ¢ constante e r constante tenha area propria 4mr?. Isso serd satisfeito se b(t,7) = 1,

condi¢do conhecida como condigao de coordenada radial. Isto significa também que
a(t,0) =1, (2.76)

que é usada como condigado de contorno. A condigdo radial junto com a condicao de
planicidade elementar garantem que nao se formem singularidades conicas na origem. Com

estas escolhas define-se o gauge radial, para o qual 8% = 3¢ = 0. Tem-se entdo que

« a métrica espacial é ~;; = diag(a®(r,t), 72, r*sin?0),
« o vetor deslocamento ¢ 5° = (", 0,0),

o a fungdo a(t,r) tem que satisfazer a condi¢ao de contorno a(t,0) = 1.

Impondo a condi¢ao para « de fatiamento polar, definido como
K% = K¥¢,=0, (2.77)

resulta que o traco da curvatura extrinseca sera K = K",.. E isto implica que " = 0

Portanto, a métrica 3+1 com simetria esférica, pode ser escrita na forma simples
ds* = —a?(t,r)dt* + a*(t,r)dr? + r*(d9* + sin® 0dp?), (2.78)

conhecida como a métrica no gauge polar/radial.
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3 Equacoes de EKG no formalismo ADM

Neste capitulo sera discutida a modelagem, por meio do formalismo Lagrangiano,

do contetido de matéria no cenario gravitacional.

3.1 Acao de um Campo Escalar sem Massa

O colapso gravitacional de um campo escalar sem massa pode ser estudado aco-
plando ele minimamente a gravidade e analisando a evolucao temporal das equagoes de
movimento do sistema gravitacional. A agdo que descreve esse processo é dada por [6],
[14], [20], [21].

S = / (Lo + anLar)d e, (3.1)
onde ay; é uma constante de acoplamento entre a matéria e a gravidade, L, é a den-

sidade Lagrangiana que descreve o contetido de matéria e L4 a densidade Lagrangiana

gravitacional e pode ser escrita em termos do escalar de Ricci como

Eya— (3.2)

Le=16n

3.2 Tensor Energia-momento para um Campo Escalar sem Massa

O tensor Energia-momento e as equagoes de campo de Einstein podem ser obtidos

fazendo a variacdo da acdo S (3.1) com respeito a métrica g*

05

=0 3.3
5gab ( )
obtendo desta forma o tensor de Einstein
0Lg 1
=Gy = Ry — —gup R 3.4
S b b= 5Yab (3.4)
e o tensor energia-momento do conteido de matéria
1 0L
Ty = — M M (3.5)

8T /=g dge
No caso do conteudo de matéria ser um campo escalar ¢, a densidade Lagrangeana

serd Ly = Lgr e é dada por

Lor = —5v/7g(eg" VbVt + 2V (9)) (36)

de modo que a ag¢ao do campo escalar minimamente acoplado a gravidade, teria a forma

seguinte

1 1
§= [ d'av=g| R~ 520" VusVuo ~ V(9)]. (3.7)



Capitulo 3. Equagoes de EKG no formalismo ADM 17

onde € = 41 corresponde ao campo escalar usual (padrao, com energia cinética positiva),

e ¢ = —1 corresponde ao campo phantom [6]. Também pode-se escrever
1
V(9) = 5m™0" + Vi (3.8)

onde m é a massa do campo e V,,; ¢ o potencial de interacao.

O tensor energia-momento para um campo escalar seria, pela definicao dada, escrito

da seguinte forma

2 0Lsp
V=g 69

onde para o caso de um campo escalar ay; = 16m. Substituindo a equacao (3.6) em (3.9)

Tab = - (39)

resulta em
T,= 20 {—W_(s ‘A .oV ¢+2v<¢))]
ab _\/— 2 g c d

5ngV OVap + 2V (¢ )) + \/_ gab (é‘ngV PVap + 2V(¢))] (3.10)

7 i
\/1__9 [—2\/—_ggab (c9'VepVao + 2V (9)) + 6\/—_9Va¢vb¢}

1
= - §Egabvc¢vc¢ - gabV(¢) + EVQ¢VI;¢,

onde foi utilizada a identidade 6 /—¢g = —%\/—ggabégab = %\/—ggab(Sgab. Como para
este trabalho foi escolhido analisar um campo escalar sem massa e sem interagao, isto é

V(¢) =0, o tensor energia-momento pode ser escrito como

1
Ty = =569V OV e +eVad Vi (3.11)

3.3 Equacao de Klein-Gordon

Além das equagdes de Einstein que governam a dindmica do campo gravitacional
precisamos obter a equacao que governa a dinamica do campo escalar. Essa equacao pode
ser obtida pela variagao da agdo S (3.8) com respeito a ¢ e é conhecida como equagao de

Klein-Gordon. Desta forma

oL )
= (~3 V3" usVis + 2V (9)))
Vi (3.12)
=V
e por outro lado

355}7 a 1 b
_ =gV + 2V

o = T ng)( SVEIEVOVi0+ 2V (9))) 519

= _8\/__gva¢7
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pode-se usar as equagoes de Euler-Lagrange para obter-se a equacao de Klein-Gordon

substituindo

dV () a
Vg = Ve(mevmaveo)
= —eV.(vV=9)V — e/—gV, VO
1
= 53¢V —99"Vagoe V¢ — ex/—gV V"

= —&v _gvava¢:

(3.15)

obtém-se

dv (o)

do
onde foi utilizada a identidade V,/—¢g = —%\/—ggbcvagbc = %\/—ggbcvagbc, de forma
analoga como na dedugao da equagao (3.10), e também V,g,. = 0. Como V(¢) = 0, se

eV, V¢ = (3.16)

cumple que
V.V =0 (3.17)

tanto para € = +1 ou € = —1. Isto é, o campo escalar, seja padrao ou phantom, satifaz a

equagao de Klein-Gordon.

Reescrevendo (3.17) usando a seguinte identidade [15]

1

a __ 1/2y,a
V, Ve = |g|1/28a(]g] 2y ) (3.18)

onde g ¢é o determinante da seguinte métrica

Jap = diag(—a?, a®,r* r?sin® ), (3.19)
cuja inversa é
=diag(—a"%,a %7 r ?sin"20) (3.20)
pode-se obter que
= V,(9"9)
= va(gabab¢>
1 2 : ab
= mﬁa(aar sin 0g*’ Oy¢)

= 0, (ozar2 sin @ - _1(9t¢) + 0, (aar sin@ - qu))

— 1%, ( am) Lo, ( ¢)

Entéao, a equagao de Klein-Gordon para a métrica (3.19) é dada por

) (Z@tgb) - :2& <r2‘;‘a,¢) . (3.21)
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3.4 Equacoes de EKG+ADM no Gauge Polar Radial

As equagoes de Einstein-Klein-Gordon precisam ser escritas de forma conveniente
para o tratamento numérico das suas solugoes. Isso pode ser feito usando os campos

auxiliares introduzidos por Choptuik [§]

a(t.r
O(t,r) = 0.0(t,r) , I(t,r) = M@tqﬁ(t,r). (3.22)
As equagoes dindmicas de EKG podem ser substituidas por duas equagoes diferen-

ciais parciais acopladas de primeira ordem (no espago e no tempo)

0,P = 0, <‘;‘H> , (3.23)
1 e
ol = 50, <7~ a@) . (3.24)
A densidade de energia
p=ntn"T,, = a?Ty, (3.25)

pode ser escrita usando a substituicao dos campos auxiliares, a qual resulta em

®2 + 112
E——.
2a2

p= (3.26)

Neste sistema de coordenadas, K = K", e, por tanto, a equacao de vinculo

hamiltoniano (2.67) ¢ reduzida a

®R = 167p (3.27)
A escolha do gauge polar/radial implica que o escalar de Ricci associado com 7;; seja
4 (Oa a®>—1
COr=_"_|[=Z 3.28
ra? ( a + 2r ) ’ (3.28)
Finalmente usando (3.26), (3.27) e (3.28) o vinculo hamiltoniano é
da a*—1
- = 2mre(P* + IT? 3.29
o ome(@? 4TI, (329)

que deve ser satisfeito em cada hipersuperficie.

Impondo a condicdo de fatiamento polar K% = K ¥, = 0 para todos os tempos,

implica que 0;Kpy = 0 e desta forma, usando (2.69)
0oy = —DyDypax + o) Rgy + 4max [1(S — p) — 24| = 0, (3.30)

resultando em p 9 )
) (3.31)

0% a T

O sistema formado pelas equagdes de movimento de ambos os campos, (3.23),

(3.24), (3.29) e (3.31) formam as equacoes de Einstein-Klein-Gordon para a métrica (3.19).
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4 Métodos numeéricos

As caracteristicas das equagdes de EKG tornam extremamente dificil a sua solugao
por métodos simbodlicos. Por isso, o uso de técnicas de solu¢do numérica de equagoes

diferenciais ¢é a alternativa disponivel no momento.

4.1 Diferencas finitas

Para resolver as equagoes (3.29) e (3.31), é usado o método das diferencgas finitas.
Este método é usado para resolver equacgoes diferenciais. Ao invés de resolver as equacoes
analiticamente, a fungdo ¢ discretizada em um intervalo de N passos. Existem trés tipos de
defini¢oes das diferengas finitas: progressiva, regressiva e centrada [22]. Com as diferengas
finitas progressivas pode-se obter uma aproximacao de f’(xy) em torno de xg e o+ h > x.
Com as regressivas, em torno de xg — h < xg e z¢. E a partir das anteriores, podem-se
obter as diferencas finitas centradas, que a diferenca das primeiras, que tém um erro de
truncamento h, a tltima tem um erro de truncamento k2, a qual tem major precisdo, e

sera usada neste trabalho.

Seja f(x) uma fungao de uma variavel, € [Zyin, Tmaz|, que serd representada por
uma grade numérica

x; = xo + 1Az, (4.1)

onde 7 é um numero inteiro e Az é chamado de célula. Ela define a resolugao da grade e

¢é assumida constante de modo que

Xz — Tmi
A — max mzn. 4'2
= D min (42)

Esta grade ¢ do tipo centrada no vértice com ¢ =0, ..., N e tendo N + 1 pontos.

Os valores que toma a fungao f(z) na grade de pontos x; sdo expressados como
fi = f(z;). As expressoes das diferengas finitas podem ser derivadas usando expansoes de
Taylor em torno do ponto z; usando as vizinhancas x;,; € x;—;. Um exemplo da expansao

+

é dado por
firn = fi+ (Ax) ' + 2(A:v> f'i +0(A7?),
fi=Ii, (4.3)
fior=fi— (D) f'i+ 5 (Aw> f'i +0(A).

Usando a primeira e terceira equacao tem-se uma equacgao para a primeira derivada de
f(z) dada por

/ fz+1 fz 1
fi= T 0(aa?), (44)
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Supondo ', = 0, e que para uma funcao f no ponto (t,7) = (n - At,j - Ar), serd
introduzida a notagao f(n - At,j-Ar) = fi'. Agora as derivadas de f com respeito a t e r

sdo aproximadas na forma

(0n1)} = L+ O,

frrt _ pnl )
n ~ ?J J
(Ouf)} ~ “on O(At?).

Outro modelo possivel de grade é o do tipo centrada na célula
Tip1/2 = Tmin + (1 + 1/2) Az, (4.6)

para i =0,..., N — 1 tendo N pontos, com a qual tem-se as seguintes expressoes
n41/2 n+1/2
f — J

Ar

(0, f)} 11 ~ =2
1/2 fn_l/Z - 7'1_11/2 2
(O f)i1)s = = —— +O(Ar?),
e Ar (4.7)

n+1 n

n i+1/2 — Jj+1/2
(Ouf)jajs 2 PR 1 O(AF),

+ O(Ar?),

n n—1
ny2 _ Fisye = fi 2
(atf)jfl/Z ~ At + O(At )7

também considerando os operadores médios
n 1 n n
[y = 5 (fjil + fj) + O(Ar?),

ntl/2 1 ntl n 2 <4.8)
[ S (£ 4 1) + O(Ar),

Partindo dessas defini¢oes pode-se discretizar as equagoes de EKG usando as

diferencgas finitas. As equagoes (3.23) e (3.24) teriam as formas

+1 -1
(I);L —(I);L _ 1 Oz?+1 n _%HTF (49)
9At 207 [aft T an T |
€
+1 -1
-1t 3 > i 2 Yo (4.10)
2At rig =iy [ TThan T e Y .

respectivamente, onde foi usada a identidade =20, = 30,s para a equacao de evolucao de

IT e o passo associado com a derivada ¢é r? .1 —r?_,, onde o expoente 3 é “r ao cubo” e nao

-1
n = 3.

Pode-se discretizar também a condigao de fatiamento polar/radial (3.31). Primeiro,

escrevendo a equagao como

n+1
o Oa a®>—1

— 0. (4.11)
a a r j+1/2
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Usando as diferencas finitas e os operadores médios para obter
ntl _ ontl g

2
1 n+1 n+1 n+1 n+1
Qi —Q 5 (aj + ajH)] 2 (ajJrl — aj )

1 .
J 4 - (Oéﬁrll + a;.“rl) [2 " Ar (a?ill + a;.H'I) = 0.

Ar 2
(4.12)

Depois, para resolver as equagoes de vinculo hamiltoniano (3.29), é introduzida

uma nova variavel

A} =Inaj (4.13)

e assim obter

Jj+1

A -4y e (AR + A7) -1
A?" 2Tj+1/2 (414)

(gt 4 [ ()

- 27T€Tj+1/2 {

4.2 Coordenadas SinhSpherical

Uma mudanca de coordenadas serd necessaria para lidar com os limites de r
pequeno e r grande. Uma proposta é usar as coordenadas SinhSpherical. O que estas
coordenadas fazem ¢é virar a densidade de valores de r perto da origem major que a
densidade de valores perto do valor méximo de r (ver Figura 4). Assim, pode-se obter uma
alta resolucao perto da origem, ajudando a detectar a possivel formagao de um horizonte

de eventos.

Inicialmente, o sistema de coordenadas é descrito pelas varidveis z° = (x1,x2, x3)
com intervalos [0, 1], [0, 7] e [—m, 7], respectivamente. Fazendo a mudanca de variavel e

relacionando as coordenadas iniciais com as coordenadas esféricas usuais (r, 6, ¢) tem-se

. si‘nh (’1‘5) |

sinh (E) (4.15)
0 = x2,
¢ = x3,

onde A e w sdo parametros livres. Este sistema de coordenadas é chamado de coordenadas
SinhSpherical ou coordenadas esféricas seno hiperbdlicas. O valor de A corresponde a
Tmaz, j& que para x1 =1, r = A. O parametro w muda a densidade da amostra perto de
valores pequenos de 7, ja que o interesse estd na regiao perto da origem. As equagoes em
(4.15) nao sao covariantes por transformagao de coordenadas, entao é preciso um ajuste

adequado, com x1 = x

W sinh (%)
= Aoz <% 0. (4.16)

P écosh (?) p
W ginh (@
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|

| I , | ; ! : I I ol |
| x1; x1, x13 x1; x1; x1g x1+4 1

I | | | ! ! : ' I

I T T T T L : ! I

L 1 To T3 T4 s s 0 Fmax = A

|

T = | ‘

:rITQ rs Tq4 Ts I'e r7 I'max = A

0

r(A, w = 0.5)

r(A,w=0.3)

Figura 4 — Ilustracao da estrutura da grade para as coordenadas SinhSpherical. O primeiro
eixo mostra a coordenada x1, os outros eixos correspondem a coordenada radial
7(Tmaz, w) usando (4.15). (Werneck e colaboradores (2021), Fig.1)

Dessa forma as equacoes de evolugao se tornam

oy d

011

Oy«

(67

a

w sinh () ) (

B A cosh (%) ’

w sinh (%

)

«

a

B A sinh? (%) cosh (

0ya a’>—1

a w tanh (1) B

2me

2

w sinh? (

4.3 O Codigo SFcollapselD

1

w

)

sinh (

w

x) cosh (

T
w

) (@2 +11).

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

O SFcollapselD é um cédigo aberto que usa a linguagem de programacao em C++

que resolve as equagoes de EKG no formalismo ADM no gauge polar/radial. O modo

como o SFcollapselD funciona é comecando pela escolha do valor inicial do campo escalar

o(t,r), isto é ¢(0,7), que logo depois esta condigdao inicial tem que ser satisfeita pelos

campos auxiliares. Usando os valores iniciais de ® e II, o cédigo resolve a equacao de

vinculo Hamiltoniano e a condicao de fatiamento polar para obter os valores de a e «,

respectivamente. Outros detalhes do c6digo podem ser obtidos no artigo de Werneck e

colaboradores [23].
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4.3.1 Condicdes de Contorno
4.3.1.1 Condicdes de Contorno Internas

Seja uma funcao escalar f(t,r) com simetria esférica, isto é f(t, —r) = f(¢,r), o
qual implica
ft, —Ar) = f(t,+Ar). (4.21)

Essa condigdo pode ser reescrita na forma de condi¢do de contorno como
flt,+Ar) — f(t,—Ar) =0 = 0.f(t,r)]r=0 = 0. (4.22)

Este tipo de condicao ¢ chamado de condigao de contorno de Neumann. E como as

variaveis principais evoluidas sao fungoes escalares, devem ser satisfeitas as condigoes

9y Plr=0 = 0, (4.23)
dpatlp—g = 0, (4.24)
dyat,—o = 0. (4.25)

Das defini¢oes de ® e II, junto com as condig¢oes de contorno acima resultam
®(t,00)=0 , 0.I|,— =0. (4.26)

A funcdo a(t,r), por outro lado, esta restrita na origem devido a escolha do gauge
polar /radial, lembrando que
alt,0) = 1. (4.27)

4.3.1.2 Condicoes de Contorno Externas

O uso das diferencas finitas centradas na célula tem que ser feito com cuidado,
ja que pode acabar precisando usar pontos que estao fora da grade. Entdo, o esquema é

adaptado e faz uso de diferencas finitas regressivas no ponto radial extremo, isto é

3y A+

0.1)1 = + O(Ar?),
apn_ fﬁfl L e (4.28)
(atf)? =2 2]At ! + O(AtQ).

Para o campo escalar, serd imposta a condicao de contorno de radiagao viajante
para o infinito. Ela vem do caso para o qual o campo escalar propaga-se sem estar
acoplado a gravidade, isto é, a equacao de onda em simetria esférica. A solugao geral para
a equacao de onda esfericamente simétrica em coordenadas esféricas é
Ft—r)+G{t+r
o(t.n = =TGR (1.20)

r
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onde F(t — r) representa uma onda viajante para infinito e G(¢ + r), uma onda viajante
para origem. Impondo que nenhuma radiacao adicional ingresse ao dominio computacional

no contorno externo, a seguinte condicao deve ser satisfeita [24]

(@e[re(t, )] + Oplré(t, r)]) lr=rpnes = 0. (4.30)

Esta condicao é imposta ao campo escalar, e logo depois calculam-se @ e II pelas defini¢oes

dos campos auxiliares (3.22).

As condigoes de contorno externas impostas para as funcgoes a e a sdo

lim a — 1, (4.31)
700
lim oo — 1, (4.32)
r—00

em outras palavras, planicidade assintética. Para garantir que a condigao para a fungao
lapso « seja aplicada, é realizado o rescaling da funcgao lapso segundo Choptuik [24], o

qual multiplica a o na hipersuperficie ¥ de ¢ constante por

k = min (C”) (4.33)

0<7<J \ @
A equagao de fatiamento polar (3.31) é homogénea em «, ja que se o é multiplicado por
uma constante, neste caso k, a equacao ainda é satisfeita. O rescaling garante que as sinais
nao se propaguem mais rapido que a velocidade da luz, impondo a(t, Tmas) = a(t, Tmaz)-
4.3.2 Condicdes iniciais

A condicao inicial para o campo escalar é uma fungao gaussiana com velocidade

Z€T0,

6(0,7) = nexp [—
0y¢(0,7) = 0,

=],

62 (4.34)

onde 1 e § sdo parametros fixos, o pardmetro 7 é a amplitude do pulso inicial que varia
com cada execucao do cdédigo. E este pardmetro n que foi mencionado na introducgao, para
o qual procura-se achar o valor critico 7, que divide as solu¢oes de formacao de buracos

negros das que dispersam-se.

Em termos dos campos auxiliares ® e II, a condicao inicial é

®(0,r) = —QO‘gﬁnexp [—(T;;())Q] ,

(4.35)
I1(0,7) = 0.
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Para obter os valores iniciais de a e a é preciso resolver as equagoes de vinculo. Segundo

Baumgarte [25] vai ser adotada a condigdo g = 0 e § = 1, entdo

$(0,7) = nexp (—r?),
®(0,7) = —2rnexp (—r?), (4.36)
I1(0,7) = 0.

Com estas condigoes é garantido que ® é zero e suave na origem.
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5 Resultados e Discussoes

As instrugoes para poder utilizar o coédigo SFcollapselD podem ser achadas em

[10]. Para a execugao do cédigo é preciso um compilador C++.

Apos descarregar o codigo e seguir as instrugoes, € preciso introduzir o pardmetro

€ nas equagoes onde ele aparece, isto é

®2 + 117
O, 21
T T onpe (9 4 I (5.2)

a 2r

Primeiro, ¢ é introduzido na pasta \SFcollapselD-master\src no arquivo macros.hpp

na linha 36 do cédigo para o campo escalar padrao.

1 /*Set value of epsilonx/

2 #define EPSILON (+1)

E para o campo escalar phantom.

1 /*Set value of epsilonx/

2 #define EPSILON (-1)

Como o parametro € aparece na equagao da densidade de energia (5.1), deve ser
introduzido na pasta \SFcollapselD-master\src no arquivo utilities.cpp na linha
605 do codigo

1 /* First compute the energy density */

SQR( Phil[j] );

SQR(C Pil[j]1 );

SQR( aljl );

0.5 * EPSILON * ( Phi_sqrd + Pi_sqrd )

2 const real Phi_sqrd

3 const real Pi_sqrd

4 const real a_sqrd

5 const real rho

/ a_sqrd;

O parametro € aparece também na equagao de vinculo Hamiltoniano (5.2), e deve
ser introduzido na pasta \SFcollapselD-master\src no arquivo evolution.cpp na linha
337 do codigo
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1 #if ( COORD_SYSTEM == SPHERICAL )

2 const real PhiPiTerm = 2.0 * EPSILON * M PI * midxO0 * (
PhiSqr + PiSqr );

3 const real half_invr = 0.5 / midxO0;

4 #elif ( COORD_SYSTEM == SINH_SPHERICAL )

5 const real PhiPiTerm = 2.0 * EPSILON * M_PI * (SQR(sinhA) *
inv_sinhW) * sinh(midxO*inv_sinhW) * cosh(midxO*inv_sinhW)

/ SQR(sinh_inv_W) * ( PhiSqr + PiSqr );

6 const real half_invr = 0.5/( sinhW * tanh(midxO*inv_sinhW) );

Agora o codigo estd pronto para ser usado. Os pardmetros que o cdédigo precisa

para iniciar a computacao e dizer se o campo escalar colapsa ou dispersa sao cinco:

e N {r}, que é o nimero de passos N.

o r_{max}, que é o valor maximo de r das coordenadas SinhSpherical, 7,,,, = A.

t_{final}, que é o tempo para o qual procura-se que o cdédigo rode, porém o cdédigo

pode parar antes do esperado se houver colapso.

e sinhW, que vem das coordenadas SinhSpherical e que vai muda a densidade da

amostra perto da origem.

e phi_{03}, que é a amplitude inicial de ¢(t, ), isto é n.
O exemplo sugerido por Werneck em [10] propoe compilar no terminal o caso
$ ./SFcollapselD 200 10 10 0.2 0.3
Isto significa que:
N_{r}=200, r_{max}=10, t_{final}=10, sinhW=0.2, e phi_{0}=0.3.

Werneck mostrou que o colapso acontecia entre o limite 77,40, =0.3364266156435
e Norte =0.3364266156436. Entao, serao mostrados os resultados obtidos usando valores

de n iguais a 0.05 e 0.6, para os regimes fraco e forte, respectivamente.

Nas proximas figuras sao mostrados os gréficos das fungoes ¢(t,7), a(t,r), a(t,r) e
M(t,r) em funcao da coordenada r, onde M(t,r) é definida analogamente & métrica de
Schwarzschild

2M 2M
1= (1= M) e (12
T T

1
dr® 4+ r*(d6” + sin® 0dy?) (5.3)
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para G = ¢ = 1. Em comparagao com a métrica 3+1 (2.78)
ds® = —a?(t,r)dt* + a*(t,r)dr? + r*(d6* + sin® 0dyp?) (5.4)

pode-se dizer que

1
1 _ 2M(t,’f’)

T

— M(t,r) =

a’(t,r) =

[1 — ] (5.5)

N3

a qual é chamada fun¢ao aspecto de massa [12, 26].

Serao apresentados em um mesmo grafico cinco instantaneos de uma mesma funcao
em cinco instantes distintos usando diferentes cores. Comegando pelo instante inicial
t = 0.00s, as cores usadas na seguinte ordem sao: azul, ciano, , e vermelho

(em analogia as cores do espectro visivel).

5.1 Evolucao do Campo Escalar Padrao - ¢ = +1

5.1.1 Regime fraco- $ ./SFcollapselD 640 64 10 0.15 0.05

1072

ol =000
i =170 |
t=3.39
—4 1 t=500] |
! — 1=6.79]
—6 | | | ]
0 1 2 3 A 5
T

Figura 5 — Evolugao do campo escalar, ¢(t, ), para diferentes valores de t.

Pode-se observar que o valor de n=0.05 concorda com o valor de ¢(t = 0,7 = 0). O
campo oscila nos instantes iniciais e em seguida dispersa. Esse comportamento é condizente
com o valor de 7 muito menor do que o valor critico. A partir de ¢t = 6.79 o grafico nao

muda e o campo é nulo.
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1
0.995 8
0.99 -
=
T
0.985 -
—t=0.00
—1t=1.70
0.98 - —1=3.39 |
—1=5.09
—1t=6.79
I | I | I | I | I
0'9750 1 2 3 4 5

Figura 6 — Evolugao da funcao lapso «(t,r) para diferentes valores de t.

1.005 ‘
—1¢=0.00
—1t=1.70

1.004 —1=3.39 |
—1t=5.09
—1t=6.79

1.003

a(t,r)

1.002

1.001

Figura 7 — Evolugao de a(t,r) para diferentes valores de t. Mais um grafico onde pode-
se observar dispersao. Para valores de t > 6.79 o grafico tende a 1, isto é,
planicidade assintoética.

Esses segundo e terceiro gréaficos (Figuras 6 e 7) também indicam que aconteceu
uma dispersao do campo, ja que pode-se observar que a partir de t = 6.79, a e a se
aproximam de 1 pela condi¢ao de planicidade assintotica e o espaco-tempo pode ser

interpretado como o de Minkowski.
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1072
1 w I
—t=0.00
—1t=1.70
08 |—1t=3.39 -
—1=15.09
—1=06.79
06
L‘\
= 0.4+
0.2
00

Figura 8 — Evolugao da fungao aspecto de massa M (t,r) para diferentes valores de ¢.

A funcao aspecto de massa também indica a dispersao do campo. Usando a equagao
(5.5): a(t,r) > 1 = M(t,r) — 0. Isso indica que a regiao central do espago-tempo vai

se esvaziando enquanto o campo se afasta.

5.1.2 Regime forte - $ ./SFcollapselD 640 64 10 0.15 0.6

0.6
0.4 |
0.2 |
S
= 0
=
— 1t =0.00
—0.2 —t=1.36|
—t=2"71
—t=4.07
—04 — t=551]
---r=~0.95
—0.6 ‘ ‘ ‘ ‘
3 4 5)

Figura 9 — Evolucao de ¢(t,r) para diferentes valores de t.
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Na Figura 9 o valor de n = 0.6 é condizente com o valor de ¢(0,0). Pode-se
observar que com o avango do tempo, o campo escalar comeca se concentrar na regiao de
r < 0.95', enquanto na regido exterior o campo vai tendendo a zero. Este comportamento
é condizente com o esperado para o valor de n maior do que o valor critico. O colapso do

campo aconteceu em um tempo menor que o previsto.

1 .
0.8 5 .
0.6 : |
£ :
5 |
0.4 : —t=0.00 | |
I E — =136
. —t=2.11
021 — 1t =4.07 |
— t =551
I -1 =095 |
% 1 2 3 4 5

—t=0.00] 1
—1t=1.36|
—t=2711 |
—t=4.07|
— ¢t =2>5.511| |
---r =095 |
3 4 5

Figura 11 — Evolugao de a(t, r) para diferentes valores de t. Com o avango do tempo, a
funcao cresce para o infinito em r &~ 0.95. Neste caso, a condicao de planicidade
assintotica também é satisfeita.

1 Na verdade, o valor obtido nos dados gerados com a compilacdo do cédigo é 9.447838755691417e-01.

Todos os dados podem ser achados na pasta \SFcollapselD-master\out
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Nas Figuras 10 e 11 observa-se que o comportamento de « e a, respectivamente. A
funcao lapso o mede a relagao entre o avanco da coordenada temporal e do tempo proprio
(2.16). Entao pode-se observar que quando o — 0 e a — oo, o critério de formagao de
um horizonte de evento é alcangado. Isso acontece em r =~ 0.95, indicando a posi¢ao do
horizonte de eventos de um buraco negro esfericamente simétrico. Para valores maiores da

coordenada r a condicao de planicidade assintética ¢é satisfeita.

1 ‘
—t=0.00] |

—— t=1.36
0.8 =271 ]
t=4.07] |

— =551
06 PR 095 ]

&'\

= 04 |
0.2 .
0 2 3 4 5

Figura 12 — Evolugao de M (t,r) para diferentes valores de ¢.

Na Figura 12 observa-se que a funcao de massa esta evoluindo para um valor
M = 0.48 para distancias maiores que r ~ 0.95 que marca a posi¢cao do horizonte de
eventos. Esse valor é condizente com a relacao (5.5) satisfazendo a condicao rp ~ 2M

quando t > tg.
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5.2 Evolucao do Campo Escalar Phantom - ¢ = —1

5.2.1 Regime fraco- $ ./SFcollapselD 640 64 10 0.15 0.05

1072

o — +—000]]
I —t=170] |
—+-339
—4| 4 =509 |
! — t—6.79]
=6 | 1 | 9 | 3 | 4 | 5
T

Figura 13 — Evolugao de ¢(t,r) para diferentes valores de t.

Na Figura 13 é apresentado o comportamento do campo escalar phantom. Seme-
lhantemente ao caso do campo escalar padrao, para n = 0.05, o campo phantom oscila e se

dispersa em direcao ao infinito espacial. Esse comportamento ja era esperado nesse regime.

1.005

Figura 14 — Evolugao de «a(t,r) para diferentes valores de t.
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1.005
1
0.995 |- |
_ I ]
= 099 |
3 | ,
0.985 |- —t=0.00] |
I —t =170 |
=339
0.98 | —t=5.00] |
i —t =679 |
0975, 1 2 3 4 5

Figura 15 — Evolugao de a(t, r) para diferentes valores de ¢.

Nas Figuras 14 e 15 observa-se o comportamento das componentes da métrica « e
a. A diferenca principal em relacdo ao caso padrao aparece no comportamento das fungoes
na origem do espago-tempo. Ambas as fungoes se afastam da origem mantendo o valor
fixo em 1. Do mesmo modo que o campo padrao, a condic¢ao final da evolugao resulta no

espago-tempo de Minkowski, pela condi¢ao de planicidade assintética.

1072
0.5
0
_ —05) .
g.\
= 4l |
—¢=0.00 |
—t=1.70
15] |—t=3.39 i
—t=5.09
—t=6.79 1
_2 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5

Figura 16 — Evolugao de M (t,r) para diferentes valores de t.

Para o caso do campo phantom a funcado de massa apresenta um comportamento

bastante diferente do caso padrao como pode ser visto na Figura 16. J& que a(t,r) < 1
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nos instantes iniciais da evolugao isso conduz a um valor de M (¢,r) < 0. Contudo isso nao
¢é surpresa pois pode ser entendido como a influéncia do sinal negativo ao termo cinético

na densidade Lagrangiana.

5.2.2 Regime fraco estendido - $ ./SFcollapselD 640 64 10 0.15 0.6

0.6

0.4 |

0.2 |

_ |
= 0

\@ |

_02] —1=000]

i —t=170] |

t =339

—0.4p t =509 |

! — t—6.79]

—0.6, | 1 | 9 | 3 | 4 | 5

T

Figura 17 — Evolugao de ¢(t,r) para diferentes valores de t.

A Figura 17 mostra o comportamento do campo phantom para um 7 significati-
vamente maior e nao sao observadas caracteristicas do colapso do campo. Ele dispersa
de modo semelhante ao regime fraco mas com amplitude maior. Foram usadas outras
amplitudes de 0.00 até 1.00, mas os resultados obtidos usando o c6digo, que nao sao
mostrados aqui, foram dispersao do campo. Podem-se compreender esses resultados como
uma caracteristica expansiva do campo phantom que acaba sendo dominante em relagao

ao aspecto atrativo da gravidade.
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1
0.8
0.6 -
R
T
0.4
02} |—1t=3.39 :
—1t=>5.09
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Figura 18 — Evolugao de «(t,r) para diferentes valores de t.
1
0.8
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02+ —1t=23.39| -
—1t=>5.09
I —t=06.79 |
| | | |
O0 1 2 3 4 5}

Figura 19 — Evolucao de a(t,r) para diferentes valores de t.

Nas Figuras 18 e 19 observa-se o comportamento das componentes da métrica «
e a. A diferenca principal em relagao ao regime fraco apresentado anteriormente é que
a < 1ea <1 para valores de r mais distantes da origem. Novamente, ambas as fungoes
se afastam da origem mantendo o valor fixo em 1. Do mesmo modo que o campo padrao,
a condicao final da evolucao resulta no espaco-tempo de Minkowski, pela condi¢ao de

planicidade assintotica.
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0
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Figura 20 — Evolugao de M(t,r) para diferentes valores de t.

A Figura 20 mostra a funcao de massa para esse regime. Como o valor da amplitude
inicial 7 ¢ muito maior obtém-se valores de massa mais negativos. Contudo, como nao
aconteceu o colapso, esse valor tende a zero com o passar do tempo, conforme o campo se

afasta da origem.

Esse tltimo resultado revela um aspecto interessante do campo escalar phantom.
Pelo menos dentro do intervalo de parametros testados neste trabalho, nao foi observada a

existéncia de um 7.

5.3 Discussoes

Resumidamente, todos os resultados obtidos para o campo escalar padrao “e = 417
sdo condizentes com aqueles apresentados na literatura existente [1, 23]. Isto quer dizer

que a generalizacao realizada no codigo e nos parametros foi bem implementada.

Por outro lado, no caso do campo phantom “c = —1” os resultados foram muito
interessantes. Primeiramente, o fato de que o campo phantom nao colapsou para os
parametros impostos, em geral para valores desde n = 0.00 até n = 1.00, revelando a nao
existéncia de um parametro critico 7, no intervalo avaliado. Além disso, ele, geralmente,

dispersa mais rapido que o campo escalar padrao fraco.

Inicialmente, pode-se pensar que isto acontece devido a natureza repulsiva do
campo phantom. Nao obstante, quando as equacoes do formalismo ADM foram deduzidas,
pode-se observar que para “c = —1”

H2 + 12
e

5~ <0 (5.6)

p:
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e segundo a equacao de estado p = wp, com w < —1 resulta em
p<0 = p>0 (5.7)

o qual é oposto ao assumido, isto é, uma natureza expansiva, em vez disso obteve-se uma
natureza atrativa. Contudo, campos escalares com densidade de energia negativa, p < 0,
sdo chamados campos escalares ghost, segundo Sushkov [27] e Kodama [28], os quais, na
densidade Lagrangiana, além de se trocar o sinal do termo cinético, troca-se também o
sinal do potencial. Entdo, o campo escalar phantom sem potencial é um caso particular do

campo escalar ghost.

Outro aspecto que ajudaria a entender a nao formacgao de buracos negros pelo
colapso de um campo escalar phantom é discutida em [6]. Neste artigo, segundo Bronnikov

e Fabri, a métrica para um buraco negro regular phantom tem a forma

dxz
ds® = A(y)dt? —
00U = 40

onde ele usa a convengao de sinais (+, —, —, —) ao invés de (—,+,+,+) como é usada

— 72(x)(d6* + sin® dp?) (5.8)

neste trabalho. Esta métrica ¢é estatica, portanto pode ser interpretada como o estagio final
da evolugao do campo escalar, isto é t — oo. Bronnikov também apresenta as seguintes

equacoes de EKG

(Ar?¢') = er’dV/dg (5.9)
(A'r?) = —2r*V (5.10)
2r" Iy = —e¢? (5.11)
A(r?) —r? A" =2 (5.12)
para as quais ' denota d/dx e também V = V(¢), r = r(x), A = A(x) e ¢ = ¢(x). No
artigo, Bronnikov usa a seguinte relagao para a coordenada radial
r=02+M)Y2 | X =const >0 (5.13)
Comparando com o caso aqui estudado tem-se A = 0, entao
d 2
ds? = A(r)di® — AZT) — 12(d6? + sin® dp?) (5.14)
além disso o sistema de equagoes acima teria a seguinte forma, junto com V(¢) = 0,
(Ar?¢’) =0, (5.15)
(A'r?) =0, (5.16)
21 [r = —e¢?, (5.17)

A(r?) —r? A" = 2. (5.18)
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Da equagao (5.16) pode-se calcular

AIT‘Q = Cl
C
A, — ﬁ
hmy
r
o qual, fazendo uma analogia com a funcao a(t,r)
1 2M Ch
=1 A(r) = Cy — X 5.1
a?(t,r) r (r) =, r (5.19)

que quer dizer que é compativel com a planicidade assintética, seja campo escalar padrao
ou phantom. Havendo deduzido (6.19), a nao formagao de um buraco negro ¢é justificada.
Ja que Bronnikov afirma que o campo phantom nao colapsara formando um buraco negro
se tem-se planicidade assintética, mas pode acontecer sim se for assintoticamente AdS ou
dS, por exemplo. No caso de planicidade assintética , o que pode acontecer é a formacao
de um buraco de minhoca de Ellis ou drainhole [29], isto é V =0e A =1 parat — oo
(solugdo estatica). Contudo aqui recupera-se o espago-tempo de Minkowski pois o raio da

garganta do possivel buraco de minhoca é zero ja que foi feito A = 0.

Além dos resultados mostrados na se¢ao anterior, foram feitas mais duas compilagoes
com outros parametros, e que podem se visualizadas escaneando os cédigos QR mostrados

embaixo.

(a) $ ./SFcollapselD 320 16 6.0 0.1 (b) $ ./SFcollapselD 320 16 6.0 0.1
0.3 0.5

Figura 21 — Cédigos QR que mostram comparacoes das animagodes dos resultados obtidos
ao compilar os parametros em 21a e 21b para o campo escalar padrao e o
campo escalar phantom.

Neste formato de animagao é possivel observar a evolucao temporal das fungoes
de interesse e aqui também o campo escalar phantom nao colapsou em um buraco negro

como era de se esperar, dispersando-se mais uma vez.
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6 Conclusoes

O estudo do colapso gravitacional de campos de matéria é fundamental para a
compreensao da evolucgao estelar e da formacgao de buracos negros. Por isso, a andlise
da evolucao gravitacional de campos escalares padrao e phantom sem massa e potencial
foram aqui realizadas utilizando-se uma versao adaptada da ferramenta SFcollapselD

que resolve numericamente as equagoes de EKG escritas no formalismo ADM.

Os resultados apresentados para o campo escalar padrao estdo em acordo com
aqueles existentes na literatura [23], sendo recuperados os comportamentos gerais das
funcoes relevantes (a, a, ¢, M) e a existéncia de um pardmetro critico 7, a partir do qual

acontece a formacao de um buraco negro esfericamente simétrico.

J& o campo escalar phantom nao colapsa para nenhum dos parametros investigados.
Ao contrario do campo escalar padrao, ele dispersa, tanto para 7f,qco quanto para 1ysee. Na
verdade, no caso “ec = —1” nao pode ser usado o termo fraco ou forte, ja que nao foi obtido
um valor critico. Nao obstante, segundo Bronnikov, o fato do campo escalar phantom nao
colapsar parece condizente com o que é mostrado em seu trabalho [6], que indica que para
isso acontecer, precisa-se de um potencial V' (¢) # 0. Usando o formalismo ADM pode-se
ver que a densidade de energia do phantom sem o potencial é sempre negativa, p < 0. A
obtencao de p < 0 foi interpretada como uma semelhanca entre o campo phantom e o

campo escalar ghost.

Uma investigacdo para o caso do campo escalar phantom com potencial V(¢) nao

nulo parece bem promissora e serd objeto de estudo futuro.
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APENDICE A - A Derivada de Lie

Serdo apresentados conceitos e aplica¢oes usados neste trabalho sobre a derivada
de Lie. Ao considerar um campo vetorial X* em uma variedade M, podem-se achar as
curvas de integragao x%(\) de X integrando as equagoes diferenciais ordinérias

dz*® "
o = X*(x(N)). (A1)

onde A é um parametro afim, e usando a notacao x em vez de x® para localizar coordenadas
no argumento. As curvas de integracao z%(\) sao agora uma familia de curvas em M
(Figura 22), esta familia é conhecida como congruéncia de curvas, e em cada ponto,

a tangente a curva de integracao é dada por X®. Para definir a derivada de um campo

———— Curvas de integragao x

> Campo vetorial X

Figura 22 — Um campo vetorial X® gera uma congruéncia de curvas z%. (Baumgarte e
Shapiro (2010), Fig. A.1)

tensorial 1%, usando X“, é preciso comparar o campo tensorial em dois pontos diferentes
P e @ ao longo de X“ e tomar o limite Q — P (Figura 23). Este problema é resolvido
pela derivada covariante, ja que a derivada parcial de um tensor nao é um tensor. Porém,
o transporte paralelo, usado pela derivada covariante, nao é o tnico jeito de levar T, ao
longo de X*. O deslocamento de P a () pode ser visto também como uma transformacao
de coordenadas, que é o que define a derivada de Lie, isto é, a derivada de Lie ao longo de
um campo vetorial X® mede quanto é que a mudanca de um campo tensorial ao longo de
X® difere em uma simples transformacao de coordenadas gerada por X*. Além disso, a

derivada de Lie nao precisa de uma conexao afim como a derivada covariante.
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Figura 23 — Transporte paralelo de un tensor 7%, do ponto P a (). (Baumgarte e Shapiro
(2010), Fig. A.2)

Considerando a transformagao de coordenadas infinitesimal
2% = % + SAX(x%), (A.2)
a qual mapeia o ponto P, com coordenadas z%, até o ponto ), com coordenadas =% .

Assumindo uma base de coordenadas, pode-se diferenciar (A.2)

’

%Zb — 5% + OADR X, (A.3)
e também -
37‘”1), — 5% — GADX . (A.4)

Usando a transformacao de coordenadas (A.2), partindo de P com T%,(x), até @
com Ty (x')

;o 0z Ozt
T ) = 30 gt

= (6% + 0N XY (6% — 0N X )T 4(x)
= T%(x) + OO0 X T (x) — pXT"(x)) + O(0N?).

Tcd(X)
(A.5)

Podem-se relacionar as componentes do tensor 7%,(x’) em () com 7“,(x) por uma expansao
de Taylor

T%(x") = T% () = T%(2° 4 0AXC) = T%(x) + SAX DT + O(5)?). (A.6)
Fazendo a seguinte notacao da derivada de Lie de 7%, com respeito a X como LxT%, e

definindo
Tab(xl) _Ta b (X/)
o\ '

LxT% = lim
X b oA—0

(A7)
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Em geral, a defini¢ao é vélida para qualquer tensor de ordem e tipo arbitrarios (covariante
ou contravariante). A derivada de Lie é um tensor ja que na defini¢ao calcula-se o tensor

no mesmo ponto. Usando as equagoes (A.5) e (A.6) em (A.7) pode-se achar

LxT% = X0, T% — T 0. X" + T*.0,X". (A.8)

E valido escrever a derivada de Lie da forma
LxT =XV 1% — TNV X"+T*V, X, (A.9)

ja que pode-se demostrar que todos os termos relacionados com os simbolos de Christoffel

(conexoes afins simétricas) anulam-se. Esta é uma propriedade geral da derivada de Lie.

Para um campo escalar
Lxf=X"V,f =X, (A.10)
para um vetor contravariante v
Lxv® = X'V — 0V, X = [X, 0], (A.11)
que é o comutador de dois campos vetoriais, enquanto para um vetor covariante
Lxve = X°Vyv, + 1V X0 (A.12)
Finalmente, a derivada de Lie satisfaz a regra do produto de Leibnitz
Lx(v%wp) = v Lxwy + wpLxv®. (A.13)
Como uma importante aplicacao, pode-se tomar a derivada da métrica g, ao longo de X
Lxgar = XVegab + g VaX "+ gea Vo X©. (A.14)
Sendo V, compativel com a métrica, obtém-se
Lxga = VoXp + Vi X, (A.15)
Entao, um vetor de Killing pode ser definido como
Legar =0, (A.16)

ou seja, um vetor de Killing £* gera uma isometria no espago-tempo, e o deslocamento ao
longo de £ deixa a métrica invariante. Da equagao (A.15) pode-se obter a equagao de
Killing

Vel + Vit = 0. (A.17)
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APENDICE B — As Equacdes de Gauss,

Codazzi e Ricci

A métrica 7, € a curvatura extrinseca K, nao podem ser escolhidas arbitrariamente,
elas tém que satisfazer certas condigoes, de jeito que as hipersuperficies encaixem no espaco-
tempo M. Para achar essas relagoes é feito o seguinte: relacionar o tensor de Riemann
tridimensional ®) R%,4 na hipersuperficie ¥ com o tensor de Riemann quadridimensional
R%.q de M. Para fazer isso ¢ feita uma projecao completamente espacial de R%,.4, logo
uma projecao com um indice na dire¢do normal, e finalmente uma proje¢ao com dois

indices projetados na dire¢ao normal. Isto é
Rapea :’yea’yfb’ygc’yhdRefgh - 2’76a7fb’yg[cnd}nthqrs

- 27607fd79[anb]nhRefgh + 276a7f[cnd}nbngnhRefgh (Bl)

- 276b7f [eTd] nangnh Refgh .

Como o tensor de Riemann estd definido em termos de segundas derivadas de
um vetor, relacionam-se as derivadas covariantes em quatro e trés dimensoes. Primeiro

expandindo a definicdo da divergéncia de um vetor V® como

Da Vb — ,Yca,ybdvcvd

=% (g°4 + ngn®)V V4
=7V Vb — 4PV IV g (B.2)
— ,ycavcvb . nbve,yca,ydevcnd
=~ V.V +nPVeK,,.
Pode-se demostrar que
DoDyVe = 747y sV aV VT — Ky VeV — K€, Ky Ve (B.3)

Usando a defini¢ao do tensor de Riemann tridimensional, associada com a métrica ;;
2D[an]wc - (3)Rdcbawd7 (B4)

ou também
2D, Dy = B R} w,. (B.5)

Inserindo (B.5) em (B.3) para achar

BRIV, = 290y V aV VI — 2Ky VeV — 2K Ky Ve (B.6)
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O segundo termo da direita anula-se pelas simetrias de K, e reescrevendo
(3)Rgcbavg = ’Yda/yebryfcRgfedVg - 2Kc[aKb]gvg7 (B7)

renomeando alguns indices e baixando o indice ¢. E como esta relagao tem que se cumplir

para qualquer vetor espacial V*
(3)Rabcd + Kachd - Kachb = 76a7fb7g07hdR€fgh' (B8)

Esta é a chamada equagao de Gauss, que relaciona a projecao do tensor de Riemann
quadridimensional com o tensor de Riemann tridimensional e termos quadréaticos da

curvatura extrinseca.

Como préximo passo consideram-se as projecoes do tensor de Riemann quadri-
dimensional com um indice projetado na dire¢ao normal. Isto estara relacionado com a

derivada espacial da curvatura extrinseca

DaKbc = rydafyeb’yfcvdKef

i e g (B.9)
= =7 a7 Y c(vdvenf + vd(neaf))7
onde a, = n®Vyn,. Obtem-se
DaKbc = _’Ydaﬁyebfyfcvdvenf + acKaba (BlO)
e ja que Ky, é simétrica
D[aKb]c = _f)/dafyebfyfcv[dve}nfa (Bll)
e pela definicdo do tensor de Riemann, pode-se reescrever
DbKac - DaKbc = _deaerb”chnngefg (B12)

Esta é a chamada equacao de Codazzi. Esta equacao junto com a equacgao de Gauss
dependem apenas da métrica espacial, a curvatura extrinseca e as derivadas espaciais

delas.
Por ltimo, a ultima projecao de R%.4, com dois indices projetados na direcao
normal. Isto implica uma derivada temporal de K, primeiro é feito
‘CnKab = ncchab + 2]:(c(avb)nC

(B.13)
= —ncvcvanb — ncvc(naab) — QKC(aKCb) — QKC(aTLb)CLC,

onde usando a equacao
Ko = —Vony — ngap. (B.14)

Inserindo
Rdbacnd = 2V[cva]nba (B15)
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0 que resulta em

L, Ky =—n"nRypee — 1V Veny — nfapVeng— (B.16)
ncnavcab — QKC(aKb)C — 2Kc(anb)ac.
Usando a defini¢ao de a, e a relagao
nVoVeny = Vaap — (Vo) (Ven
’ b ) 2 (B.17)
= Vaab - Kcach - naacch7
pode-se achar que
LK = —nnRapae — Vaay — n1aVeay — aqap — K4 Koo — Keqnpa®, (B.18)

a qual pode-se demostrar que é puramente espacial. Projetando os dois indices livres

resulta
Lo Koy = —nny A s Rapee — Vay o Veay — agay — KK, (B.19)

simplificando com a ajuda da relagao
1
D,ap = —agap + —D,Dyor. (B.20)
o
E finalmente pode-se achar
1
L. K =n'ny ! yRopee — — DDy — K4 K., (B.21)
o

Esta equacao é chamada de equacgao de Ricci. Ela relaciona a derivada temporal de K,
com a projecao do tensor de Riemann quadridimensional com dois indices projetados na

dire¢ao temporal.
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