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Resumo

A literatura técnica em andlise numérica oferta varias alternativas de métodos iterativos
para a solucao de problemas de otimizacao nao linear aplicados a industria do setor de energia.
No entanto, em se tratando de métodos iterativos aplicados ao fluxo de poténcia nao linear,
o método iterativo de Newton-Raphson e suas variagoes sao praticamente unanimidade. A
proposta de trabalho desta dissertacao de mestrado tem por objetivo investigar o desempenho
dos Métodos de gradientes Bi-Conjugados Complexos (CBiCG) nao lineares em sua aplicac¢ao a
problemas de fluxo de poténcia, em comparacao com a formulacao classica, utilizando o método
de Newton-Raphson em coordenadas polares no dominio dos niimeros reais. Estes métodos, no
entanto, foram implementados no dominio complexo por meio do uso do calculo de Wirtinger
Generalizado e a extensao das séries de Taylor ao dominio complexo. Como principais mo-
tivagoes para essa abordagem tem-se que os métodos de gradiente conjugado sao de primeira
ordem e nao necessitam da fatoracao da matriz jacobiana como se faz no tradicional método
de Newton-Raphson, reduzindo desta forma o esfor¢o computacional necessario para se obter
a solucao iterativa, além disso, em vista da complexidade computacional atual, tem-se notado
uma tendéncia que a arquitetura dos processadores incorporem a SIMD (Single Instruction,
Multiple Data), que refere-se a um conjunto de operagoes para manipulacao eficiente de uma
grande quantidade de dados em paralelo, usando um processador vetorial ou matricial, adequa-

dos a algebra de ntimeros complexos.

Palavras chave: Gradiente Conjugado, Plano complexo, Fluxo de Poténcia, Wirtinger, Newton-

Raphson.
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Abstract

The technical literature in numerical analysis offers several alternatives of iterative methods
for the solution of nonlinear optimization problems applied to the energy industry. However,
when it comes to iterative methods applied to nonlinear power flow, the Newton-Raphson
iterative method and its variations are practically unanimity. The work proposal of this mas-
ter’s thesis aims to investigate the performance of nonlinear Complex Bi-Conjugate Gradient
Methods (CBiCG) in their application to power flow problems, in comparison with the classical
formulation, using the Newton- Raphson in polar coordinates in the domain of real numbers.
These methods, however, were implemented in the complex domain through the use of the
Generalized Wirtinger calculus and the extension of Taylor series to the complex domain. The
main motivations for this approach are that the conjugate gradient methods are first order and
do not require factoring the Jacobian matrix as is done in the traditional Newton-Raphson
method, thus reducing the computational effort required to obtain the solution. In addition,
in view of the current computational complexity, there has been a tendency for processor ar-
chitecture to incorporate SIMD (Single Instruction, Multiple Data), which refers to a set of
operations for efficiently handling a large amount of data in parallel, using a vector or matrix

processor, suitable for the algebra of complex numbers.

Keywords: Gradient Conjugate, Complex Domain, Power Flow, Wirtinger, Newton-Raphson.
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1 Introducao

Sistemas nao lineares de equagoes em dominio complexo sao frequentemente encontrados
em matematica aplicada como por exemplo, sistemas de energia, processamento de sinais, teoria
de controle, redes neurais etc. A solucao desses problemas geralmente requer uma aproximacao
de primeira ou segunda ordem dessas fungoes nao lineares para gerar um novo passo ou dire¢ao
de busca e alcancar a solucao de forma iterativa. No entanto, tais métodos nao podem ser
aplicados a funcgoes reais de variaveis complexas porque nao sao necessariamente analiticas, ou
seja, nao sao diferenciaveis e consequentemente suas expansoes em séries de Taylor nao exis-
tem. Para contornar esse problema, a funcao nao linear é geralmente redefinida como uma
funcao de suas partes real e imaginaria, de modo que os métodos padroes possam ser aplicados.
Embora nao seja amplamente conhecido, é possivel construir uma expansao dessas fungoes nao
lineares de varidveis complexas observando que elas podem ser analiticas em seu argumento e
seu complexo conjugado. Esta propriedade reside no fato de que se uma funcao ¢é analitica no
espago gerado por R{z} e I{x} em R, ela também ¢ analitica no espaco gerado por = e z* em
C. Dada portanto a possibilidade de expansao complexa da série de Taylor e do uso do célculo
de Wirtinger esse trabalho tem como objetivo investigar o desempenho do método Gradiente
Bi-Conjugado Complexo (CBiCG) quando forem aplicados ao problema de fluxo de poténcia e
implementados no dominio complexo. As principais motivacoes dessa abordagem sao:

i) A diregao de busca do maximo ou minimo da func¢do objetivo ou custo é previamente co-
nhecida quando o problema de otimizacao é desenvolvido no dominio complexo reduzindo,
portanto, o esforco computacional.

ii) O uso dos métodos de gradiente conjugado aplicados ao problema de fluxo de poténcia
nao requer a fatoracao da matriz Jacobiana o que também se traduz em ganho de desempe-
nho computacional. iii) As facilidades de modelagem de dispositivosFlexible AC' Transmissions

System (FEACTS]) necessarios a operacionalizagao de redes ativas iteligentes (SMART GRID).

11
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1.1 Objetivos

Tipicamente os métodos numéricos sao implementados no dominio real porém as aplicacoes
das leis pertinentes ao fluxo de poténcia e sua modelagem em sistemas AC geram equagoes e
modelos que sao naturalmente concebidos em dominio complexo. Portanto, as formulagoes em
dominio real do problema de fluxo de poténcia fogem do ambiente adequado para modelagem
do fasor de tensao e de corrente, que foram introduzidas por Steinmetz [1], [2]. Para contornar
essa dificuldade, algoritmos iterativos e nao iterativos realizados no dominio complexo foram
desenvolvidos recentemente. Devido a crescente insercao de geracao renovavel o sistema elétrico
encaminha-se para um sistema feito de redes hibridas, permeadas por transmissao em corrente
alternada, transmissao em corrente continua e fontes renovaveis de geracao de energia como
edlica e fotovoltaica. Asssim sendo, ha uma grande e urgente necessidade do desenvolvimento de
modelos que permitam analises computacionalmente menos dispendiosas e robustas desse tipo
de sistema. Para isso pretende-se, neste trabalho, desenvolver métodos baseados em Gradiente
Conjugado em dominio complexo analisando o fluxo de poténcia sob essa perspectiva e fazendo
comparagoes com o método tradicional de Newton-Raphson em dominio real e complexo em
coordenadas polares, deste modo, evidenciando as diferencas e vantagens entre os dois dominios
e formulagoes. Estas andlises foram feitas através de resultados obtidos com algoritmos imple-
mentados no software MATLAB e validados utilizando o software MATPOWER, aplicados a
sistemas benchmark de grande porte disponiveis no MATPOWER, como o caso de 13659 barras.

12
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1.2 Estrutura Geral dos Sistemas de Poténcia

Para resolver problemas cada vez mais complexos das redes elétrica, oportuniza-se desenvolver
ferramentas matematicas mais aderentes aos desafios que as tendéncias evolutivas prenunciam.
Em problemas de engenharia, frequentemente tem-se interesse na otimizagao de parametros
que recaem em sistemas de equagoes algébricas com grandes dimensoes. No ambito do setor
elétrico, depara-se com sistemas de equacoes algébricas de muito grande porte naturalmente
derivados no plano complexo. Portanto é imprescindivel um ferramental capaz de lidar com

diferenciagao de fungdes matriciais no dominio complexo. A Fig. [I.T] enseja uma reflexao sobre

as tendeéncias presentes nas redes elétricas cada vez mais digitalizadas.

Figura 1.1: Estrutura Geral dos Sistemas de Poténcia

Centro de Controle
A

Controle |1 Aquisicdo de dados

c.a.

N N 7
. Z Transmissédo J N

Distribuicao

Geragéo

Medidor

disjuntor =—

Conversor (inversor)

c.c.

Conversor (retificador)

A v
~— —» Transformador

—» Gerador

Fonte: Préprio Autor

Muito provalmente, o aplicativo de analise de redes referenciado usualmente como fluxo
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de poténcia ou fluxo de carga, seja a ferramenta mais utilizada no dia a dia das empresas
prestadoras de servicos de energia elétrica. Ela permite a obtencao das condigoes operativas
(tensoes, fluxos de poténcia etc.) de uma rede elétrica em fungao de sua topologia e dos niveis
de demanda e geracao de energia. A analise do fluxo de carga pode ser feita de forma estatica

ou dinamica:

» Modelagem Estatica: A rede é representada por um conjunto de equagoes e inequagoes

algébricas e é analisada em regime permanente.

» Modelagem Dinamica: A rede é representada por um conjunto de equagoes e inequagoes
diferenciais e algébricas e é analisada considerando varios aspectos de interesse sobre a

dinamica do sistema.

As aplicacoes de ambas as metodologias objetivam reproduzir o estado de operacao da rede apds
a ocorréncia de contingéncias. Assim, permite-se detectar as violagoes de limites de operacao,
propor agoes de controle preventivo, realizar o planejamento da expansao da rede elétrica para
atender a demanda futura, entre outros. Associado a isso, propor a inclusao de componentes
de redes, monitorar o estado operativo do sistema em tempo real, subsidiar os estudos de
estabilidade transitéria, formular as agoes de controle frente as falhas mais recorrentes de origem
interna (curto-circuitos) ou externa, como por exemplo: desligamentos causados por descargas
atmosféricas. A Fig. [1.2] remete aos objetivos de uso da ferramenta de andlise de fluxos de

poténcia na rede elétrica.

14
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Figura 1.2: Sistema Elétrico

SISTEMA ELETRICO

USINA

13,8 kV

40 MW SUBESTAGAO 72 MW

- 138 kv >

8 MVAr

2w - [ 10 MVAr

13,8 kV
INDUSTRIA

Fonte: Préprio Autor
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1.3 Motivagao do Desenvolvimento em Dominio Complexo

Para resolver problemas cada vez mais complicados é crucial desenvolver ferramentas ma-
tematicas apropriadas. Em problemas de engenharia, frequentemente tem-se interesse na oti-
mizacao de parametros que recaem em sistemas de equagoes com grandes dimensoes. Em se
tratando de engenharia elétrica, nos depara-se com sistemas de matrizes a valores de variaveis
complexas. Portanto é imprescindivel um ferramental capaz de lidar com diferenciacao de
fungoes matriciais no dominio complexo. O tema do cédlculo diferencial de fungoes matriciais
reais ja foi detalhadamente coberto em Magnus e Neudecker (2019) [3], j& o desenvolvimento
das derivadas matriciais em dominio complexo, pode ser encontrado em [4], uma das principais
obras sobre o assunto. A diferenciabilidade complexa que serd usada na presente dissertacao, se
aplica também largamente em areas como processamento de sinais e comunicacoes. Portanto,
a motivacao deste trabalho é fazer uso da diferenciabilidade complexa, no desenvolvimento de
implementagoes do fluxo de poténcia em dominio complexo, utilizando métodos de gradientes

conjugados.

1.4 Apresentacao e Descricao da Estrutura do Documento

Este trabalho se inicia com toda a fundamentagao matemédtica necessaria ao desenvol-
vimento do fluxo de poténcia em dominio complexo, onde é explicado a diferenciabilidade
complexa e o calculo de Wirtinger generalizado. Seguido da adocao do modelo de fluxo, bem
como a formulacao das equacoes do fluxo de poténcia e suas derivadas, tanto no dominio real
quanto no dominio complexo, da definicao dos tipos de barras, e da elucidacao da solugao ite-
rativa do método de Newton-Raphson tanto para o dominio complexo e real. Logo em seguida
se tem uma breve descricao dos algoritmos de gradiente conjugado e sua evolugao. Logo apds
se apresenta os resultados, onde faz-se um comparativo de performance, sob alguns aspectos,
dos algoritmos de gradientes conjugados CBiCG sem precondicionador e com precondicionador
CBiCG-ILU, ambos comparados a formulacao classica do fluxo de poténcia em dominio real

em coordenadas polares. Finalmente chega-se as conclusoes e propostas de trabalhos futuros.

16
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2 Fundamentacao Matematica

Matrizes complexas costumam aparecer nas comunicacoes digitais, onde os filtros digitais po-
dem conter coeficientes complexos, sistemas de poténcia, circuitos elétricos, teoria de controle,
filtros adaptativos, analise de sensibilidade, sistemas mecanicos, acusticos etc. Geralmente, a
representacao de sistemas através de matrizes complexas, leva a um menor esforco computaci-
onal e de representacao, comparada a abordagem via separacao das partes real e imaginaria,
segundo é argumentado em Brandwood [5]. No entanto, um calculo diferencial apropriado em
dominio complexo, deve ser levado em conta ao se tratar problemas de otimizagao. Condigoes
de otimalidade podem ser encontradas no calculo complexo, através das diferenciais complexas,
tratando as variaveis matriciais e suas complexas conjugadas, como variaveis independentes,

conforme desenvolvido nesta secao.

2.1 Funcoes analiticas e nao analiticas

Definigao 2.1 (Fungao Analitica). Seja D C C o dominio de definigao da funcao f : D — C.
A funcao f é uma fungao analitica ou holomérfica no dominio D se o limite abaixo existe

para todo z € D.
Az) —
(o) = i R 0

Se z = x + jy para x e y reais, entdo pode-se escrever uma complexa f(z) como:

f(z) = u(z,y) + jo(z,y) (2)

Logo, para que a funcao complexa satisfaca o limite é necessario que:

ou_ov o on "
or Oy’ Or Oy

As equacoes sao conhecidas como equacgoes de Cauchy-Riemann e podem ser sintetiza-

das da seguinte maneira:

of
0z 0 (4)

De , pode ser visto que a fungao f nao depende da varidvel z*, caso contrario, ela é dita nao
analitica. Portanto, se uma funcao depende somente de z, como nas funcoes analiticas e nao

é dependente implicita ou explicitamente de z*, a funcao em geral nao pode ser uma funcao

17
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escalar real. Esta restricao impede a diferenciacao das funcoes escalares reais conforme o limite
estabelecido em (). Duas maneiras [6] sio conhecidas para encontrar derivadas de fungoes
escalares reais f € R com respeito a varidvel matricial complexa Z € CV*? (de uma forma
geral). A primeira maneira é reescrever f como uma funcao das partes real X e imagindria
Y da variavel Z, e entao encontrar as derivadas da fungao reescrita, com respeito as variaveis
independentes X e Y separadamente. Note que N () variaveis independentes em Z, correspon-
dem a 2N (@ variaveis independentes reais em X e Y. A segunda maneira de lidar com esse
problema, que é mais elegante e usada neste trabalho, é tratar as diferenciais das variaveis Z e

Z* como independentes.

2.2 Calculos de Wirtinger

Definigao 2.2 (Derivadas Formais). Seja z = z+jy, onde x e y € R, entdo as derivadas formais

com, respeito a z e z* de f(zp) em zy € C ou derivadas de Wirtinger [7], sdo definidas como:

Af(z) 1 (0f(x)  .0f(20)

9z 2 < or 7 Jy ) (5)
Of(20) 1 (0f(20) , .0f(20)

9 2 < Ox TJ dy ) (6)

As derivadas formais acima devem ser interpretadas formalmente porque z e z* nao po-
dem variar independentemente [§]. Em Kreutz-Delgado [8], o tépico de célculos de Wirtinger,
também é chamado de CR-Calculo.

Da definicao segue que as derivadas de uma funcao f com respeito a parte real x e parte

imagindria y, podem ser expressas como:

df(20) _ df(20) 1 df(20)

ox 0z 0z*
Of(z0) . (0f(20)  .0f(20)
oy J ( 9: 7 o ) (8)

Exemplo 1 (Derivadas Formais). Usando a defini¢ao 2.2 as seguintes derivadas formais sao
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encontradas:
oz 1[0 .0 . 1
&—5(%—]@>($+]9)—5(1+1) =1 (9)
0z* 1/0 .0 . 1
=5 (3 gy @i = 50D =1 (10)
0z 1/0 .0 : 1
=5 (5 g ) @t in = 301 =0 (1)
0z* 1/0 .0 . 1
=3 (5 g ) = 50-1 =0 (12)

Exemplo 2. Seja f : C x C — R dada por f(z,2*) = zz*. Essa funcao é diferencidvel com
respeito a ambas as varidveis z e z* (usando a definicag2.2)), e as expressoes para as derivadas

formais sao dadas por:

e _ o (13)
0f(z,2%)

Quando as variaveis complexas z e z* sao tratadas como variaveis independentes, a funcao
f ¢é diferenciavel nestas duas varidveis. Note que esta mesma funcao nao é diferenciavel, usando
a expressao tradicional para a derivada de uma funcao analitica, dada pela definicao O
exemplo [ também sugere uma interpretagao geométrica mostrada na figura[2.1} A taxa méxima

o 18]

oz*

de mudanca da fungao objetivo f(z,2*) = |z]?, dada compactamente pelo gradiente

Observe que sua direcao positiva é referida como um problema de maximizacao, enquanto a

dire¢ao oposta diz respeito a minimizacao da funcao de custo f.
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Figura 2.1: Grafico de contorno de uma funcao real de variaveis complexas

2.0

1.5 1

1.0 1

0.5 1

0.0 1

—0.5 1

-1.01

—-1.5 1

-2.0 T T T T T T T
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Re(z)

Fonte: Préprio Autor
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2.3 Calculo de Wirtinger Generalizado

A teoria desenvolvida para encontrar derivadas de fungoes escalares reais através do Calculo
de Wirtinger pode ser estendida para funcoes mais gerais dependentes de varidaveis matri-
ciais complexas e suas complexas conjugadas, quando todos os elementos dessas matrizes sao
independentes. Sera mostrado nesta secao, com base na principal referéncia dessa extensao
tedrica [4], como as diferenciais complexas de uma fun¢ao podem ser usadas para identificar
suas derivadas com respeito a ambas as varidaveis matriciais, complexa Z e sua complexa con-

jugada Z*.

2.3.1 Diferenciais Complexas

Assim como no caso real, o simbolo d serd usado para denotar a diferencial complexa. A
diferencial complexa tem a mesma dimensao da matriz em que é aplicada e pode ser encontrada
em termos de componentes, isto é, (dZy,;) = d(Zy,). Seja z = x + jy € C uma varidvel escalar
complexa, onde Re(z) = z e Im(z) = y. As seguintes relagbes entre as partes real e imaginéria

de z e seu complexo conjugado z*, sao validas:

z = x+jy, (15)

2= x—jy, (16)
z+ 2*

— 17

p= R (17)
z—2*

— . 18

Y 5 (18)

Das equacgoes e , ¢é assegurada a seguinte relagao:
dz" = (dz)*. (19)

Seja uma f uma func¢ao complexa escalar f : C x C — C denotada por f(z,z*). Devido a
esta funcao ser considerada uma funcao de duas varidveis complexas z e z*, ambas dependentes
de x e y, ela pode ser considerada uma funcao das duas variaveis reais x e y. Sendo assim a

diferencial da fungao f pode ser expressa da seguinte forma:

df = G_fmdx + 8iydy’ (20)
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onde % gf sao as derivadas parciais de f com relacao a x e y, respectivamente. Inserindo as

diferenciais dx e dy das equacoes e , na equagcao , encontra-se a seguinte relagao:

f (dz+dz” f (dz—dz*
df_%<T)+a_y(2—j>

of  Of of  .Of
¢ = (%‘Ja—y)dw(a—ﬂay)

(21)

Comparando a expressao de com a definigdo de derivada formal dada em (12.2)), chega-se a

seguinte expressao:

of —dz + of

df = 0z 0z*

——dz". (22)

Esta expressao é similar a expressao da diferencial de uma fungao real 20 ou seja, a estrutura
da diferencial se mantém considerando f como funcao das varidaveis complexas independentes,
zez".

A anélise acima vale também para funcoes escalares complexas do tipo f : CV*@ x CN*Q — C,
denotada por f (Z,Z*), que dependem de uma varidvel matricial complexa Z e sua conjugada

Z*. De forma andloga as equagoes - , pode-se desenvolver relagoes pertinentes as

matrizes Z, Z* e suas diferenciais:

7 = X +5Y, (23)
7' =X —jY, (24)
dRe(Z) = dX = w, (25)
dIm(Z*) = dY = dz;—jdz*. (26)

onde X = Re(Z) e Y = Im(Z). A diferencial de f pode ser expressa em termos das NQ

componentes reais independentes z; e yi; de cada matriz real X e Y:

Q-1N-1 f Q-1N—

df = 8— dry; + Z Z Ay, (27)
k=0 1=0 kil k=0 1=0

ou em termos das varidveis complexas z;; e 2},

Q-1N-1 f Q-1N-1 f

df = ——dz; + ——dz,, 28

f azkl k,l Z Z 82«;[ k,l ( )

k=0 1=0 : k=0 1=0 ;
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of  of  of of o= . . x
onde as Dorl Byea? Do © a0 SA0 AS derivadas de f com respeito a Ty, Yri, 2ki € 2fy,
respectivamente. As N() derivadas formais %{l e as N(@ derivadas formais a‘Zf podem ser

) k,l

organizadas em matrizes de diversas formas, dando origem as divergéncias estruturais das

matrizes na literatura do assunto.

2.3.2 Identificagcao das Diferenciais Complexas

Sejam duas matrizes complexas Z e Z* € CV*?, onde os elementos de cada matriz sdo todos
independentes. Assume-se que essas duas matrizes podem ser tratadas como variaveis inde-
pendentes. Entao, um procedimento para encontrar as diferenciais complexas de uma funcao
matricial complexa da forma f : CN*? x CN*@ — CM*F | denotada por f (Z,Z*), é calcular

a diferenca:

f(Z+dZ, 2" +dZ*) — f(Z,Z°) = )
29
= 12 Ordem (dZ,Z*) + Ordem Superior(dZ,Z"),

ou seja, apos expandir o lado esquerdo de , a soma dos termos que envolvem dZ e dZ* de

primeira ordem, ¢é a diferencial de f
df = 12O0rdem (f (Z +dZ,Z* + dZ*) — f(Z,Z")) (30)

Exemplo 3 (Diferencial de AZB). Seja A € CM*VN Z € CV*? e B € C?*F onde A e B sdo
independentes de Z e Z*. Entao para se encontrar a diferencial da funcao matricial complexa

f(Z,Z*) = AZB, procede-se da seguinte forma:

f(Z+dZ,Z" +dZ") — f(Z,727) =

— A(Z+dZ)B — AZB =
(31)
= A(dZ)B =

df = A(dZ)B.
2.3.3 Matrizes Jacobianas Complexas

Para podermos definir a jacobiana complexa de uma forma geral, é necessario definir o operador

de vetorizacao, a seguir:

Definigao 2.3 (Operador Vetorizacao). Seja A € CM*N e denote a i-ésima coluna de A por
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a;, onde i € {0,1,...N —1}. Entao o operador vec(.) é definido como o vetor M N x 1 dado por:

Qo

ai

vec(A) = e (32)

anN—1

De posse da definicao acima, pode-se determinar de forma mais geral a derivada de uma
funcao matricial complexa com respeito a matrizes complexas e entao determinar a jacobiana

com respeito as varidaveis matriciais complexas.

Definigao 2.4 (Derivada Matricial). Seja f : CV*@x CN*@ — CM*P denotada por f (Z,Z*).
As derivadas de f(Z,Z*) € CM*F com respeito as matrizes Z € CV*? e Z* € CV*9, sdo
denotadas por Dz f e Dz« f, respectivamente. Ambas as derivadas, sao de dimensao M P x NQ

e se relacionam na expressao diferencial a seguir:
dvec(f) = (Dzf)dvec(Z) + (Dz-f)dvec(Z™). (33)

As derivadas Dz f e Dz f, também sao chamadas de Matrizes Jacobianas Complexas
de f com relacao a Z e Z*, respectivamente. Da expressao (33) é possivel derivar expressoes
para as diferenciais e jacobianas complexas de funcoes gerais. Mais propriedades e métodos
do célculo matricial de Wirtinger pode ser encontrado numa das principais referéncias sobre o

assunto, que ¢ o livro Complex-Valued Matrixz Derivatives [4].

2.4 Complemento de Schur e Operador Swap
2.4.1 Operador Swap

Frequentemente em problemas de engenharia elétrica, as particoes A e D em (39)), sdo mal
condicionadas. O operador Swap S vem para o auxilio do condicionamento de matrizes, através

da permutacao de blocos de linhas ou colunas. O operador swap ¢é definido a seguir.

Defini¢ao 2.5 (Operador Swap). Seja o isomorfismo S de C no espago dual C*, que obedece
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a relacao S~! = ST = S, define-se S da maneira seguinte:

0 I,
e (34)
I, 0

a relacao S~' = ST = S, mostra que S é um operador simétrico e sua prépria inversa S? = I.
De fato, o operador Swap ¢ uma permutagao de blocos de matrizes, o qual permuta linhas ou

colunas, dependendo se o operador S é pré-multiplicado ou pds-multiplicado, respectivamente.

Exemplo 4 (Operador Swap). Seja A uma matriz 2n x 2n dada em blocos e o operador swap

0 1
S = , entao é possivel ver os efeitos da pré-multiplicacao e pés-multiplicacao de S por
10

A e também a multiplicacao simultanea pela esquerda e direita de A:

T

A _ 11 12 (35)
_A21 A22_
T

94 — 21 A2 (36)
_All A12_
R

A4S — 12 Al (37)
_A22 A21_
T

SAS = |72 7 (38)
_A12 All_

2.4.2 Complemento de Schur

O termo Complemento de Schur, foi introduzido pela primeira vez em 1968 pela pesqui-
sadora Emilie Haynswoth. O complemento de Schur desempenha um papel fundamental em
muitas areas da matemaética e engenharia, sobretudo em problemas que envolvem a solugao de
sistemas de equagoes diferenciais. Na andlise numérica, por exemplo, estes sistemas aparecem
sob a forma de quocientes de determinantes em interpolacao polinomial, em fragoes continuadas
e aproximagao de Padé. Em Probabilidade e Estatistica, o complemento de Schur se aplica em
certas inequagoes matriciais que sao tteis nessas areas, como a inequacao de Cramer-Rao, que
fornece um limite inferior para a covariancia de um estimador nao-enviesado, a inequacao de
Groves-Rothenberg e a inequagao multivariada de Cauchy-Schwarz. Existe também, inimeras

aplicagoes do complemento de Schur em Engenharia de Controle. Uma das principais referéncias
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sobre o assunto se encontra no livro The Schur Complement and its Applications [9]. Outras

referéncias importantes de aplicagdo, podem ser encontradas em [10], [11], [12], [13], e |14].

Definigao 2.6 (Complemento de Schur). Sejam as matrizes complexas, A, B,C,D de di-
mensoes p X p, p X ¢, ¢ X p e q X q, respectivamente. Seja M, de dimensao (p + q) X (p + q),

dada em blocos de matrizes da seguinte forma:

A B
= (39)
C D
O complemento de Schur do bloco A e D, na matriz M, é dado respectivamente por:
M/A := D — CA™'B (40)
M/D := A — BD'C (41)

3 Modelo do fluxo de poténcia

Nesta seccao apresenta-se a descricao do modelo utilizado no fluxo de poténcia, seus compo-

nentes e convencgoes.

3.0.1 Convengao para o sentido das injegoes de poténcia

Sao definidas quatro variaveis a barra k, correspondentes a tensao e a inje¢ao de poténcia na

barra, conforme figuras [3.1] e

Figura 3.1: Variaveis da barra k

Ey = VL0,
Sk = P+ jQx
Fonte: Préprio Autor

» Vi: Magnitude de tensao nodal

26



UNIFEI - ISEE Dissertacao de Mestrado

" O Angulo de tensao nodal
» Py Injecao liquida de poténcia ativa

* Qk: Injecao liquida de poténcia reativa

Figura 3.2: Convencao da entrada e saida de poténcia

;’?‘

Ia

=>

SVl y S=-V,.I,
E> ! =
r 1

Fonte: Préprio Autor

Convenciona-se a poténcia entrando em um ramo ou né, positiva ou negativa, de acordo com a

figura 3.2 Conforme o diagrama mostrado pode-se sumarizar a convengao da seguinte forma:
= P, > 0: A poténcia ativa esta entrando na barra k, portanto, a poténcia é gerada.
» P, < 0: A poténcia ativa esta saindo da barra k, portanto, a poténcia é consumida.

O balanco de poténcia na barra k, considerando elementos de geragao e consumo de poténcia,

pode ser visto na figura

Figura 3.3: Injecao liquida de poténcia na barra k

- ﬁ_{& — Vilby

T

[

| ~

S = SE — S¢ = =

Fonte: Préprio Autor
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3.1 Transformador ideal

O modelo esquemético do transformado ideal pode ser visto na figura 3.4}

Figura 3.4: Transformador ideal

I _ I
Q ) P

Fonte: Préprio Autor

Utilizando a convengao de poténcia nos pontos P e Q do transformador ideal da figura |3.4

tem-se:

qu + _Sp == O (42)

3.2 Equacoes Basicas do Modelo
Considerando agora o modelo de fluxo de poténcia da figura [3.5] tem-se:

By i, + —E,[F =0 (43)

mas da relagao entre as tensoes no transformador tem-se:

E, 1
E, = Eit
portanto, aplicando esse resultado na equagao , tem-se:
Ey Iy, + —Extl; =0
o _ Lim
I, = v (45)
]km
I =
p .
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Figura 3.5: Modelo do Fluxo

_Ex Em
I @ @1
I i Ik m
T 1t = agme? Ykm
S . . <
Q @5 ?> — |r S
p

Fonte: Préprio Autor

Para a modelagem do fluxo de poténcia considera-se o modelo 7 equivalente das linhas de
transmissao, bem como um OLTC (on-load tap-changer) com o tap off-nominal, representado

por t, conforme indicado na figura[3.5 A seguir indica-se as varidveis do modelo adotado para

um ramo genérico entre as barras k e m:

» F,.: Tensao na barra k.

» F,,: Tensao na barra m.

» [;: Corrente saindo da barra k para a barra m.

» [,,: Corrente saindo da barra m para a barra k.

= [$h: Corrente devido & admitancia shunt yi" conectada a barra k.
= [5h: Corrente devido & admitancia shunt yi" conectada a barra m.
* [1m: Corrente do ramo k — m saindo da barra k para a barra m..

» ... Corrente do ramo k — m saindo da barra m para a barra k.

= ¢: Tap complexo do OLTC, onde t = ay,,e’#*.

" Yrm: Admitancia série da linha de transmissao.

brm: Susceptancia da linha de transmissao.
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No modelo adotado tem-se que as correntes pela esquerda e direita de yy,, sao opostas de mesma
magnitude e levando em conta as equagoes e de transformacgao de tensao e corrente

respectivamente, tem-se:
]p - ]bkmEp = (Ep - Em)ykm

i Fokm Ext = (Ept — By )Y
mas da lei de Kirchhoff das correntes aplicada ao né Q:
L = Iy — yZhEk (47)
Levando na equagao (46| e organizando os termos, vem:
de forma analoga chega-se a:
L = (=tyem) Br + (Yrm + jbem + Yo ) Enn
Portanto, as equagoes gerais para as correntes nas barras k e m sao:
Ly = [t (Whom + 3brm) + 421 B + (=t Yom) Ene (48)
I = (=tyrm) Bk + (Ykm + JOkm + yZiL)Em (49)

3.2.1 Matriz de Admitancia Nodal

As injegoes de corrente (48)) e (49)), podem ser expressas em termos de uma matriz de admitancia
de ramo Y., de dimensao 2 x 2, cuja as tensoes terminais sao Ej e E,,:
I Ej

=Y , (50)
I, E,,

identificando a expressao (50|, com as expressoes de corrente (48) e (49)), tem-se:

t* (Yrm + Gbem) + Y3 ~t Y
Y, — (yk Fokm) + i Yk ‘ (51)
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pode-se ainda desacoplar a matriz de admitancias shunt Y*", que é uma matriz diagonal, cujo

os elementos de sua diagonal principal, sao as admitancias shunt conectadas as barras Ej e E,,:

tt* Ykm + ]bkm + ZJSh _t*ykm ySh 0
y, — ( )+ i R (52)

A equagao da admitancia de ramo (1)), significa que para cada ramo i, tem-se 4 elementos da
seguinte maneira:
i i
1 (53)
Yok Ymm

Se n; e ny sao o numero de ramos e de barras do sistema, respectivamente, entao 4 vetores Yy,
Yim, You € Yo, de dimensao n; x 1 podem ser construidos, de forma que o i-ésimo elemento
de cada vetor, vem do correspondente elemento de Y. Além disso, as matrizes de conexao Cy
e C,,, ambas de dimensao n; X ny, sao usadas para a construcao da matriz de admitancia nodal
do sistema Yj,s. Estas matrizes, Cy e C,, sdao definidas de tal forma, que o elemento (i, q)®™°
de Cj, e o (i,p)*™° elemento de C,, sdo iguais a 1 para cada ramo i, se 0o ramo i conectar a

barra ¢ a barra p, todos os outros elementos de Cy e (), sdo iguais a zero. Define-se ainda Y}

e Y,,, ambas de dimensao n; x n,, de tal forma que:

I, =Y,V (54)
I, =YV, (55)

onde V é o vetor complexo n;, X 1 de tensoes nodais. finalmente, segue que:

Yy = [Yie]Cr + [Yiem|Ck (56)
Yius = LYy + CTY,, + [Y*]. (58)

onde [X], significa uma matriz diagonal cuja a diagonal principal é formada pelos elementos
do vetor coluna X. Esta formulacao vetorizada da matriz de admitancia nodal, pode se encon-
trada na referéncia [15]. A seguir um exemplo de matriz de admitancia nodal, construida com
algoritimos desenvolvidos neste trabalho, a partir de dados de um sistema elétrico real de 9899

barras, extraido do banco de dados do site www.epe.gov.br:

31



UNIFEI - ISEE

Dissertagao de Mestrado

Figura 3.6: Matriz de admitancia de um sistema do SIN de 9899 barras

1000

2000

3000

4000

5000 [~

6000

7000

8000

9000 fi.

2000

3.3 Tipos de Barras

3000 4000 5000 6000 7000
nz = 33932

Fonte: Préprio Autor

3.3.1 Barra Slack ou Barra de Referéncia

8000

A tensao na barra slack ja é conhecida, uma vez que o valor da magnitude e do angulo sao

especificados para a barra de referéncia do sistema.

3.3.2 Barra P

Q

Com a poténcia ativa e reativa especificadas para o né PQ, as funcoes de mismatches

complexas sao expressas por

My, = Sk — (Pes + 7 Qis),
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Da mesma forma, as fungoes no dominio real sao dadas por:
AP, = P — Py, (61)

AQr = Q™™ — Qs (62)

Onde Py e Qs, sa0 as poténcias ativas e reativas especificadas no né k, respectivamente, e

Peole e Q71¢ 530 as poténcias calculadas em cada processo iterativo.

3.3.3 Barra PV

Como a geracao de poténcia ativa e a magnitude da tensao terminal em uma barra PV
sao ambas especificadas, ou seja, Pys e Vi, respectivamente, a soma de M, em (59) e M} em
fornece a funcao residual complexa, My,, que esta relacionada com a restrigao de poténcia

ativa da seguinte forma:
My, = M+ M,
:Sk—i-SZ—QXPkS.

(63)

A segunda funcao residual complexa Ej, para um né gerador k ¢ formada usando a restri¢ao

de magnitude de tensao dada por
| Brgl = [Vil* = Vi, (64)

onde |Vis| é a magnitude de tensdo especificada no né k.

Assim |Vi|> = Vi V3, entéio pode ser expressa no dominio complexo como
Erg = Vi Vi = |Vis|”. (65)

Também para o dominio real, com a geragao de poténcia ativa e a magnitude da tensao
terminal em uma barra PV especificadas, a equacao de restricao no dominio real é dada apenas
por (61). Assim, V%], onde k é o n6 PV, permanece igual ao valor especificado.

3.3.4 Barra PQV

Este tipo de barramento é referido ao modelo On-Load-Tap-Changer (OLTC'), que pode

ser um transformador para regulagem de tensao de barramento local ou proximo, ou um trans-
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formador de deslocamento de fase para controlar o fluxo de poténcia ativa transmitida por uma
linha |16], ou ambos. Ele também é adequado para modelar um link DC [17], [18], [19], [20].
Como a demanda de poténcia ativa e reativa é especificada, as fungoes de mismatches com-
plexas, conforme declarado em e , sao empregadas. No entanto, vale lembrar que a
posicao do tap do OLTC nos permite regular a magnitude da tensao e também a poténcia ativa

transmitida na linha.

Supoe-se que ha um defasador puro que controle apenas a poténcia ativa na linha, isto leva

as a usar além das equagoes (H9) e , a seguinte funcao de mismatch:

he (66)

*
Magy, = agm aj,, — |as

onde as = 1, caracterizando assim um defasador puro, e M, é a equagao de restricao para o
modulo de ay,,, que deve permanecer em 1.

Para o dominio real, as fungoes de mismatches sao dadas pelas fungoes (61)) e (62)), sendo
que |agn,|, onde k é o né PQV, permanece igual ao valor especificado, no caso, a = 1 para

configurar o defasador puro.

Supondo agora que a tensao do barramento m é regulada, tem-se entao, além das funcgoes

e , a seguinte funcao de mismatch:

B =V Vi — Vil (67)

Em , |Vin,

Quando ha apenas o controle de tensao pelo tap, ou seja, o transformador é usado apenas para

é o modulo da tensao especificada no né m, ou seja, a tensao nodal regulada.

controle de tensao, e nao para controle de poténcia ativa e tensao, é necessario adicionar a
seguinte equacao de mismatch:
(68)

*

Essa equacao faz com que a parte imaginaria do tap seja igual a zero, sendo o tap apenas
real, sem defasamento angular, controlando assim apenas o médulo de tensao.

E para o dominio real, as equacoes de mismatches sao dadas por (61)), (62). Sendo que,

|Vin.| permanece no valor especificado, nao entrando no processo iterativo, e o valor de a se

ajusta conforme a necessidade da tensao especificada.
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3.4 Fluxo de Poténcia em dominio Complexo por Ramos

Nesta secao sao apresentadas as equacgoes de um fluxo de poténcia, por meio de equagoes
complexas, derivadas diretamente do trabalho de Wirtinger [21], em contraste com a abordagem
dada por [22], [23]. A modelagem de fluxo de poténcia tem base nas equagdes nodais classicas
apresentadas em [24]. A abordagem do modelo analitico é derivada através das equagoes gerais
do fluxo de poténcia. A principal razao para esta tltima opcao é o modelo do transformador

com posigao de tap fora do nominal, incluindo PSTs(Phase-shifting transformers) [25], [26].

As equagoes de fluxo de poténcia de variaveis complexas que modelam qualquer tipo de

ramificacao em uma rede elétrica, ou seja, linhas de transmissao e PSTs sao:

S = Vi (yk—m —j b ) v — v, Lem oy (69)

Ak Ay, Akm
Sk = Ve (Ui — 3 Ui Vi = Vi Loy, (70)

km
e

Sy =V ( *y’“" + 5 bt ) Vi — V& y;:m Vins (71)

akm&km km
t =V (gom 5 B Vi — VI yk—’" V. (72)

No conjunto de equagoes -172), o modelo geral do transformador de derivagao com tap fora
do nominal é composto por um transformador ideal com relacoes 1 : ae’® em série com sua

admitancia ou impedancia [25]. A poténcia em um determinado né é definida como

N
Sk="Y_ Sim (73)

N
Si=>" Sin (74)

mE

Onde €2; em ([73474]) é o conjunto de barramentos vizinhos conectados ao né k— e N é o ntimero
total de barras ligadas ao n6 k—. A seguir, é apresentado o conjunto de derivadas parciais de

equagoes complexas utilizadas no método de Newton-Raphson. Entao, aplicando o calculo de
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Wirtinger em relagao a ([69)) tem-se:

OSkm
oV
OSkm
vy
OShm
Vi,
OSkm
oV
OShm

8akm

aSkm
day,.

Vii=Const

Vi=Const

Vx =Const

Vim=Const

*
ay,,=Const

Em relagao a ([70)) tem-se:

OSmk
OV
OSmk
ovy

8Smk:
oVy,
aSmk:
vy
OSmk

aakm

aSmk
day,,

Vi =Const

Vim=Const

Vii=Const

Vi.=Const

*
ay, =Const

apm=Const

Em relagao a ([71)) tem-se:

as;,,
Vi
as;,.
vy
aS;,.
OV
os;,.
oV

m

Vii=Const

Vi=Const

Vi =Const

Vim=Const

Dissertagao de Mestrado

( b _ bzi;)vk*— Doy
a

akmazm km
*
Yem - 18h
Vk ( * - ] bk,‘m )
akmakm
0.0,

*
Yem

- ‘/k D)
Qe

i (Y w e,
akmakm akm

y* *
‘ J km ‘ J
= ( v ( ISHZ) ) ke
A, Const m

= (Wi — 3 bit) Vit — 222V,

km

=Vn (yZm —J bi}:n) ’

= 0.0,

*
Yem
:_Vm * )

km

= 0.0,

= Vykm_y

" (ahn)?

= Vk*< *ykm +J bi}ﬁl )>

kmakm

= ( Y +7J biﬁz) Vi — yl:m Vi,

*
Ao Gk km
+ Ykm
k * Y
akm

0.0,
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0S5 m

km -V ( *yk - ) Vi, (91)
8a’km ay,,=Const akmakm
8a’lcm agm=Const ‘ (akm)zakm g (akm)2

E finalmente, em relagao a (72) tem-se:

oS’ m
ot ==V o (93)
8Vk Vii=Const (km
oS’
mk = 0.0, (94)
6Vk Vi=Const
5"
i = Vi (yam +J bitn) (95)
avm Vi =Const
35* k . h ykm
ava Vin=Const ( g ) Akm
oS* m
ok =V AV, (97)
8akm ay,,=Const km
aS*
—mk = 0.0. (98)
aakm agpm=Const

3.4.1 Equacoes de mismatches para o PST

Além das equacoes de mismatches das barras, é necessario também a adocao de equagoes

de mismatches para ajustar o fluxo de poténcia ativa na linha na qual estd instalado o PST.

Assim, para o dominio dos nimeros complexos, tem-se que a equacgao de mismatch é dada
por:

Sendo M P, a equacao de restricao para a poténcia ativa transmitida através do PST, onde

Py, a poténcia especificada que deve ser transmitida pelo PST.

Para o dominio real, é adicionada a equacao de fluxo de poténcia na linha de transmissao
onde se deseja controlar o fluxo de poténcia ativa, que é dada por:

1\? 1 1
Py = (aVk> Jkem — (aVk> VinGkmcos(Okm + ©km) + <aVk> Vinbkmsen(Orm + Orm)- (100)
Entao, a equagao de mismatch no dominio real é dada por

Apkm = pgle Pkmsv (101)

km
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onde Py, € a poténcia especificada para a linha de transmissao.

3.4.2 Solucao Iterativa - Algoritmo de Newton-Raphson

Sendo x o vetor de variaveis de estado, e M o vetor de mismatches, o objetivo do algoritmo

é calcular x de forma que satisfaca

M (x) = 0. (102)

Segue-se que a linearizagao de ((102)) é dada por

M (x V) + 3 ) Ax =0, (103)
(&3
x®) = x=D — [3e=0] 7y (x| (104)
ou
Ax® = — p(u—n]—l M(z(”‘”), (105)

Onde J é a matriz Jacobiana. Entao, a equacao atualizada é dada por
x¥) = x4 AxW). (106)
Sendo o critério de convergéncia assumido dado por

| Ax™)]| . < tol (= 1077). (107)

Onde ||-]|, ¢ definido como a norma infinita e v é o nimero de iteracoes.
Sendo a barra slack excluida, tem-se que:

Tanto o vetor de mismatch quanto o vetor de variaveis de estado variam de acordo com o
sistema a ser modelado. Para o dominio real, umas das formas que o vetor das varidveis de

estado pode ser representado é

X = [01a027"'79N—1a |‘/1| ) |‘/2|a"'7|VN—1| ) |akm1|7"‘a|akmL| 7Q017"‘7%0J]T7 (108)
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e o vetor mismatch é
M (x) = [APL, APy, ..., APy 1, AQ1,AQ2, ..., AQN—1, APy, .., APy, " (109)
Para o dominio complexo, tem-se que o vetor das variaveis de estado é dado por

* * * * * T
XZXC - [‘/17‘/27"-aVN—laakmla"'aakmLa‘/l 7‘/27“"VN—1’a’k‘m17“'7a’k‘mL] ) (110)

e o vetor mismatch é

M (x,) = [My,Ma, ..., Mx_1,Erg sy Exgpy Mmooy My, My, M3, My 4" (111)

Onde N é o numero de barras.

4 Formulacao Matricial do Fluxo de Poténcia

Nao foi apresentado neste trabalho a deducao classica das equagoes do fluxo de poténcia no
dominio real, devido a uma vasta literatura sobre o estado da arte desta formulagao. No en-
tanto uma abordagem utilizando o calculo matricial, ¢ menos comum e merece ser tratada aqui,
uma vez que, os algoritmos computacionais desenvolvidos durante esta dissertacao, prezam pela
estrutura matricial ou vetorizada. A principal referéncia utilizada sobre o calculo matricial dife-
rencial em dominio real, pode ser encontrada em Matrixz Differential Calculus with Applications

in Statistics and Econometrics [3].

4.1 Dominio Real

Considere os vetores de tensoes e correntes complexas, V € C" e I € C", respectivamente:

vyedf?
Vo= | (112)

Vel
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e também:

L
I,
I = ‘ (113)

I

Onde vy e 0, sao a k-ésima magnitude de tensao e o k-ésimo angulo de tensao do vetor V,

respectivamente. Entao o vetor de injecao de poténcia nodal nas barras, fica:

S = [V|]I* = [V (114)

Onde [V] é a matriz diagonal cujos elementos saos os elementos de V.

'Ule‘jel 0 o e 0
0 wped? ... 0
[Vl =1 , (115)
0 I
De forma genérica, V. = wve??, entdo derivando parcialmente V e I com relacao ao médulo v
de tensao, e ao angulo f, tem-se:
oV \%
A 11
ov [ v ] (116)
01 \%
— =Y |— 117
v { v } (117)
oV
— =4V 118
55 = V] (118)
ol
—=7J5Y |V 119
50 ~JY V] (119)

Onde Y ¢é a matriz de admitancia nodal do sistema. Derivando agora parcialmente S com

relacao ao médulo v de tensao, e ao angulo 0, levando em conta as equagoes anteriores, tem-se:

g—j =M e T [%} (120)
=iV~ Y [v) (121
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Levando em conta as equacgoes e a matriz jacobiana pode ser construida em blocos de

matrizes da seguinte forma:

Jn = Re(g—z) (122)

Ji2 = Re(g—i) (123)

Ty = Im(g—?) (124)

oy = Im(g—i) (125)

g | e (126)
Jo1 Jin

Sendo npy e npg o nimero de barras PV e PQ, respectivamente, as dimensoes dos blocos na
jacobiana ([126]), se dispoem da seguinte forma:

n +n X (n +n n +n X (n
;o (npg +npv) X (npg +npy) (npg +npv) X (npg) (127)

(npq) X (npq + npv) (npq) X (npq)
Portanto as equagoes matriciais (120] - [121]), sdo a base para o desenvolvimento de algoritmos
vetorizados, usando cédlculo matricial. Cédigos vetorizados aplicados em fluxo de poténcia

podem ser encontrados em programas como Matpower [27].

4.2 Dominio Complexo

No desenvolvimento do modelo de fluxo de poténcia matricial em dominio complexo, precisa-
se primeiramente encontrar as expressoes matriciais do vetor de mismatches M € C", para
um sistema de n barras. Para realizar essa tarefa, encontra-se as equagoes de mismatches
pertinentes a cada tipo de barra, que definirao os blocos matriciais que compoe o vetor de

mismatches M:
*» Barras PQ:

Nas barras PQ, a poténcia ativa P e a poténcia reativa (), sao especificadas. Portanto, a
poténcia complexa nodal é especificada S,,,. Ressalta-se que todas as grandezas aqui retratadas,

sao grandezas vetoriais, por exemplo, P, ¢ 0 vetor de dimensao npg X 1, onde npg ¢ o nimero
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de barras PQ, nas quais a poténcia ativa é especificada.

Mk = 95— Ses
: (128)
M = [VI(YV)" = Sesp
» Barras PV:
Nas barras PV, a poténcia ativa P e magnitude de tensao |V|, sdo especificadas:
M, = S+ 5" — 2P,
! : (129)

My, = [VIY*V* + [V*)YV —2P,,,

A equacao de My, traduz a especificacao da potencia ativa P nas barras PV. Vale lembrar que
[V] é a matriz diagonal, composta pelos elementos do vetor de tensées V| vide equagao ((115]).
Agora, a equacao que traduz a especificagdo de magnitude de tensao |V, é:

By = VP = VP

esp

(130)
Byy = [VIV* = V]2

esp

Portanto o vetor de mismatches complexo ¢é organizado da seguinte maneira:

M = (131)

*
_ng_

Retomando a expressao (22) das diferenciais complexas, pode-se reorganiza-la em blocos ma-

triciais e usa-la para identificagao da matriz jacobiana complexa:

oM oM
M = ZdV + =

dv*, (132)

traduzindo em blocos de matrizes:

]dV

AM = [6M OM
dv*

W g (159
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relembrando da expressao da diferencial de uma funcao escalar:

dM = JdV,, (134)
onde:
1%
dVep = (135)
dv*

chama-se V., de vetor de estados em coordenadas complexas. Finalmente, comparando os

termos de ((133)) e (134)), identifica-se a jacobiana complexa e seus blocos:

J = o o] (136)

especificando melhor os termos de M em (|136)):

OMy,  OMyg

ov ov*

oMy, OMy,

ov ov*

J= | (137)

ov ov*

oMy, OM,

| v v |

4.2.1 Blocos de Derivadas da Jacobiana Complexa

Utilizando os conceitos e expressoes do calculo matricial complexo, deduz-se as expressoes para

as diferenciais que figuram na jacobina complexa ({137]):

OMjy, I([VIY*V* + [V*YV —2P.,,)

T (Y*v7] ?]) -
OM, B o([Y*V¥V + [V*YV

aav B oV (139)
ng _ kY 7k *

S = YV VY (140)
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Procedendo de forma analoga para as outras diferenciais, chega-se a:

OMi,

Sy = VY™ 4+ [YV]
%&Zﬂwvﬂ
Sl v
O — )
Mty
e = v
para fins de organizacio, scja:
A= [y VY
B = [V]Y*
C = [V7]

Entao a estrutura simétrica da jacobiana complexa fica evidente:

A+ B A"+ B
A B
J:
c o
B* A

seja n = npy + npg, entao:

Npy XN Npy XN
npg XN nNpg XN

nNpy XN Npy Xn

npg XN Npg XN m

Dissertagao de Mestrado

(141)
(142)
(143)
(144)
(145)
(146)

(147)

(148)
(149)
(150)

(151)

(152)

Pode ser visto em ([152)) as dimensoes das matrizes envolvidas e que a jacobiana complexa tem

dimensao n x n. Para que se possa explorar e reduzir sua estrutura posteriormente, agrupa-se
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a matriz jacobiana em quatro blocos matriciais, a saber:

Jii J
g | e (153)
Jo1 I
onde facilmente, se verifica que:
A+ B*
Ji = (154)
A
A*+ B
J12 - (155)
B
C
J21 - (156)
B*
C*
Jog = (157)
A*

A seguir, dois exemplos de jacobiana complexa, o primeiro é de um sistema real de 9899 barras
da regiao norte, feita a partir da base de dados do site www. epe.gov.br [28]. O segundo exemplo,
é uma porg¢ao de um sistema de transmissao europeu de 13659 barras do projeto PEGASE. Os

dados deste sistema foram fornecidos pelo sowftware MATPOWER.
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Figura 4.1: Jacobiana complexa de um sistema de 9899 barras.

oee "‘""-’h‘.‘:_'\. ‘.
i T,

X st | Lt

Fonte: Préprio Autor

Figura 4.2: Jacobiana complexa do sistema europeu de 13659 barras.

Fonte: Préprio Autor
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4.2.2 Complemento de Schur Aplicado ao Fluxo de Poténcia

O complemento de Schur pode ser uma poderosa ferramenta na resolucao de sistemas lineares,
pois nos permite eliminar blocos matriciais e assim, reduzir a dimensao do sistema. Primeira-

mente, retoma-se a formulacao do fluxo segundo Wirtinger:

A B AV M,
=— (158)
C D || AV M,

geralmente, as matrizes A e D sdo mal condicionadas, portanto usando o operador swap pré

multiplicando a matriz jacobiana, tem-se:

A B AV M,
S =-S5 (159)
C D AV M,
C D AV M,
= — (160)
A B AV M,
as igualdades matriciais acima nos levam em:
CAV + DAV* = —M, (161)
AAV + BAV* = —M, (162)
multiplicando a equagao (162)), pela inversa da matriz B tem-se:
B'AAV + B'BAV* = —B7'M (163)
BT'AAV + AV* = —B7'M,; (164)
AV* = —B'AAV — B7'M, (165)
substituindo AV* da equacao (|165]), em (161, vem:
CAV — DB ' (AAV + M) = —M, (166)
(C— DB 'A)AV = DB "M, — M, (167)
(J/B)AV = DB 'M; — M, (168)
JAV = M, (169)

47



UNIFEI - ISEE Dissertacao de Mestrado

A equacao nos da um sistema linear reduzido. Esta reducao do sistema vem com um
preco, que ¢ a inversao do bloco B. No entanto, este custo nao precisa ser tao alto, dada a
possibilidade de usar uma fatoragao incompleta, como a LU incompleta, para a inversao do
bloco em questao. Este procedimento corrobora o uso de redugao por complemento de Schur e

o uso de métodos iterativos.

4.2.3 Formulagao Matricial do Fluxo de Poténcia Exato

O calculo de Wirtinger matricial pode ser usado para a série de Taylor em ordens superiores.
No entanto, as equagoes envolvidas no fluxo de poténcia, sao equacoes de natureza quadratica,
significando que a expansao da série de Taylor até segunda ordem implica a forma exata das
equagoes do fluxo de poténcia, conclusao a que chegou Iwamoto em [29]. Nesta dissertagao,
apresenta-se a formula¢do do fluxo exato, em dominio complexo, conforme feito em [30]. En-
tretanto, o desenvolvimento aqui, € feito de forma matricial, explorando as bases do calculo de
Wirtinger generalizado, apresentado em secoes anteriores. A vantagem da formulagao matricial,
é que se tem uma base sélida para desenvolvimentos mais gerais, além de que as férmulas her-
dam a natureza vetorizada, que sao mais facilmente exploradas por arquiteturas computacionais
paralelas. A seguir, recobra-se o vetor de mismatches da formulacao complexa, apresentado na
equacao , e faz-se a deducao do fluxo exato para o bloco M}, uma vez que, para o restante
dos blocos, a demonstracao é analoga. Retomando o passo para a identificagao das diferenciais

de primeira ordem e ordem superiores dado em (29):
f(Z+dZ,Z* +dZ*) — f(Z,Z*) = 12 Ordem (dZ,Z*) + Ordem Superior(dZ,Z")
aplicando entao ao bloco Mj:

M(V +dV,V*+dV*) — M(V,V*) = [V +dV]Y* (V" +dV*) = Seep — (VY (V") — Sesp)

= (VI+ V)Y (V" +dV") = Sep — ([VIY*(V") = Sep) = (170)
= [VIY*V* + [V]Y*dV* + [dV]Y*V* + [dV]Y*dV* — [V]Y*V* = (171)
= [Y*V*]dV + [V]Y*dV* + [dV]Y*dV* (172)
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com o auxilio das equagoes (132)) - (137) e da expansdo da série de Taylor, identifica-se em
(1172)), o que se segue:

MV +dV,V* +dV*) = Mp(V,V*) = [Y*V*dV + [V]Y*dV* + [dV]Y*dv* =  (173)
M(V + AV, V* + AV*) & My(Via) + JAViy + Miu(AVi) + Segp = 0 (174)
Mi(Vey) + JAVey + My (AVey) + Sesp = 0 (175)
AViy = —J Y (My(Vig) + My(AVi) + Sesp) (176)
AV = —J7'M, (177)

onde AV,, = [AV AV*]T. A equacio ((177) nos d4 o vetor de correcoes para o fluxo de poténcia
exato e pode ser alcangada, de modo analogo, para os outros blocos. Note que M, é o mismatch
exato e retém a nao linearidade do problema, ou seja, a matriz Hessiana esta contemplada nesta

expressao, onde é necessario apenas atualizar o vetor de correcoes.

5 Métodos Iterativos de Solucao Numérica:

Na computacao cientifica, a maior parte do tempo computacional é gasto na resolucao de
sistemas de equacoes lineares. Esses sistemas podem ser de grandes dimensoes, como por
exemplo, problemas de dinamica de fluidos, onde cada equacao descreve como o valor de um
parametro local desconhecido (por exemplo, a velocidade local do fluido), depende de valores
(desconhecidos) na vizinhanga préxima. Um modelo computacional realista, frequentemente
requer muitas equagoes, como o caso do problema de fluxo de poténcia em sistemas de grande
porte. A ideia por trds dos métodos iterativos é substituir o sistema dado por um sistema
aproximado que pode ser mais facilmente resolvido. Ou seja, em vez de Ax = b, resolve-se o
sistema mais simples Kxzy = b e toma-se xy como uma aproximacao para x. A seguir descreve-
se brevemente alguns métodos iterativos, dentro os quais, métodos de gradientes conjugados,

usados neste trabalho.

5.1 Meétodos de Busca Linear Descendente

Nos ultimos 40 anos, muitos algoritmos poderosos de busca direta foram desenvolvidos

para a minimizagao irrestrita de funcoes gerais. Esses algoritmos exigem uma estimativa inicial
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0

para o ponto 6timo, denotado por z”. Com o ponto inicial estimado esses algoritmos geram

uma sequéncia de estimativas 2° , x!, 22, 2®..., onde a cada ponto se procura uma direcao de
descida sob a qual se determina o préximo ponto e assim sucessivamente até que um ou mais
critérios de parada sejam atingidos e o ponto de parada z* = x* seja considerado o ponto 6timo
do processo.

Bésico para esses métodos é a selecao da direcao u't! em cada iteracdo que garanta a descida
do ponto z* até o préximo ponto z°*! nessa direcao, portanto, é necessirio que em cada ponto
a derivada direcional seja negativa, garantindo que o caminho de busca na funcao objetivo f
ou custo seja descendente:

df (=)

dA

wrr =VIf(z)ut <0 (178)
A estrutura geral dos métodos de busca linear descendente é dada abaixo:

1. Dado o ponto de partida z° e as tolerancias positivas €;, €, e €3 faz-se i = 1.

2. Seleciona-se a direcao de descida inicial u* tomando uma derivada direcional negativa da

funcao objetivo.

3. Faz-se uma busca linear na direcao de !, ou seja:

m)?n F\) = m/\m f(@1 4+ ). (179)
4. Faz-se ' = 21 4+ \ub.
5. Teste de convergéncia:
Se ||z — x| < e, ou |[Vf(2")] < e, ou |[f(z")—f(a")|<e (180)

entao pare e z* = z*, sendo deve-se ir ao passo 6.
6. Faz-se i =i+ 1 e volta ao passo 2.

A estrutura do método de busca linear descendente descrita pode ser vista na figura [5.1]
Os métodos dentro dessa classe diferem de acordo com a maneira como as diregoes de descida
sao escolhidas. Outra consideracao importante na distin¢ao de tais métodos é a forma como
resolvem o sub problema unidimensional da busca linear descrita no passo 3 da estrutura geral

do algoritmo. Existem varios algoritmos usados em otimizacao que resolvem o problema da
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busca linear como por exemplo o Método da Interpolacio Quadrdtica de Powell, o Método da

Seccao de Ouro e outros.

Figura 5.1: Sequéncia de diregoes e passos de descida

Fonte: Préprio Autor

5.1.1 Métodos de Busca Linear Descendente de Primeira Ordem

Métodos de busca linear descendente que fazem o uso do vetor gradiente V f (z) para
determinacao da direcao de busca a cada iteragao, sao chamados de métodos de primeira ordem
pois utilizam as derivadas parciais de primeira ordem da fungao objetivo f(x). O mais simples e
mais famoso dessa classe de algoritmos é o Método da Mazima Descida, primeiramente proposto
por Cauchy em 1847. Seu algoritmo pode ser descrito da seguinte forma:

Dado o ponto de partida z° faca para i = 1, 2, 3... até a convergéncia:
) _ i1
1. Faz-se u' = Vi)

IV

2. Faz-se ' = 21 + \;u’ onde )\; é tal que:

m/\z’n F(\) = m/\in f(z" ' + \u') (Busca Linear)

Os critérios de parada podem ser os mesmos ja citados anteriormente:
Lzt — 27t < g
2. [[Vf (@)l < e

51



UNIFEI - ISEE Dissertacao de Mestrado

3. 1f (') = f(@h) | <es.

Onde €1, €5 e €3 sao tolerancias positivas dadas.

5.1.2 Condigoes de Melhoria de Convergéncia

Associadas aos custos computacionais dos métodos de busca linear descendentes e em ge-
ral dos métodos de primeira ordem, condicoes de melhoria de performance e economia foram
desenvolvidas ao longo do tempo. Essas condigoes foram desenvolvidas na tentativa de garantir
que os passos utilizados nas direcoes de busca nao sejam tao grandes que possam provocar a
divergéncia da sequéncia de busca nem tao pequenos que tornem o progresso da busca insufi-
ciente. As seguintes quatro condigoes foram largamente utilizadas com sucesso na atualizacao

dos passos em problemas de otimizacao irrestrita e por isso merecem citagao:

1. Performance:

fl@™ 4+ ') < fa'h) (181)
2. Armijo:
f(:vi_1 + \u') < f(:vi_l) + cl)\iuiTVf(xi_l) (182)
3. Curvatura:
cu’ V() <l Vi 4 Aud) (183)
4. Curvatura Forte:
[V f (2 + A < eslut V(@) (184)

Onde ¢, ¢y e c3 sao parametros necessariamente nao negativos que controlam o grau sob o
qual as condigoes citadas sao reforcadas. A segunda e a terceira condigoes sao conhecidas como

Condigoes de Wolfe enquanto que a segunda e quarta sao conhecidas como Condicoes Fortes

de Wolfe.
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Figura 5.2: Comportamento de zig zag ortogonal do método de Maxima Descida

Fonte: Préprio Autor

5.2 Meétodo de Gradientes Conjugados (CG)

Apesar de sua descida local 6tima o método da Maxima Descida geralmente tem uma pobre
performance, sobretudo quando o problema de otimizacao considerado é mal escalado, ou seja,
quando as curvas de nivel da fungao objetivo sao muito alongadas. Esse problema no desempe-
nho desse método se da principalmente porque o algoritmo foca a busca dire¢oes ortogonais a
cada iteragdo como mostrado na figura [5.2] Embora na teoria o método se prove convergente,
na pratica ele pode nao convergir de forma eficiente em um nimero finito de iteragoes. De-
pendendo do ponto inicial este métodos pode divergir até mesmo quando aplicado a fungoes
quadraticas positiva definidas. Existe, entretanto, uma classe de métodos de primeira ordem
conhecidos como Métodos de Gradientes Conjugados, para os quais pode ser demonstrado que
independente da escala do problema, esse método converge em nao mais que um predeterminado

nimero n finito de iteragoes quando aplicado a fungoes quadraticas da forma:
L 7 T
f(x):éx Az +b'x +c (185)

onde ¢ € R, b é um vetor real de dimensao n e A é uma matriz n X n real e simétrica. Essa
poderosa propriedade pode ser estendida a outras fungoes mais gerais nao quadraticas pois

muitas funcoes podem se aproximar localmente por Séries de Taylor das condigoes dadas.
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O método de gradientes conjugados comecou a ser estudado na década de 50, sendo
inicialmente proposto como um método direto para resolver sistemas lineares, nao como um
método iterativo. Muitos autores citam os trabalhos de Hestenes e Stiefel [31] como referéncia
base ao que foi desenvolvido posteriormente. Segundo [32] o Método de Gradientes Conjugados
foi abandonado durante a década de 60, e apenas nos anos 70 foi retomado pela comuni-
dade cientifica. O método é utilizado principalmente para a resolucao de problemas de grande
porte, nos quais nao é razoavel sequer fazer as n iteragoes que podem ser demandadas no caso

quadratico estritamente convexo.

5.2.1 Direcoes Mutuamente Conjugadas

Dois vetores u,v # 0 sao ortogonais se o produto escalar u’v = (u,v) = 0. O conceito
de conjugacao mutua pode ser definido de maneira semelhante. Dois vetores u,v # 0, sao
definidos mutuamente conjugados com respeito a matriz simétrica positiva definida A se u? Av =
(u, Av) = 0. As diregbes conjugadas podem ser usadas na selegao das diregoes de busca dos
algoritmos de primeira ordem, evitando o problema das dire¢oes ortogonais a cada iteracao
como ocorre no método da Maxima Descida porém como encontrar tais direcoes mutuamente
conjugadas? Uma maneira seria obter os autovetores da matriz A porém resolver essa situagao
por si s6 representaria um problema computacional da mesma dimensao que o problema original
de otimizacao irrestrita que poderia ser resolvido por qualquer outro método numérico. Para
contornar essa situagao e obter as direcoes mutuamente conjugadas o método de Fletcher-Reeves

foi proposto [33].

5.2.2 Diregoes de Fletcher-Reeves

As Diregoes de Fletcher-Reeves u', i = 1, 2, ..., n, considerando uma matriz A simétrica

positiva definida, podem ser encontradas explicitamente da seguinte forma:
1 0
uw =-=Vf(z") (186)

eparat=1,2,....n—1

u't =~V (") + B (187)
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onde 2! = 271 4+ \;ut, \; corresponde ao passo 6timo na interacdo i e:

IVRE)?
= Vi@ P (188)

A mudanca de ; da origem a outros métodos de busca como por exemplo as Direcoes de

Polak-Ribiere dadas por: . , ,
(Vf(a') = V[ )TV f(')

Tl (189)

B =

Portanto a estrutura geral do algoritmo de gradiente conjugado de Fletcher-Reeves para

funcoes gerais, pode ser sintetizado nos seguintes passos:

Algoritmo 1: ALcoriT™MO CG

1 Computa-se Vf(z°) e faz-se u' = —V f(z0)

2 Parai =1, 2,..., n é feito:

3 Faz-se 2! = 2'~' 4+ \;u’ onde \; é tal que:

4 m)%’n F(\) = m)%'n St + M) (Busca Linear)

5 Computa-se V f(z*)

6 Se o critério de convergéncia é satisfeito entdo pare e z* = !, sendo prossiga.
7 Se<i<n-—1,u =-Vf(z')+ B

0

8 Faz-se z” = 2™ e volte ao passo 1.

5.3 Meétodo do Gradiente Bi-Conjugado (BiCG)

O método dos gradientes conjugados (CG) descrito anteriormente, nao é adequado para solu-
cionar os sistemas lineares de fluxo de carga, j4 que sao aptos apenas para solucionar sistemas
simétricos e para que sejam aplicados aos casos nao simétricos necessitam da equacao normal
de gauss ou outras técnicas de simetrizacao, no entanto, quase todas elas aumentam o ntmero
de condicionamento da matriz do sistema. A primeira tentativa para solucionar este impasse é
apresentada em [34], com o método conhecido como Gradiente Bi-conjugado (BiCG) sendo pos-
teriormente melhorado. O BiCG utiliza uma das formas do algoritmo Lanczos nao-simétrico,
conhecida como biortogonalizagao de Lanczos ou simplesmente Bi-Lanczos, para construir as
bases ortogonais do Subespaco de Krylov. Em resumo este algoritmo é uma variacao do tra-
dicional CG e tem em adicional o cédlculo da bi-diregao e do bi-residuo. Como vantagem aos

métodos de gradientes tradicionais ele pode ser aplicado a matrizes nao simétricas reais sem
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alteracao do niimero de condicionamento. A seguir apresenta-se o algoritmo de BiCG:

Algoritmo 2: ALGORITMO BiICG PRATICO

1 Escolha uma suposicao inicial x, e faca = = x,

2 7, = (b— Az,) (residuo inicial)

3 1, = 1 (residuo conjugado inicial)

4 p, =, (direcdo de busca inicial)

5 Do = P, (direcao de busca inicial conjugada)

6 Sendo tol a tolerancia para o residuo enquanto ||r|| > tol faga:

7 Ty
7T Ap;

7T 0 =

8 Tit1 = T; + ayp;

9 rip1 =1 — a;Ap;
10 rifi—l = 72 — O[:AHﬁZ
11 /82 _ fi-«;li:?l
12 pip1 = Tip1 + Bibi

13 7 =74 (7

Apesar do BiCG se apresentar como uma extensao do CG para matrizes nao simétricas ele
ainda exige que a matriz seja real. Para que se possa estender os algoritmos ao plano complexo
necessita-se de mais uma generalizagao a matrizes nao simétricas e complexas tornando o al-
goritmo de gradientes conjugados ideal para a aplicacao a problemas de fluxo de poténcia em
regime permanente em dominio complexo. Felizmente encontra-se tal generalizacao em [35] no
qual o autor batiza o algoritmo de Comp - BiCG. Por motivos de simplificagao o algoritmo é
chamado apenas de CBiCG - Complex Biconjugate Gradient. A deducao desse algoritmo se
encontra em [35] e se constitui em uma generalizagdo dos dois métodos anteriores, CG e BiCG.

A seguir é descrita a rotina de célculo do CBiCG:
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Algoritmo 3: ALGORITMO CBICG PRATICO

1 Escolha uma suposicao inicial x, e faga x = x,

2 = (b— Az) (residuo inicial)

3 7 = r* (residuo conjugado inicial)

4 p =r (direcao de busca inicial)

5 p=p* (dire¢do de busca inicial conjugada)

6 Sendo tol a tolerancia para o residuo enquanto ||r|| > tol faga:
S

8 T =+ ap

9 r=r—aAp
10 7 =7 —a*Afp

_ (At
b=
12 p=r+pp

18 p=7+p5"p

5.3.1 Condicionamento Numérico e Convergéncia do CBiCG

Em termos gerais, um sistema linear Ax = b é mal-condicionado se pequenas perturbacoes na
matriz A ou no vetor b causam grandes variacoes na solucao. Nesse caso, devido aos erros na
representacao e operacoes de pontos flutuantes, nao se deve esperar uma solucao precisa de um
método numérico! Além disso, num sistema linear mal-condicionado, o residuo pode nao revelar
a natureza do erro! O condicionamento de uma matriz A é definido em termos de sua norma
e a norma de sua inversa. O numero de condi¢ao de uma matriz A, também chamado condi-
cionamento de A, é definido por cond(A) = || A]|||A7||. Este nimero é de grande importancia
pois afeta fortemente a convergéncia da maioria dos métodos iterativos e, em especifico, os
métodos de gradientes conjugados que apesar de sua versatilidade para operar tanto em ambi-
ente sequencial quanto em paralelo, possuem o grande problema caracteristico de instabilidade
numérica perante as diferentes propriedades do sistema linear o que faz com que esses métodos
possam apresentar uma convergéncia lenta ou ainda nao convergir a solucao exata. Isto acon-
tece em particular se a matriz dos coeficientes é mal condicionada, onde o fato de existir uma
grande diferenca entre a magnitude dos autovalores origina erros de arredondamento por conta
da perda de alguns algarismos significativos no processo da aplicacao dos métodos de gradien-

tes conjugados, porém, tanto a eficiéncia quanto a robustez desses métodos podem ser muito
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aprimoradas usando pré-condicionamento. O pré condicionamento é simplesmente transformar
o sistema linear original em um equivalente, isto é, com a mesma solugao, porém com alguma
melhoria nas caracteristicas matriciais do sistema acarretando uma convergéncia mais rapida
e mais robusta. Citando Saad em |36 “Em geral, a confiabilidade dos métodos iterativos, ao
lidar com véarias aplicagoes, depende muito mais da qualidade do pré-condicionador...”. Dessa
forma percebe-se que a instabilidade numérica dos métodos de gradientes conjugados, em espe-
cial do CBiCG, pode ser contornada ou melhorada, com a utilizagao de um pré-condicionador

conveniente, o que requer estudo dos casos especificos de aplicacao.

5.4 Precondicionadores

Os métodos de gradientes conjugados fazem parte do subespacgo de Krylov, eles nao sao robustos
no sentido de que nao se pode garantir solugoes aproximadas em tempo computacional e arma-
zenamento modestos (modesto com respeito a métodos alternativos de solucao). Para alguns
métodos (por exemplo, GMRES), é 6bvio que eles levam, em aritmética exata, a solu¢ao exata
em n iteragoes maximas, mas isso pode nao ser muito pratico. Outros métodos estao restritos a
classes especificas de problemas (GC, MINRES) ou sofrem de efeitos colaterais desagradéveis,
como estagnacao ou paradas (Bi-CG, CBiCG, Bi-CGSTAB). Tal baixa convergéncia depende
de maneira muito complicada das propriedades espectrais (distribui¢ao dos auto-valores, campo
de valores, condigao do auto-sistema, etc.) e estas informagoes nem sempre estao disponiveis
em situagoes praticas. A alternativa é, entao, tentar encontrar algum operador K, de modo
que K 'A tenha melhores propriedades espectrais (mas ainda desconhecidas). Isto é baseado
na observaciao de que para K = A, o sistema ideal K 'Ax = Iz = K~ 'b e todos os métodos
do subespaco forneceriam a solugao verdadeira em uma tnica etapa. A esperanca é que para
K, em certo sentido proximo de A, um método de Krylov selecionado (caso deste trabalho,
o CBiCQG) e corretamente aplicado para, por exemplo, K Az = Kb, precisaria de apenas
algumas iteragoes para gerar uma aproximacao suficientemente boa para a solucao do sistema
dado Ax = b. Um operador usado para esse fim é chamado de pré-condicionador para a matriz
A.

O problema geral de encontrar um pré-condicionador eficiente é identificar um operador linear

K (o precondicionador) com propriedades tais que:

1. K é uma boa aproximacao de A em algum sentido.
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2. O custo computacional da construcao de K é nao proibitivo.

3. O sistema Ky = z é muito mais facil de se resolver do que o sistema original.

A pesquisa sobre pré-condicionamento é uma area muito ampla e ativa porém ainda com pouca
estrutura. Nao existe uma teoria geral sobre a qual é possivel se basear com seguranca para uma
selecao eficiente do pré-condicionador. A principal dificuldade é que o pré-condicionamento se
baseia em aproximacao e na auséncia de informacgoes precisas sobre o comportamento da solucao
de um dado sistema Ax = b e das propriedades espectrais de A, pode ocorrer que a convergéncia
dependa criticamente da informacgao que é descartada no processo de aproximacao. Selecao e
construcao de um bom pré-condicionador para uma dada classe de problemas é, portanto, na
melhor das hipéteses, uma mera suposicao.

Existe uma grande liberdade na defini¢ao e construcao de pré-condicionadores para os métodos
do subespaco Krylov e essa é uma das razoes pelas quais esses métodos sao tao populares e tao
bem sucedidos. Observe que em todos os métodos de Krylov (CG, BiCG, CBiCG e etc), ndo
é necessario conhecer os elementos individuais de A e nem modificar suas partes, necessita-se
apenas de uma sub-rotina que gera, para um dado vetor y de entrada, um vetor z de saida tal
que matematicamente pode ser descrito como z = Ay e esse é mais um atrativo dos algoritmos

de gradientes conjugado.

5.5 Efeito da Ordenagao

E sabido que a ordenacao das variaveis pode ter um efeito significativo na convergéncia dos
métodos de gradientes conjugados como pode ser visto, por exemplo, no trabalho 37/ ou [3§]
no qual os autores investigam os efeitos de varias estratégias de ordenacao e particionamento
no desempenho do algoritmo CG paralelo pré-condicionado. Ja existe uma consideravel lite-
ratura sobre os efeitos da ordenacao em problemas de diferencas finitas, sobretudo quando se
aplica métodos de gradientes conjugados em sua forma paralelizada pois uma ordenagao es-
pecifica pode melhorar a performance da computagao paralela ao ordenar convenientemente
as variaveis além de possibilitar a reducao da quantidade de fill-in’s e manter a estrutura de
esparsidade. Em muitos casos, bons resultados foram obtidos com ordenacoes baseadas em
sistemas reduzidos como a ordenacao diagonal, espiral, red-black e outras. A titulo de exemplo
da profunda alteracao causada pela ordenacao, na estrutura matricial, aplica-se a ordenacao

Column Approximate Minimum Degree (CAMDI), & matriz jacobiana computada em flat-start,
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de um sistema de 9899 barras, extraido da base de dados da Empresa de Pesquisa Energética
(EPE), em seu site www.epe.gov.br [28]. Este sistema trata-se da configuracao da rede elétrica
representada nos dados de estudos da transmissao, que sao atualizados a partir dos resultados
dos estudos de expansao regionais (Relatérios R1), dos empreendimentos de transmissao ja
licitados e daqueles ja indicados para licitagao, das projecoes de mercado e do plano de geracao
e dos requisitos de intercambios entre subsistemas. A jacobiana foi calculada utilizando-se de

algoritmos desenvolvidos nesta dissertagao.

Figura 5.3: Ordenacao CAMD do sistema de 9899 barras

Jacobiana Ordenada

Jacobiana Original

- .-."w.
T ._____#'E-r:':'r
S

5.6 Algoritmos Desenvolvidos em MATLAB

Nesta secao descreve-se brevemente os algoritmos de fluxo de poténcia desenvolvidos em
dominio real e complexo, utilizando-se do software MATLAB, os quais foram desenvolvidos e

implementados ao longo deste trabalho de mestrado.

1. Um arquivo de extensdo .trt formatado nos moldes do IEEE (Common Data Format),

contendo os dados do problema de fluxo de poténcia a ser estudado.

2. Um arquivo de extensao .pwf o mesmo formato usado para processar casos no programa

ANAREDE.

3. Um arquivo de extensao .mat o mesmo formato usado para processar casos no programa

MATPOWER.
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Ainda sobre o Newton Rapshon tradicional implementado, ele se constitui no estado da arte
desse método mas vale ressaltar que a montagem da matriz de admitancias e do jacobiano
foi feita de forma otimizada utilizando formas vetorizadas conforme |39, Tais formas de im-
plementagao figuram também nas versoes mais recentes do software MATPOWER e podem
ser vistas com detalhes no manual desse programa [15]. Os demais algoritmos foram feitos
utilizando-se dos célculos ja explicados nas se¢oes anteriores como o método de Newton Raph-
son no dominio complexo, o CG -[§ BiCG -[I3 e o CBiCG.

Apesar de alguns métodos terem sido apresentados, para as analises e comparacoes dos resul-
tados obtidos sera utilizado apenas o método CBiCG em comparacao ao método de Newton
Raphson tradicional em dominio real utlizando coordenadas polares RV-NRP. Para anélise do

desempenho, utiliza-se o algoritmo CBiCG no dominio real da seguinte forma:

Algoritmo 4: METODOLOGIA DO CBICG

1 Escolha uma suposicao inicial x, e faca x = x,

2 J, = J(z,) (Jacobiano em x,)

3 Sendo tolM a tolerancia para o Mismatch enquanto || M || > tolM faga:
4 dx = cbicg(Jo, —M (), xcbi,, bitol)

5 x=x+dx

Nota-se nesse algoritmo que J, é constante, a jacobiana é calculada apenas uma vez no ponto
inicial z, e o algoritmo CBiCG entra em agao resolvendo o sistema linear J,dz’ = —M (z') para
cada iteracao i e bitol é a tolerancia especificada para a resolucao desse sistema através do
CBiCG. Entao para cada iteracao i tem-se sub iteracoes da rotina do CBiCG na resolucao de
Jodz® = —M(z') até a convergéncia global do algoritmo em i = n quando a tolerancia para
o Mismatch ou residuo |[|[M|| < tolM é alcangada. Note que o algoritmo global pode divergir
se para um nimero maximo N de iteragoes ¢ nao for satisfeita a condigao ||M|| < tolM ou se
dentro da rotina do CBiCG nao for alcangada a convergéncia na resolucao do sistema linear

para cada iteracao 1.

6 Apresentacao dos Resultados

Neste capitulo apresenta-se os resultados das simulagoes utilizando os algoritmos desenvolvidos

em dominio complexo (CBiCG e CBiCG — ILU) e em dominio real RV — NRP, todos em
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coordenadas polares. Foram feitos comparativos de performance entre as duas formulagoes do
fluxo de poténcia, para os sistemas fornecidos pelo software MATPOWER de 14, 300, 1354, 2869
e 9241 barras com caracteristicas de condicionamento distintas. As comparagoes foram feitas
levando-se em conta alguns aspectos, como o uso de ordenacao por colunas no fluxo complexo
CBiCG—AM D, precondicionadores através do algoritmo C'BiC'G—I LU, usando fatoracao LU
incompleta, aplicacado do complemento de schur para a reducao do sistema C BiC'G — I LUy
e, finalmente, o fluxo de poténcia exato, C BiCG — EPF. Todos os algoritmos envolvidos foram
feitos utilizando-se técnicas de esparsidade e foram desenvolvidos no software Matlab. Os testes
numéricos foram executados usando-se um Intel Core i7 modelo OptiPlex3090 com 16GB de

RAM e sistema operacional windows 11, 64-bits.

6.1 Validacao do Fluxo em dominio Complexo
6.1.1 Validacao dos Mdédulos de Tensao e Tempo Computacional

Para fins de validacao do fluxo de poténcia complexo através do algoritmos de gradientes
bi-conjugados CBiCG e CBiCG-ILU, utiliza-se o software de simulacao de cédigo aberto MAT-
POWER. A seguir a comparacao dos médulos de tensao, dados como resultado da convergéncia
do algoritmo CBiCG, com o fluxo em dominio real RV-NRP em coordenadas polares, dado pelo
software MATPOWER. A comparagao foi feita levando-se em conta o erro percentual entre os
modulos de tensao, para os sistemas de barras de 14, 300, 1354, 2869 e 9241. E possivel consul-
tar o manual do MATPOWER, para maiores detalhes sobre os sistemas de barras utilizados,

vide referéncia [15].
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Figura 6.1: Erros percentuais de magnitude de tensao

AT o Erro percentual (%) de i
magnitude de tensao

35r 3.19%

3 - -

N
(63}
T

Erro Percentual (%)
RN

14300 1354 2869 9241

N° de Barras
Fonte: Préprio Autor

O maior erro percentual cometido foi de 4% e se deu no maior caso testado, de 9241 barras.
Vale ressaltar que nesta primeira simulacao, nao foi usada nenhuma técnica de melhoria de
condicionamento numérico da matriz jacobiana, o que foi feito nas simulacoes posteriores. Em

seguida, compara-se o tempo computacional, em segundos, desta primeira simulagao.
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Figura 6.2: Tempo computacional em segundos
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N° de Barras
Fonte: Préprio Autor

E perceptivel, o aumento expressivo do tempo computacional como funcao da dimensao do
sistema, para o algoritmo CBiCG. Essa mesma relacao é mais discreta e linear para o algoritmo
RV-NRP, em dominio real. Apesar de o tempo computacional ser sensivel a dimensao do
sistema, a diferenca entre o nimero de iteragoes se manteve aproximadamente nula, como se

pode ver na tabela [I]
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6.1.2 Numero de iteragoes: CBiCG x MATPOWER

Tabela 1: Tabela de Iteracoes CBiCG x MATPOWER

Barras Itergqées Iteracoes
CBiCG | RV-NRP

) 2 2

9 3 3
14 3 3
18 3 3
22 2 2
30 3 2
39 4 3
d7 3 3
69 3 2
85 3 3
118 4 3
141 2 2
145 7 4
300 ) 4
1354 ) 4
2869 6 6
3120 ) )
9241 7 6

6.1.3 CBiCG Precondicionado

O tempo computacional divergiu de forma mais acentuada que as interagoes, isso se deu, porque
a aplicagdo do algoritmo CBiCG ao fluxo de poténcia, utilizando Newton-Raphson, requer
dois lacos, um externo e outro interno onde ocorre efetivamente a resolucao do sistema linear
J(x)dx = —M(x). Este lago interno é mais suscetivel ao niimero de condicionamento da matriz
jacobina, o que pode causar um queda de performance no nimero de iteracoes do laco externo.
Na simulacao seguinte, técnicas de ordenacao e precondicionamento, promovem uma melhoria
significativa dos tempos computacionais para o algoritmo em dominio complexo. No caso a

seguir utiliza-se, como precondicionador, a fatoracao LU incompleta.
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Figura 6.3: CBiCG com precondicionador

—&—CBIiCG-ILU
—&—RV-NRP ]

=
N
T

o
o -
T T
| |

Tempo Computacional (s)
o
(o]

.22
04} 0.27s .
0.36s
0.2 |
0.08s
0.00s
(0w |
_0.2 | | | | |
14 300 1354 2869 9241

N° de Barras
Fonte: Préprio Autor

Na figura pode-se perceber os efeitos do precondicionador. Nesta simulacao o efeito de
performance computacional foi mais acentuado no maior sistema, de 9241, onde se obteve uma
melhoria no tempo computacional de quase 20 vezes. No entanto esta melhoria estd sujeita
a morfologia do sistema, o que quer dizer, que o precondicionador utilizado para um sistema,
pode nao promover a melhoria nos demais sistemas. A seguir, apresenta-se o caso onde sistemas
menores de 145 barra e 3120 barras tiveram suas performances prejudicasm utilizando-se o

mesmo precondicionar que promoveu a melhoria do sistema de 9241 barras.
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Figura 6.4: CBiCG-ILU precondicionado incluindo sistemas de 145 e 3120 barras
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ou seja, para que o precondicionador possa melhorar a performance computacional, é ne-
cessario que se conhega a topologia da rede. Isto, porque dependendo da topologia do sistema,
alguns blocos que compoem a matriz jacobiana complexa, podem ser tornar mal condicionados,
levando a uma piora no desenvolvimento do algoritmo. Devido a este fator, deve-se através
de um processo heuristico, encontrar um precondicionador capaz de promover melhorias no
sistema, além disso pode-se aplicar técnicas de ordenagao [38] ou usar o operador SWAP para a
permutacao dos blocos matriciais mal condicionados. Outra forma de melhoria, é a reducao da
dimensao do sistema via Complemento de Schur [2.6] aplicado a jacobiana[I53] que se transforma
na jacobiana reduzida J, = J11 — J12J2271J21, redugao esta que figura nas referéncias [40] e

numa obra mais recente [41].
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6.1.4 CBiCG-ILU Reduzido Via Complemento de Schur

Conforme dito anteriormente, é possivel fazer a reducao sistemas considerado, via complemento
de Schur, exposto na subsecao 4.2.2] Nesta simulacao, mantém-se as premissas das simulagoes

anteriores quanto a inicializacao.

Figura 6.5: Tempo computacional em segundos do sistema reduzido
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Os tempos computacionais se mantiveram inalterados para os casos menores, no entanto,
houve um ganho computacional para os dois maiores casos de 3120 e 9241 barras. Vale ressaltar
aqui, que durante a reducao dos sistemas, houve a alteragao de blocos matriciais mal condici-
onados via operador swap. Este fato pode justificar a melhoria de performance do sistema de
3120 barras, que devido ao seu mal condicionamento, acarretou um aumento de tempo compu-

tacional visto na figura [6.40 O ntmero de iteragdes se manteve inalterado e pode ser visto na

tabela [l
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6.1.5 Fluxo de poténcia exato CBiCG-EPF

Nesta simulagao incorpora-se o efeito da matriz Hessiana, através da formulacao matricial de
Wirtinger ja exposta neste trabalho na subsecao m E possivel obter mais informacoes

através dos trabalhos de [30] e [29].

Figura 6.6: Tempo computacional em segundos do sistema reduzido
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Nesta simulacao, os tempos computacionais se mantiveram semelhantes a simulacao repre-
sentada na figura[6.4] com ligeira reducao do tempo computacional para o caso de 3120 barras,
provavelmente porque o condicionamento das matrizes envolvidas era o mesmo. A grande
diferenca se deu no niimero de iteracoes até a convergeéncia, fato esperado, uma vez que a incor-
poracao do efeito da matriz Hessiana, traz maior precisao nas diregoes de convergéncia e vetor
de correcao. A seguir apresenta-se a tabela contendo o nimero de iteragoes para todos os casos

testados:
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Tabela 2: Tabela de Iteragoes CBiCG-EPF x MATPOWER

Iteracoes | Iteracoes
CBiCG | RV-NRP
) 2 2
9
14
18
22
30
39
o7
69
85
118
141
145
300
1354
2869
3120
9241

Barras

N WIN N W W NN DN DN

| T | N W W W W NN W W W

Y O = | QO A~ 1

O numero de iteracoes em todos os casos se manteve abaixo do niimero de iteracoes fornecido
pelo software MATPOWER, com excecao do caso de 145 barras onde o algoritmo CBiCG-
EPF divergiu. No entanto, a performance geral em praticamente todos os casos, foi melhor

quanto ao numero de iteragoes.
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7 Conclusao

A estruturagao e modelagem do problema de fluxo de poténcia nos dominios real e complexo
permite a visualizacao da complexidade de cada caso. A implementacao se mostrou muito
mais simples e poderosa no dominio complexo uma vez que utilizando o célculo de Wirtinger
generalizado foi possivel desenvolver todos os algoritmos de forma direta e natural além de
que as estruturas de aritmética de ntimeros complexos do software utilizado estao otimizadas
para tal fim, bem como ¢ uma tendéncia, a arquitetura de computadores SIMD - Single
Instruction Multiple Data [42], adequado ao paralelismo e tratamento de conjuntos regulares
de dados, como matrizes e vetores, ou seja, aritmética de nimeros complexos. A separacao
de varidveis na implementacao dos algoritmos em dominio real se mostra complicada, visto o
grande numero de equagoes e de dificil organizacao e manutencao. Em se tratando do plano
complexo a fundamentagao tedrica dada pelo calculo de Wirtinger, permite que se aborde
problemas de otimizagao mais gerais e novas possibilidades, vide |43]. Sobre os métodos dos
gradientes conjugados, se constituem em métodos muito simples de serem implementados e
rapidos, utilizados por sua facilidade de vetorizacao, rapidez e aplicacao em computagao paralela
( [44], [45] e [46]). Esses métodos se mostram robustos e eficientes na presenga de técnicas e

condicionadores especificos.
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8 Trabalhos Futuros

Sao grandes as possibilidade de pesquisa dentro deste campo de atuacao. Devido ao célculo
matricial generalizado de Wirtinger, existe inimeros aspectos dos algoritmos iterativos e da
formulacao complexa, que podem ser explorados, uma vez que, a matriz jacobiana em dominio
complexo, apresenta grande simetria e estrutura de blocos que podem ser exploradas via pro-
cessamento paralelo, usando linguagens de programacao mais eficientes do que a usada neste
trabalho, como por exempl C++, em conjunto com outras técnicas que podem fazer o precon-
dicionamento por blocos matriciais. Além disso, um tratamento generalizado e sistematizado
pelo célculo de Wirtinger nos permite incorporar modelos de fluxo de poténcia mais complexos,

como os modelos de FACTS em geral.
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