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“Por muito tempo tem sido um dos meus axiomas que as pequenas coisas Sao

infinitamente mais importantes.”

(Arthur Conan Doyle)



Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar a Estabilidade Assintética Global de campos de
vetores. ApoOs a apresentacao e o esclarecimento do problema, é feita uma breve revisao
de alguns topicos da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias. O ponto
de partida deste trabalho é a conexao da Conjectura de Markus—Yamabe com o tema
principal de estudo. Algumas outras classes de campos de vetores Globalmente Assinto-

ticamente Estaveis sao estudadas também.

Palavras—chave: Estabilidade Assintotica Global, Conjectura de Markus—Yamabe, Equa-

cao Diferencial Ordinéria.
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Abstract

The objective of this dissertation is to study the Global Asymptotic Stability Problem of
vector fields. After presenting and clarifying the problems, a brief review of some topics
of the Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations is made. The starting point
of this work is the connection of the Markus—Yamabe Conjecture with the main subject of

study. Some other classes of Globally Asymptotically Stable vector fields are also studied.

Keywords: Global Asymptotic Stability, Markus—Yamabe Conjecture, Ordinary Diffe-

rential Equation.
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Capitulo 1

Introducao

O problema da estabilidade assintotica global consiste em dar condigoes, se possivel veri-
ficaveis, para que a bacia de atracao de um ponto de equilibrio de um campo de vetores,
associado a uma equacao diferencial, seja todo o seu dominio. Este é um problema de
grande importancia da teoria de estabilidade, onde grandes nomes da historia passada e
presente da matemaética dedicaram e dedicam esforgos e tempo na busca por respostas.
Equacgoes diferenciais, as quais associamos aos campos de vetores, que tenham um
unico ponto de equilibrio e a bacia de atracao deste ponto ¢ todo o dominio do campo de
vetores, sao o interesse de estudo desta dissertacao. Tais pontos de equilibrios sao chama-
dos de globalmente assintoticamente estaveis. Foge do interesse deste texto a aplicacao
dessas equagoes diferenciais, nosso objetivo é puramente matematico. Neste primeiro

capitulo, os conceitos e resultados estao apresentados de maneira informal.

1.1 O problema da estabilidade assintética global

Considere uma equacao diferencial ordinaria em R"

dX
X =—=F(X 1.1
0] (1)
sendo t a variavel independente e
F:R"—R" (1.2)



um campo de vetores de classe C'. De modo usual, identificamos a equacao diferencial
ordinaria com o campo de vetores F.

Suponha que a equagao diferencial ordinéria tenha um ponto de equilibrio local-
mente assintoticamente estavel P, € R”, o qual, sem perda de generalidade, assumimos
ser a origem. Estd bem definida a bacia de atragdo de Fy, denotada por B(F), como o
conjunto das condic¢oes iniciais cujas solugoes tendem a Fj.

Neste cenario, temos um importante problema da Teoria Qualitativa das Equacoes
Diferenciais, conhecido como PEAG, o qual, consiste em: dar condigoes, se possivel ve-
rificaveis, para a estabilidade assintotica global de Py = 0, isto é, para que B(0) = R".
Estudar este problema é o objetivo central deste trabalho.

Quando B(0) = R", dizemos que a equagao diferencial , ou o campo de vetores F'
em (L.2), é globalmente assintoticamente estavel (GAE). Subentende-se que este problema
esteja resolvido com a teoria de Lyapunov, porém, encontrar uma funcao de Lyapunov
estrita propria nao é uma tarefa facil.

Relacionado ao problema da estabilidade assintotica global (PEAG), podemos citar a

desafiadora Conjectura de Markus—Yamabe [17].

Conjectura 1 (Markus—Yamabe). Se, para todo X € R", os autovalores de DF(X) tém

partes reais negativas, entio a origem € globalmente assintoticamente estavel.

A Conjectura de Markus—Yamabe no plano, isto ¢, em R?, foi resolvida afirmativa-
mente no inicio dos anos 1990 independentemente por Fefsler [§], Glutsyuk [10] e Gutiérrez
[11].

Brilhantemente, Fefiler, Glutsyuk e Gutiérrez provaram, independentemente, a inje-
tividade de I : R? — R? e usaram esse resultado na prova da Conjectura de Markus—
Yamabe no plano, pois, ja era conhecido desde o inicio dos anos 1960, por Olech [I§], que,
sob as hipoteses da Conjectura de Markus—Yamabe no plano, F' é globalmente assintoti-
camente estavel se, e somente se, F' é globalmente injetora.

Para a solugao da Conjectura de Markus—Yamabe no plano, dada por Gutiérrez, con-
sidere p € [0,0) e F' : R? — R? uma aplicagao C*. Dizemos que F satisfaz a p condicio

nos autovalores se:



e Para cada X € R? o determinante de DF(X) ¢é positivo.

e Para cada X € R? com ||X|| > p, os autovalores de DF(X) nao pertencem ao

intervalo [0, co).

Observagao 1.1.1. Se F' satisfaz as hipdteses da Conjectura de Markus—Yamabe, entao

F satisfaz a p condigdo nos autovalores, para todo p € [0,00).
Com isso, temos o seguinte Teorema de Gutiérrez solucionando a Conjectura

Teorema 1.1.1 (Gutiérrez). Se F : R? — R? ¢ uma aplicagao C' satisfazendo a p

condi¢ao nos autovalores, para algum p € [0,00), entao F € injetora.

Dez anos depois, Fernandes, Gutiérrez e Rabanal, em [7], provaram o seguinte teorema.

Usaremos a notagao “Spec” para representar o espectro de uma matriz.

Teorema 1.1.2 (Fernandes, Gutiérrez e Rabanal). Seja F : R? — R? uma aplicacio

Ct. Se, para algum & > 0,
Spec (DF(X))N[0,e) =0, VX €R?
entao F' € injetora.

Nao entraremos nas demonstragoes desses dois teoremas precedentes. Elas podem ser
encontradas nas referéncias citadas.

No geral, ainda em R?, as condicoes sobre os autovalores da matriz Jacobiana sao
condigoes muito dificeis de serem verificadas. No Capitulo [3| apresentamos um exemplo
de uma equacao diferencial que é GAE, porém nao satisfaz as condi¢oes da Conjectura
de Markus—Yamabe. Deste modo, as condi¢oes de Markus—Yamabe sao suficientes, mas
nao sao necessarias para a estabilidade assintotica global.

Outro objetivo desta dissertagao € exibir classes de campos de vetores no plano que se-
jam globalmente assintoticamente estaveis e que nao estejam nas hipoteses da Conjectura
de Markus—Yamabe. Também no Capitulo [3| enfraquecemos as hipoteses da Conjectura,

[, com o intuito de podermos alcangar este objetivo.



Aumentando a dimensao, analisando em R™, com n > 3, sabe-se que a Conjectura
é falsa. Porém, para campos de vetores gradientes em R", que satisfazem as hipoteses
da Conjectura[l] a resposta é afirmativa, isto é, sio GAE. Portanto, o terceiro objetivo é
exibir classes de campos de vetores em R" para as quais a conjectura é verdadeira.

Para realizarmos o estudo sintetizado nesta dissertacao, usamos ferramentas e técnicas
da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais. No proximo capitulo discutimos este
assunto em linhas gerais, apresentamos as defini¢oes e notagoes que sao usadas ao longo
do texto, desde teoremas classicos deste campo da matematica, até técnicas “modernas”.

Por fim, nas Conclusoes, sao apresentadas as consideragoes finais e planos para futuros
estudos. Em seguida, as referéncias bibliograficas usadas para a elaboragao deste trabalho

sao exibidas.



Capitulo 2
Consideracoes iniciais

Neste capitulo trazemos uma breve revisao de alguns tépicos da Teoria Qualitativa das
Equagoes Diferenciais que sao utilizadas ao longo desta dissertacao. Tais temas podem
ser obtidos com mais detalhes nos livros [6] e [20]. Buscamos seguir o mesmo roteiro
de [6]. Além destas referéncias, usamos também as notas de aulas do professor Luis
Fernando Mello, usadas na disciplina Tépicos Avancados em Matematica II, do Programa
de Mestrado em Matemaética na Universidade Federal de Itajuba.

Neste capitulo fixamos a notagao que sera usada ao longo do trabalho. Apresentamos
algumas demonstragoes, porém, o objetivo nesta parte do trabalho é reunir ferramen-
tas e técnicas para auxiliar no estudo da estabilidade global. Assim, omitimos algumas

demonstracoes, citando as referéncias onde podem ser encontradas.

2.1 Revisao de topicos da Teoria Qualitativa das Equa-
coes Diferenciais
Analogo ao capitulo anterior, considere um campo de vetores de classe C*
F:UCR"— R", (2.1)

sendo U um subconjunto aberto. Em muito do que faremos, U = R".



A partir do campo de vetores F', definimos a equacao diferencial ordinéaria em U por
X' = ax = F(X), (2.2)
dt
sendo t a varidvel independente.
Identificamos a equacao diferencial ordinaria com o campo de vetores F' em .
Um ponto X € U é um ponto de equilibrio se F'(X) = 0. Caso contrario, X € U é
um ponto regular de F'.

Uma solugao de ([2.2) ¢ uma fungao diferenciavel ¢ : I C R — U, tal que

_ %

¢(t) = —(t) = F(o(t)), (2.3)

para todo t € I.

Na literatura, também temos que uma solucao pode ser chamada de trajetoria ou
curva integral do campo de vetores F'.

Podemos interpreta—la, geometricamente, da seguinte forma: ¢ é uma curva integral
de F se, e somente se, seu vetor velocidade ¢'(¢) em t coincidir com o valor do campo F'

em ¢(t), para todo t € I. A Figura a seguir ilustra essa ideia.

Figura 2.1: Interpretagio geométrica de uma curva integral de F.

Considere o problema de valor inicial (PVI) ou problema de Cauchy

X' = ‘Z—f —F(X),  X(t) = Xo. (2.4)



Chama-se X, de condigao inicial.

Uma solugao de ([2.4]) é uma fungao diferenciavel ¢ : I C R — U, tal que

_ %

()= GO =FOUL el e o) =Xotel. (25)

Nao ha perda de generalidade em considerar ¢y = 0.

Uma solucao ¢ : I — U de chama—se méaxima se para toda solucao ¢ : J — U
tal que I C J e ¢ = (|; se tenha I = J e, consequentemente, ¢ = (. Neste caso, o
intervalo aberto I é chamado de intervalo maximo.

O préximo teorema retine algumas das principais propriedades relacionadas ao pro-

blema de valor inicial (2.4]).

Teorema 2.1.1. Considere F': U C R® — R™ um campo de vetores de classe C*.

i) (Existéncia e unicidade de solugdes mdximas). Para cada Xy € U existe um intervalo

aberto Ix, onde estd definida a unica solu¢io mdzima ¢x, de (2.4)),
ii) (Propriedade de grupo). Se Y = ¢x,(t1) e t; € Ix,, entao
Iy =1Ix,—ti={r—t1:re€lx}
e oy (s) = ¢x,(t1 + s), para todo s € Iy,
iii) (Regularidade com relagao as condigoes iniciais). O conjunto
Q={(t,X): XeUtelx}

¢ aberto em R™™ e a aplicagio ¢ : Q — U dada por ¢(t, X) = ¢x(t) € de classe
Ct em (.

O Teorema, pode ser encontrado em [6], pagina 3. O proximo teorema comple-

menta o anterior.

Teorema 2.1.2. Considere F : U C R* — R™ um campo de vetores de classe C*,

Xo € U e ¢x, : Ix, — U a solugao mdxima de F por Xo = ¢x,(0). Suponha que



Ix, = (a,b), com b finito. Entao, dado qualquer conjunto compacto K C U, existe
to € (a,b) tal que
Ox,(to) & K.

Resultado andlogo vale para o caso em que a € finito.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [0], pagina 4.
A aplicagao ¢ :  — U definida no Teorema é chamada fluxo (gerado) por F'.

Para cada P € U, o conjunto
O(P) ={¢(t, P): t € Ip},

isto ¢, a imagem da curva integral de F' pelo ponto P, é chamada 6rbita de F' pelo ponto

P. Temos, entao, que

Q € O(P) <= 2(P) = 2(Q),
pois, se @ € ®(P), entdao Q = ¢(t1, P), com t; € Ip e
¢<t,Q>:¢(t,¢(t1,P)):¢(t+t1,P), com Ip—tl :IQ.

Portanto, duas érbitas de F' coincidem ou sao disjuntas. Assim, temos a decomposi¢ao

de U numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:
e Imagem bijetora de um intervalo de R;
e Um ponto;
e Homeomorfa a um circulo.

No segundo caso, { P} = ®(P), a 6rbita chama-se singular. Neste caso, P é um ponto
de equilibrio de F' e vale F(P) = 0. Recordando, se F/(P) # 0, dizemos que P é um ponto
regular de F'.

No terceiro caso, a 6rbita chama-se fechada (ou periodica). Tendo essas informagoes,

podemos avancar para o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3. Se ¢ € uma solugao mdzima de (2.2) em I, ocorre uma das sequintes

alternativas:



a) ¢ ¢ bijetora;
b) I =R e ¢ € constante;
c) I =R e ¢ € periddica, isto é, existe um k > 0 tal que

ot + k) = o),
para todo t € R, e ¢(t1) # d(ta), se [t; —to] < k.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [0], pagina 5.

O conjunto aberto U, munido da decomposi¢ao em 6rbitas de F', chama-se retrato de
fase de F. As orbitas sao orientadas no sentido das curvas integrais do campo F' e os
pontos de equilibrio sao munidos da orientacao trivial. Os retratos de fase nos ajudam a
ter uma intuicao geométrica do comportamento do campo de vetores.

Alguns campos de vetores sao mais simples de compreender, ainda mais quando se
trata de informagoes locais, além disso, seus retratos de fase sao bastante conhecidos.
Portanto, nosso proximo esforgo sera como relacionar dois campos de vetores segundo os
seus retratos de fase. Para isso, recordamos algumas “equivaléncias” entre dois campos de
vetores, as quais permitem comparar seus retratos de fase.

Considere

F:UCR"—R" ¢ G:VCR"—R"
campos de vetores de classe C' definidos nos abertos U e V, respectivamente. Dize-
mos que o campo de vetores F' é topologicamente equivalente ao campo G se existe um

homeomorfismo

H:U—YV

que aplica orbitas de F' em oOrbitas de GG preservando as orientagoes. Mais precisamente,
se P € U e ®(P) é a orbita orientada de F' passando por P, entdao H(®(P)) é a orbita
orientada W(H (P)) de G passando por H(P). Neste caso, H ¢ uma equivaléncia topologica
entre F' e G.

Considere

¢1IQ1—>U € ¢2:QQ—>V
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os fluxos gerados pelos campos F' e G, respectivamente. Dizemos que F' é topologicamente

conjugado a G se existe um homeomorfismo
H:U—YV,

tal que
H(p:1(t, X)) = ¢a(t, H(X)),
para todo (¢, X) € Q5. O homeomorfismo H é uma conjugagao topoldgica entre F' e G.
Considere I : U C R*® — R" de classe C' e B C R"! um aberto. Uma aplicacao
G : B — U de classe C! chama-se segao transversal (local) de F' quando, para todo
P e B,
DG(P)(R™™™) e F(G(P))

geram o espaco R".

Considere ¥ = G(B) munido da topologia induzida. Se G : B — 3 for um homeo-
morfismo, dizemos que ¥ é uma secao transversal de F'.

Em uma vizinhanca de um ponto regular, o retrato de fase de um campo de vetores

F' esta completamente determinado, como nos mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.1.4 (Fluxo Tubular). Considere P € U um ponto regular de um campo de
vetores F' : U C R* — R" de classe C*. Entdo, existe um difeomorfismo que conjuga F,

em uma vizinhanc¢a de P, com o campo constante
(17()’0"" 70)
restrito a uma vizinhanga da origem.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [0], pagina 9.

Considere um campo de vetores F' : U C R® — R" de classe C' e P € U um ponto
de equilibrio de F'. Dizemos que P é um ponto de equilibrio hiperbélico se a linearizacao
DF(P) possui todos os autovalores com partes reais ndo nulas. Caso contrario, diremos
que o ponto é nao hiperbélico.

O Teorema de Hartman—Grobman a seguir nos informa que, em uma vizinhanga de um

ponto de equilibrio hiperbdlico P, o comportamento do campo de vetores F' é o “mesmo”
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que o da sua linearizagdo DF(P). Portanto, quando estamos interessados em saber a

natureza de determinado ponto de equilibrio, fazemos uso deste teorema.

Teorema 2.1.5 (Hartman-Grobman). Considere F': U C R" — R"™ um campo de veto-
res de classe C* e P € U um ponto de equilibrio hiperbdlico. Entdo, existem vizinhangas

VcUdeP eW CR" de0 tais que F|V € topologicamente conjugado a DF(P)|W.

A demonstrac¢ao do Teorema pode ser encontrada em [20], pagina 290.
Agora, considere F' : U C R® — R"™ um campo vetores de classe C' e P € U um
ponto de equilibrio de F'. O ponto de equilibrio P é estavel, se dado qualquer ¢ > 0,

existe 0 > 0, tal que
| X — Pl|<d=||o(t,X)— P|| <e, Vt=>D0.

O ponto de equilibrio P é instavel se nao for estavel. O ponto de equilibrio P é assintoti-

camente estavel se é estavel e, além disso, § > 0 puder ser escolhido tal que
|X — Pl <d = tlim o(t, X) = P.
—00

Sendo P assintoticamente estavel, estd bem definida a bacia de atracao de P, denotada
por B(P), como o conjunto das condigoes iniciais cujas solugoes tendem a P.

Considere um campo de vetores F': U C R — R™ de classe C' e V : U — R uma
funcao de classe C'. A derivada de V na direcao do campo F no ponto X € U é definida
por

V(X)=VV(X)-F(X).
Suponha que P € U é um ponto de equilibrio de F. Uma funcao V : W Cc U — R,

P € W, é uma fungao de Lyapunov (para o ponto de equilibrio P) se:

e V(X) >0, para todo X € W e V(X) =0 se, e somente se, X = P.

e V(X) <0, para todo X € W.

A func@o V é uma fungdo de Lyapunov estrita (para o ponto de equilibrio P) se V é

uma funcao de Lyapunov e, além disso,

V(X) <0, VXeW\{P.
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Com a teoria de Lyapunov, temos o seguinte teorema sobre a estabilidade de um ponto

de equilibrio.
Teorema 2.1.6 (Lyapunov). Considere P um ponto de equilibrio isolado do campo F.

a) Se existir um fung¢ao de Lyapunov V' definida em alguma vizinhanga W C U contendo

P, entao P € um ponto de equilibrio estdvel.

b) Se V' for uma fung¢ao de Lyapunov estrita, entao P € um ponto de equilibrio assinto-

ticamente estavel.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [20], pagina 272.

Quanto ao teorema acima, temos uma ferramenta muito poderosa para estudar a
estabilidade de um ponto de equilibrio. Porém, nao ha um método para se obter uma
funcao de Lyapunov para um dado campo de vetores F'. Assim, o seu uso fica restrito e
em alguns casos nao ha proveito imediato.

Note que o Teorema [2.1.6] nos fornece uma resposta local. Para termos uma resposta
global, exige-se que a funcdo de Lyapunov V seja propria. Uma aplicacao F : RF — R? &
chamada propria se F~1(K) C R* ¢ um compacto, sempre que K C R? for um compacto.

Equivalentemente, a aplicacao continua F' é propria se
[|F(X)|| — oo, sempre que || X|| — oc.

O proéximo teorema é conhecido como Principio de Invariancia de Lasalle. Considere
um campo de vetores F': U C R® — R" de classe C*.

Um conjunto W C U é positivamente invariante se, para todo X € W,
ox(t) e W, vt>0.

De modo anélogo, pode—se definir conjunto negativamente invariante. Por outro lado, W

é invariante se, para todo X € W,
ox(t) e W, vteR.
Uma orbita inteira de F' ¢ um conjunto da forma

{ox(t): X € U,t € R}.
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Teorema 2.1.7 (Lasalle). Considere um campo de vetores F' : U C R™ — R™ de classe
C' e P € U um ponto de equilibrio de F'. Considere L : W C U — R uma funcao de
Lyapunov (para o ponto de equilibrio P), de modo que P € W. Considere ainda P C W
uma vizinhanga fechada de P. Suponha que P € positivamente invariante e que nao exista
orbita inteira em P\ {P} sobre a qual L é constante. Entdo, P é assintoticamente estdvel

e P esta contido na bacia de atracao de P.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [12], pagina 201.

Definimos, a seguir, a transformacao de Poincaré, ou transformacao de primeiro re-
torno, de um campo de vetores. Essa transformacao descreve o comportamento de um
campo de vetores em uma vizinhanca de uma 6rbita fechada no plano.

Considere um campo de vetores I : U C R? — R? de classe C'! e uma orbita fechada
v de periodo 75. Considere uma secao transversal > de F'em P € 7.

A continuidade do fluxo ¢ de F' garante que, para todo ponto ) € ¥, suficientemente
proximo de P, a trajetoria ¢g(t) permanece proxima de v, para t pertencente a um
intervalo compacto.

Tomando ¥y C ¥ adequado, podemos definir

™ ZO — X
X — 7w(X)
em que 7(X) é a primeira interse¢ao de ¢x(t) com X para t > 0.

A Figura [2.2] a seguir ilustra a defini¢ao da transformagao de Poincaré.

by
X

Figura 2.2: Tlustragdo da transformagio de Poincaré.

Note que P € ¥y e m(P) = P. Temos a seguinte proposi¢ao.
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Proposicao 2.1.1. Considere a construcao descrita acima. Entdo, a transformacao de

Poincaré m : Xg — m(Xg) € um difeomorfismo de classe C*.

A demonstracao da Proposicao pode ser encontrada em [20], pagina 227.

Considere um campo de vetores F' : U C R? — R? de classe C'', uma 6rbita fechada
v de F' e (Q numa vizinhanga de 7.

Para cada t € I fixado, a distancia de ¢¢(t) a v é dada por

d(pq(t),7) = inf{[[og(t) — RI| : R € ~}.

Se v é uma orbita fechada isolada, isto é, se existe uma vizinhanca V' C U de ~ tal
que v ¢é a tnica o6rbita fechada, dizemos que v é um ciclo limite.

Pode—se mostrar que existem somente os seguintes tipos de ciclos limites:

e Estavel: se, para todo () numa vizinhanca V' de v,
lim d(6q(1).7) = 0.
e Instavel: se, para todo Q) € V,

lim d(¢q(t),7) = 0.

t——o0

e Semi—estavel: se
lim d(¢g(t),7) =0,

para todo @) € V NExty e

lim_d(6q(t), ) = 0,

t——o00

para todo @ € V N Inty, ou vice—versa.

Na Figura [2.3| sao apresentadas ilustracoes dos trés tipos de ciclos limites.
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Figura 2.3: Ciclos limites: Estavel (esquerda), instavel (centro) e semi-estével (direita).

Podemos observar que os ciclos limites correspondem aos pontos fixos isolados da
aplicagao de Poincaré .
Identificando a se¢ao transversal 3 com um intervalo da reta real e considerando P = 0,

segue que a aplicagao de Poincaré tem uma expansao da forma
m(X) = w(0) + PO X 4 = w0 X+

sendo que os pontinhos acima significam termos de ordens mais altas no desenvolvimento
de Taylor.

O proximo teorema estabelece uma expressao para a derivada da aplicacao de Poincaré
e condigoes para que uma 6Orbita fechada v seja um ciclo limite hiperbdlico, ou seja, quando

7'(P) # 1, para algum P € ~.

Teorema 2.1.8. Considere um campo de vetores F : U C R?> — R? de classe C' e uma
orbita fechada v de F de periodo 1y. Considere ¥ uma se¢ao transversal em P € v e
T Y9 — % a aplicagao de Poincaré. Entao, a deriwada da aplicagao de Poincaré é dada

v ©(P) = exp ( /0 " divE( (1)) dt), (2.6)

em que divF € a divergéncia de F.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [20], pagina 229.

Em particular, se
70
/ divF(y(t)) dt < 0,
0

entao v ¢ estavel e, se

/TO divF(y(t)) dt > 0,
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entao 7y é instavel.

Recordamos, agora, as definigdes de conjuntos limites a fim de estudarmos o compor-
tamento assintotico das orbitas de campos de vetores.

Considere U C R"™ um aberto e F' : U — R™ um campo de vetores de classe C*.
Considere ¢p(t) a trajetoria de F' passando pelo ponto P € U definida em seu intervalo
méaximo Ip = (a,b).

Se b = 0o, define-se o conjunto
w(P) = {Q € U : Aty)nen, tn — 0 € ¢p(t,) = Q,n — oo},

chamado conjunto w-limite de P.

Analogamente, se a = —oo, podemos definir
Oé(P) = {Q ceU: a(tn)nENutn — —00 € ¢P(tn> — Q,n — OO}7

chamado conjunto a—limite de P.
Por um conjunto limite entendemos um conjunto a—limite ou w-limite de algum ponto

PecU.

E imediato que, se S é um ponto da érbita de P, entdo

ou seja, estao bem definidos conjuntos limites de oérbitas.

Considere os campos de vetores F' e —F. Notemos que o conjunto w(P) do campo F'
coincide com o conjunto a(P) do campo —F e reciprocamente. Assim, basta estudarmos
propriedades gerais de conjuntos w-limites. As mesmas sao validas para conjuntos a—
limites, com as devidas modificagoes.

O teorema a seguir retine as principais propriedades dos conjuntos limites e sera enun-
ciado para um conjunto w-limite.

O conjunto
vH(P)=A{¢p(t) : 0<t€lp}

¢ chamado semidrbita positiva do campo F' pelo ponto P.
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A seguir é apresentada uma lista com teoremas cléssicos da Teoria Qualitativa das
Equagoes Diferenciais. Suas demonstragoes se encontram no livros citados no inicio do

capitulo. A presenca deles sustentaré algumas argumentacoes ao longo do texto.

Teorema 2.1.9. Considere U C R™ um aberto e F' : U — R™ um campo de vetores de
classe C'. Se v7(P) = {¢p(t) : t > 0} estd contida num subconjunto compacto K C U,

entao:
i) w(P) #0.
ii) w(P) € compacto.
iii) w(P) € invariante por F', isto €, se Q) € w(P), entao ¢g(t) € w(P), para todo t € R.
iv) w(p) € conexo.
A demonstragao do Teorema m pode ser encontrada em [6], pagina 13.

Teorema 2.1.10 (Poincaré-Bendixson). Considere F : U C R?* — R? um campo de
vetores de classe C'. Suponha que v+ (P) estd contida num subconjunto compacto K C U.
Suponha, ainda, que o campo F possui um nimero finito de pontos de equilibrio em w(P).

Entao:
i) Se w(P) contém somente pontos requlares, entao w(P) é uma orbita fechada.

ii) Se w(P) contém pontos regulares e pontos de equilibrio, entio w(P) consiste de um
conjunto de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos de equilibrio

quando t — Fo0.
iii) Se w(P) ndao contém pontos regulares, entao w(P) é um ponto de equilibrio.
A demonstra¢ao do Teorema [2.1.10| pode ser encontrada em [6], pagina 28.

Teorema 2.1.11 (Bendixson). Considere U C R? um conjunto simplesmente conezo e
F : U — R? um campo de vetores de classe C'. Se a divergéncia de F tem sinal

constante em U, entdo o campo F' nao tem orbita fechada em U.
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A demonstragao do Teorema [2.1.11| pode ser encontrada em [0], pagina 188.

Teorema 2.1.12 (Dulac). Considere U C R? um conjunto simplesmente conezo, F :
U — R? um campo de vetores de classe C' e B : U — R uma funcao de classe C*. Se
a divergéncia de BF tem sinal constante em U, entdao o campo F' nao tem orbita fechada

em U.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [6], pagina 189.

O campo de vetores F : U C R? — R? ¢ integravel em U se existe uma funcao
diferenciavel nao constante h : U — R, chamada integral primeira de F', constante em
todas as solugoes (x(t),y(t)) da equacao diferencial definida por F.

Deste modo, h é uma integral primeira de F' se, e somente se,

dh

(@ (), y(1)) = Vh(x(t),y(1)) - F(x(t), (1) = 0.

A existéncia de uma integral primeira h para o campo de vetores F' implica no conhe-
cimento do seu retrato de fase, uma vez que as suas orbitas estao contidas nos conjuntos
de nivel de h.

Existe uma vasta teoria a respeito da existéncia ou nao de integrais primeiras (inte-
gragao) para campos de vetores. Aqui, estamos interessados em aspectos dessa teoria e,
na medida que precisarmos, os apresentamos.

Considere I : U — R uma funcao de classe C!, nao identicamente nula em U. A

funcao I é um fator integrante de F' em U se
div(IF)(z,y) =0, V(z,y) € U.

Resulta que o campo de vetores I F' é integravel. Se a funcao I tem sinal constante

em U, resulta que os retratos de fase de F' e de [ F' sao os mesmos.

2.2 Pontos de equilibrio semi—hiperboélicos

Considere o campo de vetores ([2.1)), agora definido no plano. Assim, seja

F:UcCR?— R?
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um campo de vetores, de classe C'!' e P um ponto de equilibrio deste campo.

Como vimos, P é um ponto de equilibrio hiperbolico se DF(P) possui todos os auto-
valores com partes reais nao nulas. Caso contrario, diremos que o ponto é nao hiperbdlico.

Pelo Teorema de Hartman—Grobman, numa vizinhanca de um ponto de equilibrio
hiperboélico P, o comportamento do campo de vetores F' é o “mesmo”’ que o da sua
linearizacao DF(P).

Discutimos, agora, o retrato de fase de F' numa vizinhanc¢a de um ponto de equilibrio
nao hiperbdlico do tipo semi-hiperbdlico.

O ponto de equilibrio P é semi-hiperbdlico se
det(DF(P)) =0 e trago(DF(P)) # 0.

O proximo teorema diz respeito a um ponto de equilibrio do tipo semi—hiperbélico.

Para mais detalhes, veja [6], pagina 74.

Teorema 2.2.1 (Ponto de equilibrio semi—hiperbdlico). Seja P = (0,0) € U um ponto de

equilibrio isolado do campo de vetores F : U C R? — R? que define a equacdo diferencial
i =A(r,y),  y=Ay+ B(z,y), (2.7)

sendo A > 0 (0 caso A < 0 pode ser estudado considerando —F em vez de F'), A e B fun-
¢oes analiticas em uma vizinhanga de (0,0) com desenvolvimentos de Taylor, comegando,

pelo menos, com termos quadrdticos em x e y. Considere

y = f(z)

uma solucao da equacao

Ay + B(z,y) =0

em uma vizinhanga do ponto (0,0) e suponha que a fun¢ao
g(x) = Az, f(x)) = apx™ + O(m + 1), sendo m > 2, a, #0.

Entao, as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
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Caso 1. Sem € impar e a,, < 0, entdo (0,0) € uma sela topologica. A equagao diferencial

(2.7) € C>*-conjugada a
i=—2"(1+ax™"), y=Xy, a€cR, (2.8)

e CY—conjugada a

T=-x, yY=uy. (2.9)

N
~

Figura 2.4: Sela topolégica.

Caso 2. Se m € impar e a,, > 0, entao (0,0) é um nd instdvel topoldgico. A equagao

diferencial (2.7)) é C*®°—conjugada a
& =2"(14+az™ ), =Ny, acR, (2.10)

e CY—conjugada a

T=x, yY=uy. (2.11)

Figura 2.5: N6 instavel topologico.
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Caso 3. Se m € par, entio (0,0) é uma sela—nd topoldgica. A equagao diferencial (2.7)

€ C*°—conjugada a
& =a"(14+az™ ), =Ny, ackRk, (2.12)

e CY—conjugada a

&= y=uy. (2.13)

Figura 2.6: Sela-—noé topologica.

2.3 Compactificacao de Poincaré

Para estudar o PEAG é preciso estudar o comportamento assintético das érbitas. Porém,
com este grau de generalidade, este problema ¢ muito dificil. Nosso proximo assunto, é
construir a Compactificacao de Poincaré de um campo de vetores polinomial em R?. Essa,
compactificagdo é uma técnica muito 1util que pode ajudar na compreensao do retrato de
fase global de um campo de vetores polinomial no plano.

A construgao apresentada aqui pode ser estendida para campos de vetores polinomiais
em R", n > 3. Sao utilizados (1, z2) como coordenadas no plano R? e (yy,ys,y3) como
coordenadas no espaco R?.

Considere X (x1,x2) = (P (21, x2), Q(x1, z2)) um campo de vetores polinomial no plano.

Considere, também, a esfera

82: {y: (y17y27y3) €R3y5+y§+y§:1}>
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chamada de esfera de Poincaré e o plano com coordenadas (y1, y2,y3) = (21, x2,1), que é
tangente a esfera S? no polo norte PN = (0,0, 1).
Decompomos S? em trés conjuntos:

O primeiro sendo o hemisfério norte

H, ={ycS*:y3 >0}
O segundo sendo hemisfério sul

H_ ={yecS*:ys <0}

E por fim, o equador

St={y e S*:y; =0}

Dado z = (71, 22) € R?, considere a reta passando por (0,0,0) e (z, 72, 1) que inter-

secta S? em exatamente dois pontos antipodas (veja a Figura a seguir)

v = (3t 567 307) < -

v =~ st am) <1

A(z) =1/ + 23+ 1.

sendo

Figura 2.7: Projegoes centrais.
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Podemos, assim, definir as projegoes centrais, as quais, sao, de fato, difeomorfismos

de R? nos hemisférios norte e sul de S?, por
ff:R* — H, CS? fT:R* — H_CS?

sendo

A partir desses difeomorfismos, podemos obter campos de vetores induzidos em cada
hemisfério de S2.

Considere o campo de vetores induzido
7: H+UH, — H+UH7,

definido por
Df*(x)X(x), se y = [T () € Hy,

Df~(z)X(z), se y = f~(x) € H_.
Observe que X é um campo de vetores em S? \ S, tangente a S? em cada ponto.

Pode-se verificar que, para y = (y1, y2, y3) € S%,

() ) = (z— z—) L se s> 0,
3 3

() ) = (z— z—) R ——

fazendo—se uso da identificacdo (z1,x2) =~ (21, x9, 1).

Podemos escrever o campo X explicitamente como

,
Dt (22 x (2.2 oo

?Js, Ys y3’ Ys
7(y17y27y3) = (2.14)
Df~ (E,%) X (E,%) , se y3 < 0.
\ Ys Ys Ys Y3

Assim, tendo em conta que
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segue que

Ys+ys e

P52
Y1 Yo Y1 e Ys Y3
Df+(_7_>X(_7_>:y3 - 2+ 2 )
vs Vs vs Vs Y1Y2 Y1 T Ys Q(g %>
3/3’ Y3
—Y3h —Y3Y2

ys+us  —ye

r(or)
(v Y Y1 Yo Y3’ Ys
Df (_7_)X(_7_) =13 — 2+ 2
vz Vs vs Us Y1Y2 Y1 T Y3 0 (ﬂ %)
y3’ Ys

—Y3lh —Y3Y2

Desta forma, tanto em H, quanto em H_, o campo X tem a mesma expressao.

Considerando a projecao Il3(y1, ye, y3) = y3, segue que,

2] = 00—  Ty(fH(z)) = ﬁ 0.

Neste sentido, o equador de S? representa o “infinito” de R2.

Para estudarmos o comportamento do campo X fora de partes compactas do plano,
gostarfamos de definir o campo X em toda a esfera S2.

Em geral, este campo proximo ao equador é nao limitado. Para contornarmos isto,

multiplica-se o campo de vetores X pelo fator

py) = y§ ',

sendo

d = grau(X) = max {grau(P), grau(Q)} .

Assim, o campo de vetores pode ser estendido a y3 = 0, visto que cada componente de

Y1y
yip <—1, —2)
Ys Y3

Y1 Y2
Ys Y3
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estd bem definida.

O novo campo de vetores P(X), sendo

P(X)(y) = p(y) X (y),

¢ chamado de compactificacao de Poincaré do campo de vetores X.
Continuando com a construcao, notemos que S? é uma superficie compacta que pode

ser coberta pelas seguintes seis cartas locais, denotadas por (Uy, ¢r) e (Vi,¥x), e definidas

por
bp U, — R? o(y) = (y—m,y—n) , m<mn, myn#k,
Y Yk
em que,
Ue={y €Sy, >0}
e

Up Vi — R (y) = —on(y), Vi={yeS :y. <0}

com k € {1,2,3}.

Denotamos por z = (u,v) a imagem de ¢x(y) ou ¢ (y) para k € {1,2,3}.

Assim, segue que (u,v) dependera da carta local que se esta estudando. Geometrica-
mente, as coordenadas (u,v) podem ser visualizadas na Figura a seguir.

Os pontos de S!, nas cartas Uy, U,y, V; e Vs, sdo dados por v = 0.

U

Figura 2.8: Cartas locais Uy, Uy e Us da esfera de Poincaré.
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Descrevemos, a seguir, as expressoes de P(X) nas cartas locais. Os calculos sao

apresentados apenas para a carta local U;. Nas demais cartas, os calculos sao semelhantes.

Visto que X (z) = (P(21,22), Q(x1,2)), entdo,

X(y) = Df (@)X (), comy = f*(a)

De1(y)X(y) = Dor(y)Df ¥ (2) X (x) = D(¢1 0 f)(2) X ().

Seja X|p, o campo definido por D¢, (y)X (y). Como

@0 ) = (2,2 ) = (uo),

I17 I
temos que
X2
_P T
_ ! P(x1,72)
X’Ul =
1 Q(%,%z)
- 0
Ty

1
- P (_$2P(331a $2) + le(xh 1’2), —P(xh I2))
1

Agora, como

sendo

segue que

p(Xl)(e) = o) (2P (1.4) + 10 (14) -p (1.2).

A fim de provarmos que a extensdo de pX para P(X) estd definida em todo S?,

notamos que enquanto X |y, nao esta bem definido em v = 0,

P(X)|v, = pX|v,
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estd bem definido em v = 0, pois multiplicando—o por v¥*! cancelamos qualquer fator de
v que apareca no denominador.

Argumentos semelhantes podem ser aplicados as outras cartas locais.

Para simplificarmos o campo de vetores estendido, fazemos uma reparametrizagao da
variavel independente (tempo) a fim de removermos o fator m(z).

Obtemos ainda um campo de vetores em S? que ¢ topologicamente equivalente a X
em quaisquer dos hemisférios H, e H_.

As expressoes para P(X), nas cartas locais, sdo as seguintes:

1. Na carta (Uy, ¢1):

(2.15)

2. Na carta (Us, ¢9):

(2.16)

3. Na carta (Us, ¢3):

v = Q(u,v).

As expressoes para P(X), nas cartas (Vi, ¥x), k € {1,2,3}, sdo as mesmas de (Uy, ¢y)

multiplicadas por

(1"

Observemos de e que o eixo v das cartas U; e Us é invariante e, conse-
quentemente, o mesmo ocorre com as cartas V; e V5. Deste modo, o equador da esfera é
invariante pelo fluxo da compactificacao de Poincaré.

Para estudarmos o comportamento do campo de vetores X, incluindo seu comporta-

mento fora de partes compactas do plano, ¢ suficiente trabalhar em H,_ U S
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A projecao de H, US' em R? é chamada de disco de Poincaré.

Em resumo, da construgao acima, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1. Considere X : R*> — R? um campo de vetores polinomial de grau d.
Considere p: S* — R a fung¢do p(y1,ya,ys) = y5 ', e X o campo induzido em S? \ S,
definido em (2.14)). Entdo, pX pode ser estendido a um campo de vetores analitico em S

com o equador S' invariante.

O Teorema [2.3.1] juntamente com a construcao da Compactificacao de Poincaré pode
ser encontrado em [6], capitulo 5, a partir da pagina 149.

Chamamos de ponto de equilibrio finito de X ou de P(X), o ponto de equilibrio de
P(X) em S*\ S'.

Chamamos de ponto de equilibrio infinito de X ou P(X), o ponto de equilibrio de
P(X) em S'.

A seguir, estudamos os pontos de equilibrio infinitos de X. Ja observamos que os
pontos de equilibrio infinitos sdo da forma (u,0).

Denotemos por P; e Q; os polindbmios homogéneos de grau ¢ de P e ). Podemos

escrever P e () da seguinte forma
P([L’,y) = Pm(xvy) +oe _I_Pd(xvy)a

Q(:an) = Qm(‘rv y) +oeee Qd(‘ra y)7
sendo P; e (); polindmios homogéneos de grau j de P e @, com j =m,--- ,d, e Py, € Qn,
com m > 0, os polindmios homogéneos nao nulos de menor grau.

Vale a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3.1. Considere X = (P, Q) um campo de vetores polinomial em R?. Entao,

(u,0) € S'N (U, UVL) € um ponto de equilibrio infinito de P(X) se, e somente se,
F(u) == Qa(1,u) — uPy(1,u) = 0.

De modo andlogo, (u,0) € S' N (Uy U Va) € um ponto de equilibrio infinito de P(X) se, e
somente se,

G(u) := Py(u, 1) — uQq(u, 1) = 0.
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Assim como o ultimo teorema, a Proposicao [2.3.1, também pode ser encontrada em

[6], capitulo 5, a partir da pagina 149.

2.4 Problema foco—centro no plano

Considere um campo de vetores F' : U C R? — R? de classe C*

Fz,y) = (P(z,y),Q(z,y)), (2.17)

ou, equivalentemente, a seguinte equagao diferencial em U

o' =P(z,y), ¥ =0Q(zy) (2.18)

Um ponto de equilibrio (xg,y0) € U de é chamado centro se existe uma vizi-
nhanga V' de (¢, yo) preenchida por érbitas fechadas.

Um ponto de equilibrio (zg,yo) € U de é chamado foco se existe uma vizinhanca
V' de (zo,yo) tal que as orbitas de espiralam ou se aproximando de (zo,yo) (foco
estavel) ou se afastando de (g, yo) (foco instavel).

Um ponto de equilibrio (zg,y0) € U de ¢ chamado monodrémico se nao existe
orbita de (2.18]) (tendo (x,yo) como a ou w-limite) tendendo para (xg,yo) com diregao

(tangente) bem definida.

Teorema 2.4.1. Considere F' um campo de vetores analitico. Se (xo,y0) € U € ponto de

equilibrio monodromico de (2.18), entao (xg,yo) € um foco ou um centro.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [I4]. De fato, o Teorema
2.4.7]é uma consequéncia do “Teorema de finitude” de ciclos limites para campos de vetores
analiticos no plano.

Uma condicao suficiente para que (xg,y) € U seja monodromico é que a linearizagao
de F em (xg,yo) tenha autovalores da forma +iwg, com wy # 0.

Porém, tendo um ponto de equilibrio monodroémico, como decidir se é um centro ou

um foco? A resposta para esta pergunta é conhecida como problema foco—centro, um dos



30

grandes problemas da Teoria Qualitativa da Equagoes Diferenciais. Nosso objetivo aqui
é apenas apresentar uma ferramenta que nos possibilita responder esta pergunta.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ([2.18]) tem a forma

o =Pry)=y+Plr,y), ¥ =0Qy) =-r+Q(zy), (2.19)

sendo P e () fungdes analiticas com expansoes de Taylor na origem iniciando com, pelo
menos, termos quadréticos.

Considere o campo de vetores analitico
Flr,y) = (P(r,9), Q1)) = (y+ P(a.y).—2 + Qlx,))

que define (2.19).

Uma integral primeira local de (2.19)) ¢ uma fungao diferenciével nao constante
U:UcCR?* —R,
a qual é constante sobre as trajetorias de , ou seja,
FV=F.-VU =PV, +QV,=0. (2.20)

Uma integral primeira formal de (2.19)) é uma série de poténcias formal ¥, nas variaveis
x ey, tal que quando P e () sao expandidos em séries de poténcias em torno da origem,
todo coeficiente em (2.20)) é zero.

O problema foco—centro nao degenerado foi resolvido por Poincaré e Lyapunov em
termos da existéncia ou nao de uma integral primeira local.

A notagao O(k) refere—se aos termos de ordens maiores ou iguais a k nos desenvolvi-

mentos de Taylor.

Teorema 2.4.2 (Teorema do Centro de Poincaré—Lyapunov). A equagdo diferencial ana-
litica (2.19)) tem um centro na origem se, e somente se, ela admite uma integral primeira

analitica local da forma
z? + y?
2

Ademais, a existéncia de uma integral primeira formal V implica a existéncia de uma

U(x,y) = + O(3).

integral primeira local analitica da mesma forma.
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A demonstracao do Teorema pode ser encontrada no capitulo XI a partir da
pagina 95 de [19] e uma adaptagao da prova foi feita em [I], pagina 26.

Counsidere
%+ y2

n>3

sendo ¥,, um polindmio homogéneo de grau n nas variaveis x e y.

Resulta que
U=FU =3 (e + ") = m(a® + 47 e(a® +47)° +
k>2

As quantidades 7, sao chamadas de coeficientes de Lyapunov ou valores focais.

E comum reindexarmos os coeficientes de Lyapunov, de modo que

L1:774, L2:776; oy, Lkzﬂzk+2-

Assim, o Teorema do Centro de Poincaré-Lyapunov pode ser reescrito da seguinte

forma.

Teorema 2.4.3 (Teorema do Centro de Poincaré—Lyapunov). A equagao diferencial ana-

litica tem um centro na origem se, e somente se, 0s coeficientes de Lyapunov
L; =0, paratodo j>1.
Das consideragoes acima, ¢ simples ver que, se existe ky € N tal que
Li=---=1Ly,=0, Lg41 #0,

entao a origem é um foco estavel se Ly 11 < 0 e um foco instével se Ly, > 0.
Considere as fungoes P e @ em ([2.19)) escritas como somas de polinémios homogéneos,
isto é,

P(z,y) = Zpk(x,y) +O0(m+1),

k=2

Qz,y) =Y _ Qulz,y) + O(m+1),

k=2
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sendo

k
Py(z,y) = Zpkfj,j CANLTS
=0

k
Qul(z,y) =D gy 27y
=0

O conjunto dos polinémios homogéneos de grau n em duas variaveis, juntamente com
o polinémio nulo, serd munido da adigao e multiplicagao por ntimeros reais, tornando—se

um espaco vetorial real e serd denotado por
n
P, = {P(l’,y) = an 2"y an ;€ R} :
§=0
O espaco vetorial R*™! sera denotado por
n
Rn—i-l = {u = Zun_j’j €jt1 ¢ Up—jj c R} s
§=0
sendo
B]R""'l = {617 €2, ,Ep, €n+l}

a base canonica de R"*!. Uma base de P, ¢ dada por
BIP’n = {xn7 xnil% T 7xyn717 yn} :

Considere o isomorfismo linear

S, : P, — R*!
n o n (2.21)
p(z,y) = Z an—j 0"y > u = Z An—j,j €j+1-
5=0 j=0
Considere agora a seguinte transformagcao linear

T,:P, —P,

2.22
plr.3) > Tulple,) = v (o) — w2 ) 22

Teorema 2.4.4. Valem as sequintes afirmacaoes:

1. A transformacao linear Ty é um isomorfismo.
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2. O nucleo da transformacao linear Ty tem dimensao 1 e a imagem tem dimensao 4.
3. Uma base para o nicleo de Ty € {(2* + y?)*}.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [I3], pagina 294.
Considere a funcao

V@wy—;ﬁ+y%+§:n@wyuxm+m, (2.23)

k=3

com .
Vi(z,y) = Z Viejg 27y
=0

um polinémio homogéneo de grau k nas variaveis = e y.

Tomando a expansao em série de Taylor até os termos de ordem trés, a equacao

diferencial ([2.19) assume a forma

&' =y+ Py(x,y) + Ps(z,y) + O(4), vy = —x+Qxz,y) + Qs(x,y) +O(4), (2.24)

com

Py(x,y) = p20x® 4+ p11zy + po2y?,
Ps(z,y) = p3ox® + pn a2y + prory® + posy?,
Q2(7,y) = qaor® + quizy + qo2y?,

Qs(z,y) = g302® + g2y + quawy® + qosy®.
Tomando m = 3, a funcao (2.23) tem a forma

Vie,y) = 5o +47) + Vile,w) + V() + O(5), (2.25)

com
Va(z,y) = Vaox® + Vaor 2%y + Vigay? + Vosy?,

Vi(z,y) = Vigr* 4+ Va2®y + Vaour®y? + Vizzy® + Vouy™.
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Derivando (2.25)) ao longo das orbitas de (2.24)) segue que

: B oVs oVs
Vo) = Raloa) + (u52 () — a5 ) +
Ty (Va(2,9))
(2.26)
oV, oV,
Rife) + (15 ) — 2 ) ) 406
T3(Va(z,9))
Ccom
Rs(x,y) = aPa(z,y) + yQ2(z,y) € Ps,
V- oV-
R4($7 y) = $P3($, y) + yQS(ma y) + p2<$,y)a_;($, y) + QQ(xay)a_;(xa y) € ]P)4-

Resulta do Teorema que Vi(x,y) € P3 pode ser escolhido de maneira tnica de
forma a cancelar os termos de grau 3 de (12.26]).

Tal escolha é feita resolvendo—se o sistema linear

A3(S3(Vs(z,y))) = =S5 (zPa(z,y) + yQa2(x, y)),

(. /
-~

RS(x’y)
sendo
Ss(Va(z,v)) = (Vao, Va1, Via, Vos),
S3(xPa(z,y) + yQ2(x,y)) = (P20, P11 + G20, Po2 + q11, Go2)-
Segue que
P11+ G20 + 2q Po2 + 2p20 + ¢
(Véo, Va1, Via, Vo3) = (— U 2?(: 02719207 —{qo2, o 320 L .

Esta metodologia nao pode ser aplicada para a escolha dos coeficientes de Vy(z,y) € Py,
pois T} néo é isomorfismo. Contudo, Vj(z, y) pode ser procurado de forma que V em
possa ter um sinal bem definido.

Isto pode ser feito impondo que os termos de grau 4 de pertencam ao ntcleo de

T,. Assim, os coeficientes de V,(z,y) podem ser obtidos através de

Au (S (Bale,9) + A1 (Si(Vi(a.))) ) =0,
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co1m

Logo,

Vip =

Vi =

Voo =

Vis =

Vou
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54(‘/4(‘T7 y)) = (‘/;107 ‘/317 ‘/227 ‘/137 %4)7

S (R4($,y)) = (8407331,322, 513, 304),

840 = P11P20 + P30 + 2P20402,

S31 =i — QP%O + Po1 — Pa0q11 + 2G20G02 + P11(q20 + 2q02) + ¢30,

S22 = P12 — 2p20P11 + Po2(P11 + 2q02) + 2¢11902 — 2P20920 — G120 + @21,

$13 = Po3 + P11902 + 2q§2 — 2p20q11 — CI%1 — po2(2p20 + q11) + q12,

S04 = —2P20902 — q11902 + Go3-

1
1(2 Q02920 — G12 — 3P20G11 — G30 — 220" + P11° + 3qoapi1 + Prigeo — Pt

2 qo2* — qu1Poz — qu1° — Po3 — 2]9201002) +1,

1
§(5p30 — Tpaop11 — 16 qo2p20 — 3 qo3 — 21 — Go2q11 — 220920 — G20q11+

Po2P11 + 2 qo2Po2 — p12),

(2(1022 — qu1po2 — 2p20qi1 — qu1° + Qo2P11 — Q12 — Poz — 2]9201902) + 2,

N | —

1
§(3p30 — p20P11 — 16 qo2p20 — 5 qo3 + 21 — 7 qo2q11 + 2 pa0Ga0 — Po2P11+

G20q11 — 2 Gozpoz + Pr2),

1.

Com essas escolhas para Vi(x,y) e Vi(z,y), segue que

V(,y) = m® +y*)> + 0(5), (2.27)
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com

8Ns = 3p3o + pi2 + 3qo3 + q21 + Go2qi1 — P20P11 + 2P20G20 + G20911 — Po2P11 — 2¢02Do2-
(2.28)

A estabilidade do ponto de equilibrio na origem segue de (2.27). Assim, dos comenta-

rios em seguida ao Teorema [2.4.3], obtemos:
1. Se Ly = n4 < 0, entao a origem ¢é assintoticamente estavel.
2. Se Ly =ny > 0, entao a origem ¢é instavel.
3. Se Ly = n4 = 0, ainda nao podemos determinar a estabilidade da origem.

O processo esbocado acima para estudar a estabilidade da origem da equacao dife-
rencial (2.19)), € um processo puramente algébrico. A ideia é construir recursivamente

fungdes V' da forma ([2.23). Primeiramente, vale uma generalizagao do Teorema [2.4.4]
Teorema 2.4.5. Valem as sequintes afirmacoes:
1. Sen € impar, entao T, € um isomorfismo.

2. Sen € par, entao T, possut um nicleo de dimensao 1 gerado por
(a® +y°)%.

A demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [13], pagina 294.

Desta forma, se ny = 0, podemos proceder de forma analoga ao que ja foi feito e
construir uma nova funcéo V, tal que o desenvolvimento de Taylor de V inicia-se com
ne(z* + y?)3, e assim por diante.

Em resumo, de , o primeiro coeficiente de Lyapunov, para uma equacao diferen-

cial escrita na forma

' =y+ P(z,y), y' = —z 4 Q(z,y),



37
é dado por

Ly = 3pso + p12 + 3qo3 + G21 + qo2q11 — P20P11 + 2P20920 + G20911 — Po2P11 — 2G02P02-
(2.29)

De forma analoga, refazendo as analises anteriores, o primeiro coeficiente de Lyapunov

para uma equacao diferencial escrita na forma

o =—y+Plr,y) Y =x+Q(x,y),

¢ dado por

Ly = 3pso + D12 + 3qos + q21 — Go2q11 + P20DP11 — 2P20920 — ¢20¢11 + Po2P11 + 2qo2Do2-
(2.30)



Capitulo 3

Problemas propostos

Neste capitulo, vamos considerar uma equagao diferencial ordinaria em R”
dX
X' =— =F(X), 3.1

o = F(X) (31)
sendo t a variavel independente e

F:R" —R" (3.2)

um campo de vetores de classe C*'. De modo usual, novamente, identificamos a equacao

diferencial ordinaria (3.1) com o campo de vetores F.

3.1 Markus—Yamabe no plano

Neste capitulo, procuramos respostas para a Conjectura , conhecida como Conjectura

de Markus—Yamabe . Primeiramente, apresentamos um estudo para o caso n = 2.

Proposicao 3.1.1. Considere F : R? — R? um campo de vetores de classe C. Suponha
que F tem um ponto de equilibrio na origem. Suponha, ainda, que as sequintes trés

condigoes sao satisfeitas:
(i) Para cada X € R?, o trago de DF(X) € negativo.

(ii) Para cada X € R?, o determinante de DF(X) € positivo.

38
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(iii) Para cada X € R?, a semidrbita positiva de X,
YHX) ={ox(t): 0 <t € lx}

¢ limitada.

Entao o ponto de equilibrio na origem € globalmente assintoticamente estdvel.

Antes da demonstragao, note que a proposigao acima é um caso especial da Conjectura
de Markus—Yamabe no plano. De fato, as duas primeiras condi¢oes acima sao equivalentes
a hipotese dos autovalores de DF(X) terem partes reais negativas, para todo X € R2

Como sabemos, a conclusao é valida sem a terceira condicao.

Demonstracao. Pelas duas primeiras condicoes, se X € R? é um ponto de equilibrio
do campo de vetores F', entao X é localmente assintoticamente estavel e, além disso,
hiperbélico. Assim, X é um ponto de equilibrio isolado.

Dado X € ¢x(t), temos que Iy = (a,b), com b infinito. Temos também, que existe um
compacto K tal que v"(X) C Kx. Pelo Teorema [2.1.9] segue que w(X) # 0.

Como o trago de DF(X) é negativo para cada X € R?, pelo Teorema , o campo de
vetores F' nao possui orbita fechada.

Seguindo, para todo X € R?, w(X) é ndo vazio e contém um ntmero finito de pontos de
equilibrio de F'. De fato, contém exatamente um ponto de equilibrio.

Seja B(0,0) a bacia de atra¢ao do ponto de equilibrio (0,0). Segue que B(0,0) é aberto.
Suponha, ainda, que B(0,0) # R?. Logo, dB(0,0) # 0.

Tome P € 9B(0,0), temos que 7" (P) C Kp C R? com Kp um compacto, novamente
w(P) # . Segue que, P é um ponto regular. Assim, w(P) contém exatamente um ponto
de equilibrio, no qual denotaremos por Q).

Temos que @ é localmente assintoticamente estavel. Considere B(Q) a bacia de atragao
do ponto ). Pela continuidade das solugoes com respeito as condic¢oes iniciais, existe uma
vizinhanga Vp de P tal que Vp C B(Q). Por outro lado, P € dB(0,0), assim, resulta que
Vp N B(0,0) # (. Absurdo. Uma vez que todo Z € Vp N B(0,0) pertence a B(Q) e a
B(0,0).

Logo, temos que B(0,0) = R?. |
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Seguindo com o texto, o proximo resultado foi retirado de [9]. Denote por F? o

conjunto de todos os campos de vetores I : R? — R? de classe C*, tais que:
J

e A origem é um ponto de equilibrio, isto é, F'(0) = 0;

e Para cada X € R?, os autovalores de DF(X) tém partes reais negativas.

A seguir, temos cinco problemas envolvendo os campos de vetores contidos nesta classe

P

Problema 1 (P;: Problema da Estabilidade Assintotica Global). F' € F? implica que

Py =0 € globalmente assintoticamente estavel.

Problema 2 (P,: Problema da Injetividade Global). F € F? implica que a aplicacio

F : R? — R? ¢ globalmente injetiva.

Problema 3 (). F € F? implica a existéncia de um nimero inteiro positivo K tal que

para cada Y € R? o niimero de solugoes de F(X) =Y € limitado por K.

Problema 4 (P,). F € F? implica a existéncia de duas constantes positivas p e r tais
que

|F(X)||>p>0, para [ X| >r>0.
Problema 5 (Ps). F' € F? implica que

/om {&“ﬁi HF<X>||] dr = oc.

Note que o Problema [If acima é a Conjectura de Markus—Yamabe no plano.
Para o proximo teorema, o Problema, P; tem uma resposta afirmativa para todo F' € F?
se, e somente se, 0 Problema P; tem uma resposta afirmativa para todo F' € F2. Neste

contexto, dizemos que o Problema F; ¢ equivalente ao Problema P;, para i # j,
Teorema 3.1.1 (Gasull, Llibre, Sotomayor). Ry, Ry, Hy, Hye Fy sao equivalentes.

Demonstragao. Comecamos a prova mostrando que o Problema [4| implica no Problema

. Fixe arbitrariamente F' € F2. Por hipotese, existem p > 0 e 7' > 0, tais que, se

|| X]| >r" >0,
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entao
I[F(X)|| = p>0.

Queremos mostrar que

z:/:o [min HF(X)H] dr = lim Oa[min HF(X)H] dr = co.

[1XTl=r =00 | X]l=r

Como a — 0o, podemos considerar a > r’. Assim, se

r'<IX] < a,
entao
IF(X)]] = p-
Logo,
/ [min ||F(X)||} dr 2/ pdr = ap.
o LIXI=r 0
Portanto,

I:/ [min HF(X)H} dr = lim ap = oo,
0 a—r00

|l x|[=r
como queriamos mostrar.
A segunda parte da prova consiste em mostrar que o Problema [5] implica no Problema [I]
Considere F' = (fy, f2) € F? com

oo

[ i nCon] dr = o

Queremos mostrar que X = 0 é ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel.
Denote por A, a bacia de atracao de X = 0. Temos que A C R? é um conjunto aberto e
nao vazio. Vamos mostrar que A = R?. Suponha que A # R%. Assim, existe X, € 0A.
Denote por

()0 : (t§07t}0) — RZ
a solucao méaxima do problema de valor inicial

X' = F(X)

Afirmacao 1. X, é um ponto de reqular do campo de vetores F.
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De fato, suponha que X, seja um ponto de equilibrio de F. Como F' € F?, X, ¢ localmente
assintoticamente estavel, assim, existe uma vizinhanca Vy, de X, formada por pontos
tendo Xy como w-limite, isto é, Vi, é a bacia de atragao de Xy. Logo, Vx, N A # ), uma
contradicao.

Denote por ©(X,) a orbita de X,
O(Xo) = {p(Xo) e R®: t € (ty,, t%,)}-
Afirmagao 2. ©(X,) C 0A.

Seja
(pto(XO) S ®(X0)7 to € (t)_(()?tj_(o)?

arbitrario fixo, com ¢y, (Xo) € 0A. Como ¢y, (Xo) € A, segue que existe € > 0 tal que
B(tho (X0)7 6) NA=0.
Como a aplicagao do tempo ty é continua, existe o > 0 tal que

Pto (B<X07 5)) - B((pto (X0)7 6)?

mas entdo, existe Zy € B(Xo,d) N A com ¢y (Zy) € B(p,(Xo),€), ou seja, ¢, (Zo) € A,

0 que nos leva a uma contradicao.
Afirmacao 3. O(Xy) ¢ um conjunto fechado e w(Xy) = 0.

De fato, suponha que O(Xj) nao seja fechado, isto é, existe uma sequéncia (,)nen, tal
que
tn € (tx, t%,), VYneN
com
Sptn(XO) < @(Xo) —Y g @(Xo)

Assim, 1 = o0 e Y € w(Xp). Pelo Teorema de Poincaré-Bendixson [2.1.10, w(Xo) é
um ponto de equilibrio, um grafico ou uma orbita periédica. Veja que nao é possivel

ser um grafico, pois os pontos de equilibrio de F € F? sdao localmente assintoticamente
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estaveis. K, nao é possivel ser um ponto de equilibrio ou uma o6rbita peridédica, pois este
seria atrator e teria uma vizinhanga de X, em sua bacia de atragao. Logo, esta provada
a afirmacao acima.

Defina £ = O(X,) U A. E é conexo por caminhos. Assim, dados X,Y € E existe uma
curva

a:la,b] — E,

C', unindo X a Y, isto é&,

a(s)=FE, Vsé€la,b.
Defina o ['—~comprimento de « entre X e Y por

Loy (a /HF DIl e (s)]] ds.

Se «a estd parametrizada pelo comprimento de arco, entao

Iey(a / 1F(a(s))]] ds.

Considere Z, W € E, com 0 < ||Z]| < ||W||. Tome

a:la,b] — E,

C', com
ala) =2, ab)=W e «fs)#0, Vs¢€la,b].
Defina
r=r(s) = llas)]| = v{als), als))
Assim,
ﬁ——l als). o' (s))] = o(s) o (s o (s
ou seja,
dr < ||&/(s)]| ds.

Para s = a, temos r = ||a(a)|| = || Z]| e para s = b, temos r = ||a(b)|| = ||W]|. Portanto,

r=[|W]|

umwzfzww@mm@mwz/ win [[F@)|| dr.  (33)

=a r=||z|| ull=r
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Observagao 3.1.1. Pelo Problema 3, 17w (o) — oo, quando ||W|| — oo, para ||Z]|

fizada.

Considere F* = (—fs, f1) ou F* = (fs,—f1) de modo que a escolha seja feita para que

U (Xo) € A parat € (0,a), a > 0 suficientemente pequeno, onde ¢ denota o fluxo de
X' = FH(X). (3.4)
Como 0 € ©(Xy) e ©(Xp) é um conjunto fechado pela Afirmacao |3} segue que
d(©(Xy),0) > 0,

sendo
d(O(Xp),0) = inf{d(¢:(Xy),0) : t € (t}o,t}o)}.
Temos entao,

d(6(X0),0)>0
9:/ min ||F(u)|] dr > 0.
0

llull=r

Para cada t € [0, ), denote por

= {s(pi(Xo)) : s €0, 5)}

a Orbita positiva maximal de por ¢y(Xp).
Fixe Y € 79N A tal que
Ixo,v(70) < g, (3.5)
e denote por M a orbita positiva de F' por Y, isto é,
M=07(Y)={p(Y):te0,00)}
A seguir temos dois lemas que sao utilizados para finalizar esta parte da prova.
Lema 3.1.1. Seja t € [0,t}) tal que 7, intersecta M em Y;. Entdo

Ixo.y (0) = lpi(x0),v: (1) (3.6)

Lema 3.1.2. v, intersecta M, para cada t € [O,t}o), em um ponto denotado por

Y; = pr(Y). Além disso,

7(t) — 0o quando t —> 5 . (3.7)
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Os lemas acima foram enunciados no decorrer da demonstracgao para utilizar as defini¢oes
e resultados apresentados ao longo deste texto. Antes de demonstra-los, vejamos suas

consequéncias. Ao terminarmos a prova deste teorema, apresentamos suas demonstragoes.

De (3.5)) e (3.6)), resulta que

Lo xo)y: (1) < lxoy(h0) < 5, VEE€[0,1%,). (3.8)

| D

Por (3.7), quando t — t% , 7(t) — oo, de onde

Y, =p-0(Y) —0,

isto é,
Y| — 0,
pois Y € A. Por (3.3),
=l (Xo)ll
om0 2 [ min [P dr — o0
r=||Y; u||=r
quando t —» t}L{O.
Em particular,
0
lcpt(XO%}/t > 5

parat € [0, t}o), t suficientemente proximo de t}o. Mas isso é uma contradigao com ,
provando que A = R2.

Nesta terceira parte, vamos mostrar que o Problema [I] implica no Problema [2 Faremos
por contrapositiva, isto é, a existéncia de F € F? nao globalmente injetora implica na
existéncia de G € F? para a qual a origem nao é globalmente assintoticamente estével.
Considere ' € F? nao globalmente injetora. Assim, existem X, # Yj tais que F/(Xy) =
F(Yy) = A. Defina

G:R* — R? G(X)=F(X + X,) — A.
Logo, G € C*, pois F' € C'. Além disso,

G0)=F(0+Xo)—A=F(X,)—A=A—A=0.
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Como DG(X) = DF(X + X,), para todo X € R? e como DF(Z) tem autovalores com
partes reais negativas para todo Z € R?, tomando Z = X + Xy, segue que DG(X) tem
autovalores com partes reais negativas, para todo X € R2. Portanto, temos que G € F2.
Como Y, # X, considere

Zy=Yo— Xo #0.

Assim,
G(Zy)=F(Zo+Xo) —A=FYo—Xo+Xo) —A=F(Yy) —A=0.

Portanto, G € F? tem dois pontos de equilibrio distintos 0 e Z;, o que implica que o
ponto de equilibrio na origem nao é globalmente assintoticamente estavel, como queriamos
mostrar.
A quarta parte da prova consiste em mostrar que o Problema [2] implica no Problema
Fixe arbitrariamente F' € F? globalmente injetora. Queremos mostrar que existe K € N,
tal que, para cada Y € R?, o ntimero de solugoes de F(X) =Y ¢ limitado por K. Para
isso, basta tomar K =1 e a prova desta implicagao estd completa.
Seguindo, a ultima parte da prova, falta mostrar que o Problema [3| implica no Problema
ll Fixe arbitrariamente F' € F? para a qual existe K € N, tal que, para cada Y € R? o
namero de solugoes de F'(X) =Y ¢ limitado por K. Mostraremos que existem p > 0 e
r > 0, tais que, se
X[ > r >0,

entao,

IF(X)] > p > 0.

Por hipoétese inicial, sem perda de generalidade, diminuindo K se necessario, podemos
supor que existe P € R? para o qual o niimero de solugdes de F(X) = P é exatamente

K. Em outras palavras, existem X7, ---, X}, € R2, dois a dois distintos, tais que
F(X;) =P, ie{l,2,--- k}.

Como F € F? ¢ um difeomorfismo local, existem p > 0 e vizinhancas abertas limitadas

V; para cada X, tais que, F restrito a V; é um difeomorfismo, com

VinV; =0, para i#j,
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F(V) = B(P.p) = {X € R*: X P|| < p}. (3.9)

para cada i € {1,2,--- ,k}. Afirmamos que

F(B(P.p) = |V,

=1

De fato, primeiro,
k
Vi ¢ (B ).
i=1
Tome
k
XelJv
i=1

isto ¢, X € Vj, para algum j € {1,---,k}. Assim, por (3.9), F(X) € B(P,p), de onde
X € FY(B(P,p)).

Segundo,
k

FB(P,p) < Vi

i=1

Suponha que isto niao ocorra, isto ¢, existe Y € F~Y(B(P, p)), mas

k
Y ¢ (Vi
i=1

Como Y € F~Y(B(P, p)), segue que Z = F(Y) € B(P, p). Tendo F
existem Y; € V;, tais que F(Y;) = Z. Por construgao, Y # Y, para todoi € {1,2,--- ,k}.

v, um difeomorfismo,

Mas, entdo, existem k + 1 solugbes Y, Y], -+, Yy da equagao F(X) = Z, o que é uma
contradi¢cao. Temos entao, a igualdade de conjuntos afirmada anteriormente. Como as

vizinhangas V; sao limitadas, segue que

é limitada. Escolha 7 > 0 de modo que

k
U V; € B(0,r").

i=1
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Deste modo,

IXI|2>0 = |IF(X)-Pl|=p>0. (3.10)

Defina
G:R?* — R? G(X)=F(X+X,)—P.

Segue que G € F? e que
IX[|>r=r+[Xi|]] = ||GX)||>p>0.

Em outras palavras, G estd nas hipoteses do Problema [ Como ja mostramos que o
Problema [] implica no Problema [3], e este implica no Problema [I], isto ¢, X = 0 é um
ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estével (de G). Em particular, G nao

tem pontos de equilibrio diferentes de X = 0. Mas, para
Y, =X, — Xy, ie{2,--- Kk},
temos,
GY)=GX,—-X)=FX,-Xi1+X,)-P=FX;,))-P=P—-P=0.
Assim,
Xy =Xy = = Xp,

isto é, K =1, o que implica que F' é globalmente injetora e nao ha perda de generalidade
em considerar P = 0 na hipotese inicial. De (3.10]), existem ntumeros reais 7’ > 0 e p > 0,
tais que

IF(X)|| = p>0, para [[X[[>1">0

como queriamos provar.

Concluimos, portanto, a prova do Teorema [3.1.1] |

Antes de seguirmos com o texto, vejamos as demonstragoes do Lema [3.1.1] e do Lema

[3.-1.2] respectivamente.

Demonstragao. Para t € [0, t}o), a aplicacao de transigao (Poincaré)

T N0 C Yo — X Ty m(v) =y,



49

estd bem definida pelo fluxo de F', onde ¥, é o arco da trajetoria de vy entre Xy e Y, e
Y; é 0 arco da trajetoria de ~y, entre p,(Xy) e V;.

Parametrize ¥y por sy e ¥; por s; ambos parametrizados pelo comprimento de arco.
Entao,

dsy _ ||F(v)]]

t(v)
— = ————eX tr DF (@s(v))dt.
dSO ||F(Ut)|| p/ov (¢t< ))

Como o tr DF(p(v)) < 0, temos que

t(v)
exp/ tr DF(p(v))dt < 1.
0

Portanto,

ds; _ ||F(v)]

— < .
dso  [|F(vr)]|

Logo, temos que,

[[E (v dse < [|F(v)]] dso,

de onde (3.6) segue por integragdo, provando o lema. |

Demonstragao. Seja 7(t) — oo quando t — t}o. Suponha que ¢, € [O,t}o), Vn € N,
seja tal que t, — t, mas 7(t,) = T < oco.

Considere as orbitas 7, unindo ¢y, (Xo) € O(Xy) com Y, € M. Assim temos

=l o)l 0
Lo i O i, () < b (o) < 5
r—= }/tn vi|=r

As desigualdades acima resultam, respectivamente, de (3.3)), (3.6) e (3.5).

Tomando n — oo, temos

[lpn, (Xo)l[ =00 e [[Yi [l = [lex(Y)]];

de onde,
r=o00 6
[ mmlFe)< g
r={lor ()] IlI=r 2
—00
uma contradicao. |

Na Conjectura de Markus—Yamabe no plano, a condicao sobre os autovalores de

DF(x,y) é equivalente a

tr DF(z,y) <0 e detDF(xz,y) >0, VY(z,y)c R
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Em geral, as condigoes acima sao muito dificeis de serem verificadas e, certamente, nao
sao necessarias para a estabilidade assintética global, como mostra o exemplo a seguir.

Considere o campo de vetores
F:R2—>R27 F(x,y):(—:c—l—xy,—y)

A origem é o tnico ponto de equilibrio, além disso, é localmente assintoticamente estavel,

pois os autovalores de DF'(0,0) sao
A=Ay =—1.
Porém, para todo (z,y) € R?, os autovalores de DF(z,y) sao
AM=—-1 e d=-1+y, V(z,y) € R

Portanto, se y > 1, entao Ay > 0, ou seja, nao estamos nas hipoteses da Conjectura de

Markus—Yamabe. Por outro lado, considere a funcao
L:R?—R,  Lz,y) =In(1+2?) +°

uma funcao de Lyapunov estrita propria. De fato, que L é uma funcao de Lyapunov

estrita segue de

L(0,0) =0, L(z,y) >0, V(z,y)€R*\{(0,0)},

: 2?2 + 2y + 22y% + (x — 2y)?
L(l‘,y):—( 1+$2 )<O7

para todo (z,y) € R*\ {(0,0)}.

Para vermos que ¢ propria, tome (z,y) € R* de modo que
[|(z, y)I| — oo,

isto é,

|z] — 00 ou |y| — 0.
Lembrando que logaritmo natural ¢ uma funcao crescente, além disso, In(1+z?) > 0 para,
todo (z,y) € R?, e que

lim y* = oo,
Yy—00
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temos, entao,

lim  In(1+2%) +y* = oco.

[I(@y)|—o00
Logo, é, de fato, propria.
Portanto, temos um exemplo de um campo de vetores globalmente assintoticamente es-
tavel, o qual nao esta nas hipoteses de Markus—Yamabe.
Concluimos, entao, que as hipoteses explicitadas na Conjectura de Markus-Yamabe no
plano sao condicoes suficientes, porém nao necessarias para a estabilidade assintotica

global.

3.2 Condicoes enfraquecidas de Markus—Yamabe

Ainda em R?, o objetivo agora é enfraquecer as hipéteses da Conjectura [} de modo que
possamos obter novas classes de campos de vetores que sao GAE.
Considere trés condigdes naturais, que nos auxiliarao na busca por classes de campos

de vetores globalmente assintoticamente estaveis:
e (C1) A origem é o unico ponto de equilibrio;
e (C2) A origem ¢é localmente assintoticamente estavel;

e (C3) O trago de DF(x,y) é negativo, para todo (x,y) € R?, exceto, possivelmente,

na origem.

O préximo exemplo, enfatiza o fato destas trés condigoes nao serem suficientes para a
estabilidade assintotica global.

Considere a equacao diferencial

)
TS g VTN

(2z —1)y
(14y2)1

ou equivalentemente, o campo de vetores

B z(x+1) (22 — 1)y
F(z,y) = (_ (1+y2)32 v (1+ y2)1/2>
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Temos que a origem é o tnico ponto de equilibrio, portanto, F' satisfaz a condi¢ao (C1).

Os autovalores de DF(0,0) sao

Logo, a origem ¢é localmente assintoticamente estavel, assim, a condigao (C2) também é

satisfeita. Por fim, a divergéncia de F ou o trago de DF(x,y) tem a forma

2

<0,

para todo (z,y) € R?, satisfazendo a condicao (C3). Porém, o equilibrio na origem nao é

globalmente assintoticamente estavel, visto que a reta
r=—1

é invariante.

3.2.1 Sistemas quadraticos

O sistema de equacoes diferenciais ¢ chamado de sistema diferencial polinomial
quadratico ou simplesmente um sistema quadratico, se as componentes do campo de
vetores sao fungoes polinomiais de grau menor ou igual a 2 e pelo menos uma delas tem
grau 2. Estudamos os sistemas quadréticos que satisfazem as condig¢oes naturais (C1),
(C2) e (C3), e em seguida analisamos se esses sao globalmente assintoticamente estéaveis.

Os proximos resultados podem ser encontrados em [2].

Teorema 3.2.1. Os sistemas quadrdticos satisfazendo condi¢oes naturais (C1), (C2) e
(C3), mddulo mudanga afim de coordenadas e reescalonamento da varidvel independente,

tém as sequintes duas formas:

=z, Y =—by—Ia? (3.11)

¥ =—x, o =—-x—y-—Ila (3.12)

comb>0eleR,[#0.
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Demonstracao. A chave para a demonstragao deste teorema esta na seguinte classifi-
cagao dos sistemas quadraticos com um tnico ponto de equilibrio, médulo mudanca afim
de coordenadas e reescalonamento da variavel independente. Em [4], encontram-se mais
detalhes desta classificacao.

Considerando
Py(z,y) = La* + May + Ny?* e Qqx,y) = l2° + may + ny?,
os autores obtiveram a seguinte classificacao:
1. x’:y—xQ—l-xy, y'zaI+by+Q2($7Z/)a
com a # 0;
2. 7' =y—a*+ay, o =by+Qx,y),
com b # 0;
. =y—2?+uay, Y = Q2(z,y);
4. ' =zy, Yy =axr+by+ Qa(z,y),
com a # 0;
b.oa'=uay, y =by+Qaz,y),
com b # 0;
6. ' =zy, v =Qaz,y);
7.0 =y+a? Yy =xx+by+ Qaz,y),

comn=0,m#0e(l—b?>+t4dm <0, oum=0el =10

8. #'=y+a? Y =y+Qar,y),
comn#0em?—4n(l—1)<0,oun#0,m=0el=1,oun=0,m#0el =1,

oun=m=0el#1;
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

o4

. $,:y+x27 3//:@2(9579),

comn#0em?—4nl < 0,oun#0em=1=0,oun=101=0em # 0, ou
n=m=0el#0;
o' =y, Y =xr+by+ Qz,y),

comb>0el=0;

=y, Y =y+Qzr,y),

com [ # 0;

xlzy7 ?/:Q2($71U)7
com [ # 0;
¥ =2%—1, y =d+by+l2®+may,

comm #0ed+1#0;

=21, oy =d+ax+by+I12®>+may+ y>,

com (b+m)?—4(d+a+1)=0e (b—m)*—4(d—a+1) < 0;

ZE/:ZE27 y/:y"f_QQ(l‘;y),
com n = 0;

x,:'rz’ y/:$+Q2($ay>7

comn =1;

w':x’ y,:by‘i‘QQ(l',y),

comb#0en=0;

I/:'ra y/:$+y+Q2($,y>,

com n = 0;

ZE,:LU, y/:Q2<x7y)7

com n # 0;
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20. 2’ = Py(z,y), vy = Qa(x,y).

Agora, devemos analisar cada uma das EDQO’s acima.

Caso[I] Associamos esta EDO ao campo de vetores

F(a,y) = (y — 2® + xy, az + by + Qa(,y)),
com a # 0. Podemos calcular a matriz Jacobiana, isto é,

—2x+y 1+
DF(z,y) =
a+2lx+my b+ mx+2ny

Assim, o trago é dado por
tr DF(z,y) = (m —2)z+ (2n+ 1)y + b.

Logo, a condigao (C3) é satisfeita se, e somente se, m =2, n = —1/2 e b < 0. Assim, o
campo de vetores fica na forma

1
G(z,y) = (y—x2—|—xy, ax + by + 12* + 2wy — §y2) .

Se (zg,yo) € um ponto de equilibrio, a primeira componente do novo campo de vetores

resulta em
2
Lo
1+ o

Yo =

Aplicando na segunda componente, temos

b 222 3
{ — = 0. 3.13
xo(a+1+x0+x0+1+xo 2(1 + 70)? (3.13)
Se xg = 0, entao yy = 0.

Se zg # 0, entao a equacao (3.13) pode ser escrita como

2o(20 + 3) + 2x3(a + b+ 21 + 2) + 279(2a + b+ 1) + 2a = 0. (3.14)
Para cumprir com a condigao (C1), tomamos | = —3/2. Assim, temos

275(a+b—1) + x9(4a + 2b — 3) + 2a = 0. (3.15)
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A condigao (C2) implica que a < 0, pois, assumindo a # 0 temos que o determinante da
matriz Jacobiana aplicada na origem ¢é igual a —a. Resolvendo para xy em (3.15)), temos

o discriminante igual a
(4a +b—1)* —16a(a+b—1) = (3 —2b)* — 8a > 0,

portanto, a condigao (C1) é violada, a menos que a +b — 1 = 0. Assumindo isso, é
necessario, também, que 4a + 2b — 3 = 0. Resolvendo para a e b, temos que a = 2/3.
Contradizendo o fato de a ser menor que zero. Logo, este caso nao satisfaz todas as
condigoes.

Caso 2] Temos o seguinte campo de vetores associado

F(z,y) = (y — 2° + zy, by + Qa(2,y))
com b # 0. A matriz Jacobiana ¢ dada por

—2x +y 1+
DF(x,y) =
2l +my b+ mx 4+ 2ny

O trago desta matriz é

tr DF(z,y) = (m —2)z+ (2n+ 1)y + b.

Assim, a condic¢ao (C3) é satisfeita se, e somente se, m = 2, n = —1/2 e b < 0. Substi-

tuindo estes valores, o campo de vetores resulta em

1
G(z,y) = <y — 2 +ay, by + 12 + 22y — 5@/2) .

Fazendo uma mudanca de varidveis X =y — bx e Y =y, temos
G<X7 Y) = (Gl(X> Y)> GQ(X> Y))>
sendo

(Y - X)°
b2

+(2_b>YM_Y_2

GL(X,Y) = (I +b) - 5

_ 2 _ 2
R I L S LR S
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Note que a mudanca de variaveis € uma mudanga linear, isto é, um difeomorfismo, portanto
nao muda a natureza do ponto de equilibrio. A matriz Jacobiana de G aplicada na origem

¢ dada por
00

0 b

DG(0,0) =

Entao, a origem é um ponto de equilibrio semi—hiperboélico. Vamos fazer uso do Teorema
Note que o desenvolvimento de Taylor de G, préximo da origem, comega com termos

quadraticos em X e Y.

Seja
Gi {0} = {(X,Y) e R?: Gy(X,Y) =0}
Gy {0}) = {(X,Y) € R?: Go(X,Y) = 0}.
Temos que
G(0,0) = (0,0) e %(0,0) =0 #0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe ¢ > 0 e
fi(—€€e) —R

com

Além disso, temos

h(X) = Go(X, (X)) =0, VX € (—e,e).

Entao,

h(0) =1 (0) =h"(0)=---=hP =...=0.

Assim, fazemos o desenvolvimento de Taylor da fun¢ao h para obtermos o desenvolvimento
de Taylor da funcao f, para podermos aplicar o Teorema [2.2.1] Temos que
2

h(X) = h(0) + }'(0) + h"(o)X7 L
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FX) = FO)+ 50+ F10) 5+

para todo X € (—e¢,¢). Temos que

1(0) = 0.
Seguindo,
WX = DX F00) + D2, 7)) 1(X),

aplicando em X = 0, temos

H(0) = 922(0,0) + 22(0,0) 5'(0) = 0+ bf'(0),
o que implica em
1(0) = bf'(0).

Como

resulta que

f(0)=0
Para a derivada de segunda ordem, temos
" _ 82G2 82672 / 82G2 /
W) = TR X)) + 2 (X, F0)F(X) + T FOONF (X))
0G,
+oy (X F(X)) (X)),

aplicando em X = 0, temos

0*G 0*G 0*G oG
W'(0) = S5 (0,0) +255=2(0,0)£/(0) + Z7(0,0)(£/(0)) + Z22(0,0) £(0),
logo,
21
H'(0) = 75 + b (0).
Como

K'(0)=0 e b#0,
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segue que
0= -3
Portanto,
00
Por fim

Gy (X, F(X)) = Gy (X,_Q_lxu...) _ (b;l) X2

Pelo Teorema [2.2.1] temos que a origem é uma sela-—noé topologica, contradizendo (C2).

Caso 3| Seja o campo de vetores
F(z,y) = (y — 2* + zy, l2* + may + ny?).
A matriz Jacobiana deste campo é

—2x + 1+«
DF(z,y) = /

2l +my mx + 2ny

Logo, o trago desta matriz é
tr DF(x,y) = (m —2)z + (2n + 1)y.

Assim, a condic¢ao (C3) nao ¢é satisfeita.

Caso |§| Para este caso, temos o seguinte campo de vetores
F(z,y) = (zy, ax + by + 2 + may + ny?),
com a # (0. Calculando a matriz Jacobiana, temos

Y x
a+2lr+my b+ mx+ 2ny

DF(z,y) =

Encontramos que o traco é
tr DF (z,y) = (2n + 1)y + mz + b.

Assim, a condi¢ao (C3) é satisfeita se, e somente se, m = 0, n = —1/2 e b < 0. Substi-

tuindo esses valores, temos o campo de vetores,

1
F(z,y) = (xy, ax + by + la? — §y2) ,
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onde os pontos (0,0) e (0,2b) s@o pontos de equilibrio. Logo, a condigao (C1) é satisfeita
somente quando b = 0, uma contradicao.
Caso[fl Temos

F(z,y) = (zy, by + 122 + mxy + nyQ),

com b # 0, um campo de vetores associado & EDO deste caso. A matriz Jacobiana ¢é da
forma

Y x
2l +my b+ mx 4+ 2ny

DF(x,y) =
Assim, o trago é
tr DF(xz,y) = (2n+ 1)y + max + b,

e a condi¢ao (C3) é satisfeita somente quando m =0, n = —1/2 e b < 0. Assim, analogo
ao caso anterior, (0,0) e (0,2b) sao pontos de equilibrio. Logo, a condigao (C1) é satisfeita
somente quando b = 0, uma contradigao.

Caso 6l Considere
F(z,y) = (zy, l2* + may + ny?).

A matriz Jacobiana é da forma

X
DF(z,y) = Y

2l +my mx + 2ny

Assim, o trago é

tr DF (z,y) = mz + (2n + 1)y,

e a condi¢ao (C3) nao ¢ satisfeita.

Caso[7] Neste caso, dividimos em duas partes. Na primeira parte, considere
Fi(z,y) = (y + 22, 2 + by + 12> + may),
comm # 0 e (I —b)* £ 4m < 0. A divergéncia de F ou o trago de DF(z,y) tem a forma

div F(z,y) = 2z + b+ mx,
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assim, a condigao (C3) é satisfeita somente para m = —2 e b < 0, portanto escolhemos

F.. Assim, o campo de vetores é dado por
F(z,y) = (y+2° z+ by + l2° — 2zy).

A matriz Jacobiana, aplicada na origem é

01
1 b

DF(0,0) =

det DF(0,0) = —1.

Logo, a condigao (C2) nao ¢ satisfeita.

Para a segunda parte, considere
F(z,y) = (y + 2%, +z + by + bz?).
A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = 2z + b.

Logo, a condigdo (C3) nao ¢ satisfeita.

Caso [8l Associamos a EDO ao campo
F(z,y) = (y + 2%, y + l2* + may + ny?),

comn#0em?—4n(l—1) <0,oun#0,m=0el=1,oun=0,m#0el =1, ou

n=m=0el#1. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = (m + 2)x + 2ny + 1.

Assim, a condigao (C3) é satisfeita se, e somente se, m = —2, n = 0, além disso, é
necessario inverter a orientagao do campo de vetores. Logo, apenas uma das quatro
condicoes dos coeficientes é satisfeita, implicando que [ = 1.

Como o tr DF(z,y) = 1, consideramos o campo —F. Fazendo a mudanga de variavel

X =x—yeY =y, temos o seguinte campo

GX,)Y)=-F(X,Y)=(2XY - 2Y2 Y + X? - Y?).
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Para fins de notacao,

G(X, Y) - (GI(X7 Y)7 G2(X7 Y))7

sendo

Gi(X,Y)=2XY —2Y? e Gy(X,Y)=Y +X? Y~

A mudanca linear de coordenadas é um difeomorfismo, e multiplicando por —1, apenas
invertemos a orientacao do campo de vetores. Portanto, mantemos o retrato de fase com
a orientacao contraria.

A matriz Jacobiana de GG aplicada na origem é dada por

0 0
0 1

DG(0,0) =

Entao, a origem ¢ um ponto de equilibrio semi—hiperboélico. Novamente fazemos uso do
Teorema analogo a solucao do Caso
Note que o desenvolvimento de Taylor de G, préximo da origem, comega com termos

quadraticos em X e Y.

Seja
G {0}) = {(X,Y) e R*: G1(X,Y) = 0}
Gy {0}) = {(X,Y) € R?: Go(X,Y) = 0}.
Temos que
G(0,0) = (0,0) e %(0,0) =1.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe ¢ > 0 e
fi(—€€e) —R

com

Além disso, temos
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Entao,

h(0) =K (0)=n"(0)=---=hr¥ =...=0.

Assim, fazemos o desenvolvimento de Taylor da funcao h para obtermos o desenvolvimento

de Taylor da funcao f, e por fim aplicar o Teorema [2.2.1] Temos que
2

R(X) = h(0) + 1 (0) + h"(O)X7 L

X2

FX) = JO) + F/0) + f10) =+,
para todo X € (—¢,€). Temos que
h(0) = 0.
Seguindo,
, 0G, 0G,
WX) = S0 F(X0) + 52X F(X)) (X))
aplicando em X = 0, temos
, 0G, 0G, B ,
H(0) = S2(0,0)+ 52(0,0) £(0) =0+ £/0),

o que implica em

h'(0) = f'(0)
Como
1'(0) = 0,
resulta que
f(0)=0.

Para a derivada de segunda ordem, temos

0*Gy 0*Gy 0*Gy

W) = SR X))+ 2 (X OOV + 200 FOONS X))+
P2 ) (X),
aplicando em X = 0, temos
H(0) = T22(0,0) + 2002 0,0)(0) + Z02(0,0)(7'(0))* + A2 (0,0)7(0),
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logo,
R"(0) =2+ f"(0).
Como
R"(0) =0,
resulta que
1"(0) = 2.
Portanto
f(X)=—-X*+....
Por fim

Gi(X, f(X) =G (X, —2X? +---) = —4X? -+ |

Pelo Teorema [2.2.1} temos que a origem é uma sela topologica, contradizendo (C2).

Caso[9] Temos o seguinte campo de vetores
F(x,y) = (y + 2%, l2* + may + ny?),

comn#0em?—4nl <0,oun#0em=I1=0,oun=1l=0em#0,oun=m=0e

[ #0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = (m + 2)z + 2ny,

e a condi¢ao (C3) nao é satisfeita.

Caso [I0] Temos o seguinte campo de vetores
F(x,y) = (y, £2 + by + l2* + may + ny?),
comb>0el=0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = b+ mx + 2ny,

assim, a condi¢ao (C3) é satisfeita somente quando m = n = 0 e b < 0. Por hipotese,

temos que b > 0, assim, devemos considerar o campo —F'.
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Seguindo, temos que substituindo esses valores em —F', obtemos um novo campo de

vetores dado por
G(ZL’,y) = (_yv tr — by)7
um sistema linear, no qual a origem nao é localmente assintoticamente estavel.

Caso[11] Scja
F(z,y) = (y, y + la® + may +ny?),

com [ # 0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = 1 + mx + 2ny.

A condicao (C3) é satisfeita somente para m = n = 0, além disso, é necessario invertermos
a orientacao do campo de vetores. Substituindo estes valores e mudando a orientacao,

temos que o novo campo de vetores é dado por
G(r,y) = (~y, —y —lz°).
Fazendo a mudanga de variaveis X =y —x e Y = gy, temos o seguinte campo
LX,)Y) =Y - X)% Y +1(Y — X)?).
Para fins de notacao, considere
Li(X,)Y)=1(Y —X)? e LyX,Y)=Y +I(Y - X).

A matriz Jacobiana de L aplicada na origem é dada por

00
01

DL(0,0) =

Entao, a origem ¢ um ponto de equilibrio semi-hiperbdlico. Faremos entao, uso do Teo-
rema analogo a solugao do Caso 2
Seja

Ly'({0h) = {(X,Y) e R*: Li(X,Y) = 0}

L3 ({0}) = {(X,Y) € R?: Ly(X,Y) = 0}.



Temos que

OL,
LO.0)=(0.0) e  ZZ0,0)=1#0,

Pelo Teorema da Func¢ao Implicita, existe ¢ > 0 e
fi(—€¢e) — R

com

Além disso, temos

h(X) = Lo(X, (X)) =0, VX € (—¢e).

Entao,

h(0) =K (0)=n"(0)=---=hr¥ =...=0.
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Assim, fazendo o desenvolvimento de Taylor da funcao h para obtermos o desenvolvimento

de Taylor da funcao f, para podermos aplicar o Teorema [2.2.1] Temos que

X2
h(X) = h(0) + 1'(0) + hH(O)T + e
e
X2
FX) = FO) + F10) + fH0) =+,
para todo X € (—e¢,¢). Temos que
h(0) = 0.
Seguindo,
, 0L, 0L,
W) = SE2(X ) + 20X (X)) S(X),
aplicando em X = 0, temos
, 0L, OLs B ,
W(0) = S52(0,0) + 52(0,0) F'(0) = 0+ £(0),
o que implica em
h'(0) = f'(0)

Como
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resulta que
7(0) =o.

Para a derivada de segunda ordem, temos

" B 0?L, %L, , 0?Ly ,
WIX) = S FO0) 2 (X FOON(X) 4+ 2 (X, JOO) (X))
0L, 7
FIL(X, F(X)) (),
aplicando em X = 0, temos
v %L,y 0% L,y , %Ly , 0L, "

W(0) = S2(0,0) + 2522 (0,0)(0) + S2(0,0)(7(0)2 + S2(0,0)(0),

logo,
R"(0) = 21 + f(0).

Como

K'0)=0 e [#£0,

implica que
£'(0) = L.

Portanto,

f(X)=—-2X*4---.

Por fim
Ly X, f(X) = Ly(X,-2X?+-- ) =1X>+ ...

Pelo Teorema [2.2.1] temos que a origem é uma sela-noé topologica, contradizendo (C2).
Caso[12] Seja

F(z,y) = (y, l2° + mzy + ny?),

com [ # 0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = mz + 2ny.

Logo, a condigdo (C3) nao ¢ satisfeita.
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Caso[13] Considere
F(z,y) = (2% = 1, d + by + l2* + may),
comm #0ed+1#0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = (2+m)x + b.

A condigao (C3) é satisfeita se, e somente se, m = —2 e b < 0. Pela condigao (C1),
devemos tomar b = —2, com a coordenada x do ponto de equilibrio sendo 1. Em ambos

os casos o determinante da matriz Jacobiana ¢ negativo, assim a condicao (C2) ¢ violada.

Caso[14] Seja
F(z,y) = (2> = 1, d + ax + by + [2° + mxy + y*),

com (b+m)?—4(d+a+1)=0e(b—m)?>—4(d—a+1) <0. A divergéncia de F ¢é da
forma

div F(z,y) = (m + 2)x 4+ 2y + b.

Logo, a condigao (C3) nao ¢ satisfeita.
Caso [15l Considere
F(x,y) = (2%, y + l2* + may).

A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = 2z + 1 + ma.

Pela condigao (C3), m = —2, além disso, é necessario invertermos a orienta¢ao do campo.

Substituindo e invertendo a orientacao, temos o campo de vetores da forma
G(z,y) = (=22, —y — 12* + 22y).
Para fins de notacao, considere
Gi(z,y) = —2* e Gy(z,y) = —y— lo* + 2.

A matriz Jacobiana de GG aplicada na origem é dada por

0 O
0 -1

DG(0,0) =
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Entao, a origem é um ponto de equilibrio semi-hiperbélico. Para fazermos uso do Teorema
invertermos novamente o sentido do campo. Note que o campo de vetores —G
satisfaz as condigoes do teorema.

Considere

22

y:f(ﬂf’):m,

uma solucao da equacgao

y + lz? — 2zy = 0.
Entao, temos que
—Gi(z, f(x)) = 22
Pelo Teorema , temos que a origem é uma sela—no6 topologica, contradizendo (C2).

Caso [16] Temos o seguinte campo de vetores
F(z,y) = (2%, x + l2® + may + y°).
A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = (2+ m)x + 2y.

Logo, a condigao (C3) nao ¢ satisfeita.
Caso [I7l Considere
F(z,y) = (z, by + lz° + mzy),

com b # 0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = 14+ b+ maz.

Temos que a condigao (C3) é satisfeita somente quando m =0 e 1+ b < 0. Substituindo

e invertendo a orientacao do campo de vetores, temos
F1<x7y) - —F(ZL’,y) - (—CL’, _by - ZZ'Q)

Note que a origem ¢é o tnico ponto de equilibrio deste campo, além disso, a matriz Jaco-

biana aplicada neste ponto é da forma

DF;(0,0) =
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Logo, temos que a origem ¢ localmente assintoticamente estavel se b > 0. Portanto, nestas
condigoes o sistema satisfaz (C1), (C2) e (C3).
Caso [18] Seja o campo de vetores dado por

F(z,y) = (z, z +y + l2* + may).
A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = 2 + mx.

Analogo ao caso anterior, temos que a condigao (C3) é satisfeita somente para m = 0 e se
considerarmos o campo de vetores com a orientagao invertida. Substituindo e invertendo

a orientacao do campo de vetores, temos
Fl(xny) = —F(l‘,y) = (—fL‘, —r =Y = le)
A origem é o tinico ponto de equilibrio deste campo, além disso,

-1 0
-1 -1

DF,(0,0) =

Segue que —1 é autovalor de multiplicidade dois. Temos entao, que a origem é localmente
assintoticamente estavel. Portanto, nestas condigoes a EDO satisfaz (C1), (C2) e (C3).

Caso [19] Considere o campo de vetores
F(z,y) = (z, l2* + mzy + ny?),
com n # 0. A divergéncia de F' é da forma
div F(z,y) = 1 + mx + 2ny.

Assim, a condigao (C3) é satisfeita somente quando m = n = 0, além disso, é necessario
inverter a orientacao do campo de vetores. Porém, por hipotese, n # 0. Absurdo.

Caso [20] Considere o seguinte campo de vetores

F(z,y) = (La* + Mzy + N2, 12° + may + ny?).
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A divergéncia de F' ¢é da forma
div F(z,y) = 2L+ m)x + (2n + M)y.

Temos que a divergéncia do campo F' nao tem sinal constante. Portanto, a condigao (C3)

nao ¢ satisfeita. ]

Teorema 3.2.2. Todos os sistemas quadrdticos satisfazendo as condi¢oes naturais (C1),

(C2) e (C3) sao globalmente assintoticamente estdveis.

Demonstragao. De fato, a seguir temos as solugoes dos sistemas (3.11]) e (3.12]), e assim
segue que sao GAE.

Para o sistema ([3.11]) associamos o campo de vetores
F(z,y) = (—x, —by — lz%), com b>0.

Considere (g, 1) € R? uma condigdo inicial qualquer. Para b # 2, temos

2(t) = 2o’

—bt —bt 2 bt 2,2t
_ 2yoe yobe lage™  lxge

b—2 b—2 b—2 b—2"'

Cada fator acima tem limite zero quando ¢ tende ao infinito, isto é,

y(t) = teR.

limz(t) =0 e limy(t) =0.

t—o00 t—o0
Para b = 2, temos

z(t) = e’

y(t) = e (yo — lagt), teR.

Novamente, cada fator acima tem limite zero quando t tende ao infinito. Temos entao
que o sistema (3.11)) é GAE.
Para o sistema ({3.12]), procedemos de modo anéalogo. Assim,

G(z,y) = (—z, —x —y — lz?).



72

Considere (g, yo) € R? uma condigio inicial qualquer. Temos que
x(t) = zpe”"
y(t) = —e > (zote’ — yoe' — laf + lxge’), teR.

Novamente, cada fator acima tem limite zero quando ¢ tende ao infinito. Isto é,

limz(t) =0 e limy(t) =0.

t—o00 t—o00

Temos que o sistema (3.12)) é GAE. |

Outra classe de campo de vetores GAE, satisfazendo as condi¢oes naturais (C1), (C2),

e (C3), é apresentada no proximo teorema.

3.2.2 Sistemas de Liénard

Teorema 3.2.3. Todos os sistemas de Liénard da forma

C(}/:y—f(l'), y':—x, (316)

com

f(z) = a1z + agx® + - - + agx?,

satisfazendo as condig¢oes (C1), (C2) e (C3) sao globalmente assintoticamente estdveis.

Demonstragao. Primeiro, associamos a EDO (3.16]) ao seguinte campo de vetores

F(x,y) = (y — f(z), —z),

com

f(z) = a4 aga® + - - + agx’.

A matriz Jacobiana de F' é
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Aplicada na origem, temos

—aq 1

-1 0

DF(0,0) =

Logo, se a; # 0 temos um equilibrio hiperboélico. Como estamos trabalhando com sistemas

de Liénard que satisfazem as condigoes naturais (C1), (C2) e (C3), temos que a divergéncia

de F', dada por

div F(x,y) = —a; — 2ap2 — 3asz”® — - - — daga®™?,

¢ menor que zero, para todo (z,y) € R?, exceto, possivelmente, na origem. Se d ¢ par,
entao div F' ¢ um polindbmio de uma variavel de grau impar, contradizendo a condigao
(C3). Assim, d é impar e o coeficiente a; > 0, além disso, o grafico da fungao f esta
contido no conjunto formado pelo primeiro e terceiro quadrantes abertos do plano com a
origem.

Considere a funcao
22 4 o
5

L:R* — R, L(z,y) =
Esta é uma funcao de Lyapunov estrita propria. De fato,

. % 4+ 92
lim =

l(@y)ll—-o0 2

o0,
portanto, L é propria, e
L(z,y) = VL(z,y) - F(z.y) = —af(z),  V(z,y) € R
Como d é impar, ag > 0 e temos informagoes sobre o grafico da fungao f, segue que
L(z,y) = —xf(x) <0, V(z,y) € R*\{(0,0)}.

Logo, a origem ¢é globalmente assintoticamente estavel. |

3.2.3 Sistemas Kukles de grau 3

Considere o seguinte sistema de equacgoes diferenciais

/ /

T =1, Y = —x 4 a12® 4 asxy + asy® + aux® + asz’y + agry® + ary’. (3.17)
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Este sistema é conhecido como sistema Kukles ou sistema Kukles de grau 3. O objetivo de
Kukles em seu estudo foi dar condi¢oes, em termos dos coeficientes a;, i € {1,--- ,7}, de
modo que o ponto de equilibrio na origem fosse um centro. Nosso objetivo serd o estudo
dos sistemas Kukles do ponto de vista da estabilidade assintética global. O primeiro
passo é escrever todos os sistemas Kukles apés uma mudanca linear de variaveis e um
reescalonamento da variavel independente, como ¢é feito no teorema a seguir. Este material

foi inspirado e retirado de [3].

Teorema 3.2.4. Todos os sistemas Kukles (3.17)) apds uma mudanga linear de varidveis
e um reescalonamento da varidvel independente t, pode ser escrito como um dos sete

sistemas a sequir:

/

1. ' =y, Y = —x + 2% + agry + azy? + ayr® + asx®y + agry® + ary?;

2. 2’ =y, Y =~ + 1y + a3y’ + asr’ + asr’y + agry® + ary’;

/ /

3.2 =y, Y =—z+y>+ad®+asr’y + agry® + ary;
4. 2 =y, Y = —x+ 23 + azz’y + agry® + ary®;

5 1 =y, Y = —x+ 2%y + agry® + azy’;

/ /

6. v =Y, Yy = —xiny‘f‘a?y?’;
7. @ =y, y = —x+ 5.

Demonstracao. Considere a mudanga linear de varidaveis e um reescalonamento da

variavel independente ¢, da forma
z = aX, y — BY, t T (3.18)

Caso . Assuma a; # 0. Usando (3.18)) com oo = = 1/aq, v = 1, o sistema ({3.17)) pode

ser escrito como

X'=Y, YV =-X+X24+2xy4+ByrpBysy Byry Dyy2y Tys
a a a a a a
1 1 1 1 1 1

Apo6s uma mudanga de notagdo, temos a forma normal [I]



5

Caso 2l Assuma a; = 0 e az # 0. Usando (3.18) com a = 8 = 1/ay, v = 1, o sistema

(3.17) pode ser escrito como
X' =Y, Y = - X+ Xy + By2 ¢ _X%+ A?Y+- XY2+ yﬂ
Q2 2 2 2
Apés uma mudanga de notagdo, temos a forma normal 2]
Caso [3] Assuma a; = a; = 0 e a3 # 0. Usando (3.18) com o = 3 = 1/a3, v =1, o
sistema ([3.17)) pode ser escrito como
X' =Y, V' =X +y2yl X3+ X% + XY2+ s,
a3 a3 a3 a3

Apo6s uma mudanga de notagao, temos a forma normal [3]
Caso . Assuma a1 = as = a3 =0 e ay # 0. Usando (3.18) com o« = = 1//ay, 7 =1
seas >0,ea=LF=1/y/—as,7v=1seay <0, o0 sistema (3.17) pode ser escrito como

X'=Y, V=-X+Xx*4Bx2yq Bxy2y fys
Apés uma mudanga de notagdo, temos a forma normal [4]
Caso 5] Assuma a; = ay = a3 = a4 = 0 e a5 # 0. Usando (8.18) com o = 3 = 1/,/as,
vy=1lseas; >0,ea=—-0=1/\/—as, 7= —1sea; <0, osistema (3.17)) pode ser escrito
como

X'=Y, Y =-X+X%+2xy?yLys
5 as

Apo6s uma mudanga de notagao, temos a forma normal [5

Caso@ Assuma a1 = ay = a3 = a4 = a5 = 0 e ag # 0. Usando com o = [ =
1/\/ag,y=1seas >0,ea=L0=1/y/—as 7 =1se as <0, o sistema (3.17) pode ser
escrito como

X'=V, Y =-X+xv24%y3
ag

Apoés uma mudanga de notagdo, temos a forma normal [6]

Caso . Assuma a; = ay = a3 = a4 = a5 = ag = 0 e a; # 0. Usando (3.18]) com
a=pF=1/\azs, y=1sea; >0, e a = —f =1/\/—az, v = —1 se a; < 0, o sistema
pode ser escrito como

X'=Y, Y =-X+Y°
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Apés uma mudanga de notagdo, temos a forma normal [7] |

Agora, podemos classificar os sistemas Kukles satisfazendo as condigoes (C1), (C2)
e (C3), isto ¢, mostrar quais dos sete sistemas listados no Teorema [3.2.4} satisfazem as
condigoes naturais (C1), (C2) e (C3).

Teorema 3.2.5. Os sistemas Kukles (3.17)) satisfazendo as condigoes (C1), (C2) e (C3),
modulo mudanca afim de coordenadas e reescalonamento da varidvel independente, tém

as sequintes duas formas:

¥ =y, y = —x — 2+ a5x2y + aﬁzr:y2 + a7y3, (3.19)
sendo
ar <0 e a§—3a5a7<0,
e
¥ =y, y = —x + 2% + asx® + a52’y + agry® + ary’, (3.20)
sendo

a; < —1/4, a; <0 e ai— 3asa; < 0.

Demonstracao. Para provarmos este teorema devemos analisar cada caso na classifica-
¢ao do Teorema [3.2.4]
Caso |1} Temos que o sistema Kukles neste caso pode ser associado ao campo de vetores

dado por
F(x,y) = (y, —v + 2° + aowy + asy® + ay2® + asa’y + agry® + ary?).
A divergéncia de F' é dada por
div F(z,y) = asx + 2asy + asr* + 2agry + 3a71°.

Assim, a condigao (C3) ¢ satisfeita, se, e somente se, az = a3 = 0 e a2 — 3asa; < 0. Temos

entao um novo campo de vetores da forma

G(z,y) = (y, —o + 2%+ aga® + a5x2y + aG:ch2 + a7y3).



77

A divergéncia de G ¢ dada por
div G(z,y) = asx® + 2aszy + 3a7°,
a qual é uma forma quadratica, definida pela matriz simétrica

as Qg
A=

ag 3CL7

O determinante e o trago de A sao dados por
det(A) = 3asay —ag >0 e tr(A) = a5+ 3a; < 0.

Portanto, os autovalores de A sao reais e negativos, ou seja, a forma quadratica definida
pela matriz A é negativa definida. Assim, a divergéncia de G é negativa em todo ponto
de R?\ {(0,0)}, logo, a condigao (C3) ¢ satisfeita.

Se (xg,0) for um ponto de equilibrio de G, entao
zo(agzl + 19 — 1) = 0.

Assim, (z9,v0) = (0,0) ¢ um ponto de equilibrio e os pontos (—1 £ /1 + 4ays/2ay4,0)
também serdo se ay > —1/4. Logo, para satisfazermos a condigao (C1) é necesséario que
ay < —1/4. Finalmente, a origem ¢ localmente assintoticamente estavel, satisfazendo

(C2). De fato, temos que a matriz Jacobiana deste campo aplicada na origem é da forma

0 1
-1 0

G(0,0) =

Note que este ponto de equilibrio é nao—hiperbdlico, estamos no problema Foco—Centro.
Pelo primeiro coeficiente de Lyapunov, temos

Li =3a7;+ a5 < 0.

Logo, neste caso, obtemos o sistema (|3.20)).

Caso [2] Associamos a EDO ao campo de vetores

F(z,y) = (y, —x + 2y + a3y2 + agx® + a5a72y + agny + a7y3).
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A divergéncia de F' é dada por
div F(x,y) = z + 2a3y + asz”® + 2a¢xy + 3a7y?,

implicando que a condigdo (C3) nao ¢ satisfeita.
Os Casos 3 Caso 3 Caso [0 e Caso [7] sdo analogos ao caso anterior.
Caso [4] Neste caso, dividimos a analise em duas partes. Para a primeira parte, temos o

sistema

/ /

T =1y, Yy = —x+ 23 + a5x2y + aﬁng + a7y3,

contendo trés pontos de equilibrio. Portanto, a condigao (C1) nao é satisfeita.

Para a segunda parte, seja

/ /

T =y, Y =—T — 3 + a5x2y + aG:L'y2 + ary

Este sistema tem apenas a origem como ponto de equilibrio. Associamos este sistema ao

campo de vetores
F(z,y) = (y, —x — 2° + a5y + agzy® + a7y®).
A divergéncia de F' é dada por
div F(x,y) = asx® + 2agry + 3a7y°,

a qual é uma forma quadratica, definida pela matriz simétrica

Qs (073}
A=
ag 3ay

O determinante e o trago de A sao dados por
det(A) = 3asa; —ai >0 e tr(A) = a5+ 3a; < 0.

Portanto, os autovalores de A s@o reais e negativos, ou seja, a forma quadratica definida
pela matriz A é negativa definida. Assim, a divergéncia de F' é negativa em todo ponto

de R?\ {(0,0)}, logo, a condigao (C3) ¢ satisfeita.
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A matriz Jacobiana deste campo aplicada na origem é da forma

0 1
-1 0

F(0,0) =

Segue que este ponto de equilibrio é nao—hiperbodlico, e novamente, estamos no problema

Foco-Centro. O primeiro coeficiente de Lyapunov é dado por
L1 =3a7+ a5 <0.

Logo, a origem é um foco atrator, localmente assintoticamente estavel. Portanto, obtemos

o sistema ((3.19)). [

Com os Teoremas e [3.2.5] temos um grande resultado a respeito dos sistemas

Kukles, enunciado no préximo teorema.

Teorema 3.2.6. Todos os sistemas Kukles (3.17)) satisfazendo as condi¢ées (C1), (C2) e

(C3) sao globalmente assintoticamente estdveis.

Demonstragao. Primeiro mostramos que a familia de equagoes diferenciais é
globalmente assintoticamente estavel, em seguida faremos o mesmo para .
Seja

' =y, y = —x — 2’ + asx’y + agry’ + azy’,

com

a; <0 e a§—3a5a7<0.
A familia de equagoes diferenciais ((3.19)) tem quatro pontos de equilibrio infinitos, sendo
duas selas e dois nos instaveis. Para provarmos esta afirmagcao fazemos a Compactificacao
de Poincaré.
Na carta Uy, a equagao (3.19)) tem a forma
I 3 2 2 !/ 3

u = aru’ + agu” + asu — 1 —v(v +uv), v =-—uwv’. (3.21)

Fazendo v = 0, um ponto de equilibrio de (3.21)) tem a forma (ug,0), sendo ug uma raiz

real do polinémio cibico

C1 (U) = CL7U3 + a6u2 + asu — 1.
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Como

ar <0 e a§—3a5a7<0,

segue
C(u) = 3au® + 2agu + az < 0, Yu € R.
Assim, C; é uma fun¢ao monétona decrescente e sua tnica raiz real ug é negativa. De

fato, visto que a; < 0, temos

lim Ci(u) =00, lim Ci(u)=—-00 e Ci(0)=-1<0.

U——0o0 U—00

A matriz Jacobiana do campo de vetores G que define (3.21]) no ponto de equilibrio (ug, 0)

é dada por

3a-u? + 2agug + as 0 C'(ug) 0
DG(UO,O): 7TUq 6 W0 5 _ 1( 0)
0 0 0 0

Os autovalores de DG (ug,0) sao
Al = C{(uo) <0 e A =0.

Deste modo, (ug,0) é semi-hiperbolico. Precisamos colocar o campo de vetores na forma
normal do Teorema para sabermos a sua natureza.

Comecemos com uma mudanga de variaveis, tomando

Segue que
r_ 3 r_ 3 2 2
vi=2a"'=—yx°, v =y =awy +asy  +asy—1—x(z+yx).
O novo ponto de equilibrio é da forma (0, y9), onde y, é raiz do polindémio

Pi(y) = a7y3 + a6y2 +asy — 1.

Ainda, precisamos transladar o ponto de equilibrio para a origem, isto é, fazemos outra

mudanga de variaveis da forma
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Temos que

X' =02 = —y2® = —(V +y9)X?

Y =y =a;(Y +y0)® +as(Y +y0)> +as(Y +y0) — 1 — X(X + (Y + y0)?X).

Para facilitar a escrita, mudamos novamente a notagao, tomando

resultando em

/

Y = ar(y’ + 390 + 3yyd) + as(v” + 2yyo + u5) + as(y +yo) — 1 — z(x + (¥ + 2yyo + y3) ).

Seja H, o campo associado ao sistema acima. Colocando y em evidéncia e multiplicando

o campo por —1, temos que —H, esta nas hipoteses do Teorema isto é,
—H(z,y) = (yor’ + y2*, —(Bazyg + 2a6yo + as)y — B(z,y)).

Considere
y = f(x),
tal que

—(3agyy + 2agyo + as) f(z) — B(z, f(x)) =0,

para todo x suficientemente préximo de 0.

Temos entao

g9(x) = A(z, f(z)) = yor’ + - .
Portanto, como as mudancas lineares de coordenadas sao difeomorfismos, e multiplicacao
por —1 apenas inverte a orientagao do campo de vetores, resulta que temos o mesmo
retrato de fase com a orientacao contraria.

Em outras palavras, pelo Teorema[2.2.1] concluimos que (ug, 0) é uma sela topologica com

a curva estavel em S'.
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Como a familia de campos de vetores que define (3.19) é cubica, isto é, d = 3, segue
que d — 1 = 2, de onde o ponto de equilibrio na carta V; tem a mesma estabilidade do

estudado acima, ou seja, ¢ uma sela com a curva estavel em S

Na carta Us, a equagao (3.19)) tem a forma

U = —ayu+ 02 — agu® — asu® + ut + ut?,

(3.22)

v = —v(a; + agu + asu® — wv? — u?).

Segue que (0,0) é ponto de equilibrio. A matriz Jacobiana do campo de vetores H que

define (3.22) no ponto de equilibrio (0,0) é dada por

pr@O,0)~ | "
0 —ay
Como a; < 0, os autovalores de DH (0, 0) sdo positivos, de onde a origem é um no6 instavel.
Novamente, como a familia de campos de vetores que define é cibica, isto é, d = 3,
segue que d — 1 = 2, de onde o ponto de equilibrio na carta V5 tem a mesma estabilidade
do estudado acima, ou seja, € um no instavel.
Para finalizar, falta mostrar que a familia de equacoes diferenciais nao tem orbita
fechada e, em particular, nao tem ciclo limite.

Suponha que v é uma 6rbita fechada de periodo 7" de (3.19)) em torno da origem.
Denotando por F' o campo de vetores que define (3.19)), e como

exp < /O " AvE(() dt) <1,

pois, a divergéncia de F' em v é negativa, segue do Teorema que v é uma Orbita
fechada hiperbodlica estavel.

Mas, isso é um absurdo, uma vez que o ponto de equilibrio na origem é localmente
assintoticamente estavel.

Portanto, o sistema (3.19) ¢ GAE.

Para o sistema ([3.20]), a demonstragao é anéloga.
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Seja

/ /

T =y, Yy = —T+ x? + a4x3 + a5x2y + aﬁacyz + a7y3,
sendo
a; < —1/4, a; <0 e a% — 3asar; < 0.

A familia de equagoes diferenciais (3.20)) tem quatro pontos de equilibrio infinitos, sendo
duas selas e dois nos instaveis. Para provarmos esta afirmagao fazemos a Compactificagao

de Poincaré.

Na carta Uy, a equagao (3.20]) tem a forma
v = aru® + agu® + asu + ag +v —0v* — u?, v = —ud. (3.23)

Fazendo v = 0, um ponto de equilibrio de (3.23)) tem a forma (ug,0), sendo up uma raiz

real do polinémio ciibico
Co(u) = azu® + agu® + asu + ay.
Como
ar <0, ag<—1/4 e ag — 3asay < 0,
segue
Cy(u) = 3azu® + 2agu + as < 0, Yu € R.

Assim, Cy é uma fungao monétona decrescente e sua tnica raiz real ug é negativa. De

fato, visto que a; < 0, temos

lim Co(u) =00, lim Cy(u)=—-00 e Co(0) =ay < —1/4.

U—r—00 U—00

A matriz Jacobiana do campo de vetores G' que define (3.23)) no ponto de equilibrio (ug, 0)

¢ dada por

3aru? + 2agug + as 1 Ch(u 1
DG(UO,O): 780 60 5 _ 2( 0)
0 0 0 0

Os autovalores de DG (ug,0) sao

A= Cé(UQ) <0 e )\2 0.
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Deste modo, (ug,0) é semi-hiperbolico. Analogo ao caso anterior, temos o resultado pelo
Teorema [2.2.1] assim, concluimos que (ug,0) é uma sela com a curva estével em S'.
Como a familia de campos de vetores que define (3.20)) é cibica, isto é, d = 3, segue
que d — 1 = 2, de onde o ponto de equilibrio na carta V; tem a mesma estabilidade do
estudado acima, ou seja, é uma sela com a curva estavel em S!.

Na carta Us, a equagao ([3.20]) tem a forma

/
U = —ayu — a6u2 — a5u3 — a4u4 — v+ 0 + u21)2,

(3.24)

V' = —amv — aguv — asu’v — aguPv — u?o? + wvd.

Segue que (0,0) é ponto de equilibrio. A matriz Jacobiana do campo de vetores H que

define (3.24)) no ponto de equilibrio (0,0) é dada por

—ar 0
DH(0,0) =
0 —Aar

Como a; < 0, os autovalores de DH (0, 0) sdo positivos, de onde a origem é um noé instavel.
Novamente, como a familia de campos de vetores que define é cubica, isto é, d = 3,
segue que d — 1 = 2, de onde o ponto de equilibrio na carta V5 tem a mesma estabilidade
do estudado acima, ou seja, é um noé instavel.

Para finalizar, falta mostrar que a familia de equagoes diferenciais nao tem oOrbita
fechada e, em particular, nao tem ciclo limite.

Suponha que v é uma o6rbita fechada de periodo 7" de (3.20) em torno da origem.

Denotando por F' o campo de vetores que define (3.20)), e como

exp ( /0 ' divF(y(t)) dt) <1,

pois, a divergéncia de F' em ~ é negativa, segue do Teorema [2.1.8 que 7 é uma orbita
fechada hiperbodlica estavel.
Mas, isso ¢ um absurdo, uma vez que o ponto de equilibrio na origem ¢é localmente

assintoticamente estével.

Portanto, o sistema (3.20) ¢ GAE. [
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Importante enfatizar que os sistemas Kukles (3.19)) e (3.20) nao estao necessariamente

na classe dos sistemas de Markus—Yamabe. Por exemplo, tomando a5 = a; = —1eag =1,

o sistema ({3.19) tem a forma

P=y, y=-—x—2a°—22y+ay -1’ (3.25)

A matriz Jacobiana do campo de vetores F' que define ({3.25)) é dada por

0 1
DF(z,y) =
—1—32? = 2zy +y? —x?+ 22y — 3y°

para todo (z,y) € R Se aplicarmos no ponto (1, —2), obtemos

DF(1,-2) =
4 —17

Os autovalores de DF'(1,—2) sao

1 1
5 (-17 . \/305) <0, 3 (—17 n \/305) > 0.

Logo, nao satisfaz as hipoteses de Markus—Yamabe, porém o sistema é globalmente as-

sintoticamente estavel.

3.3 Markus—Yamabe em dimensoes maiores ou iguais
que trés

A Conjectura de Markus—Yamabe no plano tem uma resposta afirmativa como mostrado
por Gutiérrez e outros. Porém, para R™ com n > 3 a resposta é negativa. Agora, o
objetivo é apresentar contraexemplos explicitos, simples e polinomiais a Conjectura de
Markus—Yamabe em R" n > 3. Além disso, investigar classes de campos de vetores em
R™ n > 3, para os quais a conjectura é verdadeira.

O proximo teorema, retirado de [3] nos mostra a resposta negativa comentada no
paragrafo anterior: uma funcao polinomial de n variaveis que satisfaz as hipoteses de

Markus—Yamabe, mas para a qual a origem nao é GAE.
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Teorema 3.3.1. Considere n >3, X = (z1,-++ ,x,) ¢ F': R" — R" dado por
F(X) = (a1 + 23(d(X))?, =22 — (d(X))?, =23, —20)

sendo

d(X) = 1 + xox3.
As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
i) F satisfaz as hipdteses da Conjectura de Markus—Yamabe;
ii) Eziste uma solu¢ao nao limitada (quando t — oo) da EDO definida por F.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que F' satisfaz as condi¢bes de Markus—
Yamabe. E imediato que F(0) = 0. Para cada X € R", a matriz Jacobiana de F

tem a forma

A B
DF(X) = ,
o -I
sendo
—1 4 2z3(z1 + x273) 22%(z1 + wo3)
A= ,
—2(z1 + z913) —1 — 2x3(zq + xoms)

2X2

B uma matriz de ordem 2 x (n — 2), O a matriz nula (n — 2) x 2 ¢ I a matriz identidade
(n—2) x (n—2). Assim, para cada X € R", DF(X) é triangular por blocos e, portanto,
os seus autovalores sao os autovalores dos blocos A e —I. Segue, imediatamente, que —1

é autovalor de multiplicidade n — 2, devido ao bloco —I. Por outro lado,
trA = —2 e det A =1,
de onde o polinémio caracteristico de A tem a forma
p(A) =N+ 2\ +1,

cuja raiz ¢ —1 de multiplicidade 2.
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Em resumo, para cada X € R", —1 é autovalor de DF(X) com multiplicidade n. Assim,
F satisfaz as hipoteses da Conjectura de Markus—Yamabe.

A solucao do problema de valor inicial
X' =F(X), X(0)=(18,—-12,1,1,---,1),

dada por
¢o:R—R" ot)= (18€t, —12e% e~ ... ,e_t) ,
tem a seguinte propriedade:
lim [J6(1)]| = oo,

terminando a prova do teorema. |

Portanto, temos de fato, que a Conjectura de Markus—Yamabe ¢é falsa em R", com
n > 3. Por outro lado, existem classes de campos de vetores em R"™ para as quais
a conjectura é verdadeira. Por exemplo, os campos gradientes em R" que satisfazem as
hipoteses de Markus—Yamabe sao globalmente assintoticamente estéveis, como nos mostra
o teorema a seguir retirado de [15] e sua corre¢ao em [16].

Antes ainda de enunciarmos e provarmos tal teorema, apresentamos junto com sua

prova um lema, ferramenta necessaria na demonstragao do teorema.

Lema 3.3.1. Suponha que F = Vf : R* — R", sendo f : R — R de classe C?,

satisfaz as hipoteses da Conjectura de Markus—Yamabe. Entao

s=1
(/ D f(sX) ds) X = V(X).
s=0
Aqui, D*f(Z) representa a matriz Hessiana de f aplicada em um ponto Z € R".

Demonstragao. Considere a mudancga de variaveis Y = sX. Assim, temos

Y=X

(/? D*f(sX) ds) X = ::1 D*f(sX)X ds = / Df(Y)dY

=0 Y =0

:/ ) DVF(Y)dY =Vf(X)—Vf(0)=Vf(X).

Y=0

Tendo este lema em maos, podemos seguir para o préximo resultado.
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Teorema 3.3.2 (Manosas, Peralta-Salas). Suponha que FF = Vf : R" — R", sendo
f : R* — R de classe C?, satisfaz as hipéteses da Conjectura de Markus—Yamabe.

Entao, a origem € globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Seja V' : R" — R, dada por

V(X) = LX) =

5 (zf+---+22). (3.26)

N | —

Temos que esta fungao ¢ uma fungao de Lyapunov estrita propria para o campo de vetores
F =Vf, istoé:

e V(0)=0eV(X) >0, para todo X € R"\ {0};

e V(X) <0, para todo X € R"\ {0};

o limx |- V(X) = o0.

O primeiro e o terceiro itens sao imediatos, portanto, nos resta apenas o segundo. Usando

o Lema [3.3.1] temos
V(IX)=VV(X)-VfX)=X - Vf(X)=X- (/8:1 D*f(sX) ds) X <0,
s=0

para todo X € R"™\ {0}, visto que a matriz na expressao integral é negativa definida. De
fato, por hipotese, os autovalores da matriz simétrica D?f(Z) = Hessf(Z), Z € R", sdo

negativos. |



Conclusoes

A Conjectura de Markus—Yamabe é um excelente ponto de partida para o estudo da
estabilidade assintética global. No plano ela tem uma resposta afirmativa. No entanto, as
suas hipoteses fornecem condicoes suficientes, mas nao necessarias para que um sistema
seja GAE. Ao longo do texto, enfraquecemos as hipoteses desta conjectura e apresentamos
classes de campos de vetores em R? que sao GAE.

Utilizamos ferramentas da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais para fazermos
anélises de campos de vetores que sao GAE. Como ainda nao temos na literatura um
teorema, que forneca as condigoes suficientes e necessarias para a estabilidade assintotica
global, a solucao dependera dos classicos teoremas desta area.

Na ultima parte do trabalho, mostramos que a Conjectura de Markus—Yamabe é falsa
em R" com n > 3. No entanto, mostramos também, que para campos gradientes que
satisfazem as hipoteses da conjectura, a resposta é afirmativa.

Apresentamos no texto alguns sistemas GAE. Como exemplo, temos os sistemas Ku-
kles que inicialmente teve uma proposta de estudo diferente da estabilidade global. Po-
rém, acrescentando algumas hipoteses, obteve uma resposta positiva. Assim, quais outros
sistemas conhecidos, ou nao, da literatura podemos analisar na esperanca que seja GAE?

Tendo uma maior variedade de diferentes classes de campos de vetores globalmente
assintoticamente estaveis, seria possivel estabelecer uma relagao entre elas e, além disso,
esta relacao ser condicao suficiente e necesséaria para que o sistema seja GAE?

As duas tltimas perguntas foram os dois caminhos que esta dissertagao seguiu e, como

estamos longe, ou nao, da resposta, servem como motivacao para futuros estudos.
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