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Resumo

Neste trabalho sédo apresentados estudos acerca do MétQuadeatura Diferencial Lo-
cal com Funcdes de Base Radial (MQDL-FBR) para a solu¢do nunt&iE®Ps com nuvens
de pontos arbitrarios. Particularmente, é empregada adbuie Base Radial Multiquadrica.
Sao desenvolvidos algoritmos que nao dependem do uso desgord do dominio computaci-
onal nem de malhas estruturadas junto a sua fronteira. Shpacgos experimentos numericos
com EDP’s do tipo Poisson para verificar a influéncia do paté@nue formac da Multiqua-
drica, do numero de pontos dos suportes locais e do nUmerordespdas nuvens sobre o
erro de aproximacao e sobre a taxa de convergéncia do mé&tedmuacdes discretizadas sdo
resolvidas com o método de sobrerrelaxacdes sucessivés §Oessive Over-Relaxatijon

E empregada a técnica proposta por 8hal. (2003) para variar automaticamente o pa-
rametro de forma entre os suportes. Propfe-se ainda umdprea@o simples e eficaz para o
uso consistente dessa técnica em um processo de refinanaemivem de pontos. Corrobo-
rando trabalhos anteriores, verifica-se que 0 aumento éomediro de forma tende a melhorar a
precisao do método, enquanto que o aumento do nimero desglmsuporte locat, tende a
melhorar também a taxa de convergéncia para valores eetagivte moderados deVerificou-
se também que a variagdo combinada de pode influir fortemente na estabilidade numérica
do método SOR, além daquela inerente ao proprio MQDL-FBR.

Para averiguar a viabilidade numérica do MQDL-FBR, sdo aptadas aplicacdes em
dois problemas classicos de dinamica dos fluidos empregamgns de pontos estruturadas
e nao estruturadas: o problema puramente hidrodindmiceammento em uma da cavidade
guadrada com tampa maovel e o problema de conveccao natuteharnavidade quadrada. Em
ambos o0s casos, os resultados obtidos foram bastantasated quando comparados com o
referencial tedrico consultado.

Palavras-chave:Método de Quadratura Diferencial Local, Multiquadrican&mnica dos Flui-
dos e Parametro de Forma Variavel.



Abstract

Studies on the Local Differential Quadrature Method with RBEBasis Functions (LDQM-
RBF) for the numerical solution of PDE’s with arbitrary poitbeds are presented in this work.
Particularly, the Multiquadric Radial Basis Function is eayad. Algorithms that do not de-
pend on the use of points outside the computational domagtroctured meshes close to the
boundary are developed. Numerical experiments with PDBXo@fson type are performed to
check the influence of the Multiquadric shape parametéine number of points of the local
supports and the number of the cloud points on the appromatror and the rate of con-
vergence of the method. The discretized equations aredsbly&uccessive Over-Relaxation
method (SOR).

The technique proposed by Satial. (2003) is employed to automatically vary the shape
parameter between the supports. A simple and effectiveepgige for the consistent use of this
technique in a cloud refining process is also proposed. Canfirprevious works, one verifies
that the increase of the shape parameter tends to improvacthegacy of the method, while
increasing the number of points of local supperidends also to improve the convergence rate
for moderate values ef It was also found that the combined variatiorc@ndn, may strongly
influence the numerical stability of the SOR method, besidasinherent to LDQM-RBF.

To investigate the numerical feasibility of LDQM-RBF, applions in two classical fluid
dynamic problems are presented by employing both strugttanel unstructured clouds: the
purely hydrodynamic problem of flow a lid-driven square taénd the problem of natural
convection in a square cavity. In both cases, the resulte g@ite satisfactory when compared
with the reviewed literature.

Keywords: Local Differential Quadrature Method, Multiquadric, FlUDynamics and Variable
Shape Parameter.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Justificativa

Desde o surgimento dos primeiros computadores, 0s estedosaados métodos numé-
ricos tém se tornado uma das areas mais relevantes e peofiasaiéncias aplicadas e da en-
genharia. Com o alto poder de processamento conferido agsutadores de Ultima geracéo,
muitos problemas ditos complexos e sem solucéo analigra,sendo elucidados.

Nesse contexto, a Dinamica dos Fluidos Computacional (DR®8)ei@ergido nas ulti-
mas décadas como uma abordagem contemporanea dessasggestiegrando as areas de
Matematica e Fisica com a Computacgdo, tem possibilitadoug&olde varios problemas de
natureza complexa. Sua aplicacdo permite que os estudaslaerpas fisicos em que a abor-
dagem experimental € economicamente dispendiosa, possarptorados numericamente sob
as mais diferentes condi¢des. Desse modo, as investigegiess podem ser viabilizadas, no-
VoS métodos possam ser sugeridos, e 0s testes experinygasn ser mais adequadamente
projetados com informacdes oriundas da DFC.

Abordagens tradicionais de DFC, tais como os Métodos de éifas Finitas (MDF),
Elementos Finitos (MEF) e Volumes Finitos (MVF) sdo freqeemente usadas para resolver
problemas de escoamentos de fluidos em geometrias adstréddd entanto, os algoritmos de
solucdo numérica empregados nesses metodos dependemefiteeda discretizacdo em ma-
lhas que restringem previamente a conectividade dos nag@onde se calculam as incognitas
do problema). Tal restricdo, aliada ao alto custo de gerdedunalha, tem motivado o desen-
volvimento de métodos que utilizam apenas os nés de umatigao, sejam eles oriundos
de geradores de malhas ou ndo. Tais métodos aparecem amitdetom a denominacao de
"Métodos Sem Malha", "Métodos Livres de Malha" e "Métodos de Misvée Pontos".

As Funcbes de Base Radial (FBR) constituem um rico método depatéefio de da-
dos dispersos e, por terem uma caracteristica univari@gveém ser aplicadas com sucesso em
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gualquer dimensao. Pesquisas recentes mostram-nas camefigi@nte ferramenta na solucao
numérica de EDPs. Em patrticular, a aplicacdo da Funcédo deRgatial Multiquadrica (Mq)
ao Método de Quadratura Diferencial classico de Belletaal. (1972), tem possibilitado re-
sultados satisfatorios. O Método de Quadratura Diferéhoieal com Fungdes de Base Radial
(MQDL-FBR) pode ser considerado como uma generalizacdo do M&dsico. Entretanto,
enquanto no MDF as derivadas de uma funcéo sao aproximaedaésatie expansdes em seéries
de Taylor, no MQDL-FBR isso é feito via FBR. Este método € bast#ekivel uma vez que
nao esta condicionado a divisdo do dominio computacionainathas e necessita apenas de
uma nuvem de pontos para sua implementacdo. Outra vantagemaertas FBR’s (como a
Mq) possuem um parametro de forma que pode ser escolhidorEnmatimizada, em funcao
do nimero e posi¢ao dos pontos de suporte local dado o numeantbs do suporte local (Shu
et al. (2003)). Apesar disto, 0 método ainda € relativamente n@lguns aspectos quanto ao
estudo do parametro de forma e convergéncia de solucdosfndacipientes.

Dado o exposto, o presente trabalho consiste num estudo dOLMRBR baseado em
esquemas com nuvens de pontos, no intuito de averiguar ées tesmeéricos os fatores pre-
ponderantes que afetam a precisdo e a convergéncia nurdéricettodo. Para isto foram
executadas simulacdes com EDPs elipticas bidimensiomai®minios do tipo convexo e nao-
convexo. A posteriori sdo apresentados também dois cases tefim de avaliar a performance
relativa do MQDL-FBR em dinamica dos fluidos: (i) o problemdrbdinamico da cavidade
guadrada com tampa movel e (ii) o problema de transferémcabbr por conveccéo natural
em uma cavidade de secdo quadrada.

1.2 Revisao Bibliografica

A aplicacdo da Funcédo de Base Radial Multiquadrica na intagfol de dados dispersos
foi desenvolvida por Hardy (1971). A motivacao precipua @edy consistiu num problema
de cartografia em que, dado um conjunto de pontos dispersomamegido topogréfica, como
reduzi-lo a uma funcdo continua que satisfatoriamenteseptasse o aspecto da superficie.
Apés varias tentativas fracassadas com fungdes trigomgasgtele contornou este problema
com uma abordagem diferente, em que a interpolacdo foircddata partir de combinagdes
lineares de uma Unica funcéo de base radialmente simétnicalacdo ao seu centro. Considere
x € R er;(x) = ||x — x;|| a distancia de um centpq correspondente a cada um dos pontos
dispersos dadoss1, ..., N. As fun¢des Multiquadricas utilizadas por Hardy sdo ess$iob a
formap(r;(X); ¢) = v/ (r:(X))? + 2, senda: um pardmetro que influencia a forma da superficie.

A técnica proposta por Hardy permaneceu no anonimato ati€io ola década de 1980,
guando entdo o matematico Franke (1982), ao realizar urda@stumparativo entre varios me-
todos para resolver o problema de dados dispersos, compleio método de Multiquadricas
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proposto por Hardy era que em geral produzia os melhoreadss. Além disso, demonstrou
gue a matriz do sistema era invertivel. Assim, os resultadogricos de Franke indicavam que
as Multiquadricas careciam de um tratamento mais amploséN&sntido, o matematico Mic-
chelli (1986), demonstrou que a seguinte conjectura dekBrpara dados os pontos distintos
X1 X, X, & expressdo—1)"—Ydet(y/[x; — X;]|) > 0 era também vélida também para outras
FBR’s.

O método de Quadratura Diferencial (QD) consiste de umad&para solucdo numérica
de EDP’s. Desenvolvido por Bellmaat al. (1972), tal método baseia-se nas ideias classicas da
Quadratura Gaussiana (QG) para célculo de areas. Entrethferente do calculo de areas,
esta técnica aproxima a derivada de uma funcéo qualques@ela linear de todos os valores
funcionais ao longo de uma linha de malha. Essa técnica fmatnda de forma a contornar as
dificuldades provenientes de programacao de algoritmogpleswws, bem como 0 uso excessivo
de armazenamento e tempo de processamento. Nesse tralvath@apresentados testes numé-
ricos de erro relativo para equacdes diferenciais patoi@ares e ndo-lineares, para apenas um
conjunto de nés igual 7 e 9 pontos.

Kansa (1990a) influenciado pelo trabalho desenvolvido panke (1982) mostrou que
a FBR Multiquadrica € uma excelente ferramenta na intergolde dados dispersos bidimen-
sionais. Além disso, foi o pioneiro ao fazer uso de esquemasFEBR'’s, em particular da
Multiquédrica, para solu¢cbes numéricas de EDP’s do tipalgdicas, elipticas e hiperbdlicas.
Kansa (1990b) também inferiu que a Mg néo é apenas mais @reeisdo também mais efi-
ciente que a técnica de DF, em que exige muito mais valoresisipdra se atingir o mesmo
grau de precisédo. Entretanto Fornberg e Driscoll (2002)aakem que a matriz de coeficien-
tes de utilizacdo de cerca @800 nos € de extremamente mal-condicionada. Por outro lado,
na tentativa de remover esta dificuldade Kansa e Hon (20066mendaram a substituicdo de
solucionadores globais através de separacéo de blocosieness|de decomposicao LU, para
problemas de simulacdo numérica de grande porte.

Munido das ideias sobre a Quadratura Diferencial, &l (2003) propuseram o Método
de Quadratura Diferencial Local com Fung¢des de Base RadiaDIMEBR) (Local Radial
Basis Function-based Differential Quadrature Methoeim particular as multiqguadricas. Dessa
forma, implementa-se uma nova técnica de aproximacéao dasdies em um certo ponto de
referéncia por meio de uma soma ponderada de valores faigiem um conjunto de pontos
vizinhos (suporte local). Nesse trabalho é proposta tamb@etécnica de variar o parametro
de forma de maneira automatica, de acordo com a distanci& @hpontos do suporte local.
Além disso, sdo explorados experimentos numeéricos deadtudrro e convergéncia em EDPs
do tipo Poisson, bem como uma aplicagéo ao problema deérénsia de calor por conveccgao
natural em uma cavidade quadrada. Embora o MQDL-FBR seja umdméssencialmente
sem malha, no problema de transferéncia de caloe$al(2003) empregaram uma nuvem de
pontos com uma malha estruturada na fronteira, como mostig 4.1. Além de controlar o
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espacamentos dos nds na froneira para capturar as canmities éisse procedimento permitiu
gue a atualizacéo da vorticidade e da temperatura na fraritsisem calculadas utilizando-se
esquemas de diferencas finitas.

Figura 1.1: Discretizacdo do dominio feita por Shktial. (2003)

E importante destacar que, além de 8hal. (2003), outros métodos locais baseados em
FBR’s para solucdo numerica de EDP’s foram propostos nha mesota @or outros autores.
Tais métodos sdo muitos semelhantes entre si, mas recehemidacdes distintas. Tolstykh e
Shirobokov (2003) usou a expressao Modo de DiferencasaBi(iEinite Difference Mode)' e
B.Wright (2003) para caracterizar o método usou a expressémdilée Diferencas Finitas com
FBR (RBF Finite Difference Methgd Todos estes traballhos tinham em comum a motivagéo
de superar as dificuldades impostas por métodos de solughal gom FBR, tais como o de
Kansa (1990a).

Ding et al. (2005) propuseram um estudo de erro do MQDL-FBR, através tistes-
méricos com a equacado de Poisson bidimensional em um queadin@drio, com condicao de
Dirichlet gerada a partir de quatro solugfes analiticas diferenmsntutilizadas nuvens de
pontos oriundas de uma malha uniforme. Verificou-se que @gé@ dos resultados dependia
do parametro de formg do refinamento de malha (distancia entre os pohjasdo namero
de pontos do suporte local. Os resutados mostraram que o aumento do parametro de forma,
assim como o refinamento de malha, contribuem para a dindiouiQ erro. Por outro lado, 0
aumento do numero do pontos do suporte local contribuirfeetée para o aumento da taxa de
convergéncia da solugdo numeérica.
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Shuet al. (2005) aplicaram o MQDL-FBR em outros problemas de escoaraémtom-
pressivel permanente e ndo-permanente. Foram tratadosasés bidimensionais nesse tra-
balho: o problema da cavidade quadrada com tampa moével,carestito em torno de um
cilindro circular e o escoamento ao redor de dois cilindszam®nados. Os resultados das si-
mulac¢des numeéricas foram satisfatorios e indicaram que BMEBR possui alta flexibilidade
e apresenta um bom desempenho em simulacfes de escoamentpriessivel em geométrias
complexas.

Ding et al. (2006) aplicaram o MQDL-FBR ao problema de escoamento incesspvel
tridimensional em uma cavidade cubica com translacdo dercie superior. Foram empre-
gadas malhas ortogonais proximo a fronteira para faciiteélculo da derivadas normais da
velocidade. As equacgdes do transporte de quantidade denmiota foram resolvidas em sua
forma primitiva utilizando um método de passo de tempo drz&ilo e 0 método de sobrerre-
laxacdes sucessivas (S@Rcessive Overrelaxatipma solugcdo de uma equacéo de Poisson
para a pressdo em cada passo de tempo. As solucBes numérgteeram-se suficientemente
coerentes comparadas com os resultados da literaturacargeserviram para demonstrar a
flexibilidade do MQDL-FBR, em particular para casos tridimenais.

Neste sentido Shaet al. (2008), aplicaram o MQDL-FBR ao caso do escoamento in-
compressivel tridimensional ndo-permanente em torno deasfera par&e = 50, 100, 150
e 200. As equacdes foram tratadas na forma de variavel pamémpregando-se 0 mesmo
esquema de solucado empregado por Enhgl. (2006). Os resultados numéricos corroboraram
com as pesquisas anteriores quanto a eficiéncia do MQDL-FBRseoamentos tridimensi-
onais. Foram efetuados também estudos prévios de erregsatia testes numéricos com a
equacéao de Poisson tridimensional em um dominio cubicanmitVerificou-se que a precisao
das solu¢des melhoram com o aumento do parédmetro de formanéngero de pontos glo-
bal (refinamento de "malha"), enquanto que o aumento do nunegpomtos do suporte local
aumenta a taxa de convergéncia das solucdes.

Magalhdes (2008) por sua vez aplicou o método global de K&rg&0b) na solucdo
numérica das equacdes de Navier-Stokes e da energia bglonais. A formulacdo funcéo
corrente-vorticidade foi aplicadas de forma a eliminar opd@mento presséo-velocidade. As
FBR’s foram aplicadas nas equacdes governantes resultandst@ma nao-linear, o qual foi
resolvido utilizando um método Quasi-Newton. Os casosaaafos nesse trabalho referem-
se ao problema hidrodinamico com tampa deslizante e o pnabtke transferéncia de calor
por conveccgdo natural, ambos em uma cavidade de sec¢édo daadtamo mostra a Fig. 1.2,
foi necesséario introduzir um conjunto de "centros fantaSmasternos ao dominio (um para
cada centro de fronteira) de modo a tornar o sistema algétheierminado.

Bayonaet al.(2010) estudaram analiticamente o comportamento da apwveia do mé-
todo local unidimensional com Multiquadricas. Através dograma simbolicdviathematica
foram obtidas formulas exatas para as derivadas de prireeegunda ordem em funcédo do
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Figura 1.2: Pontos de colocagéo (azul: centros de dominio, verde: centros dermmtermelho:
centros fantasmas) conforme Magalhdes (2008).

namero de nés do suporte local, da distancia nodal e do paradeforma. Expansbes em
séries de Taylor para o erro foram entdo obtidas. Verifieogege existem valores 6timos do
parametro de forma que minimizam o erro e sao independeatdistdncia nodal.

Santos (2012) aplicou do MQDL-FBR na solu¢cdo numérica de EB@&tipo Poisson em
um dominio quadrado unitario com o uso de algumas funcééiiieas, malhas estruturadas e
alguns tipos datencils conforme a Fig. 1.3, para o calculo do suporte local. Foratizaeos
estudo do erro relativo e da convergéncia das solucdes. Migso aplicou o MQDL-FBR
em dois casos testes, que consistiu de uma simulacdo déetéartsa de calor por convecgao
natural e o outro de natureza hidrodinamica, ambos abosdaidomensionalmente em uma
cavidade quadrada. As equacgOes governantes foram emasegadorma funcdo corrente-
vorticidade para eliminar o termo de pressdo. Em ambas @s@fés fisicas, foram admitidas
pontos fora do dominio para facilitar o uso de apenas um gpoea.cil. Os resultados obtidos
foram bastante favoraveis, e mantiveram coeréncia conecergfial de consulta.

Bayonaet al. (2012) exploraram a ideia da obtencdo de solugdo de EDHzantio
Multiquadricas no Modo de Diferencas Finitas de maneiracgo@ametro de forma 6timo seja
dependente do n6 no dominio computacional. Enfatizaradeajue o parametro formaé
preponderante na precisdo numeérica e, que as técnicasjaubpae valores adequados deste
parametro ainda sdo incipientes. Diante disso, propdemeenirabalho uma nova técnica
simples de baixo custo. Foram apresentados resultadostes teuméricos com a equacao
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Stencil 1 Stencil 2 Stencil 3

ng=9 ng=9 n =13

@ N6 de referéncia
@ N0 de suporte local

Figura 1.3: Numero de nés locais e estrutura dbancilsenfatizados por Santos (2012).

de Poisson utilizando malhas estruturadas e nao-estlasiraEntretanto, foi destacado que
se ocorrerem muitos nds sem valor 6timocl@ precisdo € semelhante a obtida comam
constante ideal ou mesmo com formulas de DF classicas.

Cheng (2012) discorre que, particularmente através daquétirica, o erro de interpola-
¢cao de dados dispersos ou em solugdes de equacOes diferpacidais pode ser drasticamente
reduzido pelo aumento do paramettoE esta melhoria de precisdo € realizada sem se redu-
zir a distancia entre os pontos de colocacao, ou seja, setmeranl do custo computacional.
Além disso, explica que existem muitas teorias matematicaca das fungdes Multiquadricas,

e estas sdo muitas vezes nao testadas devido ao excessiwonmai@ionamento da matriz de
interpolacdo ou da matriz resultante da discretizacdo deaquacao diferencial, para valores
relativamente altos de

Pela sua caracteristica de flexibilidade de aplicacdo etgmas multidimensionais e
simplicidade de programagéo, o MQDL-FBR tem se tornado ursdeteamentas numéricas
proeminentes entre as técnicas sem-malha existentes emH)E€tanto, como o método é
relativamente novo, alguns de seus aspectos intrinserreoade investigacdes adicionais.

1.3 Objetivos

O objetivo principal da presente dissertacao foi estendealbmlho de Santos (2012) de
modo a implementar o MQDL-FBR para nuvens de pontos (nésyariais. A implementacao
€ capaz, em principio, de tratar a solu¢cdo numeérica de dv@r®blemas de contornos envol-
vendo EDP’s, particularmente aqueles relacionados a Do@éahos Fluidos, sem a utilizacédo de
nos exteriores ao dominio computacional. Foram realizeddss numéricos com a equacao de
Poisson bidimensional a fim de verificar a influéncia do nUnmed de nés §), do nimero de
pontos dos suportes () e do parametro de formssobre a preciséo e a taxa de convergéncia do
MQDL-FBR. Foi proposta uma técnica simples para escolha attoado parametro de forma
adimensional proposta por Skual. (2003), de modo a se variar o numero total de pontos sem
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afetar excessivamente a distribuicdo dos valores dimeaisialo parametro de forma. Desse
modo, foi possivel realizar estudos de refinamento de nuesmperda de precisdo significa-
tiva. O método também foi testado em dois problemas classie®inamica dos Fluidos a fim
de verificar sua potencialidade.

1.4 Organizacao do Trabalho

O capitulo 2 tem a finalidade de abordar os aspectos teoricespaito das FBR's e
discuti-las no ambito da interpolacéo de dados. Assim copnesantar conceitos importan-
tes do Método de Quadratura Diferencial local com FuncOdBade Radial para solucdes de
EDP’s. Além disso, discuti-se alguns aspectos relevardassd adequado de esquemas que
ndo dependem diretamente de malhas, destacando algum&aséde geracdo de nuvem de
pontos bastante empregadas pela comunidade cientifica.

O Capitulo 3 apresenta os experimentos numéricos feitos @f'slinear e ndo-lineares
em dominios convexo e nao-convexo, empregando o uso do M@bjugado a Mg e en-
focando detalhes sobre estimativa de erro e convergéncaldedes. E feita também uma
observacao acerca da técnica de 8tai. (2003) para o célculo do parametro de forma, de ma-
neira que em cada ponto do dominio discretizado teve distinto a partir da maior distancia
obtida em cada suporte local. Tais experimentos foram mmghtados com dupla precisdo com
uso de nuvem estruturada e ndo estruturada a fim de verifieaeogbenho do método.

O capitulo 4 enfoca a modelagem matemética das equacoemngotes dos problemas
bidimensionais na cavidade com tampa movel e de transfar@acalor. E apresentada tam-
bém a estrutura de algoritmos que ndo dependem diretamentelha, cujas solucdes das
equacdes foram obtidas através do métoda'der explicito. No problema hidrodinamico foi
considerado regime ndo-permanente, escoamento incahmigsaralke = 10, 100 e 400. Ao
passo que no problema de transferéncia de calor por corvaeatéral, foi adotado as mesmas
condi¢des para o escoamento do fluido, porém em simulacéefaec= 10, 10° e 10°. Para
ambas as aplicagfes foi admitido um dominio computaciomakegdo quadrada e de tamanho
unitario.

O capitulo 5 apresenta algumas conclusdes com destaquatdaesfpositivos, potenci-
ais dificuldades encontradas com a aplicacdo do MQDL-FBR, lmmo drabalhos futuros e
consideragOes para o desenvolvimento do método.



Capitulo 2

Metodo de Quadratura Diferencial
com FuncoOes de Base Radial

Neste capitulo é apresentada a definicdo de Funcdes de BaakjiRddias classificacdes
relevantes para o emprego destas fungdes na interpolagiedds. Sao apresentados alguns
conceitos importantes do Método de Quadratura Difereihciedl com Funcdes de Base Ra-
dial (MQDL-FBR), para a aproximacao de derivadas de ordentrartai. Ao final é exposto
um breve comentario acerca do emprego de métodos sem mafiiasando alguns aspectos
relevantes ao manuseio desta técnica na atualidade.

2.1 Funcdes de Base Radial

As Funcdes de Base Radial tem se constituido em uma ferranastéate promissora em
problemas na area de matematica aplicada e nas engeni@egsido Cheng (2012) particu-
larmente com as multiquadricas ja foram feitos diversdsaiteos para uma gama de aplicacoes
em geodésica, geofisica, topografia, sensoriamento reprottessamento de sinais, geografia,
bem como na hidrologia.

Essenciamente defini-se FBR como segue:

Definicdo 1 Conforme Kadalbajoo et al. (2013) a aplicac@xR?— R é denominada Func&o
de Base Radial desde que exista uma fungéo univariada) ,c0) — R tal que ® (x) =
¢ (r) onde r=|x||e]|-]| € a norma euclidiana ef?.

Voo
IxIl = (Z x) (2.1)
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sendar;, i = 1,..., N, as coordenadas do vetar

Estas fungdes podem ser classificadas em infinitamentessaasgave por partes. Se-
gundo Fornberg e Driscoll (2002) as primeiras incluem unapatro de forma cujo aumento
faz o valor da funcéo se alternar de um pico agudo para um e@aais achatado. Em con-
formidade com Piret (2007) as seguintes FBR’s séo tidas comma@susuais:

Infinitamente suaves: (Possuem derivadas parciais deugragdem em = 0)

o(r) =Vr2+ ¢, ¢>0, Multiquadrica (Mgq) (2.2)
1
=———, ¢>0, Multiquadrica Inversa (Mgql 2.3
Ry q (Mql) (2.3)
o(r)=e", ¢>0, Gaussiana (GA) (2.4)
1 Ly
#(r) = -5, ©>0, Quadrica Inversa (QI) (2.5)

k
2

o(r) = (r* + ¢z, c> 0, Multiquadrica GeneralizaddMqG), k € R #0,2,4,... (2.6)

Parcialmente suaves: (N&o possuem derivadas parciaisattpiguordem em = 0)

©(r) = r%log(r), Thin-Plate Spline (T PS) (2.7)
o(r)=r, Linear (LN) (2.8)
o(r) =13 Culbica (CB) (2.9)
o(r) =r*~1 Monomial (MN), k inteiro positivo (2.10)

2.2 Interpolacdo com Funcgdes de Base Radial

Para fazer a interpolacédo de dados dipersos através de uma ERBido apenas um
conjunto de nés chamados centros, que definem as funcfes@e tsua interpolacdo cor-
respondente aos valores dos dados (Heryudono e DriscdlDYROPor depender apenas da
distancia entre os pontos, as FBR'’s facilitam a determinage&arttes interpolantes com nu-
mero arbitrario de variaveis independentes. Além dissmréecem a inclusdo de pontos de
interpolacdo em regides de interesse com grande flexiddida

No problema de interpolacéo ek é fornecido um conjunto de dados dispersgsf (x;)),
j=1,...,N,ondef (x) sdo os valores conhecidos de uma fungéo que se deseja aprpxm
meio de uma funcgéo interpolantéx), de modo que (X)=f (x). No método de interpolagéo
com FBR’s, a funcao interpolante € dada por uma combinacéar lifed funcdes de base radial
centradas nos pontasfornecidos, isto ép (||[x — x;)||, i = 1,..., N. Eventualmente, pode ser
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necessario incluir um polinémio adicional nessa aproxéoag fim de garantir a existéncia de
solucéo para o sistema algébrico resultante. A expresstimdao interpolante fica:

N l
s(x) = Z)‘i‘zp(||x_xi||2)+z% pi (X) (2.11)
=1 =1
p; (X) séo polinémios de uma base para o espago polinoﬁﬁig_ll, isto é, o0 espaco de grau

i . m—1+d —
m — 1 emR?. Esse espaco tem dimengae < d ) = ﬁ.

Para as FBR’s Gaussiana ou Multiquadrica Inversa, por exemgxdoé necessario incluir
o polinbmio adicional. Para arhin-plate Spling m= 2, e o polinébmio adicional tera grau 1.

Para a Multiqguadrican = 1, sendo necessario acrescentar um polinbmio de grauiger@,
uma constante.

Para calcular okcoeficientesy;, [ condigdes sao necessarias juntamente com as condigdes
de interpolacéo:

s(X;) =f(x;), j=1...N (2.12)

As [ condigdes extras adicionais sdo escolhidas tomando o detooeficientes de pon-
deragdo\ emRY ortogonal ¢ _,. Ou seja,

N
> Nipe(x) =0, k=11 (2.13)
=1

Como por exemplo, considere o caso da FBRih-Plate SplineemR?, comx = (z,y).
Nesse caso, como=2, as Eq.2.11, Eq.2.12 e Eq.2.13 conduzem ao seguintmasistgébrico
comr; ; = ||X; — X;||:

N
Z)\ﬁij log(rij) + i +vexj+ vy, = f (X)), 7=12,..,N (2.14)

i=1

N

N N
i=1 =1

i=1

Por outro lado, para a multiquadrica &f o sistema algébrico fica:

N
DAVt @4 =f(x), j=12,..,N (2.16)
i=1
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com
Z N =0 (2.17)

A insercdo dos polinbmios nas FBR$iin-Plate Splinee Multiquadrica constitue a condicédo
para que o0s respectivos sistemas lineares (2.14) e (2.668eaqpem solucdo unica.

2.3 Meétodo de Quadratura Diferencial com de Func¢des
de Base Radial

Esse método consiste em se aproximar a derivada de qualtgeen de uma certa funcéao
desconhecida em um portg por meio de uma combinacéo linear dos valores da funcdo em
n, pontos adjacentesxa. Considerando a nuvem de pontos da Fig. 2:&;@ima derivada em
relacdo ar de uma funcdd: R? — R no pontox; € R%i =1,2,3,..., N, é dada como:

0 f Zw i=1,2,..,N (2.18)

* sdo os coeficientes de ponderacdard@sima derivada em relacdara de modo que
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Figura 2.1: Nuvem de pontos com destaque para os 25 nés do suporte local; grette suporte; azul:
no de referéncia; branco: demais nés da nuvem (fora do suporte).
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sua determinagdo evidentemente representa o processal odIQDL-FBR. Os pontos;,

j = 1,...,ng, representam os pontos do suporte locakdeNesta notacdo, o indigeindica
um né de referéncia da nuvem de pontos (numeracéo globgl)aato;j indica um certo né do
respectivo suporte local (numeracao local). Salientaiseogno de referéncia faz parte do seu
préprio suporte.

Neste trabalho, sera empregado o procedimento de &iady (2005) e Santos (2012),
gue é relativamente mais simples que o procedimento ofig;&huet al. (2003). Esse pro-
cedimento consiste em aplicar a Eq (2.18),&unc¢des de Base Radial centradas nos pontos
de suporte local. Ou seja, substituina Eq. (2.18) potp (r)=¢ (||X — Xk||), & = 1,..., N,
resultando um sistema linear algébrico para os coeficienpwdderacaw;.

a:cm Zw” ©or (X k=1,2,...,ng (2.19)
O sistema linear algébrico em (2.19) pode ser escrito ent@otaatricial:

ox™

{M}:[A]{w}i, i=1,...,N (2.20)

ou, de modo expandido:

2o ) e1(X1)  eilXe) o pi(Xn,) Wiy’
Bef i) | ) pexe) o palXa) wpy
At (X:) ma
! —¢az noxl On.(X1)  On(X2) 0 0 (Xn,) nexng | Wi n, nex1
{ f’%i&i) }Z [XL {;ff}i

E importante salientar que a matriz][em (2.20) depende apenas dos nds de suporte
local. Para uma nuvem de pontos, como a Fig. 2.1, haVed&sses sistemas, um para cada
ndé da nuvem e seu respectivo suporte. Resolvidos esses assteneterminados todos os
coeficientes de ponderacdo para todas as derivadas desseteterna-se possivel discretizar
uma certa equacao diferencial parcial em termos dos vailar&éscao incognita no¥ nos da
nuvem.

Na presente dissertacdo esses sistemas lineares algébram resolvidos pelo metodo
de eliminacao de Gauss com condensacao pivotal totaldrbHEIM, Sequi (1973)).

Cumpre notar que o sistema em (2.20) sera indeterminado aasdria [A]; for singu-
lar. Para a FBR Multiquédrica, Micchelli (1986) demostroe gumatriz[ A}, pode apresentar
casos de singularidade. Entretanto, Hon e Schaback (2004gram que esses casos sdo bem
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incomuns e podem ser descartados.

2.4 Parametro de Forma

Bayonaet al. (2012) mostra que em soluc¢des de EDP’s usando MDF com a FBR Mul-
tiquadrica pode-se obter um aumento de precisao signiicatesde que o parametro de forma
da Mq varie em cada né do dominio. Séual. (2003) afirma que, o uso do MQDL-Mq na
solucao de EDP’s com o uso do parametdiferente em cada né de referéncia é a melhor ma-
neira desse parametro apresentar resultados numeéricopmaeisos. Entretanto, Cheng (2012)
afirma que apesar da precisédo da solucdo de EDP’s com uso d&lkorar com o aumento do
parametra:, o valor deste parametro continuamente alto torna a mattimpl condicionada,
levando a instabilidade na solucéo.

Shuet al.(2003) propdem que para o uso do MQDL-Mq apresentar residtiahis satis-
fatorios através de valores ideais«clem solucdes de EDP’s, € necessario minimizar os efeitos
da regido do suporte e do numero de pontos do suporte local esde parametro. Dessa forma,
foi sugerida a seguinte normalizacao:

X
. 2.21
=D (2:21)
_ oy
—_ 2.22
L)) (2.22)

em que(z, y) representa as coordenadas de apoio da regido do espagpffisio diametro
do menor circulo que abrange todos os nés na regido do supcatepara o nG. Assim as
funcdes de teste correspondentes as Multiquadricas natsupoal agora tomam o seguinte
aspecto:

@z\/(f—ﬁ)2+(f—%)2+c2 com i=1,2,..,N (2.23)
ondec = - € um parametro de forma adimensional. Com um valor fixo, @& valores de
c ficam proporcionais &;, ndo sendo de fato necessario utilizar diretamente a nmagab
descrita em (2.23).

Neste trabalho foi admitida esta técnica de modo a permitirapda ponto do dominio
computacional receba um valor delistinto e proporcional &;, consoante com cada suporte
local.
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2.5 Alguns Aspectos do Método sem Malha

O uso de métodos sem malha tém se tornado proeminente na diicada e ganhado
bastante atencdo quanto ao seu emprego na solucédo de Exjlaigienciais. Uma formu-
lacdo bastante adotada pelos métodos sem malha € a formieitEd que consiste em usar
diretamente as equacdes diferenciais parciais, paragiwela solucdo (Shet al. (2003), Be-
linha (2010)). No presente trabalho a formulacao forte tompi empregada.

Conforme Shet al. (2003), em geral nas FBR’s verifica-se trés fatores que podetar af
a escolha de um parametro de forma ideal para obter ressiltaaig precisos. Esses elementos
séo a dimenséo da regidao do suporte, o0 numero de nés de sepadistribuicdo de nés. Entre
esses 0 mais dificil de ser estudado € o efeito da distribwlg&nd, haja vista que existe uma
infinidade de geradores de pontos aleatorios.

Considerada uma prética bastante disseminada na comumigadiica e, bastante em-
pirica para a geracao de pontos, é a distribuicdo alea®pakos cuja representacdo pode ser
vista na Fig. 2.2.

09}
0.8
07F -
ol nr
0.5t
0al |
03l -

02 -

0.1

Figura 2.2: Nivem de pontos obtida a partir da geragao aleatéria de 1681 pontos

No entanto, Amorin (2011) salienta que apesar dessa té@mican baixo custo compu-
tacional, gera uma distribuicdo de pontos ruim para o métodeerico. Pois devido a escolha
da coordenada de cada novo ponto ocorrer de forma aleaiérityal, desconsiderando a pre-
senca de pontos ja existentes e também a dos que ainda s&xdasysurgem espontaneamente
regides bastante densas e outras pouco densas, sem, Ho gatdurir as caracteristicas alme-
jadas.
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Figura 2.4: Nuvem com 1932 pontos extraida a partir da Malha de MEF

Lohner e Onate (1998) enfatizam que a geracdo de uma nuveal gitequada de pontos
parece muito mais simples do que a geracéo de pontos e etsmEntretanto, todas as nuvens
de pontos utilizadas para as aplicagbes mostradas témesiddag usando geradores de malha
tradicional, removendo os elementos como uma pos-etapeodegsamento. Nesse sentido,
Ferreira (2012) também complementa que assim surgem ogosé&em malha, com o objetivo
de eliminar o processo de geracao da malha, no entanto, dastes métodos recorrem a estas
em algumas etapas do processo.

Em face disso Amorin (2011) coloca que uma forma bastarieada devido a populari-
dade do Método de Elementos Finitos (MEF) e consequenteradativersidade de ferramentas
existentes, é a extracdo da nuvem de pontos a partir de unha gedada. Para visualizar o
uso desta técnica é apresentado a seguir uma nuvem de pariigs 8.4 extraida da malha do
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MEF descrita na Fig. 2.3.

Dessa forma, uma vez garantida uma malha de boa qualidgalejuse for a escolha do
elemento que a constitui, extraindo os vértices e des@agagbtrutura, teremos uma nuvem
de pontos também de qualidade. O autor supracitado destata guanto ao contrassenso
desta técnica, haja vista que a principal motivacdo dosltiab sem malha € justamente ndo
necessitar de malha. Entretanto, enfatiza que apesar steexi algumas técnicas, a geragcao
de nuvem de pontos para métodos sem malha de maneira efedntpialidade ainda é pouco
explorada. Provavelmente isso se deve ao fato da comunigaéica que trabalha com estes
métodos se preocuparem mais com o desenvolvimento do métoaérico em si.

Neste trabalho, foi empregada a técnica de extracéo de sidegpontos a partir de malhas
de MEF.



Capitulo 3

Testes Numeéricos com Equacdes do
Tipo Poisson

Neste capitulo sdo apresentados resultados numéricde®btim aplicacdo do MQDL-
FBR usando em particular a FBR Multiquédrica, haja vista qudorme Santos (2012), esta
possui uma representacdo muito precisa de dados em relag#oma tipos de FBR. O foco
desses experimentos foi averiguar a taxa de convergéncier® aas solucfes de equacdes
tipo Poisson variando-se o parametro de forma, o nUmero di®pdo suporte local e a dis-
tancia entre os pontos de colocacgio da Multiquadrica. Erimpie frisar que a solucio para a
equacéao de Poisson foi obtida usando apenas os nés intéfpgse da fronteira do dominio
computacional, ou seja, sem utilizar pontos fora do dominio

3.1 Representacdo da Equacao de Poisson através do
MQDL-FBR

Varios experimentos numeéricos a fim de analisar a convel@@na precisdo numérica
do MQDL-FBR foram realizados. Nesse sentido, para realizde&tes testes foi considerada
a equacdo de Poisson num dominio quadrado unitarie {(z,y) e R? :0<r <1e0 <y <
1}, cuja escrita bidimensional é:

Pu(z,y) N O*u(z,y)
0x? 0y?

- f(x,y), ou, Viu = f(l’,y) (31)

Na fronteira do dominio foi aplicada a condicdo@lieichlet, que consiste em tratar os
pontos de fronteira como pontos onde a solugéo é conhecidaej@, o valor para os nos das
fronteiras serdo dados par,onteira = Uexzate- D€SSA forma podemos obter a solugédo numerica
Unum Para osvV;,; NOs internos. Assim dada uma fungég,;, manufaturada como uma solucéo

18
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da equagéo Poisson, é possivel obter a furf¢ga&oy) correspondente em (3.1). A partir dai, o
problema de contorno de teste é escrito como:

V?u = f em pontos interiores des (3.2)

Ufronteira = Uezata €M PONtOS de fronteira de? (3.3)

Para obter a solucdo numérica através do MQDL-FBR, foi adandideguinte funcéo
manufaturada (3.4) fornecida por Séiual. (2003):

2+ cos (5,4y)

uemata(x7y) - 616 (35[‘ _ 1)2 (34)
A funcdo f(z,y) correspondente foi entdo obtida em (3.2):
L (108z — 36)? ((2) + cos(5, 4y)) cos(5, 4y)
F(w,y) = 2 +eos(5.49) g5 m 1186 e — 22 2 6 T 603 - 1)
(3.5)

O gréfico da solugéo analitiea,...(z, y) aplicada nos testes & mostrado na Fig. 3.1.
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Figura 3.1: Gréfico da solugao analitica da equagao de Poissom. (x, y)

De acordo com Dinget al. (2005) e Santos (2012), dispondo da solu¢do numérica da
equacao Poisson, através do MQDL-FBR, e uma solucdo anatitieao relativo escolhido
como referéncia para os testes € dado por:
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H H \/Z i num_uemam)z2

(3.6)
\/Zf\i?t (uexata )12

Para os pontos interiorés;, y;) no dominiof2, aplicando o MQDL-FBR (Eg. (2.18)) nos
operadores das derivadas da equacgao Poisson, temos adesegquacoes:

0%u xl,yl
o2 wau xj,Y;) (3.7)

Ou w“yl Zw ‘u(zy,y;) (3.8)

Substituindo as equagdes (3.7) e (3.8) em (3.1) e chaméndoy;) de f; eu(x;,y,) de
u;, chega-se a seguinte equacéo discretizada pelo MQDL-FBR:

s

> (Wi wuy = fi, i=1,... N (3.9)

j=1
Aqui o indicei corresponde a indexacéo global ao passojgc@responde a uma indexacao
local dos nos de suporte incluindo também o n6 de referéberabre-se qua)z’” ery S&o0 0s
coeficientes de ponderacéao (pesos), para o n6 de refei@ucr@spondentes aos operadores da
derivada de segunda ordem em relacaoceaay respectivamente. Note-se que 0s pesos na Eq.
(3.9) devem ser calculados e armazenados para todds,opontos internos da nuvem. Pela
Eg. (2.20), os sistemas de ordempara a determinacédo dos pesos, no presente caso, ficam
escritos da seguinte forma:

{625032-)} = MAl{w {82;";!”} = [AJ{w}?, j =1 Ning (3.10)

Em geral os sistemas (3.10) diferem entre os pontos de nefar& ogo, o tempo compu-
tacional para a determinacéo dos pesos é diretamente pi@pelrao nimero de pontos internos
da nuvemN,,; localmente, utilizando-se métodos diretos para a solugdsidtemas, o tempo
computacional é proporcional ao cubo do nimero de pontogptwrt®,n,. O MQDL-FBR foi
concebido para tratar de problemas em qué bem menor qué/;,;.

E importante destacar que o célculo dos pesos para os sufumdés deve ser precedido
pela determinacgéo dos préprios suportes, isto €, quaisppettencerdo a cada um dos supor-
tes. Em principio diversos critérios podem ser concebidoa psse fim. Neste trabalho, por
guestdes de simplicidade, optou-se pelo critério do nurderpontos, igual para todos os
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suportes e definir o suporte de um ponto de referéncia conum sen subconjunto de pontos
da nuvem mais préximos desse ponto, inclusive ele proprio.

De posse dos pesos obtidos pelo MQDL-FBR, parte-se para aésatugnérica do sis-
tema de\,,,; equacdes algébricas lineares representado em (3.9)r(aigtebal). Nesta disser-
tacdo, por simplicidade, empregou-se o método iterativeobeerrelaxacdes sucessivas (SOR:
Sucessive OverrelaxatipnInicia-se o método com valores iniciai$ iguais a zero nos nés
interiores e iguais aos valores exatos nos nés da frontéamiteracdes subsequentes tem-se:

Uzit+1 = (1 - fr)uit + fru*§t+17 it > 07 1= 17 ceey Nint (311)

)

sendof,. o parametro de relaxacaa:e o valor obtido pela iteracdo deauss-SeidelFazendo

1 N=595 N=2060
1
0.8 0.8
0.6 R 0.6
0.4 . } o 0.4
0.2 0.2
o 0
0 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1
N=6050 N=10435
l .‘ . “. ‘. . ‘ l ‘ ..‘ .‘.. ‘ .
o8f e 0.8
0.6 S 0.6
04f Fo i e 0.4
O2f i ] 0.2
0 ‘ 0
0O 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1

Figura 3.2: Nuvens com Gerag&o N&o-Estruturada.
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j=1 corresponder a numeracao local do né de referérania(3.9), tem-se que:

s 2 2 i
Wi+l fi — E?;Z(wif; + sz;)uét
il =

’LU?,?‘FUJ?{ , it >0, 1=1,..., Ny (3.12)
O processo iterativo é interrompido de acordo com a diferenéxima entre duas iteracées
sucessivasif = |u/""" —u!'| ., em dois casos: (i) na convergéncia, quatigo < 10~%, ou

na divergéncia quandt f > 100. O dominio computacional foi discretizado a partir de Nwven
com Geracgdao Estruturada (NGE) e Nuvens com Geracao Naatitsiia (NGNE). As NGE
foram extraidas de malhas cartesianas com nés equidstaAteNGNE foram extraidas de
malhas de elementos finitos utilizandseaftware Pdetoatio Matlab R2013ae estéo ilustradas
na Fig. 3.2. Os itens seguintes abordam a influéncia dos p&@smais relevantes na obtencéo
da solucdo numérica da equacao de Poisson utilizando o MEER.- Os fatores estudados
foram o refinamento da nuvem de pontd§ (o nimero de pontos dos suportes locaig € o

parametro de formada Multiquadrica.

3.2 Erro Numeérico com a Variacdo do Parametro de
Forma Adimensional ¢ para alguns Suportes e al-
gumas Nuvens

Este topico e 0s subsequentes destinam-se a investigag&odelativo, Eq. (3.6), obtido
com a funcéo (3.5) correspondente a solu¢éo analiticag (#rg a solucdo numérica da equacao
de Poisson bidimensional no domirfiy aplicando o MQDL munido da FBR Multiquadrica
para obtencao da solu¢cao numérica.

Para este primeiro estudo, foi observado em quatro testempartamento da solucéo
através da variacdo do parametrgara trés tamanhos de suporte local e quatro nuvens dife-
rentes (duas NGE e duas NGNE). Dessa forma foi admitido ovalte0,5 < ¢ < 10 com
incremento de 0,1. Foram considerados suportescon®, 15 e 21 pontos. As NGE utilizadas
foram com 4%45 e 10 101 pontos, enquanto as NGNE com 2060 e 10435 pontos.

O primeiro teste foi executado com uma NGE4® e f,, = 1,05, como pode ser veri-
ficado na Fig. 3.3. Percebe-se que hd uma melhora significddivsolucdo numérica quando
0 numero de pontos do suporte local cresce de 9 para 15 ponéssndo tanto de 15 para
21. Verifica-se uma reducdo substancial do erro relativodidagjue o parameti@ aumenta.
Tal comportamento foi amplamente reportado em diversalcpgbes como a de, Fornberg e
Driscoll (2002), Shiet al. (2003), Dinget al. (2006) e Bayonat al. (2010). Entretanto, se-
gundo Fornbergt al. (2004), o aumento inadvertido do parametro de forma conderos
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problemas de mal condicionamento das matrizes locais peétcalo dos pesos. Verifica-se
neste trabalho que esses problemas também podem afetab#idesie do SOR. No caso da

—»—n_=9eNGE
n,=15e NGE 1
+nS:21eNGE

log 10(erro)

I I
12 14 16

Figura 3.3: Erro relativo paraV = 45x45,n, = 9, 15 e 21, variando (f,. = 1, 05).

Fig. 3.3, esses problemas aparecem apenas para o supcdttpateds. Para® > 6,9, 0 método
SOR tornou-se instavel com esse suporte e divergiu. Esseyéivcia pode ser postergada pela
diminuicdo do parametro de relaxagéo. A Fig. 3.4 mostrateetns obtidos com o suporte de
21 pontos pard, = 0,5, 1,05 e 1,5, evidenciando o efeito mencionado.

20

fr=0,5
fr=1,05
fr=15 |4

15

log 10(erro)
=
o
:

ol
T

Figura 3.4: Erro relativo paraV = 45x45,n, = 21, variand@ - efeito do parametro de relaxacao.

O segundo teste numérico foi analogo ao anterior mas feiboaggara uma NGE de
101x101 pontos. De acordo com a Fig. 3.5, os resultados mostracomportamento analogo
aos do primeiro teste. Entretanto, uma comparacao entrgga8B e Fig. 3.5 indica que o
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refinamento da discretiza¢do para o megméo produz melhoria de precisdo; ao contrério. A
explicacdo dessa aparente anomalia e como proceder pardeegidiscutida na secao 3.3.

—x—n5=9eNGE
n =15eNGE| |

—*—ns:ZleNGE

log 10(erro)

I I
12 14 16

Figura 3.5: Erro relativo paraV = 101x101,n5 = 9, 15 e 21, variando (f, = 1, 05).

O terceiro teste foi feito com uma NGNE de 2060 pontos sob asnag condicdes reali-
zadas nos testes com NGE. Desse modo, conforme a Fig. &ppese que ao comparé-lo ao
primeiro teste feito com NGE de 4515 pontos, houve perda de precisao. Outro aspecto foi que
nessa simulacéo o aumento de pontos do suporte locahpar21 ndo possibilitou nenhuma
melhoria na precisdo para solu¢cao numérica, ficando eseerpapito ao suporte de 15 pontos.
Em face disso, é oportuno frisar que, segundo Bawtra. (2010), o aumento do niumero de
pontos do suporte local propicia o surgimento de sistentasd@om um mal condicionamento,
gue por sua vez, reduz a precisao do calculo dos pesos paga\aslds numericas.

O ultimo teste desta secdo seguiu a mesma dinamica do anterdando somente a
NGNE para 10435 pontos. Vale destacar que neste teste momaesempenho da solugéo foi
atipico em relacdo aos anteriores. Haja visto que, de acwomica Fig. 3.7, a simulacdo com
suporte local com = 15 pontos divergiu antes da solucéo paya 21. Todavia tal fenémeno
pode ser justificado pelo mesmo argumento ja apresenat&dent a instabilidade numérica
proveniente do SOR, que por sua vez pode alternar dependenpar@metro de relaxagéo
assumido.

Da totalidade dos testes apresentados utilizando o MQDL-EBR com NGE quanto
NGNE, pode-se inferir que para evitar problemas de instioie numérica quanto ao uso do
parametrac?, pode ser admitida a faixa de5 < ¢ < 4 paran, entre 9 e 15, garantindo
assim bons resultados numéricos. Tais restrin¢gdes pogerdaperadas futuramente com duas
providéncias: (i) uso de métodos bem condicionados paeardetacdo dos pesos das derivadas
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+n5=99NGNE
n, =15 e NGNE 1
—%—n_=21eNGNE ||

log 10(erro)

Figura 3.6: Erro relativo paraV = 2060,n, =9, 15 e 21, variando o ( f, = 1,05).
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Figura 3.7: Erro relativo paraV = 10435,n, = 9, 15 e 21 variando o (f, = 1,05).

numeéricas; (ii) uso de outros métodos para solucao do sastgobal de equacdes algébricas
em vez do SOR.

3.3 Erro Numeérico com o Refinamento Consistente da
Nuvem
Nesta secdo sdo apresentadas simulacdes numéricas ¢pacadildo MQDL-FBR com

a variacao do tamanho da NGNE, cujas discretizagcbes asssifuchm deN = 595, 2060,
6050 e 10435, para valores de referéncia ¢m 1,5, 2,0, 2,5, 3 e 3,5. Estes Ultimos foram
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admitidos de forma a evitar problemas de mal condicionamprésentes nos célculos dos
pesos para valores altos dePara os testes desta secéo, foram considerados os supcaiss
9 e 15 pontos ¢, = 1,05.

Nos testes da sec¢do anterior, verificou-se que o refinamarmongem para um mesmo
valor do parametro de forma adimensioaahdo produzia diminuicdo do erro. Caso fosse
fixado o parametro dimensionakonstante, certamente haveria melhora (Behgl. (2005)).

A explicacdo para essa aparente inconsisténcia é simpleg ¢s valores devariam entre 0s
suportes segundo o esquema de 8tai. (2003), isto é, com; =¢D;, sendaD; o didametro do
suportei, a medida que que se refina a nuvem ¢aiimo, diminuiem-se os valores de Essa
diminuicao tende a piorar a precisdo dos resultados, athalammesmo invertendo a tendéncia
de melhoria de um refinamento consistente. Para reforcarasgecto, 0s testes desta secao
foram primeiramente realizados com valores fixog.des resultados estdo mostrados na Fig.
3.8 e deixam claro que o processo de refinamento de nuvem fixorde fato ndo é consistente.

Como é desejavel manter o esquema d@riavel entre os suportes de uma nuvem ar-
bitraria, torna-se necessario aumentar adequadamenterodeec a medida que se refina a
nuvem, de modo a néo se alterar substancialmente os valrggmmh uma certa regido. Para

1

isso, considera-se ~ 5-. Mas no caso de um dado dominio bidimensiotigl,é pratica-

mente proporcional a, e inversamente proporcionala Logo, resulta que® = a(nﬂ), sendo
« um parametro adimensional de ajuste que deve ser mantictacd® ao longo de um pro-
cesso de refinemento consistente. Em sintese, os valoresatogiro de forma, passam a ser

calculados do seguinte modo:

=2
Cv*efnsref

N
c=¢D; sendo 52:a<—) com a:(
Nref

N

) e i=12..,N (3.13)

A sentenca (3.13) garante o aumento do parameditcavés do parametro de ajustea
medida em que a distancia entre os pontos de colocac¢éo éd@duz melhor, quando aumentar
o tamanho da NGNE. Entretanto, esta técnica requer que ssjeothidos adequadamente 0s
valores de referéncia do parametro de formf@f), do numero de pontos do suporte local
(nsyr) € 0 nimero total de pontos do domini¥,(;), para evitar problemas de instabilidade
numeérica.

Feitas as consideragfes anteriores, foram refeitos es t@siéricos para analisar o com-
portamento do erro relativo obtido pelo MQDL-FBR quando seava tamanho da NGNE
fixando-se no entanto alguns valoresadeEsses valores foram calculados em (3.13) no caso
deéief =15,2,25,3e3%s,. =15eN,.; = 10435. Os resultados estdo mostrados na Fig.
3.9. Observa-se agora que ha uma reducéo consistente delatim, consoante a diminui¢cao
da distancia entre os pontos de colocacdo e o aumento daleaparametrav.
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Figura 3.8: Erro relativo para valores d& = 1,5, 2,0, 2,5, 3,0 e 3,5 variando o tamanho da nuvem de
pontosN =595, 2060, 6050 e 10435 e com =9 en, = 15.
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Figura 3.9: Erro relativo para valores de= 0,0022, 0,0029, 0,0036, 0,0043 e 0,005 variando o tamanho
da nuvem de pontad” = 595, 2060, 6050 e 10435 e com=9 en, = 15.

As taxas de convergénciz|| ~ O(h!)) foram estimadas para cada suporte local, e obti-
dos resultados aproximados de acordo com os dados forsewddabelas 3.1 e 3.2. Observa-
se paran, = 9 um sensivel acréscimo da taxa de convergéncia da sologio® @umento do
parametrav. No entanto, as taxas de convergéncia para 9 séo relativamente baixas. Para
ns = 15 as taxas de convergéncia sdo substancialmente maiorescem fortemente até=
0,0043. A partir dex = 0,005, no entanto, a solu¢cdo numérica se comporta de raanstavel,
em decorréncia do mal condicionamento presente nos sisteces. Por outro lado, como
serad demonstrado na sec¢do a seguir, pode-se atingingcer® a mesma ordem de erro obtida
nas simulagdes com, = 15, desde que para isso, se assumam valores suficienteafieste
para o parametroou «.

O refinamento de nuvens estruturadas no MQDL-FBR com valanestantes de foi
bastante discutido nos trabalhos de Santos (2012) e &iad) (2005). Qualitativamente, 0s
resultados de refinamento de nuvens ndo-estruturadas tam@s/eonstantes deapresentados
no presente trabalho ndo diferem dos apresentados poraegesss.
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Tabela 3.1: Taxa de convergéncia pama = 9

| o] 0,0022 | 0,0029 | 0,0036 | 0,0043 | 0,0050 |
(1] o7 [ 10 [ 112 [ 125 [ 135 |

Tabela 3.2: Taxa de convergéncia parg = 15

| o | 0,0022 [ 0,0029 | 0,0036 | 0,0043 | 0,0050 |
(1] 448 | 533 | 680 | 982 | 656 |

3.4 Estudo de Erro para Equacéo de Poisson com Termo
N&o-Linear

Para verificar a precisdo do MQDL-FBR na aproximacédo de ddaaumeéricas para
equacodes diferenciais ndo-lineares, foi proposto um testea equacdo de Poisson acrescida
de um termo néo linear, conforme descrita a seguir:

Pu 0%u ou  Ou
Z 4 ) = 14
ox?  Oy? " (89& 8y) /(. y) (3.14)

Foi mantida a solugao analitiea, ... (z, y) da Eq. 3.4, e a funcaf(z, y) em (3.5) foi alterada
de modo a representar o termo ndo-linear adicional. A solu¢gnérica da Eq. (3.14) foi
obtida pelo SOR, tratando-se o termo nado-linear com primeiesivadas de modo explicito.
Assim, a iteracao déauss-Seidalo SOR é dada simplesmente por:

g i ul S0R (wi  wi) uif — 3SR (i + wi)uf

u* = : (3.15)

¢ 2x 2y
wiT +w; g

O teste numérico proposto foi analogo ao executado com g @qude Poisson linear.
Nesse sentido, foi admitida a solu¢do no dominio computat{® sendo fixadax = 0,005 e
f»=1,05, variando-se o niumero de pontos do suporte lagak(global (V). Os suportes locais
utilizados foram de 9 e 15 pontos, ao passo que as NGNE addt@dan comNV=595, 2060,
5060 e 10435 pontos.

Pode-se verificar na Fig. 3.10 que ndo ha uma mudanca sigr#ioca precisdo numérica
com a insercao do termo néo linear a equacédo de Poisson. Buldes numéricos com o
MQDL-FBR para equacédo de Poisson com o termo nao-linear, dé&apresentar uma boa
precisdo, evidenciam uma excelente taxa de convergéhdja~ O(h')) comi ~ 6,21 para
n, = 15. Assim, em face aos resultados numéricos obtidos, h@dedstimulo para aplicar o
MQDL-FBR em EDP’s com termos néao-lineares.

A fim de verificar o comportamento da reducéo do erro com o atEnparametra?
para a EDP nao-linear, foi realizado um outro teste com a NG&E&D50 pontos para suportes
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Figura 3.10: Erro relativo para equacéo de Poisson linear e ndo-linear, varsmddNGNE comV =
595, 2060, 5060 e 10435 pontos, e com= 9 eng; = 15.
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Figura 3.11: Erro relativo obtido para as equacdo de Poisson com termo nao-limadr, 5o< ¢ < 70
ens =9eng, = 15.

locais de 9 e 15 pontos. Foi considerada a mesma solucadianali....(z,y), o intervalo

0,5 < ¢ < 70 com incremento de 0,1, e o parametro de relaxgtdo1,05. Os resultados
estdo mostrados na Fig. 3.11. Como antes, verifica-se queisgom@umeérica tende a melhorar
com o aumento do e que, para,=15, 0 método SOR torna-se instavel a partir de um certo
c. Além disso, percebe-se nitidamente na Fig. 3.11 onde &mténém os valores d€ sob a
forma delog,,,, que a simulagéo numeérica com o suporte local de 9 pontageatima ordem de
erro semelhante a melhor precisao atingida pelo suport® geritos, desde que o parametro
¢? assuma valores suficientemente grandes.

3.5 Estudo de Erro para Equacéo de Poisson em ou-
tros Dominios

Com propasito de investigar o desempenho do MQDL-FBR em ge@s@bais comple-
xas, foram realizados testes numéricos com a equacdo d®P@iara mais dois outros domi-
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Figura 3.12: A esquerda, NGNE com 3439 pontos para o dominio convexo; a direits EN®m 3549
pontos para o dominio nao-convexo

nios: um dominio convex®* = {(z,y) € R2:(z — 0,5)* + (y — 0,5)* < (0,5)*}, e um do-
mino ndo-convexd* = {Q — 0**} tal que Q** = {(z,y) e R?:(x — 0,5)> + (y — 0,5)* <
(0,25)%}. Esses dominios foram discretizados em NGNE’s com 34398 gbntos, respecti-
vamente, conforme ilustra a Fig. 3.12.

Para o dominio convexo, Fig. 3.13, os testes foram realizaaidando-se o parametrd
no intervalo0, 5 < ¢ < 10 com incremento de 0,1 para os suportes locais de 9 e 15 pontos e
f- =1,05. Nota-se que os resultados foram mais precisoscom15, apresentando contudo
divergéncia do SOR a partir dé = 6,5. Por outro lado, a simulacéo para= 9 conservou-
se mais estavel, apesar da baixa precisdo numérica ap@sent intervalo assumido paia
Foi incluida a Fig. 3.14 para ilustrar o perfil da solucédo nricaé considerando apenas=
2 e o suporte local de 15 pontos, o resultado desse testesgoneeu a um erro relativo de
1,206x1072,

Para o dominio ndo-convexo, Fig. 3.15, admitiu-se os mesaloses do teste anterior
para variacdo do® e os demais valores dg¢ e n,. Verifica-se um comportamento da curva
de erro analogo ao anterior. Curiosamente, ndo se verifiaga agpresenca de qualquer ins-
tabilidade numérica no intervalo estabelecido péreEla contudo poderia aparecer caso esse
intervalo fosse ampliado ou o parametro de relaxacao fagsemtado. Adicionamente foi in-
cluido a Fig. 3.16 para mostrar o perfil da solugdo numérieaappara® = 2 e o suporte local
de 15 pontos, o resultado desse teste produziu um erro/eeigdiul a4, 181 x10~*.

De acordo com os resultados auferidos nesta secédo nosriastésicos com a equacao
de Poisson, tanto no dominio convexo quanto 0 nao-convexcepe-se uma boa aproximacao
nas solucdes obtidas com o MQDL-FBR. Tais resultados motivaplieacédo do MQDL-FBR
em problemas de geometria mais complexa.
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Figura 3.13: Erro relativo
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Capitulo 4

Aplicacao do MQDL-FBR em
Problemas Fisicos de Dinamica dos
Fluidos

O presente capitulo apresenta a aplicacdo do MQDL-FBR enpdoliidemas classicos
de dinamica dos fluidos: um de natureza puramente hidrodtaédenoutro envolvendo trans-
feréncia de calor. O primeiro problema consiste em um flu@dinado em uma cavidade de
secdo quadrada unitéria, cuja superficie superior é sidareetum vetor de velocidade cons-
tante, ocasionando assim o movimento deste fluido. As egeapi® modelam este movimento
na cavidade séo apresentadas com as respectivas condicé@as e de contorno, em termos de
funcao corrente e vorticidade e, considerando a condic&satamento bidimensional incom-
pressivel. Ao final, os resultados das simulacdes séo ilesw comparados com os resultados
disponiveis na literatura.

O segundo problema fisico trata da transferéncia de calargrwveccéo natural em uma
cavidade de secao quadrada unitaria. Uma diferenca de rgtm@eaplicada entre as paredes
verticais faz com que o fluido contido na cavidade se moviematravés da diferenca de massa
especifica. As equacdes que modelam o movimento do fluidoremogeda funcao corrente,
vorticidade e temperatura séo apresentadas e discretimaddominio computacional. Sub-
jacente a isso, sdo estabelecidas as condi¢fes iniciais@ntiano para as equacgdes e, apds
essas consideracfes, os resultados numéricos obtidossatidis e comparados com resulta-
dos disponiveis na literatura. Essa abordagem de cas@teattante empregada em pesquisas
sobre métodos numéricos a fim de verificar e valida-lo.

33
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4.1 Modelagem e Discretizacao do Problema da Cavi-
dade Quadrada com Tampa Movel

O problema hidrodinamico em uma cavidade quadrada com tamapel, € um caso teste
muito utilizado para verificacdo de métodos numéricos. ®é&ssna, a razéo precipua deste
trabalho é emprega-lo a fim de sondar a viabilidade numéoncdsl@DL-FBR, utilizando-se
NGNE. Nesta secéo foram adotadas as mesmas NGNE e o mesradiprecto de obtencéo
dos parametros de forma utilizado no capitulo 3, poréneatillo apenas os suportes locais
com 9 e 15 pontos.

As seguintes hipéteses simplificadoras sdo adotadas parmalécdo do modelo fisico
(de Souza (2006)):

* Escoamento bidimensional;
* Escoamento laminar;

» Escoamento incompressivel;

Propriedades do fluido constantes.

* Regime néo permanente

Sob estas condicdes, as equacdes de conservacao foranmsidimézadas, tomando o
lado da cavidade e a velociade da tampa como grandezasecatards. Todo procedimento
matematico para obté-las esté incluido no Apéndice A, &ndua formulagéo final aqui em-
pregada, baseada nas equacdes da vorticidadga funcéo correntg, escritas sob a forma:

Ow Ow Ow 1 (0w *w

E*Ua—XWW:E(aXﬁm) 4
0%y 0%

8X2 -+ m = W (42)

SendoRe 0 numero de Reynolds. Os componentes de velocilagl®” sdo fornecidos a partir
da funcé&o corrente como:

oY
U= 5y (4.3)
__ o
V= X (4.4)
A vorticidade é definida por:
LoV _ou (4.5)

T 9X oy
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As condigdes iniciais em = 0 sédo dadas por
w=1%=0, quando 7=0 (4.6)

e as condi¢Oes de contorno¥ 0) sdo dadas por

=0, U=1 V=0, para Y=1 0<X<1 4.7)
=0 U=0, V=0 para Y =0, 0<X<1 (4.8)
=0, U=0, =0, para X =0, 0<Y <1 (4.9)
=0, U=0, V=0 para X=1, 0<Y <1 (4.10)

Na formulacéa) —w ndo h& condigdo de contorno explicita pardesse caso, 0s valores
dew na fronteira aproximados pela Eq. (4.5) em cada passo detesgmdo o MQDL-FBR.

A Fig. 4.1 ilustra o problema da cavidade quadrada e as coeslide contorno emprega-
das nas equacdes para soluciona-las através do MQDL-FBR.

V=0 V=0
=0 ¥=0

Figura 4.1: Condicdes de contorno do problema hidrodindmico da cavidade quadnadampa mével.

As equacles (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5), quando emlas em um ponto globa|
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aplicando-se o MQDL-FBR, assumem as seguintes formas drsdas:

dwl = —U; Zw}fu}k -V Zwﬁ:wk + — (Z w2 Wk + Z wf}k/wk> (4.11)

szx ko szy E— (4.12)

U, = Z w1Y K (4.13)

Zwm k (4.14)

= i w}ff vk — i wi{ZUf (4.15)
k=1 k=1

em quew,y, wiy, wx ew?) designam os coeficientes de ponderacéo dos operadores das
derivadas de primeiras e segundas ordem com relagée #, respectivamente.

Em cada passo de tempo, a equacao de Poisson para (4.1Xdwida pelo método
SOR do modo descrito no capitulo 3, inicializado com a furg@oente do passo de tempo
anterior ¢t = 0). Assim, a funcao corrente foi dada por:

P = (1 — f)U + fops it >0 (4.16)

sendof,. o parametro de relaxacao/e: sendo obtido através do processo iterativaCa@elss-
Seide]

Ns

wi = D ety (wy Wi, r W)y
wl —i—wL1

it+1
P =

(4.17)

Como a equacéo da vorticidade é dependente do tempo, estadbiida utilizando o método
explicito deEuler. Dessa forma, para cada passo de tempo, o novo valor deidadecé
calculado sob a forma\[,; € o nimero de passos de tempo decorridos)

Ns Ns
N, 1 N,
w, " = W U wlxwk —Viy wliiwk —|— — w KOy w2k
i 7 i,k i,k i,k i
_ k=1

Empiricamente o valor do incremento de tempofoi ajustado, de acordo com o nimero de
Reynolds e a discretizacdo do dominio, a valores suficiemtenmeduzidos de modo a evitar
instabilidades numéricas.
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4.2 Algoritmo | do MQDL-FBR-Problema da Cavidade
Quadrada com Tampa Movel

O Algoritmo do problema enfocado foi escrito em Fortran,t@@do na proposta do
MQDL-FBR com malha de Santos (2012). A Fig. 4.2 fornece a idaiastratégia do MQDL-
FBR assumida para obtenc&o das solugdes das equagtes deawetie fungao corrente. Foi
utilizado o SOR com tolerancia d®—* para solucdo das Eqgs. (4.16). O critério de parada do
Algoritmo | foi 0 nimero maximo de passos de temp....) € para garantir a convergéncia
numeérica do Algoritmo | em cada teste foi exigir que o SOR sgmeasse apenas uma itera-
cao durante uma certa quantidade de passos de tempo, vstorgaior interesse foi dado ao
regime permanente.

Entrada de Dados

'

Determinagéo dos Suportes

!

Calculo dos pesos

+
Condigées de fronteira
3

Atualizagdo da vorticidade na fronteira (Eq.4.15)

!

Calculo da eq. da vorticidade para pontos internos (Eq. 4.11) [+~
! o
Calculo da fungao corrente (SOR-Eq.4.12) E'
[
: 3
Atualizagao das velocidades (Eq.4.13 e 4.14) 2
]
! g
o
Atualizagao da vorticidade na fronteira (Eq.4.15) 3
=z

4
E o passo de tempo final? ] Nao _,

!

Sim

!

Saida de dados

Figura 4.2: Fluxograma do Algoritmo | com descricdo dos passos para obter as esldgdproblema
hidrodinamico.

As condi¢des de contorno de ndo-escorregamento e impletidade sdo impostos di-
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retamente nos nés de fronteira, segundo as Eqgs. (4.7) §.(40L0alculo da vorticidade na
fronteira foi feito pela Eq. (4.15), enquanto a atualizadae velocidades deu-se pelas Egs.
(4.13) e (4.14), sempre utilizando-se o MQDL-FBR.

O Algoritmo | foi implementado em um computador com 4 Gigalsyde memoria RAM,
disco rigido de 500 Gigabytes e processador Intel i3. Pas#dr a eficiéncia do Algoritmo |
foi construida a Tabela 4.1 onde estéo representados o téenpmcessamento em segundos,
com f, = 1,05, Nptmaz = 60000 € Re = 100.

Tabela 4.1: Tempo de processamento

Nuvens| ng =9 | ny =15
2060 79 188
6050 230 615
10435 399 1067

A Fig. 4.3 ilustra a evolucéo da convergéncia do Algoritman ema simulacdo com
NGNE = 2060 en, = 9. Mostra-se a variacdo do nimero de iteragfes para conviagdm
SOR em cada iteracddV;;) em funcdo do niumero de passos de terfgg).

45

Nit do SOR

Npt

Figura 4.3: Evolucédo da convergéncia do Algoritmo I.
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4.3 Resultados Numéricos para o Problema Hidrodina-
mico

Nas simula¢des numéricas com o MQDL-FBR aplicado ao problemiacado, foram
admitidos os valores do nimero de Reynold&) 1, 10, 100 e 400. E uma vez fixado o
namero de Reynolds, cada simulacéo foi realizada para ummuasalo incremento de tempo
dT € um ndmero maximo de passos de ten@,.... Os valores deRe; 07; Npinaz) dOS
testes foram implementados conforme o arranjo: (1, 0,0020Q00), (10, 0,0001, 40000),
(1200, 0,001, 60000) e (400, 0,001, 60000). Foram testadespmtes de 9 e 15 pontos para
as mesmas NGNE empregadas no capitulo 3. Em geral, foi fixapdoametro de ajuste =
0,005 e o parametro de relaxacho= 1,05 para o SOR. O referencial bibliografico utilizado
para comparacéao foi baseado nas publicacbes dedgbhia(1982) e Shiet al. (2005) apenas
paraRe = 100 e 400.

Para fins ilustrativos, alguns resultados dos testes noosécom as NGNE de 6050 e
10435 pontos para Re = 100 e Re = 400 estéo representados na.#ig.Fij. 4.5, para a
distribuicéo final das linhas de corrente com suportessa@i e 15 pontos, respectivamente.

Shuet al. (2005) utilizaram o MQDL-FBR no problema da cavidade quaareain o
uso de malha nao estruturada na maior parte do dominio cagipoél, mas com uma malha
estruturada nas proximidades da fronteira (Fig. 1.1). £sgtores empregaram discretizacdes
de 4671 pontos parde = 100 e 9573 pontos patze = 400. Por outro lado, Ghiet al. (1982)
utilizaram para a mesma aplicacéo fisica, malhas dex129 paraRe = 100 e 257257 para
Re = 400. Para uma melhor compreensao dos trabalhos acima mencgnasl perfis de
velocidaded/ e V nas linhas centrais de perfil vertical e horizontal, respactente, foram
destacadas. Os dados dessas velocidades obtidos porutstes,garde = 100 eRe = 400,
encontram-se nos graficos das Fig. 4.6 e Fig. 4.7.

Os resultados numéricos para esses perfis, obtidos comgonaeienvolvido no presente
trabalho para, =9 en, =15 em NGNE com 2060, 6050 e 10435 pontos estéo disponithigza
nas Fig. 4.8 pard&ke = 100 e na Fig. 4.9 pard&ie = 400. Esses resultados mostram que
o desempenho do suporte local de 15 pontos é superior aotsuj®P pontos. Verifica-se
nitidamente o efeito do refinamento de nuvem, sobre os aekdpara, = 9, os quais tendem
a se aproximar dos dados de referéncia. Por outro lado, fEsteépouco percebido no caso
den, = 15, cujos resultados ja sdo bem precisos a partir de NGNBsn&finada de 2060
pontos.

Para verificar o efeito da estruturacdo da nuvem, foi feita simulagdo com NGNE
de 6050 pontos e NGE de X77 pontos comg = 0,005 en, = 9. Os resultados estéo apre-
sentados na Fig. 4.10. Percebe-se que ndo houve uma diesignificativa ao se trabalhar
com NGNE ou NGE, pois para ambas simulac¢des os perfis de dattes/ e V' praticamente
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Figura 4.4: Linhas de corrente par@e = 100 eRe = 400 comn, =9

séo coincidentes. Como néo houve variacéo substancial degwem funcéo da estruturacéo
dos pontos, conclui-se que, para lograr um melhor resylseita mais adequado explorar o
aumento do parametre

Nessa perspectiva, foram refeitos os testes com variagcpardonetron para um caso
em que foi constatada baixa precisdo quanto as velocidadeg apresentadas com, = 9,
ou seja, para NGNE com 2060 ponto&e = 100. E como pode ser conferido na Fig. 4.11, a
medida que o parametrovariou assumindo os valores 0,005, 1,4 e 2,8, houve uma nmeelho
substancial na aproximacgéo para as componénte¥”. Embora a partir dee = 1,4 ndo tenha
havido mudancga na aproximacao do componente de velocidaae relagéo ao referencial de
Ghiaet al. (1982), verifica-se uma boa aproximacao para o componentelaedadel .
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Figura 4.8: Perfis de velocidadelSs e V com Re = 100 em simulagfes com NGNE de 2060, 6050 e
10435 pontos.
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Figura 4.9: Perfis de velocidadelSs e V com Re = 400 em simulagfes com NGNE de 2060, 6050 e
10435 pontos.
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4.4 Modelagem e Discretizacao do Problema de Con-
veccao Natural em uma Cavidade Quadrada

O MQDL-FBR foi aplicado neste trabalho ao problema fisicordedferéncia de calor
por conveccao natural também no intuito de verificar a suailidade numérica. Trata-se de
um caso teste para o qual em uma cavidade quadrada existeanmazadg trabalhos realizados
e que oferece um bom referencial para afericdo dos ressltaduéricos.

Davis (1983) propds um método computacional para se obtetugé® das equacdes
gue descrevem o processo de conveccgao natural bidimehsiona cavidade quadrada, com
paredes laterais distintamente aquecidas. As solucGas fastidas utilizando-se aproximacgoes
com o método de diferencas centradas. &hal. (2003) abordam o mesmo problema através
do MQDL-FBR em um dominio com distribuigc&o irregular dos mbas utilizando uma malha
estruturada nas proximidades da fronteira. Neste trab@alpmblema enfocado foi tratado
em uma abordagem sem dependéncia direta de malha, linstados mesmos suportes locais
aplicados nas sec¢des anteriores.

De acordo com Souza (2006), as seguintes hipéteses sadadadnpiira a formulacédo do
modelo fisico:

+ Escoamento bidimensional;

* Escoamento laminar;

Escoamento incompressivel,

» Propriedades do fluido constantes, exceto a massa especifiermo de empuxo;
* Funcéo dissipacéo viscosa desprezada,

* Regime n&o permanente;

* Sem geracéo de calor interno.

No Apéndice B, séo introduzidas variaveis adimensionais adimensionalizar as equa-
¢Oes que regem o movimento do fluido. Em face disso, as equdedeonservacao que go-
vernam o movimento do fluido dentro da cavidade com secaaatdaddadas pela formulacéo
vorticidadew e fungéo correnté, tomam o seguinte aspecto:

Oow Oow ow 1 d%w d%w 100

o Ve Vaey T e <ax2 + aw) t3ax (4.19)
2 2

oY 0% _ (4.20)

0xX?2 09Xz
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00 00 00 1 0?0  0%*0
- 4.21
o "Vax Vv T prvar (aX2 - ay2> (4.21)

em quePr = v/a* e Gr = gBAT H? /v? representam os nimeros Beandtl e Grashof, res-
pectivamente. Os componentes de velocidated” podem ser obtidas mediante a formulagéo
de funcé&o corrente como:

__H

U= oy (4.22)

o
V= o (4.23)
A vorticidade é definida por

oV oU

=% oy (4.24)
As condi¢Oes iniciai$T = 0) sdo dadas por
w=1=60=0, quando 7 =0 (4.25)

e as condicdes de contorno¥ 0) sdo dadas por
=0, #=1, para X =0, 0<Y <1 (4.26)
=0, #=-1, para X=1, 0<Y <1 (4.27)
Y =0, g—f/:o, para Y =0 e¢ 0<X <1 (4.28)
06

Y =0, 8_Y:O’ para Y =1 e 0<X <1 (4.29)

Para um melhor entendimento das condi¢des supracitadags,AT2 € mostrada.

As equacdes (4.19, (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), (4.24)28), quando colocadas em um
ponto global;, aplicando-se o MQDL-FBR, assumem as seguintes formas tizsctas:

dwz = U, Zw}ffwk —VZwlY K 1Gr (iw wk—irZw%wk)
=1

4= Z win0F (4.30)

QX k+Zw2Y k:wz (431)

k=1
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Figura 4.12: Condic¢des de contorno do problema de conveccéo natural na cadieadedo quadrada.

—U; Zw Xok — VZU} ;@ (;wiijef + ;wmf) (4.32)

Vi

0! =

1

em quew,;,

E wlY k:

nq
_ 1X 1k
= § W; k.
k=1
Ns
_ E 1Xv/k
k=1

Ns

k=1

Zk szk

1y
wz 1

1Y

w2X
W; ks

zk ewzk

k
7Ui

§ : 1Y
W; k.

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

designam os coeficientes de ponderacao dos operadores das

derivadas de primeira e segunda ordem com relaga@d’, respectivamente.

O tratamento da funcéo corrente € o mesmo descrito na sedjoutllizando-se o SOR
na forma das equacdes (4.16) e (4.17), aqui repetidas:

Pttt =
K3

(1 - fr)w;t + frw*?a

it >0

(4.37)

sendof, o parametro de relaxacaa/e: sendo obtido através do processo iterativaCa@elss-
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Seidel

Ux
w*;tﬂ:wi_ 1;2( Wiy +wzk) 5

% 2Y
zl +wzl

(4.38)

Considerando-se que as equacdes de vorticidade e de teunpesad dependentes do
tempo, estas foram resolvidas usando o método expliciteutky. Dessa maneira, para cada
passo de tempo, o novo valor de vorticidade e temperatusenfoalculados como:

Ns Ns
Npi+1 N, 1X, k 1Y, k
w; " =w = o (Ui g wpw; +V; E wz’,kwi> +
k=1 k=1
oT e o 0T &
2X k 2y k 1X ok
Ve E wipwi + E w; W +7 E w; . 0; (4.39)
" \ k=1 k=1 k=1

ejvpt“:e)jvaraf{ UZleQk Z 0+ o V_ (Z wiy 0F + Z 2Y9k>}

(4.40)

ondedr o incremento de tempo. O valor do incremento de tempo fotagiesde forma analoga
a mencionada na se¢ao anterior 4.1, com o nurGeashofem vez do nimero deeynolds

4.5 Algoritmo Il do MQDL-FBR-Problema de Convec-
cao Natural em uma Cavidade Quadrada

A construcao do cédigo computacional baseado nas ideiasQDLUVFBR, para o pro-
blema em destaque, seguiu as mesmas diretrizes estabslroidlgoritmo | descrito na se¢ao
anterior. Além disso, as paredes verticais da esquerda eai@ deceberam temperatura po-
sitiva e negativa, respectivamente. Para simular a condiedparede adiabatica nas secdes
horizontais, a derivada normal da temperatura foi iguadeztzro. Decorrem dai as atualiza¢des
da temperatura nas paredes adiabaticas, obtidas com aopMRDL-FBR descrito na Eq.
(4.36). Vale destacar que a obtencéo do niumero de Nussallfdocestrita a superficie isotéer-
micad = 1, sendo calculado através do MQDL-FBR. De posse dos valoecass| foi aplicada
integracdo numérica da Regra de Simpson 1/3 para determiniamero de Nusselt médio. As
simulacdes foram implementadas com o uso de NGE e NGNE, semtaoto requerer uso adi-
cional de malha estruturada proximo a fronteira do dominipantos fora deste. O fluxograma
da Fig. 4.13 possibilita uma visédo da sequéncia de procedimexecutados pelo programa.

E importante mencionar que na execuc&o do programa des&vhbuveram oscilagdes
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i

Determinagdo dos Suportes

3

| Calculo dos nesos |
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| Atualizagdo da vorticidade na fronteira (4.35) |

!

Calculo da eq. da vorticidade para pontos internos (Eq. 4.30) |

!

| Calculo da fungéo corrente (SOR-Eq.4.31) |

]

Calculo da eq. de temperatura para pontos internos (Eq.4.32)

]

Atualizagdo da temperatura nas paredes adiabaticas (Eq.4.36)

Atualizagdo das velocidades (Eq.4.33 e 4.34) E.
&g

- 2

Atualizagdo da vorticidade na fronteira (4.35) o
[}

] g

[

3

z

i

Calculo do niumero de Nusselt local

i

Calculo do nimero de Nusselt médio

]
E o passo de tempo final? Nao
]
Saida de dados Sim

Figura 4.13: Fluxograma do Algoritmo Il com descri¢cdo dos passos para obter a$ieeldg problema
de transferéncia de calor por convecgao natural.

decorrentes provavelmente de instabilidades numérioas pode ser observado na Fig. 4.14.
Para contornar esse incoveniente foi inserido no Algoritinuona média movel simples. Para

o calculo dessa média, foi estabelecido um periodogEssos de tempo para serem analisados
de cada vez, a partir do-€simo passo de tempo. No passo de tenpg { n), o valor cor-
respondente do nimero de Nusselt era substituido peloa@i@spondente ao passo de tempo
mais antigo do periodo/\,;). Formou-se assim uma media para o niumero de Nusselt, sempre
considerando os ultimosvalores obtidos.

O Algoritmo Il foi implementado em um computador com 4 Gigasyde memoria RAM,
disco rigido de 500 Gigabytes e processador Intel i3. No n@Ee demorado, ou seja, para a
NGNE = 10020,n, = 15, f, = 1,05 € Npynee = 68000, o tempo de processamento foi
de 1126 segundos. No passo de tempo 60000, o tempo de proeessalecorrido foi de
1024 segundos. Comparando-o com o caso mais demorado na flabelerifica-se que o
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15

Ra = 10° e NGNE = 10020
Ra = 10° e NGNE = 5421
Ra = 10* e NGNE = 2245

Num

Figura 4.14: Simulag&o do numero de Nusselt médio ao longo do numero de iteracdes, cormb e
Nptmaz = 18000, 38000 e 68000.

Algoritmo Il levou aproximadamente 5,5% de tempo a mais gakoritmo |. Esse acréscimo
provavelmente esta relacionando/slg,,.,. incorporado ao Algoritmo II.

4.6 Resultados Numéricos para o Problema de Trans-
feréncia de Calor

Nos testes numericos executados foram utilizadas as NGNE2245, 5421 e 10020
pontos, enquanto para as NGE discretizagbes cor?tB8573<73 e 103103 pontos. Estas
novas discretizacOes foram inseridas de forma a posartiliha melhor avaliacdo de desempe-
nho do algoritmo desenvolvido, pois 0 método se revelowabéstsensivel as nuvens de 595,
2060, 6050 e 10435 pontos, produzindo em alguns casos prablée instabilidade numérica.
Nas simula¢Bes numéricas foi fixado o valor do numerdPdendtl em 0,71, e foram tes-
tados trés valores para o nimeroRiayleighRa (Ra = GrPr): 10%, 10° e 10°. Para cada
Ra, o teste foi implementado com certo incremento de tempo e iwmero total de passos
de tempo Ra; 07; (Npimaz)): (10%;0,001; 18000), (10%;0,001; 38000) e (10%; 0, 0005; 68000).
Além disso, foram adotados suportes locais com 9 e 15 ponfos;ametro de relaxacdo =
1,05 ea = 0,004. Para fins de verificacdo dos resultados numéricos, as Gésiapordadas
baseiam-se nas mesmas investigadas por Davis (1983) &t 8h(2003).

Os resultados para linhas de corrente e isotérmicas comiegmge NGNE e NGE para
Ra = 10*,10°e 10° séo apresentados nas Fig. 4.15, Fig. 4.16 e Fig. 4.17hpard5.

Davis (1983) obteve aproximacgfes do niumero de Nusselt nigatiis a 2,238, 4,509 e
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8,817 paraia = 10*, Ra = 10° e Ra = 10°, respectivamente. Ao passo que Shal. (2003)
auferiram os valores 2,240 (2570 nés), 4,573 (5338 n6s)RE 305 nds), respectivamente.
Os resultados das aproximacdes para o nhumero de Nussett pigaios, usando o MQDL-
FBR, estéo disponibilizados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Numero de Nusselt médio

Nuvens | ns =9 | ns =15
| Ra=10" [ Ra =10° | Ra = 10° || Ra = 10" | Ra = 10° [ Ra = 10°

2245 2,597 3,874 8,319 2,344 4,764 9,315
45 x 45 2,361 4,206 9,690 2,357 4,804 9,773
5421 2,385 4,084 8,182 2,287 4,587 8,796
73 x 73 2,256 4,289 8,727 2,255 4,571 9,065
10020 2,285 4,232 8,266 2,249 4,562 8,791
103 x 103 2,238 4,349 8,730 2,248 4,561 8,820
Shu etal.(2003] 2,240 4,573 8,932 2,240 4,573 8,932
G. Davis (1983) 2,238 4,509 8,817 2,238 4,509 8,817

Verifica-se que os resultados obtidos para NGNE e NGE«epm15, sdo bastante coe-
rentes com os do referencial citado p&a= 10*, Ra = 10° e Ra = 10°. Por outro lado,
0 suporte com, = 9 apresentou inconsisténcias em relagao ao refinementoveéenn Isto
provavelmente se deva ao fato do valonde 0,004 ndo ter sido suficientemente alto para que
0 suporte de 9 pontos proporcionasse resultados maisasaties.
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Figura 4.15: Isotérmicas e Linhas de corrente para Ra % 10
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Figura 4.16: Isotérmicas e Linhas de corrente para Ra = 10
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Capitulo 5

Conclusodes e Trabalhos Futuros

As aplicacdes propostas neste trabalho, tanto com uso dedu@hkto de NGNE nas
geometrias abordadas, forneceram bons resultados eremtisgguramente que o MQDL-FBR
pode ser implementado sem necessitar de malhas estrigumaslproximidades da fronteira do
dominio computacional ou pontos fora deste.

Conforme verificado neste trabalho, o MQDL conjugado a FBR igfugtdrica conferiu
resultados promissores em termos de precisdo numériadoaliisso, a excelente taxa de con-
vergéncia das solucdes obtidas, fazem da multiquadricdemaanenta bastante promissora na
solucado numérica de EDP’s. A técnica apresentada com addattrica representa uma alter-
nativa aos métodos tradicionais de solucédo de EDPs e, erolamaento desta técnica tenha
garantido sistemas locais com maior esparcidade ao MQDpbgma de mau condicionamento
ainda € bastante recorrente.

N&o obstante a isso, 0 uso de suporte local com um namero tesprmmsideravel, como
foi visto ao se usan, = 15, pode favorecer o aumento da taxa de convergéncia. igQdav
aumento irrestrito desse parametro ocasiona graves prablée instabilidade numérica decor-
rentes do mau condicionamento dos sistemas locais. Parladty, com reducdo do suporte a
ns = 9, 0 condicionamento melhora. Nesta perspectiva, a adbe&oportes locais variaveis
ou adaptativos, a fim de captar onde ocorrem os efeitos ngaisisativos das variagdes funci-
onais, representa uma estratégia ndo somente apropriedaquaornar tais problemas, como
também para obtencdo de resultados numéricos de altaaplid

Aléem disso, outro entrave para o MQDL-FBR € a especificacaopaiada do parame-
tro de formac. Como foi visto neste trabalho, este parametro pode fomeesaitados mais
precisos quando assume valores altos. No entanto, sutgaeéal precisdo, ha o surgimento
de sistemas locais com um numero de condicdo exageradaaleng consequentemente, a
obtencao de pesos mal calculados. Apesar da técnica degievae forma variavel do Shu
et al. (2003) ndo permitir ganho de precisdo numérica ao efetuafimamento de nuvem, o
ajuste a esta técnica, proposto neste trabalho, fornesaliagos satisfatérios para valores de
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«a = 0,005 com suporte local, = 15. Por outro lado, foi verificado que se pode obter uma
precisao aceitavel com suporte loeal= 9, desde que para isso se adotem valores altos para o
parametrav.

Outro aspecto agravante ao MQDL-FBR ¢é a geracdo de nuvensntiespoComo foi
abordado neste trabalho, no Capitulo 2, nota-se que a falt&tlos de geracdo de nuvens
mais apropriados torna o uso do MQDL-FBR indiretamente ddgrae da geracéo de malhas.
Nesse sentido, o desenvolvimento de algoritmos para sabsste método representa uma
necessidade ndo menos importante do que o desenvolvimeptéprio método numérico em
Si.

Vale destacar ainda que € necessério implementar métodesgo temporal mais esta-
veis que o método explicito deuler, visto que a instabilidade numérica é tipica desse método.
Por outro lado, é importante buscar métodos alternativosétodo iterativo SOR para solucao
das equacdes discretizadas. Como foi verificado, a variagéibinada de e n, pode inteferir
bastante na estabilidade numérica do método SOR.

E importante mencionar também que, conforme Cheng (201&) tinterpolacio de
dados quanto a solucdo numérica de EDP’s através de FBR, egt#iossao fendmeno de
Runge, ou seja, de ocorréncia de maiores erros junto a frantliio entanto, o autor citado
comenta que este efeito pode ser amenizado com a colocag@nis fora do dominio. Isso
pode representer um beneficio do uso de "centros fantasnmagbtrime visto no trabalho de
Magalhédes (2008). Entretanto, esta técnica pode invZabithuitas aplicacdes com geometrias
muito complexas. Assim, uma alternativa seria a adoc¢éo plert®s locais especificos para
fronteira, a fim de melhorar o célculo dos pesos das derivadas

Seria também interessante estudar formalmente a estatslidb MQDL-FBR e sua de-
pendéncia dos seus parametros relevantes, tais como ogier@l® forma, o nimero de pontos
da nuvem e o nimero de pontos do suporte.

Conforme os resultados apresentados nas simulacdes nasnéoim o Método de Qua-
dratura Diferencial local munido da FBR Multiquadrica, retaseu grande potencial na solu-
¢do numérica de EDP’s. Sua caracteristica irrestrita as diarsas discretizacées de pontos,
projeta-o como uma ferramenta bastante flexivel dentre ¢sdm& numéricos atuais, particu-
larmente no tratamento de problemas complexos de dinarogtuidos computacional.
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Apéndice A

Problema da Cavidade Quadrada com
Tampa Movel

No problema hidrodindmico, o movimento na superficie sopelo fluido ocasionado
por um vetor de velocidade constante, € regido pelas egsiageonservacao de conserva-
¢cado de massa e de quantidade de movimento. A equacao davemé@sede massa, também
denominada de equacao de continuidade, € escrita como:

dp =
E‘FV'(PU)*O (A1)

cujo p representa a massa especifica do fluido. E partindo do posssiuquep seja constante,
a equacao da continuidade toma o seguinte aspecto:

V-U=0 (A.2)
Considerando-a bidimensionalmente, cujo campo vetbrial ui + v{, temos entao:

ou Ov
- I 8_y —0 (A.3)

Por outro lado, as Equac¢fes de Quantidade de Movimento,aqusip vez sdo também
chamadas de Equacfes de Navier-Stokes, podem ser esilitasrisionalmente como:

ou ou  Ou op v 0*u
P(a*“&*”a—y)—‘%”(@*a—yﬂ (A4)

ov ov ov dp v 0%

el - ) === - - A.
p(@t +“ax+”ay> 0y+u(8:c2 +8y2) (A-5)

sendou a viscosidade dindmica do fluido. A presggé inclui o potencial gravitacional.

59



60

No sentido de adimensionalizar as equacdes de conseryaigio,propostas as variaveis
adimensionais#, X, Y, U, V, 1), tal qual representam a presséo, as coordenadas caatesian
velocidades e tempo adimensionais, respectivamente:

P x Y U v Upt
P=— X=— Y== U=—, V=—, = — A.6
pU2 H H Uo U, | H (A.6)
Adotando-seff como o comprimento de referéncia (lado da cavidade de segibaga), €/,
o vetor velocidade de referéncia imposto como a velocidadpaglede superior da cavidade,
tem-se o seguinte resultado ao substituir a equacgao (A€qumecao (A.3):

ou oV

5% oy = O A

Ao passo que a substituicdo da equacao (A.6) nas equacd@@®(@.5) pode-se auferir que:

oUu oU oUu oP 1 [0°U 0*U
o TVax T Vay T a?*@(axﬁm) (A-8)
oV oV 5% oP 1 [0*V 9%V
ar " Vax T Vay T Tav T Re <8X2 + 8Y2) (A-9)

Onde a velocidade caracteristica € dadawpoe Uy, H € o comprimento de referéncia,é
a viscosidade dinamica do fluido/& representa o numero de Reynolds definido cdvao=

pusH/ .
Com o proposito de desacoplar o termo pressdo-velocidadea-de a equacao (A.8)
com relacdo &, a equacdo (A.9) com relacacka E apds subtrai-las, obtém-se:

0 (U _OVN 0 (U VN 9 (0U OVY _
or \gy o0x 0X \9oY 90X oy \oy oX )

9> [oU oV 9> [oU oV
[aXQ (a—y - a_X> e (a_y - a—xﬂ (A-10)
Tomando o termo
ou oV
= 57— 7% (A.11)

e o definindo como a vorticidade, a equacao (A.10) é reesoita forma:

2 2
ow ow ow 1 {Gw 8w] (A12)

U Yoy =7 axe T ave
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Enquanto para a definicdo da fungéo corrente adimensionssée

_ 9y 4

U= oY’ T 0X

V = (A.13)
Inserindo a equacgédo (A.13) na equacgdo (A.11) obtém-se aifa¢do da funcao corrente
adimensional. Cuja sua formulacao satisfaz a equacao dargagdo da massa representada
pela equacéo (A.7). Sob estas condi¢cbes, temos entéo:
0%y 0%

ox2 Toyz ¥ (A.14)

Assim, dado o exposto, as equagdes que modelam o movimefitodona formulacéo
funcdo corrente e vorticidadev, séo atribuidas como:

Ow Ow Ow 1 (0w Q*w

§+U8_X+V0_Y_E(ax2+m) (A.15)
2 2

0% oW _, (A.16)

0X?  0Y?



Apéndice B

Problema de Conveccao Natural em
uma Cavidade Quadrada

O movimento do fluido em uma cavidade submetido a aquecingtatoresfriamento é
regido pelas Equacdes de Conservacéo de Massa, de Nawes $tda Energia. Dessa forma
a Equacédo de Conservacao da Massa € definida como:

9p

5TV (pU) =0 (B.1)

cujo p representa a massa especifica do fluido. Presumindp gusonstante, a equacao da
continuidade fica escrita da seguinte forma:

V-U=0 (B.2)

Considerando-a em duas dimensdes, cujo campo vetorial @aa‘fb:p uZ + vy, tem-se:

ou  Ov

—+—=0 B.3

ox * dy (8:3)

Para o tratamento das Equacdes de Quantidade de Movimefiquaigbes de Navier-
Stokes, bidimensionalmente, adicionando o termo de emyhipdtese de Boussinesq) na

equacao em relacaoyjaobtem-se:

ou ou ou dp 0Pu  O*u

— — — | = —_— 4 — B.4
<6t+ Yor T ay) ax+“(ax2+ay2> (B4)

dv 81} 82} op 82 8221

No qualg expressa o coeficiente de expanséo volumétrica do fluida @scosidade dinamica
do fluido, definida com@ = pv ondev é a viscosidade cinemética do fluido.
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Para Equacao da Energia, tem-se:

T ar AT 27 92T
0 ) B *(a B ) (B.6)

E—I—u%%—va—y:a w—l—a—yz

cujo o* representa o coeficiente de difuséo térmicaa*E= k/pc, ondek a condutividade
térmica ec, o calor especifico do fluido a presséo constante.

No processo de adimensionalizacao das equacdes difasethesaritas acima, foram in-
seridas as seguintes variaveis adimensionai& (Y, U, V, P, #) para o tempo, as coordenadas,
velocidades, presséo e temperatura respectivamente:

Ut T Y U v P T -1y

X=— Y=2 U=— V=— p=-2_ —
H’ H’ H’ Uy’ Uy’ pU2’ Ty — T

T

(B.7)

onde H é o comprimento de referéncia (lado da cavidafig)a velocidade de referéncia que
por sua vez é dada pbk = /g3ATH, comAT =T, — T, eT), representa a temperatura da
superficie quente, enquariip a temperatura na superficie fria. Seriggocomo a temperatura
de referéncia definida coniy = (75, + 1.)/2, e g a aceleragéo da gravidade.

Fazendo a substituicdo da equacgéao (B.7) na equacéo (B.3)arssu

ou v _,

ax "oy = (58)

E ap0s substituir a equacéo (B.7) nas equacdes (B.4) e (B.®denseguinte resultado:

a_U_|_Ua_U_|_Va_U—_a_P+ 1 82U+62U (89)
or 0X oY  9X  Jar \oX?2  9Yy? '
oV oV oV oP 1 02V 9V 0

5 g Vay = oy ve (ot 395) + 5 510

onde Gr constitui 0 nimero de Grashof e definido cdimo= gBAT H? /v2.

Para adimensionalizar a Equacao da Energia, foi substimiequacao (B.7) em (B.6),
obtendo-se:
00 00 00 1 ( 0%0  0%0 )

o " Vax T Voy T pova \axz oy

(B.11)

sendoPr = v/a* 0 nimero de Prandtl.

Pelas mesmas razdes citadas na sec¢ao anterior, a equagaoi(Bedivada em relacao
aY, ao passo que a equacao (B.10) em relac&o & apods subtrai-las, obtém-se o seguinte
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resultado:
0 (V. _0UN 0 (V. _oU +v ov _ov
or \oX oY oxX \oX oY 8X ay
1 [8 [0V oU 2 [V 10
=7 [_a)@ (a_x_a_Y)+W<aX aY>]+§a_X (8.12)

Sendo definida a Vorticidade como:

oV oU
=y oy (B.13)
Tem-se que a equacéo (B.12) fica escrita sob a forma:
ow ow 8w 1 [0%w O*w 100
o Ve Vv T Uo [axz aw} Toax (8.14)
Por definicdo, a funcao corrente adimensional € dada por:
U= 9% _ ¥ (B.15)

oy VT ax

E apds substituir a equacédo (B.15) na equacao (B.13) obtéssr a formulacédo da fungéo
corrente adimensional, que por sua fez satisfaz a equag@mtiauidade dada por (B.8). Sendo
assim, tem-se:
2 2
oy L 0% (B.16)

ox2 Tay: Y

Dado o exposto, as equac¢des adimensionalizadas que genmstitmovimento do fluido
dentro da cavidade, atribuidas pela formulacéo vortig@dagdfuncao correntey, e tempera-
tura,d, assumem o seguinte aspecto:

Ow Ow Ow 1 Pw  Pw 100

o Vax Vv T Uo (0X2 +ay2> Toax (8.17)
o )

8X2 +m—w (818)
00 00 89 1 0?0 0%

o " Vox " Vavy T v (ax2 " 8Y2> (B:19)
O namero de Nusselt local para uma superficiedefinido como:

Nuy — &9 (B.20)

2 0X |4
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Para a superfici§, o niumero de Nusselt Médio é calculado da seguinte maneira:

1
Nu——/ Nuy|gdS (B.21)
SJs



