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Resumo

Dada uma variedade projetiva, de�ne-se a variedade h-secante como sendo o fecho
da união de todos os espaços gerados por h pontos da variedade projetiva inicial. É
dito que uma variedade projetiva é h-defeituosa se sua h-secante não tem a dimensão
esperada. O problema central deste trabalho consiste em estudar os defeitos secantes, em
especial das variedades de Veronese. Para isso, será apresentado o Teorema de Alexander
e Hirschowitz, que classi�ca quais variedades de Veronese são defeituosas e quais não são
defeituosas.
Palavras-Chaves: Variedade Projetiva; h-Secante; Defeitos Secantes; Variedades de
Veronese; Teorema de Alexander e Hirschowitz.
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1 Introdução

A Geometria Algébrica é uma área de pesquisa da matemática que utiliza as ferra-
mentas e a linguagem da álgebra para resolver problemas da geometria. Um dos objetos
de estudo da Geometria Algébrica são as variedades algébricas, que são dadas por zeros
de polinômios, como retas, planos, hiperplanos, círculos e parábolas.

Este trabalho terá o objetivo de apresentar com mais detalhes as variedades algébricas,
assim como, à variedade secante de uma variedade algébrica projetiva. A partir disso,
o foco será o problema da dimensionalidade da variedade secante, em especial, sobre as
variedades de Veronese.

Nos dois primeiros Capítulos serão apresentados conceitos básicos que usaremos du-
rante o trabalho. O Capítulo 22 trata de aspectos topológicos como: espaços topológicos,
funções contínuas e espaços topológicos irredutíveis. Já o Capítulo 33 é um estudo so-
bre Álgebra Comutativa, mais especi�camente sobre alguns ideais importantes, módulos,
anéis de frações, anéis Noetherianos e espectro de um anel.

As variedades algébricas a�ns são de�nidas como sendo os zeros de polinômios em
k[x1, . . . , xn], sendo assim, um subconjunto do espaço a�m kn, onde k é um corpo algebri-
camente fechado de caracterítica zero, quando não especi�cado. No Capítulo 44, veremos
como esses conjuntos especiais se relacionam com os ideais em k[x1, . . . , xn]. Outra pro-
priedade dos conjuntos algébricos a�ns é que satisfazem os axiomas de fechados, ou seja,
determinam uma topologia em kn, chamada de topologia de Zariski. Porém, as variedades
algébricas a�ns são uma construção para apresentar as variedades algébricas projetivas.

O espaço projetivo Pn é de�nido sendo o quociente do conjunto k − {0} pela relação
que associa dois pontos múltiplos por um escalar diferente de zero. Dessa forma, se de�ne
as variedades algébricas projetivas como sendo os zeros de polinômios homogêneos de
k[x0, . . . , xn]. No Capítulo 44, �ca claro o motivo de se de�nir as variedades projetivas a
partir de polinômios homogêneos. Exemplos de variedades projetivas são as de Veronese,
de Segre e de Segre-Veronese apresentadas no Capítulo 55. Entretanto, a variedade de
Veronese terá mais destaque, sendo esta denotada por V n

d e de�nida como sendo a imagem
da aplicação

vnd : Pnx → PNy
(x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (M0, . . . ,MN),

em que N =
(
n+d
d

)
− 1 e M0, . . . ,MN são todos os monômios de grau d nas variáveis

x0, . . . , xn.
Dada uma variedade projetiva X, de�ne-se a variedade h-secante como sendo o fecho

da união de todos os espaços gerados por h pontos de X, ou seja,
Sech(X) =

⋃
pi∈X⟨p1, . . . , ph⟩. A variedade X será dita h-defeituosa se a dimensão da

variedade Sech(X) não for a dimensão esperada, mais detalhes no Capítulo 66. O centro
da discussão desse trabalho é determinar se uma variedade projetiva é defeituosa, em
particular, as variedades de Veronese. Dito isso, o Teorema de Alexander e Hirschowitz,
apresentado no Capítulo 66, classi�ca quais variedades de Veronese são defeituosas e quais
não são defeituosas. A partir disto, o foco deste trabalho será provar tal teorema:
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Teorema 1.1 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) As variedades de Veronese V n
d são

não defeituosas, exceto os seguintes casos:

n ≥ 2 2 3 4 4
d 2 4 4 4 3

No Capítulo 77, veremos como as variedades de Segre-Veronese se associam a políto-
pos e, assim, em alguns casos, poderemos mostrar de forma combinatória que algumas
variedades deste tipo não são h-defeituosas. Com base neste método, desenvolvemos um
algoritmo no software Wolfram Mathematica.

O Capítulo 88 trata de conceitos sobre esquemas, tais como: pré-feixes, feixes, o espectro
de um anel como um feixe, mor�smos de feixe e esquemas. Um exemplo de esquemas
são os sistemas lineares, denotados por Ln,d(m1, . . . ,mh), sendo o conjunto de todas as
hipersuperfícies em Pn de grau d com h pontos gerais de multiplicidade pelo menos mi,
onde i = 1, . . . , h. Os sistemas lineares serão de suma importância por dois motivos
principais: há uma relação direta com as variedades de Veronese, que será tratada no
Capítulo 99, e também por meio de uma degeneração, apresentada no Capítulo 1414, podemos
entender uma parte da prova do Teorema de Alexander e Hirchowitz.

Antes de vermos a prova geral do Teorema de Alexander e Hirchowitz no Capítulo 1616,
precisamos estudar as hipersuperfícies quádricas, cúbicas e quárticas que serão usadas no
passo de indução. No Capítulo 1010, usando o Lema de Terracini, mostraremos que quase
todas as variedades de Veroneses do tipo V n

2 são 2-defeituosas. Já no Capítulo 1212 veremos
que apenas a Veronese V 4

3 é defeituosa entre as V n
3 . As variedades V n

4 são defeituosas
apenas para n = 2, 3, 4, como veremos no Capítulo 1515.

Caso o leitor queira ver um resultado similar ao Teorema de Alexander e Hirchowitz
para outra família de Segre-Veronese, neste caso, para os produtos de retas projetivas,
pode ser visto em [11], escrito por C. C. Alves. Vale ressaltar que os Capítulos 22, 33, 44, 55,
66 e o 88 foram escritos em conjunto com o C. C. Alves.
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2 Topologia

Neste Capítulo introduziremos os conceitos básicos de topologia que serão utilizados
posteriormente. O livro texto utilizado é [22].

Espaço Topológico

De�nição 2.1 Seja X um conjunto qualquer. Uma topologia em X é uma coleção τ de
subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(a) ∅, X ∈ τ ;

(b) A união qualquer de conjuntos de τ está em τ ;

(c) A interseção �nita de conjuntos de τ está em τ .

O conjunto X com uma topologia τ é chamado de espaço topológico. O conjunto X
com uma topologia τ será denotado por (X, τ).

De�nição 2.2 Seja (X, τ) um espaço topológico, então os elementos da topologia τ são
chamados de conjunto abertos.

Exemplo 2.1 Dado um conjunto X, se de�nirmos τ = P(X), o conjunto das partes de
X, então (X, τ) é um espaço topológico. Esta topologia é chamada de topologia discreta.

Exemplo 2.2 Dado um conjunto X. A topologia τ = {∅, X} é conhecida como topologia
trivial ou topologia indiscreta.

Exemplo 2.3 Sejam X = {a, b, c, d} e τ = {∅, X, {a, b}, {b, c}}. Deste modo, τ não é
uma topologia em X, pois {a, b}, {b, c} ∈ τ , porém

{a, b} ∩ {b, c} = {b} /∈ τ .

Exemplo 2.4 Tome um conjunto X e τf = {U ⊂ X|X −U é �nito }∪∅. Então (X, τf )
é um espaço topológico, de fato

i - X −X = ∅ é �nito, logo X ∈ τf , e o ∅ está em τf por de�nição.

ii - Se {Uα}α∈I é uma família de elementos não vazia de τf , então

X −
⋃
α∈I

Uα =
⋂
α∈I

(X − Uα),

como cadaX−Uα é �nito, entãoX−
⋃
α∈I Uα é �nito e, portanto,

⋂
α∈I(X−Uα) ∈ τf .

iii - Se U1, U2, . . . , Un são elementos de τf , então

X −
n⋂
i=1

Ui =
n⋃
i=1

(X − Ui),

como cada X−Uα é �nito, temos queX−
⋂n
i=1 Ui é �nito e, portanto,

⋃n
i=1(X−Ui) ∈

τf .
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Portanto, (X, τf ) é um espaço topológico e τf é chamada de topologia co�nita.

De�nição 2.3 Seja X um espaço topológico. Dizemos que F ⊂ X é fechado se X − F é
aberto em X.

Proposição 2.1 Seja X um espaço topológico. Então valem as seguintes condições:

(a) ∅ e X são fechados;

(b) União �nita de fechados é fechado;

(c) Interseção arbitrária de fechados é fechado.

Demonstração: Como ∅ e X são abertos, então ∅ = X −X e X = X −∅ são fechados.
Se F1, . . . , Fn são fechados, então X − Fi é aberto para cada 1 ≤ i ≤ n. Logo,

X −
n⋃
i=1

Fi =
n⋂
i=1

(X − Fi).

Sendo assim, como
⋂n
i=1(X − Fi) é aberto, então

⋃n
i=1 Fi é fechado.

Por �m, dada uma família {Fα}α∈I de fechados, temos que

X −
⋂
α∈I

Fα =
⋃
α∈I

(X − Fα).

Por um argumento semelhante ao anterior, temos que
⋂
α∈I Fα é fechado.

■

Exemplo 2.5 Dado o conjunto X. Sabemos que τ = {∅, X} é uma topologia de X e os
fechados são

X = X −∅

∅ = X −X.

Exemplo 2.6 Dado o conjunto X = {a, b, c}. Tome a topologia discreta, isto é

τ = P(X) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X}.

Os fechados dessa topologia são todos os elementos de τ , ou seja, na topologia discreta,
todos os elementos abertos são fechados.

Podemos de�nir uma topologia usando fechados ao invés de abertos, basta de�nir τ
tomando como axiomas as propriedades provadas na Proposição 2.12.1 e chamar os elementos
de τ de fechados. Neste caso, os abertos são de�nidos como o complementar dos fechados.

De�nição 2.4 Sejam (X, τ) um espaço topológico e B ⊂ τ . Dizemos que B é uma base
para a topologia τ em X se satisfaz:

(a) Para cada x ∈ X existe um elemento B ∈ B tal que x ∈ B.

(b) Se x ∈ B1 ∩B2 ∈ B, então existe B0 ∈ B tal que x ∈ B0 ⊂ B1 ∩B2.

Um elemento B de uma base B chamaremos de elemento básico.
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Lema 2.2 Seja (X, τ) um espaço topológico. Suponha que B é uma coleção de conjuntos
abertos em X, tal que para cada subconjunto aberto U ⊂ X e cada x ∈ U , existe um
elemento B ∈ B, tal que x ∈ B ⊂ U . Então B é base para a topologia τ em X.

Demonstração:

i - Como X é um aberto então para todo x ∈ X, existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ X.

ii - Se x ∈ B1∩B2, onde B1, B2 ∈ B. Como B1 e B2 são abertos, então B1∩B2 é aberto.
Logo, existe B0 ∈ B, tal que

x ∈ B0 ⊂ B1 ∩B2.

Portanto, B é uma base para a topologia τ .
■

Observação 2.1 Pelo lema anterior, temos que para todo aberto U ⊂ X, existe uma
família {Bα}α∈I de elementos básicos tal que

U =
⋃
α∈I

Bα.

De fato, seja U um aberto qualquer de X. Então, para todo x ∈ U , existe Bx ∈ B tal
que x ∈ Bx ⊂ U . Logo,

U =
⋃
x∈U

Bx.

Exemplo 2.7 Seja X um conjunto, então

B = {{x}|x ∈ X}

é uma base para topologia discreta em X.
De fato,

i - Para todo x ∈ X, temos que x ∈ {x}, onde {x} ∈ B.

ii - Se x ∈ {x1} ∩ {x2}, então

x ∈ {x1} e x ∈ {x2}
⇒ x = x1 e x = x2

Portanto, x ∈ {x} = {x1} ∩ {x2}.

De�nição 2.5 Dado um subconjunto E de um espaço topológico X, o interior de E,
denotado por int(E), é a união de todos os subconjutos abertos contidos em E. O fecho
de E, denotado por E, é a interseção de todos os subconjuntos fechados que contém E.

Observação 2.2 Pela de�nição acima temos que int(E) ⊂ E ⊂ E.

Exemplo 2.8 Seja R a reta real com a topologia usual. Dado o intervalo E = [0, 1) ⊂ R.
Temos que

int(E) = (0, 1) ⊂ R,
E = [0, 1] ⊂ R.
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Lema 2.3 Seja E um subconjunto do espaço topológico X. Então E é aberto se, e
somente se, E = int(E). E E é fechado se, e somente se, E = E.

Demonstração: Suponha que E é aberto. Como int(E) é a união de todos os subconjutos
abertos contido em A, então E ⊂ int(E) e, assim, int(E) = E. Por outro lado, se
E = int(E) e sabendo que int(E) é aberto por de�nição, então E é aberto.

A segunda a�rmação segue de forma análoga.
■

De�nição 2.6 O conjunto E1 intersecta um conjunto E2 se E1 ∩ E2 ̸= ∅. Um conjunto
aberto U ⊂ X é uma vizinhança de x ∈ X se x ∈ U .

Proposição 2.4 Seja E um subconjunto de um espaço topológico X.

(a) Então x ∈ E se, e somente se, toda vizinhança de x intersecta E.

(b) Suponha que a topologia em X é gerada por uma base, então x ∈ E se, e somente se,
todo elemento básico B contendo x intersecta E.

Demontração:

(a) Vamos considerar a contra positiva: x /∈ E se, e somente se, existe uma vizinhança
de x que não intersecta E.

Se x /∈ E, então o conjunto U = X −E é uma vizinhança de x que não intersecta E.
Por outro lado, se existe uma vizinhança U de x que não intersecta E, então X − U
é um conjunto fechado contendo E, pela de�nição de fecho, o conjunto X − U deve
conter E e, assim, como x ∈ U , então x /∈ E.

(b) Suponha que x ∈ E. Então pelo item anterior, toda vizinhança de x intersecta E, logo
todo elemento básico B contendo x, intersecta E. Por outro lado, se todo elemento
básico contendo x intersecta E, então o mesmo acontece com toda a vizinhança U de
x, porque U contém todo elemento básico que contém x.

■

Exemplo 2.9 Seja R com a topologia usual. Dado o conjunto E = {1/n| n ∈ N} ⊂ R,
pela proposição anterior, temos que E = E ∪ {0}.

Funções Contínuas

De�nição 2.7 Sejam X e Y espaços topólogicos. A função f : X → Y é contínua se
para todo subconjunto aberto V de Y , o conjunto f−1(V ) é aberto em X.

Proposição 2.5 Sejam f : X → Y uma função e B uma base para a topologia em Y.
Então f é contínua se f−1(B) é aberto em X, para todo B ∈ B.

Demonstração: Seja V ⊂ Y um aberto. Então, existem Bα ∈ B, α ∈ I, tal que

V =
⋃
α∈I

Bα.
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Logo,

f−1(V ) = f−1

(⋃
α∈I

Bα

)
=
⋃
α∈I

f−1(Bα),

como cada f−1(Bα) é aberto em X, temos que f−1(V ) é aberto em X. Portanto, f é
contínua.

■

Proposição 2.6 Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma função. Então as
seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) f é contínua.

(b) Para todo subconjunto E de X, temos f(E) ⊂ f(E).

(c) Para todo subconjunto fechado F de Y , o conjunto f−1(F ) é fechado em X.

(d) Para cada x ∈ X e cada vizinhança V de f(x), existe uma vizinhança U de x tal que
f(U) ⊂ V .

Demonstração: (a) ⇒ (b). Suponha que f é contínua. Seja E um subconjunto de X.
Vamos provar que se x ∈ E, então f(x) ∈ f(E). Seja V uma vizinhança de f(x), então
f−1(V ) é um aberto de X contendo x, pois f é contínua. Pelo fato de x estar em E, segue
que existe y ∈ f−1(V ) ∩ E. Portanto, f(y) ∈ V ∩ f(E) e daí f(x) ∈ f(E).
(b)⇒ (c). Seja F um fechado em Y e tome E = f−1(F ). Provemos que E é fechado em
X. Temos que

f(E) = f(f−1(F )) ⊂ F.

Portanto, se x ∈ E, então

f(x) ∈ f(E) ⊂ f(E) ⊂ F = F,

segue que x ∈ f−1(F ) = E. Então, E ⊂ E e, assim, E = E.
(c)⇒ (a). Seja V um aberto de Y . Seja B = Y − V , então

f−1(B) = f−1(Y )− f−1(V ) = X − f−1(V ).

Como B é fechado em Y , então por hipótese f−1(B) é fechado em X. Assim, f−1(V ) é
aberto em X e isso implica que f contínua.
(a) ⇒ (d). Sejam x ∈ X e V uma vizinhança de f(x). O conjunto U = f−1(V ) é uma
vizinhança de x tal que f(U) ⊂ V .
(d) ⇒ (a). Sejam V um aberto de Y e x um ponto de f−1(V ), então f(x) ∈ V . Por
hipótese, existe uma vizinhança Ux de x tal que f(Ux) ⊂ V e portanto, Ux ⊂ f−1(V ).
Segue que f−1(V ) pode ser escrito como união dos Ux e, portanto, é aberto.

■

De�nição 2.8 Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma bijeção. Se f
e f−1 : Y → X são contínuas, então chamaremos f de homeomor�smo. Neste caso,
Dizemos que X e Y são homeomorfos.
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Exemplo 2.10 Seja R com a topologia usual. Então, quaisquer dois intervalos (a, b) e
(c, d) de R são homeomorfos.

De fato, tomando a aplicação f : (a, b)→ (c, d) tal que f(x) = Ax+B, onde f(a) = c
e f(b) = d, temos que

A.a+B = c e A.b+B = d.

Logo,

A =
c− d
a− b

B = d−
(
c− d
a− b

)
.b

Assim,

f(x) =

(
c− d
a− b

)
.x+ d−

(
c− d
a− b

)
.b

Desta forma, temos que a inversa de f é

f−1(x) =

(
a− b
c− d

)
.x+ b−

(
a− b
c− d

)
.d

Portanto, como f e f−1 são contínuas, pois são funções lineares, então f é um home-
omor�smo.

De�nição 2.9 Seja f : X → R uma função, onde X é um espaço topológico e R é a reta
real com a topologia usual. Dizemos que f é semi-contínua superiormente em x0 ∈ X se
para cada y > f(x0) existe uma vizinhança U de x0 tal que f(x) < y, para todo x ∈ U .
Uma função é dita semi-contínua superiormente em X se é semi-contínua superiomente
em cada x ∈ X.

Espaços Topológicos Irredutíveis

De�nição 2.10 Um conjunto não vazio Y de um espaço topológico X, é chamado de
irredutível se não pode ser escrito como uma união Y = Y1 ∪ Y2, onde Y1 e Y2 são
subconjuntos fechados próprios de Y . O conjunto vazio não é considerado irredutível.

Exemplo 2.11 Sejam R a reta real, com a topologia usual, e Y = [0, 1] ∪ [2, 3]. Como
Y = Y1 ∪ Y2, onde

Y1 = [0, 1] e Y2 = [2, 3]

temos que Y não é irredutível.

Exemplo 2.12 Seja X um conjunto com mais de um elemento. Considere X munida da
topologia discreta. Logo,

X = {x} ∪
⋃
y ̸=x

{y}.

Como {x} e
⋃
y ̸=x{y} são fechados em X, então X não é irredutível.
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Proposição 2.7 Seja X um espaço topológico. Se Y ⊂ X é irredutível, então Y é
irredutível.

Demonstração: Suponha que Y não é irredutível, existem fechados F1 e F2 de X, tais que
Y = (F1 ∩ Y ) ∪ (F2 ∩ Y ), com F1 ∩ Y ⊊ Y e F2 ∩ Y ⊊ Y . Assim,

Y = Y ∩ Y = ((F1 ∩ Y ) ∩ Y ) ∪ ((F2 ∩ Y ) ∩ Y ).

Como Y é fechado em X, então F1 ∩ Y , F2 ∩ Y são fechados em X e podemos escrever

Y = (G1 ∩ Y ) ∪ (G2 ∩ Y ),

onde G1 = F1 ∩ Y e G2 = F2 ∩ Y . Suponha que G1 ∩ Y = Y , então Y ⊂ G1 ⊊ Y ,
absurdo, pois Y é o menor fechado contendo Y . Logo, G1 ∩ Y ⊊ Y . De modo análogo, se
mostra que G2 ∩ Y ⊊ Y . Portanto, Y é irredutível.

■
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3 Álgebra Comutativa

Neste capítulo partiremos do pressuposto que o leitor tenha familiaridade com con-
ceitos básicos de Álgebra. Conceitos estes que podem ser encontrados em [33]. Dito isso,
para o embasamento desse capítulo utilizaremos o livro texto [44].

Durante todo o desenvolvimento vamos considerar A um anel comutativo com unidade.

Ideais Importantes

De�nição 3.1 Um ideal p ⊊ A é dito primo se x.y ∈ p, então x ∈ p ou y ∈ p.

Exemplo 3.1 O ideal (3) no anel Z é primo. Porém, o ideal (6) não é primo, pois

2.3 = 6 ∈ (6),

mas 2, 3 /∈ (6).

Observação 3.1 O ideal (0) é primo se, e somente se, A é um domínio de integridade.

De�nição 3.2 Um ideal m ⊊ A é dito maximal se sempre que existir outro ideal I tal
que m ⊂ I ⊂ A, então I = A ou I = m.

De�nição 3.3 Um anel A com exatamente um ideal maximal m é chamado de anel local.

Proposição 3.1 Seja A um anel.

(a) p é um ideal primo se, e somente se, A/p é um domínio de integridade.

(b) m é um ideal maximal se, e somente se, A/m é um corpo.

Demonstração:

(a) (⇒) Sejam a+ p, b+ p ∈ A/p, tal que

(a+ p)(b+ p) = ab+ p = p.

Logo ab ∈ p, como p é primo, então

a ∈ p ou b ∈ p,

assim,
a+ p = p ou b+ p = p.

Portanto, A/p é um domínio de integridade.

(⇐) Suponha que ab ∈ p. Temos que

(a+ p)(b+ p) = (ab+ p) = p ∈ A/p.

Como A/p é um domínio de integridade, então a+ p = p ou b+ p = p e, assim, a ∈ p
ou b ∈ p. Portanto, p é um ideial primo.

11



(b) (⇒) Basta provar que todo elemento a + m ̸= m é invertivel. Dessa desigualdade
segue que a /∈ m e, assim, (a) +m = A, pois m é maximal. Então a unidade de A
pode ser escrita da seguinte forma

1 = ab+ n, para algum b ∈ A e algum n ∈ m.

Daí, 1− ab = n ∈ m, logo

1 +m = ab+m = (a+m)(b+m),

mostrando que b+m é o inverso de a+m no anel quociente A/m. Portanto, A/m é
um corpo.

(⇐) Sendo A/m um corpo, então m ̸= A. De fato, se m = A, então A/m = {0}, e
isso é incompatível com a hipótese de A/m ser um corpo. Falta provar que o único
ideal que contém m propriamente é A. Para tanto, denotamos por I um ideal de A
tal que I ⊃ m e I ̸= m e consideremos um elemento a ∈ I −m. Como a /∈ m, então
a+m ̸= m, ou seja, a+m é um elemento não nulo de A/m e, assim, tem um inverso
b + m no anel. Logo, ab − 1 ∈ I e, como a ∈ I, então 1 ∈ I. Dessa relação segue
que I = A. Portanto, o único ideal que contém m propriamente é A e, assim, m é
maximal.

■

Corolário 3.2 Todo ideal maximal é primo.

Proposição 3.3 Se f : A → B é um homomor�smo de anéis e q é um ideal primo em
B, então f−1(q) é um ideal primo de A.

Demonstração: Suponha que ab ∈ f−1(q), então

f(ab) = f(a)f(b) ∈ q,

como q é primo, temos que
f(a) ∈ q ou f(b) ∈ q.

Assim,
a ∈ f−1(q) ou b ∈ f−1(q).

Portanto, f−1 é um ideal primo em A.
■

A Proposição 3.33.3 se torna falsa se trocarmos ideal primo por ideal maximal.

Exemplo 3.2 Seja f : Z ↪→ Q o homomor�smo de anéis inclusão. Como Q é um corpo,
o ideal (0) ⊂ Q é maximal. Do fato de f ser injetora, segue que f−1((0)) = ker(f) =
(0) ⊂ Z, mas (0) não é um ideal maximal de Z, pois Z não é um corpo.

Proposição 3.4 Todo anel A não nulo possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 1, Teorema 1.3.
■

Corolário 3.5 Se I ̸= (1) é um ideal em A, então existe um ideal maximal de A contendo
I.
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Corolário 3.6 Todo elemento de A que não é invertivel está contido em um ideal maxi-
mal.

De�nição 3.4 Sejam A um anel e x ∈ A. Dizemos que x é nilpotente quando existe
n > 1 tal que xn = 0. Dizemos que x ̸= 0 é divisor de zero quando existe um elemento
não nulo y ∈ A tal que xy = 0.

Exemplo 3.3 Tome o anel k[x, y]/(x2). Logo, o elemento x ∈ k[x, y]/(x2) é nilpotente.
De fato,

(x)2 = x2 = 0.

Proposição 3.7 Todo elemento nilpotente é divisor de zero.

Demonstração: De fato, sejam A um anel e x ∈ A um elemento nilpotente não nulo.
Suponha que n é o menor número inteiro positivo, tal que xn = 0. Suponha, por absurdo,
que x não é um divisor de zero. Como

x.xn−1 = xn = 0,

logo xn−1 = 0, contradição. Portanto, x é um divisor de zero.
■

De�nição 3.5 Seja A um anel. De�nimos o nilradical de A, denotado porN, como sendo
o conjunto de todos os elementos nilpotentes.

Exemplo 3.4 Tome o anel k[x, y]/(x2). O nilradical desse anel é

N

(
k[x, y]

(x2)

)
= ⟨xym|m ∈ N ∪ {0}⟩.

Proposição 3.8 O nilradical de A é um ideal, e A/N não tem elementos nilpotentes
de�rentes de 0.

Demonstração: Se x ∈ N, claramente ax ∈ N, para todo a ∈ A. Sejam x, y ∈ N, temos
que xm = 0 e yn = 0, para algum m,n ∈ N. Pela expansão binomial, (x+ y)m+n−1 é uma
soma de múltiplos inteiros de produtos xrys, onde r + s = m + n − 1. Além disso, não
pode ocorrer ao mesmo tempo r < m e s < n e, assim, cada um desses produtos se anula.
Então, (x+ y)m+n−1 = 0 e, assim, x+ y ∈ N. Portanto, N é um ideal.

Seja x ∈ A/N representado por x ∈ A. Então xn é representado por xn. Se xn = 0,
então

xn ∈ N

⇒ (xn)k = 0, para algum k > 0

⇒ x ∈ N

⇒ x = 0.

Portanto, isso mostra que A/N não tem elemento nilpotente diferente de zero.
■

Proposição 3.9 O nilradical de A é a interseção de todos os ideais primos de A.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 1, Proposição 1.8.
■
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De�nição 3.6 O radical de Jacobson R de A é de�nido pela interseção de todos os ideais
maximais de A.

Proposição 3.10 Seja A um anel. Então x ∈ R se, e somente se, 1 − xy é invertivel
para todo y ∈ A.

Demonstração: Suponha que 1−xy não é invertivel. Pelo Corolário 3.63.6 pertence a algum
ideal máximal m, mas x ∈ R ⊂ m, logo xy ∈ m e, portanto, 1 ∈ m, absurdo. Por outro
lado, suponha que x /∈ m, para algum ideal maximal m, então (x) + m = A e, assim,
temos que

n+ xy = 1, para algum n ∈ m e y ∈ A,

como 1− xy ∈ m, então 1− xy não é invertivel, contradição.
■

Proposição 3.11

(a) Sejam p1, . . . , pn ideais primos e I um ideal contido em
⋃n
i=1 pi. Então I ⊂ pi, para

algum i.

(b) Sejam I1, . . . , In ideais e p um ideal primo contendo
⋂n
i=1 Ii, então p ⊃ Ii para algum

i. Em particular, se p =
⋂n
i=1 Ii, então p = Ii para algum i.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 1, Proposição 1.11.
■

De�nição 3.7 Seja I um ideal de A. Dizemos que I é radical se am ∈ I para algum
m > 0, implica que a ∈ I.

De�nição 3.8 Se I é um ideal de A, o radical de I é

r(I) = {x ∈ A|xn ∈ I, para algum n > 0}.

Observação 3.2 Seja I um ideal de uma anel A. Então I ⊂ r(I) e r(I) é um ideal.

Proposição 3.12 O radical de um ideal I é a interseção de todos os ideais primos que
contêm I.

Demonstração: Basta aplicar a Proposição 3.93.9 em A/I.
■

Módulos

De�nição 3.9 Seja A um anel. Um A-módulo é um par (M,µ) onde M é um grupo
abeliano e µ : A×M →M é uma aplicação que leva (a,m) em am e satisfaz:

a(m+ n) = am+ an
(a+ b)m = am+ bm

(ab)m = a(bm)
1m = m

para todo a, b ∈ A e m,n ∈M .
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Exemplo 3.5 Um ideal I de A é um A-módulo . Em particular, A é um A-módulo.

Exemplo 3.6 Se A = k é um corpo, então um A-módulo é um k-espaço vetorial.

Exemplo 3.7 Se A = Z então um A-módulo é um grupo abeliano, onde de�nimos nm =
m+ . . .+m, para todo n ∈ Z positivo.

De�nição 3.10 Sejam M e N dois A-módulos. Uma aplicação f : M → N é um A-
homomor�smo se

f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2)
f(am1) = af(m1)

para todo a ∈ A e m1,m2 ∈M .

Então f é um homomor�smo de grupos abelianos que comuta com a ação de cada
a ∈ A.

Observação 3.3 A composição deA-homomor�smos deA-módulos é umA-homomor�smo.

De�nição 3.11 Seja M um A-módulo. Um submódulo M ′ de M é um subgrupo de M
que é fechado em relação à multiplicação por elementos de A.

O grupo abeliano M/M ′ herda uma estrutura de A-módulo de M , de�nida por a(m+
M ′) = am+M ′. Logo, chamaremos M/M ′ de A-módulo quociente de M por M ′.

A projeção canônica M → M/M ′ é um A-homomor�smo que induz uma correspon-
dência bijetora, que preserva a ordem (⊂), entre submódulos de M que contém M ′ e
submódulos de M/M ′.

De�nição 3.12 Se f : M → N é um A-homomor�smo, o núcleo de f é o conjunto
ker(f) = {x ∈M |f(x) = 0}. De�nimos a imagem de f sendo o conjunto Im(f) = f(M).

O conúcleo de f é coker(f) =
N

Im(f)
.

Observação 3.4 O ker(f) é um submódulo de M , a Im(f) é um submódulo de N e
coker(f) é um módulo quociente de N .

Se m é um elemento de M , o conjunto de todos os múltiplos am, com a ∈ A, é um
submódulo de M , denotado por Am ou (m). Se um módulo M =

∑
i∈I Ami dizemos

que os m′
is formam um conjunto de geradores de M , isto signi�ca que todo elemento de

M pode ser expresso (não necessariamente de forma única) como uma combinação linear
�nita dos m′

is com coe�cientes em A. Um A-módulo é dito �nitamente gerado se ele tem
um conjunto �nito de geradores.

De�nição 3.13 Se (Mi)i∈I é uma família de A-módulos, podemos de�nir a soma direta⊕
i∈IMi, seus elementos são (mi)i∈I tais que mi ∈Mi, para cada i ∈ I, e quase todos mi

são 0 (exeto uma quantidade �nita).

De�nição 3.14 Um A-módulo livre é um A-módulo isomorfo a
⊕

i∈IMi, onde cada Mi

é isomorfo a A como um A-módulo. Um A-módulo livre �nitamente gerado é isomorfo a
An = A⊕ . . .⊕ A, para algum n > 0.
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De�nição 3.15 Uma sequência de A-módulos e A-homomor�smos

· · · −→Mi−1
fi−→Mi

fi+1−→Mi+1 −→ · · ·

é dita exata em Mi se Im(fi) = ker(fi+1). A sequência é exata se é exata em cada Mi.

Observação 3.5 Em particular:

(a) 0 −→M ′ f−→M é exata ⇔ f é injetora.

(b) M
g−→M ′′ −→ 0 é exata ⇔ g é sobrejetora.

(c) 0 −→ M ′ f−→ M
g−→ M ′′ −→ 0 é exata ⇔ f é injetora, g é sobrejetora e Im(f) =

ker(g).

Uma sequência do tipo (c) é chamada de sequência exata curta. Toda sequência exata
pode ser dividida em sequências exatas curtas.

Exemplo 3.8 Considere a sequência de A-módulos

0 −→ I
f−→ A

g−→ A/I −→ 0

onde I é um ideal de A, f é a aplicação inclusão e g a projeção canônica. Dessa forma,
essa sequência é exata.

De�nição 3.16 Considere os A-módulos M , N e P . Uma aplicação f : M × N → P é
chamada A-bilinear se ela satisfaz:

(a) f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n)

(b) f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′)

(c) f(am, n) = f(m, an) = af(m,n)

para todo m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N e a ∈ A.

Proposição 3.13 Sejam M e N A-módulos. Então existe um A-módulo T junto com
uma aplicação A-bilinear g :M ×N → T com as seguintes propriedades:

(a) Dados um A-módulo P e uma aplicação A-bilinear f :M ×N → P , existe um único
A-homomor�smo f ′ : T → P tal que f = f ′ ◦ g.

(b) Se (T, g) e (T ′, g′) são dois pares que satisfazem essa propriedade, então existe um
único isomor�smo j : T → T ′ tal que j ◦ g = g′.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 2, Proposição 12.
■

O módulo T construído na proposição anterior é chamado de produto tensorial de M
e N , e será denotado porM ⊗AN . O produto tensorialM ⊗AN é gerado pelos elementos
m⊗n, ondem ∈M e n ∈ N , chamaremos um elemento deste tipo de tensor elementar. Se
(mi)i∈I e (nj)j∈J são famílias de geradores deM e N , respectivamente, então os elementos
mi⊗nj geram M ⊗AN . Em particular, se M e N são �nitamente gerados então M ⊗AN
também é.
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Proposição 3.14 Seja

M ′ f−→M
g−→M ′′ −→ 0

uma sequência exata de A-módulos e A-homomor�smo, e seja N um A-módulo qualquer.
Então a sequência

M ′ ⊗N f−→M ⊗N g−→M ′′ ⊗N −→ 0

é exata.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 2, Proposição 2.18.
■

O funtor TN :M 7→M⊗AN na categoria de A-módulos não é em geral exato. Se TN é
exato signi�ca que ao tensorizar por N uma sequência exata a sequência obtida continua
exata, então N é dito ser um A-módulo plano.

Proposição 3.15 Seja N um A-módulo, as a�rmações a seguir são equivalentes:

i - N é plano.

ii - Se 0 −→ M ′ −→ M −→ M ′′ −→ 0 é uma sequência de A-módulos exata, então a
sequência tensorizada

0 −→M ′ ⊗N −→M ⊗N −→M ′′ ⊗N −→ 0

é exata.

iii - Se f :M ′ →M é injetora, então f ⊗ 1 :M ′ ⊗N →M ⊗N é injetora.

iv - Se f :M ′ →M é injetora e M,M ′ são �nitamente gerados, então f ⊗ 1 :M ′⊗N →
M ⊗N é injetora.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 2, Proposição 2.19.

De�nição 3.17 Seja f : A → B um homomor�smo de anéis. Se a ∈ A e b ∈ B,
de�nimos o produto ab := f(a)b. Logo, B tem estrutura de A-módulo e estrutura de
anel. Chamamos o anel B equipado com sua estrutura de A-módulo de A-álgebra.

Anéis de Frações

De�nição 3.18 Sejam A um anel e S ⊂ A. Dizemos que S é multiplicativamente fechado
se:

(a) 1 ∈ S;

(b) st ∈ S, para todo s, t ∈ S.

De�nição 3.19 Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado de
A. De�nimos a seguinte relação de equivalência em A× S:

(a, s) ≡ (a′, s′)⇔ (as′ − a′s)u = 0
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para algum u ∈ S.

Claramente esta relação é re�exiva e simétrica. Mostremos que é transitiva, suponha
que (s, t) ≡ (b, t) e (b, t) ≡ (c, u). Então, existe v, w ∈ S tais que

(at− bs)v = 0 e (bu− ct)w = 0
⇒ atv − bsv = 0 e buw − ctw = 0

⇒ atvuw − bsvuw = 0 e buwsv − ctwsv = 0
⇒ (au− cs)tvw = 0.

Como S é fechado para multiplicação, temos que tvw ∈ S. Portanto, (a, s) ≡ (c, u).

Denotamos por a
s
a classe de equivalência de (a, s) ∈ A× S e o conjunto quociente é

denotado por

S−1A :=
A× S
≡

= {a/s : a ∈ A e s ∈ S}.

De�nimos as seguintes operações em S−1A:

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
a

s
.
b

t
=
ab

st
.

Com essas operações, veri�ca-se que S−1A é um anel comutativo com unidade, onde 1
1
é

a unidade e 0
1
é o elemento neutro da adição.

Associado a S−1A temos um homomor�smo de anéis

ψ : A→ S−1A

a 7→ a

1
,

chamado de aplicação de localização.

Exemplo 3.9 Sejam f ∈ A e S = {fn}n≥0. Observe que, para todo n,m ≥ 0 temos

1 = f 0 ∈ S
fnfm = fn+m ∈ S.

Logo, S é um conjunto multiplicativamente fechado de A. Neste caso, o anel S−1A será
denotado por Af .

Exemplo 3.10 Seja p um ideal de A. Então, S = A− p é multiplicatiamente fechado se,
e somente se, p é primo.

De fato, suponha que S é multiplicativamente fechado e ab ∈ p. Suponha também,
por absurdo, que a e b não pertencem a p. Logo, a, b ∈ S e, como S é multiplicativamente
fechado, temos que ab ∈ S, contradição.

Por outro lado, se p é primo então 1 ∈ S. Por �m, suponha que a, b ∈ S, assim, ab
não pode pertencer a p (se ab ∈ p, então a ∈ p ou b ∈ p, o que não ocorre), logo ab ∈ S.
Portanto, S é multiplicativamente fechado.

No caso em que S = A−p com p um ideal primo, denotaremos S−1A por Ap e dizemos
que Ap é a localização de A em p.
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Proposição 3.16 A localização Ap é um anel local.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 3.
■

A construção do anel S−1A pode ser realizada com um A-módulo no lugar do anel A.

De�nição 3.20 De�nimos a seguinte relação de equivalência em M × S:

(m, s) ≡ (m′, s′)⇔ (ms′ −m′s)u = 0

para algum u ∈ S.

Seja µ : M → N um A-homomor�smo. Então, temos um S−1A-homomor�smo de
S−1A-módulos induzido

S−1µ : S−1M → S−1N

m/s 7→ µ(m)/s

para todo m ∈M e s ∈ S. Este homomor�smo satisfaz S−1(ν ◦ µ) = (S−1ν) ◦ (S−1µ), ou
seja, o diagrama a seguir é comutativo:

M N T

S−1M S−1N S−1T

u v

S−1u S−1v

Proposição 3.17 A operação S−1 é exata, isto é, se

M ′ f−→M
g−→M ′′

é exata em M , então

S−1M ′ S
−1f−→ S−1M

S−1g−→ S−1M ′′

é exata em S−1M .

Demonstração: Como g ◦ f = 0, então

(S−1g) ◦ (S−1f) = S−1(g ◦ f) = 0.

Logo, Im(S−1f) ⊂ ker(S−1g). Para mostrar a inclusão oposta, seja m/s ∈ ker(S−1g).
Então,

g(m)

s
= 0 ∈ S−1M ′′,

assim, existe t ∈ S tal que tg(m) = 0 em M ′′. Como g é um A-homomor�smo, temos

0 = tg(m) = g(tm).

Então, tm ∈ ker(g) = Im(f) e, assim, existe m′ ∈M ′ tal que tm = f(m′). Portanto, em
S−1M temos

m

s
=
f(m′)

st
= (S−1f)

(
m′

st

)
∈ Im(S−1f).

■
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Proposição 3.18 Seja M um A-módulo. Então os S−1A-módulos S−1M e S−1A⊗AM
são isomorfos, mais precisamente, existe um único ismor�smo

f : S−1A⊗M → S−1M

onde

f(a
s
⊗m) =

am

s
, ∀a ∈ A, m ∈M , s ∈ S.

Demonstração: A aplicação S−1A×M → S−1M de�nida por

(a/s,m) 7→ am/s

é bilinear e, portanto, pela Proposição 3.133.13 o produto tensorial induz um A-homomor�smo

f : S−1A⊗M → S−1M

satisfazendo o desejado. Claramente, f é sobrejetora e é de�nida de forma única.
Seja

∑
(ai/si)⊗mi é um elemento de S−1A⊗M . Se s =

∏
si ∈ S, de�na

ti =
∏
j ̸=i

sj,

temos ∑ ai
si
⊗mi =

∑ aiti
s
⊗m

=
∑ 1

s
⊗ aitim

=
1

s
⊗
∑

aitim.

Logo, todo elemento de S−1A⊗M é da forma (1/s)⊗m.
Suponha que f((1/s)⊗m) = 0. Então, m/s = 0 e, assim, tm = 0, para algum t ∈ S

e, portanto,

1

s
⊗m =

1

st
⊗ tm

=
1

st
⊗ 0

= 0.

Então, f é injetora.
■

Corolário 3.19 S−1A é um A-módulo plano.

Anéis Noetherianos

Nesta seção apresentaremos a de�nição e propriedades de um dos tipos de anéis mais
importantes para a álgebra comutativa.
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De�nição 3.21 O anel A é chamado de Noetheriano se satifaz as seguintes condições
equivalentes:

(a) Todo conjunto de ideais não vazio de A tem um elemento maximal.

(b) Toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionário.

(c) Todo ideal em A é �nitamente gerado.

Exemplo 3.11 O anel Z é Noetheriano. De fato, como Z é um domínio de ideais prin-
cipal, todos os ideais são da forma (n), para algum n ∈ Z.

Exemplo 3.12 O anel de polinômios k[x1, x2, . . .] em um número in�nito de variáveis xn
não é Noetheriano, pois a cadeia de ideais ascendente

(x1) ⊊ (x1, x2) ⊊ . . .

é estritamente crescente.

De�nição 3.22 Sejam A um anel e M um A-módulo. Chameremos M de um A-módulo
Noetheriano se todos os seus submódulos são �nitamente gerados.

Proposição 3.20 Seja

0 −→M ′ f−→M
g−→M ′′ −→ 0

uma sequência de A-módulos exata. Então, M é Noetheriano se, e somente se, M ′ e M ′′

são Noetherianos.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 6, Proposição 6.3.

Corolário 3.21 Se A é Noetheriano, então A/I é Noetheriano para todo ideal I de A.

Exemplo 3.13 Como Z é Noetheriano e a sequência

0 −→ nZ −→ Z −→ Zn −→ 0

é exata, para todo n > 0. Então, o anel Zn é Noetheriano.

Proposição 3.22 Se A é Noetheriano e f é um homomor�smo sobrejetor de A para um
anel B, então B é Noetheriano.

Demonstração: Pelo teorema do isomor�smo, temos que

A

ker(f)
∼= B.

Pelo Corolário 3.213.21, B é Noetheriano.
■

Proposição 3.23 Se A é Noetheriano e S um subconjunto multiplicativamente fechado
de A, então S−1A é Noetheriano.

21



Demonstração: Sabemos que todos os ideais de S−1A são da forma S−1I, onde I é um
ideal de A. Dado S−1I um ideal de S−1A, temos que I é �nitamente gerado, digamos por
x1, . . . , xn. Assim, a�rmamos que x1/1, . . . , xn/1 são geradores de S−1I. De fato, dado
x/s ∈ S−1I, temos que x/1 ∈ S−1I. Logo, x ∈ I. Desse modo, existem c1, . . . , cn ∈ A
tais que

x = c1x1 + · · ·+ cnxn.

Daí,
x

1
=
c1
1

x1
1

+ · · · cn
1

xn
1
.

Então
x

s
=
c1
s

x1
1

+ · · · cn
s

xn
1
.

Portanto, S−1I é �nitamente gerado e, assim, S−1A é Noetheriano.
■

Corolário 3.24 Se A é Noetheriano e p um ideal primo de A, então Ap é Noetheriano.

Corolário 3.25 Se A é Noetheriano e f ∈ A, então Af é Noetheriano.

Teorema 3.26 (Teorema da Base de Hilbert) Se A é Noetheriano, então o anel de po-
linômios A[x] é Noetheriano.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 7, Teorema 7.5.
■

Corolário 3.27 Se A é Noetheriano, então A[x1, . . . , xn] é Noetheriano.

Demonstração: Vamos provar por indução. Para A[x1] vale pelo Teorema da Base de
Hilbert 3.263.26. Suponha que A[x1, . . . , xn−1] é Noetheriano. Então, pelo Teorema da Base
de Hilbert 3.263.26, A[x1, . . . , xn−1][xn] é Noetheriano. Como

A[x1, . . . , xn] ∼= A[x1, . . . , xn−1][xn],

então A[x1, . . . , xn] é Noetheriano.
■

Proposição 3.28 Em um anel Noetheriano A, todo ideal I contém uma potência de seu
radical.

Demonstração: Sejam x1, . . . , xk geradores de r(I). Então,

xni
i ∈ I, para algum ni ∈ N e 1 ≤ i ≤ k.

Seja m =
∑k

i=1(ni − 1) + 1. Então r(I)m é gerado pelos produtos xr11 . . . . .x
rk
k , onde

m =
∑
ri. Da de�nição de m devemos ter ri ≥ ni, para pelo menos um índice i e, assim,

cada um desses monômios está em I e, portanto, r(I)m ⊂ I.
■

Corolário 3.29 Em um anel Noetheriano o nilradical é nilpotente.
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Espectro de um Anel

De�nição 3.23 Seja A um anel. De�nimos o espectro de A como sendo o conjunto de
todos os ideais primos de A, isto é

specA = {p ⊂ A| p é um ideal primo de A}.

Exemplo 3.14 Se A = k é um corpo, então specA = {0}.

Exemplo 3.15 Se A = Z, então

specA = {(p)|p é primo}
⋃
{0}.

Exemplo 3.16 Se A = C[x], então

specA = {(x− x0)|x0 ∈ C}
⋃
{0}.

De�nição 3.24 Seja E um subconjunto de um anel A. De�nimos a variedade de E como
sendo o conjunto

V (E) = {p ⊂ A|p ∈ specA e E ⊂ p}.

Exemplo 3.17 Seja A = Z, então a variedade de E = {6} é V (E) = {(2), (3)}.

Proposição 3.30 Seja E um subconjunto de um anel A. Então vale que:

(a) Se I é o ideal gerado por E, então V (E) = V (I) = V (r(I)).

(b) V (0) = specA e V (1) = ∅.

(c) Se {Eα}α∈J é uma família qualquer de subconjuntos de A, então

V (
⋃
α∈J Eα) =

⋂
α∈J V (Eα).

(d) V (I1 ∩ I2) = V (I1I2) = V (I1) ∪ V (I2), para todos os ideias I1, I2 de A.

Demonstração:

(a) i - V (E) = V (I): Se p ∈ V (I), então I ⊂ p. Como I é gerado por E, temos que
E ⊂ I. Logo, E ⊂ p e, assim, p ∈ V (E). Por outro lado, se p ∈ V (E) signi�ca
que p contém todos os geradores de I, isto é, I ⊂ p e p ∈ V (I).

ii - V (I) = V (r(I)): Se p ∈ V (r(I)), então r(I) ⊂ p. Como I ⊂ r(I), temos que
I ⊂ p e, assim, p ∈ V (I). Por outro lado, seja p ∈ V (I). Pela Proposição 3.123.12,
temos que r(I) é a interseção de todos os ideias primos contendo I e, portanto,
p ∈ V (r(I)).

(b) Como 0 ∈ p, para todo p ∈ specA, então V (0) = specA e, como 1 não pertence a p,
para nenhum p ∈ specA, então V (1) = ∅.

(c) Sejam {Eα}α∈J uma família de subconjuntos de A e p ∈ specA. Então, p contém⋃
α∈J Eα se, e somente se, p contém cada Eα. Logo,

V (
⋃
α∈J Eα) =

⋂
α∈J V (Eα).
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(d) Sejam I1 e I2 ideais de A.

i - V (I1 ∩ I2) = V (I1I2): Temos que

V (I1I2) = V (r(I1I2)) = V (r(I1 ∩ I2)) = V (I1 ∩ I2).

ii - V (I1I2) = V (I1) ∪ V (I2): Como I1I2 está contido em I1 e I2, então V (I1) ∪
V (I2) ⊂ V (I1I2). Por outro lado, se p é um ideal primo contendo I1I2, pela
Proposição 3.113.11, então p contém I1 ou I2 e, assim, V (I1I2) ⊂ V (I1) ∪ V (I2).

■
Este resultado mostra que os conjuntos V (E) satisfazem os axiomas de conjuntos

fechados de um espaço topológico (Proposição 2.12.1). Tal topologia em specA é chamada
de topologia de Zariski.

Observação 3.6 Os abertos D(f) = specA−V (f), onde f ∈ A, são chamados de abertos
principais e formam uma base da topologia de Zariski em A.

De fato,

i - Dado p ∈ specA. Como

D(1) = specA− V (1) = specA− ∅

então p ∈ D(1), ou seja, existe um elemento principal que contém p.

ii - Se p ∈ specA e p ∈ D(f) ∩D(g), onde f, g ∈ A, então

D(f) ∩D(g) = (specA− V (f)) ∩ (specA− V (g))

= specA− (V (f) ∪ V (g))

= specA− V (fg)

= D(fg).

Logo, p ∈ D(fg) = D(f) ∩D(g).

Portanto, o conjunto dos abertos principais formam uma base para a topologia de
Zariski.

De�nição 3.25 Seja φ : A → B um homomor�smo de anéis. De�nimos a aplicação
associada a φ:

spec(φ) : specB → specA

p 7→ φ−1(p).

A aplicação spec(φ) está bem de�nida, pois pela Proposição 3.33.3 φ−1(p) é um ideal
primo de A, para todo ideal primo p de B.

Proposição 3.31 Seja φ : A → B um homomor�smo de anéis. Então spec(φ) é uma
aplicação contínua.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 1, Exercício 21.
■

Proposição 3.32 Seja φ : A→ B um homomor�smo de anéis.
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(a) Se φ é sobrejetor, então spec(φ) é um homeomor�smo de specB sobre V (kerφ).

(b) Se φ é injetora, então spec(φ)(specB) = specA.

Demonstração: Ver [44], Capítulo 1, Exercício 21.
■

Corolário 3.33 Sejam A um anel, I um ideal de A e π : A → A/I o homomor�smo
canônico. Então

spec(π) : specA/I ↪→ specA

é um homeomor�smo de specA/I sobre o fechado V (I) ⊂ specA.

Corolário 3.34 Sejam A um anel, S um conjunto multiplicativamente fechado de A e
ψ : A→ S−1A a localização. Então

spec(ψ) : specS−1A→ specA

é um homeomor�smo de specS−1A sobre o conjunto US = {p ∈ specA|p∩S = ∅} ⊂ specA.

Corolário 3.35 Sejam A um anel, f ∈ A e S = {1, f, f 2, . . .} ⊂ A. Seja ψ : A → Af a
localização. Então

spec(ψ) : specAf → specA

é um homeomor�smo de specAf sobre o aberto D(f).
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4 Geometria Algébrica Clássica

Neste capítulo de�niremos e apresentaremos propriedades relacionadas às variedades
algébricas a�ns e as variedades algébricas projetivas. O livro usado como referência é [55].

4.1 Variedades Algébricas A�ns

De�nição 4.1 Dado um corpo k e um inteiro positivo n de�nimos o espaço a�m n-
dimensional sobre k

kn = {(a1, . . . , an)|a1, . . . , an ∈ k}.

De�nição 4.2 Sejam k um corpo e E um subconjunto de polinômios de k[x1, . . . , xn].
De�nimos a variedade a�m de E por:

V(E) = {a ∈ kn|f(a) = 0,∀f ∈ E}.

Proposição 4.1 Seja I o ideal gerado por E. Então V(E) = V(I).

Demonstração: Sejam a ∈ V(E) e F ∈ I, então

F = h1f1 + · · ·+ hlfl

onde f1, . . . fl ∈ E e h1, . . . , hl ∈ k[x1, . . . , xn]. Logo,

F (a) = h1(a)f1(a) + · · ·+ hl(a)fl(a)

= h1(a)0 + · · ·+ hl(a)0

= 0.

Deste modo, a ∈ V(I) e V(E) ⊂ V(I). Por outro lado, se b ∈ V(I) e G ∈ E. Então,
como E ⊂ I, temos que G ∈ I e, assim, G(b) = 0. Portanto, V(I) ⊂ V(E).

■
A Proposição 4.14.1 nos diz que toda variedade a�m V é da forma V = V(I), onde I

é um ideal de K[x1, . . . , xn]. Esta observação, associada ao Teorema da Base de Hilbert
3.263.26, nos permite uma nova de�nição para as variedades algébricas, isto é,

De�nição 4.3 Sejam k um corpo e f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] polinômios. De�nimos a
variedade a�m de�nida por f1, . . . , fs:

V(f1, . . . , fs) = {a ∈ kn|fi(a) = 0 para todo 1 ⩽ i ⩽ s}.
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Exemplo 4.1 A seguir alguns exemplos de variedades a�ns em C2:

Figura 4.1: V(x− y). Figura 4.2: V(x2+y2−1).

Figura 4.3: V(x2 − y). Figura 4.4: V(y2−x3−x2).

Proposição 4.2 Seja I = ⟨f1, . . . , fr⟩ e J = ⟨g1, . . . , gs⟩. Então IJ é gerado pelo conjunto
de todos os produtos de geradores de I e J , isto é

IJ = ⟨figj|1 ⩽ i ⩽ r, 1 ⩽ j ⩽ s⟩.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 4, Seção 3, Proposição 6.
■

Proposição 4.3 Se I e J são ideais em k[x1, . . . , xn], então V(IJ) = V(I) ∪V(J).

Demonstração: Sejam I = ⟨f1, . . . , fr⟩ e J = ⟨g1, . . . , gs⟩. Pela Proposição 4.24.2, temos que

V(IJ) = V(figj|1 ⩽ i ⩽ r, 1 ⩽ j ⩽ s)

= V(f1, . . . , fr) ∪V(g1, . . . , gs)

= V(I) ∪V(J).

■
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Proposição 4.4 A interseção de uma família qualquer de variedades a�ns é uma varie-
dade a�m.

Demonstração: Seja {Vα = V(Iα)}α uma família de variedades a�ns, suponha P ∈ ∩Vα,
então P ∈ V(Iα) para todo α, assim temos que P ∈ V(∪Iα). Portanto Vα ⊂ V(∪Iα).

Agora considere P ∈ V(∪Iα), ou seja, para todo f ∈ ∪Iα temos que f(P ) = 0,
portanto P ∈ V(Iα), ou seja, P ∈ ∩Vα. Isto implica que Vα ⊃ V(∪Iα). Portanto⋂

Vα = V(∪Iα),

então
⋂
Vα é uma variedade a�m.

■
Observe que, V(1) = ∅ e V(0) = kn. Logo, pelas Proposições 4.34.3 e 4.44.4, podemos

de�nir uma topologia em kn, isto é

De�nição 4.4 De�nimos em kn uma topologia, chamada de topologia de Zariski, onde
os fechados são as variedades a�ns.

A partir de agora sempre que tratarmos de aspectos topológicos em kn, estará suben-
tentido que estamos tratando da topologia de Zariski, a menos que seja dito contrário.

De�nição 4.5 De�nimos o ideal de uma variedade a�m V ⊂ kn como sendo o conjunto

I(V ) = {f ∈ k[x1, . . . , xn]|f(a) = 0,∀a ∈ V }.

O ideal de uma variedade I(V ) é um ideal de k[x1, . . . , xn]. De fato, o polinômio
identicamente nulo está em I(V ) e, dados f, g ∈ I(V ) e h ∈ k[x1, . . . , xn] temos que

(f + g)(a) = f(a) + g(a) = 0,
(fh)(a) = f(a)h(a) = 0h(a) = 0

para todo a ∈ V . Portanto, I(V ) é um ideal.

Lema 4.5 Seja k um corpo.

(a) Se I1 ⊂ I2, então V(I1) ⊃ V(I2).

(b) Se V1 ⊂ V2, então I(V1) ⊃ I(V2).

onde I1, I2 ⊂ k[x1, . . . , xn] ideais e V1, V2 ⊂ kn variedades a�ns.

Demonstração:

(a) Dados a ∈ V(I2) e f ∈ I1. Como I1 ⊂ I2, temos que f ∈ I2 e, assim, f(a) = 0.
Portanto, a ∈ V(I1) e V(I1) ⊃ V(I2).

(b) Dados g ∈ I(V2) e b ∈ V1. Como V1 ⊂ V2, temos que b ∈ V2 e, assim, g(b) = 0.
Portanto, g ∈ I(V1) e I(V1) ⊃ I(V2).

■

Proposição 4.6 Seja k um corpo. Sejam V ⊂ kn uma variedade a�m e I ⊂ k[x1, . . . , xn]
um ideal, então V(I(V )) = V e V(r(I)) = V(I).

Demosntração:
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i - V(I(V )) = V : Sai direto da de�nição de V e I.

ii - V(r(I)) = V(I): Como I ⊂ r(I), pelo Lema 4.54.5, temos que V(r(I)) ⊂ V(I). Por
outro lado, se a ∈ V(I) e f ∈ r(I), existe m > 0 tal que fm ∈ I. Logo,

fm(a) = 0
⇒ f(a) = 0.

Com isso, a ∈ V(r(I)). Portanto, V(r(I)) = V(I).

■

Lema 4.7 Seja V uma variedade. Então I(V ) é um ideal radical.

Demonstração: Se fm ∈ I(V ), então

fm(a) = f(a)f(a) . . . f(a) = 0
⇒ f(a) = 0

para todo a ∈ V . Portanto, f ∈ I(V ) e I(V ) é radical.
■

Teorema 4.8 (Teorema dos zeros de Hilbert) Seja k um corpo algebricamente fechado.

(a) Se um ideal I ∈ k[x1, . . . , xn] satisfaz V(I) = ∅, então I = k[x1, . . . , xn].

(b) Se f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn], então f ∈ I(V(f1, . . . , fs)) se, e somente se, fm ∈
⟨f1, . . . , fs⟩ para algum inteiro m ≥ 1.

(c) Se I é um ideal em k[x1, . . . , xn], então I(V(I)) = r(I).

Demonstração: Ver [55], Capítulo 4, Seção 1, Teorema 1, Teorema 2; Seção 2, Teorema 6.
■

Para demonstrar o teorema a seguir, utilizaremos as ferramentas apresentadas nessa
seção.

Teorema 4.9 (Correspondência ideal-variedade) Seja k um corpo algebricamente fe-
chado. Existe uma bijeção, que reverte a inclusão, entre as variedades a�ns em kn e
os ideais radicais em k[x1, . . . , xn].

Demonstração: Sejam

φ : I 7→ V(I) e ψ : V 7→ I(V ),

onde I ⊂ k[x1, . . . , xn] é um ideal radical e V ⊂ kn uma variedade a�m. Com isso, temos
que

(φ ◦ ψ)(V ) = φ(I(V )) = V .

Por outro lado,

(ψ ◦ φ)(I) = ψ(V(I)) = I(V(I)) = r(I) = I.

Portanto, ψ é a inversa de φ.
■
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De�nição 4.6 Uma variedade a�m V ⊂ kn é irredutível se sempre que V é escrita da
forma V = V1 ∪ V2, onde V1 e V2 são variedades a�ns, então V1 = V ou V2 = V . Caso
contrário, dizemos que a variedade é redutível.

Proposição 4.10 Seja V ⊂ kn uma variedade a�m. Então V é irredutível se, e somente
se, I(V ) é um ideal primo.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 4, Seção 5, Proposição 3.
■

Observação 4.1 Todo ideal primo é radical.
De fato, sejam I um ideal primo e fm ∈ I, para algum m > 0. Escolhemos o m de

modo que seja o menor inteiro positivo que satisfaz fm ∈ I. Suponha, por absurdo, que
f /∈ I, então

fm−1f = fm ∈ I.

Contradição, pois I é primo, mas fm−1 /∈ I e f /∈ I. Portanto, f ∈ I e, assim, I é radical.

Corolário 4.11 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijeção, que reverte
a inclusão, entre as variedades a�ns irredutíveis em kn e os ideais primos em k[x1, . . . , xn].

Exemplo 4.2 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se f ∈ k[x1, . . . , xn] é irredutível,
então V(f) é irredutível.

Tome I = ⟨f⟩. Se g · h ∈ I, então

gh = pf , onde p ∈ k[x1, . . . , xn].

Como f é irredutível, temos que g ou h é divisível por f . Então, g ∈ I ou h ∈ I. Logo, I
é primo e, portanto, como k é algebricamente fechado, V(I) = V(f) é irredutível.

Exemplo 4.3 A variedade a�m V = V(y − x2, z − x3) ⊂ R3 é irredutível. De fato,
mostremos que I(V ) é primo. Suponha que fg ∈ I(V ). Como a curva é parametrizada
por (t, t2, t3), para todo t ∈ R, segue que

f(t, t2, t3)g(t, t2, t3) = 0
⇒ f(t, t2, t3) = 0 ou g(t, t2, t3) = 0.

Logo, f ou g se anula em toda variedade a�m V . Portanto, f ou g está em I(V ), provando
que I(V ) é primo e, assim, V é irredutível.

Proposição 4.12 Se k é um corpo in�nito e V ⊂ kn é uma variedade a�m de�nida
parametricamente por

x1 = f1(t1, . . . , tm)
...

xn = fn(t1, . . . , tm),

onde f1, . . . , fn são polinômios em k[t1, . . . , tm], então V é irredutível.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 4, Seção 5, Proposição 5.
■
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Observação 4.2 Se (a1, . . . , an) ∈ kn, então I({a1, . . . , an}) = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.
De fato, como xi − ai se anula em (a1, . . . , an) para cada 1 ≤ i ≤ n, então xi − ai ∈

I({a1, . . . , an}) para cada 1 ≤ i ≤ n e, assim, ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊂ I({a1, . . . , an}).
Por outro lado, se f ∈ I({a1, . . . , an}), podemos escrever f da seguinte forma

f = g1(x1 − a1) + · · ·+ gn(xn − an) + r

onde g1, . . . , gn ∈ k[x1, . . . , xn] e r ∈ k. Logo,

0 = f(a1, . . . , an)

= g1(a1, . . . , an)0 + · · ·+ gn(a1, . . . , an)0 + r

= r.

Logo, f ∈ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ e, portanto, I({a1, . . . , an}) ⊂ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

Teorema 4.13 Seja k um corpo algebricamente fechado. Então todo ideal maximal de
k[x1, . . . , xn] é da forma ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩, para algum (a1, . . . , an) ∈ kn.

Demonstração: Seja I ⊂ k[x1, . . . , xn] um ideal maximal. Como I ̸= k[x1, . . . , xn], pelo
Teorema dos zeros de Hilbert, temos que V(I) ̸= ∅. Logo, existe um ponto (a1, . . . , an) ∈
V(I). Assim, todo f ∈ I se anula em (a1, . . . , an), logo f ∈ I({(a1, . . . , an)}), então I ⊂
I({(a1, . . . , an)}). Porém, como I é maximal e I({a1, . . . , an}) = ⟨x1−a1, . . . , xn−an⟩(pela
observação anterior), temos que

I = I({(a1, . . . , an)})
= ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

■

Corolário 4.14 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijeção, que reverte
a inclusão, entre os pontos em kn e os ideais maximais em k[x1, . . . , xn].

Proposição 4.15 Uma variedade a�m V é irredutível se, e somente se, para cada varie-
dade a�m W ⊊ V a diferença V −W é densa em V .

Demonstração: Ver [55], Capítulo 4, Seção 4, Proposição 13.
■

4.2 Variedades Algébricas Projetivas

Neste seção de�niremos e estudaremos propriedades relacionadas às variedades proje-
tivas sobre o espaço projetivo. Para isso, usaremos como referência o livro texto [55].

De�nição 4.7 O plano projetivo sobre k, denotado por P2(k)(ou apenas por P2), é o
conjunto

P2(k) = k2 ∪ {Um ponto no ∞ para cada classse de equivalência de retas paralelas}

Seja L ⊂ k2 uma reta. Seja [L]∞ o ponto comum em ∞ de todas as retas paralelas a
L. Então chamaremos o conjunto

L = L ∪ [L]∞ ⊂ P2
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de reta projetiva correspondente a L. Observe que duas retas projetivas sempre se inter-
sectam extamente em um ponto: se elas não são paralelas em k2, se encontram em um
ponto em k2, se elas são paralelas em k2, se encontram em seu ponto comum no in�nito.

De�nição 4.8 De�na em k3 a relação de equivalência p ∼ q ⇔ p = λq, onde λ ∈ k.
De�na também o plano projetivo como sendo

P2(k) =
k3 − {0}
∼

.

A cada (x0, x1, x2) ∈ k3 − {0} denotaremos a sua classe de equivalência por (x0 : x1 :
x2) ∈ P2.

De�nição 4.9 Sejam A,B,C ∈ k, onde A,B ou C é diferente de 0. O conjunto

{(x0 : x1 : x2) ∈ P2|Ax0 +Bx1 + Cx2 = 0}

é chamado de reta projetiva em P2.

A próxima proposição servirá para relacionar as duas de�nições de plano projetivo
apresentadas.

Proposição 4.16 A aplicação

π : k2 → P2(k)

(x0, x1) 7→ (x0 : x1 : 1),

é injetora e o complemento de sua imagem é a reta projetiva H∞ de�nida por x2 = 0.

Demosntração: Seja (x, y) e (x′, y′) tal que π(x, y) = π(x′, y′). então

(x : y : 1) = (x′ : y′ : 1)

⇒(x, y, 1) = λ(x′, y′, 1), para algum λ ∈ k − {0}
⇒λ = 1

⇒(x, y) = (x′, y′)

temos que π é injetora
Seja P = (x : y : z) ∈ P2. Se z = 0, então P está na reta projetiva H∞. Por outro

lado, se z ̸= 0, então podemos multiplicar por 1/z, isto é

P = (x : y : z) = (x/z : y/z : 1),

isso mostra que P está na imagem da aplicação π, pois basta toma o ponto (x/z, y/z) ∈ k2.
Portanto, a imagem da aplicação π é o complemento da reta projetiva H∞.

■
Segue da Proposição 4.164.16 que

P2 = k2 ∪H∞, H∞ = {(x0 : x1 : 0)|x0 ̸= 0 ou x1 ̸= 0}.

Para terminarmos de averiguar que as duas de�nições do plano projetivo são equiva-
lente, resta mostrar que H∞ consiste em pontos no∞ da De�nição 4.74.7. Assim, precisamos
estudar como as retas em k2, chamaremos de retas a�ns, se relacionam com as retas pro-
jetivas.
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Retas A�ns Retas Projetivas Pontos em ∞
L : y = mx+ b L : y = mx+ bz (1 : m : 0)

L : x = c L : x = cz (0 : 1 : 0)

Para entender essa tabela, primeiro considere uma reta a�m não vertical L de�nida
por y = mx + b. Dado (x, y) ∈ k2, temos que π(x, y) = (x : y : 1) satisfaz a equação
y = mx+ bz. Assim, (x : y : z) está na reta projetiva L de�nida por mx− y + bz = 0, de
modo que L pode ser considerado um subconjunto de L. Os pontos de L, que não estão
em L, são os pontos da forma z = 0. As equações z = 0 e y = mx + bz implicam em
y = mx, logo as soluções são (x : mx : 0). Deste modo, x ̸= 0, pois as coordenadas nunca
são todas nulas simultaneamente, e dividindo por x, temos que (1 : m : 0) é o único ponto
em L ∩H∞. O pensamento é análogo às retas a�ns da forma x = c.

A tabela mostra que duas retas em k2 se encontram no mesmo ponto em ∞ se, e
somente se, elas são paralelas. Consequentemente, H∞ consiste em um único ponto em
∞ para cada classe equivalência de retas paralelas. Então P2 = k2 ∪ H∞ mostra que as
duas de�nições são o mesmo objeto, o plano projetivo.

Por conta da De�nição 4.84.8 que restringe (x0, x1, x2) ̸= (0, 0, 0), temos a seguinte bijeção

P2 ∼= { retas que passam pela origem em k3}.

De�nição 4.10 De�na em kn a relação de equivalência p ∼ q ⇔ p = λq, onde λ ∈ k.
De�na também o espaço projetivo n-dimencional como sendo

Pn(k) =
kn − {0}
∼

.

A cada (x0, . . . , xn) ∈ kn − {0} denotaremos a sua classe de equivalência por (x0 : . . . :
xn) ∈ Pn, chamadas de coordenadas homogêneas.

Seguindo o mesmo raciocínio, temos que

Pn ∼= {retas que passa pela origem em kn+1}.

Proposição 4.17 Seja

U0 = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn|x0 ̸= 0}.

Então a aplicação ϕ que leva (a1, . . . , an) ∈ kn em (1 : a1 : . . . : an) ∈ Pn é uma bijeção
entre kn e U0 ⊂ Pn.

Demonstração: De�nimos

ψ : U0 → kn

(x0 : . . . : xn) 7→ (x1/x0, . . . , xn/x0).

Primeiro mostremos que ψ esta bem de�nida. De fato, se (x0 : . . . : xn) = (x′0 : . . . :
x′n) ∈ U0, então existe λ ∈ k − {0}, tal que

(x′0, . . . , x
′
n) = λ(x0, . . . , xn).
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Então

ψ(x′0, . . . , x
′
n) =

(
x′1
x0
, . . . ,

x′n
x0

)
=

(
λx1
λx0

, . . . ,
λxn
λx0

)
=

(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)
= ψ(x0 : . . . : xn).

Agora, basta mostrar que ψ é a inversa de ϕ. De fato, se (a1, . . . , an) ∈ kn, temos que

ψ(ϕ(a1, . . . , an)) = ψ(1 : a1 : . . . : an)

= (a1, . . . , an).

Por outro lado, se (a0 : . . . : an) ∈ U0, temos que

ϕ(ψ(a0 : . . . : an)) = ϕ

(
a1
a0
, . . . ,

an
a0

)
=

(
1,
a1
a0
, . . . ,

an
a0

)
= (a0 : a1 : . . . : an).

■
Temos que Pn = U0 ∪H, onde

H = {P ∈ Pn|P = (0 : x1 : . . . : xn)}.

Se identi�carmos U0 com o espaço a�m kn e H como o hiperplano no in�nito Pn−1, então

Pn = kn ∪ Pn−1.

Corolário 4.18 Para cada i = 0, . . . , n, seja

Ui = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn|xi ̸= 0}.

(a) Os pontos de Ui estão em bijeção com os pontos de kn.

(b) O complementar Pn − Ui pode ser identi�cado com Pn−1.

(c) Pn =
⋃n
i=0 Ui.

Note que dado um polinômio qualquer f ∈ k[x0, . . . , xn] não faz sentido avaliar em
(a0 : . . . : xn) ∈ Pn, pois o valor de f dependerá do representante.

Exemplo 4.4 Dados f = x1 − x22 e P = (1 : 4 : 2) = (2 : 8 : 4). Observe que

f(1, 4, 2) = 0 e f(2, 8, 4) = −8.

Desta forma, não consiguimos determinar se f se anula em P .

Para evitar este tipo de problema, iremos de�nir uma classe especial de polinômios.
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De�nição 4.11 Dado f ∈ k[x0, . . . , xn], dizemos que f é um polinômio homogêneo se
todos os monômios de f têm o mesmo grau.

De�nição 4.12 Dado um polinômio qualquer f ∈ k[x0, . . . , xn] de grau d, podemos
escrever f da seguinte forma

f =
d∑
i=0

fi,

onde fi ∈ k[x0, . . . , xn] é um polinômio homogêneo de grau i. Dizemos que cada fi desta
decomposição é uma componente homogênea.

Exemplo 4.5 Dado o polinômio f = x2y3 + 3y5 + x4 + 2x2y2 + x3 + xy + 6x + y + 10.
Então,

f =
5∑
i=0

fi,

onde, f0 = 10, f1 = 6x+ y, f2 = xy, f3 = x3, f4 = x4 + 2x2y2, f5 = x2y3 + 3y5.

Proposição 4.19 Seja f ∈ k[x0, . . . , xn] um polinômio homogêneo, se f se anula em um
representante do ponto P ∈ Pn, então f se anula em qualquer representante de P .

Demonstração: Sejam (a0 : . . . : an) = (λa0 : . . . : λan) coordenadas homogêneas para um
ponto P ∈ Pn. Suponha que f(a0, . . . , an) = 0. Como f é homogêneo de grau d, então
todos os seus monômios são da forma

c
n∏
i=0

xαi
i , onde α0 + · · ·+ αn = d e c ∈ k.

Substituindo xi = λai, temos que

c

n∏
i=0

(λai)
αi = λdc

n∏
i=0

aαi
i .

Logo, os termos em f(λa0, . . . , λan) tem o fator comum λd e, portanto

f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an) = 0.

Nestas hipóteses, concluímos que f(P ) = 0 não depende da representação de P .
■

De�nição 4.13 Sejam k um corpo e f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] polinômios homogêneos.
De�nimos a variedade projetiva de�nida por f1, . . . , fs:

V(f1, . . . , fs) = {P ∈ Pn|fi(P ) = 0 para todo 1 ⩽ i ⩽ s}.

Pela Proposição 4.194.19, a variedade projetiva está bem de�nida.

Observação 4.3 Sempre que usarmos a notação Ia e Va, estaremos nos referindo aos
ideais e variedades, respectivamente, no espaço a�m.

Proposição 4.20 Seja V = V(f1, . . . , fs) uma variedade projetiva. Então W = V ∩ U0

corresponde a uma variedade a�m V(g1, . . . , gs) ⊂ kn, onde
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gi(x1, . . . , xn) = fi(1, x1, . . . , xn), para cada 1 ≤ i ≤ s.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 8, Seção 2, Proposição 6.
■

O processo descrito na Proposição 4.204.20 é chamado de deshomogeneização.

Exemplo 4.6 Dada a variedade projetiva

V(x21 − x2x0, x31 − x3x20) ⊂ P3.

Temos a variedade a�m correspondente

V(x21 − x2, x31 − x3) ⊂ k3.

Proposição 4.21 Seja g ∈ k[x1, . . . , xn] polinômio de grau d.

(a) Seja g =
∑d

i=0 gi a expansão de g como soma de suas componentes homogêneas, onde
gi tem grau i. Então

gh(x0, . . . , xn) =
d∑
i=0

gi(x1, . . . , xn)x
d−i
0

é um polinômio homogêneo de grau d em k[x0, . . . , xn]. Vamos chamar gh de homo-
geneização de g.

(b) A homogeneização de g pode ser calculada pela fórmula

gh = xd0g(
x1
x0
, . . . , xn

x0
).

(c) A deshomogeneização de gh é g, isto é

gh(1, x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn).

(d) Sejam F (x0, . . . , xn) um polinômio homogêneo e xe0 a maior potência de x0 que divide
F . Se f = F (1, x1, . . . , xn) é uma deshomogeneização de F , então F = xe0f

h.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 8, Seção 2, Proposição 7.

De�nição 4.14 Um ideal I ⊂ k[x0, . . . , xn] é chamado de homogêneo se para cada f ∈ I,
as componentes homogêneas fi de f estão em I.

Proposição 4.22 Seja I ⊂ k[x0, . . . , xn] um ideal. Então as seguintes a�rmações são
equivalentes:

(a) I é um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn].

(b) I = ⟨f1, . . . , fs⟩, onde f1, . . . , fs são homogêneos.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 8, Seção 3, Teorema 2.
■

De�nição 4.15 Sejam k um corpo e I ideal homogêneo de k[x1, . . . , xn]. De�nimos a
variedade projetiva de I por:
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V(I) = {P ∈ Pn|f(P ) = 0,∀f ∈ I}.

Para mostrar que V(I) é uma variedade projetiva de fato, segue a proposição:

Proposição 4.23 Seja I ⊂ k[x0, . . . , xn] um ideal homogêneo e suponha que I = ⟨f1, . . . , fs⟩,
onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos. Então

V(I) = V(f1, . . . , fs).

Demonstração: É fácil ver que V(I) ⊂ V(f1, . . . , fs). Para mostrar a outra inclusão, seja
P ∈ Pn tal que fi(P ) = 0, para todo 1 ≤ i ≤ s. Então, se

f = a1f1 + · · ·+ anfn, onde ai ∈ k[x0, . . . , xn],

Temos que
f(P ) = a1(P )f1(P ) + · · ·+ an(P )fn(P ) = 0.

Portanto, V(f1, . . . , fs) ⊂ V(I).
■

Proposição 4.24 Seja k um corpo in�nito. Seja V ⊂ Pn uma variedade projetiva. O
conjunto

I(V ) = {f ∈ k[x0, . . . , xn]|f(a0, . . . , an) = 0,∀(a0, . . . , an) ∈ V }

é um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn].

Demonstração: O conjunto I(V ) é fechado para a soma e fechado por produto por ele-
mentos de k[x0, . . . , xn], argumento semelhante ao caso a�m. Isto é, I(V ) é um ideal.

Agora, tome f ∈ I(V ) e um ponto P ∈ V . Logo, f se anula no ponto P , ou seja, f se
anula em todos os representantes de P . Como k é in�nito, implica que cada componente
homogênea fi de f se anula em P . Isso mostra que fi ∈ I(V ) e, portanto, I(V ) é um ideal
homogêneo.

■

Lema 4.25 Seja k um corpo in�nito.

(a) Se I1 ⊂ I2, então V(I1) ⊃ V(I2).

(b) Se V1 ⊂ V2, então I(V1) ⊃ I(V2).

onde I1, I2 ⊂ k[x0, . . . , xn] são ideais homogêneos e V1, V2 ⊂ Pn variedades projetivas.

Demonstração: Análogo ao caso a�m.
■

Proposição 4.26 Seja k um corpo in�nito. Sejam V ⊂ kn uma variedade projetiva,
então V(I(V )) = V .

Demonstração: Análogo ao caso a�m.

Proposição 4.27 Seja I ⊂ k[x0, . . . , xn] um ideal homogêneo. Então r(I) é um ideal
homogêneo.

37



Demonstração: Se f ∈ r(I), então fm ∈ I, para algum m ≥ 1. Se f ̸= 0, decomponha f
em suas componentes homogêneas

f =
∑

fi = fmax +
∑
i<max

fi,

onde fmax é a componente homogênea não nula de grau máximal em f . Expandindo a
potência fm, é fácil mostrar que

(fm)max = (fmax)
m.

Como I é um ideal homogêneo, (fm)max ∈ I. Logo, (fmax)m ∈ I, então fmax ∈ r(I).
Se de�nirmos g = f − fmax ∈ r(I) e repetir o argumento, obtemos gmax ∈ r(I).

Mas gmax é também uma das componentes homogêneas de f . Aplicando esse raciocínio
repetidamente, mostra-se que todas as componentes homogêneas de f estão em r(I).

■

Teorema 4.28 (Teorema dos zeros de Hilbert Fraco) Sejam k um corpo algebricamente
fechado e I um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn]. Então as a�rmações a seguir são
equivalentes:

(a) V(I) é vazio.

(b) Para cada 0 ≤ i ≤ n, existe um inteiro mi ≥ 0 tal que xmi
i ∈ I.

(c) Existe algum r ≥ 1 tal que ⟨x0, . . . , xn⟩r ⊂ I.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 8, Seção 3, Teorema 8.
■

Teorema 4.29 (Teorema dos zeros de Hilbert forte) Sejam k um corpo algebricamente
fechado e I um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn]. Se V = V(I) é uma variedade projetiva
não vazia em Pn, então I(V(I)) = r(I).

Demonstração: De�na o cone a�m CV = Va(I) ⊂ kn+1. Então, Ia(CV ) = I(V ). De
fato, suponha que f ∈ Ia(CV ). Dado P ∈ V , qualquer coordenada homogênea de P é
um ponto em CV . Como f se anula em CV , segue-se que f(P ) = 0. Por de�nição, isso
implica f ∈ I(V ). Reciprocamente, tome f ∈ I(V ). Como qualquer ponto diferente de
zero de CV dá coordenadas homogêmeas para um ponto em V , segue que f se anula em
CV − {0}. Resta mostrar que f se anula na origem. Como I(V ) é um ideal homogêneo,
sabemos que as componentes homogêneas fi de f também se anula em V . Em particular,
o termo constante de f , que é a componente f0 de grau 0, deve se anular em V . Como
V ̸= 0, isso força f0 = 0, o que signi�ca que f se anula na origem. Assim, f ∈ Ia(CV ).

Pela forma a�m do Teorema dos Zeros de Hilbert, sabemos que r(I) = Ia(Va(I)).
Então

r(I) = Ia(Va(I)) = Ia(CV ) = I(V ) = I(V(I)).

■

Teorema 4.30 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijeção, que re-
verte a inclusão, entre as variedades projetivas em Pn e os ideais radicais homogêneos
propriamente contidos em ⟨x0, . . . , xn⟩ de k[x1, . . . , xn].
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Demonstração: Uma consequência do teorema dos zeros de Hilbert fraco é que os únicos
ideais homogêneos radicais I tal que V(I) = ∅ são ⟨x0, . . . , xn⟩ e k[x1, . . . , xn]. Se-
gunda observação, é que se I é um ideal homogêneo diferente de k[x0, . . . , xn], então
I ⊂ ⟨x0, . . . , xn⟩.

Essas obsevações mostram que os ideais homogêneos radicais com V(I) ̸= 0 são pre-
cisamente aqueles que satisfazem I ⊊ ⟨x0, . . . , xn⟩. Então, a prova segue como no caso
a�m, usando o teorema dos zeros de Hilbert forte.

■

Fecho Projetivo de uma Variedade A�m

De�nição 4.16 Seja I um ideal em k[x1, . . . , xn]. De�nimos a homogeneização de I
sendo o ideal

Ih = ⟨fh|f ∈ I⟩ ⊂ k[x0, . . . , xn].

Observação 4.4 Se um ideal I ⊂ k[x1, . . . , xn], a homogeneização Ih é um ideal homo-
gêneo em k[x0, . . . , xn].

Exemplo 4.7 Considere I = ⟨f1, f2⟩ = ⟨x2 − x21, x3 − x31⟩, o ideal a�m da cúbica torcida
em R3. Homogeneizando f1 e f2, temos o ideal

J = ⟨x2x0 − x21, x3x20 − x31⟩ ⊂ R[x0, x1, x2, x3].

A�rmamos que J ̸= Ih. De fato, considere o polinômio

f3 = f2 − x1f1
= x3 − x31 − x1(x2 − x21)
= x3 − x1x2.

Como f3 ∈ I, temos que fh3 é um polinômio homogêneo de grau 2 em Ih. Como os
geradores de J são homogêneos de grau 2 e 3, respectivamente, teriamos que ter

fh3 = A1f
h
1 + A2f

h
2 .

Então, usando as expansões de A1 e A2 em componentes homogêneas, veríamos que fh3 é
um múltiplo constante de fh1 . Mas, claramente, é falso, então fh3 /∈ J e J ̸= Ih.

De�nição 4.17 Dada uma variedade a�m W ⊂ kn, o fecho projetivo de W é a variedade
projetiva

W = V(Ia(W )h) ⊂ Pn

onde Ia(W )h ⊂ k[x0, . . . , xn] é a homogeneização do ideal Ia(W ) ⊂ k[x1, . . . , xn].

Proposição 4.31 SejamW ⊂ kn uma variedade a�m eW ⊂ Pn o fecho projetivo. Então:

(a) W ∩ U0 = W ∩ kn = W .

(b) W é a menor variedade projetiva em Pn contendo W .

(c) Se W é irredutível, então W é irredutível.
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(d) Nenhuma componente irredutível de W está no hiperplamo no in�to V (x0) ⊂ Pn.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 8, Seção 4, Proposição 7.
■

Proposição 4.32 Seja k um corpo algebricamente fechado. Seja I ⊂ k[x1, . . . , xn] um
ideal. Então, V(Ih) ⊂ Pn é o fecho projetivo de Va(I) ⊂ kn.

Demonstração: Ver [55], Capítulo 8, Seção 4, Teorema 8.

Espaços Lineares

De�nição 4.18 Seja kn+1 um k-espaço vetorial. De�na a aplicação

Π : kn+1 − {0} → Pn

v 7→ [v] = v.

Dado P ∈ Pn denotaremos por P̂ qualquer elemento de kn+1 − {0} tal que Π(P̂ ) = P .

De�nição 4.19 Um conjunto X ⊂ Pn é um espaço linear quando X = Π(W − {0}),
para algum espaço vetorial W ⊂ kn+1.

Exemplo 4.8

(a) Todo P ∈ Pn é um espaço linear, pois P = Π(l − {0}) onde l é a reta gerada por P̂ .

(b) O conjunto ∅ é um espaço linear, pois ∅ = Π({0} − {0}).

(c) O espaço projetivo Pn é um espaço linear, pois Pn = Π(kn+1 − {0}).

(d) Um hiperplano H = V(a0x0 + · · · + anx0) ⊂ Pn é um espaço linear, pois H =

Π(Ĥ − {0}) onde Ĥ = Va(a0x0 + · · ·+ anxn) ⊂ kn+1.

(e) Dada a variedade projetiva V = V(L1, . . . , Lc) ⊂ Pn. Então V é um espaço linear
se L1, . . . , Lc são polinômios homogêneos de grau 1, pois V = Π(V̂ − {0}) onde
V̂ = Va(L1, . . . , Lc) ⊂ kn+1.

De�nição 4.20 Seja X um espaço linear de Pn. De�nimos a dimensão de X, denotado
por dim(X), por dim(X) = dim(X̂)− 1, onde Π(X̂ − {0}) = X.

Exemplo 4.9

(a) O ponto P ∈ Pn tem dimensão

dim(P ) = dim(l)− 1 = 1− 1 = 0

onde l é a reta gerada por P̂ .

(b) A dimensão de ∅ é

dim(∅) = dim({0})− 1 = 0− 1 = −1.
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(c) A dimensão do espaço projetivo Pn é

dim(Pn) = dim(kn+1)− 1 = n+ 1− 1 = n.

(d) A dimensão de um hiperplano H = V(a0x0 + · · ·+ anx0) ⊂ Pn é

dim(H) = dim(Ĥ)− 1 = n− 1

onde Ĥ = Va(a0x0 + · · ·+ anxn) ⊂ kn+1.

(e) Dada a variedade projetiva V = V(L1, . . . , Lc) ⊂ Pn. Se os polinômios homogêneos
L1, . . . , Lc são de grau 1 e linearmente independentes, então a dimensão de V é

dim(V ) = dim(V̂ )− 1 = n+ 1− c− 1 = n− c

onde V̂ = Va(L1, . . . , Lc) ⊂ kn+1.

De�nição 4.21 Dados P1, . . . , Pk ∈ Pn de�nimos o espaço linear gerado por P1, . . . , Pk
(ou o span de P1, . . . , Pk), sendo o seguinte conjunto

⟨P1, . . . , Pk⟩ = Π(⟨P̂1, . . . , P̂k⟩ − {0})
= {P ⊂ Pn| P̂ = a1P̂1 + · · ·+ akP̂k, a1, . . . , ak ∈ k}.

De�nição 4.22 Dizemos que P1, . . . , Pk ∈ Pn são independentes(linearmente ou projeti-
vamente) quando dim(⟨P1, . . . , Pk⟩) = k − 1.

Exemplo 4.10 Seja P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0), P3 = (1 : 1 : 0) ∈ P2(R). Temos
que,

dim(⟨P1, P2, P3⟩) = dim(⟨P̂1, P̂2, P̂3⟩)− 1 = 2− 1 = 1.

Como a dim(⟨P1, P2, P3⟩) = 1 ̸= k−1, onde k = 3, então P1, P2 e P3 não são independentes.

Exemplo 4.11 Seja P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0), P3 = (0 : 0 : 1) ∈ P2(R). Temos
que,

dim(⟨P1, P2, P3⟩) = dim(⟨P̂1, P̂2, P̂3⟩)− 1 = 3− 1 = 2.

Como a dim(⟨P1, P2, P3⟩) = 2 = k − 1, onde k = 3, então P1, P2 e P3 são independentes.

De�nição 4.23 Dados os espaços lineares X e Y em Pn de�nimos o espaço gerado por
X e Y , sendo o seguinte conjunto

⟨X, Y ⟩ = Π(X̂ + Ŷ − {0}).

Se X = ⟨P1, . . . , Pk⟩ e Y = ⟨Q1, . . . , Ql⟩, onde P1, . . . , Pk, Q1, . . . , Ql ∈ Pn, então

⟨X, Y ⟩ = ⟨P1, . . . , Pk, Q1, . . . , Ql⟩.

Lema 4.33 Sejam E1, E2 ⊂ kn espaços vetoriais. Então

dim(⟨E1, E2⟩) = dim(E1) + dim(E2)− dim(E1 ∩ E2).

Demonstração: Ver [66], Capítulo 7, Teorema 7.1.

41



Proposição 4.34 Sejam X, Y ⊂ Pn espaços lineares. Então

dim(⟨X, Y ⟩) = dim(X) + dim(Y )− dim(X ∩ Y ).

Demostração: Sejam X̂ e Ŷ subespaços vetoriais de kn+1, tais que X = Π(X̂ − {0}) e
Y = Π(Ŷ − {0}). Pelo Lema 4.334.33, segue que

dim(⟨X, Y ⟩) = dim(⟨X̂, Ŷ ⟩)− 1

= dim(X̂) + dim(Ŷ )− dim(X̂ ∩ Ŷ )− 1

= dim(X̂)− 1 + dim(Ŷ )− 1− (dim(X̂ ∩ Ŷ )− 1)

= dim(X) + dim(Y )− dim(X ∩ Y ).

■

De�nição 4.24 Seja X = V(f1, . . . , fs) ⊂ kn. De�nimos o espaço tangente a X em p,
como sendo

OpX = V(dp(f1), . . . , dp(fs)).

Se X ⊂ kn é uma variedade a�m parametrizada por

f : km → kn

t 7→ (f1(t), . . . , fn(t)),

onde t = (t1, . . . , tm). De�nimos o espaço tangente de X em p = f(t0) ∈ X como sendo

OpX = p+

〈
∂f

∂t1
(t0), . . . ,

∂f

∂tm
(t0)

〉
,

onde
∂f

∂ti
(t0) é um vetor direção de km.

De�nição 4.25 Seja X ′ = V(f1, . . . , fs) ⊂ Pn. Identi�camos kn por meio de uma carta,
digamos kn ∼= U0 (Proposição 4.174.17). Tomando X = kn ∩X ′ e P ∈ X, de�nimos o espaço
tangente a X ′ em P , como sendo o fecho projetivo do espaço tangente a�m, ou seja,

TPX
′ = OPX.

Proposição 4.35 Seja X ⊂ Pn uma variedade projetiva. Então, existe um aberto U ⊂
X, tal que a dimensão de TPX é �xa, para todo P ∈ U .

Demonstração: Ver [1414], Capítulo 2, Teorema 2.3.

De�nição 4.26 Seja X ⊂ Pn uma variedade projetiva. De�nimos a dimensão de X como
sendo

dimX = dimTPX,

onde P ∈ U , sendo U o aberto da Proposição 4.354.35.
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Transformações Lineares Projetivas

Seja GL(n+ 1, k) o conjunto das matrizes invertíveis (n+ 1)× (n+ 1) com entradas
em k. Dado A ∈ GL(n+ 1, k), sabemos que A induz uma aplicação linear

A : kn+1 → kn+1

que é um isomor�smo, pois A é invertível. Esta aplicação leva subespaços de kn+1 a
subespaços de mesma dimensão em kn+1, restringindo a subespaços de dimensão 1, segue
que A leva uma reta através da origem para uma outra reta através da origem. Assim, A
induz uma aplicação

A : Pn → Pn

Chamamos tal aplicação de transformação linear projetiva.
Sejam P = (b0 : . . . : bn) ∈ Pn e A : Pn → Pn uma transformação linear projetiva,

temos que
A(P ) = (a00b0 + · · ·+ a0nbn : . . . : an0b0 + · · ·+ annbn),

onde A = (aij), para 0 ≤ i, j ≤ n.
Dada uma variedade V ⊂ Pn e A ∈ GL(n+1, k), podemos aplicar A a todos os pontos

de V , para obter
A(V ) = {A(P )|P ∈ V } ⊂ Pn.

Proposição 4.36 Sejam V ⊂ Pn uma variedade e A ∈ GL(n+1, k). Então, A(V ) é uma
variedade.

Demonstração: Suponha que V = V(f1, . . . , fs), onde cada fi é homogêneo. Como A é
invertivel, de�na B = A−1. Então, para cada i, seja gi = fi ◦B. Se B = (bij), temos

gi(x0, . . . , xn) = fi(b00x0 + · · ·+ b0nxn, . . . , bn0x0 + · · ·+ bnnxn).

Observe que gi é homogêneo de mesmo grau que fi.
A�rmamos queA(V(f1, . . . , fs)) = V(g1, . . . , gs). De fato, seA(P ) ∈ A(V(f1, . . . , fs)),

onde P ∈ V(f1, . . . , fs)), temos

gi(A(P )) = gi ◦ A(P )
= fi ◦B ◦ A(P )
= fi(P )

= 0.

Então, A(P ) ∈ V(g1, . . . , gs). Logo, A(V(f1, . . . , fs)) ⊂ V(g1, . . . , gs). Por outro lado, se
x ∈ V(g1, . . . , gs), temos que gi(x) = 0 e, assim

⇒ fi ◦B(x) = 0

⇒ fi(B(x)) = 0

⇒ B(x) ∈ V(f1, . . . , fs)

⇒ x = A(B(x)) ∈ A(V(f1, . . . , fs)).

Assim, V(g1, . . . , gs) ⊂ A(V(f1, . . . , fs)) e, portanto, A(V(f1, . . . , fs)) = V(g1, . . . , gs) e
A(V ) é uma variedade.

■
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De�nição 4.27 Sejam V ⊂ Pn uma variedade e A ∈ GL(n + 1, k). Dizemos que V e
A(V ) são projetivamente equivalentes.

Observação 4.5 Podemos considerarA = (aij) como se estivesse transformando x0, . . . , xn
em novas coordenadas X0, . . . , Xn de�nida por

Xi =
n∑
j=0

aijxj.

Pela Proposição 4.364.36, podemos pensar a variedade A(V ) como a variedade original V
usando outras coordenadas homogêneas.
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5 Variedades de Segre-Veronese

Nesse capítulo, daremos as de�nições e alguns exemplos de variedades de Veronese,
variedades de Segre e variedades de Segre-Veronese, as referências são [88] e [77].

Veronese

De�nição 5.1 Sejam n e d inteiros positivos. Então a variedade de Veronese V n
d é dada

pela imagem da aplicação

vnd : Pnx → PNy
(x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (M0, . . . ,MN),

em que N =
(
n+d
d

)
− 1 e M0, . . . ,MN são todos os monômios de grau d nas variáveis

x0, . . . , xn.

De�nição 5.2 Uma curva racional normal C ⊂ Pn é uma curva projetivamente equiva-
lente à variedade de Veronese V n

1 .

Exemplo 5.1 A variedade de Veronese V 1
2 é a imagem da aplicação

v12 : P1
x → P2

y

(x0 : x1) 7→ (x20 : x0x1 : x
2
1).

Desta forma, temos que V 1
2 = V(y0y2 − y21) contido em P2.

Exemplo 5.2 A variedade de Veronese V 1
3 é a imagem da aplicação

v13 : P1
x → P3

y

(x0 : x1) 7→ (x30 : x
2
0x1 : x0x

2
1 : x

3
1).

Neste caso, temos que V 1
3 = V(y0y3 − y1y2, y21 − y0y2, y22 − y1y3) é uma cúbica torcida em

P3.

Exemplo 5.3 A variedade de Veronese V n
2 é a imagem da aplicação

vn2 : Pn → P
(n+2)(n+1)

2
−1

(x0 : · · · : xn) 7→ (x20 : x0x1 : · · · : x2n).

Exemplo 5.4 Dada a variedade de Veronese V n
2 podemos representar ela na forma ma-

tricial. Considere a variedade V 2
2 dada pela imagem da aplicação

v22 : P2
x → P5

y

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2),

então a matriz simétrica P dada por
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P =

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x2
x0x2 x1x2 x22

 ,

é a representação matricial de V 2
2 .

Proposição 5.1 Seja A uma matriz m× n não nula. Então o posto da matriz A é igual
a 1 se, e somente se, existem vetores x ∈ km e y ∈ kn não nulos tais que A = xTy.

Demonstração: Suponha que o posto de A seja 1. Então todas as colunas de A são
múltiplas de um vetor v = (v1, v2, . . . , vm) ∈ km. Daí,

A = (a1v
T |a2vT | · · · |anvT ).

Seja o vetor a = (a1, a2, . . . , an) ∈ kn, temos que

vTa =


v1
v2
...
vm

( a1 a2 · · · an
)

=


v1a1 v1a2 · · · v1an
v2a1 v2a2 · · · v2an
...

...
. . .

...
vma1 vma2 · · · vman


= (a1v

T |a2vT | · · · |anvT ) := A.

Basta então tomar x = v e y = a. Por outro lado, suponha que A = xTy, onde
x = (x1, . . . , xm) e y = (y1, . . . , yn). Dessa forma,

A =


x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

...
. . .

...
xmy1 xmy2 · · · xmyn

 = (y1x
T |y2xT | · · · |ynxT ).

Dessa forma, todas as colunas de A são múltiplas de xT e portanto, o posto de A é igual
a 1.

■

Proposição 5.2 Seja A uma matriz não nula quadrada de ordem n. Então A é uma
matriz simétrica de posto 1 se, e somente se, existe um vetor x ∈ kn não nulo tal que
A = αxTx.

Demonstração: Suponha que A seja uma matriz simétrica de posto 1. Como o posto de
A é igual a 1, pela Proposição 5.15.1, existem u, v ∈ kn tais que A = uTv. Sejam x =

u

||u||
e

y =
v

||v||
e escreva A = βxTy, onde β = ||u|| ||v||. Como A é uma matriz simétrica, então

βyTx = AT = A = βxTy ⇒ yTx = xTy.
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Multiplicando ambos os lados por y à esquerda e por xT à direita e lembrando que x e y
são unitários, obtemos

||y||2||x||2 = 1 = yyTxxT = yxTyxT = (yxT )2.

Sendo assim, os vetores x e y são linearmente dependentes. Como ambos são unitários,
segue que y = ±x e, portanto, A = ±βxTx. Por outro lado, se existe x ∈ kn tal que
A = αxTx, então

AT = (αxTx)T = αxTx = A

e portanto, A é simétrica. Além disso, pela Proposição 5.15.1, A tem posto 1.
■

Exemplo 5.5 A variedade de Veronese V 2
2 pode então ser identi�cada como o espaço das

matrizes simétricas 3× 3 de posto 1. De fato, seja

p = (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2) ∈ V 2

2 .

O ponto (x20, x0x1, x0x2, x
2
1, x1x2, x

2
2) ∈ k6 é um representante de p e podemos escrever

(x20, x0x1, x0x2, x
2
1, x1x2, x

2
2) =

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x2
x0x2 x1x2 x23


=

 x0
x1
x2

( x0 x1 x2
)
:= A

Pela Proposição 5.25.2, temos que o posto de A é 1. Por outro lado, dada uma matriz B
simétrica 3× 3 de posto 1, pela Proposição 5.25.2, temos que existe um vetor x ∈ k3 tal que
B = αxTx. Escreva x = (x0, x1, x2). Daí, temos que

B = α

 x0
x1
x2

( x0 x1 x2
)

= α

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x

2

x0x2 x1x2 x22


= α(x20, x0x1, x0x

2, x21, x1x2, x
2
2).

E em coordenadas homogêneas, temos que

α(x20, x0x1, x0x2, x
2
1, x1x2, x

2
2) ∈ (x20 : x0x1 : x0x2 : x

2
1 : x1x2 : x

2
2).

Segre

De�nição 5.3 Seja n = (n1, . . . , nr) uma r-upla de inteiros positivos. De�nimos a vari-
edade de Segre Sn sendo a imagem da aplicação a seguir:

sn : Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x1, . . . , xr) 7→ (x1i1x2i2 · · · xrir | ij = 0, . . . , nj).

onde xk = (xk0 : . . . : xknk
) e N =

r∏
i=1

(ni + 1)− 1.
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Exemplo 5.6 Tome n = (1, 1). Daí,

N = (1 + 1)(1 + 1)− 1 = 3.

Logo, a aplicação é

s(1,1) : P1
x × P1

y → P3
z

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).

Temos que a variedade de Segre é S(1,1) = V(z0z3 − z1z2).

Exemplo 5.7 Tome n = (2, 1). Daí,

N = (2 + 1)(1 + 1)− 1 = 5.

Logo, a aplicação é

s(2,1) : P2
x × P1

y → P5
z

((x0 : x1 : x2), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1 : x2y0 : x2y1).

Temos que a variedade de Segre é S(2,1) = V(z0z3 − z1z2, z3z4 − z2z5).

Segre-Veronese

De�nição 5.4 Sejam n = (n1, . . . , nr) e d = (d1, . . . , dr) duas r-uplas de inteiros positi-
vos. Então a variedade de Segre-Veronese SV n

d
é dada pela imagem da aplicação

svn
d
: Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x1, . . . , xr) 7→ (M0, . . . ,MN),

onde N =
r∏
i=1

(
ni + di
ni

)
− 1 e M0, . . . ,MN são todos os monômios de grau di em relação

às variáveis de Pni para i = 1, . . . , r.

Exemplo 5.8 Quando r ≥ 1 e d1 = · · · = dr = 1, temos a variedade de Segre, dada pela
imagem da aplicação

svn(1,...,1) : Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x1, . . . , xr) 7→ (M0 : · · · :MN),

onde Mj são todos os monômios de grau 1 nas variáveis de Pni para cada i = 1, . . . , r e

N =
r∏
i=1

(
n1 + 1

ni

)
− 1 =

r∏
i=1

(ni + 1)− 1.

Exemplo 5.9 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,1) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,1) : P

1 × P1 → P3

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).
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Exemplo 5.10 A variedade de Segre-Veronese SV (1,2)
(1,1) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,2)
(1,1) : P

1 × P2 → P5

((x0 : x1), (y0 : y1 : y2)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x0y2 : x1y0 : x1y1 : x1y2).

Exemplo 5.11 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,2) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,2) : P

1 × P1 → P5

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1).

Exemplo 5.12 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(2,2) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(2,2) : P

1 × P1 → P8

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x20y
2
0 : x20y0y1 : x

2
0y

2
1 : x0x1y

2
0 : x0x1y0y1 : x0x1y

2
1 : x21y

2
0 : x21y0y1 : x

2
1y

2
1).

Exemplo 5.13 A variedade de Segre-Veronese SV (2,1)
(1,2) é dada pela imagem da aplicação

sv
(2,1)
(1,2) : P

1 × P1 → P8

((x0 : x1 : x2), (y0 : y1)) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1 : x2y

2
0 : x2y0y1 : x2y

2
1).

Todas as variedades de Segre-Veronese são variedades projetivas, ou seja, são dadas
por zeros de polinômios homogêneos.

49



6 Defeitos Secantes

Na primeira seção, de�niremos a variedade secante e discutiremos o signi�cado de uma
variedade ser defeituosa, o principal assunto deste trabalho. Caso o leitor queira se apro-
fundar sobre o assunto, pode consultar em [88], que será a referência usada nesse capítulo.
Ainda na primeira seção, apresentaremos o Teorema de Alexander e Hirschowitz. Na se-
gunda seção, daremos exemplos de como determinar, em alguns casos, se uma variedade
de Veronese é ou não h-defeituosa.

6.1 De�nições, Exemplos e o Teorema de Alexander e

Hirschowitz

De�nição 6.1 Sejam X ⊂ PN uma variedade projetiva. De�nimos a h-secante de X,
como sendo o conjuto

Sech(X) =
⋃
pi∈X

⟨p1, . . . , ph⟩.

Observação 6.1 Dada uma variedade projetiva X ⊂ PN , então a Sech(X) também é
uma variedade projetiva contida em PN , para mais informações o leitor poderá consultar
a referência [88] Seção 1.1 do Capítulo 1.

De�nição 6.2 Seja X ⊂ PN uma variedade projetiva de dimensão n. A dimensão es-
perada de Sech(X), denotada por Expdim(Sech(X)), será a dimensão máxima que ela
pode ter. A dimensão esperada é dada por

Expdim(Sech(X)) = min{h(n+ 1)− 1, N}.

Deste modo, caso
dim(Sech(X)) < Expdim(Sech(X)),

diremos que X é h-defeituosa.

Exemplo 6.1 Toda variedade projetiva X ⊂ PN não é 1-defeituosa.

De fato, seja X uma variedade projetiva de dimensão n, então

Sec1(X) =
⋃
p∈X

⟨p⟩ =
⋃
p∈X

{p} = X.

A dimensão esperada de Sec1(X) é

Expdim(Sec1(X)) = {1(n+ 1)− 1, N} = n.

Logo,
dim(Sec1(X)) = dim(X) = n = Expdim(Sec1(X)).

Portanto, a variedade projetiva X não é 1-defeituosa.
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De�nição 6.3 Seja X = V(f1, . . . , fs) uma variedade projetiva. De�nimos o conjunto
singular de X como sendo

Sing(X) := {P ∈ X|∇fi(P ) = 0,∀i = 1, . . . , s}.

Proposição 6.1 Seja X uma variedade projetiva. Então X ⊂ Sing(Sec2(X)).

Demonstração: Ver [88], Capítulo 1, Proposição 1.2.2.
■

Proposição 6.2 Seja X uma variedade projetiva de PN de dimensão n. Se X é h-
defeituosa, então X é k-defeituosa para todo k ≥ h.

Demonstração: Basta mostrar que X é h + 1-defeituosa. Como X é h-defeituosa, temos
que

dim(Sech(X)) < Expdim(Sech(X)) = min{h(n+ 1)− 1, N}, onde n = dimX.

Pela Proposição 1.3.1 do Capítulo 1 do livro [88], temos que a dimensão da Sech+1(X) é
no máximo dim(Sech(X)) + n+ 1. Logo

dim(Sech+1(X)) ≤ dim(Sech(X)) + n+ 1

< Expdim(Sech(X)) + n+ 1

= min{(h+ 1)(n+ 1)− 1, N}
= Expdim(Sech+1(X)).

Mostrando que X é (h+ 1)-defeituosa.
■

Corolário 6.3 Seja X uma variedade projetiva de PN . Se X não é h-defeituosa, então
X não é k-defeituosa para todo k ≤ h.

Exemplo 6.2 A variedade de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa.

De fato, dada a aplicação de Veronese

v22 : P2
x → P5

y

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2),

onde x = (x0 : x1 : x2) e y = (y0 : y1 : y2 : y3 : y4 : y5).
Primeiro, calculemos a dimensão esperada de Sec2(V 2

2 )

Expdim(Sec2(V
2
2 )) = min{2(2 + 1)− 1, 5} = 5.

Agora, considere o ponto P = (x20 : x0x1 : x0x2 : x21 : x1x2 : x22) ∈ V 2
2 . Podemos ver o

ponto P da seguinte maneira

P =

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x2
x0x2 x1x2 x22

 =

 x0 0 0
0 x1 0
0 0 x2

 x0 x1 x2
x0 x1 x2
x0 x1 x2

 .
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Logo, como a matriz  x0 0 0
0 x1 0
0 0 x2


tem posto entre 1 e 3 e a matriz  x0 x1 x2

x0 x1 x2
x0 x1 x2


tem posto 1, então o posto da matriz P é 1. Portanto podemos considerar V 2

2 um sub-
conjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo

Sec2(V
2
2 ) ⊂ {M +N ;M,N ∈M3×3 matrizes simétricas de posto 1}

= {M ∈M3×3| matriz simétrica de posto 2 ou 1}
= {M ∈M3×3|M matriz simétrica de determinante nulo}
= V (det(M)) = V((y0y3y5 + y1y4y2 + y2y1y4 − y22y3 − y21y5 − y0y24)).

Dessa maneira Sec2(V
2
2 ) é uma hipersuperfície de grau 3 em P5, logo a codimensão é

1 e a dimensão dela é 4, porém a dimensão esperada de Sec2(V 2
2 ) é 5. Portanto, V 2

2 é
2-defeituosa.

Uma questão que surge de imediato é: Quais variedades de Segre-Veronese são defei-
tuosas? Quais não são defeituosas? Este problema ainda está em aberto. Porém, existem
resultados que classi�cam algumas dessas famílias. Um dos teoremas que busca reali-
zar essa distinção é o Toerema de Alexander e Hirschowitz, que diz quais variedades de
Veronese são defeituosas. O teorema encontra-se em [99].

Teorema 6.4 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) As variedades de Veronese V n
d são

não defeituosas, exceto os seguintes casos:

n ≥ 2 2 3 4 4
d 2 4 4 4 3

O objetivo desse trabalho é provar o Teorema de Alexander e Hirschowitz. Dito isso,
a demonstração do teorema consiste em dois passos gerais: primeiro precisamos mostrar
que as variedades que se encontram na tabela são de fato defeituosas e em, segundo,
que as variedades que não estão na tabela, não são defeituosas. A di�culdade da prova
se encontra no segundo passo, onde precisaremos de ferramentas mais robustas, como o
conceito de esquemas, que discutiremos no Capítulo 88.

6.2 Lema de Terracini

Quando formos provar alguma propriedade, provaremos para pontos gerais, ideia essa
que será utilizada muitas vezes durante esse trabalho. Tendo em vista a topologia de
Zariski, podemos de�nir o conceito de ponto geral e pontos gerais da seguinte forma:

De�nição 6.4 Uma propriedade p a respeito de uma variedade algébrica X ⊂ Pn é
dita geral se ela for satisfeita em um aberto não vazio. Dizemos que um ponto é geral
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para a propriedade p se existe um aberto não vazio contendo este ponto satisfazendo a
propriedade p. Dizemos também que P1, . . . , Ph ∈ X são gerais para a propriedade p se
existe um aberto não vazio de Xh contendo (P1, . . . , Ph) e satisfazendo p.

Observação 6.2 Como todo aberto não vazio de Pn é denso, na topologia de zariski,
então não há problema em aplicar seguidamente vários resultados que utilizam o conceito
de propriedade geral. Isso segue do fato de que a interseções de abertos não vazios e
densos é também um aberto não vazio e denso.

Exemplo 6.3 Três pontos gerais de P2 não estão alinhados. De fato, basta mostrar que

V = {(p, q, r) ∈ P2 × P2 × P2|p, q, r estão alinhados}

é um fechado de P2 × P2 × P2.
Dados p = (x0, x1, x2), q = (y0, y1, y2), r = (z0, z1, z3) ∈ P2. Logo, p, q e r são alinhados

se, e somente se,

Posto

 x0 x1 x2
y0 y1 y2
z0 z1 z2

 ≤ 2

⇔ Det

 x0 x1 x2
y0 y1 y2
z0 z1 z2

 = 0

⇔ x0y1z2 + x1y2z0 + x2y0z1 − x2y1z0 − x0y2z1 − x1y0z2 =: F = 0.

Então, F é um polinômio homogêneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variavéis
x, y, z e, assim, V = V(F ) ⊂ P2

x × P2
y × P2

z é um conjunto fechado.

Exemplo 6.4 Se p e π em P2 são um ponto e um plano gerais, então p /∈ π. De fato,
como π é um hiperplano em P2

x, existe um polinômio G := z0x0+z1x1+z2x2 homogêneo de
grau 1 em k[x0, x1, x2], tal que π = V(G), se considerarmos o conjunto dos hirperplanos,
temos que

{z0x0 + z1x1 + z2x2 = 0| (z0 : z1 : z2) ∈ P2} ∼= P2.

Logo, p = (y0 : y1 : y2) ∈ π se, e somente se,

z0y0 + z1y1 + z2y2 := F = 0,

onde F é um polinômio homogêneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variavéis y, z
e, assim, mostrando que V(F ) ⊂ P2

y × P2
z é o conjunto fechado onde p ∈ π.

Lema 6.5 (Lema de Terracini) Seja X ⊂ Pn uma variedade projetiva. Seja P ∈ Sech(X)
um ponto geral tal que P ∈ ⟨P1, . . . , Ph⟩ e P1, . . . , Ph ∈ X pontos gerais. Então

TPSech(X) = ⟨TP1X, . . . , TPh
X⟩.

Demonstração: Ver [88], Capítulo 1, Teorema 1.3.1.
■

Observe que, como dim(TPSech(X)) = dim(Sech(X)), pelo Lema de Terracini, temos
que

dim(Sech(X)) = dim(⟨TP1X, . . . , TPh
X⟩).

desta forma, segue o seguinte corolário:
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Corolário 6.6 Seja X uma variedade. Se existem P1, . . . , Ph ∈ X pontos gerais tais que
dim⟨P0, . . . , Ph⟩ = h − 1 e dim⟨TP1X, . . . , TPh

X⟩ = Expdim(Sech(X)), então X não é
h-defeituosa.

Lema 6.7 Sejam p0, . . . , pn ∈ Pn pontos em posição geral. Então existe um transforma-
ção linear projetiva φ : Pn → Pn tal que

φ(p0) = e0,
φ(p1) = e1,

...
φ(pn) = en,

onde e0 = (1 : 0 : 0 : . . . : 0 : 0), e1 = (0 : 1 : 0 : . . . : 0 : 0), . . . , en = (0 : 0 : 0 : . . . : 0 : 1).

Demonstração: Sejam p0, p1, . . . , pn pontos em posição geral. Tome v0, v1, . . . , vn pontos
em kn+1 tal que pi = [vi], ou seja, vi é um representante da classe de equivalência pi,
ver De�nição 4.104.10, para cada i = 0, 1, . . . , n. Dessa forma, v0, v1, . . . , vn formam uma
base do espaço vetorial kn+1 e , assim, como e0 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0), e1 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),
. . . , en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1) também é uma base do espaço vetorial kn+1, existe o seguinte
isomor�smo linear A : kn+1 → kn+1 tal que A(vi) = ei para todo i = 0, 1, . . . , n. Portanto,
A é a transformação linear projetiva desejada, pois ei é um representante da classe de
equivalência ei, para cada i = 0, 1, . . . , n.

■

Lema 6.8 Se X ⊂ PN é uma variedade projetiva não degenerada e dimSechX = N − 1,
então dimSech+1X = N .

Demonstração: Ver [88], Capítulo 1, Proposição 1.2.2.
■

Exemplo 6.5 A variedade de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa.

De fato, dada a aplicação de Veronese

v22 : P2
x → P5

y

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2).

A dimensão esperada de Sec2(V 2
2 ) é

Expdim(Sec2(V
2
2 )) = min{2(2 + 1)− 1, 5} = 5.

Sejam p e q pontos gerais de P2. Podemos supor, pelo Lema 6.76.7, que p = (1 : 0 : 0) e q =
(0 : 0 : 1), sem perda de generalidade. Agora, considere P = v22(p) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)
e Q = v22(q) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) em P5.

Tomando a reta gerada por p e q

L := ⟨p, q⟩ = {(a : 0 : b)|(a : b) ∈ P1},

podemos restringir o domínio da aplicação v22 à reta L, isto é

v22|L : ⟨p, q⟩ → PNy
(a : 0 : b) 7→ (a2 : 0 : ab : 0 : 0 : b2).

54



Então, C = v22|L(L) é uma cônica em P2, pois C = V(y0y5−y22) ⊂ P2 = V(y1, y3, y4) ⊂
P5.

Por �m, pela De�nição 4.264.26, temos que

dimTPC = dimTQC = dimL = 1.

Logo, TPC e TQC são retas em P2. Assim, segue que

TPC = Π(H1 − {0})

TQC = Π(H2 − {0}),
onde H1, H2 são planos passando pela origem em k3 e Π é a aplicação de�nida em 4.184.18.
Obeserve que, pela De�nição 4.204.20, temos que

dimH1 = dimH2 = 2,

em k3 e, como H1 ̸= H2, pois TPC ̸= TQC, temos que

H1 ∩H2 = l,

onde l é uma reta em k3 passando pela origem. Assim, P := Π(l − {0}) pertence a
TPC ∩ TQC. Logo,

P ∈ TPC ∩ TQC ⊂ TPV
2
2 ∩ TQV 2

2 .

Deste modo, pelo Lema de Terracini 6.56.5, concluímos que

dim⟨TPV 2
2 , TQV

2
2 ⟩ ≤ 4 < 5 = Expdim(Sec2(V

2
2 ))

e, assim, a variedade de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa.

Exemplo 6.6 Uma outra forma de ver que a variedade de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa é

a seguinte:

considere a aplicação de Veronese

v22 : P2 → P5

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2).

Primeiro, calculemos a dimensão esperada de Sec2(V 2
2 )

Expdim(Sec2(V
2
2 )) = min{2(2 + 1)− 1, 5} = 5.

Agora, tome dois pontos gerais p, q ∈ P2, sem perda de generalidade, pelo Lema 6.76.7,
podemos considerar p = (1 : 0 : 0) e q = (0 : 0 : 1), considere também

P = v22(p) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P5

Q = v22(q) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P5.

Com isso, vamos construir os espaços tangentes TPV 2
2 e TQV 2

2 . Tome x0 = 1, pela
Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U0 = k2 em V0 = k5:

φ : U0 → V0

(x1, x2) 7→ (x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2).
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Assim, temos que

∂φ

∂x1
= (1, 0, 2x1, x2, 0)

∂φ

∂x2
= (0, 1, 0, x1, 2x2).

Logo,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0) = 0

∂φ

∂x1
(0) = (1, 0, 0, 0, 0) := e1

∂φ

∂x2
(0) = (0, 1, 0, 0, 0) := e2.

Portanto, o espaço tangente em P é

TPV
2
2 = ⟨0, e1, e2⟩
= ⟨(0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0)⟩
= ⟨(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0), (1 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0)⟩
= ⟨(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0)⟩
:= ⟨e0, e1, e2⟩.

Agora, tome x2 = 1, pela Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U2 = k2 em
V5 = k5:

γ : U2 → V5

(x0, x1) 7→ (x20, x0x1, x0, x
2
1, x1).

Assim, temos que

∂γ

∂x0
= (2x0, x1, 1, 0, 0)

∂γ

∂x1
= (0, x0, 0, 2x1, 1).

Logo,

γ(0) = (0, 0, 0, 0, 0) = 0̂

∂γ

∂x0
(0) = (0, 0, 1, 0, 0) := ê2

∂γ

∂x1
(0) = (0, 0, 0, 0, 1) := ê4.

Portanto, o espaço tangente em Q é

TQV
2
2 = ⟨0̂, ê2, ê4⟩
= ⟨(0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1)⟩
= ⟨(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1), (0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1), (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1)⟩
= ⟨(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1), (0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0)⟩
:= ⟨e5, e2, e4⟩.

56



Desta forma, segue que

⟨TPV 2
2 , TQV

2
2 ⟩ = ⟨e0, e1, e2, e4, e5⟩.

Logo,
dim⟨TPV 2

2 , TQV
2
2 ⟩ = 4.

Pelo Lema de Terracini 6.56.5, como

dim⟨TPV 2
2 , TQV

2
2 ⟩ = 4 < 5 = Expedim(Sec2(V

2
2 )),

a variedade V 2
2 é 2-defeituosa.

Exemplo 6.7 A variedade de Veronese V 2
3 não é defeituosa.

De fato, dado o mergulho de Veronese

v23 : P2 → P9

(x0 : x1 : x2) 7→ (x30 : x
2
0x1 : x0x

2
1 : x

2
0x2 : x0x

2
2 : x

3
1 : x

2
1x2 : x1x

2
2 : x0x1x2 : x

3
2).

A dimensão esperada de Seck(V 2
3 ) é

h Expdim(Sech(V
2
3 ))

2 5
3 8
4 9

Primeiro, comecemos tomando três pontos gerais p, q, r ∈ P2, sem perda de generali-
dade, pelo Lema 6.76.7, podemos considerar p = (1 : 0 : 0), q = (0 : 0 : 1) e r = (0 : 1 : 0),
considere também

P = v23(p) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P9

Q = v23(q) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P9

R = v23(r) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P9.

Com isso, vamos construir os espaços tangentes TPV 2
3 e TQV 2

3 . Tome x0 = 1, pela
Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U0 = k2 em V0 = k9:

φ : U0 → V0

(x1, x2) 7→ (x1, x
2
1, x2, x

2
2, x

3
1, x

2
1x2, x1x

2
2, x1x2, x

3
2).

Assim, temos que

∂φ

∂x1
= (1, 2x1, 0, 0, 3x

2
1, 2x1x2, x

2
2, x2, 0)

∂φ

∂x2
= (0, 0, 1, 2x2, 0, x

2
1, 2x1x2, x1, 3x

2
2).

Logo,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := 0

∂φ

∂x1
(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := e1

∂φ

∂x2
(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := e3.
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Portanto, o espaço tangente em P é

TPV
2
3 = ⟨0, e1, e3⟩
= ⟨(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)⟩
= ⟨(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : . . . : 0), (1 : 1 : 0 : 0 : 0 : . . . : 0), (1 : 0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0)⟩
= ⟨(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : . . . : 0), (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : . . . : 0), (0 : 0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0)⟩
:= ⟨e0, e1, e3⟩.

Agora, tome x2 = 1, pela Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U2 = k2 em
V9 = k9:

γ : U2 → V9

(x1, x2) 7→ (x30, x
2
0x1, x0x

2
1, x

2
0, x0, x

3
1, x

2
1, x1, x0x1).

Assim, temos que

∂γ

∂x0
= (3x20, 2x0x1, x

2
1, 2x0, 1, 0, 0, 0, x1)

∂γ

∂x1
= (0, x20, 2x0x1, 0, 0, 3x

2
1, 2x1, 1, x0).

Logo,

γ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := 0̂

∂γ

∂x0
(0) = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) := ê4

∂γ

∂x1
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) := ê7.

Portanto, o espaço tangente em Q é

TQV
2
3 = ⟨0̂, ê4, ê7⟩
= ⟨(0 : . . . : 0 : 1), (0 : . . . : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1), (0 : . . . : 0 : 1 : 0 : 1)⟩
= ⟨(0 : . . . : 0 : 1), (0 : . . . : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : . . . : 0 : 1 : 0 : 0)⟩
:= ⟨e9, e4, e7⟩.

Desta forma, segue que

⟨TPV 2
3 , TQV

2
3 ⟩ = ⟨e0, e1, e3, e4, e7, e9⟩.

Logo,
dim⟨TPV 2

3 , TQV
2
3 ⟩ = 5.

Pelo Lema de Terracini 6.56.5, como

dim⟨TPV 2
3 , TQV

2
3 ⟩ = 5 = Expedim(Sec2(V

2
3 )),

logo, a variedade V 2
3 não é 2-defeituosa.
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Veremos agora que a variedade V 2
3 não é 3-defeituosa. De fato, tome x1 = 1, pela

Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U1 = k2 em V5 = k9:

µ : U1 → V5

(x0, x2) 7→ (x30, x
2
0, x0, x

2
0x2, x0x

2
2, x2, x

2
2, x0x2, x

3
2).

Assim, temos que

∂µ

∂x0
= (3x20, 2x0, 1, 2x0x2, x

2
2, 0, 0, x2, 0)

∂µ

∂x2
= (0, 0, 0, x20, 2x0x2, 1, 2x2, x0, 3x

2
2).

Logo,

µ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := 0̃

∂µ

∂x0
(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := ẽ2

∂µ

∂x2
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) := ẽ6.

Portanto, o espaço tangente em R é

TRV
2
3 = ⟨0̃, ẽ2, ẽ6⟩
= ⟨(0 : . . . : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0), (0 : . . . : 0 : 1 : 0 : 0 : 0)⟩
:= ⟨e5, e2, e6⟩.

Desta forma, segue que

⟨TPV 2
3 , TQV

2
3 , TRV

2
3 ⟩ = ⟨e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e9⟩.

Logo,
dim⟨TPV 2

3 , TQV
2
3 , TRV

2
3 ⟩ = 8.

Pelo Lema de Terracini 6.56.5, como

dim⟨TPV 2
3 , TQV

2
3 , TRV

2
3 ⟩ = 8 = Expedim(Sec3(V

2
3 )),

deste modo, a variedade V 2
3 não é 3-defeituosa.

Por �m, pelo Lema 6.86.8, como Sec3(V 2
3 ) tem dimensão 8, ou seja, 1 a menos que o

espaço projetivo P9 onde está ambientada a variedade de Veronese V 2
3 , então Sec4(V

2
3 )

preenche todo o espaço projetivo P9 e, assim, a variedade de Veronese V 2
3 não é defeituosa.

Exemplo 6.8 A variedade de Veronese V 3
2 é 2-defeituosa.

De fato, dada a aplicação de Veronese

v32 : P3 → P9

(x0 : x1 : x2 : x3) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x0x3 : x
2
1 : x1x2 : x1x3 : x

2
2 : x2x3 : x

2
3).

A dimensão esperada de Seck(V 3
2 ) é
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Expdim(Sec2(V
3
2 )) = min{2(3 + 1)− 1, 9} = 7.

Primeiro, comecemos tomando dois pontos gerais p, q ∈ P3, sem perda de generalidade,
pelo Lema 6.76.7, podemos considerar p = (1 : 0 : 0 : 0) e q = (0 : 0 : 0 : 1), considere também

P = v32(p) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P9

Q = v32(q) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P9.

Com isso, vamos construir os espaços tangentes TPV 3
2 e TQV 3

2 . Tome x0 = 1, pela
Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U0 = k2 em V0 = k9:

φ : U0 → V0

(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x3, x
2
1, x1x2, x1x3, x

2
2, x2x3, x

2
3).

Assim, temos que

∂φ

∂x1
= (1, 0, 0, 2x1, x2, x3, 0, 0, 0)

∂φ

∂x2
= (0, 1, 0, 0, x1, 0, 2x2, x3, 0)

∂φ

∂x3
= (0, 0, 1, 0, 0, x1, 0, x2, 2x3).

Logo,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := 0

∂φ

∂x1
(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := e1

∂φ

∂x2
(0) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := e2

∂φ

∂x3
(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := e3.

Portanto, o espaço tangente em P é

TPV
3
2 = ⟨0, e1, e2, e3⟩
= ⟨(1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0), (1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0), (1, 0, 1, 0, 0, . . . , 0), (1, 0, 0, 1, 0, . . . , 0)⟩
= ⟨(1 : 0 : . . . : 0), (1 : 1 : 0 : . . . : 0), (1 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0), (1 : 0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0)⟩
= ⟨(1 : 0 : . . . : 0), (0 : 1 : 0 : . . . : 0), (0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0), (0 : 0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0)⟩
:= ⟨e0, e1, e2, e3⟩.

Agora, tome x3 = 1, pela Proposição 4.174.17, considere a aplicação de U3 = k2 em
V9 = k9:

γ : U3 → V9

(x0, x1, x2) 7→ (x20, x0x1, x0x2, x0, x
2
1, x1x2, x1, x

2
2, x2).
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Assim, temos que

∂γ

∂x0
= (2x0, x1, x2, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

∂γ

∂x1
= (0, x0, 0, 0, 2x1, x2, 1, 0, 0)

∂γ

∂x2
= (0, 0, x0, 0, 0, x1, 0, 2x2, 1).

Logo,

γ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) := 0̂

∂γ

∂x0
(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) := ê3

∂γ

∂x1
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) := ê6

∂γ

∂x2
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) := ê8.

Portanto, o espaço tangente em Q é

TQV
3
2 = ⟨0̂, ê3, ê6, ê8⟩
:= ⟨e9, e3, e6, e8⟩.

Desta forma, segue que

⟨TPV 3
2 , TQV

3
2 ⟩ = ⟨e0, e1, e2, e3, e6, e8, e9⟩.

Logo,
dim⟨TPV 3

2 , TQV
3
2 ⟩ = 6.

Pelo Lema de Terracini 6.56.5, como

dim⟨TPV 3
2 , TQV

3
2 ⟩ = 6 < 7 = Expedim(Sec2(V

3
2 )),

portanto, a variedade V 3
2 é 2-defeituosa.
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7 Polítopos, Simplexos e Algoritmos

Neste capítulo apresentaremos o algoritmo que desenvolvemos, que pode ser encon-
trado em [1010], no software Wolfram Mathematica que pode ser obtido em [1111]. Para a
base do desenvolvimendo do algoritmo usaremos os resultados que se encontram em [1212],
que apenas enunciaremos.

O objetivo do algoritmo é mostrar se uma variedade de Segre-Veronese não é h-
defeituosa, se possível, dizer que não é defeituosa. Veremos que com o algoritmo não
dá para a�rmar que a variedade é defeituosa. Outra �nalidade do algoritmo, será encon-
trar famílias de Segre-Veronese que podem não ser defeituosas.

De�nição 7.1 O toro em Geometria Algébrica é dado por (k∗)n = k∗ × . . . × k∗, onde
k∗ = k − {0}. Dizemos que uma variedade projetiva X ⊂ PN é tórica se existe um
mor�smo com imagem densa

γ : (k∗)n → X ∩ U0

x 7→ (xm1 , . . . , xmN ),

onde U0 é como na Proposição 4.174.17 e M = {m1, . . . ,mN} ⊂ Zn chamaremos de polítopo.

Exemplo 7.1 Seja

γ : k∗ → X ∩ U0

(x1) 7→ (1, x1, x
2
1),

onde X é a variedade de Veronese V 1
2 e M = {0, 1, 2} ⊂ Z é o polítopo associado. Assim,

V 1
2 é uma variedade tórica.

Exemplo 7.2 Seja

γ : (k∗)2 → X ∩ U0

(x1, x2) 7→ (1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2),

onde X é a variedade de Veronese V 2
2 e M = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2)} ⊂ Z2

é o polítopo associado. Assim, V 2
2 é uma variedade tórica.

Exemplo 7.3 Seja

γ : (k∗)2 → X ∩ U0

(x1, y1) 7→ (1, y1, x1, x1y1),

onde X é a variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,1) e M = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} ⊂ Z2 é

o polítopo associado. Assim, SV (1,1)
(1,1) é uma variedade tórica.

Exemplo 7.4 Seja

γ : (k∗)2 → X ∩ U0

(x1, y1) 7→ (1, y1, x1, x1y1, x
2
1, x

2
1y1),

ondeX é a variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(2,1) eM = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1)} ⊂

Z2 é o polítopo associado. Assim, SV (1,1)
(2,1) é uma variedade tórica.
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Observação 7.1 Toda Segre-Veronese é uma variedade projetiva tórica e, assim, há um
único polítopo associado à Segre-Veronese. Mais ainda, duas Segre-Veronese distintas tem
polítopos associados distintos.

O computador usado na execução do programa tem as seguintes con�gurações: Me-
mória 8GB DDR3 L, Intel Core i3-6100U 2.3 GHz, 1000 GB HDD e Intel HD graphics
520.
A Primeira Etapa do Algoritmo: Encontrar o polítopo correspondente a Segre-
Veronese desejada. Para isso, construimos a função SegreVeronese, cuja a entrada é
da forma SegreVeronese[{n1, . . . , nr}, {d1, . . . , dr}] e a saída é o polítopo M associado à
variedade SV (n1,...,nr)

(d1,...,dr)
.

Tempo estimado: Para a variedade SV (3,3,3,3)
(3,3,3,2) a função demora aproximadamente 30 se-

gundos, onde o polítopo tem 80.000 pontos. Para a variedade SV (3,3,3,3)
(3,3,3,3) a função demora

aproximadamente 120 segundos, onde o polítopo tem 160.000 pontos. Para polítopos com
até 1.000 pontos leva menos de 1 segundo, em geral.

Exemplo 7.5 O polítopo associado à variedade de Veronese V 2
2 :

SegreVeronese[{2},{2}]

Saída: {{0, 0}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 0}, {1, 1}, {2, 0}}

Time: 0.0000 segundos

De�nição 7.2 Seja ∆ ⊂ Zn �nito. Dizemos que ∆ é um simplexo quando #(∆) = n+1
e os pontos de ∆ são linearmente independentes.

Exemplo 7.6 Considere o polítopoM = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2)} do Exem-
plo 7.27.2. Tome ∆1 = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)},∆2 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0)} e ∆3 = {(1, 1), (0, 2)}
contidos em M .

Figura 7.1: ∆1 ⊂M . Figura 7.2: ∆2 ⊂M . Figura 7.3: ∆3 ⊂M .

Assim, temos que

� ∆1: É um simplexo, pois os pontos são linearmente independentes e #(∆1) = 3.

� ∆2: Não é um simplexo apesar de #(∆2) = 3, pois os pontos estão na mesma reta.

� ∆3: Não é um simplexo apesar dos pontos serem linearmente independetes, pois
#(∆3) = 2.
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De�nição 7.3 Seja S ⊂ Zn �nito. Dado um vetor v ∈ Rn, de�na

φv : S → R
p 7→ ⟨p, v⟩(produto interno escalar).

De�na também

φv(S) :=
∑
p∈S

φv(p).

Dizemos que um vetor v ∈ Rn separa um simplexo ∆ em S, quando

max{φv(D)|D ⊂ S é um simplexo}

é atingido uma única vez e é igual a φv(∆).

De�nição 7.4 Sejam S ⊂ Zn e v um vetor em Rn. Ordene os pontos de S com respeito
à direção v do maior para o menor, por meio da aplicação φv:

S = {p1, . . . , ps}.

Seja Q = {p1, . . . , pn+2} o conjunto dos primeiros n + 2 pontos de S. Dizemos que
v separa trivialmente um simplexo em S quando Q′ = Q − {pn+2} é um simplexo e
φv(pn+1) > φv(pn+2).

Exemplo 7.7 Considere S = M , onde M é o polítopo do Exemplo 7.27.2. Tome o vetor
v = (−1,−1) ∈ R2, temos que

φv((0, 0)) = ⟨(0, 0), v⟩ = 0 φv((1, 0)) = ⟨(1, 0), v⟩ = −1
φv((2, 0)) = ⟨(2, 0), v⟩ = −2 φv((0, 1)) = ⟨(0, 1), v⟩ = −1
φv((0, 2)) = ⟨(0, 2), v⟩ = −2 φv((1, 1)) = ⟨(1, 1), v⟩ = −2.

Dessa forma, de�na Q = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0)} como um conjunto de 4 pontos com
maior valor com respeito a v. Como ∆1 = Q − {(0, 2)} é um simplexo e φv((0, 1)) >
φv((2, 0)), então v separa trivialmente o simplexo ∆1.

Proposição 7.1 Seja S ⊂ Zn �nito. Se v separa trivialmente um simplexo em S, então
v separa um simplexo em S.

Demonstração: Dado vetor v ∈ Rn. Temos que, ordenar do maior para o menor o conjunto
S, em relação a aplicação φv, e depois escolher os n + 1 pontos ínicias é o mesmo que
pegar os n+ 1 pontos com maior valor em S, em relação à aplicação φv.

■
A volta da Proposição 7.17.1 não é verdade, vejamos um exemplo:

Exemplo 7.8 Considere o conjunto S = {(0, 0), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3)}. Se tomarmos
v = (0, 1), temos que v separa ∆ = {(1, 3), (1, 2), (0, 0)}, mas não o separa trivialmente.

Observação 7.2 Computacionalmente é inviável testar se v separa um simplexo, pois
teria que testar todos os simplexos ∆ ⊂ S. Já testar se v separa trivialmente é muito
mais rápido.
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Segunda Etapa do Algoritmo:

1- Determinar se dado um conjunto de pontos ∆ em Z é um simplexo. Para isso, cons-
truimos a função ESimplexo, onde a entrada é da forma ESimplexo[{p1, . . . , pn}] e a
saída é True ou False quando forma um simplexo ou quando não forma um simplexo,
respectivamente.
Tempo estimado: Conjuntos com 9.001 pontos em Z9.000 levam aproximadamente 45
segundos. Para conjuntos com 2.001 pontos em Z2.000 levam menos de 1 segundo, em
geral.

2- Veri�car se v separa trivialmente um simplexo em S. Para isso, construimos a função
Trivialmente, onde a entrada é da forma Trivialmente[S, v] e a saída é o simplexo, caso
consiga separar trivialmente, ou False caso não consiga.
Tempo estimado: Conjuntos com 3.000 pontos em Z2.000 levam aproximadamente 72
segundos. Para conjuntos com até 600 pontos em Z500 levam menos de 1 segundo, em
geral.

Exemplo 7.9 Veri�quemos, por meio do algoritmo, se ∆1, ∆2 e ∆3 do Exemplo 7.67.6
formam simplexos, isto é

ESimplexo[{{0,0}, {0,1}, {1,0}}]

Saída: True

Time: 0.0000 segundos

ESimplexo[{{0,0}, {0,1}, {0,2}}]

Saída: False

Time: 0.0000 segundos

ESimplexo[{{1,1}, {0,2}}]

Saída: False

Time: 0.0000 segundos

Exemplo 7.10 Veri�quemos, por meio do algoritmo, se v1 = (−1,−1) e v2 = (−1, 0)
separam trivialmente um simplexo em M = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2)}, isto é

Trivialmente[{{0,0}, {1,0}, {0,1}, {2,0}, {1,1}, {0,2}},{-1,-1}]

Saída: {{0, 0}, {1, 0}, {0, 1}}

Time: 0.0000 segundos

Trivialmente[{{0,0}, {1,0}, {0,1}, {2,0}, {1,1}, {0,2}},{-1,0}]

Saída: False

Time: 0.0000 segundos

Agora enunciaremos o teorema principal de [1212], no qual nos apoiaremos.

Teorema 7.2 (Teorema 2.8 ) Sejam M ⊂ Zn o polítopo associado à variedade tórica
X ⊂ PN , ∆1, . . . ,∆h simplexos disjuntos de M e v1, . . . , vh vetores em Rn. Se para
i = 1, . . . , h, vi separa ∆i em M − (∆1 ∪ . . . ∪ ∆i−1), então a variedade X não é h-
defeituosa. Além disso, se M − (∆1 ∪ . . . ∪ ∆h) for linearmente independente, então a
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variedade X não é defeituosa. Em particular, se M = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆h, então X não é
defeituosa.

Exemplo 7.11 Considere a variedade de Segre-Veronese SV 1,1
1,1 . Pelo Exemplo 7.37.3 o

polítopo associado é M = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} ⊂ Z2. Tome v = (1, 1) ∈ R2,

φv((0, 0)) = 0 φv((0, 1)) = 1

φv((1, 0)) = 1 φv((1, 1)) = 2,

assim, v separa o simplexo ∆ = {(1, 1), (0, 1), (1, 0)}:

Figura 7.4: Polítopo associado a SV (1,1)
(1,1) .

Pelo Teorema 7.27.2 a variedade SV 1,1
1,1 não é 1-defeituosa, mais ainda, comoM−∆ = {(0, 0)}

é linearmente independente, então SV 1,1
1,1 não é defeituosa.

Exemplo 7.12 Considere a variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,4) . Tome a aplicação

γ : (k∗)2 → SV
(1,1)
(1,4) ∩ U0

(x1, y1) 7→ (1, y1, y
2
1, y

3
1, y

4
1, x1, x1y1, x1y

2
1, x1y

3
1, x1y

4
1).

Dessa forma, o polítopo associado é

M = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)}.
Tome v1 = (1, 1), v2 = (0, 1) e v3 = (1, 1), segue que v1 separa o simplexo ∆1 =
{(1, 4), (0, 4), (1, 3)} de M , v2 separa o simplexo ∆2 = {(0, 3), (1, 2), (0, 2)} de M −∆1 e
v3 separa o simplexo ∆3 = {(0, 1), (1, 1), (1, 0)} de M − (∆1 ∪∆2):

Figura 7.5: Polítopo associado a SV (1,1)
(1,4) .

Pelo Teorema 7.27.2, a variedade SV (1,1)
(1,4) não é defeituosa.

Observação 7.3 No Exemplo 7.127.12, se trocarmos v3 por v′3 = (−1,−1), temos que v′3
separa o simplexo ∆′

3 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} de M − (∆1 ∪∆2):
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Figura 7.6: Segundo polítopo associado a SV (1,1)
(1,4) .

Observe que, ∆1,∆2,∆
′
3 é outro conjunto de simplexos disjuntos de M que satisfaz as

hipóteses do Teorema 7.27.2, ou seja, é outro conjuto de simplexos que mostra que a variedade
SV

(1,1)
(1,4) não é defeituosa.

Exemplo 7.13 Considere a variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,5) . Tome a aplicação

γ : (k∗)2 → SV
(1,1)
(1,5) ∩ U0

(x1, y1) 7→ (1, y1, y
2
1, y

3
1, y

4
1, y

5
1, x1, x1y1, x1y

2
1, x1y

3
1, x1y

4
1, x1y

5
1).

Dessa forma, o polítopo associado é

M = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5)}.

Tome v1 = (1, 1), v2 = (0, 1), v3 = (−1,−1) e v4 = (1, 0), segue que v1 separa o simplexo
∆1 = {(1, 5), (0, 5), (1, 4)} de M , v2 separa o simplexo ∆2 = {(0, 4), (1, 3), (0, 3)} de
M −∆1, v3 separa o simplexo ∆3 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} de M − (∆1 ∪∆2) e v4 separa o
simplexo ∆4 = {(1, 2), (0, 2), (1, 1)}:

Figura 7.7: Polítopo associado a SV (1,1)
(1,5) .

Pelo Teorema 7.27.2, a variedade SV (1,1)
(1,5) não é defeituosa.
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Observação 7.4 No Exemplo 7.137.13, se tomarmos v′1 = (1, 1), v′2 = (1,−1) e v′3 = (2, 1):

Figura 7.8: Segundo polítopo associado a SV (1,1)
(1,5) .

Observe que não temos as hipóteses do Teorema 7.27.2, pois os 3 pontos que sobram não
são linearmente independentes. Logo, com essa con�guração de simplexos não consegui-
mos mostrar que a variedade não é defeituosa, mas isso não signi�ca que seja defeituosa.

Por esse motivo, o Teorema 7.27.2 não garante que uma variedade é defeituosa. Esse tipo
de fenômeno tem consequências computacionais, às vezes o computador encontra uma
�triangulação incompleta� de S e tem que começar de novo do zero.
Terceira Etapa do Algoritmo:

1- A função Defeituosa tem entrada da forma Defeituosa[M, t], onde M é o polítopo
associado à Segre-Veronese e t é a quantidade de tentativas para veri�car se a variedade
não é defeituosa. A saída desta função: Nao e defeituosa seguida do conjunto de
simplexos e os pontos linearmente independentes, caso consiga veri�car; Falhou, mas
nao e h-defeituosa, caso não consiga veri�car na quantidade de tentativas estipulada
na entrada, mas encontrou h-simplexos.
Tempo estimado: Em 5 tentativas, para determinar que a variedade de Veronese V 7

4 ,
cujo o polítopo tem 330 pontos, não é defeituosa, o algoritmo leva aproximadamente
185 segundos.

2- A função QNDefeituosas tem entrada da forma

QNDefeituosas[{{{n1, . . . , nr1}, {d1, . . . , dr1}}, . . . , {{n1, . . . , nrk}, {d1, . . . , drk}}}, t],

e a saída mostrará apenas as variedades de Segre-Veronese SV
(n1,...,nri )

(d1,...,dri )
que veri�cou-se

não ser defeituosa nas t tentativas. Tempo estimado: O tempo estimado da função
QNDefeituosas depende diretamente da função Defeituosa, pois ela utilizada a função
Defeituosa para cada variedade.

Exemplo 7.14 Como exemplo, segue algumas variedades de Segre-Veronese:

Defeituosa[SegreVeronese[{2},{2}], 5]

Saída: Falhou, mas nao e 1-defeituosa

Time: 0.0156 segundos
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Defeituosa[SegreVeronese[{2},{3}], 5]

Saída: Nao e defeituosa {{{{3,0},{2,0},{2,1}},{{0,3},{1,2},{0,2}},{{1,0},{0,0},

{1,1}}},{{0,1}}}

Time: 0.0156 segundos

Defeituosa[SegreVeronese[{3},{2}], 5]

Saída: Falhou, mas nao e 1-defeituosa

Time: 0.0156 segundos

Defeituosa[SegreVeronese[{1,2},{2,2}], 5]

Saída: Falhou, mas nao e 3-defeituosa

Time: 0.1406 segundos

Exemplo 7.15 As variedades de Segre-Veronese da forma SV (n,1)
(1,1) não são defeituosas.

Mostraremos, por meio do algoritmo, que para 1 ≤ n ≤ 10 isso é verdade, isto é

QNDefeituosas[Table[{{n,1}, {1,1}}, {n, 1, 10}],5]

Saída: {{{1, 1}, {1, 1}}, {{2, 1}, {1, 1}}, {{3, 1}, {1, 1}}, {{4, 1}, {1, 1}},

{{5, 1}, {1, 1}}, {{6, 1}, {1, 1}}, {{7, 1}, {1, 1}}, {{8, 1}, {1, 1}},

{{9, 1}, {1, 1}}, {{10, 1}, {1, 1}}}

Time: 0.7812 segundos

Exemplo 7.16 Vejamos quais das Veroneses V n
4 o algoritmo consegue veri�car que não

são defeituosas, para n = 1, . . . 5, isto é

QNDefeituosas[Table[{{n}, {4}}, {n, 1, 5}],10]

Saída: {{{1}, {4}}, {{5}, {4}}}

Time: 316.3440 segundos

Portanto, entre esses casos que consideramos, o algoritmo conseguiu veri�car que as va-
riedades de Veronese V 1

4 e V 5
4 não são defeituosas. Os demais casos não podemos dizer

nada pelo algoritmo, mas pelo Teorema de Alexander e Hirschowitz 6.46.4 sabemos que são
defeituosas.
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8 Esquemas

Neste capítulo de�niremos e apresentaremos propriedades, sem demonstrar, relacio-
nadas a esquemas. Caso o leitor queira se aprofundar no assunto, a referência indicada é
[1313], sendo essa a referência na qual nos basearemos.

Na primera seção apresentaremos conceitos e propriedades relativas à estrutura de
pré-feixes e feixes. Em seguida, na segunda seção, de�niremos um feixe OSpec(A) sobre
o espectro de um anel (De�nição 3.233.23), de modo que (Spec(A),OSpec(A)) seja um espaço
localmente anelado, esse tipo de estrutura será de suma importância para de�nirmos os
esquemas.

Já na terceira seção, será apresentado o mor�smo de pré-feixe, que será amplamente
utilizado a partir do Capítulo 1111. Dessa forma, na última seção, usaremos as ferramentas
que foram apresentadas nas seções anteriores, veremos o espaço projetivo Pn, assim como
as variedades projetivas, pela perspectiva de esquemas.

8.1 Feixes

De�nição 8.1 Seja X um espaço topológico. Um pré-feixe de conjuntos F em um con-
junto X é de�nido da seguinte maneira:

(a) Para cada aberto U ⊂ X é associado um conjunto F(U).

(b) Para cada inclusão V ⊂ U de abertos de X, uma função ρUV : F(U)→ F(V ) chamada
de restrição.

Sujeita às seguintes condições

(1) F(∅) consiste de um único ponto;

(2) ρUU = IdF(U);

(3) Se W ⊂ V ⊂ U , são abertos, então ρUW = ρVW ◦ ρUV , ou seja, o diagrama a seguir é
comutativo

F(U)

F(W )

F(V )

ρUW

ρVW

ρUV

Observação 8.1 Um pré-feixe de anéis é de�nido da mesma forma que um pré-feixe de
conjuntos, mas as restrições devem ser homomor�smos de anéis.
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Os elementos s ∈ F(U) são chamados de seções de F sobre U . Os elementos de
Γ(F , X) := F(X) são chamados de seções globais de F . Usaremos a notação ρUV (s) = s|V ,
para cada s ∈ F(U).

Exemplo 8.1 Sejam X e M espaços topológicos. De�na para cada aberto U ⊂ X,

F(U) := {f : U →M contínua}

e para cada inclusão de abertos V ⊂ U

ρUV : F(U)→ F(V )

f 7→ f |V .

Então F é um pré-feixe de espaços topológicos em X com valores em M .

Exemplo 8.2 Sejam X uma variedade diferenciável. De�na para cada aberto U ⊂ X,

F(U) := {f : U → R diferenciável}

e para cada inclusão de abertos V ⊂ U

ρUV : F(U)→ F(V )

f 7→ f |V .

Então F é um pré-feixe chamado de pré-feixe de funções diferenciáveis em X.

De�nição 8.2 Seja F um pré-feixe sobre X. Dizemos que F é um feixe quando vale a
seguinte propriedade

(4) Dada uma cobertura aberta {Uα} de um aberto U ⊂ X e seções sα ∈ F(Uα) compa-
tíveis na interseções, isto é,

sα|Uα∩Uβ
= sβ|Uα∩Uβ

,

existe uma única seção s ∈ F(U) tal que s|Uα = sα, para todo α.

Dizemos que as sα podem ser coladas para obter a s.

Os Exemplos 8.18.1 e 8.28.2 são exemplos de pré-feixe que são feixes. Vejamos a seguir um
exemplo de um pré-feixe que não é um feixe.

Exemplo 8.3 Sejam X um espaço topológico eM um conjunto. De�na para cada aberto
U ⊂ X,

F(U) := {f : U →M constante}
e para cada inclusão de abertos V ⊂ U

ρUV : F(U)→ F(V )

f 7→ f |V .

Então F é um pré-feixe, mas não é um feixe.
De fato, suponha que existam abertos U,U1, U2 com

U = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅, U1 ̸= ∅ ̸= U2.

Sejam m1,m2 ∈M , onde m1 ̸= m2, e s1 ∈ F(U1), s2 ∈ F(U2), onde

71



s1 : U1 →M
x 7→ m1

e
s2 : U2 →M

x 7→ m2

Então,

s1
∣∣
U1∩U2

= s2
∣∣
U1∩U2

= ∗,

onde F(∅) = {∗}, pois U1 ∩ U2 = ∅.
Porém, não existe s ∈ F(U1 ∪ U2) tal que s|U1 = s1 e s|U2 = s2.

De�nição 8.3 Seja F um pré-feixe num espaço topológico X e seja U ⊂ X um aberto
não vazio. De�nimos F restrito a U , e denotamos por F|U , como sendo

F|U(V ) := F(V ), para todo aberto V ⊂ U

e σVW = ρVW para toda inclusão de abertos W ⊂ V ⊂ U . Neste caso, F|U juntamente com
as restrições σVW é um feixe sobre o aberto U .

De�nição 8.4 Uma variedade quase-a�m Y ⊂ kn é um aberto de uma variedade a�m
V (I) ⊆ kn, onde I ⊂ k[x1, . . . , xn]. Uma variedade quase-projetiva X ⊂ Pn é um aberto
de uma variedade projetiva V (J) ⊂ Pn onde J ⊂ k[x0, . . . , xn] é um ideal homogêneo.
Uma variedade sobre um corpo k é qualquer variedade a�m, quase-a�m, projetiva ou
quase-projetiva.

De�nição 8.5 Seja Y ⊂ kn uma variedade quase-a�m. Uma função f : Y → k é regular
em p ∈ Y , se existe uma vizinhança U ⊂ Y de p e polinômios g, h ∈ k[x1, . . . , xn] tais que
0 /∈ h(U) e f = g/h em U . Dizemos que f é regular se f é regular em p, para todo p ∈ Y .

De�nição 8.6 Seja X ⊂ Pn uma variedade quase-projetiva. Então uma função f : X →
k é regular em p ∈ X, se existe uma vizinhança U ⊂ X de p e polinômios homogêneos de
mesmo grau, g, h ∈ k[x0, . . . , xn] tais que 0 /∈ h(U) e f = g/h em U .

Exemplo 8.4 Seja X uma variedade sobre um corpo k. De�na para todo aberto não
vazio U ⊆ X,

O(U) := {f : U → k regular}
e para cada inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV : O(U)→ O(V )

f 7→ f |V

Chamamos O de feixe de funções regulares. De fato, O é um feixe sobre X, como se pode
ver no Exemplo 1.0.1 do livro [1313], Capítulo 2.

De�nição 8.7 Seja F um pré-feixe sobre um espaço topológico X. De�nimos o talo Fp
de F em p ∈ X, como sendo o limite direto dos grupos F(U) para toda vizinhança U ⊂ X
de p, isto é

Fp := lim
−→
F(U).

Um elemento de Fp é representado por um par ⟨U, s⟩ com U vizinhança de p e s ∈ F(U).
Dois pares ⟨U, s⟩ e ⟨V, t⟩ representam o mesmo elemento de Fp, quando existe um aberto
W tal que p ∈ W ⊂ U ∩ V e s|W = t|W . Os elementos de Fp são chamados germes de
seções.
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Exemplo 8.5 Sejam A um grupo abeliano, X um espaço topológico e p ∈ X. De�na
para todo aberto não vazio U ⊂ X,

ip(A)(U) =

{
A, se p ∈ U
{0}, se p /∈ U

e para toda inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV =


idA, se p ∈ V
{0} 7→ {0}, se p /∈ U
A 7→ {0}, se p ∈ U \ V

.

Além disso, os talos de ip(A) são dados por

(ip(A))q =

{
A, se q ∈ {p}
{0}, se q /∈ {p}

.

8.2 O Espectro de um Anel como um Feixe

Nesta seção iremos de�nir sobre o espectro de um anel (De�nição 3.233.23) um feixe
com uma propriedade em especí�co. Pela Proposição 3.303.30, o espectro de um anel A,
denotado por Spec(A), é um espaço topológico, sendo os abertos os conjuntos da forma
D(E) = Spec(A) − V (E), onde E ⊂ Spec(A) e V (E) é como na De�nição 3.243.24. Vale
resaltar para o leitor, que utilizaremos os anéis Af apresentados no Exemplo 3.93.9 para
contruir as restrições do feixe.

De�nição 8.8 Seja O um feixe sobre o espaço topológico X. Dizemos que (X,O) é um
espaço anelado, quando O é um feixe de anéis sobre X. Dizemos que o espaço anelado
(X,O) é localmente anelado, se cada talo Op é um anel local.

O que queremos agora é de�nir sobre Spec(A) um feixeOSpec(A) de modo que (Spec(A),
OSpec(A)) seja um espaço localmente anelado. Para isso, vamos usar (sem provar nem
formalizar) o fato de que para de�nir um feixe sobre um espaço topológico basta de�nir
um feixe nos abertos de uma base da topologia.

De�nição 8.9 Seja A um anel. De�na

(a) Para cada f ∈ A, OSpec(A)(D(f)) = Af ;

(b) Para cada par f, g ∈ A com D(f) ⊆ D(g)

ρ
D(g)
D(f) : Ag → Af

a

gk
7→ ank

fnk

onde fn = gu em A para algum u ∈ A e n ≥ 0.

Observação 8.2 Para justi�car que fn = gu, observe que, como D(f) ⊆ D(g), então
V (g) ⊆ V (f), ou seja,

p ∈ Spec(A), p ∋ g ⇒ p ∋ f.
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Considere a aplicação

π : A→ A/(g)

f 7→ f

e lembre que há uma bijeção{
ideais primos de A

que contém g

}
←→

{
ideais primos de

A/(g)

}
.

Agora, observe que f ∈ I, para todo I ∈ Spec(A/(g)). De fato, seja I ∈ Spec(A/(g)).
Pelo exposto acima, (g) ∈ π−1(I) ⊆ Spec(A). Pela observação anterior, f ∈ π−1(I).
Desse modo, f ∈ π(π−1(I)) = I.

Assim, pela Proposição 3.93.9, segue que

f ∈
⋂

I∈spec(A/(g))

I = N(A/(g)), onde N(A/(g)) é o nilradical de A/(g),

⇒ f
n
= 0 ∈ A/(g)

⇒ fn ∈ (g)

⇒ fn = ug

para algum u ∈ A e para algum n ≥ 0.

Observação 8.3 A aplicação ρD(g)
D(f) é simplesmente a localização Ag → (Ag)f = Af .

Observação 8.4 A ideia da aplicação ρD(g)
D(f) é que os elementos de Ag são do tipo a/gk e

queremos restringir para Af . Mas em Af , os elementos são da forma b/f l, então queremos
escrever o g em termos de potências de f . Convenientemente, como fn ∈ (g), para algum
n ≥ 0, isso é possível.

Teorema 8.1 Sejam A um anel e X = Spec(A) um espaço topológico. Então, (X,OX)
ganha uma estrutura de um espaço localmente anelado. Além disso, OX(X) = A e o talo
de OX em cada p ∈ X é OX,p = Ap a localização do anel A no ideal primo p.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Proposição 2.3.
■

Chamamos OX de feixe estrutural de X ou feixe de funções regulares de X.
Vejamos em alguns exemplos como o espectro dá informação geométrica. O que deve-

mos lembrar do Teorema anterior é

ANEL︷ ︸︸ ︷{
A
}
−→

GEOMETRIA︷ ︸︸ ︷
Spec(A) = X conjunto
X espaço topológico

OX feixe

 −→
ÁLGEBRA︷ ︸︸ ︷

OX(X) = A seções globais
OX(U) seções sobre U
OX,p = Ap talos
OX(D(f)) = Af


Exemplo 8.6 Considere os anéis A = k[x]/(x), B = k[x]/(x2) e C = k[x]/(x3).

Nos três casos, o espectro tem um único elemento correspondente à (x). Sejam X =
Spec(A), Y = Spec(B) e Z = Spec(C). Como só há uma topologia em um conjunto
unitário os três espaços são homeomorfos. Porém, OX , OY e OZ são essencialmente
distintos, pois os anéis OX(X) = A, OY (Y ) = B e OZ(Z) = C não são isomorfos.
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8.3 Mor�smos de Feixes

De�nição 8.10 Sejam F e G pré-feixes em um espaço topológico X. Um mor�smo de
pré-feixes φ : F → G é uma coleção de aplicações φ(U) : F(U)→ G(U) para cada aberto
não vazio U ⊂ X tais que o diagrama

F(U)

F(V ) G(V )

G(U)
φ(U)

ρUV ρUV

φ(V )

comuta para todos abertos não vazios V ⊂ U ⊂ X.

Se F e G são pré-feixes de grupos, k-álgebras ou outros, exigimos que os φ(U) sejam
mor�smos de grupos, de k-álgebras ou de outros. Quando F e G são feixes, dizemos que
φ é um mor�smo de feixes.

De�nição 8.11 Dados mor�smos de pré-feixes φ : F → G e ψ : G → H, de�nimos a
composta ψ ◦ φ : F → H por

(ψ ◦ φ)(U) := ψ(U) ◦ φ(U),

para todo aberto não vazio U ⊂ X.

De�nição 8.12 Dizemos que φ é um isomor�smo de feixes quando possui inversa bila-
teral.

Observação 8.5 O mor�smo de pré-feixes φ : F → G induz um mor�smo em cada talo
φp : Fp → Gp do seguinte modo: seja p ∈ X e ∅ ̸= U ⊆ X uma vizinhança de p, de�nimos
φp(sp) := (φ(U)(s))p, de modo que o diagrama abaixo comute.

F(U)

Fp Gp

G(U)
φ(U)

φp

onde F(U) ∋ s 7→ s = sp = ⟨s, U⟩ ∈ Fp e G(U) ∋ φ(U)(s) 7→ ⟨φ(U)(s), φ(U)⟩.

Teorema 8.2 Seja φ : F → G um mor�smo de feixes. Então φ é um isomor�smo se, e
somente se, φp é um isomor�smo para cada p ∈ X.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Proposição 1.1.
■
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De�nição 8.13 Seja φ : F → G um mor�smo de pré-feixes de grupos abelianos. De�ni-
mos três pré-feixes, colocando para cada aberto não vazio U ⊂ X

(a) pré-feixe núcleo de φ : U → ker(φ(U));

(b) pré-feixe imagem de φ : U → Im(φ(U));

(c) pré-feixe conúcleo de φ : U → coker(φ(U)) = G(U)/Im(φ(U)).

Observação 8.6 Se F é um feixe, então o pré-feixe núcleo é um feixe. Porém, o mesmo
nem sempre vale para os pré-feixes imagem e conúcleo.

Os pré-feixes imagem e conúcleo nem sempre são feixes, mesmo se F e G forem.

Exemplo 8.7 Sejam X = C, O o feixe das funções holomorfas f : U → C e O∗ o feixe
das funções holomorfas não nulas f : U → C, ou seja, f(z) ̸= 0 para todo z. Por exemplo,
g = idC ∈ O(C) \ O∗(C). Sejam U0 = C \ {0}, U1 = C \ [0,∞) e U2 = C \ (−∞, 0]. Seja
também,

h : U0 → C
z 7→ z

Note que h ∈ O∗(U0), pois ρCU0
(g) = g|U = h ∈ O(U0). Seja φ : O → O∗, de�nida por

φ(U) : O(U)→ O∗(U)

f 7→ ef

Por Análise Complexa, h /∈ Im(φ(U0)), daí [h] ̸= [0] em coker(φ(U0)) = O∗(U0)/Im(φ(U0)).
Por Análise Complexa φ(U1) e φ(U2) são bi-holomorfas, em particular,

coker(φ(U1)) = coker(φ(U2)) = {0}.

Assim, [h] e [0] são dois elementos distintos de coker φ(U0) com a mesma restrição a
U1 e U2. Ou seja, as seções:

s1 = 0 ∈ coker(U1)

s2 = 0 ∈ coker(U2)

colam de duas maneiras diferentes em U . Assim, o pré-feixe conúcleo não é um feixe.

Para corrigir o problema da imagem não ser um feixe, usamos a feixi�cação.

Proposição 8.3 Dado um pré-feixe F , existe um feixe F+ e um mor�smo θ : F → F+

que é isomor�smo nos talos e tem �boas propriedades�.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Proposição-De�nição 1.2.
■

De�nição 8.14 Seja φ : F → G um mor�smo de feixes de grupos abelianos. De�nimos
o feixe:

(a) núcleo como o pré-feixe núcleo;

(b) imagem Imφ como a feixi�cação do pré-feixe imagem;
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(c) conúcleo cokerφ como a feixi�cação do pré-feixe conúcleo.

De�nição 8.15 Dados feixes de grupos abelianos F e G, de�nimos

(a) o feixe de grupos soma direta F ⊕ G como o feixe com seções

(F ⊕ G)(U) := F(U)⊕ G(U).

(b) o feixe de A-módulos produto tensorial F ⊗ G como a feixi�cação do pré-feixe com
seções

U 7→ F(U)⊗A G(U)

De�nição 8.16 Seja φ : F → G um mor�smo de feixes de grupos abelianos. Dizemos
que φ é injetor se kerφ = 0. Dizemos que φ é sobrejetor se Imφ = G. Dizemos que a
sequência de mor�smos de feixes de grupos abelianos

· · · −→ F i−1 φi−1

−→ F i φi

−→ F i+1 −→ · · · (8.1)

é exata, se kerφi = Imφi−1 para cada i.

Proposição 8.4

(a) A sequência(8.18.1) é exata se, e somente se, a sequência

· · · −→ F i−1
p

φi−1
p−→ F ip

φi
p−→ F i+1

p −→ · · · (8.2)

é exata para todo p ∈ X;

(b) φ : F → G é injetor ⇐⇒ φp : Fp → Gp é injetor para todo p ∈ X ⇐⇒
φ(U) : F(U)→ G(U) é injetor para todo aberto não vazio U ⊂ X;

(c) φ : F → G é sobrejetor ⇐⇒ φp : Fp → Gp é sobrejetor para todo p ∈ X.
⇐ φ(U) : F(U)→ G(U) é sobrejetor para todo aberto não vazio U ⊂ X.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Corolário 1.2.1.
■

Exemplo 8.8 Sejam P1
C = C ∪ {∞} = X a esfera de Riemann e considere os feixes em

X: G(U) = {f : U → C holomorfa}; F1(U) = {f ∈ G(U) | f(0) = 0}; F2(U) = {f ∈
G(U) | f(∞) = 0} e de�na F = F1 ⊕F2. Considere φ : F → G de�nido pela adição

φ(U) : F(U)→ G(U)
(f, g) 7→ f + g

Temos que φ é um mor�smo sobrejetor, mas φ(X) : F(X)→ G(X) não é sobrejetor, pelo
Teorema de Liouville.

O fato da sequência
0 −→ F −→ G −→ H −→ 0 (8.3)

ser exata, não implica que

0 −→ F(X) −→ G(X) −→ H(X) −→ 0 (8.4)

é exata, mas apenas que

0 −→ F(X) −→ G(X) −→ H(X) (8.5)

é exata.
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Observação 8.7 Seja (8.38.3) uma sequência exata de mor�smos de feixes de grupos abe-
lianos, então existe uma sequência exata longa de cohomologia

0→ H0(X,F)→ H0(X,G)→ H0(X,H) α→ H1(X,F)→ H1(X,G)→ H1(X,H)→ · · ·

de grupos abelianos, onde H0(X,L) := Γ(L, X) = L(X) para qualquer feixe L sobre X.
Usamos a notação hj(X,L) := dim Hj(X,L), onde a dimensão é como espaço vetorial.
Além disso, α = 0 ⇐⇒ G(X)→ H(X) é sobrejetor.

Agora, vejamos como levar um feixe de um espaço topológico para outro, por meio de
uma função contínua f : X → Y .

De�nição 8.17 Sejam f : X → Y uma função contínua, F um feixe sobre X e G um
feixe sobre Y . De�nimos a imagem direta (ou pushforward) f∗F de F por f , como o
feixe em Y dado por (f∗F(V ) = F(f−1(V )), para todo aberto não vazio V ⊂ Y , e
ρf∗FVW = ρFf−1(V )f−1(W ), para toda inclusão de abertos não vazios V ⊂ W ⊂ Y .

Exemplo 8.9 Sejam X = A1
C e Y = {0} ⊆ X. Então X = spec(C[x]) e podemos

�empurrar� o feixe estrutural OY de Y para X por meio da inclusão

i : Y ↪→ X

x 7→ x

e i∗OY é um feixe sobre X.
Temos uma sequência exata

0 −→ IY −→ OX
ψ−→ i∗OY −→ 0

em que ψ(f) = f |Y e IY = kerψ é dado por

IY (U) = {f ∈ OX(U) | f |Y = 0}

IY é chamado de feixe de ideais de Y . Muitas vezes, escrevemos OY no lugar de i∗OY .

Agora, estamos em condições de de�nir o que é um esquema, lembrando da De�nição
de um espaço localmente anelado 8.88.8 e que Spec(A) é um espaço localmente anelado,
pelo Teorema 8.18.1. Um esquema é essencialmente uma estrutura que, localmente, é um
Spec(A).

De�nição 8.18 Um mor�smo de espaços anelados (X,OX) e (Y,OY ) é um par (f, f#),
onde f : X → Y é uma aplicação contínua e f# : OY → f∗OX é um mor�smo de feixes
de anéis.

Sejam A e B anéis locais. Dizemos que o mor�smo de anéis φ : A → B é local,
quando φ−1(mB) = mA. Um mor�smo de espaços localmente anelados (X,OX) e (Y,OY )
é mor�smo de espaços anelados (f, f#) tal que para cada p ∈ X, o mor�smo induzido
f#
p : OY,f(p) → OX,p é um mor�smo local de anéis locais.
Um isomor�smo de espaços localmente anelados é um mor�smo com inversa bilateral.

Um esquema a�m é um espaço localmente anelado (X,OX) que é isomorfo como espaço
localmente anelado a (Spec(A),OSpec(A)) para a algum anel A.

Um esquema é um espaço localmente anelado (X,OX) tal que para todo x ∈ X, existe
uma vizinhança U de X tal que (U,OX |U) é um esquema a�m.
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Proposição 8.5

(a) Se φ é um mor�smo de anéis, então φ induz um mor�smo de espaços localmente
anelados

(f = Spec φ, f#) : (Spec(B),OSpec(B))→ (Spec(A),OSpec(A)).

(b) Se A e B são anéis, então qualquer mor�smo de espaços localmente anelados de
(Spec(B),OSpec(B)) para (Spec(A),OSpec(A)) é induzido por algum mor�smo φ : A→
B como acima.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Proposição 2.3.
■

8.4 Esquemas

Esta seção terá duas partes. Na primeira, de�niremos o que se entende como variedades
em Geometria Algébrica. Na segunda parte, daremos exemplos concretos de sequências
exatas de mor�smos de esquemas que aparecem na prática, dentre outras coisas.

Parte Um - Variedades

De�nição 8.19 Seja (X,OX) um esquema. Dizemos que X é irredutível se ele o é como
espaço topológico. Dizemos que X é reduzido se OX(U) não tem nilpotentes, para todo
aberto U ⊂ X.

Proposição 8.6 X é reduzido se, e somente se, OX,x não tem nilpotentes, para todo
x ∈ X.

Proposição 8.7 X é irredutível e reduzido (integral) se, e somente se, OX(U) é um
domínio, para todo aberto U ⊆ X.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Proposição 3.1.
■

Exemplo 8.10 (Pontos Múltiplos) Temos que spec(C[x]/(xn)), com n > 1, não são re-
duzidos, mas são irredutíveis. O mesmo vale para a reta dupla spec(C[x, y]/(x2)).

Exemplo 8.11 O par de retas concorrentes spec(C[x, y]/(xy)) é reduzido, mas não é
irredutível.

Exemplo 8.12 O esquema X = spec(C[x, y]/(x2y)) pode ser interpretado como a união
da reta dupla spec(C[x, y]/(x2)) com a reta simples spec(C[x, y]/(y)). Assim, X não é
nem reduzido e nem redutível.

Exemplo 8.13 Esquemas não irredutíveis e não reduzidos aparecem naturalmente ao
fazermos �interseções� de esquemas integrais.

A cada esquema X podemos associar um esquema reduzido Xred com o mesmo espaço
topológico e que é obtido grosso modo assim:
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Spec(A) = U ⊂ X −→ URed = Spec(A/N(A)), onde N(A) é o nilradical de A.

Em Geometria Algébrica, quase sempre começamos com um esquema X reduzido,
mesmo que ao longo do caminho apareçam esquemas não reduzidos. Uma das hipóteses
essenciais para um esquema ser uma variedade é ser reduzido.

Na de�nição de variedade podemos colocar ou não a hipótese de irredutibilidade, não
há consenso com relação à essa discussão. O segundo ingrediente na de�nição de variedade
é a �nitude.

De�nição 8.20 Seja X um esquema e A um anel. Dizemos que X é um esquema sobre A
ou um A-esquema, quando existe um mor�smo de esquemas X → Spec(A). Isto equivale
a requerer que OX seja um feixe de A-álgebras. Um mor�smo de A-esquemas é um
diagrama comutativo de mor�smos de esquemas.

X

spec(A)

Y
φ

O caso mais comum é A = k corpo. Daí, cada OX(U) é uma k-álgebra.

De�nição 8.21 Sejam k um corpo e X um k-esquema. Dizemos que X é de tipo �nito

sobre k quando X =
n⋃
i=1

spec(Ai), onde cada Ai é uma k-álgebra �nitamente gerada.

Há muitas noções de �nitude: Noetheriano, �nito, localmente de tipo �nito, etc. Para
nós, de tipo �nito será a mais conveniente.

Todo esquema X se escreve como

X =
⋃
i∈I

spec(Ai).

O primeiro ingrediente (reduzido/irredutível) nos diz que tipos de anéis Ai podemos usar.
O segundo ingrediente, da de�nição de variedade (de tipo �nito sobre k), nos diz que
#I < ∞ e cada Ai é uma k-álgebra �nitamente gerada. O terceiro e último ingrediente
nos dirá como podemos colar os spec(Ai).

De�nição 8.22 Um esquema X é dito separado se à diagonal ∆X é fechada em X ×X.

De�nição 8.23 Uma k-variedade é um esquema reduzido, separado e de tipo �nito sobre
k.

O esquema a�m Spec(A) é de tipo �nito e separado. Além disso, é reduzido se, e
somente se, N(A) = {0}.

Agora, que temos a de�nição de variedade em mãos, precisamos de exemplos de vari-
edades que não sejam a�ns. O jeito mais simples de conseguir isso é com a construção do
Proj que é similar à construção do Spec e que nos dará Pn bem como todas as variedades
quase-projetivas. Para fazer o Proj precisamos de um anel graduado.
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De�nição 8.24 Um anel S é dito graduado, quando existe uma escrita

S =
⊕
d≥0

Sd,

onde cada Sd é um grupo abeliano com a soma de S e temos Sd · Se ⊂ Sd+e com a
multiplicação de S.

Dizemos que um elemento f ∈ S é homogêneo de grau d ≥ 0 quando f ∈ Sd. Um
ideal I ⊂ Sd é dito homogêneo quando I =

⊕
d≥0

(I ∩ Sd). Chamamos S+ =
⊕
d≥0

Sd de ideal

irrelevante.

Exemplo 8.14 Considere S = k[x0, . . . , xn]. Temos então

Sd := {f ∈ S homogêneo | deg f = d}

S+ = (x0, . . . , xn).

Logo, o anel S =
⊕
d≥0

Sd é um anel graduado.

De�nição 8.25 O Proj de um anel S é o conjunto

ProjS := {p ⊂ S ideal primo homogêneo |S+ ̸⊂ p}.

A topologia de ProjS é a herdada de Spec(S). Em particular, os fechados são os
conjuntos

V (I) = {p ∈ Proj S | I ⊂ p},

onde I ⊆ S é um ideal homogêneo.
Dado f ∈ Sd com d > 0, seja Sf a localização de S em f e

S(f) =

{
g

fk
∈ Sf | g ∈ Sdk

}
⊂ Sf .

Chamamos D+(f) = D(f)∩Proj S = (V (f)c)∩Proj S de aberto principal. Considere

Ψf : D+(f)
i−→ D(f)

∼=−→ Spec(Sf )
Spec(i)−→ Spec(S(f)),

onde S(f) ⊂ Sf .
De�nimos seções para um feixe OX , onde X = ProjS

OX(D+(f)) := S(f)

e usamos os Ψf para de�nir as restrições, usando as restrições de Spec(S).

Teorema 8.8 Seja S um anel graduado e X = ProjS.

(a) (X,OX) de�nido acima é um esquema separado;

(b) Se S+ ⊂
√
(f0, . . . , fn) então

ProjS = D+(f0) ∪ · · · ∪D+(fn);
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(c) Se S é uma álgebra sobre um anel A e A · Sd ⊂ Sd para todo d ≥ 0, então X é um
A-esquema;

(d) Sejam k um corpo e S = k[x0, . . . , xn] com a graduação usual. Então ProjS é uma
k-variedade irredutível e S = U0 ∪ · · · ∪ Un, onde

Uj = spec

(
k

[
x0
xj
,
x1
xj
, · · · , xn

xj

])
.

Chamamos X do n-espaço projetivo sobre k e escrevemos S = Pnk ou S = Pn.

O Pn do item (d) no Teorema 8.88.8 é essencialmente o mesmo da Geometria Algébrica
Clássica, veja De�nição 4.104.10. As variedades quase-projetivas serão abertos de fechados de
Pn e também são variedades no sentido de esquemas.

Se I ⊂ k[x0, . . . , xn] é um ideal homogêneo, então Proj(S/I) é essencialmente V (I) ⊂
Pn do mesmo modo que no Spec.

De�nição 8.26 Um subesquema aberto de um esquema X é um esquema U ⊂ X, onde
U é um aberto não vazio de X, tal que OU é isomorfo a OX |U . Uma imersão aberta
é um mor�smo (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ) que induz um isomor�smo de X com um
subesquema aberto de Y .

De�nição 8.27 Uma imersão fechada é um mor�smo (f, f#) : (Y,OY ) → (X,OX) tal
que f : Y → f(Y ) é um homeomor�smo, f(Y ) é fechado em X e f# : OX → f∗OY
é sobrejetor. Um subesquema fechado de X é uma classe de equivalência de imersões
fechadas, onde f : Y → X e f ′ : Y ′ → X são equivalentes se existe um isomor�smo
i : Y ′ → Y tal que f ′ = f ◦ i.

Y ′

X

Y

f ′
f

i

Exemplo 8.15 Sejam k um corpo, A = k[x, y] e X = Spec(A). Então I = (x2) e
J = (x2, xy) ambos de�nem estruturas de subesquemas fechados em X, como conjunto

V (I)︸︷︷︸
eixo duplo

= V (J)︸ ︷︷ ︸
eixo y + origem

= eixo Y

Para J , a origem é um ponto �mergulhado�.

De�nição 8.28 Um k-esquema X é dito projetivo ou k-projetivo se é isomorfo a um
subesquema fechado de Pnk . Um k-esquema quase projetivo é um subesquema aberto de
um esquema k-projetivo.
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Seja Z um subesquema �nito de Pn (fechado e 0-dimensional ⇐⇒ �nito). De�nimos
o comprimento de Z = {p1, . . . , ph} e o denotamos por length(Z),

length(Z) = dimk H
0(Z,OZ)︸ ︷︷ ︸
OZ(Z)

=
h∑
k=1

dimk (OZ , pi) (8.6)

Na prática length(Z) é a soma do comprimento de cada ponto. Um ponto de multiplici-

dade m em Pn tem comprimento

(
m+ n− 1

n

)
.

Exemplo 8.16

length( 2P1︸︷︷︸
ponto duplo

+ 5P2︸︷︷︸
ponto quintúplo

) =

(
2 + n− 1

n

)
+

(
5 + n− 1

n

)

= n+ 1 +

(
n+ 4
n

)
.

Exemplo 8.17

length
(
spec(k[x, y]/(x, y2))

)
= dimk k[x, y]/(x, y

2)

= dimk(k ⊕ ky)
= 2.

Como length (spec(k[x, y]/(x, y2))) = 2, temos que spec(k[x, y]/(x, y2)) não é nem um
ponto simples (senão o comprimento seria 1) e nem um ponto duplo (senão o comprimento
seria 3), logo é algo entre os dois.

Parte Dois - Mor�smos na Prática

É importante notar que dado um aberto não vazio U ⊂ X, existe uma única estrutura
de esquema para U . Mas se Y ⊂ X é um fechado, então há diversas estruturas de
esquemas possíveis para Y , dentre essas, existe uma mais simples: YRed.

Exemplo 8.18 Sejam X, Y e Z k-variedades. De�nimos o produto �brado X ×Y Z de
X e Z sobre Y , mas usaremos isso apenas no caso particular em que X e Z são espaços
projetivos e Y = spec(k) é o corpo base. Nesse caso, dados S = k[x0, . . . , xn] =

∑
d≥0 Sd,

X = Pn = Proj S; T = k[y0, . . . , ym] =
∑

d≥0 Td, Z = Pm = Proj T . Temos então

X ×Y Z = X × Z = Pn ×k Pm = Pn × Pm = Proj (S ×k T )

onde S ×k T é o seguinte anel graduado

S ×k T =
∑

d≥0 (Sd ⊗k Td)
(
̸=
∑

d≥0

(∑d
j=0 Sj ⊗k Td−j

)
= S ⊗k T

)
Note que Pn×Pm é uma �variedade abstrata�, ou seja, não está mergulhada em nenhum

espaço projetivo. Mostraremos que Pn × Pm é de fato uma variedade projetiva exibindo
uma imersão fechada Pn × Pm σ−→ Pn+m+nm que é um isomor�smo sobre sua imagem.
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Agora, vejamos como se de�ne um mor�smo de uma variedade X para Pn. Um feixe
de OX-módulos é um feixe F sobre X tal que F(U) é um OX(U)-módulo para cada aberto
não vazio U ⊂ X. Um feixe de OX(U)-módulos F é localmente livre quando existe uma
cobertura de X por abertos U tal que F|U é um OX |U -livre.

Nesse caso o posto de F é o número de cópias de OX necessárias. Um feixe invertível
é um feixe localmente livre de posto um, ou seja, é um feixe L tal que X =

⋃
i∈I

Ui e para

cada inclusão de abertos U ⊂ Ui, existe s ∈ L(U) tal que L(U) é isomorfo a s · OX(U)
como OX-módulo. Feixes invertíveis são essenciais em Geometria Algébrica.

Dar um mor�smo φ : X → Pn é equivalente a dar um feixe invertível L sobre X e
seções globais s0, . . . , sn ∈ L(X) tais que para todo p ∈ X existe i tal que si(p) ̸= 0.
Grosso modo

φ : X → Pn

p 7→ (s0(p) : . . . : sn(p))

onde sj(p) = (sj)|p ∈ k.
Agora, que já sabemos como fazer um mor�smo φ : X → Pn de um esquema X para

Pn, precisamos de exemplos de feixes invertíveis.

Exemplo 8.19 (Twisting Sheaf of Serre) Para cada d ∈ Z, de�nimos um feixe invertível
O(d) (ou OPn(d) ou Ln,d) em Pn. Lembre que para de�nir um feixe em Pn basta o de�nir
na base de abertos D(f). De�na

O(d)(D(f)) =

{
g

fm

∣∣∣∣m ≥ 0; f, g polinômios homogêneos com deg g −m · deg f = d

}
Uma maneira simples de lembrar é O(d) = {h função racional, deg h = d}. Por exemplo,

x2 + y2 + z2

x
∈ OP2(1)(D(x))

e
x3 − yz2

(y − z)10
∈ OP2(−7)(D(y − z)).

Note que OPn(0) = OPn é o feixe estrutural de Pn. O feixe OPn(1) é chamado feixe de
torção de Serre.

Proposição 8.9

(a) OPn(d) é um feixe invertível;

(b) OPn(d)⊗OPn(e) = OPn(d+ e).

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Corolário 5.2.
■

Exemplo 8.20 Seja A = k[x0, . . . , xn], m1 = xdj e m2 = xej . De�na M1 = m1A e
M2 = m2A. Temos então

M1 ⊗M2 = m1A⊗m2A = (m1m2) (A⊗A A)︸ ︷︷ ︸
A

.
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Mais geralmente, se X é um esquema, então ⊗ nos dá uma operação no conjunto
de feixes invertíveis de X. Com esta operação, o conjunto dos feixes invertíveis módulo
isomor�smo é um grupo abeliano com elemento neutro OX . Este grupo é chamado grupo
de Picard de X e denotado por Pic(X),

Pic(X) =

{
{feixes invertíveis L em X}

isomor�smo de feixes
,⊗
}

Proposição 8.10 Pic(Pn) é isomorfo à Z. Mais precisamente, Pic(Pn) = {O(d) | d ∈ Z}
onde O(0) = O é o elemento neutro e O(1) é um gerador.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 2, Corolário 6.17.
■

Desse modo, temos uma descrição completa dos feixes invertíveis em Pn e com isso já
podemos construir alguns mor�smos do tipo Pn → Pm.

Observação 8.8 Na operação ⊗ o inverso de um feixe invertível L é denotado por L∗ (o
dual de L). Assim, em particular: L ⊗ L∗ = OX e O(3)∗ = O(−3).

Exemplo 8.21 Considere L = OP2(2). Sabemos que L(P2) = k[x, y, z]2 = W é gerado
por seis seções globais: x2, xy, xz, y2, yz, z2. Tomando todas elas, temos um mor�smo

ϕL = ϕ : P2 → P5

(x : y : z) 7→ (x2 : xy : xz : y2 : yz : z2)

cuja imagem é à variedade de Veronese V 2
2 . Em geral, ϕOPn (d) = vnd , onde v

n
d é a aplicação

da De�nição 5.15.1. Podemos escolher também apenas cinco seções: xy, xz, y2, yz, z2 (que
é o mesmo que escolher o subespaço vetorial V = ⟨xy, xz, y2, yz, z2⟩ de W ).

ϕV = ψ : P2 99K P4

(x : y : z) 7→ (xy : xz : y2 : yz : z2),

mas, neste caso, temos apenas uma aplicação racional ψ de�nida em P2 − {(1 : 0 : 0)}
pois f(1, 0, 0) = 0, para todo f ∈ V . Dizemos, neste caso, que P = (1 : 0 : 0) é o lugar de
base de V . Para um subespaço U de W de�nir um mor�smo é necessário e su�ciente que
seu lugar de base seja vazio. O lugar de base é sempre fechado, mas pode ter dimensão
positiva, ser desconexo, não ser reduzido, dentre outras coisas.

Seja X uma variedade e Z um subesquema fechado. Se i : Z → X é uma imersão
fechada, de�nimos o feixe de ideais de Z como ker(i#) = IZ onde i# : OX ↠ i∗OZ . Se Z
é reduzido podemos pensar IZ = {f ∈ OX | f |Z = 0} no sentido informal e IZ(U) = {f ∈
OX(U) | f |Z = 0} no sentido usual.

Exemplo 8.22 Seja X = P1
k, Z = 2P (o ponto P com multiplicidade 2) onde P = (0 :

1) ∈ X, onde X = D(x) ∪D(y) e OX(X) = k. Temos que

OX(D(x)) =

{
f

xn
| deg f = n

}
e OX(D(y)) =

{
f

yn
| deg f = n

}
.
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Dessa forma, temos IZ(D(x)) = OX(D(x)), pois P /∈ D(x), e

IZ(D(y)) =

{
f

yn

∣∣∣∣ deg f = n e multp f ≥ 2

}
=

{
x2g

yn

∣∣∣∣ deg g = n− 2

}
=
x2

y2

{
g

yn−2

∣∣∣∣ deg g = n− 2

}
=

(
x

y

)2

· OX(D(y)).

Com a notação de antes, temos uma sequência exata de feixes em X:

0 −→ IZ −→ OX −→ i∗OZ −→ 0 (8.7)

pois i# : OX → i∗OZ é sobrejetor pela de�nição de imersão fechada. Muitas vezes,
escrevemos OX |Z ou OZ no lugar de i∗OZ . Mais geralmente, se F é um feixe invertível,
podemos tensorizar (8.78.7) por F e obter uma sequência exata

0 −→ IZ ⊗F −→ F −→ (i∗OZ)⊗F −→ 0 (8.8)

que também se escreve como

0 −→ IZ ⊗F
α−→ F β−→ F|Z −→ 0 (8.9)

onde essencialmente IZ ⊗ F = {f ∈ F | f |Z = 0} e F|Z = {f |Z | f ∈ F}, α é a inclusão e
β(f) = f |Z .

De�nição 8.29 Seja X uma variedade não-singular (lisa) e L ∈ Pic(X) um feixe inver-
tível. De�nimos o sistema linear completo associado a L:

|L| = L = P(L(X)) = P(H0(X,L)) ∼= Pn

onde dimk H
0(X,L) = h0(X,L) = n+ 1. Um sistema linear S é um subespaço linear de

L.

Observação 8.9 Um sistema linear S corresponde a um subespaço vetorial do espaço
vetorial L(X). Tipicamente, se de�ne um sistema linear S começando com um sistema
linear completo O(d) ou O(d1, . . . , dr) e impondo condições geométricas, como por exem-
plo

� {F ∈ O(d) |F passa por P} = {F |F (p) = 0};

� {F ∈ O(d) |F contém l}, onde l ⊆ Pn é uma reta;

� {F ∈ O(d) |F é singular em P}= {F |multP F ≥ 2}
= {F |F (P ) = 0 e ∇F (P ) = 0}.

Prova-se que tais condições são de fato lineares.

De�nição 8.30 Seja S um sistema linear em uma variedade X. De�nimos o lugar de
base de S: BS(F ) = {P ∈ X |F (P ) = 0 para todo F ∈ S}.
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Exemplo 8.23 |O(d)| é livre de lugar de base (ou seja, o lugar de base é vazio) para todo
d > 0. De fato, se p = (p0 : . . . : pn) ∈ Pn então pj ̸= 0 para algum j. Como xdj ∈ |O(d)|
e xdj (p) = pdj ̸= 0 então p /∈ BS(|O(d)|).

Exemplo 8.24 Sejam p, q ∈ P3 e considere o sistema linear das quádricas que passam
em p e são singulares em q. Usamos a notação S = |OP3(2; p, 2q)|. Como F ∈ S é singular
em q, então F é um cone com vértice em q e que passa por p. Movendo p e q para
p = (0 : 1 : 0 : 0) e q = (1 : 0 : 0 : 0), temos

F = ax2 + bxy + cxz + dxw︸ ︷︷ ︸
=0, pois multqF≥2

+ ey2︸︷︷︸
=0, pois F (p)=0

+fyz + gyw + hz2 + izw + kw2

temos que

F = fyz + gyw + hz2 + izw + kw2.

Logo, S é um P4.

Alguns Resultados de Cohomologia

O Teorema do Anulamento e o Teorema da Cohomologia do Espaço Projetivo serão
essenciais para provarmos a Proposição 11.611.6, proposição essa, fundamental nas análises
das dimensões dos sistemas lineares que iremos estudar a partir do Capítulo 99.

Teorema 8.11 (Anulamento) Seja X uma variedade de dimensão n e F um feixe em X.
Então

Hk(X,F) = 0 ∀k > n.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 3, Teorema 2.7.
■

Teorema 8.12 (Cohomologia do Espaço Projetivo)

(a) H i(Pn,OPn(d)) = 0 para 0 < i < n para todo d ∈ Z;

(b) Hn(Pn,OPn(−n− 1)) = k.

Demonstração: Ver [1313], Capítulo 3, Teorema 5.1.
■

Divisores e Feixes Invertíveis

Existe uma outra classe de objetos em esquemas que são muito importantes em geo-
metria algébrica: Os divisores.

Há dois tipos: Divisores de Weil e divisores de Cartier. Não trataremos deles aqui,
caso o leitor queira se aprofundar no assunto a referência indica é o Seção II.6 do livro
[1313], apenas exibiremos um minidicionario de como passar de divisores de Weil para feixes
invertíveis e vice-versa já que para variedades irredutíveis há um isomor�smo entre esses
dois conceitos.
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Feixes Invertíveis Divisores
O(d) = O(dH) dH

O(1) feixe de torção H seção hiperplana
O(2)∗ = O(−2) −(2H) = (−2)H
F ∈ |O(d)| F ∈ |H|
L(D) D

H0(L(D), X) ̸= 0 D é efetivo
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9 Sistemas Lineares

Neste capítulo apresentaremos com mais detalhes os sistemas lineares e, também es-
tabeleceremos a relação entre os sistemas lineares e as variedades de Veronese, para isso
usaremos [1515].

9.1 De�nições e Exemplos

De�nição 9.1 Chamaremos de sistema linear, denotado por Ln,d(m1, . . . ,mh), o con-
junto de todas as hipersuperfícies em Pn de grau d com h pontos gerais de multiplicidade
pelo menos mi, onde i = 1, . . . , h.

Os polinômios homogêneos de grau d em n+ 1 variáveis formam um espaço projetivo
de dimensão (

n+ d

n

)
− 1,

além disso, para um polinômio ter multiplicidade pelo menos mi em um ponto pi ∈ Pn
corresponde a (

mi − 1 + n

n

)
condições lineares impostas aos coe�cientes.

Exemplo 9.1 Vamos analisar como são os elementos do sistema linear L2,2(2
2). Sejam p

e q pontos gerais em P2
x, pelo Lema 6.76.7, podemos supor que p = (1 : 0 : 0) e q = (0 : 1 : 0).

Assim, temos que uma hipersuperfície qualquer em L2,2 é da forma

F = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx21 + ex1x2 + fx22,

onde pelo menos um dos coe�entes é diferente de zero. Primeiramente, vamos impor o
ponto p com multiplicidade 2, isto é

F (1 : 0 : 0) = a = 0

∂F

∂x0
(1 : 0 : 0) = 2a = 0

∂F

∂x1
(1 : 0 : 0) = b = 0

∂F

∂x2
(1 : 0 : 0) = c = 0.

Com isso, temos que o sistema linear L2,2 com um ponto duplo é da forma

L2,2(2) = {F = dx21 + ex1x2 + fx22|(d : e : f) ∈ P2}.
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Agora, vamos impor o ponto q com multiplicidade 2, isto é

F (0 : 1 : 0) = d = 0

∂F

∂x0
(0 : 1 : 0) = b = 0

∂F

∂x1
(0 : 1 : 0) = 2d = 0

∂F

∂x2
(0 : 1 : 0) = e = 0.

Com isso, temos que o sistema linear L2,2 com dois pontos duplos é da forma

L2,2(2
2) = {F = fx22|(f) ∈ P0} ∼= P0.

Por �m, isso mostra que dim(L2,2(2
2)) = 0.

Exemplo 9.2 Vamos analisar como são os elementos do sistema linear L2,3(2
2). Sejam

p, q pontos gerais em P2
x, pelo Lema 6.76.7, podemos supor que p = (1 : 0 : 0) e q = (0 : 1 : 0).

Assim, temos que uma hipersuperfície qualquer em L2,3 é da forma

F = ax30 + bx20x1 + cx0x
2
1 + dx0x1x2 + ex20x2 + fx0x

2
2 + gx31 + hx21x2 + ix1x

2
2 + jx32,

onde pelo menos um dos coe�entes é diferente de zero. Primeiramente, vamos impor o
ponto p com multiplicidade 2, isto é

F (1 : 0 : 0) = a = 0

∂F

∂x0
(1 : 0 : 0) = 3a = 0

∂F

∂x1
(1 : 0 : 0) = b = 0

∂F

∂x2
(1 : 0 : 0) = e = 0.

Com isso, temos que o sistema linear L2,3 com um ponto duplo é da forma

L2,3(2) = {F = cx0x
2
1+dx0x1x2+fx0x

2
2+gx

3
1+hx

2
1x2+ix1x

2
2+jx

3
2|(c : d : f : g : h : i : j) ∈ P6}.

Agora, vamos impor o ponto q com multiplicidade 2, isto é

F (0 : 1 : 0) = g = 0

∂F

∂x0
(0 : 1 : 0) = c = 0

∂F

∂x1
(0 : 1 : 0) = 3g = 0

∂F

∂x2
(0 : 1 : 0) = h = 0.

Com isso, temos que o sistema linear L2,3 com dois pontos duplos é da forma

L2,3(2
2) = {F = dx0x1x2 + fx0x

2
2 + ix1x

2
2 + jx32|(d : f : i : j) ∈ P3} ∼= P3.

Por �m, isso mostra que dim(L2,3(2
2)) = 3.
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Observação 9.1 No Exemplo 9.29.2 os coe�cientes dos polinômios do sistema linear L2,3

formam um espaço de dimensão
(
2+3
2

)
− 1 = 9 e os dois pontos duplos teriam que impor(

2− 1 + 2

2

)
+

(
2− 1 + 2

2

)
= 6,

condições lineares. Logo, é esperado que o sistema linear L2,3(2
2) tenha dimensão 9−6 = 3,

que é exatamente o que acontece.
Por outro lado, no Exemplo 9.19.1 os coe�cientes dos polinômios do sistema linear L2,2

formam um espaço de dimensão
(
2+2
2

)
− 1 = 5 e os dois pontos duplos teria que impor(

2− 1 + 2

2

)
+

(
2− 1 + 2

2

)
= 6,

condições lineares. Logo, é esperado que o sistema linear L2,2(2
2) tenha dimensão 5−6 =

−1, então é esperado que o sistema L2,2(2
2) seja vazio, o que não ocorre.

Observe que, o problema no Exemplo 9.19.1 ocorre pois os dois pontos gerais duplos
acabam impondo, em uma das derivadas, coe�cientes iguais.

Dito isso, é plausível de�nir uma possível dimensão para um sistema linear.

De�nição 9.2 A dimensão virtual de um sistema linear L := Ln,d(m1, . . . ,mh) é de�nida
por

v(L) :=
(
n+ d

n

)
− 1−

h∑
i=1

(
mi − 1 + n

n

)
.

Exemplo 9.3 Calculemos a dimensão virtual do sistema linear L2,3(2
4). Isto é,

v(L2,3(2
4)) =

(
2 + 3

2

)
− 1− 4

(
2− 1 + 2

2

)
= 10− 1− 4.3

= −3.

Observe que, a dimensão virtual de um sistema linear ser menor que −1 não faz sentido
geométrico, pois quando a dimensão de um sistema é −1 signi�ca que o sistema é vazio.
Logo, no caso degenerado, o sistema linear tem dimensão −1.

Observação 9.2 Quando falamos que um sistema linear é vazio, estamos nos referindo as
seções globais. Por exemplo, se considerarmos o sistema linear L := L2,1(1

3), pelo Lema
6.76.7 podemos tomar os pontos gerais simples como sendo p = (1 : 0 : 0), q = (0 : 1 : 0) e
r = (0 : 0 : 1) em P2. Dessa forma, as seções globais são L(P2) = H0(P2,L) = {0}, mas
L(P2 − {r}) = {a⟨p, q⟩|a ∈ k}.

De�nição 9.3 A dimensão esperada de um sistema linear L := Ln,d(m1, . . . ,mh) é de�-
nida por

e(L) := max{v(L),−1}.

Como vimos, nem sempre a dimensão real do sistema linear, que denotaremos por
l = dim(L), corresponde à dimensão esperada do mesmo, pois as condições impostas
acabam se repetindo. Quando isso acontece, temos que

l(L) > e(L). (9.1)
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Por outro lado, se as condições são linearmente independentes(isto é, não se repetem),
temos que

l(L) = e(L). (9.2)

De�nição 9.4 Quando a dimensão do sistema linear satis�zer (9.19.1), chamaremos o sis-
tema de especial, e se satisfazer (9.29.2) falaremos que o sistema é não especial.

Exemplo 9.4 Como já discutimos, o sistema do Exemplo 9.19.1 é especial, mas o sistema
do Exemplo 9.29.2 é não especial.

Exemplo 9.5 O sistema linear L3,2(1
4) é não especial. De fato, primeiro calculemos a

dimensão esperada desse sistema

v(L3,2(1
4)) =

(
3 + 2

3

)
− 1− 5

(
1− 1 + 3

3

)
= 10− 1− 4.1

= 5.

Logo, e(L3,2(1
4)) = max{5,−1} = 5.

Tome p1, . . . , p4 ∈ P3
x pontos gerais. Pelo Lema 6.76.7, podemos supor que

p1 = (1 : 0 : 0 : 0) p2 = (0 : 1 : 0 : 0)

p3 = (0 : 0 : 1 : 0) p4 = (0 : 0 : 0 : 1).

Assim, temos que uma hipersuperfície qualquer em L3,2 é da forma

F = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx0x3 + ex21 + fx1x2 + gx1x3 + hx22 + ix2x3 + jx23

onde pelo menos um dos coe�entes é diferente de zero.
Agora, vamos impor os pontos p1, . . . , p4 com multiplicidade 1, isto é

F (1 : 0 : 0 : 0) = a = 0

F (0 : 1 : 0 : 0) = e = 0

F (0 : 0 : 1 : 0) = h = 0

F (0 : 0 : 0 : 1) = j = 0

Com isso, temos que o sistema linear L3,2 com 4 ponto simples é da forma

L3,2(1
4) = {F = bx0x1 + cx0x2 + dx0x3 + fx1x2 + ex1x3 + ix2x3|(b : c : d : f : e : i) ∈ P5}.

Logo,
l(L3,2(1

4)) = 5 = e(L3,2(1
4))

e, portanto, o sistema é não especial.

Teorema 9.1 (Teorema da Multiplicidade Um) Seja L ⊂ Ln,d um sistema linear não
especial. Se h pontos simples estão em posição geral em Pn, então o sistema L(1h) é não
especial.
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Demonstração: Provaremos por indução sobre o número h de pontos simples. Se h = 1,
existe uma hipersuperfície de L que não passa por um ponto geral. Para o passo indutivo,
temos que provar que um ponto geral adicional impõe, em um sistema linear não vazio,
uma condição linear independente das anteriores, ou de forma equivalente, que um ponto
geral adicional não está em todas as hipersuperfícies do sistema. Isso é verdadeiro, para
um ponto na posição geral.

■

Exemplo 9.6 O sistema linear L2,3(2
2), como vimos no Exemplo 9.29.2, é não especial e

tem dimensão 3. Logo, pelo Teorema 9.19.1, o sistema L2,3(2
2, 13) = L2,3(2

2)(13) é não
especial e tem dimensão 0.

9.2 Relação entre Variedades de Veronese e Sistemas

Lineares

Nessa seção, estabeleceremos a relação entre as variedades de Veronese e os sistemas
lineares, assim como, a relação entre o defeito secante de uma Veronese e a especialidade
de um sistema linear. Em seguida, apresentaremos outra versão do Teorema de Alexander
e Hirschowitz.

Dito isso, veremos um exemplo, para termos uma ideia inicial, de como os hiperplanos
de uma Veronese V n

d estão em correspondência com as hipersuperfícies do sistema linear
Ln,d por meio da aplicação de Veronese vnd .

Exemplo 9.7 Uma hipersuperfície S de L2,2 corresponde a uma seção hiperplana H de
V 2
2 . De fato, tome a aplicação de Veronese

v22 : P2
x → P5

y

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2).

Como S é uma hipersuperfície de L2,2, então S = V(F ), onde

F = α00x
2
0 + α01x0x1 + α02x0x2 + α11x

2
1 + α12x1x2 + α22x

2
2.

Agora, via a aplicação de Veronese, podemos tomar

G = α00y0 + α01y1 + α02y2 + α11y3 + α12y4 + α22y5,

e, assim, segue que H = V(G) é um hiperplano de L5,1.
Por outro lado, dado um hiperplano H ′ de L5,1, então H ′ = V(G′), onde

G′ = a0y0 + a1y1 + a2y2 + a3y3 + a4y4 + a5y5.

Dessa forma, se considerarmos

F ′ = a0x
2
0 + a1x0x1 + a2x0x2 + a3x

2
1 + a4x1x2 + a5x

2
2,

temos que S ′ = V(F ′) é um hipersuperfície de L2,2.

De forma geral, podemos considerar o seguinte resultado:
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Proposição 9.2 Há uma correspondência biunívoca, via aplicação de Veronese vnd , entre
os sistemas lineares Ln,d e LN,1, onde N =

(
n+d
n

)
− 1.

Proposição 9.3 Sejam S = V(F ) ∈ Ln,d e H = V(G) ∈ LN,1, onde S e H se correspon-
dem via aplicação de Veronese, como na Proposição 9.29.2. Então, p ∈ Pn é um ponto duplo
em S se, e somente se, H é tangente à Veronese V n

d em P := vnd (p).

Demonstração: Considere a aplicação

vnd : Pn → PN

(x0 : . . . : xn) 7→ (xd0 : x
d−1
0 x1 : x

d−1
0 x2 : . . . : x

d
n).

Pelo Lema 6.76.7 podemos considerar p = (1 : 0 : . . . : 0) ∈ Pn e, assim, temos que
P = (1 : 0 : . . . : 0) ∈ PN . Desta forma, é facíl ver que TPV n

d = ⟨e0, e1, . . . , en⟩.
Agora, temos que F é da forma

F = α(0,0,...,0)x
d
0 + α(1,0,...,0)x

d−1
0 x1 + α(2,0,...,0)x

d−1
0 x2 + · · ·+ α(n,n,...,n)x

d
n.

Para exempli�car a anotação, o coe�ciente αa1,a2...,ad acompanha o monômio xa1xa2 . . . xad ,
por conveniência consideraremos a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ad.

Pela Proposição 9.29.2, temos que S = V(F ) ∈ Ln,d ⇔ H = V(G) ∈ LN,1, onde

G = α(0,0,...,0)y0 + α(1,0,...,0)y1 + α(2,0,...,0)y2 + · · ·+ α(n,n,...,n)yN .

(⇒) Suponha que p é um ponto duplo em S, ou seja,

∂F

∂x0
(p) = α(0,0,...,0) = 0

∂F

∂x1
(p) = α(1,0,...,0) = 0

...
∂F

∂xn
(p) = α(n,0,...,0) = 0.

Logo, G = α(1,1,0,...,0)yn+1 + · · · + α(n,n,n,...,n)yN e, assim, e0, e1, . . . , en ∈ H = V(G).
Portanto, TPV n

d ⊂ H.
(⇐) Suponha que TPV n

d ⊂ H = V(G), então G(e0) = G(e1) = · · · = G(en) = 0. Logo, G
tem que ser da forma

G = α(1,1,0,...,0)yn+1 + · · ·+ α(n,n,n,...,n)yN ,

assim
F = α(1,1,0,...,0)x

d−2
0 x21 + · · ·+ α(n,n,n,...,n)x

d
n,

mostrando que p tem multiplicidade 2 em S = V(F ).
■

Corolário 9.4 Sejam p1, . . . , ph pontos gerais em Pn. O sistema linear Ln,d(2h) de hiper-
superfícies singulares em p1, . . . , ph corresponde ao sistema linear de hiperplanos em PN
tangente à variedade de Veronese V n

d em vnd (p1), . . . , v
n
d (ph), ou seja,

Ln,d(2h) ∼= L := {G ∈ LN,1|Tvnd (pj)V
n
d ⊂ V(G), j = 1, . . . , h}.
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Corolário 9.5 Na notação do Corolário 9.49.4. Se p ∈ ⟨p1, . . . , ph⟩ é um ponto geral, então

L = {G ∈ LN,1|Tvnd (p)SecV
n
d ⊂ V(G)}.

Demonstração: Pelo Lema de Terracini 6.56.5, temos que Tvnd (p)SecV
n
d = ⟨Tvnd (p1)V

n
d , . . . , Tvnd (ph)V

n
d ⟩.

Logo,

L = {G ∈ LN,1|Tvnd (pj)V
n
d ⊂ V(G), j = 1, . . . , h}

= {G ∈ LN,1|⟨Tvnd (p1)V
n
d , . . . , Tvnd (ph)V

n
d ⟩ ⊂ V(G)}

= {G ∈ LN,1|Tvnd (p)SecV
n
d ⊂ V(G)}.

■

Lema 9.6 Seja W ⊂ PN um espaço linear. Então

dim({G ∈ LN,1|W ⊂ V(G)}) = N − dimW − 1.

Teorema 9.7 A variedade de Veronese V n
d é h-defeituosa se, e somente se, o sistema

linear Ln,d(2h) é especial.

Demonstração:
(⇒) Suponha que a Veronese V n

d é h-defeituosa, pelo Lema de Terracini 6.56.5 signi�ca que

dim(TPSech(V
n
d )) < Expdim(Sech(V

n
d )), onde P é um ponto geral em Sech(V

n
d ),

observe que Expdim(Sech(V
n
d )) = N − v(Ln,d)− 1, logo

v(Ln,d) < N − dim(TPSech(V
n
d ))− 1.

Pelo Corolário 9.59.5 e o Lema 9.69.6, segue que

v(Ln,d) < l(L).

Por �m, pelo Corolário 9.49.4, temos que v(Ln,d) < l(Ln,d), implicando que o sistema Ln,d é
especial.
(⇐) Suponha que o sistema linear Ln,d(2h) seja especial, ou seja, v(Ln,d(2h)) < l(Ln,d(2h)).
Pelo Corolário 9.49.4, temos que v(Ln,d(2h)) < l(L). Do Lema 9.69.6 e o Corolário 9.59.5, segue
que

v(Ln,d(2h)) < N − dim(TPSech(V
n
d ))− 1, onde P ∈ Sech(V n

d ).

Como já dito, vale a seguinte igualdade Expdim(Sech(V
n
d )) = N − v(Ln,d)− 1 e, assim,

dim(TPSech(V
n
d )) < Expdim(Sech(V

n
d )).

Portanto, pelo Lema de Terracini 6.56.5, a variedade de Veronese V n
d é h-defeituosa.

■
O Teorema 9.79.7 concretiza a relação entre as variedades de Veronese e os sistemas

lineares. Dessa forma, resultados que valem para as variedades de Veronese podem ser
adaptados para os sistemas lineares, em particular, o Teorema de Alexander e Hirschowitz.

Proposição 9.8 Se o sistema linear Ln,d(2h) é não especial, então o sistema linear Ln,d(2k)
é não especial, para todo k ≤ h.
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Demonstração: Basta combinar o Teorema 9.79.7 com o Corolário 6.36.3.
■

Teorema 9.9 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) Os sistemas lineares Ln,d(2h) são
não especiais, exceto os seguintes casos:

n ≥ 2 2 3 4 4
d 2 4 4 4 3
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10 Quádricas

Neste capítulo, estudaremos as hipersuperfícies quádricas em Pn(k), onde k é um
corpo in�nito de característica diferente de 2, essas variedades generalizam seções cônicas
no plano e sua geometria é bastanta interessante. Usaremos, na primeira seção, o livro
[55] para pautar discussão sobre as quádricas, já na segunda seção provaremos que as
variedades de Veronese V n

2 são 2-defeituosa para todo n > 1.

10.1 Hipersuperfícies Quádricas

De�nição 10.1 Uma variedade V = V(f) ⊂ Pn, onde f é um polinômio homogêneo de
grau 2, é chamado de hipersuperfície quádrica ou apenas quádrica.

As quádricas em P2 também são chamadas de cônicas, pois uma cônica em k2 é da
forma

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0,

homogeneizando em relação a z, temos

ax2 + bxy + cy2 + dxz + eyz + fz2 = 0.

Teorema 10.1 (Forma Normal para Quádricas) Seja f =
∑n

i,j=0 aijxixj ∈ k[x0, . . . , xn]
um polinômio homogêneo diferente de zero de grau 2. Então V(f) é projetivamente
equivalente (De�nição 4.274.27) a uma quádrica de�nida por uma equação da forma

c0x
2
0 + c1x

2
1 + · · ·+ cnx

2
n = 0

onde c0, . . . , cn são elementos de k nem todos nulos.

Demonstração: A estratégia será encontrar uma mudança de coordenadasXi =
∑n

j=0 bijxj
tal que f tenha a forma

c0X
2
0 + c1X

2
1 + · · ·+ cnX

2
n.

Usaremos indução no número de variáveis.
Para uma variável o teorema é trivial, pois os únicos polinômios homogêneos de grau

2 são da forma a00x20.
Suponha que o teorema é verdadeiro quando existem n variáveis. Dado f =

∑n
i,j=0 aijxixj,

primeiro a�rmamos que, por uma mudança de coordenadas, a00 ̸= 0.
Para ver isso, primerio suponha que a00 = 0 e ajj ̸= 0, para algum 1 ≤ j ≤ n. Neste

caso, de�nimos
X0 = xj, Xj = x0 e Xi = xi para i ̸= 0, j. (10.1)

Então o coe�ciente de X2
0 na expansão de f em termos de X0, . . . , Xn é diferente de

zero. Por outro lado, se todos os aii = 0, então como f ̸= 0 devemos ter aij ̸= −aji, para
algum i ̸= j. Fazendo uma mudança de coordenadas como em (10.110.1), podemos supor que
a01 ̸= −a10. Agora de�na,

X0 = x0, X1 = x1 − x0 e Xi = xi para i ≥ 2.
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Em termos de X0, . . . , Xn o polinômio f tem a forma

n∑
i,j=0

cijXiXj, onde c00a01 + a10 ̸= 0.

Agora, suponha que f =
∑n

i,j=0 aijxixj, onde a00 ̸= 0. Seja bi = ai0 + a0i e note que

1

a00

(
a00x0 +

n∑
i=1

bi
2
xi

)2

= a00x
2
0 +

2∑
i=1

bix0xi +
n∑

i,j=1

bibj
4a00

xixj.

Agora introduzimos novas coordenadas X0, . . . , Xn, onde

X0 = x0 +
1

a00

n∑
i=0

bi
2
xi e Xi = xi para i ≥ 1.

Escrevendo f em termos de X0, . . . , Xn, todos os termos X0Xi cancelam para 1 ≤ i ≤ n e,
portanto, obtemos uma soma da forma a00X2

0 +
∑n

i,j=0 dijXiXj. A soma
∑n

i,j=1 dijXiXj

envolve n variáveis X1, . . . , Xn, de modo que, pela hipótese de indução, podemos en-
contrar uma mundança de coordenadas envolvendo apenas X1, . . . , Xn que transforma∑n

i,j=1 dijXiXj em
c1X

2
1 + · · ·+ cnX

2
n.

Podemos considerar isso como uma mudança de coordenadas para X0, . . . , Xn que deixa
X0 �xo. Então, temos uma mudança de coordenadas que trasforma a00X2

0+
∑n

i,j=0 dijXiXj

na forma desejada.
■

Na forma normal c0x20 + c1x
2
1 + · · ·+ cnx

2
n, alguns dos coe�cientes ci podem ser nulos.

Ao renomear as coordenadas, podemos assumir que ci ̸= 0 se 0 ≤ i ≤ p e ci = 0 para
i > p. Então a quádrica é projetivamente equivalente a uma dada pela equação

c0x
2
0 + · · ·+ cpx

2
p, (10.2)

onde c0, . . . , cp são diferentes de zero.

De�nição 10.2 Seja V ⊂ Pn uma quádrica.

(a) Se V é de�nida pela equação (10.210.2), então V tem posto p+ 1.

(b) Se V é uma quádrica arbitrária, então V tem posto p + 1 se V é projetivamente
equivalente a uma quádrica de�nida pela equação (10.210.2).

Agora, dada uma quádrica V(f), onde

f =
n∑

i,j=0

aijxixj.

Observação 10.1 Podemos assumir aij = aji, para todo i e j. De fato, de�nindo

bij =
aij + aji

2

segue que f =
∑n

i,j=0 bijxixj e bij = bji, para todo i, j.
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Podemos usar multiplicação de matrizes para representação de f . Os coe�cientes de
f formam uma matriz (n + 1) × (n + 1) Q = (aij), que vamos supor ser simétrica pela
observação anterior. Se x é o vetor coluna com entradas x0, . . . , xn. Então,

f(x) = xtQx, onde xt é a transposta de x.

Proposição 10.2 Seja f = xtQx, onde Q é uma matriz simétrica (n+ 1)× (n+ 1).

(a) Dado um elemento A ∈ GL(n + 1, k), seja B = A−1. Então A(V(f)) = V(g), onde
g(x) = xtBtQBx.

(b) O posto da quádrica V(f) é igual ao posto da matriz Q.

Demonstração:

(a) Pela Proposição 4.364.36, temos que A(V(f)) = V(g), onde g = f ◦B. Logo,

g(x) = f(B(x)) = (Bx)tQ(Bx) = xtBtQBx.

(b) Observe que Q e BtQB tem o mesmo posto. Pelo Teorema 10.110.1, existe uma matriz
A ∈ GL(n+ 1, k) tal que

g = c0x
2
0 + · · ·+ cpx

2
p, onde c0, . . . , cp são diferetes de zero.

A matriz de g é a diagonal com c0, . . . , cp. Combinando com o item anterior, temos

BtQB =



c0
. . .

cp
0

. . .
0


.

O posto de uma matriz é o número de colunas linearmente independentes, segue que
BtQB tem posto p+ 1 e, assim, Q também tem posto p+ 1.

■

Proposição 10.3 Se k é algebricamente fechado, então a quádrica de posto p + 1 é
projetivamente equivalente a uma quádrica de�nida pela equação

p∑
i=0

x2i = 0.

Em particular, duas quádricas são projetivamente equivalente se, e somente se, tem o
mesmo posto.

Demonstração: Pelo Teorema 10.110.1, podemos assumir que a quádrica é da forma

c0x
2
0 + · · ·+ cpx

2
p = 0, onde tem posto p+ 1.
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Como k é algebricamente fechado, a equação x2i − ci = 0 tem raiz em k. Escolha uma e
chame de

√
ci, Note que

√
ci ̸= 0, pois ci ̸= 0. De�na

Xi =
√
cixi, 0 ≤ i ≤ p

Xi = xi, p < i ≤ n.

Isso dá a forma desejada.
■

De�nição 10.3 Uma quádrica em Pn é não singular se tem posto n+ 1.

Corolário 10.4 Seja k algebricamente fechado. Então todas as quádricas não singulares
em Pn são projetivamente equivalentes.

Exemplo 10.1 Tome C4 ⊂ P4, de�nida da seguinte forma

C4 = menores 2× 2

(
x0 x1 x2 x3
x1 x2 x3 x4

)
= V(x0x2 − x21, x0x3 − x1x2, x0x4 − x1x3, x1x3 − x22, x1x4 − x2x3, x2x4 − x23)
= V(F12, F13, F14, F23, F24, F34).

Observe que, pela Proposição 10.210.2, temos que

posto(F12) = posto

 0 0 1
2

0 −1 0
1
2

0 0

 = 3

e

posto(F13) = posto


0 0 0 1

2

0 0 −1
2

0
0 −1

2
0 0

1
2

0 0 0

 = 4.

De forma similar, temos que posto(F12)=posto(F23)=posto(F34)=3 e, assim, são projeti-
vamente equivalentes a uma quádrica da forma x20 + x21 + x22 (Veja Figura 10.110.1).

Figura 10.1: Quádrica de posto 3 em P4.

Da mesma forma, temos que posto(F13)=posto(F12)=posto(F24)=4 e, assim, são pro-
jetivamente equivalente a uma quádrica da forma x20 + x21 + x22 + x23 (Veja Figura 10.210.2).

Assim, observe que dim(V(F12, F13)) = 2, então

deg(V(F12, F13)) = deg(F12)deg(F13) = 4.

Por �m, a�rmamos que deg(C4) = 4, ou seja, C4 é uma quártica.
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Figura 10.2: Quádrica de posto 4 em P4.

10.2 Relação Posto - Sistema Linear

Exemplo 10.2 Dado o sistema linear L2,2, temos que uma quádrica qualquer neste sis-
tema é da forma

F3 = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx21 + ex1x2 + fx22.

Pelo que vimos na seção anterior, o posto de F3 é no máximo 3. Logo, se impormos um
ponto duplo, temos pelo Exemplo 9.19.1, que

L2,2(2) = {F2 = dx21 + ex1x2 + fx22|(d : e : f) ∈ P2}.

Assim, o posto de F2 é no máximo 2. Agora, se impormos dois pontos duplos ao sistema
L2,2, temos

L2,2(2
2) = {F1 = fx22|(f) ∈ P0}.

Assim, o posto de F1 é 1.

Exemplo 10.3 Dado o sistema linear L3,2, temos que uma quádrica qualquer neste sis-
tema é da forma

F4 = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx0x3 + ex21 + fx1x2 + gx1x3 + hx22 + ix2x3 + jx23.

Pelo que vimos na seção anterior, o posto de F4 é no máximo 4. Logo, se impormos um
ponto duplo, temos que

L3,2(2) = {F3 = ex21 + fx1x2 + gx1x3 + hx22 + ix2x3 + jx23|(e : . . . : j) ∈ P5}.

Assim, o posto de F3 é no máximo 3. Agora, se impormos dois pontos duplos ao sistema
L2,2, temos

L3,2(2
2) = {F2 = hx22 + ix2x3 + jx23|(h : i : j) ∈ P2}.

Assim, o posto de F2 é no máximo 2. Agora, se impormos três pontos duplos ao sistema
L2,2, temos

L3,2(2
3) = {F1 = jx23|(j) ∈ P0}.

Assim, o posto de F1 é 1.

Observação 10.2 Observe que, em ambos os exemplos, o primeiro ponto duplo impõe
n+ 1 condições linearmente independentes e anula todos os monômios que tem x0, o se-
gundo ponto duplo impõe n condições linearmente independentes e anula todos os monô-
mios que tem x1, o terceiro ponto duplo impõe n−1 condições linearmente independentes
e anula todos os monômios que tem x2 e assim sucessivamente até o sistema linear ter
dimensão 0.
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A�rmamos que essa observação se repete em todos os sistema lineares do tipo Ln,2 ao
impor h pontos duplos. Assim, podemos concluir que

Ln,2(2n) = {αx2n| (α) ∈ P0}.

Teorema 10.5 Seja Fn−h+1 ∈ Ln,2(2h), onde 0 ≤ h ≤ n. Então posto(Fn−h+1)≤ n−h+1.

Demonstração: Primeiro vamos considerar o caso 0 ≤ h < n. Provaremos por indução
em h. Para h = 0, considere o sistema Ln,2, como Fn+1 ∈ Ln,2 pode depender de todas
as n+ 1 variáveis em Pn, então o posto de Fn+1 é no máximo n+ 1. Agora, suponha que
Fn−(h−1)+1 ∈ Ln,2(2h−1) tem posto no máximo n − (h − 1) + 1, ou seja, Fn−(h−1)+1 pode
depender de n − (h − 1) + 1 variáveis. Como o sistema Ln,2(2h) é obtido ao impor mais
um ponto geral duplo ao sistema Ln,2(2h−1), pela Observação 10.210.2, as quádricas Fn−h+1

de Ln,2(2h) podem depender de no máximo n− h+ 1 variáveis, isto é, Fn−h+1 tem posto
no máximo n− h+ 1.

Por �m, se h = n, como já discutimos

Ln,2(2n) = {αx2n| (α) ∈ P0}.

Então, F1 tem posto 1.
■

10.3 Casos Especiais

Nesta seção, vamos mostrar, de duas maneiras diferentes, que as variedades de Vero-
nese V n

2 são 2-defeituosa, para todo n > 1. Para isso, usaremos os métodos apresentandos
na Seção 6.56.5 do Capítulo 66.

Primeira Demonstração

Dada a aplicação de Veronese

vn2 : Pnx → PNy
(x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (x20 : x0x1 : · · · : x0xn : x21 : x1x2 : . . . : x1xn : x22 : . . . : x

2
n).

A dimensão esperada de Sec2(V n
2 ) é

Expdim(Sec2(V
n
2 )) = min{2(n+ 1)− 1, (n2 + 3n+ 2)/2} = 2n+ 1,

onde

N =

(
n+ 2

2

)
− 1 =

n2 + 3n+ 2

2
.

Sejam p e q pontos gerais de Pn. Podemos supor, pelo Lema 6.76.7, que p = (1 : 0 :
. . . : 0 : 0) e q = (0 : 0 : . . . : 0 : 1), sem perda de generalidade. Agora, considere
P = vn2 (p) = (1 : 0 : . . . : 0 : 0) e Q = vn2 (q) = (0 : 0 : . . . : 0 : 1) em PN .

Tomando a reta gerada por p e q

L := ⟨p, q⟩ = {(a : 0 : . . . : 0 : b)|(a : b) ∈ P1},
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podemos restringir o domínio da aplicação vn2 à reta L, isto é

vn2|L : ⟨p, q⟩ → PNy
(a : 0 : · · · : 0 : b) 7→ (a2 : 0 : · · · : 0 : ab : 0 : . . . : 0 : b2).

Então, C = vn2|L(L) é uma cônica em P2, pois

C = V (y0yN − y2m) ⊂ P2 = V(y1, . . . , ym−1, ym+1, . . . , yN−1) ⊂ PN ,

onde m é a coordenada que se encontra ab.
Por �m, pela De�nição 4.264.26, temos que

dimTPC = dimTQC = dimL = 1.

Logo, TPC e TQC são retas em P2. Assim, segue que

TPC = Π(H1 − {0})

TQC = Π(H2 − {0}),

onde H1, H2 são planos passando pela origem em k3 e Π é a aplicação de�nida em 4.184.18.
Obeserve que, pela De�nição 4.204.20, temos que

dimH1 = dimH2 = 2,

em k3 e, como H1 ̸= H2, pois TPC ̸= TQC, temos que

H1 ∩H2 = l,

onde l é uma reta em k3 passando pela origem. Assim, P := Π(l − {0}) pertence a
TPC ∩ TQC. Logo,

P ∈ TPC ∩ TQC ⊂ TPV
n
2 ∩ TQV n

2 .

Deste modo, pelo Lema de Terracini 6.56.5, concluímos que

dim⟨TPV n
2 , TQV

n
2 ⟩ ≤ 2n < 2n+ 1 = Expdim(Sec2(V

n
2 ))

e, assim, a variedade de Veronese V n
2 é 2-defeituosa.

Segunda Demonstração

Dada a aplicação de Veronese

vn2 : Pnx → PNy
(x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (x20 : x0x1 : · · · : x0xn : x21 : x1x2 : . . . : x1xn : x22 : . . . : x

2
n).

A dimensão esperada de Sec2(V n
2 ) é

Expdim(Sec2(V
n
2 )) = min{2(n+ 1)− 1, (n2 + 3n+ 2)/2} = 2n+ 1,

onde

N =

(
n+ 2

2

)
− 1 =

n2 + 3n+ 2

2
.
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Sejam p e q pontos gerais de Pn. Podemos supor, pelo Lema 6.76.7, que p = (1 : 0 :
. . . : 0 : 0) e q = (0 : 0 : . . . : 0 : 1), sem perda de generalidade. Agora, considere
P = vn2 (p) = (1 : 0 : . . . : 0 : 0) ⊂ PN e Q = vn2 (q) = (0 : 0 : . . . : 0 : 1) ⊂ PN .

Com isso, construiremos os espaços tangentes TPV n
2 e TQV n

2 . Tome x0 = 1, pela
Proposição 4.174.17, considere aplicação de U0 = kn em V0 = kN :

φ : U0 → V0

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, x
2
1, x1x2, . . . , x1xn, x

2
2, . . . , x

2
n).

Assim, temos que

∂φ

∂x1
= (1, 0, . . . , 0, 2x1, x2, . . . , xn, 0, . . . , 0)

∂φ

∂x2
= (0, 1, 0 . . . , 0, x1, 0, . . . , 0, 2x2, x3, . . . , xn, 0, . . . , 0)

...
∂φ

∂xn
= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, x1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , xn−1, 2xn).

Logo,

φ(0) = 0

∂φ

∂x1
(0) = e1

∂φ

∂x2
(0) = e2

...
∂φ

∂xn
(0) = en.

Portanto, o espaço tangente em P é

TPX = ⟨e0, (1 : 1 : 0 : 0 : . . . : 0 : 0), (1 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0 : 0), . . . , (1 : 0 : 0 : 0 : . . . : 0 : 1)⟩
= ⟨e0, (0 : 1 : 0 : 0 : . . . : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0 : . . . : 0 : 0), . . . , (0 : 0 : 0 : 0 : . . . : 0 : 1)⟩
= ⟨e0, e1, . . . en⟩.

Agora, tome x3 = 1, pela Proposição 4.174.17, considere a aplicação Un = kn em VN = kN :

γ : Un → VN

(x0, . . . , xn−1) 7→ (x20, x0x1, . . . , x0xn−1, x0, x
2
1, x1x2, . . . , x1xn−1, x1, . . . , xn−1).

Assim, temos que

γ(0) = 0̂

∂γ

∂x0
(0) = ên

∂γ

∂x1
(0) = êj1

...
∂γ

∂xn−1

(0) = êjn−1 .
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onde n ≤ ji ≤ ji+1. Portanto, o espaço tangente em Q é

TQX = ⟨en, ej1 , . . . , ejn−1 , eN⟩.

Desta forma, segue que

⟨TPV n
2 , TQV

n
2 ⟩ = ⟨e0, . . . , en, ej1 , . . . , ejn−1 , eN⟩.

Logo,
dim⟨TPV n

2 , TQV
n
2 ⟩ = 2n.

Pelo Lema de Terracini 6.56.5, como

dim⟨TPV n
2 , TQV

n
2 ⟩ = 2n < 2n+ 1 = Expdim(Sec2(V

n
2 ))

a variedade V n
2 é 2-defeituosa.
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11 Sequências Exatas de Sistemas Lineares

A ideia principal deste capítulo é extrair resultados importantes sobre sistemas linea-
res, por meio de sequências exatas. Para isso, nos basearemos em [99] e em [1515].

De início, apresentaremos alguns lemas que serão de suma importância nos proximos
capítulos.

Lema 11.1 Sejam L1,L2 e L3 sistemas lineares. Se a sequência

0 −→ L1 −→ L2 −→ L3

é exata e h0(L3) = 0, então l(L2) = l(L1) + l(L3) + 1.

Demonstração: Considere a sequência de cohomologia correspondente

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ H0(L3) −→ H1(L1) −→ · · · ,

Como H0(L3) = {0}, pois h0(L3) = 0, então podemos considerar a seguinte sequência
exata de espaços vetorias

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ 0.

Assim, temos que h0(L2) = h0(L1) e, assim

h0(L2)− 1 = h0(L1)− 1

⇒l(L2) = l(L1)

⇒l(L2) = l(L1) + l(L3) + 1.

■

Lema 11.2 Sejam L1,L2 e L3 sistemas lineares. Se a sequência

0 −→ L1 −→ L2 −→ L3

é exata e h1(L1) = 0, então l(L2) = l(L1) + l(L3) + 1.

Demonstração: Considere a sequência de cohomologia correspondente

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ H0(L3) −→ H1(L1) −→ · · · ,

Como H1(L1) = {0}, pois h1(L1) = 0, então podemos considerar a seguinte sequência
exata de espaços vetorias

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ H0(L3) −→ 0.

Assim, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem (para mais detalhes, ver [66], Capítulo 6),
temos que h0(L2) = h0(L1) + h0(L3) e, assim

h0(L2)− 1 = h0(L1) + h0(L3)− 1

⇒h0(L2)− 1 = h0(L1) + h0(L3)− 1 + (1− 1)

⇒h0(L2)− 1 = (h0(L1)− 1) + (h0(L3)− 1) + 1.

Portanto, segue que l(L2) = l(L1) + l(L3) + 1.
■
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11.1 Restrição a um Esquema Finito

Fixemos algumas notações para essa seção:

� Seja Ln,d o sistema linear das hipersuperfície de Pn com grau d;

� L := Ln,d(m1, . . . ,mh);

� seja Z = {m1P1, . . . ,mhPh} um esquema �nito, onde Pi ∈ Pn com multiplicidade
mi. Como vimos em (8.68.6), temos que

length(Z) =
h∑
i=1

(
n+mi − 1

n

)
;

� seja Ln,d|Z o sistema linear obtido quando restringimos o sistema Ln,d ao esquema
Z.

Dessa forma, podemos montar a seguinte sequência exata de restrição

0 −→ L −→ Ln,d −→ Ln,d|Z . (11.1)

Lema 11.3 h1(Pn,Ln,d) = 0.

Demonstração: Dividiremos a prova em dois casos:

i - Para n = 1: Provaremos por indução em d. Para d = 0, temos que h1(P1,L1,0) = 0,
pelo Exercício III.2.2 do [1313].

Agora, considere o esquema Z0 = {Q1} dado por um ponto simples. Dessa forma,
temos a seguinte sequência exata de restrição

0 −→ L1,d−1 −→ L1,d −→ L1,d|Z0 ,

assim, temos a seguinte sequência exata de cohomologia

0 −→ H0(P1,L1,d−1) −→ H0(P1,L1,d) −→ H0(Z0,L1,d|Z0) −→ H1(P1,L1,d−1) −→ · · · .

Pelo Teorema do Anulamento 8.118.11, segue que H1(Z0,Ln,d|Z0) = 0, pois dim(Z0) = 1.
Logo, podemos considerar a seguinte sequência exata

0 −→ H0(L1,d−1) −→ H0(L1,d) −→ H0(L1,d|Z0) −→ H1(L1,d−1) −→ H1(L1,d) −→ 0.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem (para mais detalhes, ver [66], Capítulo 6), segue
que

h1(P1,L1,d) = h1(P1,L1,d−1)− h0(Z0,L1,d|Z0) + h0(P1,L1,d)− h0(P1,L1,d−1)

= h1(P1,L1,d−1)− 1 + (d+ 1)− d
= h1(P1,L1,d−1).

Pela hipótese de indução, temos h1(P1,L1,d−1) = 0 e, assim, h1(P1,L1,d) = 0.

ii - Para n > 1: Segue direto do Teorema da Cohomologia do Espaço Projetivo 8.128.12.
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■

Lema 11.4 Se h0(L) = 0, então L é não especial.

Demonstração: Como h0(L) = 0, temos que l(L) = h0(L)− 1 ≤ e(L). Portanto, L é não
especial.

■

Lema 11.5 Se h1(Pn,L) = 0, então L é não especial.

Demonstração: Considere a sequência exata (11.111.1), como h1(Pn,L) = 0, temos pelo Lema
11.211.2 que

l(L) = l(Ln,d)− l(Ln,d|Z)− 1

= l(Ln,d)− (length(Z)− 1)− 1

=

(
n+ d

n

)
− 1−

h∑
i=1

(
n+mj − 1

n

)
= v(L).

Portanto, L é não especial.
■

Proposição 11.6 O sistema linear L é não especial se, e somente se, h0(Pn,L)h1(Pn,L) =
0.

Demonstração:
(⇐) Basta usar os Lemas 11.411.4 e 11.511.5.
(⇒) Suponha que L é não especial. Logo, h0(Pn,L) = e(L) + 1. Há dois casos a se
analisar:

� Se e(L) = −1. Então, h0(Pn,L) = 0.

� Se e(L) = v(L). Pelo Lema 11.311.3, podemos considerar a seguinte sequência exata de
espaços vetoriais

0 −→ H0(Pn,L) −→ H0(Pn,Ln,d) −→ H0(Z,Ln,d|Z) −→ H1(Pn,L) −→ 0,

pelo Teorema do Núcleo e da Imagem(Para mais detalhes, ver [66], Capítulo 6), temos
que

h1(Pn,L) = v(L) + 1− h0(Pn,L),

segue que

h1(Pn,L) = v(L)− (v(L) + 1) + 1 = 0.

Portanto, segue que h0(Pn,L)h1(Pn,L) = 0.

■
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11.2 Sequência Exata de Castelnuovo

Nesta seção, mostraremos uma técnica de degeneração elaborada por Hirchowitz, que
ele chamou de La Méthode d'Horace. Esse método consiste em fazer especializações de
tantos pontos quanto forem convenientes em um hiperplano �xo e depois aplicar indução
sobre dimensão e/ou grau.

Seja L := Ln,d(2h). A ideia principal de Hirchowitz era degenerar de tal forma que k
pontos dos h pontos tenham suporte em um hiperplano π ∼= Pn−1 de Pn, obtendo

0 −→ Ln,d−1(2
h−k, 1k)

α−→ L β−→ L|π ⊂ Ln−1,d(2
k), (11.2)

onde α(F ) = F.π e β(G) = G|π, para F ∈ Ln,d−1(2
h−k, 1k) e G ∈ L. Logo, podemos

considerar a sequência

0 −→ Ln,d−1(2
h−k, 1k)

α−→ L β−→ Ln−1,d(2
k), (11.3)

chamada de sequência exata de Castelnuovo.
Se tomarmos F ∈ Ln,d−1(2

h−k, 1k), então F tem multiplicidade de pelo menos 2 em
h − k pontos e multiplicidade de pelo menos 1 em k pontos, digamos P1, . . . , Ph−k e
Q1, . . . , Qk, respectivamente. Sabemos que

∂α(F )

∂xi
=
∂F

∂xi
π + F

∂π

∂xi
, 0 ≤ i ≤ n.

Como os pontos Q1, . . . , Qk tem suporte em π, segue que

∂α(F )

∂xi
(Qj) =

∂F

∂xi
(Qj)π(Qj) + F (Qj)

∂π

∂xi
(Qj)

=
∂F

∂xi
(Qj).0 + 0.

∂π

∂xi
Q(j)

= 0, 1 ≤ j ≤ k,

assim, α(F ) tem multiplicidade de pelo menos 2 nos k pontos. Por outro lado, temos que

∂α(F )

∂xi
(Pl) =

∂F

∂xi
(Pl)π(Pl) + F (Pl)

∂π

∂xi
(Pl)

= 0.π(Pl) + 0.
∂π

∂xi
(Pl)

= 0, 0 ≤ l ≤ h− k,

logo, α(F ) tem multiplicidade de pelo menos 2 nos h − k pontos. Dessa forma, α(F )
tem multiplicidade de pelo menos 2 nos h pontos. Como F tem grau d − 1 e π tem
grau 1, então α(F ) tem grau d e, assim, α(F ) ∈ L mostrando que a aplicação α está
bem de�nida. Mostremos que Im(α) = ker(β). Se G ∈ Im(α), então G = Fπ onde
F ∈ Ln,d−1(2

h−k, 1k), logo G|π = (Fπ)|π = 0 e, assim, G ∈ ker(β). Por outro lado, se
H ∈ ker(β), então H|π = 0 e, assim, H = F ′π mostrando que H ∈ Im(α).

Podemos generalizar o conceito da sequência exata de Castelnuovo.

Proposição 11.7 Considere o sistema linear L = Ln,d(m1, . . . ,mh). Se k dos h pontos
tem suporte em um plano π ∼= Pn−1 ⊂ Pn, então a sequência

0 −→ Ln,d−1(m1 − 1, . . . ,mk − 1,mk+1, . . . ,mh) −→ L −→ L|π ⊂ Ln−1,d(m1, . . . ,mk)

109



é uma sequência exata de sistemas lineares. Em particular,

0 −→ Ln,d−1(m1 − 1, . . . ,mk − 1,mk+1, . . . ,mh) −→ L −→ Ln−1,d(m1, . . . ,mk)

é uma sequência exata.
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12 Cúbicas

Neste capítulo, veremos que a única cúbica que é defeituosa é a que tem dimensão 4,
ou seja, V n

3 é defeituosa ⇔ n = 4. Para isso iremos nos basear na referência [1515].

Caso Especial

Teorema 12.1 Por qualquer n+ 3 pontos gerais em Pn passa uma única curva racional
normal (De�nição 5.25.2). Mais ainda, a curva normal é descrita pelos menores 2 × 2 da
matriz (

x0 x1 . . . xn−1

x1 x2 . . . xn

)
.

Demonstração: Ver [1717], Capítulo 1.
■

Corolário 12.2 Por qualquer 7 pontos gerais em P4 passa uma única curva quártica
racional normal C4. Mais ainda, a curva quártica C4 é descrita pelos menores 2 × 2 da
matriz

M =

(
x0 x1 x2 x3
x1 x2 x3 x4

)
.

Demonstração: Teorema 12.112.1 e Exemplo 10.110.1.
■

Observação 12.1 Temos que

menores 2× 2(M) = menores 2× 2(N),

onde

M =

(
x0 x1 x2 x3
x1 x2 x3 x4

)
e N =

 x0 x1 x2
x1 x2 x3
x2 x3 x4

 .

De fato, considere os seguintes ideais

I :=⟨menores 2× 2(M)⟩
=⟨x0x2 − x21, x0x3 − x1x2, x0x4 − x1x3, x1x3 − x22, x1x4 − x2x3, x2x4 − x23⟩

e

J :=⟨menores 2× 2(N)⟩
=⟨x0x2 − x21, x0x3 − x1x2, x1x3 − x22, x0x3 − x1x2, x0x4 − x22, x1x4 − x2x3, x1x3 − x22,
x1x4 − x2x3, x2x4 − x23⟩

=⟨x0x2 − x21, x0x3 − x1x2, x1x3 − x22, x0x4 − x22, x1x4 − x2x3, x2x4 − x23⟩.
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Observe que, os polinômios x0x2 − x21, x0x3 − x1x2, x1x3 − x22, x1x4 − x2x3, x2x4 − x23 são
geradores em comum dos ideais I e J . Como

x0x4 − x1x3 = x0x4 − x22 − (x1x3 − x22) ∈ J
x0x4 − x22 = (x0x4 − x1x3) + (x1x3 − x22) ∈ I,

temos que I = J , ou seja, os menores 2× 2(M) = menores 2× 2(N).
Assim, segue que

C4 = {N ∈ P4|posto(N) = 1}.

Dessa forma, temos que

Sec2C4 = {N1 +N2 ∈ P4| posto(N1) = posto(N2) = 1}
= {N ∈ P4| posto(N) ≤ 2}
= V(det(N))

= V(x0x2x4 + 2x1x2x3 − x32 − x0x23 − x21x4).

Assim, x0x2x4+2x1x2x3−x32−x0x23−x21x4 = 0 é uma cúbica que é singular nos 7 pontos
gerais, pois os 7 pontos estão contidos em C4 e, Pela Proposição 6.16.1, C4 ⊂ Sing(Sec2C4).
Logo, pela relação apresentada no Capítulo 99, o sistema linear L4,3(2

7) é não vazio. Porém,

v(L4,3(2
7)) =

(
4 + 3

4

)
− 1− 5.7

= 35− 1− 35

= −1,

então o sistema linear L4,3(2
7) é especial. Portanto, a variedade de Veronese V 4

3 é 7-
defeituosa.

Casos Não Especiais

Cúbicas em P2: Mostramos no Exemplo 6.76.7, que a variedade de Veronese V 2
3 não é

defeituosa.
Cúbicas em P3: Mostremos que a variedade de Veronese V 3

3 não é defeituosa usando
a técnica apresentada no Capítulo 77. Tome a aplicação

γ : (k∗)3 → V 3
3 ∩ U0

(x1, x2, x3) 7→ (1, x1, x2, x3, x
2
1, x1x2, x1x3, x

2
2, x2x3, x

2
3, x

3
1, . . . , x

3
3).

Dessa forma, o polítopo ralacionado é

M = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (2, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 2, 0), . . . , (0, 0, 3)},

com 20 pontos.
Tome v1 = (0, 0, 1), v2 = (0, 1, 0), v3 = (1, 0, 0), v4 = (1, 0, 1) e v5 = (1, 0, 0), se-

gue que v1 separa o simplexo ∆1 = {(0, 0, 3), (0, 0, 2), (1, 0, 2), (0, 1, 2)} de M , v2 se-
para o simplexo ∆2 = {(0, 3, 0), (0, 2, 0), (1, 2, 0), (0, 2, 1)} de M − ∆1, v3 separa o sim-
plexo ∆3 = {(3, 0, 0), (2, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 0, 1)} de M − (∆1 ∪ ∆2), v4 separa o simplexo
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Figura 12.1: Polítopo associado a V 3
3 .

∆4 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1)} de M − (∆1 ∪∆2 ∪∆3) e v5 separa o simplexo
∆5 = {(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1)} de M − (∆1 ∪∆2 ∪∆3 ∪∆4):

Como M − (∆1 ∪∆2 ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5) é vazio, pelo Teorema 7.27.2, a variedade V 3
3 não

é defeituosa.
Cúbicas em Pn, para n ≥ 5: Não faremos aqui a prova geral, que pode ser vista

na Seção 5 do artigo [99], que usa uma versão mais so�sticada da degeneração que iremos
apresentar no Capítulo 1414. Porém, com o algoritmo apresentado no Capítulo 77 podemos
veri�car para n = 5, 6, 7.

QNDefeituosas[{{{5}, {3}}, {{6}, {3}}, {{7}, {3}}}, 15]

Saída: {{{5}, {3}}, {{7}, {3}}, {{6}, {3}}}}

Time: 926.1410 segundos
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13 Vários Pontos Duplos e um Ponto Múltiplo

Neste capítulo vamos provar que o sistema linear Ln,d(d − 1, 2h) é não especial para
uma determinada cota superior de h, para isso usaremos como referência [99] e [1515].

Para provar os resultados a seguir será usada uma versão alternativa, mas montada
de forma similar, à sequência exata de Castelnuovo, apresentada no Capítulo 1111.

Primeiro, considere o seguinte lema

Lema 13.1 Seja x ∈ R. Valem as seguintes relações:

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌈x⌉ < x+ 1,

onde ⌊x⌋ é o piso de x e ⌈x⌉ é o teto de x.

Demonstração: As relações ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌈x⌉ vem das de�nições de piso e teto.
Mostremos que ⌈x⌉ < x+ 1. Suponha, por absurdo, que ⌈x⌉ ≥ x+ 1. Observe que

⌈x⌉+ 1 = ⌈x+ 1⌉ ≥ x+ 1.

Logo, ⌈x⌉+ 1− ⌈x⌉ ≤ x+ 1− (x+ 1), então 1 ≤ 0, absurdo! Portanto, ⌈x⌉ < x+ 1.
Prova-se de maneira análoga que x− 1 < ⌊x⌋.

■
Tome a aplicação h de N em N, de�nida da seguinte maneira

h(d) =

⌊
2d+ 1

3

⌋
. (13.1)

Observação 13.1 A�rmamos que h(d − 1) ≥ h(d) − 1. De fato, usando as relações do
Lema 13.113.1, temos que

h(d− 1)− h(d) + 1 =

⌊
2d− 1

3

⌋
−
⌊
2d+ 1

3

⌋
+ 1

>
2d− 1

3
− 1− 2d+ 1

3
+ 1

= −2

3
.

Assim, h(d− 1)− h(d) + 1 ≥ 0 e, portanto, h(d− 1) ≥ h(d)− 1.

Lema 13.2 O sistema linear L2,d(d− 1, 2h(d)) é não especial, para d ≥ 3.

Demonstração: Vamos provar usando indução em d. Para d = 3, temos pelo Exemplo 6.76.7
que o sistema linear L2,3(3− 1, 2h(3)) = L2,3(2

3) é não especial e não vazio.
Antes de continuarmos com a indução, calculemos a dimensão virtual do sistema

L2,d(d− 1, 2h(d)), isto é

v(L2,d(d− 1, 2h(d))) =

(
d+ 2

2

)
− 1−

(
d

2

)
− 3h(d)

=
(d+ 2)(d+ 1)

2
− 1− d(d− 1)

2
− 3h(d)

= 2d− 3h(d).
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Agora, considere o esquema Z = {(d− 1)R, 2P1} que é a união de um ponto (d− 1)-
uplo e um ponto duplo. Seja π ⊂ Pn um hiperplano contendo o suporte de Z, como n = 2
observe que π é a reta projetiva que conecta os pontos R e P1. Dito isso, podemos montar
a seguinte sequência exata de restrição (para mais detalhes, ver Seção 11.211.2 do Capítulo
1111)

0 −→ L2,d−1(d− 2, 2h(d)−1, 1) −→ L2,d(d− 1, 2h(d)) −→ L2,d(d− 1, 2h(d))|π ⊂ L1,d(d− 1, 2).

Logo,

0 −→ L2,d−1(d− 2, 2h(d)−1, 1) −→ L2,d(d− 1, 2h(d)) −→ L1,d(d− 1, 2),

é uma sequência exata.
O sistema linear L1,d(d − 1, 2) é não especial e vazio. De fato, pois L1,d(d − 1) =

{axyd−1 + byd|(a : b) ∈ P1}, ou seja, dim(L1,d(d− 1)) = 1 e

v(L1,d(d− 1)) =

(
d+ 1

d

)
− 1−

(
d− 1

1

)
= (d+ 1)− 1− (d− 1)

= 1.

Assim, o sistema linear L1,d(d− 1, 2) é vazio.
Por indução em d, o sistema linear L2,d−1(d − 2, 2h(d−1)) é não especial. Então, pela

Observação 13.113.1, o sistema linear L2,d−1(d − 2, 2h(d)−1) é não especial. Como vimos, na
Proposição 9.19.1, um ponto simples sempre impõe uma condição independente ao sistema
e, assim, o sistema linear L2,d−1(d− 2, 2h(d)−1, 1) é não especial.

Agora, calculemos v(L2,d−1(d − 2, 2h(d)−1, 1)), para isso, observe que 1 ponto (d − 2)-
uplo impõe

(
d−1
2

)
condições, h(d)−1 pontos duplos impõem 3(⌊(2d+1)/3⌋−1) condições

e 1 ponto simples impõe uma condição e, assim, usando as desigualdades do Lema 13.113.1,
segue que

v(L2,d−1(d− 2, 2h(d)−1, 1)) =

(
d+ 1

2

)
− 1−

(
d− 1

2

)
− 3

(⌊
2d+ 1

3

⌋
− 1

)
− 1

=
d(d+ 1)

2
− (d− 1)(d− 2)

2
− 3

⌊
2d+ 1

3

⌋
+ 1

≥ (2d− 1)− 3

(
2d+ 1

3

)
+ 1

= −1.

Como o sistema L2,d−1(d−2, 2h(d)−1, 1) é não especial e v(L2,d−1(d−2, 2h(d)−1, 1)) ≥ −1,
então l(L2,d−1(d−2, 2h(d)−1, 1)) = v(L2,d−1(d−2, 2h(d)−1, 1)). Assim, pela Proposição 11.111.1,
segue que

l(L2,d(d− 1, 2h(d))) = l(L2,d−1(d− 2, 2h(d)−1, 1)) + l(L1,d(d− 1, 2)) + 1

=

((
d+ 1

2

)
− 1−

(
d− 1

2

)
− 3 (h(d)− 1)

)
+ (−1) + 1

=

(
d+ 1

2

)
− 1−

(
d− 1

2

)
− 3 (h(d)− 1))− 1

= 2d− 3h(d)

= v(L2,d(d− 1, 2h(d))).
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Portanto, o sistema linear L2,d(d− 1, 2h(d)) é não especial.
■

Tome a aplicação h′ de N em N, de�nida da seguinte maneira

h′(n) =

⌈
1

n+ 1

(
n+ 4

4

)⌉
− n− 1. (13.2)

Observação 13.2 h′(n) é crescente. De fato, usando as relações do Lema 13.113.1, temos
que

h′(n+ 1)− h′(n) =
⌈

1

n+ 2

(
n+ 5

4

)⌉
− n− 2−

(⌈
1

n+ 1

(
n+ 4

4

)⌉
− n− 1

)
>

1

n+ 2

(
n+ 5

4

)
− n− 2−

(
1

n+ 1

(
n+ 4

4

)
− n

)
= (n+ 5)(n+ 4)(n+ 3)− (n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)− 2

= (n+ 4)(n+ 3)((n+ 5)− (n+ 2))− 2

= 3(n+ 4)(n+ 3)− 2

> 0.

Logo, h′(n+ 1) > h′(n) para n > 0.

Lema 13.3 Seja n ≥ 2. O sistema linear Ln,4(3, 2h), com h ≤ h′(n), é não especial.

Demonstração: Vamos provar por indução em n. Para n = 2, temos que o sistema linear
L2,4(3, 2

h′(2)) = L2,4(3, 2
2) é não especial, pelo Lema 13.213.2.

Agora, tome π ⊂ Pn um hiperplano contendo os pontos gerais R,P1, . . . , Ph′(n−1),
considere o esquema Z = {3R, 2P1, . . . , 2Ph′(n−1)} que é a união de um ponto triplo
e h′(n − 1) pontos duplos. Dito isso, podemos montar a seguinte sequência exata de
restrição (Para mais detalhes, ver Seção 11.211.2 do Capítulo 1111)

0 −→ Ln,3(21+h
′(n)−h′(n−1), 1h

′(n−1)) −→ Ln,4(3, 2h
′(n)) −→ Ln,4(3, 2h

′(n))|π ⊂ Ln−1,4(3, 2
h′(n−1)).

Logo,

0 −→ Ln,3(21+h
′(n)−h′(n−1), 1h

′(n−1)) −→ Ln,4(3, 2h
′(n)) −→ Ln−1,4(3, 2

h′(n−1)).

Por indução em n o sistema linear Ln−1,4(3, 2
h′(n−1)) é não especial. Como 1 ponto

triplo impõe
(
n+1
2

)
condições e h′(n − 1) pontos duplos impõem n(⌈(1/n)

(
n+3
4

)
⌉ − n) e,

assim, usando as desigualdades do Lema 13.113.1, segue que

v(Ln−1,4(3, 2
h′(n−1))) =

(
n+ 3

4

)
− 1−

(
n+ 1

2

)
− n

(⌈
1

n

(
n+ 3

4

)⌉
− n

)
>

(
n+ 3

4

)
− 1−

(
n+ 1

2

)
+ n2 −

(
n+ 3

4

)
− n

=
n2 − 3n− 2

2
≥ −1, ∀n ≥ 3.
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Agora, pelo Capítulo 1212, o sistema linear Ln,3(21+h
′(n)−h′(n−1), 1h

′(n−1)) é não especial.
Calculemos a dimensão virtual

v(Ln,3(21+h
′(n)−h′(n−1), 1h

′(n−1))) =

(
n+ 3

3

)
− 1− (n+ 1)(h′(n) + 1) + nh′(n− 1)

≥
(
n+ 3

3

)
− 1−

(
n+ 4

4

)
+ n2 +

(
n+ 3

4

)
− n2

=
(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

3!
− 1− (n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

3!
= −1.

Como o sistema Ln,3(21+h
′(n)−h′(n−1), 1h

′(n−1)) é não especial e não vazio, então pela
Proposição 11.611.6 h1(Ln,3(21+h

′(n)−h′(n−1)) = 0. Assim, pela Proposição 11.211.2, segue que

l(Ln,4(3, 2h
′(n))) = l(Ln,3(21+h

′(n)−h′(n−1), 1h
′(n−1))) + l(Ln−1,4(3, 2

h′(n−1))) + 1

= v(Ln,3(21+h
′(n)−h′(n−1), 1h

′(n−1))) + v(Ln−1,4(3, 2
h′(n−1))) + 1

=

(
n+ 3

3

)
− (n+ 1)(h′(n) + 1) +

(
n+ 3

4

)
− 1−

(
n+ 1

2

)
=

(
n+ 3

3

)
+

(
n+ 3

4

)
− 1− (n+ 1)−

(
n+ 1

2

)
− (n+ 1)h′(n)

=

(
n+ 4

4

)
− 1−

(
n+ 2

2

)
− (n+ 1)h′(n)

= v(Ln,4(3, 2h
′(n))).

Portanto, o sistema linear Ln,4(3, 2h
′(n)) é não especial.

■
Tome a aplicação h′′ de N em N, de�nida da seguinte maneira

h′′(d) =

⌊
d2 + 2d− 3

4

⌋
. (13.3)

Observação 13.3 A�rmamos que h′′(d) − h(d) ≤ h′′(d − 1), para todo d ≥ 5. De fato,
usando as relações do Lema 13.113.1, temos que

h′′(d)− h(d)− h′′(d− 1) =

⌊
d2 + 2d− 3

4

⌋
−
⌊
2d+ 1

3

⌋
−
⌊
(d− 1)2 + 2(d− 1)− 3

4

⌋
<
d2 + 2d− 3

4
− 2d+ 1

3
+ 1−

⌊
(d− 1)2 + 2(d− 1)− 3

4

⌋
<
d2 + 2d− 3

4
− 2d+ 1

3
+ 1− (d− 1)2 + 2(d− 1)− 3

4
+ 1

=
2d+ 1

4
− 2d+ 1

3
+ 2

=
23− 2d

12
< 0, ∀d ≥ 12,

logo, temos que h′′(d)− h(d) ≤ h′′(d− 1), para todo d ≥ 12. Assim, falta mostrar que a
desigualdade vale para 5 ≤ d ≤ 11, isto é
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� d=5: Temos que h′′(d) = 8, h′′(d− 1) = 5 e h(d) = 3, vale a desigualdade;

� d=6: Temos que h′′(d) = 11, h′′(d− 1) = 8 e h(d) = 4, vale a desigualdade;

� d=7: Temos que h′′(d) = 15, h′′(d− 1) = 11 e h(d) = 5, vale a desigualdade;

� d=8: Temos que h′′(d) = 19, h′′(d− 1) = 15 e h(d) = 5, vale a desigualdade;

� d=9: Temos que h′′(d) = 24, h′′(d− 1) = 19 e h(d) = 6, vale a desigualdade;

� d=10: Temos que h′′(d) = 29, h′′(d− 1) = 24 e h(d) = 7, vale a desigualdade;

� d=11: Temos que h′′(d) = 35, h′′(d− 1) = 29 e h(d) = 7, vale a desigualdade.

Portanto, h′′(d)− h(d) ≤ h′′(d− 1), para todo d ≥ 5.

Lema 13.4 Sejam d ≥ 4 e h ≤ h′′(d). O sistema linear L3,d(d− 1, 2h) é não especial.

Demonstração: Vamos provar por indução em d. Observe que o sistema linear L3,4(4 −
1, 2h

′′(4)) = L3,4(3, 2
5) é não especial, pelo Lema 13.313.3.

Agora, tome π ⊂ Pn um hiperplano contendo os pontos gerais R,P1, . . . , Ph(d), consi-
dere o esquema Z = {(d − 1)R, 2P1, . . . , 2Ph(d)} que é a união de um ponto (d − 1)-uplo
e h(d) pontos duplos. Dito isso, podemos montar a seguinte sequência exata de restrição
(para mais detalhes, ver Seção 11.211.2 do Capítulo 1111)

0 −→ L3,d−1(d−2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d)) −→ L3,d(d−1, 2h

′′(d)) −→ L3,d(d−1, 2h
′′(d))|π ⊂ L2,d(d−1, 2h(d)).

Logo,

0 −→ L3,d−1(d− 2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d)) −→ L3,d(d− 1, 2h

′′(d)) −→ L2,d(d− 1, 2h(d)).

Pelo Lema 13.213.2, o sistema linear L2,d(d−1, 2h(d)) é não especial e l(L2,d(d−1, 2h(d))) =
v(L2,d(d− 1, 2h(d))).

Por indução em d, temos que o sistema L3,d−1(d−2, 2h
′′(d−1)) é não especial. Logo, pela

Observação 13.313.3, o sistema L3,d−1(d− 2, 2h
′′(d)−h(d)) é não especial e, assim, pelo Teorema

9.19.1, o sistema L3,d−1(d − 2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d)) é não especial. Usando as relações do Lema

13.113.1, temos que

v(L3,d−1(d− 2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d))) =

(
d+ 2

3

)
− 1−

(
d

3

)
− 4

⌊
d2 + 2d− 3

4

⌋
+ 3

⌊
2d+ 1

3

⌋
>

(d+ 2)(d+ 1)d

6
− 1− d(d− 1)(d− 2)

6
− d2 + 1

=
d

6
6d− d2

= 0.

Como L3,d−1(d− 2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d)) é não especial e não vazio, então pela Proposição

11.611.6 temos que h1(L3,d−1(d− 2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d))) = 0. Assim, pela Proposição 11.211.2, segue
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que

l(L3,d(d− 1, 2h
′′(d))) = l(L3,d−1(d− 2, 2h

′′(d)−h(d), 1h(d))) + l(L2,d(d− 1, 2h(d))) + 1

= v(L3,d−1(d− 2, 2h
′′(d)−h(d), 1h(d))) + v(L2,d(d− 1, 2h(d))) + 1

=

(
d+ 2

3

)
−
(
d

3

)
− 4h′′(d) + 3h(d) +

(
d+ 2

2

)
− 1−

(
d

2

)
− 3h(d)

=

(
d+ 2

3

)
+

(
d+ 2

2

)
− 1−

(
d

3

)
−
(
d

2

)
− 4h′′(d)

=

(
d+ 3

3

)
− 1−

(
d+ 1

3

)
− 4h′′(d)

= v(L3,d(d− 1, 2h
′′(d))).

Portanto, o sistema linear L3,d(d− 1, 2h
′′(d)) é não especial.

■
O lema a seguir servirá para mostrar na próxima proposição (Proposição 13.913.9) a de-

sigualdade desejada. Cabe destacar que esse mesmo lema será utíl no Capítulo 1616.

Lema 13.5 Seja

φ : Z× Z→ R
(n, d) 7→ φ(n, d)

uma função com as seguintes propriedades:

(a) ao �xar n, temos que φ é um polinômio em R[d] de grau g(note que g depende de n);

(b) para cada n ≥ 2, existem α ∈ R, α1 < α2 < . . . < αg ∈ R, tais que φ(n, αj) = α para
j = 1, 2, . . . , g;

(c) lim
d→∞

φ(n, d) =∞ (ou seja, o coe�ciente de dg é maior que 0).

Seja β = β(n) > αg tal que φ(n, β) > 0, então φ(n, d) > 0 para todo d > β.

Demonstração: Se �xarmos n, temos que φ(n, d) é um polinômio em R[d] de grau g. Mais
ainda, existem α, α1 < α2 < . . . < αg com as propriedades desejadas, isso implica que o
polinômio φ(n, d) tem g− 1 pontos extremais entre α1 e αg. Como um polinômio de grau
g tem no máximo g − 1 pontos extremais, implica que φ(n, d) é crescente para d > αg,
pois lim

d→∞
φ(n, d) = ∞. Por �m, como β > αg e φ(n, β) > 0, segue que φ(n, d) > 0 para

d > β.
■

De�na a aplicação

h(n, d) :=

⌊
1

n+ 1

(
n+ d

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 2

n

)⌋
− (n− 2). (13.4)

Observação 13.4 De�nindo f(n, d) = h(n, d− 1)+ h(n− 1, d)− h(n, d), vale a seguinte
desigualdade

f(n, d) >

(
1

n+ 1
− 1

n

)((
n+ d− 3

n− 1

)
−
(
n+ d− 1

n− 1

))
− n+ 1.

119



De fato, usando as relações do Lema 13.113.1, temos que

f(n, d) =

⌊
1

n+ 1

(
n+ d− 1

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 3

n

)⌋
+

⌊
1

n

(
n− 1 + d

n− 1

)
− 1

n

(
n+ d− 3

n− 1

)⌋
+

−
⌊

1

n+ 1

(
n+ d

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 2

n

)⌋
− n+ 3

>
1

n+ 1

(
n+ d− 1

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 3

n

)
+

1

n

(
n− 1 + d

n− 1

)
− 1

n

(
n+ d− 3

n− 1

)
+

− 1

n+ 1

(
n+ d

n

)
+

1

n+ 1

(
n+ d− 2

n

)
− n+ 1

= − 1

n+ 1

(
n+ d− 1

n− 1

)
+

1

n+ 1

(
n+ d− 3

n− 1

)
+

1

n

(
n− 1 + d

n− 1

)
− 1

n

(
n+ d− 3

n− 1

)
+

− n+ 1

=

(
1

n+ 1
− 1

n

)(
n+ d− 3

n− 1

)
−
(

1

n+ 1
− 1

n

)(
n+ d− 1

n− 1

)
− n+ 1

=

(
1

n+ 1
− 1

n

)((
n+ d− 3

n− 1

)
−
(
n+ d− 1

n− 1

))
− n+ 1.

Lema 13.6 h(4, d)− h(3, d) ≤ h(4, d− 1), vale para todo d ≥ 5.

Demonstração: De�ndo f(d) = h(4, d−1)+h(3, d)−h(4, d), pela Observação 13.413.4, temos
que

f(d) >

(
1

5
− 1

4

)((
d+ 1

3

)
−
(
d+ 3

3

))
− 3

= − 1

20

(
(d+ 1)d(d− 1)

6
− (d+ 3)(d+ 2)(d+ 1)

6

)
− 3

= − 1

20

(
−6d2 − 12d− 6

6

)
− 3

=
d2 + 2d− 59

20
> 0, ∀d ≥ 7.

Falta mostrar que a desigualdade vale para d = 5, 6, isto é

� d=5: Temos que h(4, d) = 16, h(3, d) = 8 e h(4, d− 1) = 9, vale a desigualdade;

� d=6: Temos que h(4, d) = 26, h(3, d) = 11 e h(4, d− 1) = 16, vale a desigualdade.

Portanto, h(4, d)− h(3, d) ≤ h(4, d− 1), para todo d ≥ 5.
■

Lema 13.7 h(5, d)− h(4, d) ≤ h(5, d− 1), vale para todo d ≥ 5.

Demonstração: De�ndo f(d) = h(5, d−1)+h(4, d)−h(5, d), pela Observação 13.413.4, temos
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que

f(d) >

(
1

6
− 1

5

)((
d+ 2

4

)
−
(
d+ 4

4

))
− 4

= − 1

30

(
(d+ 2)(d+ 1)d(d− 1)

4!
− (d+ 4)(d+ 3)(d+ 2)(d+ 1)

4!

)
− 4

= − 1

30

−8d3 − 36d2 − 52d− 24

4!
− 4

=
2d3 + 9d2 + 13d+ 6

180
− 4

=
2d3 + 9d2 + 13d− 714

180
> 0, ∀d ≥ 6.

Falta mostrar que a desigualdade vale para d = 5. Para d = 5, temos que h(5, d) = 29,
h(4, d) = 16 e h(5, d−1) = 14, vale a desigualdade. Portanto, h(5, d)−h(4, d) ≤ h(5, d−1),
para todo d ≥ 5.

■

Lema 13.8 h(6, d)− h(5, d) ≤ h(6, d− 1), vale para todo d ≥ 5.

Demonstração: De�ndo f(d) = h(6, d−1)+h(5, d)−h(6, d), pela Observação 13.413.4, temos
que

f(d) >

(
1

7
− 1

6

)((
d+ 3

5

)
−
(
d+ 5

5

))
− 5

= − 1

42

(
(d+ 3)(d+ 2)(d+ 1)d(d− 1)

5!
− (d+ 5)(d+ 4)(d+ 3)(d+ 2)(d+ 1)

5!

)
− 5

= − 1

42

−10d4 − 80d3 − 230d2 − 280d− 120

5!
− 5

=
10d4 + 80d3 + 230d2 + 280d− 25080

5040

=
d4 + 8d3 + 23d2 + 28d− 2508

504
> 0, ∀d ≥ 6.

Falta mostrar que a desigualdade vale para d = 5. Para d = 5, Temos que h(6, d) = 50,
h(5, d) = 29 e h(6, d−1) = 22, vale a desigualdade. Portanto, h(6, d)−h(5, d) ≤ h(6, d−1),
para todo d ≥ 5.

■

Proposição 13.9 h(n, d)− h(n− 1, d) ≤ h(n, d− 1), para todo n ≥ 4 e d ≥ 5.

Demonstração: De fato, de�na f(n, d) = h(n, d−1)+h(n−1, d)−h(n, d), pela Observação
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13.413.4, temos que

f(n, d) >

(
1

n+ 1
− 1

n

)((
n+ d− 3

n− 1

)
−
(
n+ d− 1

n− 1

))
− n+ 1

= − 1

(n+ 1)!
((d− 1) . . . (d+ (n− 3))− (d+ 1) . . . (d+ (n− 1)))− n+ 1

= − 1

(n+ 1)!
(d+ 1) . . . (d+ (n− 3))(d(d− 1)− (d+ (n− 2))(d+ (n− 1)))− n+ 1

=
1

(n+ 1)!
(d+ 1) . . . (d+ (n− 3))(2d+ n− 2)(n− 1)− n+ 1

:= φ(n, d).

Fixando n, temos que φ(n, d) é um polinômio em R[d] de grau n − 2 e com coe�ciente
de dn−2 positivo. Se tomarmos α = −(n − 1) e α1 = −1, α2 = −2, . . . , αn−3 = −(n −
3), αn−2 = −(n/2− 1), segue que φ(n, αj) = α. Agora, seja β = 5, logo

φ(n, β) =
1

(n+ 1)!
(n+ 2)(n+ 1)n . . . 6.(n+ 8)(n− 1)− n+ 1

=
1

5!
(n+ 2)(n+ 8)(n− 1)− n+ 1

=
1

5!
(n3 + 9n2 + 6n− 16)− n+ 1

=
n3 + 9n2 − 114n+ 104

5!
> 0, ∀n ≥ 7.

Dessa forma, pelo Lema 13.513.5, temos que f(n, d) > φ(n, d) ≥ 0 para todo n ≥ 7 e d ≥ 5,
aliando esse fato aos Lemas 13.613.6, 13.713.7 e 13.813.8, concluímos a demonstração.

■

Observação 13.5 A�rmamos que h(3, d) = h′′(d). De fato,

h(3, d) =

⌊
1

3 + 1

(
3 + d

3

)
− 1

3 + 1

(
3 + d− 2

3

)⌋
− (3− 2)

=

⌊
1

4

(
d+ 3

3

)
− 1

4

(
d+ 1

3

)⌋
− 1

=

⌊
1

4

(d+ 3)(d+ 2)(d+ 1)

3!
− 1

4

(d+ 1)d(d− 1)

3!

⌋
− 1

=

⌊
1

4

(d+ 1)(d2 + 5d+ 6− d2 + d))

3!

⌋
− 1

=

⌊
1

4

6d2 + 12d+ 6

6

⌋
− 1

=

⌊
d2 + 2d− 3

4

⌋
= h′′(d).

Observação 13.6 A�rmamos que h(n, 4) ≤ h′(n), para todo n ≥ 3. De fato, usando as
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relações do Lema 13.113.1, temos que

h′(n)− h(n, 4) =
⌈

1

n+ 1

(
n+ 4

4

)⌉
− n− 1−

⌊
1

n+ 1

(
n+ 4

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ 2

n

)⌋
+ n− 2

>
1

n+ 1

(
n+ 4

4

)
− 1

n+ 1

(
n+ 4

n

)
+

1

n+ 1

(
n+ 2

n

)
− 2

=
1

n+ 1

(n+ 2)(n+ 1)

2
− 2

=
n+ 2

2
− 1

>
3

2
, ∀n ≥ 3.

Proposição 13.10 O sistema linear Ln,d(d − 1, 2h), com h ≤ h(n, d), d ≥ 4 e n ≥ 3, é
não especial.

Demonstração: Vamos provar por indução em d e em n. Pela Observação 13.513.5, temos
que h(3, d) = h′′(d) e, assim, pelo Lema 13.413.4 o sistema linear L3,d(d − 1, 2h(3,d)) é não
especial, sendo esse o passo base da indução em n. Agora, pela Observação 13.613.6, temos
que h(n, 4) ≤ h′(n) e, assim, pelo Lema 13.313.3 o sistema linear Ln,4(3, 2h(n,4)) é não especial,
sendo esse o passo base da indução em d.

Seja π ⊂ Pn um hiperplano contendo os pontos gerais R,P1, . . . , Ph(n−1,d), considere
o esquema Z = {(d − 1)R, 2P1, . . . , 2Ph(n−1,d)} que é a união de um ponto (d − 1)-uplo
e h(n − 1, d) pontos duplos. Dito isso, podemos montar a seguinte sequência exata de
restrição (para mais detalhes, ver Seção 11.211.2 do Capítulo 1111)

0 −→ L̂ −→ Ln,d(d− 1, 2h(n,d)) −→ L|π,

onde L̂ = Ln,d−1(d− 2, 2h(n,d)−h(n−1,d), 1h(n−1,d)) e L|π = Ln−1,d(d− 1, 2h(n−1,d)).
O sistema L|π é não especial por indução em n. Usando as relações do Lema 13.113.1,

temos que

v(L|π) =
(
n− 1 + d

n− 1

)
− 1−

(
n+ d− 3

n− 1

)
− nh(n− 1, d)

≥
(
n− 1 + d

n− 1

)
− 1−

(
n+ d− 3

n− 1

)
+ n2 − 3n−

(
n− 1 + d

n− 1

)
+

(
n+ d− 3

n− 1

)
= n2 − 3n− 1

≥ 0, ∀n ≥ 4.

Por indução em d, o sistema Ln,d−1(d− 2, 2h(n,d−1)) é não especial. Logo, pela Propo-
sição 13.913.9, o sistema Ln,d−1(d − 2, 2h(n,d)−h(n−1,d)) é não especial e, assim, pelo Teorema
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9.19.1 o sistema L̂ é não especial. Usando as relações do Lema 13.113.1, temos que

v(L̂) =
(
n+ d− 1

n

)
− 1−

(
n+ d− 3

n

)
− (n+ 1)h(n, d) + nh(n− 1, d)

>

(
n+ d− 1

n

)
−
(
n+ d− 3

n

)
+ 3n− 2 +

(
n+ d− 2

n

)
−
(
n+ d

n

)
+

+

(
n+ d− 1

n− 1

)
−
(
n+ d− 3

n− 1

)
=

(
n+ d

n

)
−
(
n+ d− 2

n

)
+ 3n− 2 +

(
n+ d− 2

n

)
−
(
n+ d

n

)
= 3n− 2

> 0, ∀n ≥ 1.

Como o sistema L̂ é não especial e não vazio, pela Proposição 11.611.6 temos que h1(L̂) = 0.
Assim, pela Proposição 11.211.2, segue

l(Ln,d(d− 1, 2h(n,d))) = l(L̂) + l(L|π) + 1

= v(L̂) + v(L|π) + 1

=

(
n+ d− 1

n

)
− 1−

(
n+ d− 3

n

)
− (n+ 1)h(n, d)+

+

(
n+ d− 1

n− 1

)
−
(
n+ d− 3

n− 1

)
=

(
n+ d

n

)
− 1−

(
n+ d− 2

n

)
− (n+ 1)h(n, d)

= v(Ln,d(d− 1, 2h(n,d))).

Portanto, o sistema linear Ln,d(d− 1, 2h(n,d)) é não especial.
■

Lema 13.11 O sistema linear Ln,d(d, 2h) é especial e tem dimensão l(Ln−1,d(2
h)), ou é

vazio.

Demonstração: Sejam P, P1, . . . , Ph pontos gerais em Pn. Considere o esquema Z1 =
{2P1, . . . , 2Ph} o conjunto de h pontos duplos. Dessa forma, podemos considerar a sequên-
cia exata de restrição

0 −→ Ln,d(d, 2h) −→ Ln,d(d) −→ Ln,d(d)|Z1 .

Temos que Ln,d(d) é não especial e não vazio, pois é um sistema com apenas um ponto
múltiplo. Pela Proposição 11.611.6, segue que h1(Pn,Ln,d(d)) = 0. Logo, podemos considerar
a sequência de espaços vetorias

0 −→ H0(Pn,Ln,d(d, 2h)) −→ H0(Pn,Ln,d(d)) −→ H0(Z1,Ln,d(d)|Z1) −→ H1(Pn,Ln,d(d, 2h)) −→ 0,

pelo Teorema do Núcleo e da Imagem (para mais detalhes, ver [66], Capítulo 6), temos que

h0(Z1,Ln,d(d)|Z1)) = h0(Pn,Ln,d(d)) + h1(Pn,Ln,d(d, 2h))− h0(Pn,Ln,d(d, 2h)).
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Do fato de l(Ln,d(d)) = v(Ln,d(d)), temos que

h(n+ 1) =

(
n+ d

d

)
−
(
n+ d− 1

n

)
+ h1(Pn,Ln,d(d, 2h))− h0(Pn,Ln,d(d, 2h)). (13.5)

Agora, tome o esquema Z2 = {2P 1, . . . , 2P h} o conjunto de h pontos, onde esses
pontos são a projeção dos P1, . . . , Ph em um hiperplano π ∼= Pn−1 ⊂ Pn. Dessa forma,
podemos considerar a sequência exata de restrição

0 −→ Ln−1,d(2
h) −→ Ln−1,d −→ Ln−1,d|Z2 .

Claramente, o sistema Ln−1,d é não especial e não vazio. Pela Proposição 11.611.6, temos que
h1(π,Ln−1,d) = 0. De modo análogo, temos a seguinte relação

h0(Z2,Ln,d|Z2)) = h0(π,Ln,d) + h1(π,Ln−1,d(2
h))− h0(π,Ln,d(2h)).

Do fato de l(Ln,d) = v(Ln,d) e como vimos em (8.68.6), temos que

h.n =

(
n+ d− 1

n− 1

)
+ h1(π,Ln−1,d(2

h))− h0(π,Ln−1,d(2
h)). (13.6)

Subtraindo (13.613.6) de (13.513.5), temos que

h = h1(Pn,Ln,d(d, 2h))−h0(Pn,Ln,d(d, 2h))+h0(π,Ln−1,d(2
h))−h1(π,Ln−1,d(2

h)). (13.7)

Mostremos que h0(Pn,Ln,d(d, 2h)) = h0(π,Ln−1,d(2
h)). De fato, pelo Lema 6.76.7 pode-

mos considerar P = (1 : 0 : 0 : . . . : 0) ∈ Pn. Seja F ∈ k[x0, . . . , xn] um polinômio
homogêneo de grau d. Então, podemos escrever F na forma

F = F0x
d
0 + F1x

d−1
1 + · · ·+ Fd,

onde Fj ∈ k[x1, . . . , xn] é um polinômio homogêneo de grau j. Impor que o ponto P tenha
multiplicidade d é o mesmo que F ser igual a Fd. Dito isso, segue que

MultPj
F ≥ 2⇔ ∂F

∂xi
(Pj) = 0, 0 ≤ i ≤ n

⇔ ∂F

∂xi
(Pj) = 0, 0 < i ≤ n.

Por outro lado, se tomarmos G ∈ k[x1, . . . , xn] um polinômio homogêneo de grau d, temos
que

MultP j
G ≥ 2⇔ ∂G

∂xi
(P j) = 0, 0 < i ≤ n.

Ou seja, isso mostra que impor um ponto com multiplicidade d e h pontos com multipli-
cidade 2 ao sistema Ln,d é o mesmo que impor h pontos com multiplicidade 2 ao sistema
Ln−1,d, provando o que queríamos.

Desta forma, de (13.713.7) segue que

h1(Pn,Ln,d(d, 2h)) = h+ h1(π,Ln−1,d(2
h))

> 0.

Portanto, se h0(Pn,Ln,d(d, 2h)) > 0 temos, pela Proposição 11.611.6, que o sistema Ln,d(d, 2h)
é especial e, assim, l(Ln,d(d, 2h)) = l(Ln−1,d(2

h)), pois como vimos h0(Ln,d(d, 2h)) =
h0(Ln−1,d(2

h)). Mas, se h0(Pn,Ln,d(d, 2h)) = 0 então o sistema Ln,d(d, 2h) é vazio.
■
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14 Degenerações

A ideia principal desse capítulo é degenerar Pn a uma variedade redutível (De�nição
4.64.6) e estudaremos como se degenera um sistema linear na �bra geral. O sistema limite
será mais fácil que o geral, e isso nos permitirá usar indução. Para melhor intendimento,
indicamos que leiam as seguintes referências [99] e [1515], sendo essas usadas como base neste
capítulo.

Degeneração da Variedade

Fixemos algumas notações:

� ∆ é um disco complexo com centro na origem;

� V = Pn ×∆;

� Sejam p1 : V → Pn e p2 : V → ∆ as projeções naturais;

� Vt = Pn × {t}, onde t ∈ ∆. O conjunto Vt é chamado de �bra de V e, em especial,
a �bra V0 é chamada de �bra central.

Com isso, pegue um ponto (P, 0) na �bra central V0 e exploda para obter uma (n+1)-
variedade X com as aplicações f : X → V , π1 : p1◦f e π2 : p2◦f . Assim, temos o seguinte
diagrama comutativo:

X

π1

��

π2

��

f
��
V

p1~~ p2   
Pn ∆

Obtemos o mor�smo π2 : X → ∆, com �bra Xt := π−1
2 (t), onde t ∈ ∆, que produz uma

degeneração 1-dimensional do Pn. Se t ̸= 0, então Xt = Vt é isomorfo a um Pn, enquanto
para t = 0 a �bra X0 é a união da transformada estrita F de V0 e o divisor excepcional
P = Pn do blow-up. As duas variedades P e F encontram-se transversalmente ao longo de
uma variedade (n − 1)-dimensional R que é isomorfa a Pn−1. A variedade R representa
um hiperplano em P e o divisor excepcional em F. Para simpli�car, segue a tabela:

Variedade ∼= Dimensão

V Pn ×∆ n+ 1
X Blp(V) n+ 1
P Pn n
F Blp(Pn) n
R F ∩ P n− 1
X0 F ∪ P n+ 1
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Degeneração do Sistema Linear

Considere agora o sistema linear Lt := Ln,d(2h) das hipersuperfícies de Pn de grau d
com h pontos gerais atribuidos P1,t, . . . , Ph,t, todos de multiplicidade 2, denotaremos a
dimensão real desse sistema por lt. Lembre-se que a dimensão virtual é

vt := v(Lt) =
(
n+ d

n

)
− 1− (n+ 1)h.

Fixe um inteiro não negativo b ≤ h e especialize b pontos genericamente em F e os outros
h− b pontos em P, isto é, pegue uma família {P1,t, . . . , Ph,t}t∈∆ tal que P1,0, . . . , Pb,0 ∈ F e
Pb+1,0, . . . , Ph,0 ∈ P, consideramos esses pontos como limite de h pontos gerais em Xt ∼= Pn,
para t→ 0.

O sistema linear limite L0 em X0 é formado pelos divisores no feixe limite OPn(d) em
uma �bra geral Xt, singular em P1,0, . . . , Ph,0. Conforme [1616], o sistema limite L0 é obtido
de Lt por uma (1, b)-degeneração, e ao restringirmos o sistema limite a F e P, obtemos

LP = Ln,d−1(2
h−b) e LF = Ln,d(d− 1, 2b), (14.1)

denotaremos por lP, lF e por vP, vF as dimensões reais e virtuais dos sistemas LP e LF,
respectivamente.

Observação 14.1 Um elemento de L0 consiste:

� Ou em um divisor (Seção 8.48.4 do Capítulo 88) em P e em um divisor em F, ambos
satisfazendo as condições impostas pelos múltiplos pontos, que se restringem ao
mesmo divisor em R;

� Ou é um divisor correspondente a uma seção de feixe que é identicamente 0 em P(ou
em F) e que dá um divisor geral em LF(ou em LP) contendo R como componente.

Observação 14.2 Por semi-continuidade superior (2.92.9), temos que l0 ≥ lt.

Lema 14.1 Se l0 = e(Ln,d(2h)), então o sistema linear Lt tem a dimensão esperada, ou
seja, é não especial.

Demonstração: Pela observação anterior, temos que l0 ≥ lt, logo e(Ln,d(2h)) ≥ lt. Por-
tanto, Lt é não especial.

■
Agora, considere as sequências exatas de restrição em R ∼= Pn−1 ⊂ Pn:

0 −→ L̂P −→ LP −→ RP ⊂ |OPn−1(d− 1)|

e
0 −→ L̂F −→ LF −→ RF ⊂ |OPn−1(d− 1)|,

onde RP,RF denotam as restrições dos sistemas LP,LF a R e L̂P, L̂F denotam os sistemas
núcleos:

L̂P = Ln,d−2(2
h−b) e L̂F = Ln,d(d, 2b), (14.2)

denotaremos por l̂P, l̂F e por v̂P, v̂F as dimensões reais e virtuais dos sistemas L̂P e L̂F,
respectivamente. Além disso, denotaremos rP := dim(RP) e rF := dim(RF).
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Observação 14.3 O núcleo L̂P consiste naquelas seções de LP que se anulam em R ∼=
Pn−1, ou seja, os divisores em L̂P contendo R como componente, o mesmo vale para L̂F.

Queremos calcular a dimensão l0 por recursão. Os casos mais simples ocorrem quando
todos os divisores em L0 vêm de uma seção que é identicamente nula em uma das duas
componentes. Nesses casos, as seções correspondentes do outro sistema devem estar no
núcleo da aplicação de restrição.

Agora, se os divisores em L0 consistem em um divisor em P e um divisor em F,
ambos não identicamente nulos, que coincidem em R, então a dimensão de L0 depende
da dimensão da intersecção R := RP ∩RF dos sistemas restritos, isto é

Proposição 14.2 l0 = dim(R) + l̂P + l̂F + 2.

Demonstração: Primeiro, relembremos as sequências exatas

0 −→ L̂P −→ LP
α1−→ RP

e
0 −→ L̂F −→ LF

α2−→ RF.

Agora, de�na

Ψ : H0(P, L̂P)×H0(F, L̂F)→ H0(X0,L0)

(F1, F2) 7→ F , onde F |P = F1 e F |F = F2.

Se F1 ∈ ker(α1) e F2 ∈ ker(α2), então F1|R = 0 e F2|R = 0 onde R = P ∩ F, respec-
tivamente. Assim, como F1|R = F2|R, pelo Aximo 8.28.2, existe F ∈ H0(X0,L0) tal que
F |P = F1 e F |F = F2. Mostrando que Ψ está bem de�nida.

Vejamos algumas propriedades de Ψ:

� Se Ψ(F1, F2) = F = 0, então F1 = F |P = 0 e F2 = F |F = 0, ou seja, ker(Ψ) = {0}.

� Dados F1, F
′
1 ∈ H0(P, L̂P) e F2, F

′
2 ∈ H0(F, L̂F). Existe F ∈ H0(X0,L0), tal que

Ψ((F1 + F ′
1, F2 + F ′

2)) = F . Por outro lado, existe G,G′ ∈ H0(X0,L0), tais que
Ψ(F1, F2) = G e Ψ(F ′

1, F
′
2) = G′. Pela Observação 8.18.1, temos que

F |P = F1 + F ′
1 = G|P +G′|P = (G+G′)|P

e
F |F = F2 + F ′

2 = G|F +G′|F = (G+G′)|F.

Como Ψ é injetora, temos que F = G + G′ e, assim, Ψ((F1 + F ′
1, F2 + F ′

2)) =
Ψ(F1, F2) + Ψ(F ′

1, F
′
2). De modo análogo, se mostra que Ψ(λ(F1, F2)) = λΨ(F1, F2)

e, portanto, Ψ é uma transformação linear.

� Im(Ψ) = {F ∈ H0(X0,L0)|F |R = 0}. De fato, sabemos que Im(Ψ) ⊂ {F ∈
H0(X0,L0)|F |R = 0}. Por outro lado, se (F |P)|F = (F |F)|P = F |R = 0, então
F |P ∈ H0(F, L̂F) e F |F ∈ H0(P, L̂P), logo Ψ(F |F, F |P) = F , mostrando que {F ∈
H0(X0,L0)|F |R = 0} ⊂ Im(Ψ).

128



A�rmamos que dim(Im(Ψ)) = h0(X0,L0)− h0(R,R). Pelo Teorema da Imagem e do
Núcleo, temos que

h0(P, L̂P) + h0(F, L̂F) = dim(ker(Ψ)) + dim(Im(Ψ))

= h0(X0,L0)− h0(R,R)

Portanto, l0 = dim(R) + l̂P + l̂F + 2.
■

Logo, o ponto fundamental é calcular a dimensão de R, da qual obtém-se l0.

De�nição 14.1 Dizemos que RP e RF são transversais se RP +RF = |OPn−1(d− 1)|.

Proposição 14.3 Se os sistemas RP,RF ⊂ |OPn−1(d−1)| são transversais, ou seja, se eles
interceptam corretamente dentro de |OPn−1(d−1)|, então

dim(R) = max

{
rP + rF −

(
d+ n− 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
.

Demonstração: Se a dim(R) = −1 não temos nada a provar. Suponha que a dimensão
de R é maior que −1. Pelo Lema 4.334.33, temos que

dim(H0(P,RP) +H0(F,RF)) = h0(P,RP) + h0(F,RF)− h0(P ∩ F,RP ∩RF)
= h0(P,RP) + h0(F,RF)− h0(R,R).

Por hipótese, como RP+RF = |OPn−1(d− 1)|, temos que dim(H0(P,RP) +H0(F,RF)) =
dim(Pn−1, |OPn−1(d− 1)|). Logo,

h0(R,R) = h0(P,RP) + h0(F,RF)− dim(Pn−1, |OPn−1(d− 1)|)

= h0(P,RP) + h0(F,RF)−
(
n+ d− 2

n− 1

)
.

Portanto, segue que dim(R) = rP + rF −
(
d+n−2
n−1

)
+ 1.

■
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15 Quárticas

Neste capítulo, veri�caremos quais quárticas são defeituosas e quais não são defeituo-
sas, para isso iremos nos basear na referência [99].

Casos Especiais

As variedades de Veronese V n
4 são defeituosas para n = 2, 3, 4. Provaremos isso por

meio dos sistemas lineares correspondentes, como discutido no Capítulo 99.
Seja

h =

(
n+ 2

2

)
− 1.

A�rmamos que os sistemas lineares Ln,4(2h) são especiais e l(Ln,4(2h)) = 0, para
n = 2, 3, 4 e h como de�nido acima.

Pelo Teorema 9.19.1, o sistema linear Ln,2(1h) é não especial. Calculemos a dimensão de
Ln,2(1h), isto é

v(Ln,2(1h)) =
(
n+ 2

n

)
− 1− h

=

(
n+ 2

2

)
− 1−

((
n+ 2

2

)
− 1

)
= 0,

assim, l(Ln,2(1h)) = 0. Logo, existe F ∈ Ln,2(1h), então F 2 ∈ Ln,4(2h). Assim, sabemos
que l(Ln,4(2h)) = 0, ou seja, Ln,4(2h) é não vazio.

Por outro lado, temos que h = 5, 9, 14 para n = 2, 3, 4, respectivamente. Calculemos
a dimensão virtual de cada sistema,

v(L2,4(2
5)) =

(
2 + 4

2

)
− 1− 3.5 = −1,

v(L3,4(2
9)) =

(
3 + 4

3

)
− 1− 4.9 = −2,

v(L4,4(2
14)) =

(
4 + 4

4

)
− 1− 5.14 = −1.

Assim, era esperado que os sistemas fossem vazios, o que não ocorre, pois como vimos
cada sistema tem uma hipersuperfície que passa pelos h pontos duplos. Portanto, Ln,4 é
especial para n = 2, 3, 4.

Casos Não Especiais

Mostraremos agora que V n
4 é não defeituosa para n ≥ 5.
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Vamos primeiro de�nir os inteiros

h− = h−(n) :=

⌊
1

n+ 1

(
n+ 4

n

)⌋
e h+ = h+(n) :=

⌈
1

n+ 1

(
n+ 4

n

)⌉
.

Se a não especialidade vale para uma coleção de h− pontos duplos, então vale para um
número menor de pontos duplos. Se não houver quárticas com h+ pontos gerais duplos,
o mesmo vale se adicionarmos mais pontos.

Observação 15.1 Podemos reescrever h− e h+ da seguinte forma:

h− =

⌊
(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)

4!

⌋
e h+ =

⌈
(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)

4!

⌉
.

Demonstraremos que o sistema linear Ln,4(2h) é não especial, para n ≥ 5 e h− ≤ h ≤
h+. Para isso, usaremos a degeneração apresentada no Capítulo 1414 tomando b = h−n−1.
Dessa forma, temos as seguintes sequências exatas

0 −→ L̂F = Ln,4(4, 2h−n−1) −→ LF = Ln,4(3, 2h−n−1) −→ RF ⊂ |OPn−1(3)| (15.1)

e
0 −→ L̂P = Ln,2(2n+1) −→ LP = Ln,3(2n+1) −→ RP ⊂ |OPn−1(3)|. (15.2)

Lema 15.1 O sistema linear L̂P é vazio.

Demonstração: Pelo Teorema 10.510.5, temos que todo polinômio em Ln,2(2n) tem posto 1,
implicando que l(Ln,2(2n)) = 0. Logo, pelo Teorema 9.19.1, l(Ln,2(2n, 1)) = −1 e, assim,
l(L̂P) = l(Ln,2(2n+1)) = −1.

■

Lema 15.2 O sistema linear Ln−1,4(2
h−n−1) é vazio, para n ≥ 5.

Demonstração: Observe que é su�ciente demonstrar para h = h−(n). Provemos por
indução em n. Para n = 5 temos que h = 21, logo l(L4,4(2

15)) = −1, pois na seção
anterior vimos que l(L4,4(2

14)) = 0.
Agora, considere o esquema Z = {(2P1, . . . , 2Ph−(n)−n−1} que é a união de h−(n)−n−1

pontos duplos. Seja π ⊂ Pn um hiperplano contendo o suporte de Z. Dito isso, podemos
montar a seguinte sequência exata de restrição (para mais detalhes, ver Seção 11.211.2 do
Capítulo 1111)

0 −→ Ln,3(2h
−(n+1)−h−(n)−1, 1h

−(n)−n−1) −→ Ln,4(2h
−(n+1)−(n+1)−1) −→ Ln−1,4(2

h−(n)−n−1).

Por indução em n, temos que o sistema Ln−1,4(2
h−(n)−n−1) é vazio. Então, pelo Lema

11.111.1, temos que l(Ln,4(2h
−(n+1)−(n+1)−1)) = l(Ln,3(2h

−(n+1)−h−(n)−1, 1h
−(n)−n−1)).

Como n ≥ 5, pelo Capítulo 1212, temos que o sistema Ln,3(2h
−(n+1)−h−(n)−1) é não

especial. Usando as desigualdades do Lema 13.113.1, segue que

v(Ln,3(2h
−(n+1)−h−(n)−1, 1h

−(n)−n−1)) =

(
n+ 3

3

)
+ n+ (n+ 1)

(
−h−(n+ 1) + h−(n)

)
+

− h−(n) + n+ 1
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<
(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

3.2
+ n+

+ (n+ 1)

(
(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)− (n+ 5)(n+ 4)(n+ 3)

4!
+ 1

)
+

− (n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)

4!
+ 1

=
(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

3.2
+ 2n+ 1− (n+ 4)(n+ 3)(n+ 1)

4.2
+

− (n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)

4.3.2
+ 1

=
n+ 3

4!
(4(n+ 2)(n+ 1)− 3(n+ 4)(n+ 1)− (n+ 4)(n+ 2)) + 2n+ 2

=
n+ 3

4!
(−9n− 12) + 2n+ 2

=
−9n2 + 9n+ 12

4!
< 0, ∀n ≥ 6.

Assim, l(Ln,3(2h
−(n+1)−h−(n)−1, 1h

−(n)−n−1)) = −1 e, portanto, l(Ln,4(2h
−(n+1)−(n+1)−1)) =

−1.
■

Lema 15.3 O sistema linear L̂F é vazio.

Demonstração: Pela Proposição 13.1013.10, temos que l(L̂F) = l(Ln−1,4(2
h−n−1)). Assim, pelo

Lema 15.215.2, concluímos que

l(L̂F) = l(Ln−1,4(2
h−n−1)) = −1.

■
Aplicando os Lemas 15.315.3 e 15.115.1 nas sequências exatas (15.115.1) e (15.215.2), respectivamente,

temos as inclusões
LF ↪→ RF ⊂ |OPn−1(3)| (15.3)

e
LP ↪→ RP ⊂ |OPn−1(3)|. (15.4)

Por construção, as aplicações LF ↪→ RF e LP ↪→ RP são sobrejetoras. Logo, rF = lF e
rP = lP. Dessa forma, o próximo passo é calcular a dimensão dos sistemas LP e LF. Para
isso, segue os lemas:

Lema 15.4 O sistema linear LP é não especial. Mais ainda, lP = vP.

Demonstração: Como n ≥ 5 segue direto do Capítulo 1212 a não especialidade do sistema
linear. Agora, mostremos que lP = vP. De fato,

vP =

(
n+ 3

3

)
− 1− (n+ 1)2

=
(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

3!
− 1− (n+ 1)2

=
(n+ 1)((n+ 3)(n+ 2)− 6(n+ 1))

6
− 1

=
n3 − n2

6
− 1 > 0, ∀n ≥ 5.
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Como LP é não especial, temos que lP = e(LP) = max{vP,−1} = vP.
■

Lema 15.5 O sistema linear LF é não especial. Mais ainda, lF = vF.

Demonstração: Considere a aplicação h′ de�nida em (13.213.2), isto é

h′(n) =

⌈
1

n+ 1

(
n+ 4

n

)⌉
− n− 1

= h+(n)− n− 1

≤ h− n− 1.

Assim, pelo Lema 13.313.3, o sistema LF é não especial.
Agora, mostremos que lF = vF. Usando as desiqualdade do Lema 13.113.1, temos que

vF =

(
n+ 4

4

)
− 1−

(
n+ 2

2

)
− (n+ 1)(h− n− 1)

≥
(
n+ 4

4

)
− 1−

(
n+ 2

2

)
− (n+ 1)(h+(n)− n− 1)

=

(
n+ 4

4

)
− 1−

(
n+ 2

2

)
− (n+ 1)

(⌈
1

n+ 1

(
n+ 4

n

)⌉
− n− 1

)
>

(
n+ 4

4

)
− 1−

(
n+ 2

2

)
− n− 1−

(
n+ 4

n

)
+ n2 + 2n+ 1

= n2 + n− 1−
(
n+ 2

2

)
=

2n2 + 2n− 2− (n2 + 3n+ 2)

2

=
n2 − n− 4

2
> 0 ,∀n ≥ 5.

Como LF é não especial, temos que lF = e(LF) = max{vF,−1} = vF.
■

Uma relação que será importante para concluirmos o desejado é que

v(Ln,4(2h)) = rF −
(
n+ 1

2

)
. (15.5)

Mostremos tal igualdade. Primeiro, pelo Lema 15.315.3, temos que rF = lF = vF. Assim,
segue que

rF −
(
n+ 1

2

)
=

(
n+ 4

4

)
− 1−

(
n+ 2

2

)
− (n+ 1)(h− n− 1)−

(
n+ 1

2

)
=

(
n+ 4

4

)
− 1− (n+ 2)(n+ 1)

2
− (n+ 1)n

2
− ((n+ 1)h− n2 − 2n− 1)

=

(
n+ 4

4

)
− 1− (n+ 1)(2n+ 2)

2
− (n+ 1)h+ n2 + 2n+ 1

=

(
n+ 4

4

)
− 1− 2n2 + 4n+ 2

2
− (n+ 1)h+ n2 + 2n+ 1

=

(
n+ 4

4

)
− 1− (n+ 1)h

= v(Ln,4(2h)).

133



Agora, pela Proposição 14.314.3, temos que a dimensão de R é dado por

max

{
rP + rF −

(
d+ n− 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
e, assim, por tudo que vimos neste capítulo, segue que

dim(R) = max

{
rP + rF −

(
n+ 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
= max

{(
n+ 3

3

)
− 1− (n+ 1)2 + rF −

(
n+ 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
= max

{
rF −

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

3!
− (n+ 2)(n+ 1)n

3!
− (n+ 1)2,−1

}
= max

{
rF +

(n+ 2)(n+ 1)(n+ 3− n)
3!

− (n+ 1)2,−1
}

= max

{
rF +

(n+ 2)(n+ 1)

2!
− (n+ 1)2,−1

}
= max

{
rF +

(n+ 1)(n+ 2− 2(n+ 1))

2!
,−1

}
= max

{
rF −

(n+ 1)n

2!
,−1

}
= max

{
rF −

(
n+ 1

2

)
,−1

}
= max

{
v(Ln,4(2h)),−1

}
= e(Ln,4(2h)).

Por �m, como l̂P = l̂F = −1, temos por (14.214.2) que l0 = dim(R) = e(Ln,4(2h)).
Portanto, pelo Lema 14.114.1, o sistema linear Ln,4(2h) é não especial.
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16 Prova do Teorema de Alexander e Hirs-
chowitz

Neste capítulo veremos a parte �nal da prova do Teorema de Alexander e Hirschowitz,
para isso utilizaremos como base [99] e [1515]. Relembremos o teorema:

Teorema 16.1 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) As variedades de Veronese V n
d são

não defeituosas, exceto os seguintes casos:

n ≥ 2 2 3 4 4
d 2 4 4 4 3

As variedades de Veronese que são exceções:

� as variedades do tipo V n
2 , com n ≥ 2, mostramos no Capítulo 1010 que são todas

2-defeituosas;

� já no Capítulo 1212 vimos que a única variedade defeituosa do tipo V n
3 é V 4

3 , sendo o
defeito na Sec7(V 3

4 ), isto é, essa variedade é 7-defeituosa;

� para n = 2, 3 e 4, as variedades V n
4 são 5-defeituosa, 9-defeituosa e 14-defeituosa,

respectivamente, como vimos no Capítulo 1515. Ainda neste capítulo, vimos que as
demais variedades V n

4 não são defeituosas.

Agora, falta veri�car que a variedade de Veronese V n
d é não defeituosa para n ≥ 2 e

d ≥ 5. Vamos primeiro de�nir os inteiros

h− = h−(n, d) :=

⌊
1

n+ 1

(
n+ d

n

)⌋
e h+ = h+(n, d) :=

⌈
1

n+ 1

(
n+ d

n

)⌉
.

Se a não especialidade vale para uma coleção de h− pontos duplos, então vale para um
número menor de pontos duplos. Se não houver hipersuperfícies com h+ pontos gerais
duplos, o mesmo vale para mais pontos.

Demonstraremos que o sistema linear Ln,d(2h) é não especial, para n ≥ 2, d ≥ 5 e
h− ≤ h ≤ h+. Para isso, usaremos a degeneração apresentada no Capítulo 1414 tomando
b = b0(n, d), onde

b0(n, d) :=
1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
. (16.1)

Observe que b0(n, d) pode ou não ser um número inteiro. Não faremos aqui a prova para
b0(n, d) /∈ Z, pode ser vista na Seção 4 do artigo [99], que usa uma versão mais so�sticada
da degeneração que apresentamos no Capítulo 1414.

Dessa forma, temos as seguintes sequências exatas

0 −→ L̂P = Ln,d−2(2
h−b) −→ LP = Ln,d−1(2

h−b) −→ RP ⊂ |OPn−1(d− 1)| (16.2)

e

0 −→ L̂F = Ln,d(d, 2b) −→ LF = Ln,d(d− 1, 2b) −→ RF ⊂ |OPn−1(d− 1)| (16.3)
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Lema 16.2 O sistema linear L̂P é vazio.

Demonstração: Provaremos por indução em d. Porém, para d = 5 temos o sistema linear
L̂P = Ln,3(2h−b0(n,5)), onde vimos no Capítulo 1212, que é especial para n = 4 quando
tomados 7 pontos gerais. Temos também que, para d = 6, devemos considerar o sistema
linear L̂P = Ln,4(2h−b0(n,6)) e, assim, vimos no Capítulo 1515 que para n = 2, 3, 4 o sistema
é especial quando tomados 5, 9, 14 pontos gerais, respectivamente. Analizaremos cada
sistema separadamente:

� L̂P = L4,3(2
h−b0(4,5)): Sabemos que l(L4,3(2

6)) = 4, pois é não especial. Pelo Te-
orema 9.19.1, segue que l(L4,3(2

6, 15)) = −1 e, assim, l(L4,3(2
11)) = −1. Dito isso,

temos que

h− b0(4, 5) ≥ h−(4, 5)− 1

4

(
8

3

)
=

⌊
1

5

(
9

4

)⌋
− 1

4

(
8

3

)
> 25− 14 = 11,

logo, L4,3(2
h−b0(4,5)) é vazio.

� L̂P = L2,4(2
h−b0(2,6)): Sabemos que l(L2,4(2

4)) = 2, pois é não especial. Pelo Teo-
rema 9.19.1, segue que l(L2,4(2

4, 13)) = −1 e, assim, l(L2,4(2
7)) = −1. Dito isso, temos

que

h− b0(2, 6) ≥ h−(2, 6)− 1

2

(
7

1

)
=

⌊
1

3

(
8

2

)⌋
− 1

2

(
7

1

)
> 9− 1

2

(
7

1

)
> 9− 4 = 5,

logo, como h− b0(2, 6) ≥ 7, temos que L2,4(2
h−b0(2,6)) é vazio.

� L̂P = L3,4(2
h−b0(3,6)): Sabemos que l(L3,4(2

8)) = 2, pois é não especial. Pelo Te-
orema 9.19.1, segue que l(L3,4(2

8, 13)) = −1 e, assim, l(L3,4(2
11)) = −1. Dito isso,

temos que

h− b0(3, 6) ≥ h−(3, 6)− 1

3

(
8

2

)
=

⌊
1

4

(
9

3

)⌋
− 1

3

(
8

2

)
≥ 21− 10 = 11,

logo, o sistema L3,4(2
h−b0(3,6)) é vazio.

� L̂P = L4,4(2
h−b0(4,6)): Sabemos que l(L4,4(2

13)) = 4, pois é não especial. Pelo
Teorema 9.19.1, segue que l(L4,4(2

13, 15)) = −1 e, assim, l(L4,4(2
18)) = −1. Dito isso,
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temos que

h− b0(4, 6) ≥ h−(4, 6)− 1

4

(
9

3

)
=

⌊
1

5

(
10

4

)⌋
− 1

4

(
9

3

)
= 42− 21 = 21,

logo, o sistema L4,4(2
h−b0(4,6)) é vazio.

Por indução em d, a menos dos casos já tratados, podemos considerar que o sistema
L̂P é não especial. Agora, vamos analisar a dimensão virtual desse sistema (tendo em
mente o Lema 13.113.1 das desigualdades envolvendo o piso)

v̂P =

(
n+ d− 2

n

)
− 1− (n+ 1)(h− b0(n, d))

≤
(
n+ d− 2

n

)
− (n+ 1)(h−(n, d)− b0(n, d))− 1

=

(
n+ d− 2

n

)
− (n+ 1)

⌊
1

n+ 1

(
n+ d

n

)⌋
+
n+ 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

<

(
n+ d− 2

n

)
−
(
n+ d

n

)
+ n+ 1 +

n+ 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

=

(
n+ d− 2

n

)
+

1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
−
(
n+ d− 1

n

)
+ n

=
1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
−
(
n+ d− 2

n− 1

)
+ n

=
1

n

(d+ 1)(d+ 2) . . . (d+ (n− 1))

(n− 1)!
− d(d+ 1) . . . (d+ (n− 2))

(n− 1)!
+ n

=
1

n!
(d+ 1)(d+ 2) . . . (d+ (n− 1)) (d+ (n− 1)− nd) + n

=

(
n+ d− 2

n− 2

)
n(n− 1)2(1− d) + n

= n

((
n+ d− 2

n− 2

)
(n− 1)2(1− d) + 1

)
< 0, ∀n ≥ 2 e d ≥ 5.

Portanto, como L̂P é não especial, temos que l̂P = e(L̂P) = max{v̂P,−1} = −1.
■

Lema 16.3 O sistema linear L̂F é vazio.

Demonstração: Pela Proposição 13.1113.11, temos que

l(L̂F) = l(Ln−1,d(2
b)).

Dessa forma, basta mostrar que l(Ln−1,d(2
b)) = −1.
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Por indução, podemos considerar que o sistema Ln−1,d(2
b) é não especial. Agora,

vamos analisar a dimensão virtual desse sistema

v(Ln−1,d(2
b)) =

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1− nb0(n, d)

=

(
n+ d− 1

n− 1

)
−
(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

= −1.

Assim, l(Ln−1,d(2
b)) = −1 e, portanto, l(L̂F) = −1.

■
Aplicando os Lemas 16.316.3 e 16.216.2 nas sequências exatas (16.316.3) e (16.216.2), respectivamente,

temos as inclusões
LF ↪→ RF ⊂ |OPn−1(d− 1)| (16.4)

e
LP ↪→ RP ⊂ |OPn−1(d− 1)|. (16.5)

Por construção, as aplicações LF ↪→ RF e LP ↪→ RP são sobrejetoras. Logo, rF = lF e
rP = lP. Dessa forma, o próximo passo é calcular a dimensão dos sistemas LP e LF.

Lema 16.4 O sistema linear LP é não especial. Mais ainda, lP = vP.

Demonstração: Faremos a prova por indução em d, contudo precisamos analisar de forma
separada o caso d = 5, pois o sistema LP = Ln,4(2h−b0(n,5)) é especial para n = 2, 3, 4
quando tomados 5, 9, 14 pontos gerais, respectivamente, como visto no Capítulo 1414. Ana-
lizando cada caso:

� n=2: Temos que

h− b0(2, 5) ≤
⌈
1

3

(
7

2

)⌉
− 1

2

(
6

1

)
= 7− 3 = 4.

Assim,

v(L2,4(2
4)) =

(
6

4

)
− 1− 3 · 4

= 15− 1− 12 = 2,

logo, neste caso, lP = vP.

� n=3: Temos que

h− b0(3, 5) ≤
⌈
1

4

(
8

3

)⌉
− 1

3

(
7

2

)
= 14− 7 = 7.

Assim,

v(L3,4(2
7)) =

(
7

3

)
− 1− 4 · 7

= 35− 1− 28 = 6,

logo, neste caso, lP = vP.
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� n=4: Temos que

h− b0(4, 5) ≤
⌈
1

5

(
9

4

)⌉
− 1

4

(
8

3

)
< 25− 14 = 11.

Assim,

v(L4,4(2
11)) =

(
8

4

)
− 1− 5 · 11

= 70− 1− 55 = 14,

logo, neste caso, lP = vP.

Por indução em d, podemos considerar que o sistema LP é não especial. Agora, vamos
analisar a dimensão virtual desse sistema (tendo em mente o Lema 13.113.1 das desigualdades
envolvendo o teto)

vP =

(
n+ d− 1

n

)
− 1− (n+ 1)(h− b0(n, d))

=

(
n+ d− 1

n

)
− (n+ 1)h+ (n+ 1)b0(n, d)− 1

≥
(
n+ d− 1

n

)
− (n+ 1)h+(n, d) + (n+ 1)b0(n, d)− 1

=

(
n+ d− 1

n

)
− (n+ 1)

⌈
1

n+ 1

(
n+ d

n

)⌉
+
n+ 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

>

(
n+ d− 1

n

)
−
(
n+ d

n

)
− (n+ 1) +

n+ 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

= −
(
n+ d− 1

n− 1

)
+
n+ 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− n− 2

=
1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− n− 2

=
(d+ 1)(d+ 2) . . . (d+ (n− 1))

n!
− n− 2

=

(
n+ d− 1

n− 1

)
1

n
− n− 2

=: φ(n, d).

Fixando n, temos que φ(n, d) é um polinômio em R[d] de grau n− 1 e com coe�ciente
de dn−1 positivo. Se tomarmos α = −(n + 2) e α1 = −1, α2 = −2, . . . , αn−1 = −(n− 1),
segue que φ(n, αj) = α. Agora, seja β = 5, logo

φ(n, β) =
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

5!
− n− 2

=
(n+ 2)

5!
(n3 + 8n2 + 19n− 108) > 0, n ≥ 2.

Dessa forma, pelo Lema 13.513.5, temos que vP > φ(n, d) > 0 para todo n ≥ 2 e d ≥ 5.
Portanto, como LP é não especial, temos que lP = e(LP) = max{vP,−1} = vP.

■
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Lema 16.5 O sistema linear LF é não especial. Mais ainda, lF = vF.

Demonstração: Considere a aplicação h(n, d) de�nida em (13.413.4), isto é

h(n, d) =

⌊
1

n+ 1

(
n+ d

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 2

n

)⌋
− (n− 2).

Mostremos que h(n, d) ≥ b0(n, d), de fato

h(n, d)− b0(n, d) =
⌊

1

n+ 1

(
n+ d

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 2

n

)⌋
− (n− 2)− 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
>

1

n+ 1

(
n+ d

n

)
− 1

n+ 1

(
n+ d− 2

n

)
− 1− (n− 2)− 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
=

1

(n+ 1)!
(d+ 1)(d+ 2) . . . (d+ n)− 1

(n+ 1)!
(d− 1)d . . . (d+ (n− 2))+

− 1

n!
(d+ 1)(d+ 2) . . . (d+ (n− 1))− n+ 1

=
1

(n+ 1)!
(d+ 1)(d+ 2) . . . (d+ (n− 2))(d− 1)(n− 1)− n+ 1

=

(
d+ n− 2

n− 2

)
d− 1

n(n+ 1)
− n+ 1

=: φ(n, d).

Fixando n, temos que φ(n, d) é um polinômio em R[d] de grau n − 1 e com coe�ciente
de dn−1 positivo. Se tomarmos α = −(n − 1) e α1 = −1, α2 = −2, . . . , αn−2 = −(n −
2), αn−1 = 1, segue que φ(n, αj) = α. Agora, seja β = 5, logo

φ(n, β) =
(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n(n− 1)

5!

4

n(n+ 1)
− n+ 1

=
(n− 1)(n2 + 5n− 24)

30
> 0, n ≥ 2 e d ≥ 5.

Dessa forma, pelo Lema 13.513.5, temos que h(n, d)− b0(n, d) > φ(n, d) > 0 para todo n ≥ 2
e d ≥ 5. Assim, pelo Lema 13.1013.10, o sistema LF é não especial.

Agora, mostremos que lF = vF. De fato,

vF =

(
n+ d

n

)
− 1−

(
n+ d− 2

n

)
− n+ 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
=

(
n+ d− 1

n

)
−
(
n+ d− 2

n

)
− 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

=

(
n+ d− 2

n− 1

)
− 1

n

(
n+ d− 1

n− 1

)
− 1

=
(n+ d− 2) . . . (d+ 1)d

(n− 1)!
− (n+ d− 1) . . . (d+ 1)

n!
− 1

=
(n+ d− 2) . . . (d+ 1)(nd− n− d+ 1)

n!
− 1

=
(n+ d− 2) . . . (d+ 1)(d− 1)(n− 1)

n!
− 1 > −1, ∀n ≥ 2 e d ≥ 5.

140



Portanto, como LF é não especial, temos que lF = e(LF) = max{vF,−1} = vF.
■

Uma relação que será importante para concluirmos o desejado é

v(Ln,d(2h)) = rP − b0(n, d). (16.6)

Mostremos tal igualdade. Primeiro, pelo Lema 16.216.2, temos que rP = lP = vP. Assim,
segue que

rP − b0(n, d) =
(
n+ d− 1

n

)
− 1− (n+ 1)(h− b0(n, d))− b0(n, d)

=

(
n+ d− 1

n

)
− 1− (n+ 1)h+ nb0(n, d)

=

(
n+ d− 1

n

)
− 1− (n+ 1)h+

(
n+ d− 1

n− 1

)
=

(
n+ d

n

)
− 1− (n+ 1)h

= v(Ln,d(2h)).

Agora, pela Proposição 14.314.3, temos que a dimensão de R é dado por

max

{
rP + rF −

(
d+ n− 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
e, assim, por tudo que vimos neste capítulo, segue que

dim(R) = max

{
rP + rF −

(
d+ n− 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
= max

{
rP +

(
n+ d

n

)
− 1−

(
n+ d− 2

n

)
− (n+ 1)b0(n, d)−

(
d+ n− 2

n− 1

)
+ 1,−1

}
= max

{
rP +

(
n+ d

n

)
−
(
n+ d− 1

n

)
− (n+ 1)b0(n, d),−1

}
= max

{
rP +

(
n+ d− 1

n− 1

)
− (n+ 1)b0(n, d),−1

}
= max {rP + nb0(n, d)− (n+ 1)b0(n, d),−1}
= max {rP − b0(n, d),−1}
= max

{
v(Ln,d(2h)),−1

}
= e(Ln,d(2h)).

Por �m, como l̂P = l̂F = −1(Lemas 16.216.2 e 16.316.3), temos por (14.214.2) que l0 = dim(R) =
e(Ln,d(2h)). Portanto, pelo Lema 14.114.1, o sistema linear Ln,d(2h) é não especial.
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Considerações Finais

Durante o trabalho, estavamos interessados em determiar quais as variedades de Vero-
nese eram defeituosas e quais não eram defeituosas. Neste caso, o Teorema de Alexander
e Hirschowitz 6.46.4, classi�ca essas variedades, resolvendo o problema. Porém, a variedade
de Veronese é uma família, extremamente restrita, das variedades de Segre-Veronese.

Para as variedades de Segre-Veronese, o problema da dimensionalidade das variedades
secantes ainda está em aberto. Logo, uma pergunta que podemos fazer é se dá para adap-
tar a prova, discorrida nesta dissertação, para as variedades de Segre-Veronese. Observe
que essa questão está, intrinsecamente, ligada ao método de degeneração e, assim, um dos
problemas que aparecem de imediato é na degeneração da variedade Pn, pois a aplicação
de Segre-Veronese tem o domínio Pn1 × . . .×Pnr , o que impossibilita de usarmos o Blow-
up. Contudo, isso não signi�ca que não podemos utilizar a degeneração, um exemplo é a
degeneração construida no Artigo [1818] e na Dissertação [11], para classi�car as variedades
SV

(1,...,1)
(d1,...,dr)

, onde é utilizada à degeneração tórica na variedade (P1)r, em vez do Blow-up.
Por �m, o defeito secante das variedades de Segre-Veronese é um problema em aberto

na Geometria Algébrica. Por exemplo, para a família SV (n1,n2)
(d1,d2)

não há classi�cação. Neste
caso, em especí�co, será que podemos adaptar a degeneração para a variedade Pn1 ×Pn2?
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