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Resumo

Dada uma variedade projetiva, define-se a variedade h-secante como sendo o fecho
da unido de todos os espacos gerados por h pontos da variedade projetiva inicial. E
dito que uma variedade projetiva é h-defeituosa se sua h-secante nao tem a dimensao
esperada. O problema central deste trabalho consiste em estudar os defeitos secantes, em
especial das variedades de Veronese. Para isso, serd apresentado o Teorema de Alexander
e Hirschowitz, que classifica quais variedades de Veronese sao defeituosas e quais nao sao
defeituosas.

Palavras-Chaves: Variedade Projetiva; h-Secante; Defeitos Secantes; Variedades de
Veronese; Teorema de Alexander e Hirschowitz.
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1 Introducao

A Geometria Algébrica é uma area de pesquisa da matematica que utiliza as ferra-
mentas e a linguagem da algebra para resolver problemas da geometria. Um dos objetos
de estudo da Geometria Algébrica sao as variedades algébricas, que sao dadas por zeros
de polindmios, como retas, planos, hiperplanos, circulos e parabolas.

Este trabalho tera o objetivo de apresentar com mais detalhes as variedades algébricas,
assim como, a variedade secante de uma variedade algébrica projetiva. A partir disso,
o foco serd o problema da dimensionalidade da variedade secante, em especial, sobre as
variedades de Veronese.

Nos dois primeiros Capitulos serao apresentados conceitos basicos que usaremos du-
rante o trabalho. O Capitulo 2 trata de aspectos topolégicos como: espacos topologicos,
fungoes continuas e espacgos topologicos irredutiveis. Ja o Capitulo 3 é um estudo so-
bre Algebra Comutativa, mais especificamente sobre alguns ideais importantes, modulos,
anéis de fracoes, anéis Noetherianos e espectro de um anel.

As variedades algébricas afins sdo definidas como sendo os zeros de polinémios em
klxy,...,z,], sendo assim, um subconjunto do espago afim k", onde k é um corpo algebri-
camente fechado de caracteritica zero, quando nao especificado. No Capitulo 4, veremos
como esses conjuntos especiais se relacionam com os ideais em k[xq, ..., z,]. Outra pro-
priedade dos conjuntos algébricos afins é que satisfazem os axiomas de fechados, ou seja,
determinam uma topologia em k", chamada de topologia de Zariski. Porém, as variedades
algébricas afins sao uma construcao para apresentar as variedades algébricas projetivas.

O espago projetivo P™ é definido sendo o quociente do conjunto k — {0} pela relagao
que associa dois pontos multiplos por um escalar diferente de zero. Dessa forma, se define
as variedades algébricas projetivas como sendo os zeros de polinomios homogéneos de
k[xo,...,2,). No Capitulo 4, fica claro o motivo de se definir as variedades projetivas a
partir de polindbmios homogéneos. Exemplos de variedades projetivas sao as de Veronese,
de Segre e de Segre-Veronese apresentadas no Capitulo 5. Entretanto, a variedade de
Veronese terd mais destaque, sendo esta denotada por V' e definida como sendo a imagem
da aplicacao

vy PR — PY
(xo:ay 1 xy) = (M, ..., My),

n+d

J ) —1e My,...,My sao todos os mondémios de grau d nas varidveis

em que N = (
Loy yTp-
Dada uma variedade projetiva X, define-se a variedade h-secante como sendo o fecho
da uniao de todos os espagos gerados por h pontos de X, ou seja,
Secp(X) = Uy ex(P1s---,pn). A variedade X serd dita h-defeituosa se a dimensdo da
variedade Sec;,(X) nao for a dimensao esperada, mais detalhes no Capitulo 6. O centro
da discussao desse trabalho é determinar se uma variedade projetiva é defeituosa, em
particular, as variedades de Veronese. Dito isso, o Teorema de Alexander e Hirschowitz,
apresentado no Capitulo 6, classifica quais variedades de Veronese sao defeituosas e quais

nao sao defeituosas. A partir disto, o foco deste trabalho seré provar tal teorema:




Teorema 1.1 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) As variedades de Veronese V' sdo
nao defeituosas, exceto os seguintes casos:

2 3 4 4
dl 2 4 4 4 3

No Capitulo 7, veremos como as variedades de Segre-Veronese se associam a polito-
pos e, assim, em alguns casos, poderemos mostrar de forma combinatoéria que algumas
variedades deste tipo nao sao h-defeituosas. Com base neste método, desenvolvemos um
algoritmo no software Wolfram Mathematica.

O Capitulo 8 trata de conceitos sobre esquemas, tais como: pré-feixes, feixes, o espectro
de um anel como um feixe, morfismos de feixe e esquemas. Um exemplo de esquemas
sdo os sistemas lineares, denotados por L, 4(m1,...,my), sendo o conjunto de todas as
hipersuperficies em P" de grau d com h pontos gerais de multiplicidade pelo menos m;,
onde ¢ = 1,...,h. Os sistemas lineares serao de suma importancia por dois motivos
principais: h& uma relacao direta com as variedades de Veronese, que sera tratada no
Capitulo 9, e também por meio de uma degeneragao, apresentada no Capitulo 14, podemos
entender uma parte da prova do Teorema de Alexander e Hirchowitz.

Antes de vermos a prova geral do Teorema de Alexander e Hirchowitz no Capitulo 16,
precisamos estudar as hipersuperficies quadricas, ciibicas e quarticas que serao usadas no
passo de indugao. No Capitulo 10, usando o Lema de Terracini, mostraremos que quase
todas as variedades de Veroneses do tipo V,* sao 2-defeituosas. Ja no Capitulo 12 veremos
que apenas a Veronese V3' ¢ defeituosa entre as V3. As variedades V" sao defeituosas
apenas para n = 2, 3,4, como veremos no Capitulo 15.

Caso o leitor queira ver um resultado similar ao Teorema de Alexander e Hirchowitz
para outra familia de Segre-Veronese, neste caso, para os produtos de retas projetivas,
pode ser visto em |[1], escrito por C. C. Alves. Vale ressaltar que os Capitulos 2, 3, 4, 5,
6 e o 8 foram escritos em conjunto com o C. C. Alves.



2 Topologia

Neste Capitulo introduziremos os conceitos basicos de topologia que serao utilizados
posteriormente. O livro texto utilizado ¢ [2].

Espaco Topolégico

Definicao 2.1 Seja X um conjunto qualquer. Uma topologia em X é uma colecao 7 de
subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(a) @, X €,

(b) A unido qualquer de conjuntos de 7 esta em T;

(c) A intersegdo finita de conjuntos de 7 esta em 7.
O conjunto X com uma topologia 7 é chamado de espaco topoldgico. O conjunto X

com uma topologia 7 serd denotado por (X, 7).

Definigao 2.2 Seja (X, 7) um espaco topologico, entao os elementos da topologia 7 sao
chamados de conjunto abertos.

Exemplo 2.1 Dado um conjunto X, se definirmos 7 = P(X), o conjunto das partes de
X, entdo (X, 7) é um espago topologico. Esta topologia é chamada de topologia discreta.

Exemplo 2.2 Dado um conjunto X. A topologia 7 = {&, X'} é conhecida como topologia
trivial ou topologia indiscreta.

Exemplo 2.3 Sejam X = {a,b,c,d} e 7 = {&, X, {a,b},{b,c}}. Deste modo, T nao é
uma topologia em X, pois {a, b}, {b,c} € 7, porém

{a, b} N {b,c} ={b} & 7.
Exemplo 2.4 Tome um conjunto X e 7y = {U C X|X — U é finito } U@. Entao (X, 7y)
¢ um espaco topologico, de fato

i- X — X = @ é finito, logo X € 74, e 0 & estd em 7 por defini¢ao.

ii - Se {U,}aer € uma familia de elementos nao vazia de 7y, entao
X - JU. =X =),
acl ael

como cada X —U, é finito, entao X — ., Ua ¢é finito e, portanto, (., (X =U,) € 77.

iii - Se Uy, Uy, ..., U, sao elementos de 7, entao

n

X—ﬁm=Uw—mx

i=1

como cada X —U, ¢ finito, temos que X —(;_, U; ¢ finito e, portanto, | J;_, (X —U;) €
Tf.



Portanto, (X, 7¢) é um espago topologico e 7¢ é chamada de topologia cofinita.

Definicao 2.3 Seja X um espaco topologico. Dizemos que F' C X é fechado se X — F é
aberto em X.

Proposicao 2.1 Seja X um espaco topologico. Entao valem as seguintes condigoes:
(a) @ e X sao fechados;

(b) Uniao finita de fechados é fechado;

(c) Intersecdo arbitréaria de fechados é fechado.

Demonstracao: Como @ e X sao abertos, entao @ = X — X e X = X — & sao fechados.
Se Fi,..., F, sao fechados, entao X — F; é aberto para cada 1 <17 < n. Logo,

n n

X-Fr=Nx-r).

i=1 i=1
Sendo assim, como (), (X — F;) é aberto, entao | J;_, F; ¢ fechado.
Por fim, dada uma familia {F, },c; de fechados, temos que
X-(F=J&X-F).
acl acl

Por um argumento semelhante ao anterior, temos que () ; F é fechado.
[ |

Exemplo 2.5 Dado o conjunto X. Sabemos que 7 = {&, X} é uma topologia de X e os
fechados sao
X=X-0

g=X-X.
Exemplo 2.6 Dado o conjunto X = {a,b,c}. Tome a topologia discreta, isto é

T = P(X) = {@7 {CL}, {b}> {C}’ {CL, b}’ {a> C}’ {b> 6}7 X}

Os fechados dessa topologia sao todos os elementos de 7, ou seja, na topologia discreta,
todos os elementos abertos sao fechados.

Podemos definir uma topologia usando fechados ao invés de abertos, basta definir 7
tomando como axiomas as propriedades provadas na Proposicao 2.1 e chamar os elementos
de 7 de fechados. Neste caso, os abertos sao definidos como o complementar dos fechados.

Definigao 2.4 Sejam (X, 7) um espago topoldgico e B C 7. Dizemos que B é uma base
para a topologia 7 em X se satisfaz:

(a) Para cada r € X existe um elemento B € B tal que = € B.
(b) Se x € B; N By € B, entao existe By € B tal que z € By C By N Ba.

Um elemento B de uma base B chamaremos de elemento bdsico.



Lema 2.2 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Suponha que B é uma cole¢ao de conjuntos
abertos em X, tal que para cada subconjunto aberto U C X e cada z € U, existe um
elemento B € B, tal que z € B C U. Entao B é base para a topologia 7 em X.

Demonstracao:
i- Como X é um aberto entao para todo x € X, existe B € Btal que x € B C X.

ii - Sex € BiNB,, onde By, By € B. Como B e B, sao abertos, entao By N By é aberto.
Logo, existe By € B, tal que

$680CBlﬂBQ.

Portanto, B é uma base para a topologia 7.
[ |

Observacao 2.1 Pelo lema anterior, temos que para todo aberto U C X, existe uma
familia { B, }aecs de elementos basicos tal que

U=|JB.
acl
De fato, seja U um aberto qualquer de X. Entao, para todo x € U, existe B, € B tal
que z € B, C U. Logo,
U=JB.
zelU
Exemplo 2.7 Seja X um conjunto, entao
B = {{z}|z € X}

¢ uma base para topologia discreta em X.
De fato,

i- Para todo z € X, temos que z € {z}, onde {z} € B.

ii - Se x € {1} N {x2}, entao

re{rn}exe{r}
=T =T1 €T =T

Portanto, x € {x} = {x1} N {z2}.

Definicao 2.5 Dado um subconjunto E de um espaco topolégico X, o interior de F,
denotado por int(E), ¢ a uniao de todos os subconjutos abertos contidos em E. O fecho
de F, denotado por F, é a intersecao de todos os subconjuntos fechados que contém FE.

Observagdo 2.2 Pela definicio acima temos que int(E) C E C E.

Exemplo 2.8 Seja R a reta real com a topologia usual. Dado o intervalo £ = [0,1) C R.
Temos que
int(E) = (0,1) C R,

E=10,1 CR.
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Lema 2.3 Seja £ um subconjunto do espaco topologico X. Entao E ¢é aberto se, e
somente se, F = int(E). E E é fechado se, e somente se, F = E.

Demonstragao: Suponha que E é aberto. Como int(FE) é a uniao de todos os subconjutos
abertos contido em A, entdo F C int(E) e, assim, int(F) = E. Por outro lado, se
E =int(E) e sabendo que int(FE) é aberto por defini¢ao, entdo E é aberto.
A segunda afirmacao segue de forma analoga.
[ |

Definigao 2.6 O conjunto E; intersecta um conjunto E, se Ey N Ey # (). Um conjunto
aberto U C X é uma wvizenhanca de x € X se x € U.

Proposicao 2.4 Seja F/ um subconjunto de um espaco topologico X.
(a) Entdo x € F se, e somente se, toda vizinhanca de z intersecta E.

(b) Suponha que a topologia em X é gerada por uma base, entdo = € E se, e somente se,
todo elemento basico B contendo x intersecta E.

Demontracao:

(a) Vamos considerar a contra positiva: = ¢ F se, e somente se, existe uma vizinhanca
de r que nao intersecta FE.

Se r ¢ E, entdo o conjunto U = X — F ¢ uma vizinhanca de 2 que nio intersecta E.
Por outro lado, se existe uma vizinhanca U de x que nao intersecta F, entao X — U
¢ um conjunto fechado contendo FE, pela definicao de fecho, o conjunto X — U deve
conter E e, assim, como = € U, entdo x ¢ E.

(b) Suponha que x € E. Entdo pelo item anterior, toda vizinhanca de z intersecta E, logo
todo elemento basico B contendo z, intersecta E. Por outro lado, se todo elemento
bésico contendo x intersecta E, entao o mesmo acontece com toda a vizinhanca U de
x, porque U contém todo elemento basico que contém .

Exemplo 2.9 Seja R com a topologia usual. Dado o conjunto E' = {1/n| n € N} C R,
pela proposicao anterior, temos que £ = E U {0}.

Funcoes Continuas

Definicao 2.7 Sejam X e Y espacos topdlogicos. A funcao f : X — Y é continua se
para todo subconjunto aberto V de Y, o conjunto f~*(V) é aberto em X.

Proposigao 2.5 Sejam f : X — Y uma fungao e B uma base para a topologia em Y.
Entao f ¢ continua se f~1(B) ¢ aberto em X, para todo B € B.

Demonstracao: Seja V C Y um aberto. Entao, existem B, € B, o € I, tal que

V=] B..

ael



Logo,

fvy=57" (U Ba) =J F(Ba),
ael acl
como cada f~'(B,) & aberto em X, temos que f~'(V) é aberto em X. Portanto, f é
continua.

Proposicao 2.6 Sejam X e Y espacos topologicos e f: X — Y uma funcao. Entao as
seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) f é continua.

(b) Para todo subconjunto E de X, temos f(E) C f(E).

(¢c) Para todo subconjunto fechado F de Y, o conjunto f~1(F) é fechado em X.
)

(d) Para cada z € X e cada vizinhanca V' de f(x), existe uma vizinhanca U de z tal que
fu)cV.

Demonstragdo: (a) = (b). Suponha que f é continua. Seja E um subconjunto de X.
Vamos provar que se x € E, entdo f(x) € f(E). Seja V uma vizinhanca de f(x), entao

f7HV) é um aberto de X contendo z, pois f ¢ continua. Pelo fato de z estar em E, segue
que existe y € f~1(V) N E. Portanto, f(y) € VN f(E) e dai f(z) € f(E).
(b) = (c). Seja F um fechado em Y e tome E = f~!(F). Provemos que E ¢ fechado em

X. Temos que

Portanto, se z € E, entdo
f(z) € f(E) C f(E)CF=F,

segue que v € f~Y(F) = E. Entdo, £ C E e, assim, E = E.
(¢) = (a). Seja V um aberto de Y. Seja B=Y —V | entdo

B =) = (V) =X = f7H(V).

Como B ¢ fechado em Y, entao por hipotese f~(B) ¢é fechado em X. Assim, f~1(V) é
aberto em X e isso implica que f continua.
(a) = (d). Sejam x € X e V uma vizinhanga de f(x). O conjunto U = f~(V) é uma
vizinhanca de z tal que f(U) C V.
(d) = (a). Sejam V um aberto de Y e x um ponto de f~1(V), entao f(z) € V. Por
hipotese, existe uma vizinhanca U, de x tal que f(U,) C V e portanto, U, C f~1(V).
Segue que f~!'(V) pode ser escrito como uniao dos U, e, portanto, ¢ aberto.

[

Definicao 2.8 Sejam X e Y espacos topolégicos e f : X — Y uma bijecdo. Se f
e f7' 1Y — X sao continuas, entdo chamaremos f de homeomorfismo. Neste caso,
Dizemos que X e Y sao homeomorfos.



Exemplo 2.10 Seja R com a topologia usual. Entao, quaisquer dois intervalos (a,b) e
(¢,d) de R sdo homeomorfos.

De fato, tomando a aplicagao f : (a,b) — (¢, d) tal que f(z) = Az + B, onde f(a) =c¢
e f(b) = d, temos que

Aa+B=ce Ab+ B =d.

Logo,
c—d
A:
a—>b
c—d
B=d- b
(+=5)
Assim,

Desta forma, temos que a inversa de f é

F i) = (Z:S) Z+b— (Z:S) d

Portanto, como f e f~! sdo continuas, pois sdo funcoes lineares, entdo f é um home-
omorfismo.

Definicao 2.9 Seja f : X — R uma funcao, onde X é um espaco topologico e R é a reta
real com a topologia usual. Dizemos que f é semi-continua superiormente em xy € X se
para cada y > f(x¢) existe uma vizinhanca U de z( tal que f(z) < y, para todo = € U.
Uma funcao é dita semi-continua superiormente em X se é semi-continua superiomente
em cada r € X.

Espacos Topolégicos Irredutiveis

Definicao 2.10 Um conjunto nao vazio Y de um espaco topologico X, é chamado de
wrredutivel se nao pode ser escrito como uma uniao Y = Y; U Y,, onde Y] e Y, sao
subconjuntos fechados proprios de Y. O conjunto vazio nao é considerado irredutivel.

Exemplo 2.11 Sejam R a reta real, com a topologia usual, e Y = [0, 1] U [2,3]. Como
Y =Y, UY5, onde
Y1=1[0,1] e Yo =[2,3]

temos que Y nao é irredutivel.

Exemplo 2.12 Seja X um conjunto com mais de um elemento. Considere X munida da
topologia discreta. Logo,

X ={z}u{J{yh

y#£z

Como {z} e |J,.,{y} sdo fechados em X, entdo X ndo & irredutivel.

9



Proposicdo 2.7 Seja X um espaco topolégico. Se Y C X é irredutivel, entdo Y ¢é
irredutivel.

Demonstragao: Suponha que Y néo ¢é irredutivel, existem fechados F e F3 de X, tais que
Y=FNY)U(FNY),com 1NY ¢CYeF,NY ¢ Y. Assim,
Y=YNY=(FLnNnY)NY)U((F,NY)NY).

Como Y é fechado em X, entdao Fy NY, F,NY sao fechados em X e podemos escrever

Y = (GiNY)U(GeNY),

onde G| = Fl_ﬂ7e Gy = F,NY . Suponha que G;,NY =Y, entdio Y C G; ¢ Y,
absurdo, pois Y é o menor fechado contendo Y. Logo, G1NY ¢ Y. De modo analogo, se
mostra que G NY ¢ Y. Portanto, Y é irredutivel.

[ |
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3 Algebra Comutativa

Neste capitulo partiremos do pressuposto que o leitor tenha familiaridade com con-
ceitos bésicos de Algebra. Conceitos estes que podem ser encontrados em [3]. Dito isso,
para o embasamento desse capitulo utilizaremos o livro texto [4].

Durante todo o desenvolvimento vamos considerar A um anel comutativo com unidade.

Ideais Importantes

Definicao 3.1 Um ideal p & A é dito primo se z.y € p, entdo x € p ou y € p.

Exemplo 3.1 O ideal (3) no anel Z é primo. Porém, o ideal (6) nao é primo, pois
2.3=06¢€ (6),

mas 2,3 ¢ (6).

Observacao 3.1 O ideal (0) é primo se, e somente se, A é um dominio de integridade.

Definicao 3.2 Um ideal m & A é dito mazimal se sempre que existir outro ideal I tal
quemCIC A, entao Il = Aoul =m.

Definigao 3.3 Um anel A com exatamente um ideal maximal m é chamado de anel local.
Proposicao 3.1 Seja A um anel.
(a) p é um ideal primo se, e somente se, A/p é um dominio de integridade.
(b) m é um ideal maximal se, e somente se, A/m é um corpo.
Demonstracao:
(a) (=) Sejam a+p, b+ p € A/p, tal que
(a+p)b+p)=ab+p=p.
Logo ab € p, como p é primo, entao
acpoubenp,

assim,
a+p=poub+p=p.

Portanto, A/p é um dominio de integridade.

(<) Suponha que ab € p. Temos que

(a+p)(b+p)=(ab+p)=pe Alp.

Como A/p é um dominio de integridade, entdo a+p =poub+p =pe, assim, a € p
ou b € p. Portanto, p é um ideial primo.
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(b) (=) Basta provar que todo elemento a + m # m é invertivel. Dessa desigualdade
segue que a ¢ m e, assim, (a) + m = A, pois m é maximal. Entao a unidade de A
pode ser escrita da seguinte forma

1 =ab+ n, para algum b € A e algum n € m.
Dai, 1 — ab=n € m, logo
l+m=ab+m=(a+m)(b+m),

mostrando que b+ m é o inverso de a + m no anel quociente A/m. Portanto, A/m é
um corpo.

(<) Sendo A/m um corpo, entao m # A. De fato, se m = A, entdo A/m = {0}, e
isso é incompativel com a hipotese de A/m ser um corpo. Falta provar que o tnico
ideal que contém m propriamente é A. Para tanto, denotamos por I um ideal de A
tal que I D m e I # m e consideremos um elemento a € I —m. Como a ¢ m, entdo
a-+m # m, ou seja, a +m é um elemento nao nulo de A/m e, assim, tem um inverso
b+ m no anel. Logo, ab—1 € I e, como a € I, entao 1 € I. Dessa relacao segue
que I = A. Portanto, o tnico ideal que contém m propriamente é A e, assim, m é
maximal.

[
Corolario 3.2 Todo ideal maximal é primo.

Proposigao 3.3 Se f : A — B ¢ um homomorfismo de anéis e g ¢ um ideal primo em
B, entao f~1(q) ¢ um ideal primo de A.

Demonstragdo: Suponha que ab € f~1(q), entao

f(ab) = f(a)f(b) € g,

como ¢ é primo, temos que
fla) € qou f(b) € ¢
Assim,

ae fHq)oube f(q).

Portanto, f~! é um ideal primo em A.

A Proposicao 3.3 se torna falsa se trocarmos ideal primo por ideal maximal.

Exemplo 3.2 Seja f : Z — Q o homomorfismo de anéis inclusdo. Como @Q é um corpo,
o ideal (0) C Q é maximal. Do fato de f ser injetora, segue que f~((0)) = ker(f) =
(0) C Z, mas (0) ndo é um ideal maximal de Z, pois Z nao é um corpo.

Proposicao 3.4 Todo anel A nao nulo possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 1, Teorema 1.3.
[ |

Corolario 3.5 Se [ # (1) ¢ um ideal em A, entdo existe um ideal maximal de A contendo
I.
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Corolario 3.6 Todo elemento de A que nao é invertivel esta contido em um ideal maxi-
mal.

Definicao 3.4 Sejam A um anel e x € A. Dizemos que = é nilpotente quando existe
n > 1 tal que 2™ = 0. Dizemos que x # 0 é divisor de zero quando existe um elemento
nao nulo y € A tal que zy = 0.

Exemplo 3.3 Tome o anel k[x,y|/(z?). Logo, o elemento T € k[z,y|/(x?) ¢ nilpotente.
De fato, .
()2 =22 =0.

Proposicao 3.7 Todo elemento nilpotente é divisor de zero.

Demonstracao: De fato, sejam A um anel e x € A um elemento nilpotente nao nulo.
Suponha que n é o menor ntimero inteiro positivo, tal que 2 = 0. Suponha, por absurdo,
que x nao é um divisor de zero. Como

n—1

logo z"~" = 0, contradicao. Portanto, x é um divisor de zero.

Definicao 3.5 Seja A um anel. Definimos o nilradical de A, denotado por 91, como sendo
o conjunto de todos os elementos nilpotentes.

Exemplo 3.4 Tome o anel k[z,y]/(2?). O nilradical desse anel é

klz,y] —
‘ﬁ( ) ) = (xzy™m € NU{0}).
Proposicao 3.8 O nilradical de A é um ideal, e A/ ndo tem elementos nilpotentes
defirentes de 0.

Demonstracao: Se x € N, claramente ax € N, para todo a € A. Sejam z,y € N, temos
que 2™ = 0 e y" = 0, para algum m, n € N. Pela expansao binomial, (z +y)™ ™™~ é uma
soma de multiplos inteiros de produtos z"y®, onde r + s = m + n — 1. Além disso, nao
pode ocorrer ao mesmo tempo r < m e s < n e, assim, cada um desses produtos se anula.
Entao, (z +y)™™ ! =0 e, assim, x + y € 9. Portanto, 91 é um ideal.

Seja T € A/M representado por x € A. Entdo T" é representado por 2. Se " = 0,
entao

" eMm
= (z")* = 0, para algum k > 0
=xzeN
=7 =0.
Portanto, isso mostra que A/ nao tem elemento nilpotente diferente de zero.
|
Proposicao 3.9 O nilradical de A ¢é a intersegao de todos os ideais primos de A.
Demonstracao: Ver |4], Capitulo 1, Proposi¢ao 1.8.
|
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Definicao 3.6 O radical de Jacobson R de A é definido pela intersecao de todos os ideais
maximais de A.

Proposicao 3.10 Seja A um anel. Entdao x € R se, e somente se, 1 — xy é invertivel
para todo y € A.

Demonstracao: Suponha que 1 — xy nao é invertivel. Pelo Corolario 3.6 pertence a algum
ideal maximal m, mas z € R C m, logo xzy € m e, portanto, 1 € m, absurdo. Por outro
lado, suponha que = ¢ m, para algum ideal maximal m, entdo (x) + m = A e, assim,
temos que

n+xy=1,paraalgumn € mey € A,

como 1 —xy € m, entao 1 — xy nao é invertivel, contradigao.

|
Proposicao 3.11
(a) Sejam py,...,p, ideais primos e I um ideal contido em J;_, p;. Entao I C p;, para
algum 1.
(b) Sejam I4,..., I, ideais e p um ideal primo contendo (), I;, entdo p D I; para algum
i. Em particular, se p = ()., I;, entdo p = I; para algum 1.
Demonstragao: Ver |4], Capitulo 1, Proposi¢ao 1.11.
[ |

Definigao 3.7 Seja I um ideal de A. Dizemos que I é radical se a™ € I para algum
m > 0, implica que a € I.

Definicao 3.8 Se [ é um ideal de A, o radical de I é
r(I) = {x € Alz" € I, para algum n > 0}.
Observagao 3.2 Seja I um ideal de uma anel A. Entao I C r(I) e r(I) é¢ um ideal.

Proposicao 3.12 O radical de um ideal I ¢ a intersecao de todos os ideais primos que
contém /.

Demonstra¢ao: Basta aplicar a Proposi¢do 3.9 em A/I.

Mobdulos

Definicao 3.9 Seja A um anel. Um A-mddulo é um par (M, pu) onde M é um grupo
abeliano e p: A x M — M & uma aplicacdo que leva (a, m) em am e satisfaz:

a(m+mn) =am+ an
(a+b)m =am +bm
(ab)ym = a(bm)
Im=m

para todo a,b € Aem,n € M.
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Exemplo 3.5 Um ideal I de A é um A-moédulo . Em particular, A é um A-modulo.
Exemplo 3.6 Se A =k é um corpo, entao um A-moédulo é um k-espaco vetorial.

Exemplo 3.7 Se A = Z entao um A-mddulo é um grupo abeliano, onde definimos nm =
m + ...+ m, para todo n € Z positivo.

Definicao 3.10 Sejam M e N dois A-médulos. Uma aplicagdo f : M — N é um A-
homomorfismo se

f(my +mg) = f(m1) + f(mo)
flamy) = af(m)

para todo a € A e my,my € M.

Entao f é um homomorfismo de grupos abelianos que comuta com a acao de cada
a€ A

Observacao 3.3 A composicao de A-homomorfismos de A-mddulos é um A-homomorfismo.

Definigao 3.11 Seja M um A-moédulo. Um submddulo M’ de M é um subgrupo de M
que é fechado em relacao & multiplicacao por elementos de A.

O grupo abeliano M /M’ herda uma estrutura de A-modulo de M, definida por a(m +
M’y = am + M'. Logo, chamaremos M /M’ de A-médulo quociente de M por M'.

A projecao candnica M — M /M’ é um A-homomorfismo que induz uma correspon-
déncia bijetora, que preserva a ordem (C), entre submoédulos de M que contém M’ e
submodulos de M /M'.

Definicao 3.12 Se f : M — N é um A-homomorfismo, o nicleo de f é o conjunto
ker(f) ={x € M|f(z) = 0}. Definimos a imagem de f sendo o conjunto Im(f) = f(M).

O conicleo de f & coker(f) = [L(f)
m

Observagao 3.4 O ker(f) ¢ um submodulo de M, a I'm(f) ¢ um submodulo de N e
coker(f) é um modulo quociente de N.

Se m é um elemento de M, o conjunto de todos os multiplos am, com a € A, é um
submoédulo de M, denotado por Am ou (m). Se um médulo M = 3., Am, dizemos
que os ms formam um conjunto de geradores de M, isto significa que todo elemento de
M pode ser expresso (nao necessariamente de forma tnica) como uma combinagao linear
finita dos m.s com coeficientes em A. Um A-mddulo é dito finitamente gerado se ele tem
um conjunto finito de geradores.

Defini¢ao 3.13 Se (M;);c; ¢ uma familia de A-mo6dulos, podemos definir a soma direta,
P,c; M;, seus elementos sao (m;);c; tais que m; € M;, para cada i € I, e quase todos m;
sao 0 (exeto uma quantidade finita).

Definicao 3.14 Um A-moédulo livre € um A-moédulo isomorfo a @id M;, onde cada M,;
¢ isomorfo a A como um A-modulo. Um A-moédulo livre finitamente gerado é isomorfo a
A" =A@ ...d A, para algum n > 0.
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Definicao 3.15 Uma sequéncia de A-modulos e A-homomorfismos

HM@—ILMZE)MH-IH

é dita exata em M; se Im(f;) = ker(fis+1). A sequéncia é exata se é exata em cada M;.
Observacao 3.5 Em particular:

(a) 0 — M’ Ty M ¢ exata < f & injetora.

(b) M L5 M" — 0 & exata < g & sobrejetora.

(c) 0 — M’ T M L M7 5 0 ¢ exata < f & injetora, g é sobrejetora e Im(f) =
ker(g).

Uma sequéncia do tipo (c¢) é chamada de sequéncia exata curta. Toda sequéncia exata
pode ser dividida em sequéncias exatas curtas.

Exemplo 3.8 Considere a sequéncia de A-mddulos

0—1-14-% 4/T—0

onde I é um ideal de A, f é a aplicacao inclusao e g a projecao canonica. Dessa forma,
essa sequéncia é exata.

Definigao 3.16 Considere os A-moédulos M, N e P. Uma aplicacao f: M x N — P é
chamada A-bilinear se ela satisfaz:

(a) f(m+m/;n) = f(m,n)+ f(m',n)
(b) f(m7n+n/) = f(m7n) +f(m7n/>
(¢) flam,n) = f(m,an) = af(m,n)

para todo m,m' € M, n,n" € N ea € A.

Proposigao 3.13 Sejam M e N A-médulos. Entao existe um A-moéddulo T junto com
uma aplicacao A-bilinear g : M x N — T' com as seguintes propriedades:

(a) Dados um A-modulo P e uma aplicagao A-bilinear f: M x N — P, existe um tnico
A-homomorfismo f': T — P tal que f = f'og.

(b) Se (T,g) e (T',¢') sdo dois pares que satisfazem essa propriedade, entao existe um
tnico isomorfismo j : T — 1" tal que jog =¢'.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 2, Proposigao 12.
|
O modulo T construido na proposicao anterior é chamado de produto tensorial de M
e N, e sera denotado por M ®4 N. O produto tensorial M ®4 N é gerado pelos elementos
m®n, onde m € M en € N, chamaremos um elemento deste tipo de tensor elementar. Se
(mi)ier € (n;)jes sao familias de geradores de M e N, respectivamente, entao os elementos
m; @n; geram M @4 N. Em particular, se M e N sao finitamente gerados entao M @4 N
também é.
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Proposicao 3.14 Seja
M LML M0

uma sequéncia exata de A-moédulos e A-homomorfismo, e seja N um A-moédulo qualquer.
Entao a sequéncia

MoN-MeoN -2 M @N —0
é exata.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 2, Proposi¢ao 2.18.
[ |
O funtor Ty : M — M ®4 N na categoria de A-mo6dulos nao é em geral exato. Se Ty é
exato significa que ao tensorizar por N uma sequéncia exata a sequéncia obtida continua
exata, entao N é dito ser um A-moédulo plano.

Proposicao 3.15 Seja N um A-modulo, as afirmacoes a seguir sao equivalentes:
i- N é plano.

i-Se0— M — M — M"” — 0 é& uma sequéncia de A-modulos exata, entao a
sequéncia tensorizada

0 — M"N —MN — M'QN —0

é exata.
iii - Se f: M' — M é injetora, entdao f®1: M'®@ N —- M ® N & injetora.

iv- Se f: M — M é injetora e M, M’ sdo finitamente gerados, entdao f®@1: M' @ N —
M ® N é injetora.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 2, Proposi¢ao 2.19.

Definicao 3.17 Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Se a € A e b € B,
definimos o produto ab := f(a)b. Logo, B tem estrutura de A-modulo e estrutura de
anel. Chamamos o anel B equipado com sua estrutura de A-modulo de A-dlgebra.

Anéis de Fracoes

Definicao 3.18 Sejam A um anel e S C A. Dizemos que S é multiplicativamente fechado
se:

(a) 1€8S;
(b) st € S, para todo s,t € S.

Definigao 3.19 Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado de
A. Definimos a seguinte relacao de equivaléncia em A x S:

(a,s) = (d',¢") & (as’' —d's)u =0
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para algum u € S.

Claramente esta relacao é reflexiva e simétrica. Mostremos que é transitiva, suponha
que (s,t) = (b,t) e (b,t) = (c,u). Entao, existe v,w € S tais que

(at —bs)v=0¢e (bu —ct)w =0
= atv —bsv =0 e buw — ctw =0
= atvuw — bsvuw = 0 e buwsv — ctwsv =0
= (au — cs)tvw = 0.

Como S é fechado para multiplicagao, temos que tvw € S. Portanto, (a, s) = (¢, u).

a

Denotamos por ¢ a classe de equivaléncia de (a,s) € A x S e o conjunto quociente é
denotado por

S*lA::AXS

={a/s:acAese S}

Definimos as seguintes operacoes em S~ 'A:

a b at+bs

_+_:

S t st
ab_ab
st st

Com essas operacoes, verifica-se que S™'A é um anel comutativo com unidade, onde % é
a unidade e % ¢ o elemento neutro da adigao.
Associado a S7'A temos um homomorfismo de anéis

p:A— STTA
a
ars —,
1

chamado de aplicacao de localizacao.

Exemplo 3.9 Sejam f € Ae S = {f"},>0. Observe que, para todo n,m > 0 temos

1=f¢S
fnfm:fn—i-m GS.

Logo, S é um conjunto multiplicativamente fechado de A. Neste caso, o anel S™1A sera
denotado por Ay.

Exemplo 3.10 Seja p um ideal de A. Entao, S = A — p é multiplicatiamente fechado se,
e somente se, p é primo.

De fato, suponha que S é multiplicativamente fechado e ab € p. Suponha também,
por absurdo, que a e b ndao pertencem a p. Logo, a,b € S e, como S é multiplicativamente
fechado, temos que ab € S, contradicao.

Por outro lado, se p é primo entao 1 € S. Por fim, suponha que a,b € S, assim, ab
nao pode pertencer a p (se ab € p, entdo a € p ou b € p, o que nao ocorre), logo ab € S.
Portanto, S é multiplicativamente fechado.

No caso em que S = A—p com p um ideal primo, denotaremos S~'A por A, e dizemos
que A, é a localizagao de A em p.
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Proposicao 3.16 A localizacao A, ¢ um anel local.

Demonstragao: Ver [4], Capitulo 3.
[ |
A construgdo do anel S7!A pode ser realizada com um A-moédulo no lugar do anel A.
Definicao 3.20 Definimos a seguinte relacao de equivaléncia em M x S:
(m,s) = (m,s') < (ms' —m/'s)u=0
para algum u € S.

Seja pu : M — N um A-homomorfismo. Entdo, temos um S~!A-homomorfismo de
S~1 A-mo6dulos induzido

Sl STIM — STIN
m/s — p(m)/s

para todo m € M e s € S. Este homomorfismo satisfaz S~ (vopu) = (S7'v) o (S7'p), ou
seja, o diagrama a seguir é comutativo:

u v

M N T

SN s gy T gy

Proposicao 3.17 A operaciao S—! é exata, isto &, se

(VRS VRS Vi
é exata em M, entao

ST s Y s
¢ exata em S™1M.
Demonstracao: Como go f =0, entao
(S7g)o (ST f) =S5 (go f) =0

Logo, Im(S™Lf) C ker(S~'g). Para mostrar a inclusiao oposta, seja m/s € ker(S~
Entao,

'9).
g(m)

s
assim, existe t € S tal que tg(m) =0 em M”. Como g é um A-homomorfismo, temos

=0e S M,

0= tg(m) = g(tm).
Entao, tm € ker(g) = Im(f) e, assim, existe m’ € M’ tal que tm = f(m'). Portanto, em
S~IM temos / /
m_ ) _ (g (%) e Im(57'f).

S st
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Proposicao 3.18 Seja M um A-moédulo. Entdo os S~'A-médulos S™'M e ST'A®4 M
sao isomorfos, mais precisamente, existe um tnico ismorfismo

f:S" A9 M — S™IM
onde
f(%@m):%,VaeA,meM,seS.
Demonstracao: A aplicacdo S™'A x M — S™1M definida por
(a/s,m) — am/s
é bilinear e, portanto, pela Proposicao 3.13 o produto tensorial induz um A-homomorfismo
f:ST"A@M — S'M

satisfazendo o desejado. Claramente, f é sobrejetora e é definida de forma tnica.
Seja > (a;/s;) ® m; ¢ um elemento de STPA® M. Se s =[]s; € S, defina

ti = H Sj,
J#i

temos

a; Clﬂfi
> % em-Y Pan

1
= Z - aitim

s

1

- - ztz .
S @ Z a;t;m
Logo, todo elemento de S™'A ® M ¢ da forma (1/s) @ m.

Suponha que f((1/s) ® m) = 0. Entao, m/s = 0 e, assim, tm = 0, para algum ¢t € S
e, portanto,

Entao, f é injetora.
Coroléario 3.19 S~'A4 é um A-moédulo plano.

Anéis Noetherianos

Nesta secao apresentaremos a definicao e propriedades de um dos tipos de anéis mais
importantes para a algebra comutativa.
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Definicao 3.21 O anel A é chamado de Noetheriano se satifaz as seguintes condigoes
equivalentes:

(a) Todo conjunto de ideais nao vazio de A tem um elemento maximal.
(b) Toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionario.

(c¢) Todo ideal em A é finitamente gerado.

Exemplo 3.11 O anel Z é Noetheriano. De fato, como Z é um dominio de ideais prin-
cipal, todos os ideais sao da forma (n), para algum n € Z.

Exemplo 3.12 O anel de polinémios k[xy, 2, . ..] em um nimero infinito de variaveis x,,
nao é Noetheriano, pois a cadeia de ideais ascendente

(1) & (z1,29) & ...

é estritamente crescente.

Definicao 3.22 Sejam A um anel e M um A-médulo. Chameremos M de um A-mddulo
Noetheriano se todos os seus submoédulos sao finitamente gerados.

Proposicao 3.20 Seja
0— M L M 25 M7 — 0

uma sequéncia de A-modulos exata. Entao, M é Noetheriano se, e somente se, M’ e M”
sao Noetherianos.

Demonstracao: Ver |4], Capitulo 6, Proposi¢do 6.3.
Corolario 3.21 Se A é Noetheriano, entdo A/l é Noetheriano para todo ideal I de A.
Exemplo 3.13 Como Z é Noetheriano e a sequéncia

0—nZ —72— 7, — 0

¢ exata, para todo n > 0. Entao, o anel Z,, ¢ Noetheriano.

Proposigao 3.22 Se A é Noetheriano e f é um homomorfismo sobrejetor de A para um
anel B, entao B é Noetheriano.

Demonstracao: Pelo teorema do isomorfismo, temos que

A
ker(f)

Pelo Corolario 3.21, B é Noetheriano.

12

B.

Proposigao 3.23 Se A ¢ Noetheriano e S um subconjunto multiplicativamente fechado
de A, entao S7!A é Noetheriano.
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Demonstracao: Sabemos que todos os ideais de S™!'A sdo da forma S~'I, onde I ¢ um
ideal de A. Dado S~'I um ideal de S™'A, temos que I é finitamente gerado, digamos por
T1,...,T,. Assim, afirmamos que x1/1,...,7,/1 sdo geradores de S~'I. De fato, dado
z/s € ST, temos que /1 € S7'I. Logo, z € I. Desse modo, existem cy,...,c, € A
tais que

r=cC121+ -+ Cply.

Dai,
T_GT e
1T
Entao
T C1 T Cn Tp,
s s 1 s 1°

Portanto, S~!I é finitamente gerado e, assim, S~'A é Noetheriano.
[ |

Corolario 3.24 Se A é Noetheriano e p um ideal primo de A, entao A, é Noetheriano.
Corolario 3.25 Se A é Noetheriano e f € A, entao Ay é Noetheriano.

Teorema 3.26 (Teorema da Base de Hilbert) Se A é Noetheriano, entdo o anel de po-
linémios Alx] é Noetheriano.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 7, Teorema 7.5.

Corolario 3.27 Se A é Noetheriano, entao Alxy,...,z,| é Noetheriano.

Demonstra¢ao: Vamos provar por indugdo. Para Alz] vale pelo Teorema da Base de
Hilbert 3.26. Suponha que A[zq,...,x, 1] ¢ Noetheriano. Entao, pelo Teorema da Base
de Hilbert 3.26, A[zy, ..., 2, 1][z,] € Noetheriano. Como

Alxy, ..z 2 Alxy, .o T ][2n],

entao Alzy,...,z,| é Noetheriano.
[ |

Proposicao 3.28 Em um anel Noetheriano A, todo ideal I contém uma poténcia de seu
radical.

Demonstra¢ao: Sejam x1, ...,z geradores de r([). Entao,
x;" €I, para algum n; € Ne 1 <i < k.

Seja m = Zle(ni — 1) + 1. Entao r(I)™ é gerado pelos produtos xi'..... x;", onde
m = > r;. Da definicdo de m devemos ter r; > n;, para pelo menos um indice i e, assim,

cada um desses mondmios esta em [ e, portanto, r(I)™ C I.
[

Corolario 3.29 Em um anel Noetheriano o nilradical é nilpotente.
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Espectro de um Anel

Definicao 3.23 Seja A um anel. Definimos o espectro de A como sendo o conjunto de
todos os ideais primos de A, isto é

specA = {p C A| p &€ um ideal primo de A}.
Exemplo 3.14 Se A = k é um corpo, entao specA = {0}.
Exemplo 3.15 Se A =7Z, entao
specA = {(p)|p ¢ primo} J{0}.
Exemplo 3.16 Se A = Cl[z], entdo
specA = {(x — x)|zo € C} | J{0}.

Definigao 3.24 Seja F um subconjunto de um anel A. Definimos a variedade de E como
sendo o conjunto

V(E)={p C Alp € specA e E C p}.
Exemplo 3.17 Seja A =7, entao a variedade de E = {6} ¢ V(E) = {(2),(3)}.
Proposigcao 3.30 Seja F um subconjunto de um anel A. Entao vale que:
(a) Se I ¢ o ideal gerado por E, entao V(E) =V (I) =V (r(I)).
(b) V(0) = specA e V(1) = 0.

(¢) Se {Ey}aes € uma familia qualquer de subconjuntos de A, entao

V(Uae] E,) = mae.] V(Eq).
(d) V(LhNnl)=V(l1I;) =V(I,) UV(ly), para todos os ideias [y, I> de A.
Demonstracao:

(a) i- V(E)=V({): Sep e V(I), entao I C p. Como I é gerado por E, temos que
E C I. Logo, E C p e, assim, p € V(E). Por outro lado, se p € V(F) significa
que p contém todos os geradores de I, isto é, I C pep € V(I).
ii- V(I)=V(r(I)): Sepe V(r(l))), entao r(I) C p. Como I C r(I), temos que
I C pe, assim, p € V(I). Por outro lado, seja p € V(I). Pela Proposicao 3.12,

temos que 7(I) é a intersecao de todos os ideias primos contendo [ e, portanto,
peV(r()).

(b) Como 0 € p, para todo p € specA, entdo V(0) = specA e, como 1 nao pertence a p,
para nenhum p € specA, entao V(1) = 0.

(¢) Sejam {E,}qcs uma familia de subconjuntos de A e p € specA. Entao, p contém
E,, se, e somente se, p contém cada FE,. Logo,
acJ g

VUaes o) = Naes V(Ea)-
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(d) Sejam I e I ideais de A.
i- V(I,NI)=V(l15): Temos que
V([1[2> = V(T’([ljé)) = V(T([l N [2)) = V([l N Ig)

ii- V(1) = V(I;) UV (Iy): Como I 15 esta contido em [ e I, entdo V(I;) U
V(Iy) € V(I113). Por outro lado, se p é um ideal primo contendo II, pela
Proposicao 3.11, entao p contém I; ou Iy e, assim, V(I11y) C V(1) UV (1y).

[ |

Este resultado mostra que os conjuntos V(E) satisfazem os axiomas de conjuntos

fechados de um espago topologico (Proposigao 2.1). Tal topologia em specA é chamada
de topologia de Zarisks.

Observacao 3.6 Os abertos D(f) = specA—V (f), onde f € A, sdo chamados de abertos
principais e formam uma base da topologia de Zariski em A.
De fato,

i- Dado p € specA. Como
D(1) = specA — V(1) = specA — ()

entdo p € D(1), ou seja, existe um elemento principal que contém p.

ii- Sepe€specAepe D(f)yND(g), onde f,g € A, entdo

D(f) N D(g) = (specA =V (f)) N (specA—V(g))
= specA — (V(f)uVi(g))
— specA — V(fg)

= D(fg).
Logo, p € D(fg) = D(f) N D(g).

Portanto, o conjunto dos abertos principais formam uma base para a topologia de
Zariski.

Definicao 3.25 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Definimos a aplicagao
associada a :

spec(p) : specB — specA
P9~ (p).

A aplicagao spec(p) estd bem definida, pois pela Proposicao 3.3 ¢~ !(p) ¢ um ideal
primo de A, para todo ideal primo p de B.

Proposicao 3.31 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Entao spec(y) é uma
aplicacao continua.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 1, Exercicio 21.

Proposigao 3.32 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis.
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(a) Se ¢ & sobrejetor, entdo spec(y) é um homeomorfismo de specB sobre V (kery).

(b) Se ¢ é injetora, entdo spec(p)(specB) = specA.

Demonstragao: Ver |4], Capitulo 1, Exercicio 21.
[ |

Corolario 3.33 Sejam A um anel, [ um ideal de A e 7 : A — A/I o homomorfismo
canonico. Entao

spec(m) : specA/l — specA
¢ um homeomorfismo de specA/I sobre o fechado V(1) C specA.

Corolario 3.34 Sejam A um anel, S um conjunto multiplicativamente fechado de A e
Y : A — S71A a localizacao. Entdo

spec(v) : specST'A — specA
¢ um homeomorfismo de specS~1 A sobre o conjunto Us = {p € specA|pNS = 0} C specA.

Corolario 3.35 Sejam A um anel, f € Ae S={1,f,f% ...} CA Sejayp:A— A a
localizagao. Entao

spec(1)) : specAy — specA

é um homeomorfismo de specAy sobre o aberto D(f).
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4 Geometria Algébrica Classica

Neste capitulo definiremos e apresentaremos propriedades relacionadas as variedades
algébricas afins e as variedades algébricas projetivas. O livro usado como referéncia é |5].

4.1 Variedades Algébricas Afins

Definicao 4.1 Dado um corpo k£ e um inteiro positivo n definimos o espaco afim n-
dimensional sobre k

k" ={(a,...,a,)|a,...,a, € k}.

Definigao 4.2 Sejam k um corpo e E um subconjunto de polinémios de klzy, ..., z,].
Definimos a wvariedade afim de E por:

V(E)={a€ k™ f(a) =0,Vf € E}.
Proposigao 4.1 Seja I o ideal gerado por E. Entdao V(E) = V(I).
Demonstracao: Sejam a € V(E) e F € I, entao
F=hfi+--+hf
onde fi,...fi€ Eehy,....h € kl[zy,...,x,]. Logo,
F(a) = hi(a) fr(a) + - - + u(a) fi(a)

= hy(a)0+ -+ hy(a)0
= 0.

Deste modo, a € V(I) e V(E) C V(I). Por outro lado, se b € V(I ) e G € E. Entao,
como E C I, temos que G € [ e, assim, G(b) = 0. Portanto, V() C V(E).

[

A Proposi¢ao 4.1 nos diz que toda variedade afim V' é da forma V = V(I), onde [

é um ideal de K[zq,...,x,]. Esta observagao, associada ao Teorema da Base de Hilbert
3.26, nos permite uma nova definicao para as variedades algébricas, isto é,

Definigao 4.3 Sejam k um corpo e fi,..., fs € k[zy,...,x,] polindmios. Definimos a
variedade afim definida por fi,..., fs:

V(fi,..., fs) ={a € k™| fi(a) = 0 para todo 1 < i < s}.
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Exemplo 4.1 A seguir alguns exemplos de variedades afins em C?:

N
v

Figura 4.1: V(z —y). Figura 4.2: V(z?+y*—1).

Figura 4.3: V(z? — y). Figura 4.4: V(y?—a3—2?).

Proposicao 4.2 Sejal = (f1,..., fryeJ ={(g1,...,9s). Entdo I.J é gerado pelo conjunto
de todos os produtos de geradores de I e J, isto é

IJ=(figill <i<r,1<j<s).

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 4, Se¢ao 3, Proposicao 6.

Proposicao 4.3 Se [ e J sdo ideais em k[xy,...,z,], entdo V(IJ) = V(I) UV (J).
Demonstragao: Sejam I = (fy,..., f.) e J={(q1,...,gs). Pela Proposicao 4.2, temos que
V(IJ)=V(fig;]1 <i<r,1<j<s)

V(.fla"').f?“) UV(gla~-->gs)
V(1)U V(J).
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Proposicao 4.4 A intersecao de uma familia qualquer de variedades afins é uma varie-
dade afim.

Demonstracao: Seja {V, = V(I,)}, uma familia de variedades afins, suponha P € NV,

entdo P € V(I,) para todo «, assim temos que P € V(UI,). Portanto V,, C V(UI,).
Agora considere P € V(Ul,), ou seja, para todo f € U, temos que f(P) = 0,

portanto P € V(I,,), ou seja, P € NV,. Isto implica que V,, D V(UI,). Portanto

(Vo= V(UL),

entao [V, ¢ uma variedade afim.
|
Observe que, V(1) = @ e V(0) = k™. Logo, pelas Proposi¢oes 4.3 e 4.4, podemos
definir uma topologia em k", isto é

Definigcao 4.4 Definimos em k" uma topologia, chamada de topologia de Zariski, onde
os fechados sao as variedades afins.

A partir de agora sempre que tratarmos de aspectos topolégicos em k", estara suben-
tentido que estamos tratando da topologia de Zariski, a menos que seja dito contrario.

Definicao 4.5 Definimos o ideal de uma variedade afim V C k™ como sendo o conjunto

I(V)=A{f € k[z1,...,2,]|f(a) =0,Va € V}.

O ideal de uma variedade I(V) é um ideal de k[zy,...,x,]. De fato, o polinomio
identicamente nulo esta em I(V') e, dados f,g € I(V) e h € k[xy,. .., z,] temos que

(f +9)(a) = fla) + g(a) =0,
(fh)(a) = f(a)h(a) = Oh(a) =0

para todo a € V. Portanto, I(V') é um ideal.

Lema 4.5 Seja k£ um corpo.

(a) Se I} C Iy, entdo V(I;) D V(Is).

(b) Se Vi C Vs, entao I(V4) D I(V3).

onde I, Iy C k[zy,...,x,] ideais e V}, V5 C k™ variedades afins.
Demonstracao:

(a) Dados @ € V(I3) e f € I. Como I; C I, temos que f € I, e, assim, f(a) = 0.
Portanto, a € V(I1) e V(I1) D V(I3).

(b) Dados g € I(V,) e b € V4. Como Vi C Vs, temos que b € V; e, assim, g(b) = 0.
Portanto, g € I(V7) e I(V}) D I(V3).

Proposicao 4.6 Seja k um corpo. Sejam V' C k™ uma variedade afim e I C k[xq, ..., z,]
um ideal, entdao V(I(V)) =V e V(r(1)) = V(I).

Demosntracao:
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i- V(I(V))=V: Sai direto da defini¢ao de V e L

ii- V(r(I)) = V(I): Como I C r(I), pelo Lema 4.5, temos que V(r([)) C V(I). Por
outro lado, se a € V(I) e f € r(I), existe m > 0 tal que f™ € I. Logo,

f"(a) =0
= f(a) =0.

Com isso, a € V(r(I)). Portanto, V(r(I)) = V(I).

|
Lema 4.7 Seja V uma variedade. Entdo I(V) ¢ um ideal radical.
Demonstracao: Se f™ € I(V), entao
f™(a) = ( )f (a) - fla) =0
fla) =
para todo a € V. Portanto, f € I(V') e I(V) é radical.
|

Teorema 4.8 (Teorema dos zeros de Hilbert) Seja k um corpo algebricamente fechado.
(a) Se um ideal I € k[z1,...,x,] satisfaz V(I) = 0, entao I = k[z1,...,2,).

(b) Se fi,...,fs € k[z1,...,x,), entdo f € I(V(fi,...,fs)) se, e somente se, f" €
(fi,..., fs) para algum inteiro m > 1.

(¢) Se I é um ideal em k[zy,...,x,], entdo I(V (1)) = r(I).

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 4, Se¢ao 1, Teorema 1, Teorema 2; Se¢ao 2, Teorema 6.

[ |

Para demonstrar o teorema a seguir, utilizaremos as ferramentas apresentadas nessa
Secao.

Teorema 4.9 (Correspondéncia ideal-variedade) Seja k um corpo algebricamente fe-
chado. Existe uma bijecao, que reverte a inclusao, entre as variedades afins em k" e
os ideais radicais em klxy, ..., x,].

Demonstracao: Sejam
p:I—=V(I)e:V—=I(V),

onde I C klxy,...,x,| é um ideal radical e V' C k™ uma variedade afim. Com isso, temos
que

(pov)(V) =p(V)) =V.

Por outro lado,

Wop)I) =¢(V()) =1(V(I)) =r(l) = I.

Portanto, 1 é a inversa de .
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Definicao 4.6 Uma variedade afim V' C k™ é irredutivel se sempre que V é escrita da
forma V = V73 U V,, onde V; e V, sao variedades afins, entao Vi = V ou Vo, = V. Caso
contrario, dizemos que a variedade é redutivel.

Proposicao 4.10 Seja V C k" uma variedade afim. Entao V é irredutivel se, e somente
se, I(V') & um ideal primo.

Demonstracao: Ver |5], Capitulo 4, Se¢ao 5, Proposigao 3.

Observacao 4.1 Todo ideal primo é radical.
De fato, sejam I um ideal primo e f™ € I, para algum m > 0. Escolhemos o m de

modo que seja o menor inteiro positivo que satisfaz f”* € I. Suponha, por absurdo, que
f ¢ I, entdo

frif=fmel.
Contradigao, pois I é primo, mas ™! ¢ I e f ¢ I. Portanto, f € I e, assim, I é radical.

Corolario 4.11 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijecao, que reverte
a inclusdo, entre as variedades afins irredutiveis em k" e os ideais primos em k[zy, ..., z,].

Exemplo 4.2 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se f € k[zy, ..., z,] é irredutivel,
entao V(f) é irredutivel.
Tome I = (f). Se g-h € I, entao

gh =pf,onde p € klxy,...,z,)]

Como f é irredutivel, temos que g ou h é divisivel por f. Entao, g € [ ou h € I. Logo, I
é primo e, portanto, como k é algebricamente fechado, V(I) = V(f) é irredutivel.

Exemplo 4.3 A variedade afim V = V(y — 2% 2z — 2%) C R3 ¢é irredutivel. De fato,
mostremos que I(V) é primo. Suponha que fg € I(V). Como a curva é parametrizada
por (t,t%,13), para todo t € R, segue que

ft, 8,8 g(t,1%,%) =0
= f(t,t%,t%) =0 ou g(¢,1%,t3) = 0,

Logo, f ou g se anula em toda variedade afim V. Portanto, f ou g esta em I(V'), provando
que I (V') é primo e, assim, V' ¢é irredutivel.

Proposicao 4.12 Se k ¢ um corpo infinito e V' C k™ é uma variedade afim definida
parametricamente por

T = fl(th e ;tm)

Tpn = fn(th e ,tm),
onde fi,..., f, s@o polinomios em kl[t, ..., t,], entdo V é irredutivel.

Demonstracao: Ver |5], Capitulo 4, Segao 5, Proposigao 5.
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Observacao 4.2 Se (ay,...,a,) € k", entdao I({a,...,a,}) = (x1 —ay,..., 2, — ap).

De fato, como x; — a; se anula em (ay,...,a,) para cada 1 < i < n, entdo z; — a; €
I({ay,...,a,}) para cada 1 < i < n e, assim, (x; — ay,..., T, —a,) C I{ay,...,a,}).
Por outro lado, se f € I({a,...,a,}), podemos escrever f da seguinte forma

f=ag(r1—a)+- -+ gu(xn —a,) +r
onde g1,...,9n € k[z1,...,2,] e 7 € k. Logo,
O:f(al,...,an)
=q(ar,...,an)0+ -+ gnlar,...,a,)0+r
=r.

Logo, f € (x1 — ay,..., T, — ay,) e, portanto, I({a1,...,a,}) C (x1 —ay, ..., T, — a,).

Teorema 4.13 Seja k um corpo algebricamente fechado. Entao todo ideal maximal de
klxi,...,x,) é da forma (x; — aq,...,x, — a,), para algum (a4, ...,a,) € k™.

Demonstra¢ao: Seja I C k[zy,...,x,] um ideal maximal. Como I # k[zq,...,x,], pelo
Teorema dos zeros de Hilbert, temos que V(I) # &. Logo, existe um ponto (ai, ..., a,) €
V(I). Assim, todo f € I se anula em (aq,...,a,), logo f € I({(ay,...,a,)}), entdo I C
I({(ay,...,a,)}). Porém, como I é maximal e I({ay,...,a,}) = (r1—ay,...,x,—a,)(pela
observacao anterior), temos que

I'=1({(a1,...,a,)})

:<$1—a1,...7xn—an>.
|

Corolario 4.14 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijecao, que reverte
a inclusdo, entre os pontos em k™ e os ideais maximais em k[xq,. .., z,].

Proposicao 4.15 Uma variedade afim V' é irredutivel se, e somente se, para cada varie-
dade afim W ¢ V' a diferenca V — W ¢é densa em V.

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 4, Secao 4, Proposigao 13.

4.2 Variedades Algébricas Projetivas

Neste secao definiremos e estudaremos propriedades relacionadas as variedades proje-
tivas sobre o espaco projetivo. Para isso, usaremos como referéncia o livro texto [5].

Definigao 4.7 O plano projetivo sobre k, denotado por P?(k)(ou apenas por P?), ¢ o
conjunto

P%(k) = k* U {Um ponto no co para cada classse de equivaléncia de retas paralelas}

Seja L C k? uma reta. Seja [L]s o ponto comum em oo de todas as retas paralelas a
L. Entao chamaremos o conjunto

L=LUJ[L], CP?
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de reta projetiva correspondente a L. Observe que duas retas projetivas sempre se inter-
sectam extamente em um ponto: se elas ndo sdo paralelas em k2, se encontram em um
ponto em k2, se elas sdo paralelas em k2, se encontram em seu ponto comum no infinito.

Definicao 4.8 Defina em k? a relacao de equivaléncia p ~ ¢ & p = \g, onde \ € k.
Defina também o plano projetivo como sendo

P2(k) = F-{0 _N{O}.

A cada (zg,z1,79) € k* — {0} denotaremos a sua classe de equivaléncia por (z¢ : 77 :
1'2) e P2

Definicao 4.9 Sejam A, B,C € k, onde A, B ou C é diferente de 0. O conjunto
{(.CEO X $2) S ]P)2|A£L'0 + Bxy + Cxy = O}
é chamado de reta projetiva em P2,

A proxima proposicao servird para relacionar as duas definicbes de plano projetivo
apresentadas.

Proposicao 4.16 A aplicacao

7 k? — P*(k)
(xo,21) = (0 : 27 : 1),

é injetora e o complemento de sua imagem ¢é a reta projetiva H,, definida por xy = 0.
Demosntracao: Seja (x,y) e (z/,y) tal que w(x,y) = w(2’,y’). entdo

(x:y:1)=(":9y:1)

=(z,y,1) = XNa', ¢/, 1), para algum \ € k — {0}
=A=1
=(z,y) = (@' y/)

temos que 7 é injetora

Seja P = (z :y:2) € P2 Se z =0, entdo P estd na reta projetiva H,,. Por outro
lado, se z # 0, entdao podemos multiplicar por 1/z, isto é

P=(x:y:2)=(x/z:y/z:1),

isso mostra que P est4 na imagem da aplicagao 7, pois basta toma o ponto (x/z,y/2) € k.
Portanto, a imagem da aplicagao m é o complemento da reta projetiva H..
[ |
Segue da Proposicao 4.16 que

P2 =k*UHy, Hyo = {(z0 : 71 : 0)|zg # 0 ou z; # 0}.

Para terminarmos de averiguar que as duas definicoes do plano projetivo sao equiva-
lente, resta mostrar que H,, consiste em pontos no oo da Defini¢ao 4.7. Assim, precisamos
estudar como as retas em k2, chamaremos de retas afins, se relacionam com as retas pro-
jetivas.
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Retas Afins ‘ Retas Projetivas ‘ Pontos em oo
L:y=mx+b| L:y=mz+bz (1:m:0)
L:z=c L:z=cz (0:1:0)

Para entender essa tabela, primeiro considere uma reta afim nao vertical L definida
por y = mz + b. Dado (z,y) € k?, temos que 7(z,y) = (z : y : 1) satisfaz a equagao
y = max + bz. Assim, (z :y : 2) estd na reta projetiva L definida por mz —y + bz = 0, de
modo que L pode ser considerado um subconjunto de L. Os pontos de L, que nio estio
em L, sao os pontos da forma z = 0. As equagoes z = 0 e y = mx + bz implicam em
y = ma, logo as solugoes sdo (z : ma : 0). Deste modo, x # 0, pois as coordenadas nunca,
sao todas nulas simultaneamente, e dividindo por z, temos que (1 : m : 0) é o unico ponto
em LN Hy. O pensamento ¢ analogo as retas afins da forma z = c.

A tabela mostra que duas retas em k? se encontram no mesmo ponto em oo se, e
somente se, elas sao paralelas. Consequentemente, H,, consiste em um tinico ponto em
oo para cada classe equivaléncia de retas paralelas. Entdao P? = k% U H,, mostra que as
duas definigoes sao o mesmo objeto, o plano projetivo.

Por conta da Definigao 4.8 que restringe (xq, x1, z2) # (0,0,0), temos a seguinte bije¢ao

P? = { retas que passam pela origem em £3}.

Definigcao 4.10 Defina em k" a relacao de equivaléncia p ~ ¢ < p = Ag, onde \ € k.
Defina também o espaco projetivo n-dimencional como sendo

P (k) = B0 1{0}.

A cada (zg,...,z,) € k" — {0} denotaremos a sua classe de equivaléncia por (zg : ... :
x,) € P", chamadas de coordenadas homogéneas.

Seguindo o mesmo raciocinio, temos que

P" = {retas que passa pela origem em k"T'}.

Proposicao 4.17 Seja

Up={(zo:...:2,) € P"|xy # 0}.
Entdo a aplicagdo ¢ que leva (aq,...,a,) € k" em (1 :ay : ... : a,) € P* é uma bijegdo
entre k" e Uy C P".
Demonstracao: Definimos
Uy — k"
(o ... imy) = (T1/20, .., Tp/T0).
Primeiro mostremos que v esta bem definida. De fato, se (zg : ... :x,) = (z(:...:

z)) € Uy, entdo existe A € k — {0}, tal que

(g, ..y xh) = Mxg, ..., Tn).

33



Entao

A ALy,
N )\$0’ ) ’ )\LEQ
. T Tn
“\ o
= Tﬂ(% : : xn)
Agora, basta mostrar que 1 é a inversa de ¢. De fato, se (ay,...,a,) € k", temos que
w(p(ay,...,an)) =0l ay:...:a,)
= ((11, Ce ,an).
Por outro lado, se (ag : ... : a,) € Uy, temos que

Qo o Qo
:(1,2,...,%)
Qo Qo
= (ag:ay: an)
[ |
Temos que P*" = Uy U H, onde
H={PeP'P=(0:2;:...:2,)}

Se identificarmos U, com o espaco afim £ e H como o hiperplano no infinito P"~!, entdo

P = kr U Pl
Corolario 4.18 Para cada 1 =0,...,n, seja

(a) Os pontos de U; estdo em bijecao com os pontos de k".
(b) O complementar P" — U; pode ser identificado com P"~1.
(c) P* = Ui Ui

Note que dado um polinémio qualquer f € k[zo,...,x,] nao faz sentido avaliar em
(ag : ...:x,) € P" pois o valor de f dependera do representante.

Exemplo 4.4 Dados f=xz; —23e P=(1:4:2)=(2:8:4). Observe que
f(174a2) =0e f(27874) = -8
Desta forma, nao consiguimos determinar se f se anula em P.

Para evitar este tipo de problema, iremos definir uma classe especial de polinémios.
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Defini¢ao 4.11 Dado f € k[xo,...,x,], dizemos que f é um polinémio homogéneo se
todos os monomios de f tém o mesmo grau.

Defini¢ao 4.12 Dado um polinémio qualquer f € k[xg,...,z,| de grau d, podemos
escrever f da seguinte forma
d
f=>_f
i=0

onde f; € k[xg,...,x,] ¢ um polinémio homogéneo de grau i. Dizemos que cada f; desta
decomposicao é uma componente homogénea.

Exemplo 4.5 Dado o polinomio f = z%y3 + 3y° + 2* + 222y + 2® + 2y + 62 + y + 10.

Entao,
5
f=2_f
=0
onde, fO = ]—val = 6x +y7 f2 = ffy,f?) = x3’f4 = IA + 25132y27f5 = $2y3 + 3y5

Proposigao 4.19 Seja f € klxg, ..., z,| um polindmio homogéneo, se f se anula em um
representante do ponto P € P", entao f se anula em qualquer representante de P.

Demonstragao: Sejam (ag : ...:a,) = (Aag : ... : Aa,) coordenadas homogéneas para um
ponto P € P". Suponha que f(ag,...,a,) = 0. Como f é homogéneo de grau d, entao
todos os seus monomios sao da forma

n
cfo”,ondeag—l—---—i-ozn:decek.
i=0

Substituindo x; = Aa;, temos que

c ﬁ()\ai)o‘i =\ ﬁ a;t.
0 i=0

i=

Logo, os termos em f(ao, ..., \a,) tem o fator comum \¢ e, portanto

f(Aao, ..., Aay) = M f(ag, ..., a,) =0.

Nestas hipoteses, concluimos que f(P) = 0 nao depende da representacao de P.
[ |

Defini¢ao 4.13 Sejam k um corpo e fi,..., fs € klzy,...,x,| polindmios homogéneos.
Definimos a wvariedade projetiva definida por fi,..., fs:

V(fi,..., fs) ={P € P"|f;(P) = 0 para todo 1 < i < s}.
Pela Proposicao 4.19, a variedade projetiva esta bem definida.

Observacao 4.3 Sempre que usarmos a notacao I, e V,, estaremos nos referindo aos
ideais e variedades, respectivamente, no espaco afim.

Proposicao 4.20 Seja V = V(fy,..., fs) uma variedade projetiva. Entao W =V N U
corresponde a uma variedade afim V(gq,...,gs) C k", onde
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gi(z1, ... xn) = fi(L,zq,...,2,), para cada 1 < i <s.

Demonstracao: Ver |5], Capitulo 8, Se¢ao 2, Proposigao 6.
O processo descrito na Proposicao 4.20 é chamado de deshomogeneizacao.

Exemplo 4.6 Dada a variedade projetiva
V(2? — zoxp, 73 — 2323) C P3.
Temos a variedade afim correspondente
V(z? — 29,23 — 23) C k.
Proposicao 4.21 Seja g € k[zy, ..., x,] polinémio de grau d.

(a) Seja g = Z?:o g; a expansao de g como soma de suas componentes homogéneas, onde
g; tem grau 7. Entao

d
h d—i
9" (xg, ..., x,) = g Gi(T1, ..., Tn)Th
i=0
¢ um polindomio homogeéneo de grau d em k[xo, ..., z,]. Vamos chamar g" de homo-

geneizacao de g.
(b) A homogeneizacao de g pode ser calculada pela formula

h _ ,.d (a:1 x_n)

= Xng 0" 3o

g
(¢) A deshomogeneizacao de g" é g, isto é
gLy, .. ) = glay, ..., 2).

(d) Sejam F(xy,...,z,) um polindmio homogéneo e xf a maior poténcia de xy que divide
F.Se f=F(1,1,...,7,) é uma deshomogeneizacdo de F, entdo F = x¢f".

Demonstracao: Ver |5], Capitulo 8, Se¢ao 2, Proposigao 7.

Definigao 4.14 Um ideal I C k[xy,. .., x,] é chamado de homogéneo se para cada f € I,
as componentes homogéneas f; de f estao em 1.

Proposigao 4.22 Seja I C k[zg,...,z,] um ideal. Entao as seguintes afirmacgoes sao
equivalentes:
(a) I & um ideal homogéneo em k[xg,...,x,].

(b) I ={f1,...,fs), onde fi,..., fs sdo homogéneos.

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 8, Se¢ao 3, Teorema 2.
[ |

Defini¢ao 4.15 Sejam k um corpo e I ideal homogéneo de klzy,...,z,|. Definimos a
variedade projetiva de I por:
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V() = {P € P"|f(P) = 0,Yf € I}.

Para mostrar que V (/) ¢ uma variedade projetiva de fato, segue a proposicao:

Proposicao 4.23 Seja I C k[zo, ..., x,] umideal homogéneo e suponha que I = (f1,..., fs),

onde fi,..., fs sao polindbmios homogéneos. Entao
V() =V(fi,. - fs)-
Demonstracdo: E facil ver que V(I) C V(fi,...,fs). Para mostrar a outra inclusio, seja

P € P tal que f;(P) =0, para todo 1 <1i < s. Entao, se
f=arfi+- -+ anfn, onde a; € k[xg, ..., z,),

Temos que
f(P) = ai(P)fi(P) + - + an(P) fa(P) = 0.

Portanto, V(f1,..., fs) C V(I).
|

Proposicao 4.24 Seja k um corpo infinito. Seja V' C P" uma variedade projetiva. O
conjunto

I(V)={f € k[xo,...,z,)|f(aq,...,a,) =0,Y(ag,...,a,) € V}
é um ideal homogéneo em k[xg, ..., x,].

Demonstra¢ao: O conjunto I(V) é fechado para a soma e fechado por produto por ele-
mentos de k[xo, ..., z,|, argumento semelhante ao caso afim. Isto é, I(V') é um ideal.

Agora, tome f € I(V) e um ponto P € V. Logo, f se anula no ponto P, ou seja, f se
anula em todos os representantes de P. Como k ¢é infinito, implica que cada componente
homogénea f; de f se anula em P. Isso mostra que f; € I(V) e, portanto, I(V') é um ideal
homogéneo.

[ |
Lema 4.25 Seja k£ um corpo infinito.
(a) Se I) C I, entdao V(I;) D V(Iy).
(b) Se Vi C Vs, entao I(Vy) D I(V3).
onde I, Iy C k[zo,...,x,] sdo ideais homogéneos e Vi, Vo, C P" variedades projetivas.
Demonstracao: Analogo ao caso afim.

[ |

Proposicao 4.26 Seja £ um corpo infinito. Sejam V' C k™ uma variedade projetiva,
entao V(I(V)) = V.

Demonstracao: Analogo ao caso afim.

Proposigao 4.27 Seja I C k[zo,...,x,] um ideal homogéneo. Entao r(I) é um ideal
homogéneo.
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Demonstragao: Se f € r(I), entdo f™ € I, para algum m > 1. Se f # 0, decomponha f
em suas componentes homogéneas

f:Zfzzfmax+Z fi7

onde fq. € a componente homogénea nao nula de grau maximal em f. Expandindo a
poténcia f, é facil mostrar que

(fm)mam = (fmaz)m'

Como I é um ideal homogéneo, (f™)maz € I. L0go, (fimaz)™ € I, entao fra. € r(1).

Se definirmos ¢ = f — fiae € () e repetir o argumento, obtemos g € 7r(I).
Mas gmae: € também uma das componentes homogéneas de f. Aplicando esse raciocinio
repetidamente, mostra-se que todas as componentes homogéneas de f estao em r([).

[ |
Teorema 4.28 (Teorema dos zeros de Hilbert Fraco) Sejam k um corpo algebricamente
fechado e I um ideal homogéneo em k[xg,...,z,|. Entdo as afirmagoes a seguir sao
equivalentes:

(a) V(I) é vazio.
(b) Para cada 0 < i < n, existe um inteiro m; > 0 tal que z" € I.
(c) Existe algum r > 1 tal que (zq,...,z,)" C I.

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 8, Sec¢ao 3, Teorema 8.
|

Teorema 4.29 (Teorema dos zeros de Hilbert forte) Sejam k um corpo algebricamente
fechado e I um ideal homogéneo em k[zo, ..., x,]. Se V = V(I) é uma variedade projetiva
ndo vazia em P", entdo I(V (1)) = r(I).

Demonstragdo: Defina o cone afim Cy = V,(I) C k"', Entao, I,(Cy) = I(V). De
fato, suponha que f € I,(Cy). Dado P € V, qualquer coordenada homogénea de P é
um ponto em Cy. Como f se anula em Cy, segue-se que f(P) = 0. Por defini¢ao, isso
implica f € I(V). Reciprocamente, tome f € I(V). Como qualquer ponto diferente de
zero de Cy da coordenadas homogémeas para um ponto em V', segue que f se anula em
Cy — {0}. Resta mostrar que f se anula na origem. Como I(V') é um ideal homogéneo,
sabemos que as componentes homogéneas f; de f também se anula em V. Em particular,
o termo constante de f, que é a componente f; de grau 0, deve se anular em V. Como
V # 0, isso forca fy = 0, o que significa que f se anula na origem. Assim, f € I,(Cy).

Pela forma afim do Teorema dos Zeros de Hilbert, sabemos que r(I) = I,(V,(I)).
Entao

r(I) = LV (1)) = L(Cy) = L(V) = (V(I)).

Teorema 4.30 Seja & um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijecao, que re-
verte a inclusao, entre as variedades projetivas em P" e os ideais radicais homogéneos
propriamente contidos em (zo, ..., x,) de k[x,..., z,].
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Demonstracao: Uma consequéncia do teorema dos zeros de Hilbert fraco é que os tnicos
ideais homogéneos radicais I tal que V(I) = @ sdo (vg,...,2,) € k[x1,...,2,]. Se-
gunda observagao, é que se I é um ideal homogéneo diferente de k[zo,...,xz,]|, entdo
I C(xo,...,xn).

Essas obsevagdes mostram que os ideais homogéneos radicais com V(I) # 0 sdo pre-
cisamente aqueles que satisfazem I & (zo,...,2,). Entdo, a prova segue como no caso
afim, usando o teorema dos zeros de Hilbert forte.

[
Fecho Projetivo de uma Variedade Afim
Defini¢ao 4.16 Seja [ um ideal em k[zy,...,x,]. Definimos a homogeneizacdo de I
sendo o ideal
"= (f"f €I) Cklzo,..., 2,
Observagao 4.4 Se um ideal I C k[zy,...,x,], a homogeneizacdo I" é um ideal homo-

géneo em k[zo, ..., x,].

Exemplo 4.7 Considere [ = (fy, fo) = (xo — 3,13 — x3), 0 ideal afim da cibica torcida
em R3. Homogeneizando f; e f5, temos o ideal

2 2 3
J = (voxg — o7, 2325 — x7) C Rlxg, 21, 29, x3).
Afirmamos que J # I". De fato, considere o polinémio

f3 = f2 —$1f1
= T3 — xi’ — xq(x9 — x%)

= T3 — T1T2.

Como f3 € I, temos que ff é um polinomio homogéneo de grau 2 em I*. Como os
geradores de J sao homogéneos de grau 2 e 3, respectivamente, teriamos que ter

f:? = Alflh + A2f2h-

Entdo, usando as expansdes de A; e Ay em componentes homogéneas, veriamos que f2 é
um miltiplo constante de fI'. Mas, claramente, ¢ falso, entao f ¢ J e J # I".

Definicao 4.17 Dada uma variedade afim W C k", o fecho projetivo de W é a variedade
projetiva

W = V(I (W) c P
onde I,(W)" C k[xo, ..., z,] é a homogeneizacdo do ideal I,(W) C k[zy,. .., z,].
Proposicdo 4.31 Sejam W C k™ uma variedade afim e W C P" o fecho projetivo. Entdo:
(a) WNUy=Wnk"=W.
(b) W & a menor variedade projetiva em P" contendo W.

(c) Se W & irredutivel, entdo W ¢ irredutivel.
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(d) Nenhuma componente irredutivel de W esta no hiperplamo no infito V(xq) C P™.

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 8, Se¢ao 4, Proposicao 7.
|

Proposigao 4.32 Seja k um corpo algebricamente fechado. Seja I C k[xy,...,z,] um
ideal. Entao, V(I") C P" ¢ o fecho projetivo de V,(I) C k™.

Demonstragao: Ver |5], Capitulo 8, Secao 4, Teorema 8.

Espacos Lineares

Definicao 4.18 Seja k™! um k-espaco vetorial. Defina a aplicacdo

I1: k™ — {0} — P"
v [v] =7

Dado P € P" denotaremos por P qualquer elemento de k"' — {0} tal que H(ﬁ) =P.

Defini¢cdo 4.19 Um conjunto X C P" é um espaco linear quando X = II(W — {0}),
para algum espaco vetorial W C k"1,

Exemplo 4.8

Todo P € P™ & um espago linear, pois P = II(l — {0}) onde [ é a reta gerada por P.
O conjunto @ é um espago linear, pois @ = II({0} — {0}).

O espago projetivo P é um espaco linear, pois P* = II(k"™! — {0}).

Um hiperplano H = V(agzg + + -+ + a,x9) C P" é um espago linear, pois H =
II(H — {0}) onde H = V,(apzg + - - + apz,) C k"

(e) Dada a variedade projetiva V' = V(Lq,...,L.) C P". Entdo V é um espaco linear
se Li,..., L. sdo polindmios homogéneos de grau 1, pois V = II(V — {0}) onde
V =V.Li,...,L) C k",

Definigao 4.20 Seja X um espago linear de P". Definimos a dzmensao de X, denotado
por dim(X), por dim(X) = dim(X) — 1, onde TI(X — {0}) =

Exemplo 4.9
(a) O ponto P € P" tem dimensao
dim(P)=dim(l)—1=1-1=0
onde [ é a reta gerada por P.
(b) A dimensdo de @ é

dim(2) = dim({0}) —1=0—1= —1.
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(¢) A dimensao do espaco projetivo P" é
dim(P") = dim(k"™) —1=n+1—-1=n.
(d) A dimensao de um hiperplano H = V(agzo + -+ + a,z9) C P" &
dim(H) = dim(H) —1=n—1
onde H = V. (apzo + -+ - + apz,) C k"

(e) Dada a variedade projetiva V' = V(Lq,...,L.) C P". Se os polindmios homogéneos
Ly,...,L.s30 de grau 1 e linearmente independentes, entao a dimensao de V' é

dim(V) =dim(V)—1=n+1—-c—1=n—c
onde V =V, (L,...,L.) C k™.

Definicao 4.21 Dados Py, ..., P, € P" definimos o espaco linear gerado por Pi,..., P
(ou 0 span de P, ..., P), sendo o seguinte conjunto

(Pr,...,B) =1((P,..., P — {0})
:{PC}P’"Iﬁ:alﬁ\l—l—---—kakﬁ;, a,...,ap € k}.

Definigao 4.22 Dizemos que Py, ..., P, € P" sao independentes(linearmente ou projeti-
vamente) quando dim({(Py,..., P)) =k — 1.

Exemplo 4.10 Seja P, = (1:0:0),P, = (0:1:0),P3=(1:1:0) € P*R). Temos

que, PN
dim(<P1,P2,P3>) = dim(<P1,P2,P3>) —1=2-1=1.

Como a dim({Py, P», P3)) =1 # k—1, onde k = 3, entao P;, P, e P3 nao sao independentes.
Exemplo 4.11 Seja P, = (1:0:0),P,=(0:1:0),P3=(0:0:1) € P*(R). Temos

que, P
dlm(<P17P27P3>) = dlm(<P1,P2,P3>) —1=3-1=2.

Como a dim((Py, Py, P3)) =2 =k — 1, onde k = 3, entdao P;, P, e P3 sao independentes.

Definicao 4.23 Dados os espacos lineares X e Y em P" definimos o espaco gerado por
X e Y, sendo o seguinte conjunto

(X,Y) =TI(X +Y — {0}).
Se X =(P,...,PyeY =(Q1,...,Q;),onde Py,... P, Q1,...,Q; € P" entdo
(X,)Y)=(P1,...,P,Q1,...,Qp).
Lema 4.33 Sejam FE;, 5 C k™ espacos vetoriais. Entao
dim((Ey, Eq)) = dim(Ey) + dim(Ey) — dim(E; N Ey).

Demonstragao: Ver 6], Capitulo 7, Teorema 7.1.
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Proposicao 4.34 Sejam X,Y C P" espagos lineares. Entao
dim((X,Y)) = dim(X) + dim(Y) —dim(X NY).

Demostracao: Sejam XeY subespacos vetoriais de k"', tais que X = H()A( —{0}) e
Y =1II(Y — {0}). Pelo Lema 4.33, segue que

dim((X,Y)) = dim((X,Y)) — 1
= dim(X) + dim(Y) —dim(X nY) — 1
=dim(X) —1+dim(Y)—1— (dim(X NY) —1)
=dim(X) +dim(Y) —dim(X NY).

Defini¢ao 4.24 Seja X = V(fi,...,fs) C k™. Definimos o espaco tangente a X em p,
como sendo

OPX = V<dp(f1)7 s 7dp(f$))‘
Se X C k™ é uma variedade afim parametrizada por
fE™ = k"
t— (fl(t)7 ceey fn(t))a

onde t = (ty,...,t,). Definimos o espaco tangente de X em p = f(tg) € X como sendo

0 0
OpX = p—i— <a_t{(t0)a ceey %(t0)> )

onde —=(ty) é um vetor direcdo de k™.

ot;

Definicao 4.25 Seja X' = V(f,..., f;) C P". Identificamos k™ por meio de uma carta,
digamos k™ = Uy (Proposi¢ao 4.17). Tomando X = k"N X' e P € X, definimos o espago
tangente a X’ em P, como sendo o fecho projetivo do espago tangente afim, ou seja,

TpX' = OpX.

Proposicao 4.35 Seja X C P"” uma variedade projetiva. Entao, existe um aberto U C
X, tal que a dimensao de TpX ¢é fixa, para todo P € U.

Demonstragao: Ver [14], Capitulo 2, Teorema 2.3.

Definicao 4.26 Seja X C P" uma variedade projetiva. Definimos a dimensao de X como
sendo
dimX = dimTpX,

onde P € U, sendo U o aberto da Proposigao 4.35.
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Transformacoes Lineares Projetivas

Seja GL(n + 1,k) o conjunto das matrizes invertiveis (n + 1) X (n 4+ 1) com entradas
em k. Dado A € GL(n + 1, k), sabemos que A induz uma aplicac¢ao linear

A : kn—i—l SN kn—l—l

que é um isomorfismo, pois A é invertivel. Esta aplicacio leva subespacos de k"' a
subespacos de mesma dimensao em k"', restringindo a subespacos de dimensao 1, segue
que A leva uma reta através da origem para uma outra reta através da origem. Assim, A
induz uma aplicacao

AP —P"
Chamamos tal aplicacao de transformacao linear projetiva.
Sejam P = (by : ... :b,) € P" e A: P* — P" uma transformagao linear projetiva,
temos que
A(P) = (agobo + - - - + aonbp = ... = anobo + -+ + Anpby),

onde A = (a;;), para 0 <1,j < n.
Dada uma variedade V.C P" e A € GL(n+1, k), podemos aplicar A a todos os pontos
de V, para obter

A(V) = {A(P)|P € V} C P".

Proposicao 4.36 Sejam V' C P” uma variedade e A € GL(n+1,k). Entao, A(V) é uma
variedade.

Demonstra¢ao: Suponha que V = V(fi,..., fs), onde cada f; é homogéneo. Como A é
invertivel, defina B = A~'. Entdo, para cada i, seja g; = f; o B. Se B = (b;;), temos

gi(an o >$n) = fi(bOO-rO +---+ bOnxna o >bn0x0 +---+ bnnxn)

Observe que g; ¢ homogéneo de mesmo grau que f;.

Afirmamos que A(V(f1,..., fs)) = V(q1,...,gs). Defato,se A(P) € A(V(f1,...,fs)),
onde P € V(fi,..., fs)), temos

9i(A(P)) = gi o A(P)
= fioBo A(P)
= fi( P)
= 0.

Entao, A(P) € V(g1,...,9s). Logo, A(V(fi,...,fs)) C V(g1,...,9s). Por outro lado, se
r € V(g1,...,9s), temos que g;(z) =0 e, assim

= fio B(z) =0

= fi(B(x)) =0

= B(x) € V(fi,.... )

~ o= A(B)) € AV (.. 1)

Assim, V(g1,...,95) C A(V(f1,...,[fs)) e, portanto, A(V(f1,...,fs)) = V(g1,...,9s) €
A(V) é uma variedade.
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Definigao 4.27 Sejam V' C P" uma variedade e A € GL(n 4+ 1,k). Dizemos que V e
A(V') sdo projetivamente equivalentes.

Observagao 4.5 Podemos considerar A = (a;;) como se estivesse transformando o, ..., z,
em novas coordenadas Xg, ..., X, definida por

n
Xi: E CLij.I'j.
Jj=0

Pela Proposicao 4.36, podemos pensar a variedade A(V) como a variedade original V
usando outras coordenadas homogéneas.
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5 Variedades de Segre-Veronese

Nesse capitulo, daremos as definicoes e alguns exemplos de variedades de Veronese,
variedades de Segre e variedades de Segre-Veronese, as referéncias sao 8] e [7].

Veronese

Definicao 5.1 Sejam n e d inteiros positivos. Entao a variedade de Veronese V' é dada
pela imagem da aplicacao

n . mn N
vy Py =P

(xo:xy i xp) = (Mo,..., My),

em que N = ("zd) —1e My,..., My sao todos os mondémios de grau d nas varidveis
Loy Tp.

Definicao 5.2 Uma curva racional normal C' C P™ é uma curva projetivamente equiva-
lente & variedade de Veronese V/".

Exemplo 5.1 A variedade de Veronese V3! ¢ a imagem da aplicagao
vy Pl — IP;
(w0 : 21) = (23 : moxy @ T7).
Desta forma, temos que V3 = V(yoy2 — y}) contido em P2
Exemplo 5.2 A variedade de Veronese V7' ¢ a imagem da aplicagio
vy : Py — P
(w0 : 1) = (23 : 2321 w2} : 2}).

Neste caso, temos que Vo' = V(yoys — Y12, Y3 — Yol2, Y2 — y1y3) & uma cibica torcida em
IP3.
Exemplo 5.3 A variedade de Veronese V' é a imagem da aplicagao

vy P — pU -

(o i mp) > (] oy -1 22).

Exemplo 5.4 Dada a variedade de Veronese V' podemos representar ela na forma ma-
tricial. Considere a variedade V? dada pela imagem da aplicagao

2. p2 5
vy Py = P)

. . 2, . C 2 -1
(o : 1 @) = (5 : Loy : ToTg : XY T T1T2 ¢ T5),
entao a matriz simétrica P dada por
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T3 TT1 ToTo
_ 2
P = Tor1 Ty T1T2 |,
Tolg T1T2 [E%

é a representagao matricial de V2.

Proposicao 5.1 Seja A uma matriz m X n nao nula. Entao o posto da matriz A é igual
a 1 se, e somente se, existem vetores x € k™ e y € k™ ndo nulos tais que A = 27y.

Demonstracao: Suponha que o posto de A seja 1. Entao todas as colunas de A sao

miultiplas de um vetor v = (vy,vs,...,0,) € k™. Dali,
T\, T T
A = (av'|agv’ |- -+ |apv®).
Seja o vetor a = (ay, as,...,a,) € k™, temos que
1
V2
UTa: . (CL1 as - an)
U,
v1a1  vViaz - U1Gp
V21 V2Gz -+ V20p
Um@1 UmQ2 - Uplp
= (ayv” |agv” |- - a0 == A.
Basta entdo tomar x = v e y = a. Por outro lado, suponha que A = 27y, onde
r=(x1,...,Zm) €y = (y1,...,Yn). Dessa forma,
T1Yyr 1Yz o TiYn
T2y X2Y2 - T2lYn
_ _ Ty, T T
A= : S = (o |yex |- |yna” ).
ITm¥Y1 Tm¥Y2 - TmUn

Dessa forma, todas as colunas de A sdo miltiplas de z7 e portanto, o posto de A & igual
al.
[

Proposicao 5.2 Seja A uma matriz nao nula quadrada de ordem n. FEntao A é uma
matriz simétrica de posto 1 se, e somente se, existe um vetor x € k™ nao nulo tal que
A=ax"z.

Demonstracao: Suponha que A seja uma matriz simétrica de posto 1. Como o posto de

— €
[Jul]

Y= ﬁ e escreva A = Bxly, onde B = ||u||||v||. Como A ¢ uma matriz simétrica, entdo

A éigual a 1, pela Proposicao 5.1, existem u,v € k" tais que A = vv. Sejam = =

Byle = AT = A = BaTy = yTo = 2Ty.
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Multiplicando ambos os lados por y & esquerda e por z7 & direita e lembrando que z e y
sao unitarios, obtemos

lylPllz|]? = 1 = yy"aza” = yaTya™ = (ya™)?.
Sendo assim, os vetores x e y sao linearmente dependentes. Como ambos sao unitarios,
segue que y = +x e, portanto, A = £BxTx. Por outro lado, se existe z € k™ tal que
A = az’z, entdo
AT = (azT2)! = axlo = A

e portanto, A é simétrica. Além disso, pela Proposicao 5.1, A tem posto 1.
[ |

Exemplo 5.5 A variedade de Veronese V32 pode entao ser identificada como o espago das
matrizes simétricas 3 X 3 de posto 1. De fato, seja

(2. . Co2. 2 2
p= (xo L XOTy XX XT LTy 1 x5) € Vi
O ponto (22, zor1, ToTa, £2, T1T2, 22) € kb é um representante de p e podemos escrever
0> 4041y LOL2y L, )’ 2
I% Tol1 T2

2 2 2\ _ 2
(%7$0$1>$0$2,$1>$11’2,$2)— ToTy TY X122
2
Loy T1T2 X3

o
= | = (mo 1 xz)::A
T2
Pela Proposicao 5.2, temos que o posto de A é 1. Por outro lado, dada uma matriz B

simétrica 3 x 3 de posto 1, pela Proposicdo 5.2, temos que existe um vetor z € k? tal que
B = az"z. Escreva v = (19, 21, 72). Dai, temos que

Zo
B=al| o1 |(z0 =1 )
4

I‘g Tol1 T2

= Lol l’% ZE1I2

Toly T1T2 I%
2 2 2 2
= a(xg, xox1, Tox”, TT, T1T2, T3).
E em coordenadas homogéneas, temos que

2 2 2 2, : C a2 .2
a(xy, o1, ToTa, TT, T1T2, T3) € (XTF : XLy @ TeTa @ T] : T1Tg : Tj).

Segre

Defini¢ao 5.3 Seja n = (ng,...,n,) uma r-upla de inteiros positivos. Definimos a vari-
edade de Segre S™ sendo a imagem da aplicacao a seguir:

PP X x P PN

([El, e ,ZL‘T) — (Ilill'gw c Ly, |Zj =0,... ,TLj).
onde xp = (Tko © ... Thny) eN:H(ni—f—l)—l.
=1
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Exemplo 5.6 Tome n = (1,1). Dai,

N

1+1)(1+1)—1=3,
Logo, a aplicacao ¢
sV Pl x P — P
((wo : @1), (Yo : y1)) = (Tovo : Toyr : T1Yo : T1Y1).-

Temos que a variedade de Segre ¢ S = V(zgz3 — 2129).
Exemplo 5.7 Tome n = (2,1). Dai,

N=@2+1)(1+1)—1=5.
Logo, a aplicacao é

sV P2 x Pl — P
((zo: 2y : $2)7 (?JO : y1)) = (ToYo : ToY1 : T1Yo : T1Y1 © TaYp $2yl)-

Temos que a variedade de Segre & SV = V(2923 — 212, 2324 — 2223).

Segre-Veronese

Definigao 5.4 Sejam n = (n4,...,n,) ed = (dy,...,d,) duas r-uplas de inteiros positi-
vos. Entao a variedade de Segre-Veronese SV é dada pela imagem da aplicacao

sUf P X x P — PN
(21, ..., 2.) = (M, ..., My),

. i +d; . -
onde N = H (n * ) —1e M,,..., My sao todos os monémios de grau d; em relacao
i=1

n;
as varidveis de P parai=1,...,r.
Exemplo 5.8 Quandor >1ed; =---=d, =1, temos a variedade de Segre, dada pela

imagem da aplicacao

sv,qy P P X X P — PN
(xla"wIT’)H (MO : MN)7
onde M; sao todos os monomios de grau 1 nas varidveis de P" para cadaz=1,...,r e
r ny + 1 T
N = —1= n; +1)— 1.
Il (" [T+ 1

Exemplo 5.9 A variedade de Segre-Veronese SV((L’l)) é dada pela imagem da aplicagao

31)8;)) P! x Pt — P3

(o : 21), (Yo = y1)) = (ToYo : Toy1 : T1yo : T1Y1)-
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Exemplo 5.10 A variedade de Segre-Veronese SV((ll’f)) é dada pela imagem da aplicacao

‘Pl x P2 5 PP

N
~— —

(17
SV
(o 1 21), (Yo 1 Y1 y2)) = (ToYo : ToY1 : ToYa : T1Yo * T1Y1 : T1Ya)-

Exemplo 5.11 A variedade de Segre-Veronese S ‘/((1121)) é dada pela imagem da aplicacao
sv((i;)) (P x P! — PP
((wo 1), (Yo 2 1)) = (iong " ToYolr ¢ 3609% : xlyS s T1Yolr 96’1?/%)-

Exemplo 5.12 A variedade de Segre-Veronese SV((;’;)) é dada pela imagem da aplicacao

sv((;;; P! x Pt — P8

(w0 : 1), (Yo : y1)) = (T2YR : Toyoyr © TAYT : ToT1YG © ToT1Yolr & ToT1Y: © T2Yg © T1YoY1 : TIYL).

Exemplo 5.13 A variedade de Segre-Veronese S ‘/((12’21)) é dada pela imagem da aplicacao

sviy) i Pt x Pt — PP

(w0 : 12 m2), (Yo 1 1)) = (Toys : ToYoY1 © ToVs : T1Ys * T1YoY1 & T1Y5  Tola © ToYoYi & Tayfs).

Todas as variedades de Segre-Veronese sao variedades projetivas, ou seja, sao dadas
por zeros de polindmios homogéneos.
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6 Defeitos Secantes

Na primeira secao, definiremos a variedade secante e discutiremos o significado de uma
variedade ser defeituosa, o principal assunto deste trabalho. Caso o leitor queira se apro-
fundar sobre o assunto, pode consultar em [8], que sera a referéncia usada nesse capitulo.
Ainda na primeira secao, apresentaremos o Teorema de Alexander e Hirschowitz. Na se-
gunda secao, daremos exemplos de como determinar, em alguns casos, se uma variedade
de Veronese é ou nao h-defeituosa.

6.1 Definicoes, Exemplos e o Teorema de Alexander e

Hirschowitz

Definicdo 6.1 Sejam X C PV uma variedade projetiva. Definimos a h-secante de X,
como sendo o conjuto

Sec,(X) = U (P1,- - Dh)-

pi€X

Observagao 6.1 Dada uma variedade projetiva X C PV, entdao a Sec,(X) também é
uma variedade projetiva contida em PV, para mais informacdes o leitor podera consultar
a referéncia 8] Se¢ao 1.1 do Capitulo 1.

Definicao 6.2 Seja X C PV uma variedade projetiva de dimensdo n. A dimensdio es-
perada de Secy,(X), denotada por Expdim(Secy, (X)), serd a dimensdo maxima que ela
pode ter. A dimensao esperada é dada por

Expdim(Secy(X)) = min{h(n+1) — 1, N}.

Deste modo, caso
dim(Secy (X)) < Expdim(Sec,(X)),

diremos que X é h-defeituosa.

Exemplo 6.1 Toda variedade projetiva X C PV nao é 1-defeituosa.

De fato, seja X uma variedade projetiva de dimensao n, entao

Sear(X) = | ) = J{p} = X

peX peX

A dimensao esperada de Sec;(X) é
Expdim(Sec; (X)) ={1(n+1)—1,N} =n.

Logo,
dim(Seci1(X)) = dim(X) = n = Expdim(Sec,(X)).

Portanto, a variedade projetiva X nao é 1-defeituosa.
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Defini¢ao 6.3 Seja X = V(fi,..., fs) uma variedade projetiva. Definimos o conjunto
stngular de X como sendo

Sing(X) :={P € X|V[fy(P)=0,Vi=1,... s}

Proposigao 6.1 Seja X uma variedade projetiva. Entao X C Sing(Seca(X)).

Demonstragao: Ver |8], Capitulo 1, Proposi¢ao 1.2.2.
|

Proposicio 6.2 Seja X uma variedade projetiva de PV de dimensio n. Se X é h-
defeituosa, entao X é k-defeituosa para todo k > h.

Demonstracao: Basta mostrar que X é h + 1-defeituosa. Como X é h-defeituosa, temos
que

dim(Secy (X)) < Expdim(Secy (X)) = min{h(n+ 1) — 1, N}, onde n = dimX.

Pela Proposigao 1.3.1 do Capitulo 1 do livro [8], temos que a dimensao da Secy1(X) é
no maximo dim(Sec,(X)) +n + 1. Logo

dim(Secp41(X)) < dim(Sec, (X)) +n+1
< Expdim(Secy (X)) +n+1
=min{(h+1)(n+1)—1,N}
= Expdim(Secp1(X)).

Mostrando que X é (h + 1)-defeituosa.
[

Corolario 6.3 Seja X uma variedade projetiva de PY. Se X ndo é h-defeituosa, entdo
X nao é k-defeituosa para todo k < h.

Exemplo 6.2 A variedade de Veronese V3 ¢ 2-defeituosa.
De fato, dada a aplicacao de Veronese
vs P2 — IP’;

(2o : 21 2 m9) > (3 2 Doy : ToTo 1 X5 Ty Ty 1 XF),

onde x = (xo:21:@a) ey = (Yo:Y1:Y2:Ys:Ys:Ys)
Primeiro, calculemos a dimensao esperada de Secy (V)

Expdim(Secy(Vy)) = min{2(2+1) — 1,5} = 5.

Agora, considere o ponto P = (22 : woxy : mows 1 23 : 179 1 23) € V2. Podemos ver o
ponto P da seguinte maneira

T3 TT1 ToTo o 0 0 To X1 Ty
P=| wor; 22 ximo | =| 0 21 O To T1 T
ToTy T1Zo x% 0 0 =9 Ty T1 X9
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Logo, como a matriz

0 T 0

tem posto entre 1 e 3 e a matriz

To T1 T2
To T1 T2
g T1 T2

tem posto 1, entdao o posto da matriz P é 1. Portanto podemos considerar V> um sub-
conjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo

Secy(VE) C {M + N; M, N € Ms,3 matrizes simétricas de posto 1}
= {M € Ms3| matriz simétrica de posto 2 ou 1}
= {M € Mj3y3|M matriz simétrica de determinante nulo}

= V(det(M)) = V((yoysys + Y1¥ay + Y2Y1¥a — Yays — Yils — YoUi))-

Dessa maneira Secy(Vy?) ¢ uma hipersuperficie de grau 3 em P?, logo a codimensio ¢
1 e a dimensdo dela é 4, porém a dimensao esperada de Secy(Vy?) é 5. Portanto, V2 é
2-defeituosa.

Uma questao que surge de imediato é: Quais variedades de Segre-Veronese sao defei-
tuosas? Quais nao sao defeituosas? Este problema ainda estd em aberto. Porém, existem
resultados que classificam algumas dessas familias. Um dos teoremas que busca reali-
zar essa distincdo é o Toerema de Alexander e Hirschowitz, que diz quais variedades de
Veronese sao defeituosas. O teorema encontra-se em [9].

Teorema 6.4 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) As variedades de Veronese V' sdo
nao defeituosas, exceto os seguintes casos:

O objetivo desse trabalho é provar o Teorema de Alexander e Hirschowitz. Dito isso,
a demonstracao do teorema consiste em dois passos gerais: primeiro precisamos mostrar
que as variedades que se encontram na tabela sao de fato defeituosas e em, segundo,
que as variedades que nao estao na tabela, ndo sao defeituosas. A dificuldade da prova
se encontra no segundo passo, onde precisaremos de ferramentas mais robustas, como o
conceito de esquemas, que discutiremos no Capitulo 8.

6.2 Lema de Terracini

Quando formos provar alguma propriedade, provaremos para pontos gerais, ideia essa
que serd utilizada muitas vezes durante esse trabalho. Tendo em vista a topologia de
Zariski, podemos definir o conceito de ponto geral e pontos gerais da seguinte forma:

Definicao 6.4 Uma propriedade p a respeito de uma variedade algébrica X C P" é
dita geral se ela for satisfeita em um aberto nao vazio. Dizemos que um ponto é geral
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para a propriedade p se existe um aberto nao vazio contendo este ponto satisfazendo a
propriedade p. Dizemos também que Pi,..., P, € X sao gerais para a propriedade p se
existe um aberto nao vazio de X" contendo (P, ..., P,) e satisfazendo p.

Observacao 6.2 Como todo aberto nao vazio de P" é denso, na topologia de zariski,
entao nao ha problema em aplicar seguidamente varios resultados que utilizam o conceito
de propriedade geral. Isso segue do fato de que a intersecoes de abertos nao vazios e
densos é também um aberto nao vazio e denso.

Exemplo 6.3 Trés pontos gerais de P? nao estao alinhados. De fato, basta mostrar que
V ={(p,q,r) € P* x P* x P?|p, q,r estdo alinhados}

¢ um fechado de P? x P? x P2,
Dados p = (2o, 21, %2),q = (Yo, Y1, %2),7 = (20, 21, 23) € P2, Logo, p, ¢ e 7 sao alinhados
se, e somente se,

g T1 T2
Posto| yo y1 y2 | <2
20 R1 <2
Ty T1 T2
< Det| yvo y1 y2 | =0
20 A1 =2

& Toy122 + T1Y220 + TaYoz1 — T2Y120 — TeYe21 — TiYoze =: = 0.

Entao, F' é um polindmio homogéneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variavéis
T,y,z e, assim, V = V(F) C P2 x P2 x P2 & um conjunto fechado.

Exemplo 6.4 Se p e m em P? sao um ponto e um plano gerais, entdao p ¢ w. De fato,
como 7 é um hiperplano em P?, existe um polindémio G := zoxo+ 2171 + 2272 homogéneo de
grau 1 em k[xg, 21, 23], tal que 7 = V(G), se considerarmos o conjunto dos hirperplanos,
temos que

{2070 + 2171 + 2079 = 0] (20 : 21 : 22) € P} = P2,

Logo, p = (yo : 11 : y2) € T se, e somente se,
20Yo + 21Y1 + 2oy = F =0,

onde F' é um polindmio homogéneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variavéis y, z
e, assim, mostrando que V(F) C P2 x P? é o conjunto fechado onde p € .

Lema 6.5 (Lema de Terracini) Seja X C P" uma variedade projetiva. Seja P € Secy(X)
um ponto geral tal que P € (Py,...,P,) e Pi,..., P, € X pontos gerais. Entao
TpS@Ch(X) = <Tp1X, . ,Tp

h

X)),

Demonstragao: Ver |8], Capitulo 1, Teorema 1.3.1.

|

Observe que, como dim(TpSecy(X)) = dim(Secy (X)), pelo Lema de Terracini, temos
que

dim(Sec,(X)) = dim({(Tp, X, ..., Tp

h

X)).

desta forma, segue o seguinte corolério:
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Corolario 6.6 Seja X uma variedade. Se existem Py, ..., P, € X pontos gerais tais que
dim(Py,...,Py) = h—1e dim(TpX,...,Tp, X) = Expdim(Secy,(X)), entdo X ndo ¢é
h-defeituosa.

Lema 6.7 Sejam py,...,p, € P" pontos em posicao geral. Entao existe um transforma-
¢ao linear projetiva ¢ : P* — P" tal que

@(p()) = €0,
¢(p1) = e1,

@(pn):€n7
ondeey=(1:0:0:...:0:0),e;=(0:1:0:...:0:0),...,e,=(0:0:0:...:0:1).

Demonstracao: Sejam pg, p1, - .., Ppn pontos em posicao geral. Tome vy, vy, ..., v, pontos
em k"1 tal que p; = [v;], ou seja, v; ¢ um representante da classe de equivaléncia p;,
ver Definicao 4.10, para cada ¢ = 0,1,...,n. Dessa forma, vg,vq,...,v, formam uma
base do espago vetorial k" e | assim, como ¢, = (1,0,0,...,0,0), ¢ = (0,1,0,...,0,0),

.., €, =(0,0,0,...,0,1) também é uma base do espago vetorial k"', existe o seguinte
isomorfismo linear A : k"1 — k™! tal que A(v;) = ¢; para todoi = 0,1,...,n. Portanto,
A é a transformacao linear projetiva desejada, pois € é um representante da classe de

equivaléncia e;, para cada ¢ =0,1,...,n
[ |

Lema 6.8 Se X C PV ¢ uma variedade projetiva nao degenerada e dim Sec, X = N — 1,
entao dimSecp1 X = N.

Demonstragao: Ver |8], Capitulo 1, Proposi¢ao 1.2.2.

|
Exemplo 6.5 A variedade de Veronese V3 ¢ 2-defeituosa.
De fato, dada a aplicacao de Veronese
vy P2 — ]P)Z
(zo : @1 m9) > (] 2 Ty © TeTo 2 TT : T1To 1 TF).
A dimensao esperada de Secy (V) é
Expdim(Secy (V) = min{2(2+1) — 1,5} = 5.
Sejam p e q pontos gerais de P2. Podemos supor, pelo Lema 6.7, que p = (1 :0)eq=
(0:0:1), sem perda de generalidade. Agora, considere P = 112( )=(1:0:0:0:0:0)

e@Q=v3(¢)=(0:0:0:0:0:1) em P°.
Tomando a reta gerada por p e q

L= (p.q)={(a:0:0)|(a:b) € P},

podemos restringir o dominio da aplica¢ao v3 & reta L, isto é

vy, (p,q) = Py
(a:0:b) = (a*>:0:ab:0:0:b%).
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Entao, C' = U§|L(L) ¢ uma conica em P2, pois C' = V(yoys —y2) C P2 = V(y1,y3,y4) C
IP5.
Por fim, pela Definicao 4.26, temos que

dimTpC = dimToC = dimL = 1.
Logo, TpC e ToC sao retas em P2, Assim, segue que
TpC =11(H, — {0})
ToC =11(H, — {0}),

onde H;, H, sido planos passando pela origem em k2 e II & a aplicacido definida em 4.18.
Obeserve que, pela Definicao 4.20, temos que

dimH, = dimHy = 2,
em k3 e, como Hy # H,, pois TpC # TpC, temos que
H N Hy =1,

onde [ ¢ uma reta em k3 passando pela origem. Assim, P := II(I — {0}) pertence a
TpC NTQC. Logo,
P eTpCNTeC CTpVy NTVy.

Deste modo, pelo Lema de Terracini 6.5, concluimos que
dim{TpVy, ToVy) < 4 < 5 = Expdim(Secy(Vy))
e, assim, a variedade de Veronese V> é 2-defeituosa.

Exemplo 6.6 Uma outra forma de ver que a variedade de Veronese V3 ¢ 2-defeituosa é
a seguinte:

considere a aplicacao de Veronese
vy - P? — PP
(zo 1 @1 @) > (] 1 Ty @ TpTo 1 TT : T1To 1 TF).
Primeiro, calculemos a dimensao esperada de Secy(V22)
Expdim(Secy (V) = min{2(2+1) — 1,5} = 5.

Agora, tome dois pontos gerais p,q € P?, sem perda de generalidade, pelo Lema 6.7,
podemos considerar p = (1:0:0) e g = (0:0: 1), considere também

P=v3(p)=(1:0:0:0:0:0) € P®

Q=3¢ =(0:0:0:0:0:1) € P°,

Com isso, vamos construir os espacos tangentes TpVy e TV, Tome zo = 1, pela
Proposicao 4.17, considere a aplicacdo de Uy = k% em V) = k°:

p:Uyg—=W

(:El: 132) — (xh X2, Z’%, T1X2, x%)
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Assim, temos que

0
a_;ol = (1,0,21’1,1’2,0)
Oy
— =(0,1,0 21).
81’2 ( , 1, U, T, x?)
Logo,
©(0) = (0,0,0,0,0) =0
d¢
—(0) = (1 0,0):=¢1
81’1(0) ( 70707 9 ) €1
Dy
—(0) =(0,1,0,0,0) :=25
S2(0) = (0.1,0,0,0)
Portanto, o espago tangente em P é
TP‘/Q <07_1 €_>
=((0,0,0,0,0),(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0))
={((1:0:0:0:0:0),(1:1:0:0:0:0),(1:0:1:0:0:0))
:<(1 0:0:0:0:0),(0:1:0:0:0:0),(0:0:1:0:0:0))
= (eo, €1, €2).
Agora, tome x, = 1, pela Proposicao 4.17, considere a aplicacao de U, = k% em
Vs = k°:

v Uy — Vs

(%;951) — (xﬁ,xoxl,xo,xixl)-

Assim, temos que

5_;:) = (21'071'17 17070)
0
Eé%-::(o,xo,o,2x1,1)
Logo,
~(0) = (0,0,0,0,0) =0
oy ~
—(0) =(0,0,1,0,0) :=
5o-(0) = (0.0.1,0.0)
oy ~
—(0) =(0,0,0,0,1) := e4.
axl() (7 3 Uy Yy ) €4
Portanto, o espaco tangente em () é
TQ‘/; - <67 A27ézl>
=((0,0,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1))
=(0:0:0:0:0:1),(0:0:1:0:0:1),(0:0:0:0:1:1))
((O 0:0:0:0:1),(0:0:1:0:0:0),(0:0:0:0:1:0))
<e57€2764>
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Desta forma, segue que
<TP‘/227 TQ‘/Q2> = <€07 €1, €2, €4, 65>'

Logo,
dim{TpVy, ToVy) = 4.

Pelo Lema de Terracini 6.5, como
dim{TpVy , ToVy) = 4 < 5 = Expedim(Secy(Vy)),
a variedade V7 é 2-defeituosa.
Exemplo 6.7 A variedade de Veronese V2 nao ¢ defeituosa.
De fato, dado o mergulho de Veronese
vs  P? — P?
(mo @1 2 m9) > () 1 Tpwy  TOTT  TETy  ToTS 1 XD L Ty T X1TG L TT1To 1 T).
A dimensao esperada de Secy (V) é
h | Expdim(Secy(V3))

2 )
3 8
4 9

Primeiro, comecemos tomando trés pontos gerais p,q,r € P2, sem perda de generali-
dade, pelo Lema 6.7, podemos considerar p = (1:0:0),¢g=(0:0:1)er=(0:1:0),
considere também

P=vip)=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0) € P
Q=02(¢)=(0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) € P*
R=vi(r)=(0:0:0:0:0:1:0:0:0:0) € P’

Com isso, vamos construir os espacos tangentes TpVi e ToVZ. Tome zo = 1, pela
Proposicao 4.17, considere a aplicacao de Uy = k% em V) = k*:

p:Uy— V)

2 2 .3 .2 2 3
(xla x2) — (xb L1, X2, Lo, Ty, T1T2,X1Tg, T1T2, .1'2).

Assim, temos que

)
87@ = (1,221,0,0, 322, 22,29, 73, 2, 0)
1
3790 = (0,0, 1, 22,0, 22, 22129, 1, 322).
2
Logo,
©(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) :=0
)
87“0(0) (1,0,0,0,0,0,0,0,0) :=
1
)
%(0) —(0,0,1,0,0,0,0,0,0) := &3
2
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Portanto, o espago tangente em P é

TP‘/E; _<Oa_17%>
— 7(0,0,0,0,0,0,0,0,0Y, (1,0,0,0,0,0,0,0,0), (0,0, 1,0,0,0, 0,0, 0))
=((1:0:0:0:0:...:0),(1:1:0:0:0:...:0),(1:0:0:1:0:...:0))
=((1:0:0:0:0:...:0),(0:1:0:0:0:...:0),(0:0:0:1:0:...:0))

(eo, €1, €3)
Agora, tome x5 = 1, pela Proposicao 4.17, considere a aplicacao de Uy = k? em
Vo = k:
v Uy — Vy

3 .2 2 2 3 ,.2
(:Ulu 132) = (x(Ja xoxla .CL’(]'TU "'UOJ Xo, x17 x17 X1, JJO'II)-

Assim, temos que

)

a’Y = (31’3,2%01’1,‘%%723]0,1,0,0,0,%1)
To

)

87 (0,22, 2911, 0,0, 322, 221, 1, 2).
T

Logo,

v(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) :=0

oy ~
—(0) =(0,0,0,0,1,0,0,0,0) :=
ax0(> (777”777)
20

—(0 0,0,0,0,0,0,0,1,0) := ¢
S0) = 1.0

Portanto, o espaco tangente em () é

0:1,0:...:0:1:0:0:0:0:1),(0:...:0:1:0:1))

ToVi2 = <6€ e;>
=((0:
=((0: 0:1,0:...:0:1:0:0:0:0:0),(0:...:0:1:0:0))

= <€97€47€7>~
Desta forma, segue que

<TP‘/‘;’;27 TQ‘/?,2> = <€07 €1,€3, €64, €7, 69>'

Logo,
dim{TpVy, ToV) = 5.

Pelo Lema de Terracini 6.5, como

dim{TpVy, ToVy) =5 = Expedim(Secy(Vy)),

logo, a variedade VZ nao é 2-defeituosa.
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Veremos agora que a variedade V2 nao ¢ 3-defeituosa. De fato, tome z; = 1, pela
Proposicao 4.17, considere a aplicacdo de U; = k% em Vi = k*:

IUIUl—)V;g,

3 2 2 2 2 3
(0, T2) = (x5, TF, To, LT, ToXs, Ta, Ty, LT, Ty).

Assim, temos que

0

au = (322,220, 1, 2202, 22,0, 0, 25, 0)
Zo

0

a,u = (0707 0,37(2),2.7]0I2,1,2&7271’0,3333).
Z2

Logo,

1£(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) := 0
op
do
op
Dy

<O> = (07 07 17 07 07 07 07 0, O) = év2
(0) =(0,0,0,0,0,1,0,0,0) := ¢g.
Portanto, o espago tangente em R é

TrVy = (0,6, 6)
=(0:...:0:1:0:0:0:0),(0:0:1:0:...:0),(0:...:0:1:0:0:0))

= <€5,€2,€6>.
Desta forma, segue que
(TpVE, TV, TRV = (e, €1, €9, €3, €4, €5, €6, €7, €9)
PV3,LQV3,LRV3 /) — (€0, €C1,€2,€C3,C4,C5,C6,C7,C9/.

Logo,
dim{(TpVy, ToVy, TrVY) = 8.

Pelo Lema de Terracini 6.5, como
dim{TpVy, ToVy, TrVy) = 8 = Expedim(Secs(Vy)),

deste modo, a variedade V2 nao é 3-defeituosa.

Por fim, pelo Lema 6.8, como Sec3(V7) tem dimensdo 8, ou seja, 1 a menos que o
espago projetivo P onde est4 ambientada a variedade de Veronese V2, entdao Secy (V)
preenche todo o espago projetivo P e, assim, a variedade de Veronese V.2 nao é defeituosa.

Exemplo 6.8 A variedade de Veronese V3 ¢ 2-defeituosa.

De fato, dada a aplicacao de Veronese

vy P3 — PP

. . . 2, . . C A2 . C 2. .2
(o : a1 @yt x3) > (T : ToXy : ToXg : ToTz @ T : T T : LT3 Ty © Toly @ T3).

A dimensao esperada de Secy (V) é
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Expdim(Secy(Vy)) = min{2(3+1) — 1,9} = 7.

Primeiro, comecemos tomando dois pontos gerais p, ¢ € P?, sem perda de generalidade,
pelo Lema 6.7, podemos considerarp = (1:0:0:0)eqg=(0:0:0: 1), considere também

P=v(p)=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0) € P

Q=v5(q)=(0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) € P

Com isso, vamos construir os espacos tangentes TpVy e TQVQ. Tome x¢ = 1, pela
Proposicao 4.17, considere a aplicacao de Uy = k% em V) = k*:

e:Uy—=W

2 2 2
(1‘17$2,$3) = ($1,$2,1‘37$1;$1I27$1$3,$27$2$3,$3)-

Assim, temos que

0

a?so - (1,0,0,2x1,x2,x3,0,0,0)
1

Iy

8_513'2 - (O, 1,0,0,1‘1,072.’E2,x3,0)

dp

a_aj?) - <0707 1707O7x1707 x272x3)

Logo,

©(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) :==0

Oy _
a—xl(O) (1,0,0,0,0,0,0,0,0) := &7
Oy
_ 1 So
83132(0) (0,1,0,0,0,0,0,0,0) := &
Oy

had 1 = .
52 (0) = (0,0,1,0,0,0,0,0,0) := @

Portanto, o espago tangente em P é

TP‘/Q _<0>_17€2763>
=((1,0,0,0,0,...,0),(1,1,0,0,0,...,0),(1,0,1,0,0,...,0),(1,0,0,1,0,...,0))
=((1:0:...:0),(1:1:0:...:0),(1:0:1:0:...:0),(1:0:0:1:0:...:0))
=(1:0:...:0),(0:1:0:...:0),(0:0:1:0:...:0),(0:0:0:1:0:...:0))
— <60a617€2763>'

Agora, tome x5 = 1, pela Proposicao 4.17, considere a aplicacao de Us = k* em

Vo = k2

v:Us = Vo

2 2 2
(5150,$1,902) — (%,9€0I17$0$2,$07$1,9€1$2,$1,9€2,$2)-
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Assim, temos que

0
8_7 = (2x0,$1,$2, 1,0707()’070)
Zo
vy
a_xl - <07$0,0,0,2I1,x2, 17070)
2l
% - (O,O7$07070ax17072x27 1)
2

Logo,

oy ~
—(0) =(0,0,0,1,0,0,0,0,0) :=

a.’ﬂo() (7 s Uy Ly Uy Uy Uy ) €3
oy ~
—(0) =(0,0,0,0,0,0,1,0,0) :=

ax1(0> (07 s Uy Uy Uy Uy Ly Uy ) €6
oy ~
—(0) =(0,0,0,0,0,0,0,0,1) := es.
81’2() (7 s Uy Uy Uy Uy Uy ) €8

Portanto, o espaco tangente em () é
ToVs = (0.6, 6. &)
= <€9a €3, €6, 68>'
Desta forma, segue que
<TPV23aTQV23> = (eo, €1, €2, €3, €6, €3, €9) .

Logo,
dim{TpVy, ToVs') = 6.

Pelo Lema de Terracini 6.5, como
dim(TpVy , ToVy) = 6 < 7 = Expedim(Secy(Vy)),

portanto, a variedade V> é 2-defeituosa.
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7 Politopos, Simplexos e Algoritmos

Neste capitulo apresentaremos o algoritmo que desenvolvemos, que pode ser encon-
trado em [10], no software Wolfram Mathematica que pode ser obtido em [11]. Para a
base do desenvolvimendo do algoritmo usaremos os resultados que se encontram em [12],
que apenas enunciaremos.

O objetivo do algoritmo é mostrar se uma variedade de Segre-Veronese nao é h-
defeituosa, se possivel, dizer que nao é defeituosa. Veremos que com o algoritmo nao
da para afirmar que a variedade é defeituosa. Outra finalidade do algoritmo, serd encon-
trar familias de Segre-Veronese que podem nao ser defeituosas.

Definicao 7.1 O toro em Geometria Algébrica ¢ dado por (K*)" = k* x ... x k*, onde
k* = k — {0}. Dizemos que uma variedade projetiva X C PN é tdrica se existe um
morfismo com imagem densa

v (B = X NU
x = (2™ ™),

onde Uy é como na Proposicao 4.17 e M = {my,...,my} C Z™ chamaremos de politopo.

Exemplo 7.1 Seja
vk —= X NU
(21) = (1,21, 27),
onde X ¢ a variedade de Veronese V! ¢ M = {0,1,2} C Z ¢ o politopo associado. Assim,

V! é uma variedade torica.

Exemplo 7.2 Seja
v (K*)? = XN
(z1,m2) = (1,21, 09, 23, 2129, T3),
onde X é a variedade de Veronese V? e M = {(0,0), (1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2)} C Z*
é o politopo associado. Assim, V> é uma variedade torica.
Exemplo 7.3 Seja
v (k) = X NU

(@1, 91) = (1,91, 21, 21301),

onde X ¢ a variedade de Segre-Veronese SV""V e M = {(0,0), (0,1),(1,0), (1,1)} C Z2 ¢

(1,1)
(1,1)

o politopo associado. Assim, Sv(l D ¢ uma variedade toérica.

Exemplo 7.4 Seja
v (K9 = X N Uy
(1, 1) = (1,91, 21, 2191, 27, 201,
onde X é a variedade de Segre-Veronese SVY e M = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)} C

(2,1)
72 & o politopo associado. Assim, S ‘/((21,11)) ¢ uma variedade toérica.
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Observacao 7.1 Toda Segre-Veronese é uma variedade projetiva torica e, assim, ha um
tnico politopo associado & Segre-Veronese. Mais ainda, duas Segre-Veronese distintas tem
politopos associados distintos.

O computador usado na execucao do programa tem as seguintes configuracoes: Me-

moria 8GB DDR3 L, Intel Core i3-6100U 2.3 GHz, 1000 GB HDD e Intel HD graphics
520.
A Primeira Etapa do Algoritmo: Encontrar o politopo correspondente a Segre-
Veronese desejada. Para isso, construimos a funcao SegreVeronese, cuja a entrada é
da forma SegreVeronese|{ny,...,n,.},{ds,...,d,}] e a saida é o politopo M associado &
variedade S V((dfld?)) )

Tempo estimado: Para a variedade SV((3’3’3’3) a fungao demora aproximadamente 30 se-

3,3,3,2)

gundos, onde o politopo tem 80.000 pontos. Para a variedade S V(ggé?’fg) a funcao demora
aproximadamente 120 segundos, onde o politopo tem 160.000 pontos. Para politopos com
até 1.000 pontos leva menos de 1 segundo, em geral.

Exemplo 7.5 O politopo associado a variedade de Veronese V2

SegreVeronese [{2},{2}]
Saida: {{0, 0}, {0, 1}, {0, 2}, {1, O}, {1, 1}, {2, O}}
Time: 0.0000 segundos

Definigao 7.2 Seja A C Z™ finito. Dizemos que A é um simplezo quando #(A) =n+1
e os pontos de A sao linearmente independentes.

~—

} do Exem-

Exemplo 7.6 Considere o politopo M = {(0,0), (1,0), (0,1),(2,0), (1, 1), (0,2
= ) 1)a (07 2)}

plo 7.2. Tome Al = {(070)7 (Lo)a (07 1)}7A2 = {(070)7 (Lo)a (270)} € AS
contidos em M.

et
—~
—_

Figura 7.1: Ay C M. Figura 7.2: Ay C M. Figura 7.3: Az C M.

Assim, temos que
e A;: E um simplexo, pois os pontos sdo linearmente independentes e #(A;) = 3.
e Ay: Nio é um simplexo apesar de #(Ay) = 3, pois 0s pontos estdo na mesma reta.

e As: Nao é um simplexo apesar dos pontos serem linearmente independetes, pois

#(A3) = 2.
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Definicao 7.3 Seja S C Z" finito. Dado um vetor v € R", defina

Oy S =R
p — (p,v)(produto interno escalar).

Defina também

Pu(S) = ulp)-

pes
Dizemos que um vetor v € R" separa um simplexo A em S, quando
mazx{p,(D)|D C S é um simplexo}
¢ atingido uma tnica vez e é igual a ¢,(A).

Definicao 7.4 Sejam S C Z" e v um vetor em R". Ordene os pontos de S com respeito
a dire¢cao v do maior para o menor, por meio da aplicagao @,:

S = {pla'-'aps}-

Seja Q@ = {pi1,...,Pns2} O conjunto dos primeiros n + 2 pontos de S. Dizemos que
v separa trivialmente um simplexo em S quando Q' = @ — {py42} € um simplexo e

Po (anrl) > Py (pn+2) .

Exemplo 7.7 Considere S = M, onde M é o politopo do Exemplo 7.2. Tome o vetor
v=(—1,—1) € R? temos que

QOU«O?O) - < 0, 7U> =0 Spv((ly )) = ((1, ),U =-—1
(pv(<270) = < 2, 7U> = -2 901;((0, )) = ,1),v) =—1
©,((0,2)) = ((0,2),v) = —2 eu((1,1)) = ((1,1),v) = —2

Dessa forma, defina @ = {(0,0), (1,0),(0,1),(2,0)} como um conjunto de 4 pontos com
maior valor com respeito a v. Como A; = @ — {(0,2)} é um simplexo e ¢,((0,1)) >
©,((2,0)), entdo v separa trivialmente o simplexo A;.

Proposicao 7.1 Seja S C Z" finito. Se v separa trivialmente um simplexo em S, entao
v separa um simplexo em S.

Demonstracao: Dado vetor v € R™. Temos que, ordenar do maior para o menor o conjunto
S, em relagao a aplicagao ¢,, e depois escolher os n + 1 pontos inicias é 0 mesmo que
pegar os n + 1 pontos com maior valor em .S, em relacao a aplicacao ¢,.

[ |
A volta da Proposicao 7.1 nao é verdade, vejamos um exemplo:

Exemplo 7.8 Counsidere o conjunto S = {(0,0), (1,0),(1,1),(1,2),(1,3)}. Se tomarmos
v =(0,1), temos que v separa A = {(1,3),(1,2),(0,0)}, mas nado o separa trivialmente.

Observacao 7.2 Computacionalmente é inviavel testar se v separa um simplexo, pois
teria que testar todos os simplexos A C S. Ja testar se v separa trivialmente é muito
mais rapido.
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Segunda Etapa do Algoritmo:

1-

Determinar se dado um conjunto de pontos A em Z é um simplexo. Para isso, cons-

truimos a fungao ESimplexo, onde a entrada é da forma ESimplezo[{pi,...,p.}] € a
saida é True ou Fulse quando forma um simplexo ou quando nao forma um simplexo,
respectivamente.

Tempo estimado: Conjuntos com 9.001 pontos em Z°°%° levam aproximadamente 45
segundos. Para conjuntos com 2.001 pontos em Z*°° levam menos de 1 segundo, em
geral.

Verificar se v separa trivialmente um simplexo em S. Para isso, construimos a funcao
Trivialmente, onde a entrada é da forma Trivialmente[S, v] e a saida é o simplexo, caso
consiga separar trivialmente, ou False caso nao consiga.

Tempo estimado: Conjuntos com 3.000 pontos em Z2°%° levam aproximadamente 72
segundos. Para conjuntos com até 600 pontos em Z°% levam menos de 1 segundo, em
geral.

Exemplo 7.9 Verifiquemos, por meio do algoritmo, se A;, Ay e Az do Exemplo 7.6
formam simplexos, isto é

7

ESimplexo[{{0,0}, {0,1}, {1,0}}]
Saida: True
Time: 0.0000 segundos

ESimplexo[{{0,0}, {0,1}, {0,2}}]
Saida: False
Time: 0.0000 segundos

ESimplexo[{{1,1}, {0,2}}]
Saida: False
Time: 0.0000 segundos

Exemplo 7.10 Verifiquemos, por meio do algoritmo, se v; = (—1,—1)

e
separam trivialmente um simplexo em M = {(0,0), (1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2)}, isto &

e

Trivialmente[{{0,0}, {1,0}, {0,1}, {2,0}, {1,1}, {0,2}},{-1,-1}]
Saida: {{0, 0}, {1, 0}, {0, 1}}
Time: 0.0000 segundos

Trivialmente[{{0,0}, {1,0}, {0,1}, {2,0}, {1,1}, {0,2}},{-1,0}]
Saida: False
Time: 0.0000 segundos

Agora enunciaremos o teorema principal de [12], no qual nos apoiaremos.

Teorema 7.2 (Teorema 2.8) Sejam M C Z™ o politopo associado a variedade torica
X C PV, Ay,..., A, simplexos disjuntos de M e vi,...,v, vetores em R™. Se para
i = 1,...,h, v; separa A; em M — (A; U...UA; 1), entdo a variedade X nao é h-
defeituosa. Além disso, se M — (A U...UAy) for linearmente independente, entao a
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variedade X nao é defeituosa. Em particular, se M = A; U ... U Ay, entdo X nao é
defeituosa.

Exemplo 7.11 Considere a variedade de Segre-Veronese SVII”II. Pelo Exemplo 7.3 o
politopo associado ¢ M = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} C Z*. Tome v = (1,1) € R?

©u((0,0)) =0 ©,((0,1)) =1
pu((1,0)) =1 eu((1,1)) =2,
assim, v separa o simplexo A = {(1,1),(0,1),(1,0)}:

L ]
Figura 7.4: Politopo associado a S‘f((l%il)).

Pelo Teorema 7.2 a variedade SVﬁf nao ¢ 1-defeituosa, mais ainda, como M —A = {(0,0)}
¢ linearmente independente, entao S Vll”ll nao ¢ defeituosa.

Exemplo 7.12 Considere a variedade de Segre-Veronese S V((ll’;ll)). Tome a aplicacao
v (k) = SV Nt
(z1,91) = (Lyhyfay:fayila$17$1y1,$1y§7I1yi$1y%)-
Dessa forma, o politopo associado é
M = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4) }.

Tome v; = (1,1), v = (0,1) e v3 = (1,1), segue que v; separa o simplexo A; =
{(1,4),(0,4),(1,3)} de M, vy separa o simplexo Ay = {(0,3),(1,2),(0,2)} de M — A; e
vg separa o simplexo Az = {(0,1),(1,1),(1,0)} de M — (A; U Ay):

N N

Figura 7.5: Politopo associado a .S V&f;.

Pelo Teorema 7.2, a variedade S ‘/((11141)) nao é defeituosa.

Observacao 7.3 No Exemplo 7.12, se trocarmos v3 por vy = (—1,—1), temos que v
separa o simplexo Aj = {(0,0),(0,1),(1,0)} de M — (A U Ay):
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Figura 7.6: Segundo politopo associado a 51/((117;11)).

Observe que, Ay, Ay, A} & outro conjunto de simplexos disjuntos de M que satisfaz as
hipoteses do Teorema 7.2, ou seja, é outro conjuto de simplexos que mostra que a variedade
SV((llj)) nao é defeituosa.

Exemplo 7.13 Considere a variedade de Segre-Veronese S \/((11’51)). Tome a aplicagao

v (k) = SV Nl
(Ih yl) = (17 Y1, y%u yi))u yila y?’ Z1,T1Y1, ffly%, Ilyi xlyila xly?)
Dessa forma, o politopo associado é
M = {(07 0)7 (Ov 1)7 (07 2)7 (Ov 3)7 (0’4)7 (07 5)7 (1’ O>’ (17 1)7 (17 2)’ (1’ 3)7 (174)7 (1’ 5)}

Tome v = (1,1), v = (0,1), v3 = (=1, —1) e v4 = (1,0), segue que vy separa o simplexo
Ay = {(1,5),(0,5),(1,4)} de M, vy separa o simplexo Ay = {(0,4),(1,3),(0,3)} de
M — Ay, v3 separa o simplexo Az = {(0,0),(0,1),(1,0)} de M — (A UAy) e vy separa o
simplexo Ay = {(1,2),(0,2),(1,1)}:

L L ] L L ] L * [ L ]
L] [ ] [ ] L] L ] L] [ ] [ ]
L] [ ] L . L * [ L]
L] [ ] L] L] L L [ L ]

(1,1)

Figura 7.7: Politopo associado a SV(1,5) .

Pelo Teorema 7.2, a variedade SV((ll’;)) nao é defeituosa.
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Observacao 7.4 No Exemplo 7.13, se tomarmos v} = (1,1), v5 = (1, —1) e v§ = (2,1):

[ L ] L L ] L L ]

[ ] [ ] L ] L ] [ ]
[ ] [ ] L ] [ ] -
Vi
e e ) °
e o ° °
.‘_.'2
[ ] [ ]
171)
)

Figura 7.8: Segundo politopo associado a SV((1

)

Observe que nao temos as hipoteses do Teorema 7.2, pois os 3 pontos que sobram nao

sao linearmente independentes. Logo, com essa configuragdo de simplexos nao consegui-
mos mostrar que a variedade nao é defeituosa, mas isso nao significa que seja defeituosa.

Por esse motivo, o Teorema 7.2 nao garante que uma variedade é defeituosa. Esse tipo

de fendmeno tem consequéncias computacionais, as vezes o computador encontra uma
“triangulacao incompleta” de S e tem que comecar de novo do zero.
Terceira Etapa do Algoritmo:

1-

A fungdo Defeituosa tem entrada da forma Defeituosa|M,t|, onde M ¢é o politopo
associado & Segre-Veronese e t é a quantidade de tentativas para verificar se a variedade
nao é defeituosa. A saida desta funcao: Nao e defeituosa seguida do conjunto de
simplexos e os pontos linearmente independentes, caso consiga verificar; Falhou, mas
nao e h-defeituosa, caso nao consiga verificar na quantidade de tentativas estipulada
na entrada, mas encontrou h-simplexos.

Tempo estimado: Em 5 tentativas, para determinar que a variedade de Veronese V',
cujo o politopo tem 330 pontos, nao é defeituosa, o algoritmo leva aproximadamente
185 segundos.

A funcao QNDefeituosas tem entrada da forma

QNDefeituosas[{{{n1,...,n }, {d1,...,dr }},. ... {{n1, ..., }, {dv,....d:, } } }. 1],

e a salda mostrard apenas as variedades de Segre-Veronese S V(Ezldr:r)) que verificou-se
nao ser defeituosa nas t tentativas. Tempo estimado: O tempo estimado da funcao
QNDefeituosas depende diretamente da funcao Defeituosa, pois ela utilizada a fungao

Defeituosa para cada variedade.

Exemplo 7.14 Como exemplo, segue algumas variedades de Segre-Veronese:

Defeituosal[SegreVeronese [{2},{2}], 5]
Saida: Falhou, mas nao e l-defeituosa
Time: 0.0156 segundos
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Defeituosa[SegreVeronese[{2},{3}], 5]

Saida: Nao e defeituosa {{{{3,0},{2,0},{2,1}},{{0,3},{1,2},{0,2}},{{1,0},{0,0},
{1,1}33},{{0,13}}

Time: 0.0156 segundos

Defeituosal[SegreVeronese[{3},{2}], 5]
Saida: Falhou, mas nao e l-defeituosa
Time: 0.0156 segundos

Defeituosal[SegreVeronese[{1,2},{2,2}], 5]
Saida: Falhou, mas nao e 3-defeituosa
Time: 0.1406 segundos

Exemplo 7.15 As variedades de Segre-Veronese da forma SV((lnﬁ) nao sao defeituosas.

Mostraremos, por meio do algoritmo, que para 1 < n < 10 isso é verdade, isto é

QNDefeituosas[Table[{{n,1}, {1,1}}, {n, 1, 10}],5]

Saida: {{{1, 1}, {1, 13}}, {{2, 1}, {1, 1}3}, {{3, 1}, {1, 13}}, {{4, 13}, {1, 1}3},
{{5, 1}, {1, 1}}, {{e, 1}, {1, 13}, {{7, 1}, {1, 13}, {{8, 1}, {1, 1}},

{{9, 1}, {1, 13}, {{10, 1}, {1, 1}}}

Time: 0.7812 segundos

Exemplo 7.16 Vejamos quais das Veroneses V" o algoritmo consegue verificar que nao

sao defeituosas, paran =1,...5, isto é

QNDefeituosas[Table[{{n}, {4}}, {n, 1, 5}1,10]
Saida: {{{1}, {4}}, {{5}, {4}1}}
Time: 316.3440 segundos

Portanto, entre esses casos que consideramos, o algoritmo conseguiu verificar que as va-
riedades de Veronese V! e VJ nao sio defeituosas. Os demais casos nao podemos dizer
nada pelo algoritmo, mas pelo Teorema de Alexander e Hirschowitz 6.4 sabemos que sao

defeituosas.
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8 Esquemas

Neste capitulo definiremos e apresentaremos propriedades, sem demonstrar, relacio-
nadas a esquemas. Caso o leitor queira se aprofundar no assunto, a referéncia indicada é
[13], sendo essa a referéncia na qual nos basearemos.

Na primera secao apresentaremos conceitos e propriedades relativas a estrutura de
pré-feixes e feixes. Em seguida, na segunda se¢ao, definiremos um feixe Ogpeca) sobre
o espectro de um anel (Definicao 3.23), de modo que (Spec(A), Ospecra)) s€ja um espago
localmente anelado, esse tipo de estrutura serd de suma importancia para definirmos os
esquemas.

J& na terceira secao, serd apresentado o morfismo de pré-feixe, que serd amplamente
utilizado a partir do Capitulo 11. Dessa forma, na tltima secao, usaremos as ferramentas
que foram apresentadas nas secoes anteriores, veremos o espaco projetivo P", assim como
as variedades projetivas, pela perspectiva de esquemas.

8.1 Feixes

Definicao 8.1 Seja X um espaco topologico. Um pré-feize de conjuntos F em um con-
junto X é definido da seguinte maneira:

(a) Para cada aberto U C X ¢é associado um conjunto F(U).

(b) Para cada inclusao V C U de abertos de X, uma funcao p¥ : F(U) — F(V) chamada
de restricao.

Sujeita as seguintes condicoes
(1) F(@) consiste de um tunico ponto;
2) pp = Idrw);

(3) Se W C V C U, sao abertos, entiao pj, = p¥, o p¥, ou seja, o diagrama a seguir é
comutativo

Observacao 8.1 Um pré-feixe de anéis é definido da mesma forma que um pré-feixe de
conjuntos, mas as restri¢oes devem ser homomorfismos de anéis.
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Os elementos s € F(U) sao chamados de segdes de F sobre U. Os elementos de
['(F,X) := F(X) sdo chamados de se¢des globais de F. Usaremos a notagio p¥(s) = sy,
para cada s € F(U).

Exemplo 8.1 Sejam X e M espacos topologicos. Defina para cada aberto U C X,
F(U):={f:U — M continua}
e para cada inclusao de abertos V C U
o F(U) = F(V)
feflv

Entao F é um pré-feixe de espagos topologicos em X com valores em M.

Exemplo 8.2 Sejam X uma variedade diferenciavel. Defina para cada aberto U C X,
F(U) :={f : U — R diferenciavel }
e para cada inclusao de abertos V C U
oY F(U) > F(V)
fe=flv.
Entao F é um pré-feixe chamado de pré-feize de funcgoes diferencidveis em X.

Definicao 8.2 Seja F um pré-feixe sobre X. Dizemos que F é um feize quando vale a
seguinte propriedade

(4) Dada uma cobertura aberta {U,} de um aberto U C X e se¢bes s, € F(U,) compa-
tiveis na intersecoes, isto €,
Sa‘UaﬂUB = S,B’UamU@a
existe uma tnica se¢ao s € F(U) tal que s|y, = s, para todo a.

Dizemos que as s, podem ser coladas para obter a s.

Os Exemplos 8.1 e 8.2 sao exemplos de pré-feixe que sao feixes. Vejamos a seguir um
exemplo de um pré-feixe que nao é um feixe.

Exemplo 8.3 Sejam X um espago topoldgico e M um conjunto. Defina para cada aberto
UcCX,
FU):={f:U — M constante}

e para cada inclusao de abertos V C U
py  F(U) = F(V)
= flv.

Entao F é um pré-feixe, mas nao é um feixe.
De fato, suponha que existam abertos U, Uy, U com

U=U,UUs, UyNUy =2, U, # & % Us.

Sejam my,my € M, onde my # mo, e s1 € F(Uy), s € F(Us), onde
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s1: U, — M o So: Uy —> M
T = my T = Mo

Entao,

Sl‘UlﬂUQ = SQ‘UlﬂUQ = *’

onde F (&) = {x}, pois Uy NU; = @.
Porém, nao existe s € F(Uy U Us) tal que s|y, = s1 e sy, = sa.

Definicao 8.3 Seja F um pré-feixe num espaco topolégico X e seja U C X um aberto
nao vazio. Definimos F restrito a U, e denotamos por F|y, como sendo

Flu(V) := F(V), para todo aberto V C U

e oy, = pyy para toda inclusao de abertos W C V C U. Neste caso, F|y juntamente com

as restrigoes a};, ¢ um feixe sobre o aberto U.

Definicao 8.4 Uma variedade quase-afim Y C k™ é um aberto de uma variedade afim
V(I) C k", onde I C k[zy,...,x,]. Uma variedade quase-projetiva X C P" & um aberto
de uma variedade projetiva V(J) C P" onde J C k[zo,...,x,] € um ideal homogéneo.
Uma wvariedade sobre um corpo k é qualquer variedade afim, quase-afim, projetiva ou
quase-projetiva.

Definicao 8.5 Seja Y C k™ uma variedade quase-afim. Uma funcao f : Y — k é regular
em p € Y, se existe uma vizinhanca U C Y de p e polindomios g, h € k[xq, ..., x,] tais que
0¢ h(U)e f=g/hemU. Dizemos que f é regular se f é regular em p, para todop € Y.

Definicao 8.6 Seja X C P" uma variedade quase-projetiva. Entao uma funcao f: X —
k ¢ regular em p € X, se existe uma vizinhanca U C X de p e polindmios homogéneos de
mesmo grau, g, h € k[xg,...,x,] tais que 0 ¢ h(U) e f = g/h em U.

Exemplo 8.4 Seja X uma variedade sobre um corpo k. Defina para todo aberto nao
vazio U C X,
OWU):={f:U — k regular}

e para cada inclusao de abertos V C U,

Pl OU) — OV)

f= flv
Chamamos O de feize de funcoes requlares. De fato, O é um feixe sobre X, como se pode
ver no Exemplo 1.0.1 do livro [13], Capitulo 2.

Definicao 8.7 Seja F um pré-feixe sobre um espago topolégico X. Definimos o talo F,
de F em p € X, como sendo o limite direto dos grupos F(U) para toda vizinhanca U C X
de p, isto é

Fp = 1lim F(U).
E—
Um elemento de F, é representado por um par (U, s) com U vizinhanca de p e s € F(U).
Dois pares (U, s) e (V,t) representam o mesmo elemento de F,, quando existe um aberto

Witalquepe W CcUNV e sly = tlw. Os elementos de F, sdo chamados germes de
Secoes.
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Exemplo 8.5 Sejam A um grupo abeliano, X um espaco topolégico e p € X. Defina
para todo aberto nao vazio U C X,

A, sepelU

ip(A)(U) = { {O}, se p ¢ U

e para toda inclusao de abertos V C U,

idg,sepeV

pr=14 {0} = {0} sepg U .
A—{0},sepeU\V

Além disso, os talos de i,(A) sdo dados por

; _ A,seqe{?}_
WA= o e s T

8.2 O Espectro de um Anel como um Feixe

Nesta secao iremos definir sobre o espectro de um anel (Definigdo 3.23) um feixe
com uma propriedade em especifico. Pela Proposicao 3.30, o espectro de um anel A,
denotado por Spec(A), é um espago topologico, sendo os abertos os conjuntos da forma
D(E) = Spec(A) — V(E), onde E C Spec(A) e V(E) é como na Definigdo 3.24. Vale
resaltar para o leitor, que utilizaremos os anéis Ay apresentados no Exemplo 3.9 para
contruir as restricoes do feixe.

Definigao 8.8 Seja O um feixe sobre o espago topologico X. Dizemos que (X, O) é um
espaco anelado, quando O é um feixe de anéis sobre X. Dizemos que o espaco anelado
(X, O) & localmente anelado, se cada talo O, é um anel local.

O que queremos agora ¢é definir sobre Spec(A) um feixe Ogpec(a) de modo que (Spec(A),
Ospec(a)) seja um espaco localmente anelado. Para isso, vamos usar (sem provar nem
formalizar) o fato de que para definir um feixe sobre um espaco topologico basta definir
um feixe nos abertos de uma base da topologia.

Definicao 8.9 Seja A um anel. Defina
(a) Para cada f € A, Ogpecia)(D(f)) = Ay;
(b) Para cada par f,g € A com D(f) C D(g)

D(g) .
pD(?) : Ag — Af

a cmk

JR— '_> —_
gk fnk:
onde f" = gu em A para algum u € Aen > 0.

Observagao 8.2 Para justificar que f" = gu, observe que, como D(f) C D(g), entdo
V(g) € V(f), ou seja,
p € Spec(A),p>g9g=p> [.
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Considere a aplicagao
m: A= A/(g)
f=r
e lembre que ha uma bijecao

ideais primos de A ideais primos de
, — .
que contém g Al(g)

Agora, observe que f € I, para todo I € Spec(A/(g)). De fato, seja I € Spec(A/(g)).
Pelo exposto acima, (g) € 7 (1) C Spec(A). Pela observagdo anterior, f € 7 '(I).
Desse modo, f € w(rm~}(I)) = I.

Assim, pela Proposicao 3.9, segue que

fe ﬂ I =9(A/(g)), onde N(A/(g)) é o nilradical de A/(g),
Iespec(A/(g))

= [ =0e A/(g)
= " € (9)
= f"=ug

para algum u € A e para algum n > 0.

(9)
)

Observacao 8.3 A aplicagao pg(f ¢ simplesmente a localizacao A, — (A4,)f = Ay.

Observacao 8.4 A ideia da aplicacao pgg?) ¢ que os elementos de A, sao do tipo a/gk e

queremos restringir para A;. Mas em Ay, os elementos sdo da forma b/ f!, entdo queremos
escrever o g em termos de poténcias de f. Convenientemente, como f" € (g), para algum
n > 0, isso é possivel.

Teorema 8.1 Sejam A um anel e X = Spec(A) um espaco topoldgico. Entao, (X, Ox)
ganha uma estrutura de um espago localmente anelado. Além disso, Ox(X) = A e o talo
de Ox em cadap € X é Ox, = A, a localiza¢do do anel A no ideal primo p.

Demonstracao: Ver |13], Capitulo 2, Proposicao 2.3.
[ |
Chamamos Ox de feize estrutural de X ou feixe de funcgoes regulares de X.
Vejamos em alguns exemplos como o espectro da informacao geométrica. O que deve-
mos lembrar do Teorema anterior é

ALGEBRA

Ox(X) = A secoes globais
Ox (U) segoes sobre U
Ox,p = A, talos
Ox(D(f)) = Ay

Exemplo 8.6 Considere os anéis A = k[z]/(x), B = k[z]/(z?) e C = k[z]/(z?).

Nos trés casos, o espectro tem um unico elemento correspondente a (7). Sejam X =
Spec(A), Y = Spec(B) e Z = Spec(C). Como s6 ha uma topologia em um conjunto
unitario os trés espacos sao homeomorfos. Porém, Ox, Oy e Oz sdo essencialmente
distintos, pois os anéis Ox(X) = A, Oy(Y) = B e Oz(Z) = C nao sao isomorfos.

GEOMETRIA
ANEL

Py g Spec(A) = X conjunto
{ A } — X espago topologico —
Ox feixe
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8.3 Morfismos de Feixes

Definicao 8.10 Sejam F e G pré-feixes em um espacgo topolégico X. Um morfismo de
pré-feizes ¢ 1 F — G ¢ uma cole¢ao de aplicacoes p(U) : F(U) — G(U) para cada aberto
nao vazio U C X tais que o diagrama

e(U)

FU) G(U)
F(V) A G(v)

comuta para todos abertos nao vazios V C U C X.

Se F e G sao pré-feixes de grupos, k-dlgebras ou outros, exigimos que os ¢(U) sejam
morfismos de grupos, de k-algebras ou de outros. Quando F e G sao feixes, dizemos que
@ & um morfismo de feizes.

Definicao 8.11 Dados morfismos de pré-feixes ¢ : F — G e ¢ : G — H, definimos a
composta o o : F — H por

(Y o)(U) := (U)o p(U),

para todo aberto nao vazio U C X.

Definicao 8.12 Dizemos que ¢ é um isomorfismo de feizes quando possui inversa bila-
teral.

Observacao 8.5 O morfismo de pré-feixes ¢ : F — G induz um morfismo em cada talo
©p + Fp = G, do seguinte modo: sejap € X e @ # U C X uma vizinhanca de p, definimos
©p(sp) == (¢(U)(s)),p, de modo que o diagrama abaixo comute.

»(U)

F(U) g(u)

Pp

S

Gy

onde F(U)3>s—5=s,=(s,U)y € F,e G(U) 3 pU)(s) = (p(U)(s), p(U)).

Teorema 8.2 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. Entao ¢ é um isomorfismo se, e
somente se, ¢, ¢ um isomorfismo para cada p € X.

Demonstragao: Ver [13], Capitulo 2, Proposicao 1.1.
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Definicao 8.13 Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes de grupos abelianos. Defini-
mos trés pré-feixes, colocando para cada aberto nao vazio U C X

(a) pré-feize nicleo de ¢ : U — ker(p(U));
(b) pré-feize imagem de ¢ : U — Im(p(U));
(c) pré-feize coniicleo de ¢ : U — coker(p(U)) = G(U)/Im(p(U)).

Observacao 8.6 Se F é um feixe, entao o pré-feixe ntcleo é um feixe. Porém, o mesmo
nem sempre vale para os pré-feixes imagem e contcleo.

Os pré-feixes imagem e conticleo nem sempre sao feixes, mesmo se F e G forem.

Exemplo 8.7 Sejam X = C, O o feixe das fungoes holomorfas f : U — C e O* o feixe
das fun¢oes holomorfas ndo nulas f : U — C, ou seja, f(z) # 0 para todo z. Por exemplo,

g =tidc € O(C)\ O*(C). Sejam Uy = C\ {0}, U; =C\ [0,00) e Uy = C\ (—o0,0]. Seja

também,

hIUO—>C
Z—=Zz

Note que h € O*(Uy), pois p%o(g) =glv = h € O(U)). Seja ¢ : O — OF, definida por
p(U):O(U) = O"(U)
fre

Por Analise Complexa, h ¢ Im(p(Up)), dai [h] # [0] em coker(p(Uy)) = O*(Uy) /Im(e(Uy)).
Por Analise Complexa p(U;) e ¢(Us) sao bi-holomorfas, em particular,

coker(p(Uy)) = coker(p(Us)) = {0}.

Assim, [h] e [0] s@o dois elementos distintos de coker ¢(Uj) com a mesma restri¢ao a
U, e Us. Ou seja, as secoes:
s1 = 0 € coker(Uy)

sy = 0 € coker(Us)
colam de duas maneiras diferentes em U. Assim, o pré-feixe contuicleo nao é um feixe.

Para corrigir o problema da imagem nao ser um feixe, usamos a feizrificacao.

Proposicao 8.3 Dado um pré-feixe F, existe um feixe F* e um morfismo 0 : F — F+
que é isomorfismo nos talos e tem “boas propriedades”.

Demonstragao: Ver [13], Capitulo 2, Proposi¢ao-Definigao 1.2.
|

Definicao 8.14 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes de grupos abelianos. Definimos
o feixe:

(a) nicleo como o pré-feixe nicleo;

(b) imagem Imy como a feixificagao do pré-feixe imagem;
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(¢) coniicleo cokery como a feixificagdo do pré-feixe contcleo.

Definicao 8.15 Dados feixes de grupos abelianos F e G, definimos

(a) o feize de grupos soma direta F & G como o feixe com se¢oes
(Feg)(U):=FU)agU,).

(b) o feize de A-mddulos produto tensorial F ® G como a feixificacdo do pré-feixe com
secoes

U FU)®4G6(U)

Definicao 8.16 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes de grupos abelianos. Dizemos
que ¢ é injetor se keryp = 0. Dizemos que ¢ é sobrejetor se Imyp = G. Dizemos que a
sequéncia de morfismos de feixes de grupos abelianos

. i—1 . @ .
s LA S i (8.1)
¢ exata, se kerg' = Imp'~! para cada i.

Proposicao 8.4

(a) A sequéncia(8.1) é exata se, e somente se, a sequéncia

i—1

s PV L T (8.2)
é exata para todo p € X;

(b) ¢ : F — G éinjetor <= ¢, : F, — G, é injetor para todo p € X =
o(U) : F(U) = G(U) é injetor para todo aberto nao vazio U C X;
(c) ¢ : F — G ésobrejetor <= ¢, : F, = G, é sobrejetor para todo p € X.
< p(U) : F(U) = G(U) é sobrejetor para todo aberto nao vazio U C X.
Demonstragao: Ver |13], Capitulo 2, Corolario 1.2.1.
[

Exemplo 8.8 Sejam PL = CU {occ} = X a esfera de Riemann e considere os feixes em
X: G(U) ={f : U — Cholomorfa}; Fi(U) = {f € G(U)| f(0) = 0}; F(U) ={f €
G(U)| f(oco) =0} e defina F = Fy @ F. Considere ¢ : F — G definido pela adi¢ao
e(U): F(U) = G(U)
(f9) = f+y
Temos que ¢ é um morfismo sobrejetor, mas p(X) : F(X) — G(X) nao é sobrejetor, pelo

Teorema de Liouville.
O fato da sequéncia

0—F —>G—H—0 (8.3)
ser exata, nao implica que
0— F(X) — G(X) — H(X) —0 (8.4)
é exata, mas apenas que
0— F(X) — G(X) — H(X) (8.5)

é exata.
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Observacao 8.7 Seja (8.3) uma sequéncia exata de morfismos de feixes de grupos abe-
lianos, entao existe uma sequéncia exata longa de cohomologia

0 — HY(X,F) > H(X,G) — HYX,H) > H'(X,F) » H'(X,G) = H'(X,H) — -

de grupos abelianos, onde H(X, L) := T'(L, X) = £L(X) para qualquer feixe £ sobre X.
Usamos a notagao h/ (X, L) := dim H’(X, L), onde a dimensdo é como espaco vetorial.
Além disso, « = 0 <= G(X) — H(X) é sobrejetor.

Agora, vejamos como levar um feixe de um espaco topologico para outro, por meio de
uma func¢ao continua f: X — Y.

Definigao 8.17 Sejam f : X — Y uma funcao continua, F um feixe sobre X e¢ G um
feixe sobre Y. Definimos a imagem direta (ou pushforward) f.F de F por f, como o
feixe em Y dado por (f,F(V) = F(f~1(V)), para todo aberto nao vazio V C Y, e
p{/‘ff = pf—l(\/)f—l(wy para toda inclusao de abertos nao vazios VC W C Y.

Exemplo 8.9 Sejam X = Al e Y = {0} C X. Entdo X = spec(C[z]) e podemos
“empurrar’ o feixe estrutural Oy de Y para X por meio da inclusao

1:Y — X
T T

e 1,0y é um feixe sobre X.
Temos uma sequéncia exata

O—)Iy—)@x&l*(gy%o
em que Y(f) = fly e Iy = kery é dado por
Iy(U) ={f € Ox(U)| fly =0}

Iy é chamado de feize de ideais de Y. Muitas vezes, escrevemos Oy no lugar de i,Oy-.

Agora, estamos em condigoes de definir o que é um esquema, lembrando da Definicao
de um espago localmente anelado 8.8 e que Spec(A) é um espaco localmente anelado,
pelo Teorema 8.1. Um esquema é essencialmente uma estrutura que, localmente, é um

Spec(A).

Definigao 8.18 Um morfismo de espacos anelados (X,0x) e (Y,Oy) é um par (f, f#),
onde f: X — Y é uma aplicacdo continua e f# : Oy — f,Ox é um morfismo de feixes
de anéis.

Sejam A e B anéis locais. Dizemos que o morfismo de anéis ¢ : A — B ¢é local,
quando ¢~ (mp) = m4. Um morfismo de espagos localmente anelados (X, Ox) e (Y, Oy)
& morfismo de espacos anelados (f, f#) tal que para cada p € X, o morfismo induzido
JF  Oy,p) = Oxp € um morfismo local de anéis locais.

Um isomorfismo de espacos localmente anelados € um morfismo com inversa bilateral.
Um esquema afim é um espaco localmente anelado (X, Ox) que é isomorfo como espago
localmente anelado a (Spec(A), Ogpec(a)) para a algum anel A.

Um esquema é um espago localmente anelado (X, Ox) tal que para todo x € X, existe
uma vizinhanca U de X tal que (U, Ox|y) é um esquema afim.
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Proposicao 8.5

(a) Se ¢ é um morfismo de anéis, entdo ¢ induz um morfismo de espacos localmente
anelados

(f = SpGCQD, f#) : (Sp@C(B), OSpec(B)) — (Sp@C(A), OSpec(A))-

(b) Se A e B sao anéis, entao qualquer morfismo de espacos localmente anelados de
(Spec(B), Ogpee(n)) para (Spec(A), Ospec(a)) € induzido por algum morfismo ¢ : A —
B como acima.

Demonstragao: Ver [13], Capitulo 2, Proposi¢ao 2.3.

8.4 Esquemas

Esta secao tera duas partes. Na primeira, definiremos o que se entende como variedades
em Geometria Algébrica. Na segunda parte, daremos exemplos concretos de sequéncias
exatas de morfismos de esquemas que aparecem na pratica, dentre outras coisas.

Parte Um - Variedades

Definicao 8.19 Seja (X, Ox) um esquema. Dizemos que X ¢ irredutivel se ele o é como
espago topologico. Dizemos que X é reduzido se Ox(U) nao tem nilpotentes, para todo
aberto U C X.

Proposicao 8.6 X ¢é reduzido se, e somente se, Ox, nao tem nilpotentes, para todo
x e X.

Proposicao 8.7 X ¢ irredutivel e reduzido (integral) se, e somente se, Ox(U) é um
dominio, para todo aberto U C X.

Demonstracao: Ver |13], Capitulo 2, Proposicao 3.1.
|

Exemplo 8.10 (Pontos Muiltiplos) Temos que spec(Clz]/(z™)), com n > 1, ndo sdo re-
duzidos, mas sdo irredutiveis. O mesmo vale para a reta dupla spec(Clz, y]/(z?)).

Exemplo 8.11 O par de retas concorrentes spec(Clz,y]/(zy)) é reduzido, mas nao é
irredutivel.

Exemplo 8.12 O esquema X = spec(Clx, y]/(2?y)) pode ser interpretado como a unido
da reta dupla spec(Clx,y]/(x?)) com a reta simples spec(Clz,y]/(y)). Assim, X ndo é
nem reduzido e nem redutivel.

Exemplo 8.13 Esquemas nao irredutiveis e nao reduzidos aparecem naturalmente ao
fazermos “intersecoes” de esquemas integrais.

A cada esquema X podemos associar um esquema reduzido X,.; com o mesmo espaco
topologico e que é obtido grosso modo assim:
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Spec(A) =U C X — Ugeq = Spec(A/M(A)), onde N(A) é o nilradical de A.

Em Geometria Algébrica, quase sempre comecamos com um esquema X reduzido,
mesmo que ao longo do caminho aparecam esquemas nao reduzidos. Uma das hipoteses
essenciais para um esquema ser uma variedade é ser reduzido.

Na definicao de variedade podemos colocar ou nao a hipotese de irredutibilidade, nao
h& consenso com relagao a essa discussao. O segundo ingrediente na defini¢ao de variedade
é a finitude.

Definicao 8.20 Seja X um esquema e A um anel. Dizemos que X é um esquema sobre A
ou um A-esquema, quando existe um morfismo de esquemas X — Spec(A). Isto equivale
a requerer que Oy seja um feixe de A-algebras. Um morfismo de A-esquemas é um
diagrama comutativo de morfismos de esquemas.

)

X Y

spec(A)

O caso mais comum é A = k corpo. Dai, cada Ox(U) é uma k-algebra.

Definicao 8.21 Sejam k& um corpo e X um k-esquema. Dizemos que X é de tipo finito

sobre k quando X = U spec(A;), onde cada A; é uma k-algebra finitamente gerada.
i=1
H& muitas nocoes de finitude: Noetheriano, finito, localmente de tipo finito, etc. Para
nos, de tipo finito serd a mais conveniente.
Todo esquema X se escreve como

X = U spec(A;).

el

O primeiro ingrediente (reduzido/irredutivel) nos diz que tipos de anéis A; podemos usar.
O segundo ingrediente, da definicdo de variedade (de tipo finito sobre k), nos diz que
#I < oo e cada A; é uma k-algebra finitamente gerada. O terceiro e tltimo ingrediente
nos dira como podemos colar os spec(4;).

Definicao 8.22 Um esquema X é dito separado se a diagonal Ay é fechada em X x X.

Definicao 8.23 Uma k-variedade é um esquema reduzido, separado e de tipo finito sobre
k.

O esquema afim Spec(A) é de tipo finito e separado. Além disso, é reduzido se, e
somente se, 9(A) = {0}.

Agora, que temos a definicao de variedade em maos, precisamos de exemplos de vari-
edades que nao sejam afins. O jeito mais simples de conseguir isso é com a construcao do
Proj que é similar a construcao do Spec e que nos dard P bem como todas as variedades
quase-projetivas. Para fazer o Proj precisamos de um anel graduado.
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Definicao 8.24 Um anel S é dito graduado, quando existe uma escrita
S-@s.
d>0

onde cada S; ¢ um grupo abeliano com a soma de S e temos Sy -S. C Sz com a
multiplicagao de S.

Dizemos que um elemento f € S é homogéneo de grau d > 0 quando f € S3. Um
ideal I C Sy & dito homogéneo quando I = @(I N Sy). Chamamos S, = GB S, de ideal

d>0 d>0
irrelevante.
Exemplo 8.14 Considere S = k[xy, ..., z,]. Temos entdo
Sq :={f € S homogéneo | deg f = d}
S+ = (.To, . ,an).
Logo, o anel S = @ Sq € um anel graduado.

d>0
Definicao 8.25 O Proj de um anel S é o conjunto
ProjS = {p C S ideal primo homogéneo |S, ¢ p}.

A topologia de ProjS é a herdada de Spec(S). Em particular, os fechados sao os
conjuntos

V(I)={pe€ ProjS|ICp},

onde I C § ¢ um ideal homogéneo.
Dado f € S; com d > 0, seja Sy a localizacao de S em f e

sz{%e@me&*csﬂ

Chamamos D, (f) = D(f)NProj S = (V(f)°)NProj S de aberto principal. Considere

=3

Us:Do(f) N D(f) — Spec(Sy) Spec(i) Spec(Sp),

onde S(f) C Sf.
Definimos secoes para um feixe Ox, onde X = ProjS

Ox(Dy(f)) == S

e usamos os U para definir as restri¢bes, usando as restricoes de Spec(S).

Teorema 8.8 Seja S um anel graduado e X = ProjS.
(a) (X, Ox) definido acima é um esquema separado;
(b) Se Sy C \/(fo,..., fn) entao

ProjS = D, (fo)U---UD,(fn);
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(c) Se S é uma algebra sobre um anel A e A-S; C Sy para todo d > 0, entdo X é um
A-esquema;

(d) Sejam k um corpo e S = k[zo, ..., z,] com a graduacao usual. Entdao ProjS é uma
k-variedade irredutivel e S = Uy U --- U U,, onde

T T T,
szspec(/{ {—O,—17--- ,—})
Ly Xj Ly

Chamamos X do n-espago projetivo sobre k e escrevemos S = P} ou S = P".

O P" do item (d) no Teorema 8.8 ¢é essencialmente o mesmo da Geometria Algébrica
Cléssica, veja Defini¢ao 4.10. As variedades quase-projetivas serao abertos de fechados de
P™ e também sao variedades no sentido de esquemas.

Se I C k[x,...,x,] ¢ um ideal homogéneo, entdo Proj(S/I) é essencialmente V(1) C
P™ do mesmo modo que no Spec.

Definicao 8.26 Um subesquema aberto de um esquema X é um esquema U C X, onde
U é um aberto nao vazio de X, tal que Oy é isomorfo a Ox|y. Uma imersio aberta
¢ um morfismo (f, f#) : (X,0x) — (Y, Oy) que induz um isomorfismo de X com um
subesquema aberto de Y.

Definigao 8.27 Uma imersdo fechada ¢ um morfismo (f, f#) : (Y,Oy) — (X, Ox) tal
que f: Y — f(Y) é um homeomorfismo, f(Y) é fechado em X e f# : Ox — f.Oy
é sobrejetor. Um subesquema fechado de X é uma classe de equivaléncia de imersoes
fechadas, onde f :' Y — X e f': Y’ — X sdo equivalentes se existe um isomorfismo

i:Y' =Y tal que f'= foi.

~

Y/

f/
X

Exemplo 8.15 Sejam k um corpo, A = klx,y] e X = Spec(A). Entao I = (2?) e
J = (2?, ry) ambos definem estruturas de subesquemas fechados em X, como conjunto

V() = V(J) = eixo Y

~—~— ——

eixo duplo  eixo y + origem

Para J, a origem é um ponto “mergulhado”.

Definicao 8.28 Um k-esquema X é dito projetivo ou k-projetivo se é isomorfo a um
subesquema fechado de P;. Um k-esquema quase projetivo é um subesquema aberto de
um esquema, k-projetivo.
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Seja Z um subesquema finito de P™ (fechado e 0-dimensional <= finito). Definimos
o comprimento de Z = {p1,...,pr} € o denotamos por length(Z),

h
length(Z) = dimy, H(Z,Oy) = Zdimk (Oz, pi) (8.6)
0z(2) k=l

Na prética length(Z) é a soma do comprimento de cada ponto. Um ponto de multiplici-

dade m em P" tem comprimento ( m +§ -1 ) :
Exemplo 8.16
length( 2P, + 5P, ):(2+”_1)+(5+"_1>
~~ —~~ n n

ponto duplo ponto quintaplo

:n+1+(n+4>.
n

length (spec(k:[x, y]/(z, y2))) = dimy, k[z, y]/(z,y?)
— dimy(k @ k7)
= 2.

Exemplo 8.17

Como length (spec(klz,y]/(z,y?))) = 2, temos que spec(k|x,y]/(x,y*)) ndo ¢ nem um
ponto simples (sendo o comprimento seria 1) e nem um ponto duplo (sendo o comprimento
seria 3), logo é algo entre os dois.

Parte Dois - Morfismos na Pratica

E importante notar que dado um aberto nao vazio U C X, existe uma tnica estrutura
de esquema para U. Mas se Y C X é um fechado, entao ha diversas estruturas de
esquemas possiveis para Y, dentre essas, existe uma mais simples: Ygeq.

Exemplo 8.18 Sejam X, Y e Z k-variedades. Definimos o produto fibrado X Xy Z de
X e Z sobre Y, mas usaremos isso apenas no caso particular em que X e Z sao espacos
projetivos e Y = spec(k) é o corpo base. Nesse caso, dados S = k[zg, ..., %] = > ;50 Sa,
X =P"=ProjS; T =klyo, - Ym| = D.yooLu, Z =P™ = ProjT. Temos entdo

XxyZ=XxZ=P"x;P"=P"x P" = Proj (S x; T)

onde S x; T é o seguinte anel graduado

Sxp T =350 (Sa @ 1) <7é 2 a0 (Z;-l:o Sj ®k Tdﬁ) =5 ®k T>

Note que P x P ¢ uma “variedade abstrata”, ou seja, nao esta mergulhada em nenhum
espaco projetivo. Mostraremos que P x P™ ¢ de fato uma variedade projetiva exibindo
. ~ o , . .
uma imersao fechada P" x P™ — P+ que é um isomorfismo sobre sua imagem.
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Agora, vejamos como se define um morfismo de uma variedade X para P”. Um feixe
de Ox-mddulos é um feixe F sobre X tal que F(U) ¢ um Ox(U)-mdbdulo para cada aberto
nao vazio U C X. Um feixe de Ox(U)-mddulos F é localmente livre quando existe uma
cobertura de X por abertos U tal que F|y ¢ um Ox|y-livre.

Nesse caso o posto de F é o ntimero de copias de Ox necessarias. Um feixe invertivel
é um feixe localmente livre de posto um, ou seja, é um feixe £ tal que X = U U; e para

el
cada inclusdo de abertos U C U;, existe s € L(U) tal que L(U) ¢é isomorfo a s - Ox(U)
como Ox-modulo. Feixes invertiveis sao essenciais em Geometria Algébrica.

Dar um morfismo ¢ : X — P" é equivalente a dar um feixe invertivel £ sobre X e
segoes globais sg,...,s, € L(X) tais que para todo p € X existe ¢ tal que s;(p) # 0.
Grosso modo

p: X =P
P (So(p) i ... 1 sn(p))
onde s;(p) = (s;)], € k.

Agora, que ja sabemos como fazer um morfismo ¢ : X — P" de um esquema X para
P, precisamos de exemplos de feixes invertiveis.

Exemplo 8.19 (Twisting Sheaf of Serre) Para cada d € Z, definimos um feixe invertivel
O(d) (ou Opn(d) ou L, 4) em P". Lembre que para definir um feixe em P" basta o definir
na base de abertos D(f). Defina

O(d)(D(f)) = {f%

Uma maneira simples de lembrar ¢ O(d) = {h fun¢ao racional, deg h = d}. Por exemplo,

> 0; f, g polindmios homogéneos com deg g —m - deg f = d}

2 4+ y? + 22
= € Op(1)(D())
e
x3 — y2?

Note que Opn(0) = Opn ¢ o feixe estrutural de P". O feixe Opn(1) é chamado feize de
torcao de Serre.

Proposicao 8.9
(a) Opn(d) ¢ um feixe invertivel;
(b) OI[Dn(d) ® O[Pm(@) = Opn(d —+ 6).

Demonstracao: Ver |13], Capitulo 2, Corolario 5.2.
|

d —

Exemplo 8.20 Seja A = klvg,..., 2], m1 = 2§ e mg = 25. Defina M} = miA e

My = moA. Temos entao

Ml X M2 = mlA X mgA = (mlmz) (A ®A A)
A
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Mais geralmente, se X é um esquema, entao ® nos da uma operacao no conjunto
de feixes invertiveis de X. Com esta operacao, o conjunto dos feixes invertiveis modulo
isomorfismo é um grupo abeliano com elemento neutro Ox. Este grupo é chamado grupo
de Picard de X e denotado por Pic(X),

Pie(X) = {{feixes invertiveis £ em X} }

isomorfismo de feixes

Proposigdo 8.10 Pic(P™) é isomorfo a Z. Mais precisamente, Pic(P") = {O(d) |d € Z}
onde O(0) = O é o elemento neutro e O(1) é um gerador.

Demonstracao: Ver [13], Capitulo 2, Corolério 6.17.
|
Desse modo, temos uma descricao completa dos feixes invertiveis em P" e com isso ja
podemos construir alguns morfismos do tipo P* — P™.

Observacao 8.8 Na operacao ® o inverso de um feixe invertivel £ é denotado por £* (o
dual de £). Assim, em particular: £L® L* = Ox e O(3)* = O(-3).

Exemplo 8.21 Considere £ = Op2(2). Sabemos que L(P?) = k[x,y,z2]s = W & gerado
por seis secoes globais: z2, zy, xz, y?, yz, z°. Tomando todas elas, temos um morfismo

br =P - P
(x:y:2) (2% 2y 2z yz: %)

cuja imagem é & variedade de Veronese V3. Em geral, ¢o,.(4) = v}j, onde v}j é a aplicacao
da Definigao 5.1. Podemos escolher também apenas cinco segoes: ry, Tz, y°, yz, 2> (que
¢ o mesmo que escolher o subespago vetorial V = (zy, x2,y% yz, 2?) de W).

oy =1 :P? -5 P!
(x:y:2)m (zy: a2y yz: 22,

mas, neste caso, temos apenas uma aplicagdo racional ¢ definida em P? — {(1: 0 : 0)}
pois f(1,0,0) = 0, para todo f € V. Dizemos, neste caso, que P = (1:0:0) é o lugar de
base de V. Para um subespaco U de W definir um morfismo é necessario e suficiente que
seu lugar de base seja vazio. O lugar de base é sempre fechado, mas pode ter dimensao
positiva, ser desconexo, nao ser reduzido, dentre outras coisas.

Seja X uma variedade e Z um subesquema fechado. Se i : 7 — X é uma imersao
fechada, definimos o feixe de ideais de Z como ker(i#) = I onde i# : Ox — i,0z. Se Z
¢ reduzido podemos pensar Iy = {f € Ox | f|z = 0} no sentido informal e I,(U) = {f €
Ox(U)| flz = 0} no sentido usual.

Exemplo 8.22 Seja X = P;, Z = 2P (o ponto P com multiplicidade 2) onde P = (0 :
1) € X, onde X = D(z) U D(y) e Ox(X) = k. Temos que

0x(D(w) = { L des £ =} e 040 = { L aeg 7=},
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Dessa forma, temos Iz(D(x)) = Ox(D(x)), pois P ¢ D(x), e

degf:nemultpf22}

r:t] degg:n—Q}

_* [ g
T2 2
2

degg:n—Q}

Com a notacao de antes, temos uma sequéncia exata de feixes em X:
0— Iy — Ox —i,.0; — 0 (8.7)

pois i* : Ox — 1,05 é sobrejetor pela definicao de imersdo fechada. Muitas vezes,
escrevemos Ox|z ou Oz no lugar de i,Oz. Mais geralmente, se F é um feixe invertivel,
podemos tensorizar (8.7) por F e obter uma sequéncia exata

que também se escreve como

0>, oF -F-2 Fl,—0 (8.9)

onde essencialmente I, @ F ={f € F|flz =0} e Flz ={flz|f € F}, a é ainclusao e
B(f) = flz

Defini¢ao 8.29 Seja X uma variedade nao-singular (lisa) e £ € Pic(X) um feixe inver-
tivel. Definimos o sistema linear completo associado a L:

IL|=L=PL(X))=PH"X, L)) =P"

onde dim, H*(X, L) = h%(X, L) =n + 1. Um sistema linear S é um subespago linear de
L.

Observacao 8.9 Um sistema linear S corresponde a um subespago vetorial do espacgo
vetorial £(X). Tipicamente, se define um sistema linear S comegando com um sistema
linear completo O(d) ou O(dy, . . .,d,) e impondo condi¢des geométricas, como por exems-
plo

e {Fe€O(d)| F passa por P} ={F|F(p) =0};
e {FF€O(d)| F contém [}, onde | C P™ é uma reta;

e {FeO(d)|F ésingular em P} = {F |multp F' > 2}
={F|F(P)=0e VF(P)=0}.

Prova-se que tais condicoes sao de fato lineares.

Definicao 8.30 Seja S um sistema linear em uma variedade X. Definimos o lugar de
base de S: Bs(F) ={P € X | F(P) =0 para todo F € S}.
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Exemplo 8.23 |O(d)| é livre de lugar de base (ou seja, o lugar de base é vazio) para todo
d > 0. De fato, se p= (po : ... : pn) € P" entdo p; # 0 para algum j. Como z} € |O(d)]
e 2f(p) = pj # 0 entdo p ¢ Bs(|O(d))).

Exemplo 8.24 Sejam p,q € P3 e considere o sistema linear das quadricas que passam
em p e sdo singulares em ¢. Usamos a notacao S = |Ops(2; p,2¢q)|. Como F € S é singular
em ¢, entao ' é um cone com vértice em ¢ e que passa por p. Movendo p e ¢ para
p=(0:1:0:0)eq=(1:0:0:0), temos

F = ax® + bxy + cxz + doew + ey? +fyz + gyw + hz? + izw + kw?
~ —~—

~
=0, pois multq F>2 =0, pois F'(p)=0

temos que
F = fyz + gyw + hz® +izw + kw?.

Logo, S é um P*.

Alguns Resultados de Cohomologia

O Teorema do Anulamento e o Teorema da Cohomologia do Espaco Projetivo serao
essenciais para provarmos a Proposicao 11.6, proposicao essa, fundamental nas anélises
das dimensoes dos sistemas lineares que iremos estudar a partir do Capitulo 9.

Teorema 8.11 (Anulamento) Seja X uma variedade de dimensao n e F um feixe em X.
Entao

HYX,F)=0 Vk>n.

Demonstracao: Ver |13], Capitulo 3, Teorema 2.7.

|
Teorema 8.12 (Cohomologia do Espago Projetivo)
(a) H'(P",Opn(d)) =0 para 0 < i < n para todo d € Z;
(b) H*(P",Opn(—n — 1)) = k.
Demonstragao: Ver [13], Capitulo 3, Teorema 5.1.
[ |

Divisores e Feixes Invertiveis

Existe uma outra classe de objetos em esquemas que sao muito importantes em geo-
metria algébrica: Os divisores.

H& dois tipos: Divisores de Weil e divisores de Cartier. Nao trataremos deles aqui,
caso o leitor queira se aprofundar no assunto a referéncia indica é o Secao I1.6 do livro
[13], apenas exibiremos um minidicionario de como passar de divisores de Weil para feixes
invertiveis e vice-versa ja que para variedades irredutiveis ha um isomorfismo entre esses
dois conceitos.
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Feixes Invertiveis Divisores
O(d) = O(dH) dH
O(1) feixe de torgao | H se¢do hiperplana
0@2) = 0(-2) —(2H) = (-2)H
F e |0(d)] F e |H|
L(D) D
HY(L(D),X) #0 D é efetivo
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9 Sistemas Lineares

Neste capitulo apresentaremos com mais detalhes os sistemas lineares e, também es-
tabeleceremos a relacao entre os sistemas lineares e as variedades de Veronese, para isso
usaremos |15].

9.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 9.1 Chamaremos de sistema linear, denotado por L, 4(my,...,my), o con-
junto de todas as hipersuperficies em P" de grau d com h pontos gerais de multiplicidade
pelo menos m;, onde i =1,..., h.

Os polindmios homogéneos de grau d em n + 1 variaveis formam um espacgo projetivo

de dimensao
(n + d)
]‘7
n

além disso, para um polinémio ter multiplicidade pelo menos m; em um ponto p; € P"

corresponde a
n

condicoes lineares impostas aos coeficientes.

Exemplo 9.1 Vamos analisar como sdo os elementos do sistema linear £ 5(2%). Sejam p
e ¢ pontos gerais em P2, pelo Lema 6.7, podemos supor quep= (1:0:0)eg=(0:1:0).
Assim, temos que uma hipersuperficie qualquer em Lo 5 é da forma

F = ax? + broxy + crory + dot + exmy + fa3,

onde pelo menos um dos coefientes é diferente de zero. Primeiramente, vamos impor o
ponto p com multiplicidade 2, isto é

F(1:0:0)=a=0

oF

—(1:0:0)=2a=
3x0( 0:0) a=0
OF
—(1:0:0)=b=
8$1( 0:0) 0
OF

——(1:0: =c=0.
3x2( 0:0)=¢c=0

Com isso, temos que o sistema linear £,9 com um ponto duplo é da forma

£272(2) = {F = dl’% + ex1xy + flg‘(d e f) € ]PZ}
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Agora, vamos impor o ponto ¢ com multiplicidade 2, isto é

F0:1:00)=d=0

OF
o (0:1:0)=b=0
oF
—(0:1:0)=2d =
5 (0:1:0)=2d=0
oF

Com isso, temos que o sistema linear £, 5 com dois pontos duplos é da forma
Lo5(2%) = {F = fa3|(f) € P"} = P".

Por fim, isso mostra que dim(Ly2(2%)) = 0.

Exemplo 9.2 Vamos analisar como sao os elementos do sistema linear £53(2?). Sejam
p, ¢ pontos gerais em P2, pelo Lema 6.7, podemos supor quep = (1:0:0)eq=(0:1:0).
Assim, temos que uma hipersuperficie qualquer em Lo 5 é da forma

3 2 2 2 2 3 2 : 2 £ .3
F = azy + bxjxy + croxy + dvori2e + exgre + froxs + 9oy + haixe + ix125 + j25,

onde pelo menos um dos coefientes é diferente de zero. Primeiramente, vamos impor o
ponto p com multiplicidade 2, isto é

F(1:0:0)=a=0
OF

a—xo(]_OO):?)a:O
oF
—(1:0:0)=b=0
axl( )

oF

—(1:0: =e=0.
&BQ( 0 0) e=20

Com isso, temos que o sistema linear £, 3 com um ponto duplo é da forma
L23(2) = {F = crori+drgr zo+ frori+gri+hatvytizxs+jas|(c:d: f:g:h:i:j) € PO}
Agora, vamos impor o ponto ¢ com multiplicidade 2, isto é

F0:1:0)=¢=0

or
oF
—(0:1:0)=3g=
(9961(0 0)=3g=0
or
—(0:1:0)=h=0.
3%2(0 0) 0

Com isso, temos que o sistema linear £, 3 com dois pontos duplos é da forma
L23(2%) = {F = dxor1m9 + frory +izyas + jas|(d: f i:j) € PP} = P2

Por fim, isso mostra que dim(Ly3(2?)) = 3.
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Observacao 9.1 No Exemplo 9.2 os coeficientes dos polindmios do sistema linear L3
formam um espaco de dimensao (2;3) — 1 =29 e os dois pontos duplos teriam que impor

2142 N 2—-1+2 6
2 2 -

condigdes lineares. Logo, ¢ esperado que o sistema linear Lo 3(2?) tenha dimensao 9—6 = 3,
que é exatamente o que acontece.
Por outro lado, no Exemplo 9.1 os coeficientes dos polinémios do sistema linear L5

formam um espaco de dimensao (2;2) — 1 =5 e os dois pontos duplos teria que impor

2142 N 2142 6
2 2 -

condigdes lineares. Logo, é esperado que o sistema linear £y 5(2?) tenha dimensao 5 —6 =
—1, entdo é esperado que o sistema L 5(2?) seja vazio, 0 que nao ocorre.

Observe que, o problema no Exemplo 9.1 ocorre pois os dois pontos gerais duplos
acabam impondo, em uma das derivadas, coeficientes iguais.

Dito isso, é plausivel definir uma possivel dimensao para um sistema linear.

Definicao 9.2 A dimensao virtual de um sistema linear £ := L,, 4(my, ..., my) é definida

por
o) i (n;d) _1_zh:<mi—n1+n)

=1

Exemplo 9.3 Calculemos a dimenséo virtual do sistema linear Lo 3(2%). Tsto é,

R
=10-1-43

= -3

Observe que, a dimensao virtual de um sistema linear ser menor que —1 nao faz sentido
geométrico, pois quando a dimensao de um sistema é —1 significa que o sistema é vazio.
Logo, no caso degenerado, o sistema linear tem dimensao —1.

Observacao 9.2 Quando falamos que um sistema linear é vazio, estamos nos referindo as
segoes globais. Por exemplo, se considerarmos o sistema linear £ := £51(1%), pelo Lema
6.7 podemos tomar os pontos gerais simples como sendo p = (1:0:0),¢g=(0:1:0) e
r=(0:0:1) em P2 Dessa forma, as segoes globais sao L(P?) = H°(P? L) = {0}, mas
L(P? —{r}) = {alp,q)|a € k}.

Definigao 9.3 A dimensdo esperada de um sistema linear £ := L, 4(mq,...,my) é defi-
nida por

e(L) := max{v(L), —1}.

Como vimos, nem sempre a dimensao real do sistema linear, que denotaremos por
[ = dim(L), corresponde a dimensdo esperada do mesmo, pois as condi¢oes impostas
acabam se repetindo. Quando isso acontece, temos que

(L) > e(L). (9.1)
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Por outro lado, se as condigbes sao linearmente independentes(isto é, nao se repetem),
temos que

(L) = e(L). 9.2)

Defini¢ao 9.4 Quando a dimensdo do sistema linear satisfizer (9.1), chamaremos o sis-
tema de especial, e se satisfazer (9.2) falaremos que o sistema € nao especial.

Exemplo 9.4 Como ja discutimos, o sistema do Exemplo 9.1 ¢é especial, mas o sistema
do Exemplo 9.2 é nao especial.

Exemplo 9.5 O sistema linear £35(1*) é ndo especial. De fato, primeiro calculemos a
dimensao esperada desse sistema

o(Caa(lh) = (3;2) _1_5(1—;+3>

=10—-1-4.1
=5.
Logo, e(L32(11)) = max{5, -1} = 5.
Tome py, ..., ps € P3 pontos gerais. Pelo Lema 6.7, podemos supor que
pr=(1:0:0:0) pe=(0:1:0:0)
p3=(0:0:1:0) pr=(0:0:0:1).

Assim, temos que uma hipersuperficie qualquer em L3 2 é da forma
F= axg + bxoxy + crore + droxs + exf + friwe + griw3 + hx% + 1x9x3 + j:cg

onde pelo menos um dos coefientes é diferente de zero.

Agora, vamos impor os pontos ps, ..., ps com multiplicidade 1, isto é
F(1:0:0:0)=a=0
F0:1:0:0)=e=0
F0:0:1:00=h=0
F0O:0:0:1)=5=0

Com isso, temos que o sistema linear £35 com 4 ponto simples é da forma
L32(1Y) = {F = bxoxy + cromy + drors + fr120 + emywz +izoxs|(b:c:d: f 1 e i) € P}

Logo,
1(L32(1%) = 5 = e(L32(1"))
e, portanto, o sistema é nao especial.
Teorema 9.1 (Teorema da Multiplicidade Um) Seja L C L, 4 um sistema linear nao

especial. Se h pontos simples estdo em posigao geral em P", entdo o sistema £(1") é ndo
especial.
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Demonstracao: Provaremos por induc¢ao sobre o niimero h de pontos simples. Se h = 1,
existe uma hipersuperficie de £ que nao passa por um ponto geral. Para o passo indutivo,
temos que provar que um ponto geral adicional impoe, em um sistema linear nao vazio,
uma condicao linear independente das anteriores, ou de forma equivalente, que um ponto
geral adicional nao estd em todas as hipersuperficies do sistema. Isso é verdadeiro, para
um ponto na posicao geral.

[ |

Exemplo 9.6 O sistema linear £;3(2%), como vimos no Exemplo 9.2, ¢ nao especial e
tem dimensdo 3. TLogo, pelo Teorema 9.1, o sistema L93(22,13) = L£53(2%)(1) ¢ nao
especial e tem dimensao 0.

9.2 Relacao entre Variedades de Veronese e Sistemas
Lineares

Nessa secao, estabeleceremos a relacao entre as variedades de Veronese e os sistemas
lineares, assim como, a relacao entre o defeito secante de uma Veronese e a especialidade
de um sistema linear. Em seguida, apresentaremos outra versao do Teorema de Alexander
e Hirschowitz.

Dito isso, veremos um exemplo, para termos uma ideia inicial, de como os hiperplanos
de uma Veronese V' estao em correspondéncia com as hipersuperficies do sistema linear
L,.q por meio da aplicagao de Veronese vy;.

Exemplo 9.7 Uma hipersuperficie S de L99 corresponde a uma secao hiperplana H de
V2. De fato, tome a aplicagao de Veronese

2. p2 5
vy P =Py

(mo : 1 @ To) > (T3 ToT1 : ToTo © T3 1 X179 1 X3).
Como S é uma hipersuperficie de Lo, entdo S = V(F'), onde
F = Oéogl'g + qp1T0T1 + Qo202 + 0611.%'% + Q12212 + OégziEg.
Agora, via a aplicacao de Veronese, podemos tomar
G = aooyo + QoY1 + Qo2 + Q11Y3 + Q12ys + a22Ys,

e, assim, segue que H = V(G) ¢ um hiperplano de L5 ;.
Por outro lado, dado um hiperplano H’ de L5, entdo H' = V(G’), onde

/
G’ = apyo + a1y1 + asys + asys + asys + asys.
Dessa forma, se considerarmos
P — 2y 2 2
= QpTy + A1Tox1 + ALy + A3T] + A4T1 X2 + A5T5,

temos que S’ = V(F”) ¢ um hipersuperficie de Lo 5.

De forma geral, podemos considerar o seguinte resultado:

93



Proposic¢ao 9.2 H4 uma correspondéncia biunivoca, via aplicagao de Veronese v}, entre
os sistemas lineares £, g ¢ Ly 1, onde N = (”:d) - 1.

Proposigao 9.3 Sejam S =V(F) € L, ,¢e H=V(G) € Ly, onde S e H se correspon-
dem via aplicacao de Veronese, como na Proposicao 9.2. Entao, p € P" € um ponto duplo
em S se, e somente se, H ¢ tangente & Veronese V' em P := v7(p).

Demonstracao: Considere a aplicagao

UQ:IP)"—HP)N

(zo:... ) (@0 ol ey ad ey 2.
Pelo Lema 6.7 podemos considerar p = (1 : 0 : ... : 0) € P" e, assim, temos que
P=(1:0:...:0) € P". Desta forma, ¢ facil ver que TpV}' = (eg, €1, .., €n).

Agora, temos que F' é da forma

-----

Para exemplificar a anotacao, o coeficiente g, 4,... 4, acompanha o mondémio z,, T, . . - Za,,
por conveniéncia consideraremos a; > as > ... > aq.
Pela Proposicao 9.2, temos que S = V(F) € L,4 < H =V(G) € Ly, onde

G = a(0,,..00%0 + Q10,..0Y1 + Q20,.0Y2 +  + Qnm,...n)YN-

(=) Suponha que p é um ponto duplo em S, ou seja,

oF

_— — — 0
dzq (p) @(0,0,...,0)

oF

8—%(29) = a(1,0,..,0) = 0
oF

Logo, G = @110,..0Ynt1 + - + Qunn,..n)Yn €, assim, ep,eq1,...,e, € H = V(GQ).
Portanto, TpV}' C H.
(<) Suponha que TpV)* C H = V(G), entdao G(ey) = G(ey) = --- = G(e,) = 0. Logo, G

tem que ser da forma
G = ¥(1,1,0,...,0)Yn+1 + -+ A(nn,n,..n)YN,

assim

d—2,_2 d
F= ¥(1,1,0,...,00Ty L7 +- A(nnn,..n) Ly,

mostrando que p tem multiplicidade 2 em S = V(F).

[ |
Corolario 9.4 Sejam py, ..., p, pontos gerais em P". O sistema linear £, 4(2") de hiper-
superficies singulares em py,...,py corresponde ao sistema linear de hiperplanos em PV

tangente a variedade de Veronese V' em v} (p1), ..., v (pn), ou seja,

Lna(2") =2 L:={G € Ly1|TynppVs CV(G), j=1,...,h}.
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Corolario 9.5 Na notagao do Corolario 9.4. Se p € (p1,...,ps) € um ponto geral, entao
L= {G € £N,1|Tvg(p)S€CVdn C V(G)}

Demonstragao: Pelo Lema de Terracini 6.5, temos que Ty () SecVy' = <Tvg(pl)Vd”, e ,Tvg(ph)VCl").
Logo,

L={G € Ly:|[Tnp)Vs' CV(G),j=1,...,h}
= {G < 'CN,1|<Tv3(p1)vdn7 ce 7TUZ(ph)Vdn> - V(G)}
= {G c £N71|Tvg(p)Sech" C V(G)}

Lema 9.6 Seja W C PV um espaco linear. Entdo
dim({G € Ly1|W C V(G)}) = N —dimW — 1.

Teorema 9.7 A variedade de Veronese V' é h-defeituosa se, e somente se, o sistema
linear £, 4(2") ¢ especial.

Demonstracao:
(=) Suponha que a Veronese V' ¢ h-defeituosa, pelo Lema de Terracini 6.5 significa que

dim(TpSecy(V}]')) < Expdim(Secy(V}')), onde P é um ponto geral em Secy,(V}'),
observe que Expdim(Secy(V])) = N —v(Lyq) — 1, logo
v(Lypa) < N —dim(TpSec,(V)]')) — 1.
Pelo Corolario 9.5 e o Lema 9.6, segue que
v(Lya) <UL).

Por fim, pelo Corolario 9.4, temos que v(L,, 4) < {(L,,4), implicando que o sistema L, 4 é
especial.
(<) Suponha que o sistema linear £, 4(2") seja especial, ou seja, v(L, 4(2")) < I(L,.4(2")).
Pelo Corolério 9.4, temos que v(L,4(2")) < I(£). Do Lema 9.6 e o Corolario 9.5, segue
que

v(Lya(2") < N — dim(TpSec, (V")) — 1, onde P € Secy, (V).

Como ja dito, vale a seguinte igualdade Expdim(Sec, (V")) = N —v(L,4) — 1 e, assim,
dim(TpSecy,(Vy')) < Expdim(Secy(Vy')).

Portanto, pelo Lema de Terracini 6.5, a variedade de Veronese V' ¢ h-defeituosa.
[ |
O Teorema 9.7 concretiza a relacao entre as variedades de Veronese e os sistemas
lineares. Dessa forma, resultados que valem para as variedades de Veronese podem ser
adaptados para os sistemas lineares, em particular, o Teorema de Alexander e Hirschowitz.

Proposigao 9.8 Se osistema linear £, 4(2") é nao especial, entao o sistema linear £,, 4(2%)
é nao especial, para todo k£ < h.
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Demonstracao: Basta combinar o Teorema 9.7 com o Corolario 6.3.
[ |

Teorema 9.9 (Teorema de Alexander e Hirschowitz) Os sistemas lineares £, 4(2") sao
nao especiais, exceto os seguintes casos:
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10 Quadricas

Neste capitulo, estudaremos as hipersuperficies quadricas em P"(k), onde k£ é um
corpo infinito de caracteristica diferente de 2, essas variedades generalizam segoes conicas
no plano e sua geometria é bastanta interessante. Usaremos, na primeira se¢ao, o livro
[5] para pautar discussdo sobre as quadricas, jA na segunda se¢do provaremos que as
variedades de Veronese V3" sao 2-defeituosa para todo n > 1.

10.1 Hipersuperficies Quadricas

Defini¢ao 10.1 Uma variedade V = V(f) C P", onde f é um polindmio homogéneo de
grau 2, é chamado de hipersuperficie quddrica ou apenas quddrica.

As quadricas em P? também sdo chamadas de conicas, pois uma conica em k? é da
forma
ar® +bry +cy® +dr +ey+ f =0,

homogeneizando em relagao a z, temos

az® + bry + cy® + dwvz +eyz + f22 = 0.

n

Teorema 10.1 (Forma Normal para Quddricas) Seja f =3 _;'._qaijzix; € klzo, - .., Ty]
um polindémio homogéneo diferente de zero de grau 2. Entao V(f) é projetivamente
equivalente (Definigdo 4.27) a uma quéadrica definida por uma equacao da forma

2 2 2
coxy +cx] + - +cepx, =0

onde cg, ..., ¢, sao elementos de k nem todos nulos.

Demonstragio: A estratégia sera encontrar uma mudanga de coordenadas X; = 77 bi;z;
tal que f tenha a forma
coXe + X7+ + e, X2

Usaremos indugao no nimero de variaveis.

Para uma variavel o teorema é trivial, pois os tinicos polin6mios homogéneos de grau
2 sao da forma agoz?.

Suponha que o teorema é verdadeiro quando existem n variaveis. Dado f = >
primeiro afirmamos que, por uma mudanca de coordenadas, agy # 0.

Para ver isso, primerio suponha que agy = 0 e a;; # 0, para algum 1 < j < n. Neste
caso, definimos

n

i,j=0 ijLilj,

Xo=2j,X;=x0e X, =z, parai #0,]. (10.1)

Entdo o coeficiente de X2 na expansao de f em termos de Xy, ..., X, é diferente de
zero. Por outro lado, se todos os a; = 0, entao como f # 0 devemos ter a;; # —aj;, para
algum i # j. Fazendo uma mudanca de coordenadas como em (10.1), podemos supor que
ag1 # —ayg. Agora defina,

XOZZEo,Xlsz'l—IoeXi:ZEi paraiZQ.
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Em termos de X, ..., X, o polinomio f tem a forma

n

Z Cinin, onde CooQo1 + Q10 7£ 0.

1,J=0

n
1,J=0

n 2 2 n
1 b; bib;
— (CLOO{EO -+ E EZL'Z) = (1001’3 + E bZ‘ZL‘()fL’Z‘ + E M_szx]
i=1 i=1 00

a
00 ij=1

Agora, suponha que f =) a;jz;xj, onde agy # 0. Seja b; = a;o + ap; e note que

Agora introduzimos novas coordenadas Xy, ..., X,,, onde

1 b
Xo =20+ — —z;e X; =x; parai > 1.
a00;2

Escrevendo f em termos de Xo, ..., X, todos os termos Xy X; cancelam para 1l <i < ne,
2 n n
portanto, obtemos uma soma da forma agXg + Zmzo d;; X;X;. A soma Zi,j:l di; Xi X
envolve n variaveis Xi,...,X,, de modo que, pela hipotese de inducao, podemos en-
contrar uma mundanca de coordenadas envolvendo apenas Xi,...,X, que transforma
n
D i j1 45 Xi X5 em
2 2
aXi+-Fce X,
Podemos considerar isso como uma mudanca de coordenadas para Xy,..., X, que deixa
Xy fixo. Entao, temos uma mudanca de coordenadas que trasforma aong—l—Z di; X; X

na forma desejada.

n
1,j=0

[ |

Na forma normal coxg + clx% +-- 1+ cnxfl, alguns dos coeficientes ¢; podem ser nulos.

Ao renomear as coordenadas, podemos assumir que ¢; # 0se 0 <7 < pe ¢; = 0 para
1 > p. Entao a quadrica é projetivamente equivalente a uma dada pela equacao

Coxg + -+ Cp, (10.2)
onde ¢, ..., ¢, sao diferentes de zero.
Definicao 10.2 Seja V C P" uma quadrica.
(a) Se V ¢é definida pela equacao (10.2), entao V' tem posto p + 1.

(b) Se V' é uma quadrica arbitraria, entdao V tem posto p + 1 se V & projetivamente
equivalente a uma quadrica definida pela equacio (10.2).

Agora, dada uma quadrica V(f), onde
f = Z Qi T2 5.
i,j=0
Observacao 10.1 Podemos assumir a;; = a;;, para todo ¢ e j. De fato, definindo

Qi + CL]Z

bz’j - 2

segue que f =3 " bijrix; e bij = by, para todo i, j.
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Podemos usar multiplicacao de matrizes para representacao de f. Os coeficientes de
f formam uma matriz (n+ 1) x (n 4+ 1) @ = (a;j), que vamos supor ser simétrica pela
observacao anterior. Se x é o vetor coluna com entradas xzg,...,x,. Entao,

f(r) = 2'Qx, onde 2" ¢ a transposta de z.
Proposigao 10.2 Seja f = z'Qx, onde @ é uma matriz simétrica (n+ 1) x (n + 1).

(a) Dado um elemento A € GL(n + 1,k), seja B = A™'. Entao A(V(f)) = V(g), onde
g(x) = 2'B'QBu.

(b) O posto da quadrica V(f) é igual ao posto da matriz Q.
Demonstracao:

(a) Pela Proposicao 4.36, temos que A(V(f)) = V(g), onde g = f o B. Logo,
g(z) = f(B(z)) = (Bz)'Q(Bz) = 2' B'QBu.

(b) Observe que @ e B'QB tem o mesmo posto. Pelo Teorema 10.1, existe uma matriz
A e GL(n+ 1,k) tal que

g=corh+ -+ cp:cf?, onde c, ..., ¢, sao diferetes de zero.
A matriz de g é a diagonal com c¢y, ..., c,. Combinando com o item anterior, temos
Co
c
B'QB = P
0
0

O posto de uma matriz é o niimero de colunas linearmente independentes, segue que
B'QB tem posto p+ 1 e, assim, () também tem posto p + 1.

Proposicao 10.3 Se k ¢é algebricamente fechado, entao a quédrica de posto p + 1 é
projetivamente equivalente a uma quadrica definida pela equacao

P

2 _
E x; = 0.
i=0

Em particular, duas quadricas sao projetivamente equivalente se, e somente se, tem o
mesmo posto.

Demonstracao: Pelo Teorema 10.1, podemos assumir que a quadrica é da forma

coxg + - + ¢pr, = 0, onde tem posto p + 1.
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Como k ¢ algebricamente fechado, a equagao =7 — ¢; = 0 tem raiz em k. Escolha uma e
chame de ,/c;, Note que /c¢; # 0, pois ¢; # 0. Defina

Xi=+cr;, 0<i<p
Xi=x;p<i<n.

Isso d4a a forma desejada.

Definicao 10.3 Uma quadrica em P" é nao singular se tem posto n + 1.

Corolario 10.4 Seja k algebricamente fechado. Entao todas as quadricas nao singulares
em P" sdao projetivamente equivalentes.

Exemplo 10.1 Tome C, C P4, definida da seguinte forma

X r1 T2 T
C4 = menores 2 X 2 0 3
Ty T2 T3 Ty

2 2 2
= V($09€2 — X1, ToT3 — T1X2, Loy — T1L3, L1X3 — Lo, T1T4 — T2X3, T2Xy — 903)
= V<F127 F137 F147 F237 F247 F34>-

Observe que, pela Proposicao 10.2, temos que

0 0 1
posto(Fi2) =posto[ 0 —1 0 | =3
0 0
e
00 o0 1
0 0 —% 0
= 2 —
posto(Fi3) = posto 0 -1 0 0 4.
0 0 0

De forma similar, temos que posto(Fi2)=posto(Fa3)=posto(F34)=3 e, assim, sao projeti-
vamente equivalentes a uma quadrica da forma z3 + z% + 23 (Veja Figura 10.1).

<(00010},(00001}>

Figura 10.1: Quédrica de posto 3 em P*,

Da mesma forma, temos que posto(Fy3)=posto(F1a)=posto(Fhy)=4 e, assim, sdo pro-
jetivamente equivalente a uma quadrica da forma z? + 27 + 23 + 23 (Veja Figura 10.2).

Assim, observe que dim(V(Fis, F13)) = 2, entao
deg(V(Fio, F13)) = deg(Fi2)deg(Fy3) = 4.

Por fim, afirmamos que deg(Cy) = 4, ou seja, Cy é uma quértica.
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P=(0:0:0:0:1)

Figura 10.2: Quédrica de posto 4 em P?.

10.2 Relacao Posto - Sistema Linear

Exemplo 10.2 Dado o sistema linear Lo 5, temos que uma quadrica qualquer neste sis-
tema é da forma

Fy; = a:):% + bxory + cxors + dxf + ex1x9 + fxg.

Pelo que vimos na se¢ao anterior, o posto de F3 é no maximo 3. Logo, se impormos um
ponto duplo, temos pelo Exemplo 9.1, que

Lo2(2) ={F, = dxf + ex1T9 + fx§|(d e f) e PQ}.

Assim, o posto de F5 é no méximo 2. Agora, se impormos dois pontos duplos ao sistema
L9, temos

L55(2%) = {F1 = fa3|(f) € P°}.
Assim, o posto de Fj é 1.

Exemplo 10.3 Dado o sistema linear L3 2, temos que uma quadrica qualquer neste sis-
tema é da forma

F, = amg + broxy + cxoxs + drozs + ew% + frix0 + gri23 + hwg + ixoxs + jx%.

Pelo que vimos na secao anterior, o posto de F; é no maximo 4. Logo, se impormos um
ponto duplo, temos que

L32(2) = {F3 = ex] + fr129 + gv173 + haj + izgzs + jzil(e: ... : j) € P}

Assim, o posto de F3 é no méximo 3. Agora, se impormos dois pontos duplos ao sistema
L9, temos
L32(2%) = {Fy = haj + izgxs + ja3|(h i : j) € P2},
Assim, o posto de F5 é no maximo 2. Agora, se impormos trés pontos duplos ao sistema
L9, temos
L35(2%) = {F = ja3|(j) € P°}.
Assim, o posto de Fj é 1.

Observacao 10.2 Observe que, em ambos os exemplos, o primeiro ponto duplo impoe
n + 1 condi¢oes linearmente independentes e anula todos os mondémios que tem x, o se-
gundo ponto duplo impoe n condi¢oes linearmente independentes e anula todos os mono-
mios que tem x1, o terceiro ponto duplo impoe n— 1 condicoes linearmente independentes
e anula todos os mondmios que tem x5 e assim sucessivamente até o sistema linear ter
dimensao 0.
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Afirmamos que essa observagao se repete em todos os sistema lineares do tipo £, 2 ao
impor h pontos duplos. Assim, podemos concluir que

L,2(2") = {az?| (o) € P'}.
Teorema 10.5 Seja F}, ;1 € £,,2(2"), onde 0 < h < n. Entdo posto(F;,_p1)< n—h+1.

Demonstracao: Primeiro vamos considerar o caso 0 < h < n. Provaremos por inducao
em h. Para h = 0, considere o sistema L, 5, como [, € L, 2 pode depender de todas
as n + 1 variaveis em P", entao o posto de F, 1 ¢ no maximo n + 1. Agora, suponha que
Fo(h-1)+1 € L, 2(2"71) tem posto no maximo n — (h — 1) + 1, ou seja, F, —(h-1)+1 pode
depender de n — (h — 1) + 1 variaveis. Como o sistema £, 2(2") é obtido ao impor mais
um ponto geral duplo ao sistema L, 5(2"7!), pela Observagao 10.2, as quadricas Fy,_j11
de L, 2(2") podem depender de no méximo n — h + 1 variaveis, isto ¢, F}, ;11 tem posto
no maximo n — h + 1.
Por fim, se h = n, como ja discutimos

L,2(2") = {a2?] (a) € PY}.

Entao, F} tem posto 1.

10.3 Casos Especiais

Nesta secao, vamos mostrar, de duas maneiras diferentes, que as variedades de Vero-
nese V' sao 2-defeituosa, para todo n > 1. Para isso, usaremos os métodos apresentandos
na Secao 6.5 do Capitulo 6.

Primeira Demonstracao
Dada a aplicagao de Veronese
vy PE— PY
2

(xole:---:xn)r—>(x3:x0x1:---:xoxn:xf:xlxg:...:a:lxn:xgz...:xn).

A dimensao esperada de Secy(V3") é
Expdim(Secy(Vy")) = min{2(n + 1) — 1, (n® + 3n +2)/2} = 2n + 1,

onde

N n+2 _1:n2—|—3n+2‘
2 2

Sejam p e g pontos gerais de P". Podemos supor, pelo Lema 6.7, que p = (1 : 0 :
..:0:0eq=(0:0:...:0:1), sem perda de generalidade. Agora, considere
P=vip)=(1:0:...:0:00eQ=v5(q)=(0:0:...:0:1) em PV,

Tomando a reta gerada por p e q

L:=(pq)={(a:0:...:0:)|(a:0) € P'},
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podemos restringir o dominio da aplicacao v% a reta L, isto é

vy, (pq) = PY
(@:0:---:0:b) > (a®:0:---:0:ab:0:...:0:b%).

Entéo, C = U%L(L) ¢ uma conica em P2, pois

C= V(yoyN - y'r2n) C IP)2 = V(ylﬂ vy Ym—1Ym+1, - - - 7yN—1) C ]P)Ny

onde m é a coordenada que se encontra ab.
Por fim, pela Definicao 4.26, temos que

dimTpC = dimTyC = dimL = 1.
Logo, TpC' e ToC sao retas em P2, Assim, segue que
TpC =T1I(H;, — {0})

ToC = TI(H, — {0}),

onde H;, H, sido planos passando pela origem em k3 e II é a aplicacdo definida em 4.18.
Obeserve que, pela Definicao 4.20, temos que

dzmH1 = dlmHQ = 2,
em k3 e, como Hy # H,, pois TpC # TpC, temos que
H1 N H2 - l,

onde [ é uma reta em k* passando pela origem. Assim, P := II(l — {0}) pertence a
TpC NTyC. Logo,
PeTpCnN TQC - TP‘/zn N TQ‘/Qn

Deste modo, pelo Lema de Terracini 6.5, concluimos que
dim(TpVy', ToVy') < 2n < 2n+ 1 = Expdim(Seca(Vy'))

e, assim, a variedade de Veronese V' é 2-defeituosa.

Segunda Demonstracao
Dada a aplicagao de Veronese
, N
vy 1 P — P,
. . . 2. . . C 2 . . C 2 -
(o @yt xy) > (X5 XXy 2o DXLy D XY XX e I XDy DT . D).

A dimensao esperada de Secy(V5') é
Expdim(Secy(Vy")) = min{2(n + 1) — 1, (n® + 3n + 2)/2} = 2n + 1,
onde

2
N n+2 _1:n —|—3n+2'
2 2
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Sejam p e ¢ pontos gerais de P". Podemos supor, pelo Lema 6.7, que p = (1 : 0 :
..:0:0eq=(0:0:...:0:1), sem perda de generalidade. Agora, considere
P=vp)=(1:0:...:0:00CcP’eQ=0v3(q)=(0:0:...:0:1) C PV.

Com isso, construiremos os espacos tangentes TpVy' e TplVy'. Tome xy = 1, pela
Proposicdo 4.17, considere aplicacao de Uy = k™ em V = k'V:

Q. UQ — ‘/0
(21, 20) = (T1, ., T, X2, 21T,y . ., X1 T, X5,y ..., T2).

Assim, temos que

0
a—z:(1,0,...,0,291;1,372,...,xn,O,...,O)
0
%:(0,1,0...,0,x1,0,...,O,ng,xg,...,:vn,(),...,O)
2
0
= yeeeydy LU o U T, Uy Uy 20, Uy e T, 4T, )
a(p 0,...,0,1,0,...,0,21,0,....0,25,0 2
T
Logo,
p(0)=0
I
T 0) =
8$1<) “
dp
¥ 0) =
8952() €2
dp
0)=-¢€,
8xn()
Portanto, o espago tangente em P é
TpX =(ep,(1:1:0:0:...:0:0),(1:0:1:0:...:0:0),...,(1:0:0:0:...:0:1))
=(e0,(0:1:0:0:...:0:0),(0:0:1:0:...:0:0),...,(0:0:0:0:...:0:1))

= (ep,€1,... €n).
Agora, tome x5 = 1, pela Proposicio 4.17, considere a aplicacio U,, = k™ em Vy = k™:
v:U, = Vn
2 2
(33'0, s 7$n71) = (x[)?mO:[;la <oy LOLn—1, L0, L1, L1X2, - - -, T1Tp—1, L1, - - - 7xn71)'

Assim, temos que




onde n < j; < j;u1. Portanto, o espaco tangente em () é
ToX = (€ns€jys---, €, 1, EN)-
Desta forma, segue que
(TpVy' , TQVL') = (€0, -1 Ens€jys .-y €j 1, EN)-

Logo,
dim(TpVy', TQVY) = 2n.

Pelo Lema de Terracini 6.5, como
dim(TpVy', TQVY) = 2n < 2n+ 1 = Expdim(Secs(V3"))

a variedade V' é 2-defeituosa.
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11 Sequéncias Exatas de Sistemas Lineares

A ideia principal deste capitulo é extrair resultados importantes sobre sistemas linea-
res, por meio de sequéncias exatas. Para isso, nos basearemos em [9] e em [15].

De inicio, apresentaremos alguns lemas que serao de suma importancia nos proximos
capitulos.

Lema 11.1 Sejam L, L, e L3 sistemas lineares. Se a sequéncia
0— Ly — Ly — L3
é exata e h'(L3) = 0, entdo I(Ly) = 1(L1) + 1(L3) + 1.
Demonstracao: Considere a sequéncia de cohomologia correspondente
0 — H°(Ly) — H°(Ly) — H(L3) — HY(Ly) — -+,

Como H°(L3) = {0}, pois h°(L3) = 0, entdo podemos considerar a seguinte sequéncia
exata de espacos vetorias

0 — H°(Ly) — H°(Ly) — 0
Assim, temos que h%(Ly) = h°(L;) e, assim

hO(Ly) — 1 =h°(L) —

Lema 11.2 Sejam L, L, e L3 sistemas lineares. Se a sequéncia
0— Ly — Ly — L4
¢ exata e h'(L£y) = 0, entdo I(Ly) = 1(Ly) +1(L3) + 1.
Demonstracao: Considere a sequéncia de cohomologia correspondente
0 — H°(Ly) — H°(Ly) — H(L3) — HY (L)) — -+,

Como H'(Ly) = {0}, pois h'(L1) = 0, entdo podemos considerar a seguinte sequéncia
exata de espacos vetorias

0 — H°(L,) — H°(Ly) — H°(L3) — 0.
Assim, pelo Teorema do Nicleo e da Tmagem (para mais detalhes, ver [6], Capitulo 6),
temos que h°(Ly) = h°(Ly) + h°(L3) e, assim
RO(Ly) — 1 =h(Ly) + K (L3) — 1
RO(Ly) — 1= h(Ly) +RO(Ls3) — 1+ (1—1)
=>h°(£2) 1= (h(Ly) — 1)+ (h°(Ls5) — 1) + 1.
) =

Portanto, segue que I(L£y) = (L) + 1(L3) + 1.
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11.1 Restricao a um Esquema Finito

Fixemos algumas notagoes para essa se¢ao:
e Seja L, 4 o sistema linear das hipersuperficie de P" com grau d;
o L:=Lya(my,...,mp);

e seja Z = {mPy,...,mpP,} um esquema finito, onde P, € P" com multiplicidade
m;. Como vimos em (8.6), temos que

length(2) =Y <” - e 1);

=1

e seja L, 4|z o sistema linear obtido quando restringimos o sistema £, 4 a0 esquema
Z.

Dessa forma, podemos montar a seguinte sequéncia exata de restrigao
0—L—Lyg— Lydlz (11.1)
Lema 11.3 h'(P", L, ) = 0.
Demonstracao: Dividiremos a prova em dois casos:

i - Para n = 1: Provaremos por indugao em d. Para d = 0, temos que h*(P', L1 ) = 0,
pelo Exercicio 111.2.2 do [13].

Agora, considere o esquema Z; = {Q;} dado por um ponto simples. Dessa forma,
temos a seguinte sequéncia exata de restricao

0— »Cl,dfl — »Cl,d — »Cl,d‘Zoa
assim, temos a seguinte sequéncia exata de cohomologia
0— HO(]P)I,,CLdfl) — HO(]P)l,,CLd) — HO<ZOwCl,d|Z0) — H1<]P)1,£17d,1) e I

Pelo Teorema do Anulamento 8.11, segue que H*(Zy, L, 4|z,) = 0, pois dim(Z,) = 1.
Logo, podemos considerar a seguinte sequéncia exata

0— HO(ELd_l) — HO(ELd) — Ho(ﬁl,d’Z()) — Hl(,CLd_l) — Hl(/;l,d) — 0.

Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (para mais detalhes, ver [6], Capitulo 6), segue
que

hl(Pl, Li4) = hl(]P)1> Li4-1)— hO(Zo, Li.dlz,) + hO(Pl, Li4)— hO(PI, Li4-1)
=h' (P Ligq) —1+(d+1)—d
— hl(]P)l,ELd_l).

Pela hipotese de indugdo, temos h' (P, Ly 4 1) = 0 e, assim, h'(P*, L 4) = 0.

ii - Para n > 1: Segue direto do Teorema da Cohomologia do Espaco Projetivo 8.12.
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Lema 11.4 Se h°(L) = 0, entao £ é nao especial.

Demonstragio: Como h°(L) = 0, temos que [(£) = h°(L) — 1 < e(L). Portanto, £ é nio
especial.
|

Lema 11.5 Se h'(P", L) = 0, entao L ¢ nao especial.

Demonstragdao: Considere a sequéncia exata (11.1), como h'(P", £) = 0, temos pelo Lema
11.2 que

h
n+ n+m;—1
= —1- J
()2 )

=v(L).

Portanto, £ é nao especial.
[

Proposigao 11.6 O sistema linear £ é nao especial se, e somente se, h°(P", L)' (P, L) =
0.
Demonstracao:

(<) Basta usar os Lemas 11.4 e 11.5.
(=) Suponha que £ é nao especial. Logo, h°(P", L) = e(L£) + 1. Ha dois casos a se
analisar:

e Se ¢(L£) = —1. Entdo, h°(P", L) = 0.

e Se e(L) =wv(L). Pelo Lema 11.3, podemos considerar a seguinte sequéncia exata de
espacos vetoriais

0 — HYP", L) — H°(P", L, 4) — H*(Z, L, 4l7) — H' (P", L) — 0,

pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (Para mais detalhes, ver [6], Capitulo 6), temos
que
RY(P™ L) = v(L) + 1 — h°(P", L),

segue que
Y P L) = v(L) — (v(L) +1)+1=0.

Portanto, segue que h°(P", L)h'(P™, L) = 0.
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11.2 Sequéncia Exata de Castelnuovo

Nesta se¢ao, mostraremos uma técnica de degeneragao elaborada por Hirchowitz, que
ele chamou de La Méthode d’Horace. Esse método consiste em fazer especializagoes de
tantos pontos quanto forem convenientes em um hiperplano fixo e depois aplicar inducao
sobre dimensao e/ou grau.

Seja L := L, 4(2"). A ideia principal de Hirchowitz era degenerar de tal forma que k
pontos dos h pontos tenham suporte em um hiperplano 7 = P"~! de P", obtendo

0 — Lg1 (27515 -5 £ 5 L]; © Loo1a(25), (11.2)

onde a(F) = F.re 8(G) = G|, para F € L, 4.1(2"% 1%) e G € L. Logo, podemos
considerar a sequéncia

0 — Log 1 (25, 1%) =25 £ 25 £, 4(25), (11.3)

chamada de sequéncia exata de Castelnuovo.
Se tomarmos F' € L, 41(2"", 1%), entdo F tem multiplicidade de pelo menos 2 em

h — k pontos e multiplicidade de pelo menos 1 em k pontos, digamos Py,..., P, e
@1, - .., Qy, respectivamente. Sabemos que
Ja(F) OF on .
= F <7 <n.
al’i al’zﬂ-—i_ aJ]Z‘,O_Z_n
Como os pontos ()1, ..., Q) tem suporte em 7, segue que
da(F) oF on
o, (@) = a—xi(Qj)W(Qj) + F(Qj)a_l'i(Qj)
OF or .
= a_a;i(Qj)‘O + O-O%Q(J)
=0,1<j5<k,

assim, a(F') tem multiplicidade de pelo menos 2 nos k pontos. Por outro lado, temos que

Ja(F) _OF on
S (R) = S (R)(R) + F(P) ST ()
0
= 0m(Py) + 0.5~ ()
=0,0<I<h—Fk,

logo, a(F') tem multiplicidade de pelo menos 2 nos h — k pontos. Dessa forma, «(F)
tem multiplicidade de pelo menos 2 nos h pontos. Como F tem grau d — 1 e 7 tem
grau 1, entdo «(F') tem grau d e, assim, «(F) € £ mostrando que a aplicacao « estéa
bem definida. Mostremos que I'm(a) = ker(f). Se G € Im(«), entao G = Fr onde
F € L,41(2"%1%), logo G|, = (Fr)|. = 0 e, assim, G € ker(8). Por outro lado, se
H € ker(f), entdao H|, =0 e, assim, H = F'm mostrando que H € Im(«).

Podemos generalizar o conceito da sequéncia exata de Castelnuovo.

Proposicao 11.7 Considere o sistema linear £ = L, 4(mq,...,myp). Se k dos h pontos
tem suporte em um plano 7 = P"~! C P", entdo a sequéncia

0— ﬁn,d_l(ml — 1, cee, Mg — 1,mk+1, - ,mh) — L — E’W - En_l,d(ml, . ,mk)
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D

D

uma sequéncia exata de sistemas lineares. Em particular,
0— £n7d_1(m1 — 1, e, My — 1,mk+1, . ,mh) — L — En_Ld(ml, C.. ,mk)

uma sequéncia exata.
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12 Cubicas

Neste capitulo, veremos que a tinica cibica que é defeituosa é a que tem dimensao 4,
ou seja, V3 é defeituosa < n = 4. Para isso iremos nos basear na referéncia |15].

Caso Especial

Teorema 12.1 Por qualquer n + 3 pontos gerais em P passa uma tnica curva racional
normal (Defini¢ao 5.2). Mais ainda, a curva normal é descrita pelos menores 2 x 2 da

matriz
o X1 ... Tp-1
1 T2 ... e '
Demonstragao: Ver [17], Capitulo 1.
[

Corolério 12.2 Por qualquer 7 pontos gerais em P* passa uma tnica curva quartica
racional normal C4. Mais ainda, a curva quéartica Cy é descrita pelos menores 2 x 2 da

matriz
To X1 T2 T3
M = .
1 T9 X3 T4

Demonstracao: Teorema 12.1 e Exemplo 10.1.

Observacao 12.1 Temos que
menores 2 X 2(M) = menores 2 x 2(N),

onde

Lo T1 T2
To T1 T2 I3

M = e N = Ty To X3
X1 T2 T3 T4

To T3 T4

De fato, considere os seguintes ideais

I :=(menores 2 x 2(M))

2 2 2
=(x0Ty — T7, LT3 — T1T2, ToLy — T1T3, T1T3 — Ty, T1T4 — Toly, Toly — T3)

J :=(menores 2 x 2(N))
2 2 2 2
=<1’0$2 — X1, ToT3 — T1X2,T1X3 — Ty, LoL3 — T1T2, ToTy4 — Lo, T1XT4 — T2T3,T1T3 — Lo,
2
T1T4 — To¥3, Tely — T3)

2 2 2 2
=(ToToy — X7, LTy — T1X2, T1T3 — L5, ToLy — Ty, T1T4 — Tols, Toly — T3).
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Observe que, os polindmios zoxs — T2, ToT3 — T1To, T1T3 — T3, T1Ty — Tol3, Toly — T3 SAO
geradores em comum dos ideais I e J. Como
_ 2 2
ToTy — T1X3 = ToXy — Ty — (X123 — 23) € J
2 2
xoxy — x5 = (vor4 — m23) + (T123 — 25) € 1,
temos que [ = J, ou seja, os menores 2 X 2(M) = menores 2 x 2(N).

Assim, segue que
Cy = {N € P!|posto(N) = 1}.

Dessa forma, temos que

SecyCy = {N1 + Ny € P*| posto(N;) = posto(Ny) = 1}
= {N € P*| posto(N) < 2}
= V(det(N))

3 2 _ 2
= V(xozory + 2010923 — T3 — ToX; — T1T4).

Assim, 22224 +221 2003 — 15 — 1022 — 2314 = 0 € uma cibica que é singular nos 7 pontos
gerais, pois os 7 pontos estao contidos em Cjy e, Pela Proposigao 6.1, Cy C Sing(SecaCy).
Logo, pela relagdo apresentada no Capitulo 9, o sistema linear £, 3(27) é nao vazio. Porém,

0(La5(27)) = (4 1‘ 3) 1-57

=35—-1-35
=1,

entdo o sistema linear £43(27) é especial. Portanto, a variedade de Veronese V3! é 7-
defeituosa.

Casos Nao Especiais

Ciibicas em P?: Mostramos no Exemplo 6.7, que a variedade de Veronese Vi nao é
defeituosa.

Cubicas em P?: Mostremos que a variedade de Veronese V3’ nao é defeituosa usando
a técnica apresentada no Capitulo 7. Tome a aplicacao

v (k)P = VENU

(:L‘lny; $3) — (17 X1, LL‘Q,LE37I’%, $1x27$1l‘3,x%7 I'21‘37$§7 Ig)a s 7x§)
Dessa forma, o politopo ralacionado é
M = {(07 07 0)7 (1’ O’ 0)7 (07 ]" O)’ (O7 07 1)7 (2’ O’ 0)7 (17 ]‘7 O)’ (]‘7 07 1)7 (O’ 27 0)7 R (O’ O? 3)}7

com 20 pontos.

Tome v; = (0,0,1), v = (0,1,0), v3 = (1,0,0),v4 = (1,0,1) e v5 = (1,0,0), se-
gue que v; separa o simplexo A; = {(0,0,3),(0,0,2),(1,0,2),(0,1,2)} de M, vy se-
para o simplexo Ay = {(0,3,0),(0,2,0),(1,2,0),(0,2,1)} de M — Ay, v3 separa o sim-
plexo Az = {(3,0,0),(2,0,0),(2,1,0),(2,0,1)} de M — (A; U Ay), vg separa o simplexo
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Figura 12.1: Politopo associado a V3.

Ay ={(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1)} de M — (A; U Ay U A3) e v5 separa o simplexo
A5 =1{(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,1,1)} de M — (A1 UA; U A3 UAy):

Como M — (A UAy;UA3UALUA;) é vazio, pelo Teorema 7.2, a variedade V3 nao
é defeituosa.

Cuabicas em P”, para n > 5: Nao faremos aqui a prova geral, que pode ser vista
na Secao 5 do artigo [9], que usa uma versao mais sofisticada da degeneracao que iremos
apresentar no Capitulo 14. Porém, com o algoritmo apresentado no Capitulo 7 podemos
verificar para n = 5,6, 7.

QNDefeituosas[{{{5}, {3}}, {{6}, {3}}, {{7}, {3}}}, 15]
Saida: {{{5}, {3}}, {{7}, {3}}, {{6}, {3}}}}
Time: 926.1410 segundos
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13 Varios Pontos Duplos e um Ponto Miiltiplo

Neste capitulo vamos provar que o sistema linear £, 4(d — 1,2") é ndo especial para
uma determinada cota superior de h, para isso usaremos como referéncia [9] e [15].

Para provar os resultados a seguir sera usada uma versao alternativa, mas montada
de forma similar, a sequéncia exata de Castelnuovo, apresentada no Capitulo 11.

Primeiro, considere o seguinte lema

Lema 13.1 Seja z € R. Valem as seguintes relacoes:
r—1<|z]<z<|z]<z+1,
onde |z] é o piso de z e [x] é o teto de x.

Demonstragao: As relages |z] <z < [z] vem das defini¢oes de piso e teto.
Mostremos que [z] < z + 1. Suponha, por absurdo, que [x] > x + 1. Observe que

[z]+1=[z+1]>z+ 1

Logo, [z] +1—[z] <z +1— (z+ 1), entdo 1 <0, absurdo! Portanto, [z] < x + 1.
Prova-se de maneira analoga que v — 1 < |z].

[ |
Tome a aplicacao h de N em N, definida da seguinte maneira
2d+1
h(d) = {TJFJ . (13.1)

Observagao 13.1 Afirmamos que h(d — 1) > h(d) — 1. De fato, usando as relagdes do
Lema 13.1, temos que

hd—1) = h(d) + 1 = Fd_lJ _ fd“J +1

3 3
2d — 1
__1_2d+1 .

3

2

3

Assim, h(d — 1) — h(d) + 1 > 0 e, portanto, h(d — 1) > h(d) — 1.
Lema 13.2 O sistema linear £y 4(d — 1,29) ¢ ndo especial, para d > 3.

Demonstracao: Vamos provar usando inducao em d. Para d = 3, temos pelo Exemplo 6.7
que o sistema linear £43(3 — 1, 2M3)) = L5 5(2%) € nao especial e nao vazio.

Antes de continuarmos com a inducao, calculemos a dimensao virtual do sistema
,Cg’d(d — 1, Zh(d)), isto é

v(Loyg(d —1,2MD)) = (d ; 2) —1- (;l) — 3h(d)

_ (d+2)(d+1) 1 d(d_l) —3h(d)
2 2
= 2d — 3h(d).
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Agora, considere o esquema Z = {(d — 1)R,2P,} que é a unido de um ponto (d — 1)-
uplo e um ponto duplo. Seja # C P" um hiperplano contendo o suporte de Z, como n = 2
observe que 7 ¢é a reta projetiva que conecta os pontos R e P;. Dito isso, podemos montar
a seguinte sequéncia exata de restri¢do (para mais detalhes, ver Se¢ao 11.2 do Capitulo
11)

0 — Log 1(d—2,2" D71 1) — Ly 4(d—1,2"D) — Ly 4(d—1,2"D) |, € L14(d—1,2).
Logo,
0 — Log1(d—2,2MD71 1) — £y 4(d—1,2"D) — £ 4(d —1,2),

é uma sequéncia exata.
O sistema linear £; 4(d — 1,2) é ndo especial e vazio. De fato, pois £y 4(d — 1) =
{azy®' + by?|(a : b) € P'}, ou seja, dim(Liq4(d— 1)) =1e

o(Lra(d — 1)) = (d; 1> L <dI 1)

—(d+1)—1—(d—1)
=1

Assim, o sistema linear £ 4(d — 1,2) é vazio.

Por indugdo em d, o sistema linear Ly 4 1(d — 2,2"47Y) é ndo especial. Entdo, pela
Observacio 13.1, o sistema linear Lo 4 1(d — 2,2M9~1) & ndo especial. Como vimos, na
Proposicao 9.1, um ponto simples sempre impoe uma condi¢ao independente ao sistema
e, assim, o sistema linear £y 4 1(d — 2,2"¥~1 1) & ndo especial.

Agora, calculemos v(Lq 4 1(d — 2,291 1)), para isso, observe que 1 ponto (d — 2)-
uplo impoe (dgl) condigoes, h(d) — 1 pontos duplos impoem 3(|(2d+1)/3] — 1) condigdes
e 1 ponto simples impoe uma condicao e, assim, usando as desigualdades do Lema 13.1,
segue que

v(Logr(d —2,2MD71 1)) = (d; 1) —1- (d; 1) -3 (rd; 1J — 1) —~1

_dd+1) (d—1)(d-2) _3{2d+1J i1

2 2 3

2d + 1
2(2d—1)—3(T+>+1
=1

Como o sistema L 41 (d—2, 2D~ 1) & ndo especial e v(Ly 4 1(d—2,2MD=1 1)) > —1,
entdo I(Log 1(d—2,2MD=1 1)) = v(Loy g 1(d—2,2MD1 1)). Assim, pela Proposicao 11.1,
segue que

I(Lyq(d —1,2"D)) = 1(Ly g 1(d — 2,2" D1 1)) +1(L1g(d —1,2)) + 1

(5 )-1- () -se@-v)+en e
) () e



Portanto, o sistema linear Ly 4(d — 1,2"@) ¢ nio especial.

Tome a aplicagao h’ de N em N, definida da seguinte maneira

K (n) = [nil(nrlﬂ —n—1. (13.2)

Observacao 13.2 h/(n) é crescente. De fato, usando as relagoes do Lema 13.1, temos

que
e
~ n—1|—2<n;li_5) o2 (nil(nf‘) _”)

=n+5mn+4)(n+3)—(n+4)(n+3)(n+2)—2
=n+4)(n+3)((n+5)—(n+2)—2
=3n+4)(n+3)—2

> 0.

Logo, h'(n+1) > h'(n) para n > 0.

Lema 13.3 Seja n > 2. O sistema linear £, 4(3,2"), com h < h'(n), é ndo especial.

Demonstracao: Vamos provar por indugao em n. Para n = 2, temos que o sistema linear
L4(3,2"?)) = L4 ,4(3,22) & ndo especial, pelo Lema 13.2.

Agora, tome m C P" um hiperplano contendo os pontos gerais R, Py,..., Py(n—1),
considere o esquema Z = {3R,2P,,...,2Py,—1)} que é a unido de um ponto triplo
e W(n — 1) pontos duplos. Dito isso, podemos montar a seguinte sequéncia exata de
restricdo (Para mais detalhes, ver Se¢do 11.2 do Capitulo 11)

0— ,Cn,g(gl—&-h’(”)—h’(n—l), 1h/(n—1)) N £n74(3’2h’(n)) . ﬁn,4(3,2h/("))|w - ﬁn_1’4(372h/(n—1)).
Logo,
0 — L, 520 OH =D W=Dy o (3 90y £ (3,21 (D),
Por indugdo em n o sistema linear £, 4(3, 2”(”_1)) ¢ nao especial. Como 1 ponto

triplo impde ("}') condicdes e h'(n — 1) pontos duplos impdem n([(1/n)("1*)] —n) e,
assim, usando as desigualdades do Lema 13.1, segue que

decsis 2 =) 1= () (1))
- (nIB) o (n;rl) a2 (n:i%) .

n?>—3n—2

2
> —1,Vn > 3.

116



Agora, pelo Capitulo 12, o sistema linear £, 3(2!" ()= (=1 10 (n=1)) 4 n3o especial.
Calculemos a dimensao virtual

V(L (21T (M= (=1 R (n=1)yy (n ; 3) —1—(n+1)(K(n)+1)+nh(n-1)

> (n—?{)—B) o (nzzl) a2 (nz3> 2
(n+3)(n+2)(n+1) (n+3)(n+2)(n+1)

- 3l 1= 31

-1

Como o sistema L, 3(21H (=0 (n=1) 1 (=1)) ¢ njo especial e nio vazio, entio pela
Proposicdo 11.6 h' (L, 3(217 =" (1)) = . Assim, pela Proposicdo 11.2, segue que
l(ﬁ (3 2h n))) l(,C (21+h’(n)—h’(n—1) 1h’(n—1))) +l(£n_174(3,2h,(n_1))) +1
U( (21+h/(n) h'(n—1) 1h’(n 1)))—|—U<£n_174(3,2h/(n_1)))—|—1

< 3) n+1)(h’(n)+1)+(n13) —-1- (n;rl)
<n
(

) <”+3> (1) — (”;1) —(n+ DN ()
n 4) - (”;2) — (n+ 1)k (n)
o(L0s(3,270)).

q>—}-co—}—co+

Portanto, o sistema linear £, 4(3,2" (™) ¢ ndo especial.

[ |
Tome a aplicagdo h” de N em N, definida da seguinte maneira
d* 4 2d — 3
h'(d) = LJFTJ : (13.3)

Observacao 13.3 Afirmamos que h”(d) — h(d) < h"(d — 1), para todo d > 5. De fato,
usando as relagoes do Lema 13.1, temos que

H'(d) — h(d) ~ W'(d 1) = {_d”id—i‘J . fd; 1J _ Vd_ Y421 _3J

d>+2d—-3 2d+1 d—1?+2(d-1)-3
L E SN JCE LS CRES]

4 3 4
?+2d—3 2d+1 d—1)24+2(d—1)—3
LT —++1—( )"+ 2 >+1

4 3 4
_2d+1_2d+1+2
4 3
_23-2d
12
<0, Vd > 12,

logo, temos que h”(d) — h(d) < h"(d — 1), para todo d > 12. Assim, falta mostrar que a
desigualdade vale para 5 < d < 11, isto é
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e d=5: Temos que h"(d) =8, h"(d — 1) =5 e h(d) = 3, vale a desigualdade;

e d—=6: Temos que h”’(d) =11, h"(d — 1 h(d) = 4, vale a desigualdade;

11 e h(d) = 5, vale a desigualdade;

(
15, h'(d — 1
(

e d=8: Temos que h”(d) =19, h"(d — 1

(d)
(d)
e d=7: Temos que h"(d)
(d) h(d) = 5, vale a desigualdade;
)

)
)
)
1) =

o d=9: Temos que h"(d) = 24, h"(d — 1) = 19 e h(d) = 6, vale a desigualdade;

e d=10: Temos que h"(d) =29, h""(d — 1) = 24 e h(d) = 7, vale a desigualdade;
e d=11: Temos que h"(d) = 35, h"(d — 1) =29 e h(d) = 7, vale a desigualdade.
Portanto, h”(d) — h(d) < h"(d — 1), para todo d > 5.

Lema 13.4 Sejam d >4 e h < h”(d). O sistema linear L3 4(d — 1,2") é nao especial.

Demonstmgdo Vamos provar por indu¢do em d. Observe que o sistema linear L3 4(4 —
1,2"" @) = £34(3,2°) é ndo especial, pelo Lema 13.3.

Agora, tome m C P" um hiperplano contendo os pontos gerais R, Py, ..., Py, consi-
dere o esquema Z = {(d — 1)R,2P,,...,2Py4} que é a uniao de um ponto (d — 1)-uplo
e h(d) pontos duplos. Dito isso, podemos montar a seguinte sequéncia exata de restrigdo
(para mais detalhes, ver Sec¢ao 11.2 do Capitulo 11)

0— Egydfl(d—2,2h”(d)ih(d), 1h(d)) — £3,d<d—1, 2h”(d)) — £37d<d—17 2h”(d))|ﬂ_ C £2,d(d_1, 2h(d))
Logo,
0 — Lagi(d— 2,20 D=0 1hDy s £y (0 — 1,27 D) — £, 4(d — 1,2,

Pelo Lema 13.2, o sistema linear Lo 4(d— 1, 2"®) & ndo especial e [(Lyq(d—1,2MD)) =
v(Lgg(d — 1,2Md)Y)),

Por indugao em d, temos que o sistema L3 4_1(d—2, 2" (@=1) ¢ nio especial. Logo, pela
Observacio 13.3, o sistema L34 (d — 2,2 )~ M) ¢ ndo especial e, assim, pelo Teorema
9.1, o sistema ﬁgyd_l(d -2, 2”/( )—h(d) 1h(d)) é nao especial. Usando as relagoes do Lema
13.1, temos que

" 2 — 1
(L (d — 2,20 @=h(@ 1hd)y) — (d+ 2) o (d) 4 {MJ 43 fd—jLJ

3 3 4 3
1 —1)(d—
Jd+2)(d+1)d | dd-1)(d 2)_d2+1

6 6
d
= —6d — d*
6
= 0.

Como Ly g 1(d — 2,2" (D= 1M ¢ nzo especial e ndo vazio, entio pela Proposicio
11.6 temos que h' (L34 1(d — 2, 2" (@D=hd 1)) = (. Assim, pela Proposicio 11.2, segue
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que

I(Lgg(d—1,2"" DY)y =1(Ls d_l(d — 2,2 @=hd) DY) L (L, 4(d —1,2M D)) + 1
= 0(Laq1(d—2, o (d)=h(d) 1h(d ))) +v(Loa(d - 172h(d))) +1

( 5 )—(>—4h”(d)+3h(d)—|—(d;-2>_1—<C2i>—3h(d>
(37) (7)1 () - (5) -
(37)-1- ("3 -

= (L q(d — 1,2M" D)),

Portanto, o sistema linear £34(d — 1,2""(9) é nio especial.
[ |
O lema a seguir servird para mostrar na proxima proposi¢ao (Proposi¢ao 13.9) a de-
sigualdade desejada. Cabe destacar que esse mesmo lema sera util no Capitulo 16.

Lema 13.5 Seja

0:ZxZ—R
(n,d) = ¢(n,d)

uma fun¢ao com as seguintes propriedades:
(a) ao fixar n, temos que ¢ é um polinémio em R[d]| de grau g(note que g depende de n);

(b) para cada n > 2, existem o € R, a3 < as < ... < a, € R, tais que ¢(n, ;) = a para
J=L12,...,4

(c) dlim @(n,d) = oo (ou seja, o coeficiente de d? é maior que 0).
—00

Seja = B(n) > a,4 tal que ¢(n,3) > 0, entdo ¢(n,d) > 0 para todo d > (.

Demonstragao: Se fixarmos n, temos que ¢(n, d) é um polindmio em R|[d] de grau g. Mais
ainda, existem a, oy < ay < ... < o com as propriedades desejadas, isso implica que o
polinémio ¢(n,d) tem g — 1 pontos extremais entre oy e ay. Como um polinémio de grau
g tem no maximo g — 1 pontos extremais, implica que ¢(n,d) é crescente para d > ay,
pois C}ngow(n,d) = oo. Por fim, como 8 > a4 e p(n,B) > 0, segue que ¢(n,d) > 0 para
d> p.

[ |

Defina a aplicacao

h(n,d) = {nilczd)—nil("if_z”—(n—z). (13.4)

Observagao 13.4 Definindo f(n,d) = h(n,d—1)+ h(n—1,d) — h(n,d), vale a seguinte
desigualdade

0> (=) (057 - (10 5) e
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De fato, usando as relagoes do Lema 13.1, temos que
fln,d) = 1 n+d—1 1 n+d—3 n l n—1+d _l n+d—3 n
o In+1 n n\ n—1 n\ n-—1

{ 1 (n—l—d) <n+d Q)J
— —-n+3
n+1
1 n+d-—1 n+d—3 1/n—-1+d l1/n+d—3
+ = — = -
n+1 n n+1 n n n—1 n n—1
1 (n—l—d) 1 <n+d—2)
+ —n+1
n+1 n n+1 n
1 n+d-—1 1 n+d—3 1/n—-1+d 1/nm+d-—3
=— - + = — = -
n+1 n—1 n+1 n—1 n n—1 n n—1
—n+1
1 1 n+d-—3 1 1 n+d-—1
= - — - - — —n+1
n+1 n n—1 n+1 n n—1
1 1 n+d-—3 n+d—1
_ _ — —n+ 1.
n+1 n n—1 n—1
Lema 13.6 h(4,d) — h(3,d) < h(4,d
Demonstragao: Defindo f(d) = h(4,d—1)+h(3,d)—h(4,d), pela Observacao 13.4, temos

() ()

| ((d+ Dd(d—1) (d+3)(d+2)(d+ 1)) _3

— 1), vale para todo d > 5.

20 6 6
1 [(—6d*—12d—6 5
20 6
d? + 2d — 59
=2 " 0. Vd>T.

20 >0 Ve z

Falta mostrar que a desigualdade vale para d = 5,6, isto é
e d=5: Temos que h(4,d) =16, h(3,d) =8 e h(4,d — 1) =9, vale a desigualdade;
e d=6: Temos que h(4,d) = 26, h(3,d) = 11 e h(4,d — 1) = 16, vale a desigualdade.

Portanto, h(4,d) — h(3,d) < h(4,d — 1), para todo d > 5.
[

Lema 13.7 h(5,d) — h(4,d) < h(5,d — 1), vale para todo d > 5.
Demonstragao: Defindo f(d) = h(5,d—1)+h(4,d) —h(5,d), pela Observagao 13.4, temos
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que

o (-39 (19) -

1 ((d+2)(d+1)d(d—1) (d+4)(d+3)(d+2)(d+1))_4

30 4l 4!
_ L8 —36d>—52d—24
30 41
~2d° +9d° +13d +6 .y
o
_2d°+9d 1g;:&d — T4 0.Yd > 6.

Falta mostrar que a desigualdade vale para d = 5. Para d = 5, temos que h(5,d) = 29,
h(4,d) = 16 e h(5,d—1) = 14, vale a desigualdade. Portanto, h(5,d)—h(4,d) < h(5,d—1),
para todo d > 5.

[ |

Lema 13.8 h(6,d) — h(5,d) < h(6,d — 1), vale para todo d > 5.
=h

Demonstragao: Defindo f(d) (6,d—1)+h(5,d) —h(6,d), pela Observagao 13.4, temos
que

o (-)((5)- ()

1 ((d+3)(d+2)(d+ 1)d(d — 1) (d+5)(d+4)(d+3)(d+2)(d+1))_5

D) 51 B 5!
1 —10d* — 80d° — 230d” — 280d — 120
42 51

10d* + 80d? + 230> + 280d — 25080

B 5040
d*+ 83 4 23d2 + 28d — 2508

504

> 0, Vd > 6.

Falta mostrar que a desigualdade vale para d = 5. Para d = 5, Temos que h(6,d) = 50,
h(5,d) =29 e h(6,d—1) = 22, vale a desigualdade. Portanto, h(6,d)—h(5,d) < h(6,d—1),
para todo d > 5.

[ |

Proposicao 13.9 h(n,d) — h(n —1,d) < h(n,d — 1), para todon >4 e d > 5.
Demonstracao: De fato, defina f(n,d) = h(n,d—1)+h(n—1,d)—h(n,d), pela Observagao
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13.4, temos que

o= (=) (0 50) (050 e

:—ﬁ((d—1)...(d+(n—3))—(d+1)...(d+(n—1)))—n+1
:—(n+1>!(d+1)...(d+(n—3))(d(d—1)—(d+(n—2))(d+(n—1)))—n+1
:ﬁ(d—k1)...(d+(n—3))(2d+n—2)(n—1)—n—f—l

— o(n, d).

Fixando n, temos que ¢(n,d) é um polinémio em R|[d] de grau n — 2 e com coeficiente
de d"2 positivo. Se tomarmos @ = —(n—1) e a; = —l,ap = —=2,..., 3 = —(n —
3), a2 = —(n/2 — 1), segue que p(n, ;) = a. Agora, seja f =5, logo

1
o(n,B) = (n+1)!(n+2)(n+1)n...6.(n—|—8)(n—1)—n—|—1
1
:5(n+2)(n+8)(n—1)—n+1
1
:§(n3+9n2+6n—16)—n—|—1
~ n®49n® — 114n 4 104

= >0,Vn>T7.

Dessa forma, pelo Lema 13.5, temos que f(n,d) > ¢(n,d) > 0 para todon > 7 e d > 5,
aliando esse fato aos Lemas 13.6, 13.7 e 13.8, concluimos a demonstracao.
[ |

Observagao 13.5 Afirmamos que h(3,d) = h"(d). De fato,

1 (3+d 1 (3+d-2
h<3’d>:_3+—1( 3 )‘ﬁ( 3 )J—“”—?)
|1 d+3>_1<d+1)J_1
4\ 3 4\ 3
- 1(d+3)(d+2)(d+1)_1(d+1)d(d—1)J_1
4 3! 4 3!
B 1(d+1)(d2+5d+6—d2+d))J_1
4 3!
B 16d2+12d+6J_1
4 6
d* +2d — 3
= J
= 1"(d).

Observagao 13.6 Afirmamos que h(n,4) < h'(n), para todo n > 3. De fato, usando as
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relagoes do Lema 13.1, temos que

hww_hmA%:L£4<nIﬂw_"_l_ nil(ﬁyﬁ_nil(nZﬁJ+n_2

1 n+4 1 n+4 1 n -+ 2
> — + -2
n—+1 4 n+1 n n+1 n

1 (n+2)(n+1)

T n+1 2
9
_nte g
9

3
> — Vn > 3.
g0 =

Proposig¢ao 13.10 O sistema linear £, 4(d — 1,2"), com h < h(n,d),d > 4en > 3, é
nao especial.

Demonstracao: Vamos provar por inducao em d e em n. Pela Observacao 13.5, temos
que h(3,d) = h"(d) e, assim, pelo Lema 13.4 o sistema linear L3 4(d — 1,2"39) & nao
especial, sendo esse o passo base da inducao em n. Agora, pela Observagao 13.6, temos
que h(n,4) < W' (n) e, assim, pelo Lema 13.3 o sistema linear £,, 4(3, 2"™%) ¢ nio especial,
sendo esse o passo base da inducao em d.

Seja m C P" um hiperplano contendo os pontos gerais R, Py,. .., Pyn—1,4), considere
o esquema Z = {(d — 1)R,2P,...,2P,,—1,4)} que é a unido de um ponto (d — 1)-uplo
e h(n — 1,d) pontos duplos. Dito isso, podemos montar a seguinte sequéncia exata de
restricdo (para mais detalhes, ver Se¢ao 11.2 do Capitulo 11)

0— L — Logld—1,2"0D) — 2|

onde £ = L, 4-1(d — 2,2Mnd=hn=1d) Jhn=1d)) o £ = £, 4(d — 1,2h=1d)),
O sistema L|, é nao especial por indugao em n. Usando as relagdes do Lema 13.1,
temos que

(L)) = <”;id) - (”:fz?’) —nh(n—1,d)

n—1+d n+d—3 9 n—1+d n+d—3
> o +n°—3n— +
n—1 n—1 n—1 n—1
=n?—3n—1

>0, Vn > 4.

Por induc¢do em d, o sistema L, 4_1(d — 2,2"™4=1)) & ndo especial. Logo, pela Propo-
sicio 13.9, o sistema L, 4 1(d — 2,2Mnd=h(=1d) & n3o especial e, assim, pelo Teorema
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9.1 o sistema £ é nio especial. Usando as relagoes do Lema 13.1, temos que

n+d—1) L (n+s—3) — (n+ 1)h(n, d) +nh(n — 1,d)

(
- (n—i—:j—l) B (n+g—3)+3n_2+(n+5—2) B (n:;d)‘i‘
(- 05)
_ <n::d) B <n—|—s—2) +3n_2+<n+s—2) B (n:;d)

Como o sistema £ é nio especial e ndo vazio, pela Proposicao 11.6 temos que h' (ﬁ) = 0.
Assim, pela Proposicao 11.2, segue

ULy a(d —1,2"D))y = (L) +1(L],) + 1
= o(L) +v(L];) +1

Portanto, o sistema linear £, 4(d — 1,2"%) ¢ ndo especial.

Lema 13.11 O sistema linear £, 4(d,2") ¢ especial e tem dimensao (£, _14(2")), ou é
vazio.

Demonstracao: Sejam P, Py, ..., P, pontos gerais em P". Considere o esquema Z; =
{2P,...,2P,} o conjunto de h pontos duplos. Dessa forma, podemos considerar a sequén-
cia exata de restricao

0— ﬁnyd(d, Qh) — Ln,d(d) — Ln,d(d)’Zl-

Temos que L, 4(d) é ndo especial e ndo vazio, pois é um sistema com apenas um ponto
miltiplo. Pela Proposi¢ao 11.6, segue que h'(P", £, 4(d)) = 0. Logo, podemos considerar
a sequéncia de espagos vetorias

0 — H(P", L, 4(d,2")) — H(P", L, 4(d)) — H*(Z1, Lpa(d)|z,) — H*(P", L,,.4(d, 2")) — 0,
pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (para mais detalhes, ver [6], Capitulo 6), temos que

RO(Z1, Lo a(d)|z,)) = hO(P™, L,.a(d)) + A (P, L, 4(d, 2")) — BO(P™, L, 4(d, 2")).
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Do fato de (L, 4(d)) = v(Lya(d)), temos que

hin+1) = (” i d) - (“ = 1) FRU(P, Lo a(d, 2%) — RO(P™, Loa(d,2")). (13.5)

d n
Agora, tome o esquema Zy = {2P;,...,2P,} o conjunto de h pontos, onde esses
pontos sdo a projecao dos P, ..., P, em um hiperplano m = P*~! C P". Dessa forma,

podemos considerar a sequéncia exata de restricao
h
0— Ly14(2") — Lo1a — Lo1.d|2,-

Claramente, o sistema L£,,_1 4 é nao especial e nao vazio. Pela Proposigao 11.6, temos que
h*(m, L,-14) = 0. De modo analogo, temos a seguinte relagao

B (Zy, Lonalz,)) = hO(, La) + B (7, Lo1.4(2")) — RO (7, L,,.4(2)).

Do fato de [(L,,4) = v(L,4) € como vimos em (8.6), temos que

h.n = (” - 1) + WM, Lo1.a(2) — K07, L_1.a(2)). (13.6)

n—1
Subtraindo (13.6) de (13.5), temos que
h=h'(P", Lya(d,2") = h*(B", Lpa(d, 2")+ 0" (7, Ln1,a(2")) — b (7, Lno1,a(2")). (13.7)

Mostremos que h(P", £, 4(d,2")) = h%(w, L,_1.4(2")). De fato, pelo Lema 6.7 pode-
mos considerar P = (1 : 0: 0 : ... :0) € P". Seja F' € k[xo,...,x,] um polinémio
homogéneo de grau d. Entao, podemos escrever F' na forma

F = Foal+ Fad™ 4 + Fy,

onde Fj € k[zq,...,x,] & um polindmio homogéneo de grau j. Impor que o ponto P tenha
multiplicidade d é o mesmo que F ser igual a F,;. Dito isso, segue que

oF
Multij >2&

(Pj))=0,0<i<n

al’i
oF
& P)=0,0<7<n.
8IZ< J) —
Por outro lado, se tomarmos G € k[z1, ..., x,] um polinémio homogéneo de grau d, temos
que

(F]>:0,0<Z§n

Mults G > 2 & oG

Z;
Ou seja, isso mostra que impor um ponto com multiplicidade d e A pontos com multipli-
cidade 2 ao sistema L, 4 ¢ 0 mesmo que impor h pontos com multiplicidade 2 ao sistema
L,,—1,4, provando o que querfamos.
Desta forma, de (13.7) segue que

PP, Lonald, 2)) = b+ B, L0 14(2"))
> 0.

Portanto, se h°(P", L, 4(d, 2")) > 0 temos, pela Proposi¢ao 11.6, que o sistema L,, 4(d, 2")
¢ especial e, assim, [(L,q(d,2")) = I(L,_1.4(2")), pois como vimos h°(L, 4(d,2")) =
RO(L,_1.4(2")). Mas, se h°(P", L, 4(d,2")) = 0 entdo o sistema L, 4(d, 2") é vazio.

|
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14 Degeneracoes

A ideia principal desse capitulo é degenerar P* a uma variedade redutivel (Definigao
4.6) e estudaremos como se degenera um sistema linear na fibra geral. O sistema limite
seré mais facil que o geral, e isso nos permitird usar inducao. Para melhor intendimento,
indicamos que leiam as seguintes referéncias [9] e [15], sendo essas usadas como base neste
capitulo.

Degeneracao da Variedade
Fixemos algumas notagoes:
e A é um disco complexo com centro na origem;
o V=P"xA;
e Sejam p; : V — P" e py: V — A as projecoes naturais;

e V, =P" x {t}, onde t € A. O conjunto V; é chamado de fibra de V e, em especial,
a fibra )V, é chamada de fibra central.

Com isso, pegue um ponto (P, 0) na fibra central Vy e exploda para obter uma (n+1)-
variedade X com as aplicagbes f : X — V, 7w : p1ofems : poof. Assim, temos o seguinte
diagrama comutativo:

X
K
T V T2
N
pr A

Obtemos o morfismo 7 : X — A, com fibra &, := 7, '(t), onde t € A, que produz uma
degeneracao 1-dimensional do P". Se t # 0, entao X; =V, é isomorfo a um P", enquanto
para t = 0 a fibra A é a uniao da transformada estrita IF de V), e o divisor excepcional
P = P" do blow-up. As duas variedades P e F encontram-se transversalmente ao longo de
uma variedade (n — 1)-dimensional R que & isomorfa a P"~'. A variedade R representa
um hiperplano em P e o divisor excepcional em F. Para simplificar, segue a tabela:

Variedade & Dimensao
V P* x A n+1
X Bl,(V) n+1
P P" n
F BL,(P™) n
R FNP n—1
Xo FUP n—+1

126



Degeneragao do Sistema Linear

Considere agora o sistema linear £; := En,d(2h) das hipersuperficies de P" de grau d
com h pontos gerais atribuidos Py, ..., P4, todos de multiplicidade 2, denotaremos a
dimensao real desse sistema por [;. Lembre-se que a dimensao virtual é

n+d
n

vy = v(Ly) = ( ) —1—(n+ 1)h.
Fixe um inteiro nao negativo b < h e especialize b pontos genericamente em [ e os outros
h—b pontos em P, isto &, pegue uma familia {Py¢,..., Pyi}ien tal que Prg, ..., P €Fe
Pyi1g, ..., Pyo € P, consideramos esses pontos como limite de h pontos gerais em &; = P,
para t — 0.

O sistema linear limite £y em A} é formado pelos divisores no feixe limite Opn(d) em
uma fibra geral A}, singular em P, ,. .., P, o. Conforme [16], o sistema limite £, ¢ obtido
de L; por uma (1, b)-degeneracgao, e ao restringirmos o sistema limite a IF e P, obtemos

Lp=Lpg 102" e Lp = L, q(d—1,2"), (14.1)

denotaremos por [lp,lr e por vp,vp as dimensoes reais e virtuais dos sistemas Lp e Lr,
respectivamente.

Observacao 14.1 Um elemento de L, consiste:

e Ou em um divisor (Se¢ao 8.4 do Capitulo 8) em P ¢ em um divisor em F, ambos
satisfazendo as condicoes impostas pelos miltiplos pontos, que se restringem ao
mesmo divisor em R;

e Ou é um divisor correspondente a uma segao de feixe que ¢ identicamente 0 em P(ou
em IF) e que d4 um divisor geral em Lr(ou em Lp) contendo R como componente.

Observagao 14.2 Por semi-continuidade superior (2.9), temos que ly > ;.

Lema 14.1 Se ly = e(£,,4(2")), entao o sistema linear £, tem a dimensdo esperada, ou
seja, ¢ nao especial.

Demonstragio: Pela observagao anterior, temos que ly > I;, logo e(L,4(2")) > I;. Por-
tanto, £; ¢ nao especial.
[ |
Agora, considere as sequéncias exatas de restricdo em R = P! C P™

0— Ly — Lp — Rp C |Opa-i(d —1)]

0— ﬁ]}r — E]F — RIF C ‘O]P’”—l(d_ 1)‘7

onde Rp, Ry denotam as restricoes dos sistemas Lp, Lr a R e Lp, Ly denotam os sistemas
nicleos:

Lp=Lna 22" e Ly = L,q(d,2%), (14.2)

denotaremos por lp,lr e por Up,0p as dimensoes reais e virtuais dos sistemas Lp e Ly,
respectivamente. Além disso, denotaremos rp := dim(Rp) e rp := dim(Rp).
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Observacao 14.3 O nucleo Lp consiste naquelas secoes de Lp que se anulam em R =
P"~1, ou seja, os divisores em Lp contendo R como componente, o mesmo vale para Lp.

Queremos calcular a dimensao [y por recursao. Os casos mais simples ocorrem quando
todos os divisores em Lj vém de uma secao que é identicamente nula em uma das duas
componentes. Nesses casos, as secoes correspondentes do outro sistema devem estar no
nicleo da aplicacao de restricao.

Agora, se os divisores em L; consistem em um divisor em P e um divisor em F,
ambos nao identicamente nulos, que coincidem em R, entao a dimensao de L, depende
da dimensao da interseccao R := Rp N Rp dos sistemas restritos, isto é

Proposigio 14.2 Iy = dim(R) + Ip + Iy + 2.

Demonstracao: Primeiro, relembremos as sequéncias exatas

0—>‘CA[P—>£Pi>R[p

O—)/j]}r—>£1pﬂ>R]F.

Agora, defina

U HY P, Lp) x H(F, Lg) — H°(Xy, Lo)
(Fl,FQ)i—)F, onde F‘P:Fl thg:Fg.

Se Fy € ker(ay) e Fy € ker(asg), entdo Fi|lg = 0 e Fylg = 0 onde R = PN TF, respec-
tivamente. Assim, como Fi|p = Fy|g, pelo Aximo 8.2, existe F' € H°(Xp, Lo) tal que
Flp = F} e Flp = F5. Mostrando que ¥ esta bem definida.

Vejamos algumas propriedades de W:

o Se V(Fy,Fy) =F =0, entao Fy = Flp=0e I, = Flp =0, ou seja, ker(¥) = {0}.

e Dados F\,F] € H(P,Lp) e Fy, F}, € H(F,Ly). Existe F € H°(X,, L), tal que
U((Fy + F,F, + F})) = F. Por outro lado, existe G,G' € H°(Xy, Lo), tais que
V(F, Fy) =G e VU(F], F}) = G Pela Observacao 8.1, temos que

Fp=F+F =Gp+Glpr=(G+G)p

Fr=FE+F,=Glr+Glr=(G+G).
Como W ¢ injetora, temos que F' = G + G’ e, assim, V((F) + F|, [, + F})) =
U(Fy, Fy) + V(F], Fy). De modo analogo, se mostra que W(A(Fy, ) = AV (F, Fy)
e, portanto, ¥ é uma transformacao linear.

o Im(¥) = {F € H°Xy,Ly)|F|r = 0}. De fato, sabemos que Im(¥) C {F €
H°(Xy,Lo)|F|r = 0}. Por outro lado, se (Flp)|lr = (Flg)lp = F|zr = 0, entdo
Flp € HYF, Ly) e Flz € HY(P, Lp), logo U(F|g, Flp) = F, mostrando que {F &
HO(Xy, £o)|F|g = 0} C Im(¥).
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Afirmamos que dim(Im(¥)) = h°%(Xy, Ly) — h°(R, R). Pelo Teorema da Imagem e do
Ntcleo, temos que

RO(P, Lp) + hO(F, Lx) = dim(ker(1)) + dim(Im(¥))
= h%(X, Lo) — h°(R,R)

Portanto, ly = dim(R) + lp + lp + 2.
Logo, o ponto fundamental é calcular a dimensao de R, da qual obtém-se .
Definigao 14.1 Dizemos que Rp e Rp sao transversais se Rp + Rp = |Opn-1(d — 1)|.

Proposi¢ao 14.3 Se os sistemas Rp, Ry C |Opn-1(4-1)| sd0 transversais, ou seja, se eles
interceptam corretamente dentro de |Opn-1(4_1)|, entao

d — 2
dim(R):max{TP—l—w—( j;il )+1,—1}.

Demonstragao: Se a dim(R) = —1 nao temos nada a provar. Suponha que a dimensao
de R é maior que —1. Pelo Lema 4.33, temos que

dim(H°(P, Rp) + H°(F,Rr)) = h°(P, Rp) + h°(F, Rr) — h°(PNF, Rp N Rr)
= h°(P,Rp) + h°(F, Rg) — hi°(R, R).
Por hipotese, como Rp + Rg = |Opn-1(d — 1)|, temos que dim(H°(P, Rp) + H°(F, Rg)) =
dim (P!, |Opn-1(d — 1)|). Logo,
(R, R) = h°(P, Rp) + h°(F, Ry) — dim (P, |Opn-1(d — 1)|)
n+d-— 2)

n—1

= h%(P,Rp) + h°(F, Rg) — <

Portanto, segue que dim(R) = rp + rp — (d+n_2) + 1.

n—1
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15 Quarticas

Neste capitulo, verificaremos quais quarticas sao defeituosas e quais nao sao defeituo-
sas, para isso iremos nos basear na referéncia [9].

Casos Especiais

As variedades de Veronese V' sao defeituosas para n = 2,3,4. Provaremos isso por
meio dos sistemas lineares correspondentes, como discutido no Capitulo 9.

Seja
n+2
(")

Afirmamos que os sistemas lineares £, 4(2") sdo especiais e [(£,4(2")) = 0, para
n =2,3,4 e h como definido acima.

Pelo Teorema 9.1, o sistema linear £,,5(1") é nao especial. Calculemos a dimensao de
L,2(1"), isto é

0(Lna(17) = (“ 2) 1o

n

(27 - (0 )

0,

assim, (£, 2(1")) = 0. Logo, existe F' € L,5(1"), entdo F? € L, 4(2"). Assim, sabemos
que (L, 4(2")) = 0, ou seja, L, 4(2") & nao vazio.

Por outro lado, temos que h = 5,9, 14 para n = 2, 3, 4, respectivamente. Calculemos
a dimensao virtual de cada sistema,

v(L£24(2%)) = (2 JQF 4) —1-35=—1,
v(L34(2%)) = (3 ;: 4) —1-49=-2,

v(L44(2") = (4 Z 4) —1-514=—1.

Assim, era esperado que os sistemas fossem vazios, 0 que nao ocorre, pois como vimos
cada sistema tem uma hipersuperficie que passa pelos h pontos duplos. Portanto, £, 4 é
especial para n = 2, 3, 4.

Casos Nao Especiais

Mostraremos agora que V" é nao defeituosa para n > 5.
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Vamos primeiro definir os inteiros

o= hrn) = thtl(n:l)J e Wt =h"(n) = [nil(n:ﬂ

Se a nao especialidade vale para uma colecao de h~ pontos duplos, entao vale para um
namero menor de pontos duplos. Se nao houver quarticas com h™ pontos gerais duplos,
o mesmo vale se adicionarmos mais pontos.

Observagao 15.1 Podemos reescrever h~ e h™ da seguinte forma:

. {(n+4)(n;3)(n+2)J o [(n—l—ll)(nl—;?))(n—i—Q)—"

Demonstraremos que o sistema linear £, 4(2") ¢ ndo especial, paran >5e h™ < h <
ht. Para isso, usaremos a degeneracao apresentada no Capitulo 14 tomando b = h—n—1.
Dessa forma, temos as seguintes sequéncias exatas

0— L= Lp4(4,2M"Y) — Lp = £,4(3,2""7) — Re C |Opn1(3)] (15.1)

0— LA]p = £n,2(2n+1) — £[p> = £n73(2n+1) — Rp C |0Pn—1(3>| (15.2)

Lema 15.1 O sistema linear ﬁp ¢é vazio.

Demonstragao: Pelo Teorema 10.5, temos que todo polindémio em L, 2(2") tem posto 1,
implicando que I(£,2(2")) = 0. Logo, pelo Teorema 9.1, [(£,2(2",1)) = —1 e, assim,
L(Lp) =1(L,2(27) = —1.

[ |

Lema 15.2 O sistema linear £, 1 4(2"""1) ¢ vazio, para n > 5.

Demonstragao: Observe que é suficiente demonstrar para h = h~(n). Provemos por

indugdo em n. Para n = 5 temos que h = 21, logo I(£44(2"°)) = —1, pois na se¢io
anterior vimos que [(£44(2')) = 0.
Agora, considere o esquema Z = {(2Py,...,2P,-(;)—n—1} que é aunido de h™(n)—n—1

pontos duplos. Seja m C P" um hiperplano contendo o suporte de Z. Dito isso, podemos
montar a seguinte sequéncia exata de restricdo (para mais detalhes, ver Se¢do 11.2 do
Capitulo 11)

e e R B )

Por indugdo em n, temos que o sistema £,,_1 4(2" ™ ~"71) & vazio. Entdo, pelo Lema
11.1, temos que l(ﬁnA(Qh_(n+1)7(n+1)71)) — l(ﬁn,3<2h_(n+1)7h_(n)fl’ 1h_(n)fnfl)).
Como n > 5, pelo Capitulo 12, temos que o sistema L, 3(2" ("+D=r"()=1) ¢ njo

especial. Usando as desigualdades do Lema 13.1, segue que

n+3
3
—h (n)+n+1

v(£n73(2h7(n+1)—h7(n)—17 1h*(n)—n—1)) _ ( ) 4+ (TL + 1) (—h_(n + 1) + h_(n)) +
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(n+3)(n+2)(n+1)
< 3.2

1) ((n+4)(n+3)(n+2)li(n+5)(n+4)(n+3) +1)+

_(n+4n+3)(n+2)
4!
(n+3)(n+2)(n+1) n+4)(n+3)(n+1)
- 3.2 Tl )
~ (n+4n+3)(n+2) 1

4.3.2
= TLI!?)(4(n+2)(n+1)—3(n+4)(n+1)—(n+4)(n+2))+2n+2
= nzzg(_9n—12)~l—2n+2

—9n2 49 12
T EINE L o v > 6.
4!
Assim, [(L,,3(2" (D=7 (=1 qh=)=n=1)) — _1 e portanto, [(L, 4(2" FD=(+D=1)) =
—1.

+nt

+1

Lema 15.3 O sistema linear ﬁF é vazio.

Demonstragio: Pela Proposicio 13.10, temos que [(Lg) = [(Lp_14(2""1)). Assim, pelo
Lema 15.2, concluimos que
I(Lg) = 1(Ln_q4(2"7Y) = —1.

[
Aplicando os Lemas 15.3 e 15.1 nas sequéncias exatas (15.1) e (15.2), respectivamente,
temos as inclusoes

Ly — Ry C |Opna(3)] (15.3)

Lp — Rp C ‘Oﬂmn—l(3>|. (15.4)

Por construcao, as aplicacoes Ly — Ry e Lp — Rp sao sobrejetoras. Logo, rp = Iy e
rp = lp. Dessa forma, o proximo passo é calcular a dimensao dos sistemas Lp e Ly. Para
isso, segue os lemas:

Lema 15.4 O sistema linear Lp é nao especial. Mais ainda, lp = vp.

Demonstracao: Como n > 5 segue direto do Capitulo 12 a nao especialidade do sistema
linear. Agora, mostremos que lp = vp. De fato,

vp = <”+3) (1)

3
(n+3)(n+2)(n+1) 2
= 3 —1—-(n+1)
_ (n+1)((n+3)(n+2)—6(n+1)) 4
6
:”Bg”2_1>0,\m25.
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Como Lp é ndo especial, temos que lp = e(Lp) = max{vp, —1} = vp.

[ |
Lema 15.5 O sistema linear Lr é nao especial. Mais ainda, I = vy.
Demonstragao: Considere a aplicagdo h' definida em (13.2), isto é
1 n+4
h(n) = —n—1
") [HH( n N !
=ht(n)—n-1
<h-—n-—1.
Assim, pelo Lema 13.3, o sistema Lr é nao especial.
Agora, mostremos que Ir = vp. Usando as desiqualdade do Lema 13.1, temos que
4 2
4 2
> (n+ )—1—("+ ) (n+1)(h*(n) —n — 1)
n —i— 4 n+ 2 1 n+4
= (n+1) —n—1
2 n+1 n
4 2 4
>(n+ ) (n+ )—n—l—( n +n?+2n+1
2 n
+2
— —1-
=n’+n ( 9 )
207+ 2n—2—(n*43n+2)
B 2
2
—n—4
- % >0 .¥n > 5.
Como Ly é nao especial, temos que lp = e(Ly) = max{vp, —1} = vp.
[ |
Uma relacao que serd importante para concluirmos o desejado é que
1
v(L,a(2")) =15 — (n; ) (15.5)
Mostremos tal igualdade. Primeiro, pelo Lema 15.3, temos que rp = lp = vp. Assim,
segue que
n+1 n+4 n+ 2 n+1
— = —1- — Hh—mn—-1)—
()= - () o= (1)
4 2 1 1
Y e T )] U 0 B U 0 L T | P S
4 2 2
4 1)(2 2
— (”I ) o )é n+2) ~(n+Dh+n?+2n+1
4 2n? 4 4 2
:(”1 )_1_”+++_<n+1>h+n2+zn+1
4
- (n+ ) 11— (n+1h
4
= v(L,4(2M)).
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Agora, pela Proposi¢ao 14.3, temos que a dimensao de R é dado por

d+n—2
maxr < rp + rg — 1 +1,—-1
n_

e, assim, por tudo que vimos neste capitulo, segue que

2
dim(R) = max {rp—ir'r’]y — (n+ ) + 1,—1}

n—1

n—+3 n-+42
< 5 )—1—(n+1)2+7’]p—(n_1)+1,—1}

m+3)(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)n 9
TR — a0 - i —(n+1) ,—1}

= max

(n+2)(n+1(n+3-n)
3!
(n+2)(n+1)

{
{
{
:7nmr{mp+ o —(n4—m%—4}
{
{
{

—(n+1)2,—1}

(n+1)(n+2—2(n+1))
T 2 ,_1}

I

3

<

8

=3

=

|
VRS
S
o 4 !
—_
N——
|

—_
—

Por fim, como lp = Iz = —1, temos por (14.2) que Iy = dim(R) = e(L,4(2")).
Portanto, pelo Lema 14.1, o sistema linear £, 4(2") é ndo especial.
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16 Prova do Teorema de Alexander e Hirs-
chowitz

Neste capitulo veremos a parte final da prova do Teorema de Alexander e Hirschowitz,
para isso utilizaremos como base [9] e [15]. Relembremos o teorema:

Teorema 16.1 (Teorema de Alexzander e Hirschowitz) As variedades de Veronese V' sdo
nao defeituosas, exceto os seguintes casos:

n|>2 2 3
dl 2 4 4

4 4
4 3

As variedades de Veronese que sao excecoes:

e as variedades do tipo V3, com n > 2, mostramos no Capitulo 10 que sao todas
2-defeituosas;

e ja no Capitulo 12 vimos que a unica variedade defeituosa do tipo Vi* é V3!, sendo o
defeito na Sec;(V}?), isto é, essa variedade é 7-defeituosa;

e paran = 2,3 e 4, as variedades V" sao b-defeituosa, 9-defeituosa e 14-defeituosa,
respectivamente, como vimos no Capitulo 15. Ainda neste capitulo, vimos que as
demais variedades V" nao sao defeituosas.

Agora, falta verificar que a variedade de Veronese V' é nao defeituosa paran > 2 e
d > 5. Vamos primeiro definir os inteiros

h™ = h(n,d) = {nil(nzdﬂ e it = h*(n,d) = [nil(nzdﬂ

Se a nao especialidade vale para uma colecao de h~ pontos duplos, entao vale para um
nimero menor de pontos duplos. Se nao houver hipersuperficies com ht pontos gerais
duplos, o mesmo vale para mais pontos.

Demonstraremos que o sistema linear £, 4(2") é ndo especial, para n > 2, d > 5 e
h— < h < h*. Para isso, usaremos a degeneracao apresentada no Capitulo 14 tomando

b =bo(n,d), onde
1/n+d—1
bo(n, d) = —(n+ > (16.1)

n n—1

Observe que by(n,d) pode ou nao ser um nimero inteiro. Nao faremos aqui a prova para
bo(n,d) ¢ Z, pode ser vista na Se¢ao 4 do artigo [9], que usa uma versdo mais sofisticada
da degeneracao que apresentamos no Capitulo 14.

Dessa forma, temos as seguintes sequéncias exatas

0— ﬁ]p = £n7d_2(2h—b) — Lp = £n7d_1(2h_b) — Rp C |O]P>n—1(d — 1)| (16.2)

0— Lr=Lna(d,2") — Ly = Lpag(d—1,2") — Rr C |Opn1(d —1)] (16.3)
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Lema 16.2 O sistema linear ﬁp é vazio.

Demonstracao: Provaremos por inducao em d. Porém, para d = 5 temos o sistema linear

Lp =

L, 3(2"%m5)) " onde vimos no Capitulo 12, que é especial para n = 4 quando

tomados 7 pontos gerais. Temos também que, para d = 6, devemos considerar o sistema
linear ﬁp = £n74(2h_b0("’6)) e, assim, vimos no Capitulo 15 que para n = 2, 3,4 o sistema
é especial quando tomados 5,9, 14 pontos gerais, respectivamente. Analizaremos cada
sistema separadamente:

Lp = L45(2"49)): Sabemos que [(£45(2°)) = 4, pois é ndo especial. Pelo Te-

orema 9.1, segue que [(£43(2°,1%)) = —1 e, assim, [(L£,3(2'")) = —1. Dito isso,
temos que
1/8
h —bo(4,5) > h™(4,5) — Z(S)
REYOYERYE
“[5(0)]-56)
> 25— 14 =11,

logo, L£43(2"%A9) ¢ vazio.

Lp = L54(2"%29): Sabemos que 1(£4(2")) = 2, pois é ndo especial. Pelo Teo-
rema 9.1, segue que [(L£24(2%,13)) = —1 e, assim, [(L24(27)) = —1. Dito isso, temos
que

logo, como h — by(2,6) > 7, temos que Ly 4(2"026)) & vazio.

Lp = L34(2"0G9): Sabemos que (£34(28)) = 2, pois é nio especial. Pelo Te-
orema 9.1, segue que [(L34(2%,1%)) = —1 e, assim, [(L34(2'")) = —1. Dito isso,
temos que

h—bo(3,6) > h™(3,6) — %(i)

REYONBRYE

- 14\3 3\2

> 91 - 10 =11,
logo, o sistema L3 4(2"~%(39)) & vazio.

Ly = L44(2%@9): Sabemos que 1(£44(2'%)) = 4, pois ¢ ndo especial. Pelo
Teorema 9.1, segue que [(£44(2'3,1%)) = —1 e, assim, [(L£44(2'®)) = —1. Dito isso,
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temos que

oz -1
-

logo, o sistema L44(2"46)) & vazio.

Por inducao em d, a menos dos casos ja tratados, podemos considerar que o sistema,
Lp é nao especial. Agora, vamos analisar a dimensao virtual desse sistema (tendo em
mente o Lema 13.1 das desigualdades envolvendo o piso)

) _(n+d_2>_1_@HJﬂh—%mﬂ»

d—2
< (”* ) B (n, d) — bo(n,d)) — 1
n
(n+d 2> L 1 <n+d>J n+1(n+d—1>
= (n+1) + -1
n +1 n n n—1
(n—i—d 2) (n—l—d) n+1(n+d—1)
< +n+1+ —1
n n n—1
(n+d—2> <n+d—1> <n+d—1)
= + = — +n
n n—1 n
1(n+d-1 n+d—2
= — +n
n n—1 n—1
L(d+1)(d+2)...(d+(n=1) dd+1)...(d+(n—2)
= - +n
n (n—l) (n—1)!
1
——(d+ Dd+2)...(d+(n—-1))d+(n—1)—nd)+n
n+d-—2 9
— ~1)%(1 —
( 09 )n(n (1—d)+n
d—2
:n((n+ ) >(n—1)2(1—d)—|—1)<0,Vn226d25.
n—
Portanto, como Lp é ndo especial, temos que lp = e(ﬁp) = maz{op, —1} = —1.

Lema 16.3 O sistema linear /f]F é vazio.

Demonstracao: Pela Proposicao 13.11, temos que
I(Lp) = (L 1.4(2%)).

Dessa forma, basta mostrar que (£, 4(2°)) = —1.
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Por indugdo, podemos considerar que o sistema £, ;4(2°) ¢ ndo especial. Agora,
vamos analisar a dimensao virtual desse sistema

o(Lora(20) = <” - 1) — 1 — nby(n, d)

n—1

B n+d-—1 B n+d—1 3
N n—1 n—1
= —1.

~

Assim, [(£,_14(2%)) = —1 e, portanto, I(Lr) = —1.
[
Aplicando os Lemas 16.3 e 16.2 nas sequéncias exatas (16.3) e (16.2), respectivamente,
temos as inclusoes

Ly = Ry C |Opuar(d — 1)] (16.4)

E[PJ — R[P C |0Pn—1(d - 1)| (165)

Por construcao, as aplicacoes Ly — Ry e Lp — Rp sao sobrejetoras. Logo, rp = Iy e
rp = lp. Dessa forma, o proximo passo é calcular a dimensao dos sistemas Lp e Ly.

Lema 16.4 O sistema linear Lp é nao especial. Mais ainda, lp = vp.

Demonstracao: Faremos a prova por indugao em d, contudo precisamos analisar de forma
separada o caso d = 5, pois o sistema Lp = L, 4(2"%"5) ¢ especial para n = 2,3,4
quando tomados 5,9, 14 pontos gerais, respectivamente, como visto no Capitulo 14. Ana-
lizando cada caso:

e n—=2: Temos que

Assim,

=15-1-12=2,

logo, neste caso, lp = vp.

won< [()]-30

=14-7=T.

e n—=3: Temos que

Assim,

o(Ls4(27)) = (;) 4.7
=35—1—-28=6,

logo, neste caso, lp = vp.
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e n—=4: Temos que

o< [{)]-20)

<25 —14 =11.

Assim,

v(L44(2")) = (i) —1-5-11

=70—-1-55=14,
logo, neste caso, lp = vp.

Por inducao em d, podemos considerar que o sistema Lp é nao especial. Agora, vamos
analisar a dimensao virtual desse sistema (tendo em mente o Lema 13.1 das desigualdades
envolvendo o teto)

vp = (n+d_1> 11— (n+ 1)(h — bo(n, d))

—1
:(TH—Z >—(n+1)h+(n+1)bg(n,d)—l
—1
> (“*d ) — (4 DR (n,d) + (n+ Dby(n, d) — 1
n
n+d—1 1 [(n+d n+1l/n+d-1
= —(n+1) | — + —1
n n+1\ n n n—1
n+d-—1 n+d n+1l/n+d-1
> - —(n+1)+ -1
n n n n—1
n+d—1 n+1l/n+d-1
= — + -n—2
n—1 n n—1
1 —
:_(n—l—d 1>—n—2
n\ n-—1
(d+1)(d+2)...(d+ (n—1))
= —n—2
n!
:(n—%d—l)l_n_z
n—1 n
=: p(n,d).
Fixando n, temos que ¢(n,d) é um polindomio em R[d] de grau n — 1 e com coeficiente
de d"! positivo. Se tomarmos o = —(n+2) e a; = —1l,a5 = —=2,..., 0,1 = —(n — 1),

segue que o(n,a;) = a. Agora, seja J =5, logo

o, B) = (n+1)(n+2)(n+3)(n+4) g

5!
(n+2)

= (n® +8n* +19n — 108) > 0, n > 2.

Dessa forma, pelo Lema 13.5, temos que vp > @(n,d) > 0 para todon > 2 e d > 5.
Portanto, como Lp é ndo especial, temos que lp = e(Lp) = maz{vp, —1} = vp.
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Lema 16.5 O sistema linear Lr é nao especial. Mais ainda, lr = vy.

Demonstragao: Considere a aplicagdo h(n,d) definida em (13.4), isto é

o= [ (1) ()

Mostremos que h(n,d) > by(n,d), de fato

o) i) = | () - () e (00
>ni1(nzd>_ni1<n+3_2) _1_(”_2)_%(71;?;1)

L 1
— (n+1)!(d+1)(d+2)...(d+n)—(n+1)!(d—1)d...(d+(n_2))+
_%(d+1)(d+2)...(d+(n_1))_n+1
= o DA+ (= 2)d = = 1)~
d+n—2\ d—1
:< n—2 )n(n+1)_n+1
=: p(n,d).

Fixando n, temos que ¢(n,d) é um polindmio em R|[d] de grau n — 1 e com coeficiente
de d"! positivo. Se tomarmos a = —(n—1) e a; = —lL,as = —=2,..., 5 = —(n —
2), a1 = 1, segue que ¢(n, ;) = o. Agora, seja =5, logo

(n+3)(n+2)(n+1)nn—-1) 4
w(n,B) = 5] n(n+1)_n+1
(n—1)(n* + 5n — 24)

= 20 >0,n>2ed>5.

Dessa forma, pelo Lema 13.5, temos que h(n,d) — by(n,d) > ¢(n,d) > 0 para todo n > 2
e d > 5. Assim, pelo Lema 13.10, o sistema Ly é nao especial.
Agora, mostremos que Iy = vp. De fato,

e — (n—i—d)_l_ (n+d—2> _n+1(n+d—1)
n n n—1
B (n—i—d—l)_(n+d—2>_l(n+d—1>_1
n n n—1
_(n+d—2> 1(n+d—1>_1
n—1 n—1

n+d—=2)...(d+1)d (n+d—1)...(d+1)

= — -1
(n—l). n!
_(n+d-2)...(d+1)(nd—n—d+1) .
B n!
(n+d—2)...(d+1)(d—1)(n—1)

= —1>-1,Yn>2ed>5.
n!
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Portanto, como Ly é ndo especial, temos que Iy = e(Ly) = maz{vy, —1} = vp.
Uma relacao que serd importante para concluirmos o desejado é
v(Lna(2") = e — bo(n, d). (16.6)

Mostremos tal igualdade. Primeiro, pelo Lema 16.2, temos que rp = lp = vp. Assim,
segue que

re —bo(n, d) = (”+z 3 1= (n+ 1)(h — bo(n,d)) — bo(n, d)
ntd—

—1—(n+1)h+nby(n,d)

("
En+d1) —1—(n+1)h+ (n:izl)

nr )—1—(n+1)h

(L,

Agora, pela Proposicao 14.3, temos que a dimensao de R é dado por

d+n—2
max { rp + 1F — 1 +1,-1
n_

e, assim, por tudo que vimos neste capitulo, segue que

-2
dim(R) :max{r]p+ﬁg— (d—l—n ] )Jrl,—l}
n_

:max{hp—i- ("Zd> —1- ("+Z_2) — (n+ Dbo(n, d) — (d:zf) +1,—1}
— maz {rp+ ("Zd) - (”*Z‘ 1) - (n+1)bo(n,d),—1}

~ maz {rp + <” Zf; 1) — (n+ Dho(n, ), _1}

= max {rp + nby(n,d) — (n+ 1)by(n, d), —1}
= maz {rp — by(n,d), —1}
max {v nd 2h —1}

e(Ln.a(2M)).

Por fim, como Ip = [z = —1(Lemas 16.2 e 16.3), temos por (14.2) que ly = dim(R) =
e(L,4(2")). Portanto, pelo Lema 14.1, o sistema linear £, 4(2") ¢ nao especial.
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Consideracoes Finais

Durante o trabalho, estavamos interessados em determiar quais as variedades de Vero-
nese eram defeituosas e quais nao eram defeituosas. Neste caso, o Teorema de Alexander
e Hirschowitz 6.4, classifica essas variedades, resolvendo o problema. Porém, a variedade
de Veronese é uma familia, extremamente restrita, das variedades de Segre-Veronese.

Para as variedades de Segre-Veronese, o problema da dimensionalidade das variedades
secantes ainda esta em aberto. Logo, uma pergunta que podemos fazer é se da para adap-
tar a prova, discorrida nesta dissertagao, para as variedades de Segre-Veronese. Observe
que essa questao estd, intrinsecamente, ligada ao método de degeneracao e, assim, um dos
problemas que aparecem de imediato é na degeneracao da variedade PP", pois a aplicacao
de Segre-Veronese tem o dominio P™ x ... x P™ o que impossibilita de usarmos o Blow-
up. Contudo, isso nao significa que nao podemos utilizar a degeneracao, um exemplo é a
degeneragao construida no Artigo [18] e na Dissertagao [1], para classificar as variedades
S ‘/(51113)7 onde & utilizada a degeneragao térica na variedade (P')”, em vez do Blow-up.

Por fim, o defeito secante das variedades de Segre-Veronese é um problema em aberto
na Geometria Algébrica. Por exemplo, para a familia S V((””m nao hé classificacao. Neste

d1,dz)
caso, em especifico, serd que podemos adaptar a degeneracao para a variedade P x P"2?
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