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Resumo

O Problema Foco-Centro consiste em distinguir quando um ponto singular monodroémico
de um sistema de equagoes diferenciais no plano é um centro ou um foco. Nosso objetivo é
destacar alguns resultados que relacionam a divergéncia de um tal sistema e as constantes
de Poincaré-Lyapunov com a solucao do Problema Foco-Centro e, posteriormente, expor
algumas aplica¢oes onde os teoremas estudados foram fundamentais para decidir sobre a

estabilidade do sistema.

Palavras-chave: Problema Foco-Centro, Divergéncia, Constantes de Poincaré-Lyapunov.



Abstract

The Focus-center problem is to distinguish when a monodromy singular point of a system
of differential equations in the plane is a center or a focus. Our goal is to highlight
some results that relate the divergence of such a system and Poincaré-Lyapunov with the
solution of the Focus-Center Problem and subsequently expose some applications where

the theorems studied were fundamental to decide on system stability.

Keywords: Focus-Center Problem, Divergence, Poincaré-Lyapunov Constants.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Segundo [18], um marco na evolugao das equagoes diferenciais ordinarias foi o trabalho de
Poincaré intitulado “Mémoire sur les courbes définies par une équation differentialle”; de
1881, no qual foram lancadas as bases da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais.
Desde entao, esta teoria vem crescendo e alguns problemas permaneceram sem solugao até
os dias de hoje. Um deles é determinar quando um sistema analitico com um equilibrio
monodromico é foco ou centro. Este Problema é conhecido como Problema Foco-Centro.

Sera que ha um método ou uma resposta definitiva para este problema? Se relacionar-
mos a divergéncia e os coeficientes de Lyapunov conseguiremos a resposta para o problema
foco-centro? Quais estratégias podem ser usadas para determinar a estabilidade de um
ponto de equilibrio nessas condigoes?

As respostas para estas perguntas serao dadas ao longo desta dissertacao.

1.2 Estrutura da Dissertacao

Considere a seguinte equacao diferencial planar

= Pla.y), (1.1)
y - Q(-T,y),



onde P e () sao fungbes analiticas reais em uma vizinhanga de O = (0,0) (origem das
coordenadas do R?), tais que P(0,0) = Q(0,0) = 0. Quando a linearizagao na origem
apresenta autovalores imaginéarios puros temos o problema foco-centro e sua investigacao
pode ser feita através de trés subcasos: centro do tipo linear, centro nilpotente, centro
degenerado com linearizagao nula.

Nesta dissertagao, trabalharemos apenas com sistemas diferenciais analiticos e o nosso
principal objetivo é apresentar e discutir resultados que relacionam a divergéncia do campo
de vetores que define a equagao diferencial e os coeficientes de Lyapunov para desta forma
melhor compreender o problema foco-centro. Através destes resultados apresentamos
alguns exemplos para ilustrar os resultados.

No Capitulo 2, serao introduzidos defini¢oes e teoremas da teoria qualitativa das equa-
¢oes diferenciais ordinérias que serao fundamentais para facilitar o entendimento dos pro-
ximos capitulos. Também neste capitulo, explicaremos o que é o problema foco-centro
apresentando teoremas e defini¢coes essenciais para o desenvolvimento dos capitulos pos-
teriores.

No Capitulo 3, apresentaremos um processo computacional para determinar os coe-
ficientes de Lyapunov. Tais coeficientes fornecerao informacgoes sobre a estabilidade de
equilibrios de sistemas de equagoes diferenciais.

No Capitulo 4, serao apresentados resultados para centros do tipo linear, centros do
tipo nilpotente e centros do tipo degenerado. Tais resultados relacionam a divergéncia do
campo de vetores que define a equagao diferencial e os coeficientes de Lyapunov de modo
a determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio de equacoes diferenciais ordinarias
analiticas.

No Capitulo 5, serao feitas aplicacoes dos teoremas apresentados no capitulo anterior

de modo a ilustrar os resultados e mostrar o quao sao importantes e eficientes.



Capitulo 2

Teoria Qualitativa das Equacoes

Diferenciais e o Problema Foco-Centro

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais da Teoria Qua-
litativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) que serao utilizados no decorrer da
dissertagao, seguindo principalmente as notagoes e defini¢oes de [18]. Para um desenvol-
vimento mais amplo destes assuntos, recomendamos a leitura dos textos [5], [9], [12], [14]

e [18].

2.1 Campos Vetoriais e Fluxos

Seja A um subconjunto aberto do espago euclidiano R™. Um Campo Vetorial de Classe C",
1<r<ooour=w,em A éuma funcao X : A — R" de classe C", isto é, as derivadas
parciais até a ordem r existem e sdo continuas em A; se r = w, o campo é analitico em
A, ou seja, a série de Taylor de X em todo ponto de A converge uniformemente para X
numa vizinhanca deste ponto.

Um campo vetorial analitico sera representado da seguinte forma

X(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)), (2.1)

onde P e () sao fungoes analiticas reais em uma vizinhanga de O (origem das coordenadas

do R?).



Um sistema de equagoes diferenciais seré representado por

z= P(z,y),
(:9) (2.2)
y=Q(z,y),
onde o ponto denota a derivada com respeito a variavel real independente ¢ usualmente
chamada de tempo.

Sera comum ao longo desta dissertacao nos referenciarmos a um sistema diferencial

através do campo vetorial associado a ele e vice e versa.

Definicao 2.1.1. O sistema

. dx

rT = — =
dt

€ chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores X. As solucoes desta

X (z) (2.3)

equagao, isto €, as aplicagoes diferencidveis v : I — A (I intervalo da reta) tais que

5 = 10 = X((0), (2.4

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X .
Podemos admitir a seguinte interpretagao geométrica da equagao (2.4): v é uma curva

integral de X’ se, e somente se, seu vetor velocidade §(t) em ¢ coincidir com o valor do

campo X em (t). Veja Figura 2.1.

Figura 2.1: Trajetorias do campo X.

Definicao 2.1.2. Um pontop € A € chamado de ponto de equilibrio ou uma singularidade

de X se X(p) = 0. Caso contrdrio, diremos que ele € um ponto regular de X .



Uma trajetoria vy : I — A de X chama-se méxima se para toda trajetoria ¢ : J — A
tal que I C J e v = (|; se tenha I = J e, consequentemente, v = (. Neste caso, [ ¢

chamado de intervalo maximo.
Teorema 2.1.1. Seja X' um campo vetorial de classe C", 1 <r < oo our = w.

e (Existéncia e unicidade de solugoes mdazimas). Para cada x € A existe um intervalo

aberto I, onde estd definida a unica solugao mdzima v, de (2.3) tal que v,(0) = x.

e (Propriedade de grupo). Sey = ,(t) et € I, entao I, =1, —t ={r—t:r € I,}
e Vy(s) = v(t + s) para todo s € I,.

e (Regularidade com relagao as condigoes iniciais). O conjunto Q@ = {(t,x) : x €
At € I} € aberto em R e a aplicagio v : Q — R" dada por v(t,z) = v,(t) €

de classe C", 1 <r < oo our=w, em €.
A demostracao deste teorema pode ser encontrada em [18].

Definigao 2.1.3. A aplicacio v : Q0 — A chama-se fluxo gerado por X .

2.1.1 Retrato de Fase de um Campo Vetorial

Definicao 2.1.4. O conjunto ®(p) = {~(t,p) : t € 1,,}, isto é, a imagem da curva integral
de X pelo ponto p, chama-se orbita de X pelo ponto p.

Observe que

a € ®(p) & @(p) = P(a),

pois se a € ®(p), entao a = y(t1,p) e y(t,a) = (t,v(tr,p)) =t +t1,p) € [, =ty = L.
Em outras palavras, duas érbitas de X’ coincidem ou sao disjuntas, desta forma A fica

decomposto numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:
1. Imagem biunivoca de um intervalo de R;
2. Um ponto;

3. Homeomorfa a um circulo.



No segundo caso, {p} = ®(p), a oOrbita chama-se orbita singular; no terceiro caso
a Orbita chama-se fechada ou periodica. Desta maneira, podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 2.1.2. Se ¢ é uma solugao mdzima de (2.3) em I, ocorre uma das sequintes

alternativas:
e ¢ ¢ biunivoca;
o [ =R e ¢ € constante;

e | =R e ¢ € periddica, isto €, existe um k > 0 tal que ¢(t + k) = ¢(t) para todo
tER, ed(t1) # ¢(t2) se [t1 — 1o <k.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na pagina 100 de [18].

Definicao 2.1.5. O conjunto aberto A, munido da decomposicao em orbitas de X, chama-
se retrato de fase de X . As orbitas sao orientadas no sentido das curvas integrais do campo

X e os pontos de equilibrio sao munidos da orientacao trivial.

Considere a equagao diferencial planar (2.2) tal que P(0,0) = Q(0,0) = 0, ou seja,
(0,0) é um ponto de equilibrio. Quando todas as érbitas do sistema (2.2) numa vizinhanga

perfurada de O sao periddicas, entao a origem é um centro. Veja Figura 2.2.

Figura 2.2: Centro.



Se as orbitas do sistema (2.2) numa vizinhanga perfurada de O sao espirais para O
quando ¢t — +o00 ou t — —o0, entao dizemos que a origem é um foco. No primeiro caso,
(t — 400) dizemos que a origem ¢é estavel e no segundo caso (t — —oo) dizemos que a

origem ¢ instavel. Veja Figuras 2.3 e 2.4.

[y

Figura 2.3: Foco estéavel. Figura 2.4: Foco instavel.

De modo geral temos varios tipos de retratos de fase como, por exemplo, sela, no, etc.
No entanto, ao longo desta dissertacao os tnicos retratos de fase tratados serao foco ou

centro. Isso ficarda mais claro na Secao 2.3.

2.1.2 Equivaléncia e Conjugacao de Campos Vetoriais

A seguir vamos introduzir algumas nogoes de equivaléncia (possuir as mesmas proprieda-

des) entre dois campos vetoriais, as quais permitem comparar seus retratos de fase.

Definicao 2.1.6. Sejam X e Xy campos vetoriais definidos nos abertos Ay e Ay do R™,
respectivamente. Dizemos que Xy € topologicamente equivalente (resp. C"-equivalente) a
Xy se existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C") H : Ay — Ay
que leva orbitas de Xy em orbitas de X5 preservando a orientacao. Mais precisamente,
sep € Xy e ®1(p) € a drbita orientada de Xy passando por p, entao H(P1(p)) € a drbita
orientada $o(H (p)) de Xy passando por H(p).



Definigao 2.1.7. Sejam v, : Q1 — R e v : Qo —> R"™ 0s fluros gerados pelos campos
X1 A — R e Xy 0 Ay — R", respectivamente. Dizemos que X; € topologicamente
conjugado (resp. C"-conjugado) a Xs quando existe um homeomorfismo (resp. um difeo-

morfismo de classe C") T : Ay — Ay tal que

T(/yl(tax)) = ’}/2(t,T($>>,
para todo (t,x) € €.

O homeomorfismo T chama-se conjugacao topologica (resp. C"-conjugagao) entre X;

e XQ.

Lema 2.1.1. Sejam X} : A1 —> R" e Xy : Ay —> R™ campos de classe C" nos abertos Ay
e Ay doR" e T : Ay — Ay um difeomorfismo de classe C". Entao Y € uma conjugacao

entre X e Xy se, e somente se,

DY(p)&i(p) = (Y (p)),
para todo p € Ay.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na pagina 103 de [18].

Defini¢ao 2.1.8. Sejam X : A — R" de classe C", no aberto A C R" e BC R"! um
aberto. Uma aplicagao diferencidavel g : B — A de classe C" chama-se secio transversal
local de X (de classe C™) quando, para todo b € B, Dg(b)(R"™1) e X(g(b)) geram o espago
R™.

Consideremos Y = ¢(B) munido da topologia induzida. Se g : B — X for um
homeomorfismo, dizemos que ¥ é uma secao transversal de X.
O seguinte teorema nos mostra que numa vizinhanga de um ponto regular o retrato

de fase de um campo X’ é facilmente entendido.

Teorema 2.1.3 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de um campo vetorial X de
classe C", com r > 1. Entao existe um difeomorfismo de classe C" que conjuga X, em
uma vizinhanga de p, com o campo constante x = (1,0,0,0,...) restrito a uma vizinhanga

da origem.



A demonstragao deste teorema pode ser encontrada na pagina 105 de [18]. Veja Figura

2.5.

N ) A

JZ\ |

Lpe

v Vv

v

v Vv

Figura 2.5: Fluxo tubular.

2.2 Estrutura Local de Pontos Singulares Hiperbodlicos

Definigao 2.2.1. Seja p um ponto de equilibrio de (2.1). O ponto de equilibrio p é dito
monodromico se nao existem orbitas se aproximando, ou se afastando, de p, com tangente

bem definida em p.

Definigao 2.2.2. Considere o sistema de equagoes diferenciais analitico no plano (2.2)

associado ao campo (2.1) e seja p € R? um ponto de equilibrio de X. Dizemos que

g—i(p) g—j(p)

DX (p) =
(Z—Cj(p) g—cj(p)

€ a linearizagao do campo X em p. Esta matriz é chamada de Matriz Jacobiana.

Definigao 2.2.3. Considere o sistema de equagoes diferenciais analitico no plano (2.2)
associado ao campo (2.1) e seja p € R* um ponto de equilibrio de X. Dizemos que p

¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico de X se a sua linearizacao DX (p) possui todos os
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seus autovalores com partes reais nao nulas. Caso contrdrio, diremos que o ponto € nao

hiperbolico.

Definigao 2.2.4. Seja p um ponto de equilibrio de um campo (2.1) de classe C", com

r>1our=w. Entao p é denominado:
1. tipo linear, se zero nao € autovalor de DX (p);

2. degenerado, se o determinante de DX (p) € nulo. Um ponto degenerado é chamado

de:

2.1 degenerado elementar, se apenas um dos autovalores de DX (p) for nulo;
2.2 nilpotente, se os dois autovalores sao nulos, mas DX (p) nao € a matriz nula;

2.3 linearmente nulo, se DX (p) € a matriz nula.
3. 1solado, se existe uma vizinhanga U, de p tal que p € o unico ponto de equilibrio.

Teorema 2.2.1 (Hartman-Grobman). Sejam X : A — R"™ um campo vetorial de classe
C' no aberto A C R™ e p um ponto singular hiperbolico. Entao existem vizinhancas V de

pem A eW de0 em R"™ tais que X|y, € topologicamente conjugado a DX (p)|w .

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [15].

v

Figura 2.6: Teorema de Hartman-Grobman.
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O Teorema de Hartman-Grobman nos diz que, numa vizinhanga de uma singulari-
dade hiperbolica, o comportamento de um campo nao linear é o mesmo de sua lineari-
zagao. Apresentamos na Figura 2.6 a interpretagao geométrica do Teorema de Hartman-

Grobman.

2.2.1 Estabilidade Local Segundo Lyapunov

Para o estudo da estabilidade de uma singularidade uma ferramenta indispensavel é o
critério de Lyapunov. Desta maneira, esta se¢ao traz conceitos essenciais para discutirmos

a estabilidade de solucoes de sistemas de equagoes diferencias.

Definicao 2.2.5. Dados X : A C R" — R"™ um campo vetorial e p €A uma singulari-

dade de X, temos que:

1. p € estdvel, se dado qualquer € > 0, eziste um 0 > 0, tal que ||[x — p|| < d implica

lv(t,z) — p|| <e, para todo t > 0;
2. p € instavel se nao for estdvel;

3. p € assintoticamente estdvel se p € estdvel e, além disso, existe um 6 > 0 tal que

|z — p|| <& implica tlim v(t,z) = p;
—00

4. p € assintoticamente instdavel se p € instavel e, além disso, existe um 0 > 0 tal que

|z — p|| <& implica tlim ~y(t,x) = p.
——00

Considere um campo vetorial X e V : A — R uma funcao de classe C'. A derivada

de V' na dire¢ao do campo X no ponto p € A é definida por
V =VV(p) - X(p).

Definicao 2.2.6. Considere o campo X e a funcao V dada acima e p € A um ponto

singular de X, assim temos:

a) V € uma fungao de Lyapunov para o campo X se V(x) > 0, para todo x € A,

V(x) =0 se, e somente se, t =p eV <0, para todo x € A;
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b) V é uma fungao de Lyapunov estrita para o campo X se 'V € uma funcao de Lya-

punov e, além disso, V < 0 para todo = € A\{p}.

Teorema 2.2.2. Seja p um ponto de equilibrio isolado do campo X. Se existir um func¢ao
de Lyapunov V definida em algum dominio A C R? contendo p, entdo p € uma singulari-
dade estdvel. Se V' for uma func¢ao de Lyapunov estrita, entao p serd uma singularidade

assintoticamente estdvel.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [18].

2.3 O Problema Foco-Centro em R?

Considere a equagao diferencial planar (2.2) com P(0,0) = Q(0,0) = 0. Suponha que
O = (0,0) seja um ponto de equilibrio isolado deste sistema. Considere o campo de vetores
(2.1) associado a equagao diferencial planar (2.2). Suponha que a matriz jacobiana J(O) =
DX (0O) tenha autovalores complexos conjugados, logo numa vizinhanga suficientemente
proxima da origem, as solugoes de (2.2) circulam a origem.

Nas hipoteses acima, o Problema Foco-Centro consiste em determinar quando a origem
¢ um centro ou um foco (estavel ou instavel). Desta forma, os tnicos retratos de fase que
nos interessam sao aqueles associados com centros e focos.

Como nessa dissertagao nosso intuito é melhor entender o problema foco-centro, atra-
vés de sistemas diferenciais analiticos, apresentaremos a Proposicao 2.3.1 que é véalida

apenas para esse tipo de sistema.

Proposicao 2.3.1. Se p € um ponto de equilibrio monodromico de (2.2), entdo p é um

foco ou um centro.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [6] e [11].

2.3.1 Tipos de Centros

Proposicao 2.3.2. Considere um campo planar analitico X da forma (2.1), com um

equilibrio nao degenerado isolado em (0,0). Suponha que os autovalores de sua parte
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linear na origem sao da forma Mo = a x5, o, B € R, B # 0. Entao este campo pode

ser escrito como
T =ax— Py+ Fi(x,y),
(@) (2.5)
=P+ ay+ Fa(z,y),
onde Fy e Fy sao fungoes analiticas numa vizinhanca da origem, com Fy, Fy e suas

derivadas parciais em relagiao a x ey se anulando na origem.

Demonstracao. O campo X é analitico numa vizinhanca da origem, entao podemos es-

crever P(z,y) e Q(x,y) da seguinte forma

opr or
0 0
Q) = 20,02 + GE0.0)y + v(,y).

onde as fungoes ¢ e 1 sao analiticas, com ( e v e suas derivadas parciais em relacao a x

e y se anulando na origem. Chamemos

OP B OP B 0Q B oQ B
%(0,0) =a, o (0,0) = b, 5 (0,0)=c e o (0,0) =d,

logo, segue que (2.2) fica da forma

&= axr+ by + ((x,y),

(2.6)
y=cr+dy+P(a,y).
Temos que
a b
DXx(0,0) = ,
c d

portanto seu polindmio caracteristico ¢ dado por
P(A\) =X —(a+d) X+ (ad — be).

Como por hipotese, a origem é um equilibrio nao degenerado e isolado, obtemos que
ad — be # 0. Assim, A = (a + d)* — 4(ad — bc) = (a — d)* — 4bc.

Por outro lado, como os autovalores sao A\ 2 = a £ i3, a, f € R, § # 0 entao

A<0—b,c#0.
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Considere a seguinte mudanca de coordenadas

T

z,

a—a b
( E )“Ey‘

Observe que, o fato de  # 0 garante que (2.7) estd bem definido. Desta maneira (2.6),

(2.7)

y

ap6s a mudanca (2.7) é expressa da seguinte forma
T = a7 — g+ F1(Z,7),
(2.8)
=BT+ o + Fa(T,7),
onde F;, Fy séo funcoes analiticas com F, e Fy e suas derivadas parciais em relagao a x

e y se anulando na origem. Para finalizar basta retornar a notacao inicial nas variaveis x

e y, ¢ desta forma obtemos (2.5). O

Proposicao 2.3.3. Considere um campo planar analitico X da forma (2.1), tal que (0,0)
seja um ponto singular isolado degenerado nilpotente. Entao este campo pode ser escrito

como

T =y+ Fi(r,y),
@) (2.9)
Y= FQ(xv y)a
onde Fy e Fy sao fungoes analiticas numa vizinhanca da origem, com Fy, Fy e suas

deriwadas parciais em relagao a x ey se anulando na origem.

Demonstracao. O campo X é analitico numa vizinhanca da origem, entao podemos es-

crever P(x,y) e Q(z,y) da seguinte forma

Playy) = 50,00+ 500,005+ C(z.),
0 0
Q) = 520,02 + 20,0y + v(,y).

onde as funcoes ( e ¢ sao analiticas, com ( e 1 e suas derivadas parciais em relagdao a x

e y se anulando na origem. Chamemos

oP 0P 0 _ 2Q _
ax <O7 0) = a, 8y <07 O) - b7 81’ (07 0) =ce 8y <O7 0) - d7
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logo, segue que (2.2) fica da forma

T =azx+by+ ((z,y),

(2.10)
Yy =cx+dy+v(x,y).
Temos que
a b
DXx(0,0) = )
c d

portanto seu polinémio caracteristico é dado por
P(\) =X — (a+d) X+ (ad — be).
Como por hipoétese, a origem é um ponto singular degenerado nilpotente, obtemos que

|a| + [b] + |e[ + |d| # 0,
a+d=0, (2.11)
ad — be = 0.

Observamos que DX(0,0) é uma matriz nilpotente de ordem 2. De fato, aplicando as

condicoes obtidas acima temos

2

) a b a?+bc ab+bd ala+d) bla+d) 0 0
c d ac+cd cd+ d? cla+d) d(a+d) 00

Temos que a forma Canoénica de Jordan para matrizes 2 x 2 nilpotentes tem a seguinte

forma
01

0 0

Finalmente, renomeando as coordenadas x e y e trocando-as entre si, obtemos a expressao

(2.9). 0

Proposicao 2.3.4. Considere um campo planar analitico X da forma (2.1), tal que (0,0)
seja um ponto singular degenerado linearmente nulo, com DX (0,0) a matriz nula. Entdo

este campo pode ser escrito como

(2.12)
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onde Fy e Fy sao fungoes analiticas numa vizinhanca da origem, com Fy, Fy e suas

deriwadas parciais em relacao a x ey se anulando na origem.

Demonstragao. Como o sistema (2.1) é analitico temos que numa vizinhanga da origem
podemos escrevé-lo na forma (2.6). Como por hipotese, DX (0,0) é a matriz nula, segue

que o sistema tem a forma (2.12). [

Resumindo o sistema (2.2) pode ser reescrito em umas das seguintes equagoes diferen-

ciais
&= —y+ Fi(z,y), (2.13)
y:l“f‘FQ(ZE,y),
& =y+ Fi(z,y), (2.14)
y: FQ(xay)a
y - F2<:U7y)7

onde F) e F, sao fungoes analiticas reais sem termos constantes e lineares definidas numa
vizinhanga da origem.

Os sistemas (2.13), (2.14), (2.15) sdo chamados, respectivamente, de centro do tipo
linear, centro nilpotente e centro degenerado. O sistema (2.13) ¢ obtido de (2.5) no caso

em que a = 0 e através de uma mudanca no tempo ¢ = St.

2.3.2 Coeficientes de Lyapunov

Suponha que o sistema diferencial analitico (2.2) tem um ponto singular monodroémico na
origem O. Seja ¥ uma sec¢ao transversal analitica, isto é, um arco transversal analitico para
o fluxo do sistema de tal forma que O € 9 ¥, o bordo de ¥. Consideramos um parametro
p de X tal que p = 0 corresponde a origem das coordenadas e ¥ é parametrizada pelo
intervalo (0, p*) com p* > 0. Dado um ponto p em ¥ consideramos a érbita do sistema
(2.2) com p como condi¢ao inicial. Se p esta suficientemente proximo de O e seguirmos a

orbita para valores positivos do tempo ¢, ela ird intersectar X novamente em algum ponto.
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Definimos a transformagao de Poincaré P : ¥ — X, sendo P(p) o ponto em %
correspondente ao primeiro retorno em 3 da orbita através de p em tempo positivo.

Desse modo, a origem do sistema (2.2) é um centro se, e somente se, a aplicagao de
Poincaré ¢ a identidade numa se¢ao transversal em uma vizinhanca da origem.

Para os sistemas (2.13) e (2.14) é possivel achar uma parametrizagao de ¥ tal que a

aplicacao de Poincaré é analitica em p = 0 e se escreve como
i=3

onde «a; sao expressoes algébricas dos coeficientes de F; e Fy. Existem sistemas com a
forma degenerada (2.15) para o qual tal parametrizagdo também ¢é possivel, por exemplo,
aqueles que nao tem direcoes caracteristicas.

A estabilidade da origem é claramente dada pelo sinal do primeiro coeficiente «; dife-
rente de zero (isto é, instavel se a; > 0 ou estéavel se o; < 0) e se todos os «; sao nulos,
entdao a origem é um centro. Além disso, os termos de indices par g, sao expressoes
algébricas que dependem de cada «; anterior. Portanto, as expressoes interessantes sao
aquelas com indices impares, ou seja, 08 aggy1. Definimos a (k + 1)-ésima constante de
Poincaré-Lyapunov ou o (k + 1)-ésimo coeficiente de Lyapunov como a expressao aog1

modulo o anulamento de todos os anteriores.

2.3.3 Divergéncia

Como de costume, definimos a divergéncia do sistema (2.2), e denotamos por div, como
a funcao
oQ

. oP
le(m,y):%(x,y)—i—a—y(x,y), (.’L’,y) GRZ

Dada uma funcao real analitica f : Up C R? — R, onde Up é uma vizinhanca da

origem O = (0,0), considere sua expansao de Taylor em O

f(.T,y) = fd(xay) + OdJrl(xay)a

onde d > 0 é um inteiro e f; é um polinémio homogéneo nao-nulo de grau d. Dizemos

que f é de sinal definido, se fq(x,y) > 0 ou fy(x,y) < 0 para todo (z,y) € Uop \ {(0,0)}.
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Quando fy(x,y) > 0 (respectivamente fy(x,y) < 0) para todo (x,y) € Up \ {(0,0)},
dizemos que f é definida positiva (respectivamente definida negativa). E claro que uma
condigao necessaria para f ser de sinal definido é que d seja par.

A seguir vamos enunciar um teorema que relaciona a divergéncia do sistema original

com a divergéncia de um sistema obtido através de uma mudanca de varidveis.
Proposicao 2.3.5. Considere o sistema diferencial (2.2) e uma mudanga de varidveis
r = F(u,v),
y = G(u,v),
com F, G funcoes de classe C* em U. Denote por
= R(u,v),
0 = S(u,v),

a transformacao do sistema diferencial nas coordenadas u e v. Seja

OF oG OF oG
J(U’v U) = %(ua U)%(uv U) - %(U, U)%(uv U)

o jacobiano da transformacao. Entao,

div(F(u,v), G(u,v)) = on + 5

Demonstracao. Sabemos que

oP oP oF oP oG
%(F(uv U)’ G(u’ U)) = %(F(ua U): G(uv v))%(“) ?)) + a_y(F(u7 U)v G(“? U))a_(uv U)7
9Q 50 OF e) e
a_u<F(u7 U)v G(uv U)) = a_x(F(ua U)v G(uv U))%(Uﬂ U) + a_y(F(uv U), G(u’ U))%(uv U)a
oP oP oF oP oG
%(F(U, U)v G(uv U)) = a_l’(F(U7 U)? G(ua U))%(“? U) a_y(F<u7 U)7 G(u7 U))%(“? U)7
0Q 50 OF e) e
%(F(Uﬁ U), G(“? U)) = a_JZ(F(u’ U)v G(uv U))%(Uﬂ U) + a_y(F(uv U), G(u7 U))%(uv U)a
div(F(u,v), G(u,v)) = g—];(F(u, v), G(u,v)) + %—j(F(u, v), G(u,v)), (2.16)
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entao basta resolver o seguinte sistema

oP ] [ OF oG 171 0P ]

S (F.G) S (wv) 5 (u,v) 0 0 55 £ (4 v), G(u,v))

Q) oF oG opP

S (F.G) 0 0 o) S () o (F(u,v), G(u,v))

oP oF oG 0

%(F, G) %(u, v) %(u, v) 0 0 8—§(F(u, v), G(u,v))

0 or oG 0
] 8_§(F’ G) | i 0 0 %(u,v) a—u(u,v) i a—g(F(u,v),G(u,v)) |
Desta forma concluimos que

oP 1 oG ) 1 oG oP

6_m<F(u’ v), G(u,v)) = T U)a—u(u,v)a—(F, G) + J(u,v)%(u’ v)a—(F, G) (2.17)
e

0Q 1 OF 0Q 1 OF 0Q

= il ZE(FQ)—
J(u,v) Ou (v, 0) v (F,G) J(u, )
Assim substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), temos que

div(F(u, v), G, v)) = g—i(F(u,v),G(u,v)) + g—g(F(u, 0), Gl 0)) = ~ (qj’v)
oG P 9GP oOF 00 oOF 00
<%(u v)%(F, G) — %(u,v)%(ﬂ G) — %(U,U)E(F, G)+ a—u(uw)%(ﬂ G)>2.19)

Por outro lado, sabemos que

. OF . OF .
T = %(u,v)u + %(u,v)v = P(F(u,v),G(u,v))
e
e . 0G ,
Y= %(u,v)u + %(u, )0 = Q(F(u,v),G(u,v)),
logo resolvendo o sistema
oF oF
P(F(u,v), G(u,v)) oy (W) () i
oG oG
F G il il
QF(w2),Gw) | | Swe) Sowo) | [0
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obtemos que

1 oG OF
U= T 0) (8 (u,v)P(F(u,v),G(u,v)) — %(u,U)Q(F(u,v), G(u,v))) = R(u,v)
: 1 oG OF
0= ) (—%(u, v)P(F(u,v),G(u,v)) + %(u, V)Q(F (u,v), G(u, v))) = S(u,v)
Tomando
Au,v) = (g—f(u,v)P(F(u,v), G(u,v)) — %—i(u, v)Q(F (u,v), G(u, ’U)))
B(u,v) = (— gG (u,v)P(F(u,v),G(u,v)) + g (u, v)Q(F(u,v), G(u,v))),
temos que
1 1
J(u,v)A(u’U) = R(u,v) e J(u,U)B(u’U) = S(u,v)
logo,
A(u,v) = J(u,v)R(u,v) (2.20)
B(u,v) = J(u,v)S(u,v). (2.21)

Derivando parcialmente com respeito a u ambos os membros da igualdade (2.20) e de-

rivando parcialmente com respeito a v ambos os membros da igualdade (2.21), temos

que
0A oJ R
5y (V) = 5 (u, 0)R(u,v) + J(u, v) 2 (u, v) (2.22)
0B aJ a8
%(’U/,Tﬁ = %(U, ’U)S('LL,U) + J(U,U)%(Uﬂ)). (223)

Somando membro a membro das igualdades (2.22) e (2.23) temos

0A OB oJ 0J OR oS
% + % = (%(ua U>R(u7 U) + %(ua U)S<u7 U)) + J(”? U) <%(uv U) + %(u’ U)> )
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logo

Assim, para finalizar a demonstragao, basta mostrarmos que o membro direito da igual-

dade anterior é igual a (2.19). Observe que

OF

0 oG
% <_%(u, v)P(F(u,v), G(u,v)) + a_u<U7U)Q(F(ua v), G(“?”)))]

1
J(u,v)

oG oP oG oF 0 oF
m(u, v)P(F, G)+a—u(F, G)%(u, v)————(u, v)Q(F, G)—a—g(F, G)%(u, v)

oG oP oG oF 0 oOF
—avau(u,v)P(F, G) — %(F, G)%(u,v) + @U@u(u’v)Q(F’ G) + —?(F, G)%(u7 v)]

1
J(u,v)

oG op oG op oOF 00 OF 00
%(U, U)%(R G)—%(Ua U)%(F» G)—%(u, U)%(R G)+%(U7 U)%

(F,G)]|.

]

2.3.4 Diregoes Caracteristicas

Suponha o sistema diferencial analitico

{ &= Py(x,y) + Opia(x,y), (2.24)

y = Qm(xa y) + Om+1<x7y)7
onden > 1em > 1 sao inteiros e P, e (),, sao polindomios homogéneos nao nulos de graus

n e m respectivamente, formados pelos termos de menor ordem de P e () do sistema (2.2),

respectivamente.
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Definimos o polinémio homogéneo

yBu(z,y) — 2Qm(z,y), se n=m;
Az, y) = yP.(z,y), se n <m; (2.25)
—2Qum(z,y), se n>m.

Os fatores lineares reais do polinémio A(x,y) fornecem as possiveis diregoes das tra-
jetorias que podem se aproximar ou se afastar do ponto singular localizado na origem das
coordenadas do sistema (2.24). Tais dire¢oes sao chamadas diregoes caracteristicas.

Uma condigao suficiente para que o sistema (2.24) tenha um ponto singular monodro-
mico na origem é A(x,y) = 0 apenas se (z,y) = (0,0). Neste caso, a origem nao tem
direcoes caracteristicas.

Uma condigdo necesséaria para que o sistema (2.24) tenha um ponto singular mono-

drémico na origem ¢ que A(z,y) > 0 ou A(z,y) < 0 para todo (z,y) € R? \ {(0,0)}.

2.3.5 Resultados Essenciais

Definigao 2.3.1. Um sistema (2.13) € do tipo tempo-reversivel se existe uma aplica¢io

R :R? — R? tal que
C(RE) = ~f(R(:)),

onde z = (z,y) € R? e f(2) = dz/dt.

Teorema 2.3.1. Todo sistema da forma (2.13) do tipo tempo-reversivel tem um centro

na origem.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [17].

Teorema 2.3.2 (Liouville). Se um campo planar de classe C' tem divergéncia nula entio

seu fluro preserva drea.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na pagina 252 em [4].

Teorema 2.3.3 (Critério de Bendixson). Se X = (X, X2) € um campo de classe C* em

A C R?, A um conjunto simplesmente conexo, com

L 0X 0X
leX_a_fL’l—i_a_ZEQ?éO



para todos os pontos de A, entao X nao tem orbitas periddicas em A.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada na pagina 244 em [4].
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Capitulo 3

O Processo Computacional

O objetivo deste capitulo é apresentar um processo computacional para determinar os
coeficientes de Lyapunov. Tais coeficientes fornecem informacoes sobre a estabilidade de
equilibrios de sistemas de equagoes diferenciais. Para um estudo mais aprofundado sobre

este processo, recomendamos a leitura da referéncia [16].

3.1 Calculo dos Coeficientes de Lyapunov

Considere P e @ fungoes analiticas numa vizinhanga da origem, e (0,0) um ponto singular

isolado do sistema

i = P(u,v),

0= Q(u,v).

Vamos supor que sua lineariza¢ao na origem apresente um foco ou um centro. Desta forma,

(3.1)

com mudangas adequadas de coordenadas, tal como na Proposigao 2.3.2, o sistema (3.1)
pode ser escrito como
U =v+ \u+ P(u,v),
(3.2)
0=—u+ M+ Q(u,v),
onde P e () sao fungoes analiticas e a este sistema temos associado o seguinte campo

vetorial X (u,v) = (v + Au+ P(u,v), —u + A + Q(u, v)). Considere a fungao

V(u,v) = %(u2 + v?)

24
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para (u,v) numa vizinhanca da origem. Assim,

V(u,v) = VV(u,v) - X(u,v) = (u,v)(v+ M+ P(u,v), —u + Mo + Q(u,v)) =

= M 4+ uP + M +0vQ = Au? + v*) + uP + vQ.

Logo, o sinal de V em uma vizinhanca da origem ¢ determinando pelo sinal de A. Desta
forma, se A # 0 dizemos que a origem é um foco forte e se A = 0 dizemos que a origem
¢ um foco fraco ou um centro. Pelo Teorema 2.2.2, se A < 0 a origem ¢é assintoticamente
estavel e se A > 0 a origem ¢ assintoticamente instavel. O Teorema 2.2.2, neste caso, é
valido tomando o simétrico do campo vetorial associado com (3.2) ou o negativo do fluxo.
Agora vamos estudar a estabilidade do equilibrio (0,0) quando A = 0.

Quando A = 0, o sistema (3.2) assume a forma

u=v+ P(u,v), (3:3)
U= —u+ Q(u’v)7
P(u,v) =Y Pe(u,v) + O(]|(u, v)| ™),
k=2
Qu,v) = > Qu(u, v) + O(]|(w, v)[|"*),
onde

k
i
Pk(u,v):E Dr—ju" v,
j=0

k
Qr(u,v) = Z Qr—ju" v
=0

Observagao 3.1.1. A notacao O denota a expansio em série de Taylor, em torno da

origem, iniciando-se nos termos de ordem m + 1 no minimo.

Considere a funcao

Vi, v) = %(ﬁ Fo)+ 3 Vilu, o) + O([(u,0)|[), (3.4)

k=3

onde

k
Vie(u,v) = Z Vi juF 0
=0
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sao polindémios homogéneos de grau k nas variaveis u e v. Tomando a expansao em série

de Taylor até os termos de ordem 3, o sistema (3.3) tem a forma

=0+ Py(u,v) + P3(u,v) + O([|(u, v)[|),

0 = —u+ Qa(u,v) + Qs(u, v) + O(||(w,v)]|*), )
com
Py(u,v) = paou® + priuv + porv?,
Ps(u,v) = psou® + pa1uv + prauv® + posv?,
Q2(u, v) = gaou® + qriuv + qo2v?,
Qs(u, v) = qsot® + g21uv + qr2uv® + qosv’®.
A fungao (3.4) com m = 3 é dada por
V(u,v) = %(UQ +0%) + Va(u,v) + Vi(u, v) + O([[(u, 0)]°) (3.6)

onde
Va(u,v) = Vagu® + Varu?v + Viquv? + Vozv?,

Vi(u,v) = Vigu* + Va1uv + Vaouv? + Viguv® + Vogvt
Diferenciando (3.6) ao longo das orbitas de (3.5) segue que

Viu,v) = <R3(u,v) + (v%(u, v) — u%(u, v))) (3.7)

+ <R4(u,v) + (v%(uvv) - U%(u,v)>>

+ O(ll(w, )P,

com

Rs(u,v) = uPy(u,v) + vQ2(u,v),

Ry(u,v) = uPs(u,v) + vQs(u,v) + Ps(u, v)%(u, v) + Qa(u, v)%(u, v).

Agora vamos considerar os seguintes espacos vetoriais

P, = {p(u, v) = an,ﬁju”’jvj :grau(p) =n,b,_j; € ]R} :

j=0

n
n+l _ . — E
R = {w LW = Wn—35,j€+1, Wn—j j € R} .

J=0
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1 n—

O conjunto Bp = {u",u" 'v,...,uv" 1 v"} ¢ uma base para P, e o conjunto Bp'™' =

{e1,€2,...,6en,€n11} € a base canénica em R™*!. Desta forma, temos a seguinte transfor-

macao linear de P, em R"*!
S,: P, —s Rl

n n
i
p(u,v) = E by—j u" v — w = g bn—jj€j41-
J=0 J=0
Considere também a seguinte transformagao linear

T,: P, — P, (3.8)
B op op 3.8
p(“’a 'U) = Tn(p(u7v)) - U%(“?”) —U%(U,U).

Agora, tomemos as bases B3 e B} para P3 e Py, respectivamente, logo as matrizes Az e

A4 com relagao a essas bases, sao respectivamente,

0 -1 0 0 0

0 -1 0 0
4 0 -2 0 0

3 0 -2 0
Ag = e A4=]10 3 0 -3 0

0 2 0 -3
0O 0 2 0 —4

0O 0 1 0
0O 0 0 1 0

Proposicao 3.1.1. Quando n € impar, a transformacao linear T, ¢ um isomorfismo.

- . - . ~ n
Quando n € par, T, possui um nicleo de dimensao um gerado por (u* + v?)2.

Demonstracao. A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada na pagina 584 em

13]. 0

Da Proposicao 3.1.1, V3 pode ser escolhido de maneira tinica de forma a cancelar os

termos de grau 3 em (3.7). Tal escolha é realizada resolvendo-se o seguinte sistema linear
AgS:;(‘/g(u, U)) = —Sg(uP2<U, ’U) + UQQ(U, U)),

onde
Ss(Va(u,v)) = (Vao, Var, Vaz, Vos),

Ss(uPy +vQ2) = (P20, P11 + @20, Po2 + 11, Go2)-
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Segue que

1 1
(Vao, Va1, Vi, Vi) = (—g(pn + @20 + 2q02); P20, — Qo2 g(poz + 2pao + Q11))-
Como T, nao é um isomorfismo, a mesma metodologia nao pode ser aplicada para a
escolha dos coeficientes de V,, mas este pode ser escolhido de modo que V' tenha um sinal
bem definido. Isto pode ser feito impondo que os termos de ordem 4 de (3.7) pertencam

ao nucleo de Ty. Assim, os coeficientes de V4 podem ser obtidos através de

oV- oV-
Ay (54 (ng(u,v)—l—ng(u,v)+P2(u,v)a—u5(u,v)—l—Qg(u, v)a—;(u,v)>+A45’4(V4(u, v))) =0,
onde
54(‘/41('211,7))) = (‘/2107 ‘/317‘/227 ‘/137 ‘/04)7
oV- oV-
S, (ng(u, v) + vQ3(u, v) + Po(u, U)a—ug(u, v) + Qa2(u, v)a—;(u, v)) = (840, 31, S22, S13, So4),
com
540 = P11P20 + P30 + 2P20402,
S31 = pi — p%o + P21 — P20G11 + 2g20902 + P11(q20 + 2¢02) + gs0,
S99 = P12 — 2p20p11 + Po2(P11 + 2q02) + 2q11G02 — 2P20920 — G11G20 + Go1,
$13 = Pos + qo2p11 + 208 — 2p20q11 — 451 — Po2(2p20 + q11) + q12,
504 = —2p20q02 — Go2q11 + qo3-
Logo,
1
Vie = 1(26120(]02 — 12 — 3pup0 — @0 — 2p0° + P’ + 3qoepii + Prideo
— pa + 261022 — 11Po2 — 6_1112 — Po3 — 210202902) + 1,
1
Vi = §(5p30 — Tpaop1ii — 16qo2p20 — 3903 — @21 — Qo2q11 — 2P20G20 — G041
+  po2p11 + 2qo2Po2 — DP12),
1
Vo = 5(2q§2 — qupPoz — 2D20q11 — Q%l + Qoep11 — Q12 — Po3 — 229202702) + 2,
1
Vis = <(Bpso — p2op11 — 16go2p20 — 5qos + a1 + Tqo2q11 + 2p20¢20

8
+  Ga0qu1 — PoeP11 — 2Qo2Po2 + Di2),

Vou L.
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A partir destas escolhas feitas para V3 e V}, temos que
V(u,0) = ma(w? +0%)? + O(|(u, 0)[]°), (3.9)

co1m

1

Ny = §(3QO3 — paoP11 + 3p30 + o1 + Qo2qi1 + 220920 + G20911 — Po2p1l — 2qoapos + pi2)-

A equagao (3.9) determina a estabilidade da origem. De fato, como
1
V(u,v) = 5(142 +02) + Va(u,v) + Vi(u,) (3.10)

temos pelo Teorema 2.2.2 que se 4 = 0 nao podemos determinar a estabilidade da origem,
mas se 14 > 0 o Teorema 2.2.2, neste caso, ¢ valido tomando o simétrico do campo vetorial
associado com (3.2) ou o negativo do fluxo assim temos que V' é uma fun¢ao de Lyapunov
estrita e, portanto, a origem ¢ assintoticamente instavel, e caso contrario, ny < 0, V ¢é
uma fungao de Lyapunov estrita e a origem é assintoticamente estavel.

O processo descrito acima é puramente algébrico e visa estudar a estabilidade da
origem do sistema (3.3) construindo-se recursivamente fungdes candidatas a fungoes de
Lyapunov para o sistema (3.3).

Se ny = 0 na equagao (3.9), podemos proceder de forma analoga ao que ja fizemos
para obter 74 e, assim, a Proposicao 3.1.1 garante que podemos produzir uma nova fun¢ao
V', tal que o primeiro termo da expressao para Voé ne(u® + v*)® e assim por diante.

Resumidamente, V' pode ser escolhida de modo que
V(u,v) = n4(u® +0°)? +n6(u® +0°)° + -+ n(u® + )+ -+

Agora vamos apresentar dois teoremas importantes sobre a estabilidade do ponto de
equilibrio. Denotaremos daqui para frente, o primeiro coeficiente de Lyapunov por aq, o

segundo por ay e, assim, sucessivamente.

Teorema 3.1.1. Suponha o, =0, n =1,....N, mas ay.1 # 0, entdo a estabilidade da

singularidade na origem € determinada da sequinte forma:
a) Se ani1 <0, entdo a singularidade € assintoticamente estdvel;

b) Se anyy > 0, entao a singularidade € assintoticamente instdvel.
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Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [3]. O

Teorema 3.1.2 (Centro de Lyapunov). Se o campo vetorial X € analitico e o, = 0 para
n=1,...,00, entdo a origem € um centro. Além disto, a série que define V é convergente
numa vizinhanga da origem e representa uma fun¢ao cujos conjuntos de nivel contém as

orbitas do sistema correspondente ao campo X .

Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [3]. m

3.2 Aplicacao

Usaremos o processo descrito anteriormente em um exemplo, na qual o sistema estd na

forma normal de Birkhoff.
Teorema 3.2.1. Considere o sistema na forma normal de Birkhoff

U= —v+ Si(u? +v*)u — So(u? +v*)v
1 Ju— S ) (3.11)
0 =u+ Sa(u* +v*)u+ S (u? + v?)v
com Sy e Sy sdo fungoes analiticas com S1(0) = Se(0) = 0, cuja parte linear no ponto de

equilibrio (0,0) € um centro. Denote por z = u* + v?. Entdo os coeficientes ¢; definidos

por

(v +v?) E c;?’
7j>1

s@o as constantes de Poincaré-Lyapunov de (3.11).

Demonstracao. Escreva

Sy (u? +v?) = e (u? +0?) + co(u? + 0?2 + (v + 2P Fey(u +0?) - = c; 2’

So(u? 4+ v?) = by (u® +v?) + bo(u® + v?)* + bg(u® +v?)> + by(u? + )P+ = Z b2
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Assim, o sistema (3.11) pode ser escrito da seguinte forma

U=—v+ (Z c;(u? —1—112)j>u — <Z b, (u? —|—v2)j)v

Jj=1 jz1 (312)
O =u+ (Z b (u® + vz)j>u + (Z c;(u® + 02)3)1}
i1 i>1

Considere a fungao
1
V(u,v) = 5(u® +v%) + Va(u, v) + Va(w, 0) + O([|(u, 0)[]°), (3.13)

onde
Va(u,v) = Vaou? + Vayu?v + Viguv? + Voz0?,

Vi(u,v) = Vigut + Vayudv + Vagu?o? + Visuv® + Vogol.

Escrevendo (3.12) de uma forma mais adequada temos

U= —v+c (v +vH)u — by (u? + v} + ca(u? + v?)*u — by(u? + v?)*v + - = F(u,v),
O =u+ b (u? +vHu + 1 (U + v*)v + by (u? + v3)?u + co(u? +v?)*0 + - - = G(u, v).
(3.14)
Diferenciando (3.13) ao longo das orbitas de (3.14) segue que
: oV )%
V(”?”) = <u+ a_;(uﬂv> +oo v 8_1)3(U7U) +-- ) ) (F(U,U),G(U,U))

_ (2% A 2, 22 [,V _ 9V
= (vau(u,v) uav(u,v))—l—cl(u + v?) vau(u,v) uav(u,v).

Considere as seguintes transformagoes lineares

T32 P3 — P3
oV A%
Va(u,v) — Ty(Va(u,v)) = v (u,0) = u—=(u,v)
e
T4Z P4 — P4
()% ()%
Vi(u,v) +— T4(V21(u,v)):va—;(u,v)—ua—;(u,v).

Pela Proposigao 3.1.1, T3 é um isomorfismo e T); possui um ntucleo de dimensao um gerado

por (u* + v?)%. Desta forma temos que

V(u, v) = —T3(Va(u,v)) + ¢y (u? + v*)? — Ty(Vy(u,v)).
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Como T3 é um isomorfismo podemos tomar Vs(u,v) = 0u® + 0u?v + Ouv? + 0v? e assim,
V(u,v) = c;(u? +v3)? = Ty(Vi(u, v)). (3.15)

Contudo, V4 pode ser escolhido de forma que V tenha sinal bem definido. Como sabemos
isto pode ser feito impondo que os termos de ordem 4 de (3.15) pertengam ao nucleo de
T,. Como ¢ (u?+v?)? € Ker T podemos tomar Vj(u,v) = Ou? 4+ 0udv+ 0u?v? + 0uv? + 0vt.
Através destas escolhas para Vi(u,v) e Vi(u,v), segue que

V(u,v) = ¢ (u? + 0?2 (3.16)

Desta forma a expressao (3.16) determina a estabilidade da origem se ¢; # 0.

Considere a fungao (3.4) com m = k, onde k é um nimero impar maior ou igual a 3, onde
1
V(u,v) = §(u2 +02) + Va(u,v) + Vi(u,v) 4+ - - - + Vi(u, v) + Viwr (u, v) + O([| (u, v)||F72).

Suponhamos que para m = k, podemos escolher V; = 0 para j = 3,4,...,k + 1, de tal

modo que

E+1

V(u,v) = c%fl(ﬁ +v?) 2, (3.17)
onde a expressao (3.17) determina a estabilidade da origem se
Crf1y # 0.
Agora provemos que a fungao (3.4) com m = k + 2, ou seja,
Vi, v) = %(u2+v2)+%<u,v>+~ Vi (1, 0) 1 Viesa (1, 0) 4 Vs, 0) + O] (o)),
pode ser escolhido V; = 0 para j = 3,4, ...,k + 3, de tal modo que
V(u,v) = c%_l(tf + UQ)%, (3.18)

onde a expressao (3.18) determina a estabilidade da origem se

Cits ) #0.
Observe que

Vo) = (weet B2 o B2+ B0 4 )

9]
(—v + S1(2)u — Sa(2)v, u + Sa(2)u + Si(2)v).
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Pela hipotese de indugao, sabemos que V; = 0 para j = 3,...,k + 1, logo

ov; oV
%(uﬂ]) € %(ZL’U)
sao nulos, entao
: B OVito OVigs OVito OVigs
Vo) = (ot 2o+ S ) ok D ) + B

(—v 481 (2)u — Sa(2)v,u+ Sa(2)u + Sl(z)v)

B Wiy2  OVigo 2 | 2\EE3 OWViyz  OVigs
N (v ou Yo >+Ck?+3_1(u +v7) U ou “ou )

Dai temos,

b+

V(u,v) = =Tira(Viya(u,v)) + C%_l(ﬁ +02) % — Tias(Viss(u, v)).

Pela Proposicao 3.1.1, como k + 2 é impar, T} o € um isomorfismo, entao podemos tomar

Viero(u,v) = 0, logo
V(u,0) = cua_y (u +0°)F = Thys(Vis(u, v)).

Contudo, k + 3 ¢ par, desta forma V.5 deve ser escolhido de forma que V tenha sinal
bem definido. Assim impondo que os termos de ordem k + 3 pertencam ao nucleo de T} 3

temos que

k+3
cers_ (U +v?) 2 € Ker Tjys,
2

dai podemos tomar Vi, 3(u,v) = 0. Como Vj,o e Vii3 sdo nulas segue que
V(u,v) = C%_l(u2 + '02)1%3, (3.19)
onde (3.19) determina a estabilidade da origem se

C%fl 75 0.

Desta forma, os coeficientes ¢; para j > 1 da fungao S1(z) sao as constantes de Poincaré-

Lyapunov do sistema (3.11). O



Capitulo 4

Relacoes entre a Divergéncia e os

Coeficientes de Lyapunov

O objetivo deste capitulo é apresentar e discutir os principais resultados que relacionam a
divergéncia e os coeficientes de Lyapunov em campos vetoriais no plano. Tais resultados

podem ser encontrados em [10] e [13].

4.1 Resultado Fundamental

Proposicao 4.1.1. Suponha que a origem do sistema diferencial analitico (2.2) é um
ponto singular monodromico. Se a divergéncia divX do sistema (2.2) € de sinal definido,
entao a origem do sistema (2.2) é um foco; instdvel se a divergéncia é definida positiva

ou estavel se for definida negativa.

Demonstragao. Vamos mostrar que a origem do sistema (2.2) é um foco. Para demonstrar
tal fato, utilizaremos o Critério de Bendixson 2.3.3. Por hipotese temos que a divergéncia
do sistema (2.2) é de sinal definido, entao existe uma vizinhanga Uy da origem em que
divX(z,y) > 0 ou divX(x,y) < 0 para todo (x,y) € Up \ {(0,0)}. Suponhamos que a
origem ¢é um centro, entao existe uma o6rbita periddica continua completamente contida em
Up, o que contradiz o Critério de Bendixson 2.3.3, assim a origem é um foco. Agora, vamos

provar que se a divX’ é definida positiva, entao a origem de (2.2) é um foco instavel. Vamos

34
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considerar uma secao transversal Y cuja fronteira contém a origem e uma vizinhancga Uy da
origem, tal que divX'(z,y) > 0 para todo (z,y) € Up \ {(0,0)}. Vamos considerar somente
a intersegao de ¥ com Up. Fixamos um ponto p em X e consideramos o ponto P(p) em ¥
correspondente & sua imagem pela aplicacao de Poincaré. Se p esta suficientemente perto
da origem, podemos garantir que P(p) esta contido em Up. Definimos a curva fechada
C' formada pelo arco da érbita de p a P(p) junto com o segmento de X entre estes dois

pontos denotado por [. Veja Figura 4.1.

Uy

S 4

-
N

Figura 4.1: Transformacao de Poincaré.

Sabemos que a divergéncia do campo X é o trago da matriz jacobiana de X', ou seja,
divX(z,y) = trDX (z,y). Como a divergéncia de um campo determina a taxa de variagao
da éarea pela agao do fluxo do campo, segue do Teorema de Liouville 2.3.2, e do fato de
divX(z,y) > 0, que a origem de (2.2) é um foco instével. A prova quando divX’ é negativa

¢ analoga. n
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4.2 Centros de Tipo Linear e sua Divergéncia

Proposicao 4.2.1. Considere o sistema diferencial analitico (2.2) cuja origem € do tipo
centro linear. Denote por divy(z,y) os termos de menor ordem da divergéncia divX do
sistema. Suponha que

1 2

153 divg(cost, sent)dt # 0.

Ag1 =
Entao a origem é um foco cuja primeira constante nao nula de Poincaré-Lyapunov € cgy.

Demonstragao. Consideramos a mudanga de variaveis (z,y) — (u(z,y),v(z,y)), com
u(z,y) =+ u(z,y) e v(z,y) =y + v(z,y) que ¢ proxima a identidade, cuja expansao
em série de Taylor das fun¢bes © e v numa vizinhanca da origem nao possuem termos
constantes nem lineares. Através desta mudanga, o sistema diferencial analitico (2.13)
pode ser escrito na forma normal de Birkhoff (3.11). Observamos que a divergéncia de

(3.11) é uma fungao de u? + v?, dada por
5(u? 4 v?) = 28 (U + v?) + 2(u? + v*)S; (U + v?).

No Teorema 3.2.1, mostramos que os coeficientes da expansao de Taylor da funcao S; sao
as constantes de Poincaré-Lyapunov. Assim escrevendo S; em poténcias de z temos
Si(z) = chzj,
j>1
na qual podemos identificar ¢; = ag;4+1/2m, onde a1 € a constante de Poincaré-Lyapunov
associado ao sistema (3.11). Desta forma, a divergéncia de (3.11) pode ser reescrita da

seguinte maneira

L _ o
5(2) = 251(2) + 225, (2) = 220]2] +27:Z]cjzj L= QZCJ'Z] + 222]@;

j>1 j>1 j>1 j>1
=2 1+5)e2 | =2 14 )22t
() -2 g
j=1 j>1
= o (1+ j)agj12’ = —Z (14 j)az;12”,

7>1 7j>1
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Portanto, se a primeira constante nao nula de Poincaré-Lyapunov do sistema (3.11) é

Qo1 1, temos que os termos de menor ordem da divergéncia sao

2 2\k
Su(u? +v2) = (k + 1)0%1@,

Assim, temos que

(cos® t + sen?t)k

™

dt

2 2w
/ dx(cost, sent)dt = / (k + 1)agg1
0 0

2 1 1 2
= / (k + 1)Oégk+1—dt = —(k? + 1)a2;€+1/ dt = Q(k' + 1)Oégk+1.
0 n n 0

Desta maneira, obtemos o resultado para o sistema (3.11).

Denotamos por = = F(u,v), y = G(u,v) a mudanga de varidveis que leva o sistema (3.11)
para o sistema de tipo linear (2.13) e J(u,v) o seu jacobiano. Calculando J(u,v) da
mudanga de variaveis temos J(u,v) = 1 + O;(u,v). Pela Proposi¢ao 2.3.5, relacionamos

a divergéncia dos sistemas (3.11) e (2.13) através da seguinte expressao

div(F(u,v), G(u,v)) = 6(u® + v*) + J(:, 2 (g—iu + %v) , (4.1)

onde div(F(u,v),G(u,v)) é a divergéncia do sistema (2.13). Denotamos por ¢;(p) a
solugao do sistema (3.11) com condigao inicial no ponto (p,0) com p > 0 suficientemente
pequeno e expressamos a solugao ¢;(p) pelas componentes (u(t, p), v(t, p)). Quando p = 0,
temos que ¢;(0) = (u(t,0),v(t,0)) = (0,0) para todo t € R, ou seja, corresponde ao ponto

singular na origem. Assim, expandindo as componentes de ¢;(p) em poténcias de p temos

u(t, p) = wi(t)p + O(p?) e u(t, p) = vit)p + O(p?).

Uma vez que, a condigao inicial de ¢;(p) é o ponto (p,0), deduzimos que u;(0) = 1 e

v1(0) = 0. Observamos que

Sou(p) = S ult, p),0(1,9)) = Dilus(t)p + O, w(1)p + O()) =
(uy (H)p + O(p?), v (t)p + O(p")). (4.2)
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Por outro lado, temos

d
Eq§t(p) - (—v + S1(u? + vH)u — Sy(u? + v?)v, u + So(u? + v?)u + Si(u? + 1)2)1)) ‘(w):@(p)

= (—vl(t)p —O0(p*),wi(t)p + @(P2)> :
(4.3)

Assim, igualando os termos de menor ordem de p em (4.2) e (4.3), concluimos que

u()p = —oi(t)p = uy(t) = —ui(1)

o (p = m(t)p = v (t) = wi(t)

logo, como a condigao inicial de ¢.(p) ¢ o ponto (p,0) e u1(0) =1 e v1(0) = 0, verificamos
que u1(t) = cos(t) e vy = sen(t). Desta forma, ¢;(p) = p(cos(t),sen(t)) + O(p?). A
aplicacao de Poincaré associada ao sistema (3.11) é P(p) = ¢, (p) para T'(p) > 0 com

T(p) =27+ O(p). Assumimos que a aplicacao de Poincaré seja dada por
P(p) = p + agep™ '+ O(p*2),

com k > 1 e agy; # 0. Integramos o primeiro termo do membro direito de (4.1) e

avaliamos na orbita ¢,(p) para t de 0 a T'(p) e obtemos

T(p)
/ (6 (u® + 712)) dt
0 (u,0)=¢(p)

B /27r+0(p) <M(u2 + o)k 4 (’)(pk+1)> dt
; (u U):¢t(p)

™

™

B /27r+0(/?) (M[pz(ws?(t) +sen?(t)) + O(P?’)]k) dt

2m+0(p) Q2k+1 2\12 2)12)*
_ /O (u([pcos(t) + O(p*)]” + [psen(t) + O(p)]*) )dt

/e



39

27+0(p) (k+ Dagkt1, o 3k

2m4+0O(p) E+1 2+0(p) k41
:/ ( + )a2k+1p2kdt+/ ( + )a2k+10(p3k)dt

0 ™ 0 ™

= 2(k + Vg1 p™ + O(p™ ).

Integramos também o segundo termo do membro direito de (4.1) avaliamos na 6rbita

oi(p) para t de 0 a T'(p) e verificamos que

/m) 1 Q{MLQ@‘ »
0 J(u,v) \ Ou ov (u,v)=(p)

= 1n[J(¢:(p))]s " = [T (b7()(p))] — In[J(¢(p))] = In[J(P(p), 0)] — In[J(p, 0)]

—In [J(0,0) + %(0,0)P(p) +oo| = n|J(0,0) + g—i(0,0)p oo
— [J(0,0) + g—i(0,0)P(p) + ] = _J(0,0) + g—i(o,o)ﬁm_
= J(0,0) = J(0,0) + 92 (0,0)(P(p) ~ p) + -
= %(0, 0)(p + qgps1p™ T+ O(p?42) — p) + O(p***?)

aJ
= g1t (@(0, 0)) +O(p*2).

Finalmente, integramos a identidade (4.1) e avaliamos na orbita ¢;(p) para t de 0 a T'(p)

temos

T(p) _
/ div(F (u,v), G(u,v)) | (u0)=gr(p) dt
0
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T(p) 1 97 o
_ 2 2 aJ . 28
_/0 (5(u +v7) + T 0) (auu—{— 5 |(u,v)=¢t(p) &

T(p) T(p) 1 o.J o.J
= o (u? 2 W)= dt / — | —U+ —1 ww)= dt
/0 ( (u +v )) |( 0)=0t(p) + o J(u,v) (auu + avv |( W)=dt(p)

= 2(k + Dagey1p™ + O(p* ). (4.4)

Sabemos que

div(F(u,v), G(u,v)) = divg(u, v) + Ogi1(u, v),
assim, por outro lado, temos
T(p) 27
/ div(F(u,v), G(u,0)) | (wo)=en(p) dt = pd/ divg(cost,sent)dt + O(p*™).  (4.5)
0 0
De (4.4) e (4.5) temos
27
2(k + Dagpy1p?* = pd/ divy(cost, sent)dt
0

Logo, tomando d = 2k obtemos

1
2k +2

Qok41 =

27
/ div4(cost,sent)dt # 0.
0
O

A nossa proxima proposicao é um caso particular da Proposicao 4.2.1 e nos fornece

uma método réapido para se obter os coeficientes de Poincaré-Lyapunov.
Proposicao 4.2.2. Considere o sistema

T = —y—f—PS(LU,y),

(4.6)
y=z+ Qs(x,y),

onde Py(x,y) e Qs(x,y) sao polinémios homogéneos de grau impar s. As constantes de
Poincaré-Lyapunov do sistema (4.6) sao a; =0 parai=1,2,3,...,s —1 e

1
s+1

s

27
/ div(cost, sent)dt. (4.7)
0
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Demonstragao. Considere o sistema (4.6), cuja origem é do tipo centro linear. Temos que
os termos de menor ordem da divergéncia de (4.6) sdo divs_1(x,y), logo

2w

1
divs_q(cost,sent)dt = 0.

s+1

g =

27
div,_q(cost,sent)dt #0 ou «az=——
/0 i )t # i/

Como P; e )5 sao polindmios homogéneos de grau impar s, entdo divs_j(cost,sent) =

div(cost,sent) assim, o; = 0 para i =1,2,...,s — 1 e obtemos (4.7). ]

Proposicao 4.2.3. Considere o sistema (4.6), onde Ps(z,y) e Qs(x,y) sao polindmios
homogéneos de grau impar s. Se ag dado em (4.7) é diferente de zero, entao a origem é

um foco.

A demonstragao desta proposicao é uma consequéncia imediata da Proposicao 4.2.1.

Veja os Teoremas 5.1.1 e 5.1.2 para exemplificar as Proposigoes 4.2.3 e 4.2.2.

A seguir apresentamos alguns resultados para sistemas cuja origem é do tipo nilpo-
tente, tais resultados serao de extrema importancia para nos auxiliar na discussao sobre

o Problema Foco-Centro.

4.3 Centros Nilpotentes e sua Divergéncia

O proximo teorema fornecera condigoes necessarias e suficientes para a monodromia de

um equilibrio de um sistema analitico do tipo (2.14).

Teorema 4.3.1 (Andreev). Seja X(z,y) = (y + Fi(z,y), Fa(x,y)) um campo vetorial
do tipo (2.14). Seja y = F(x) uma solugao da equagao y + Fi(x,y) = 0 contendo a
origem. Suponha que a expansdo da fungao Fy(x, F(x)) € da forma f(x) = ax®+ O(xz**)
e ¢(x) = divX(z, F(z)) = ba® + O(2P*) ou ¢p(z) =0, coma#0,a>2,b#0e 3> 1.
Entao, a origem do sistema (2.14) é monodromico se, e somente se, a <0, « =2n —1 ¢

impar e uma das sequintes condi¢oes se aplicam:
i) f>n—1;

i) B=n—1¢eb?+4an <0;
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iii) ¢(z) = 0.
A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [1].

Teorema 4.3.2 (Teorema do Centro Nilpotente). Suponha que a origem do sistema dife-
rencial analitico (2.2) da forma nilpotente é um centro, entao existem fungoes analiticas
My e My com expansoes de Taylor comegando com termos de grau pelo menos 2 em x e

y, de tal modo que o sistema

& =y+ Fi(x,y) +eM(x,y)

(4.8)
y = —ET + F2<x7y) + €M2<$,y)
tem um centro de tipo linear na origem para todo € > 0, onde
0
Mife,y) = (o + ) (1 + Ule) (19)
e
of

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em |[7].

Observagao 4.3.1. A funcao f € analitica com expansao de Taylor comecando com

termos de grau pelo menos 2 em x ey e U(z,y) € uma funcio analitica com U(0,0) = 0.

Podemos dizer, a grosso modo, que o Teorema do Centro Nilpotente nos mostra que
um centro analitico nilpotente é sempre limite de centros analiticos lineares. Tal teorema

sera fundamental na demonstragao do seguinte resultado.

Proposicao 4.3.1. Considere o sistema diferencial analitico (2.14), cuja origem € um
ponto singular nilpotente. Denote por divy os termos de menor ordem da divergéncia

divX do sistema. Defina

2m//e
Viyi(e) = /0 divg(cos(v/et), —v/esen(y/et))dt, (4.11)

onde € > 0 e defina a constante vy, pelo desenvolvimento

Vit (e) = ”d—\/g + o). (4.12)



43

(a) Se a origem é um centro, entdo vgy1 = 0;

(b) Se vgi1 > 0 (respectivamente vay1 < 0), entao a origem é um foco instdvel (respec-

tivamente estdvel).

Demonstrag¢ao. Considere o sistema (4.8) com um centro de tipo linear na origem para
todo ¢ > 0. Seja div a divergéncia do sistema diferencial (4.8) e div a divergéncia do

sistema diferencial (2.14). Entao,
div(z,y) = div(z,y) + O(c)

e, consequentemente,

diva(z, y) = diva(z, y) + O(e), (4.13)

onde div, denota os termos de menor ordem da fungao div. Denotamos por ¢;(p, <) a so-
lugao do sistema (4.8), com condigao inicial no ponto (p,0) com p > 0 suficientemente pe-
queno. Denotamos também as componentes de ¢:(p, €) por (u(t, p,e),v(t, p,e)). Quando
p = 0, temos que ¢4(0,¢e) = (u(t,0,¢),v(t,0,¢)) = (0,0). Expandindo em poténcias de p

as componentes de ¢;(p,€) temos
U(t7 P 5) =1u (ta g)p + u2(t7 5))02 + O<p3)>

U(ta Ps 8) = U (tv {:‘)p + U2(t7 €>p2 + O(ps)

Uma vez que a condic¢ao inicial de ¢4(p,e) ¢ o ponto (p,0), obtemos que u;(0,e) =1 e

v1(0,e) = 0. Observe que

d d
—oi(p.) = —(ult,p.).v(tp,))

= Ll + O(), wilt,2)p + O(s?) (1.14)

= (uy(t,e)p+uy(t,e)p® + O(p*), v1(t, €)p + vy(t,€)p* + O(p*)).
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Por outro lado, temos

d
%¢t(p7 5) = (?J + Fl(xa y) + 5M1(1’, y)a —E€T + F2<:B7y) + 5M2($7y)) ‘(m,y):d)t(p,s)

= (Ul (t, €)p + O(pQ)v —&uy (t7 E)p - 50(/)2)) :
(4.15)

Igualando os termos de menor ordem de p em (4.14) e (4.15), temos

ull(t, e)p=uwv(t,e)p = ull(t, e) =wvi(t,e)

vy (t,€)p = —euy(t,e)p = vy (t,€) = —euq(t, €).

Logo, como a condi¢ao inicial do sistema (4.8) ¢ o ponto (p,0) e sabemos que u;(0,¢) = 1,

v1(0,€) = 0, uy(t,€) = vi(t,€) e vy(t,e) = —cuy(t,€) concluimos que

ui(t,e) = cos(v/et)

vi(t,e) = —y/esen(y/zt).
Desta forma,

¢t(pa 5) = p(COS(\/gt)v _\/gsen(\/gt))'

Denotamos por T'(p, €) a funcao estritamente positiva tal que o ponto ¢r(, . (p, ) é a pri-
meira interse¢ao com a secao transversal ¥ = {(p,0),p > 0, p suficientemente pequeno},
com T(p,e) = 2n/y/e + O(p). Veja Figura 4.2.

Como consequéncia direta da Proposigao 4.2.1, temos que a expressao Vyy1(€) ¢ uma das
constantes de Poincaré-Lyapunov associadas ao sistema (4.8), exceto por uma constante

multiplicativa nao nula. Finalmente tal expressao para (4.13) é dada por

/

2 /VE
Vi () = /0 diva(cos(v/Et), —y/Esen(/Et)) dt

g

(4.13)

2m/\/e
= /0 divg(cos(v/et), —/esen(v/zt)) + O(e)dt
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Ay

(5

P1(p.e)

<~y

8¢

Figura 4.2: Transformacao de Poincaré.

21 /\/E 2m/\/e
:/ divg(cos(v/zt), —\/Esen(\/gt))dt+/ O(e)dt.

Sabemos que a constante vy é dada pelo desenvolvimento (4.12), logo

. 2n/\/E 2n/VE
Vari(e) = TJ; +0(1) = /0 divg(cos(v/zt), —\/Esen(\/gt))dt+/0 O(e)dt.

(4.11)
Assim, uma condicao necessaria para que a origem seja um centro é que vgy; = 0, 0
que prova a afirmacdo (a). Agora, observe que o sinal do coeficiente v441 € o sinal da
expressao (4.11), portanto se o sinal da expressao (4.11) for positivo, entao vy, é positivo,
logo a origem é um foco instavel, caso contrario, teremos um foco estével, e desta forma

provamos a afirmagao (b). O

Veja o Teorema 5.1.3 para exemplificar a Proposicao 4.3.1.
Agora enunciamos outros teoremas e defini¢goes que sao Otimas ferramentas para dis-

cutir a estabilidade de um ponto de equilibrio.

Definicao 4.3.1. Considere o sistema (2.2) na forma nilpotente cuja origem € um ponto
singular monodromico. O numero de Andreev n é o valor inteiro correspondente no

Teorema 4.3.1 sendo este nimero n > 2.

Consideramos o sistema (2.2) na forma nilpotente cuja origem é um ponto singular



46
monodrémico com nimero de Andreev n. Entao, a mudanca de variaveis

(I7y) — (I7y - F([E)),

em que F(z) é definido no Teorema 4.3.1, e o escalonamento

(z,y) — (§z, —8Y),

§=<_—1) ,
a

transforma o sistema (2.2) em forma nilpotente, na seguinte forma analitica para singu-

com

laridades nilpotentes monodromicas

& =y(—1+ Xi(z,y))

(4.16)
J = flx) +yo(z) + y*Yo(z,y),

onde X;(0,0) =0, f(z) = —2>" 1+ O(2*) comn > 2 e ¢(z) = 0 ou ¢(x) = bz’ +O(z° 1)
comb#0ef>n—1.

Definigao 4.3.2. Um polinémio real p(z,y) € (1,n) quase homogéneo de peso w se

p(Az, \y) = \p(x,y) para todo (z,y) € R? e para todo \ € R.

Consideramos o sistema (4.16) com niumero de Andreev n e seja div sua divergéncia.

)

. . (1, . ) : .
Definimos leEl " como o polindomio real (1,n) quase homogéneo de peso w da divergéncia.

Lema 4.3.1. Seja p > 0 e F(r,0) uma fungao analitica real 2m-periddica em 6 e definida

em uma vizinhanga de r = 0. Seja (0, p) a solugao do sequinte problema de Cauchy

or

_e(eap) = F(T’(Q,p),g),

com condi¢do inicial (0, p) = p. Entao,

or
a_p<07 IO) = exp

/0 g—f(r(a, p),a)da] : (4.17)

Demonstracao. Derivando as identidades
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SO =Fu0.p.0) o r0p)=p

o [ or 0
a_p (%(& p)) = a_p <F<T(9’ p)’ 0))
2 (g—;w,p)) = 2 000.00.9) (2—2(94)))

r(0,p) =p

com respeito a p temos

Agora, observe que

Desta forma
or P oF
ln<a_p(07p)> - W(T(Uv p),O’)dO’,

aplicando a fungao exponencial em ambos membros da igualdade anterior, obtemos

or b OF
8_p<97 IO) = eXp o E(T<0_7 p)7 O')dO'] :

]

Teorema 4.3.3. Considere o sistema analitico diferencial (4.16) com nimero de Andreev

n. Denote por u() = */cos? § + nsen26 e por divgll’n) 0s (1, n) termos quasi homogéneos
de menor ordem d da divergéncia div do sistema. Suponha que

cos? 0 + nsen?d
u(@)dn1

Entao, a origem € um foco estdvel (respectivamente instdvel) se ( < 0 (respectivamente

¢>0).

2T
(= / divi"™ (cos 6, senf) df # 0. (4.18)
0
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Demonstra¢ao. Queremos mostrar que a origem é um foco estavel (respectivamente ins-
tavel) se ¢ < 0 (respectivamente ¢ > 0). Considere o sistema analitico diferencial (4.16).
Como X1(0,0) =0, f(z) = 2" 14+ O(2*") com n > 2 e ¢(x) = 0 ou ¢(x) = bz’ +O(z° 1)
com b#0ef>n—1,segue do Teorema de Andreev 4.3.1 que a origem do sistema ana-
litico diferencial (4.16) ¢ um ponto singular monodrémico e tém ntmero de Andreev n.
Vamos supor que a origem do sistema (4.16) é um foco e sua aplicagdo de Poincaré é dada
por

P(p) = p+ arp® + O(p"*)

com k > 3 e ap # 0. Considere o blow-up ponderado = = rcosf e y = r"senf, logo o

jacobiano deste blow-up & J(r,0) = r™(cos® 0 + nsen?@). Assim, temos que

L TE) + O . g ") + 00
"~ cos? 6 + nsen20 © cos20 + nsen26

onde 1 (0) e ¢(#) sao polindmios trigonométricos com ¢(f) = cos®  + nsen?d e (0) =

©'(0)/(—2n). Observe que ¢(#) > 0 para todo §. Denotamos por

L0+ 06 " p(0) + 00™)

cos? 0 + nsen26 = E(r,0) ¢ 0= cos2 0 + nsen26 =0(r.0).

Dado p > 0, podemos considerar a equagao diferencial ordinaria

dr R(r,0) r"p(0) + O™t
800 rig@ opm o) (4.19)

cuja solugao r(6, p), com condigao inicial (0, p) = p da origem a aplicagao de Poincaré do
sistema (4.16) em uma vizinhanga da origem por P(p) = r(2m, p). Agora vamos expandir

em série de Taylor a solugao r(#, p) em torno p = 0. Desta forma temos

or or
—— Jp dp
‘ (4.17)

p0) =exp| [ o gt 0

0
= exp [/0 %—f(r(a, 0),0)do

el L @ :
—exp_% i go(a)da p+ O(p?)
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9_
—1

— exp [% <ln 90(0)> p+0O(p°)

0.

1 i
= exp [;— <ln(cos2” o+ nsen20)> p+ O(p?)

n

0

-1 |
= exp [% <1n(cos2” 0 + nsen’f) — ln(coslz” 0+n Ser0120) p+ O(p?)

—1 2n 2 | 2

=exp| o In(cos™ 0 4+ nsen“d) — Inl | | p+ O(p°)

o /.
= exp lln(cos% 0 + nsen’0) V2" | p + O(p?)

= (cos®™ 0 4 nsen?0) "V p + O(p?)

P 2
~ +0
2/cos? 0 + nsen20 (v")
_ P 2
= () + O(p?).

Denotamos por §(r,#) a divergéncia da equagao diferencial ordinaria (4.19) que é dada

(5:4)

Dada uma funcio G(r,6), denotamos por G (r,#) a seguinte expressao

por

0

d(r,0) = 5 B(r, 0)

O(r, )

d G dr 0G

G (r,0) = @G(T, 0) = E(T, 9)@ + %(r, 0) (4.20)
e R(r,0) oG
=5 0 (@(r, e)) o0

e denotamos por div(z,y) a divergéncia do sistema (4.16).
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Pela Proposicao 2.3.5, temos que

or J(r,0) \ or

5(r.0)0(r, 0) + %—?(r, 0) (gg; Z;) + g—?(r, 0) + J(:, ) (% <g§: Zi) + 8—‘5) or, 0)
)

=5(r,0)0(r,0) + 6 (r,0) + Jr.9)

div(rcos 6, r"send) = 8—R(T, g) + g—?(r, 0) + ! <8—JR(1", 6) + Q@(r, 9)) =

Tomando r = r(0, p) na igualdade anterior e dividindo ambos os membros da igualdade

por O(r(d, p),0), obtemos

div(r (0, p) cos0,7(6, p)"send) ) O (+0.5).0)
O(r(0,p),6) = 6(r(0,p).0) +

Integrando (4.21) com relagao a 6 de 0 a 27

/2” div(r (6, p) cos 0, (0, p)”senQ)dQ
0 @(T(@, p)v 9)

2 0
- [ see.n.04 0r(0.9).0) " T(r(0.0).0) "

’

= [Totw 0w+ [T GECDDag s [T OBy

=34Wawameme+Unevwﬁmen?+mevw4meﬂ?

= /0 ’ 3(r(0,p),0)do + [InO(r(27, p), 2m)] — [InO(r(0, p), 0)] + [In J(r(2m, p), 27)]

—[InJ(r(0, p), 0)]

= /0 Wé(r(@,p),@)d@ + [mO(P(p),2n)] — [InO(p,0)] + [In J(P(p), 2m)] — [In J(p, 0){4.22)

Seja S(r,#) uma funcdo definida em uma vizinhanca de r = 0 e 27-periodica em 0. A

funcao S(P(p),2m) tem sua expansao em série de Taylor em torno de p = 0 dada por

S(P(p),2m) =
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S 1 S 025
P(0),2 —(P(0),2m) P’ —| P"(0)=—=(P(0),27) + P'(0)*— (P(0), 27) | p*
S(P(0).27) + (871 (0),27) <0>>p+ 2( O (P(),2m) + P(0) 23 (P(0), 7r>>p
1 L O0S o, OFS B
+-e+ o (P(O) > (P(0),27) +--- + P'(0) e (P(0), 27r)> P~
Expandindo também em série de Taylor a funcao S(p,0) em torno de p = 0 temos
- S 1928 ) 1 0kS k
S(p.0) = 5(0,0) + ﬁ(O,O)lH‘ 5@(070% o+ HW(O’O)p :
Usando o fato que P(0) = P"(0) = P”(0) = --- = P¥71(0) = 0, P'(0) = 1, P*(0) = ay.k!

onde P’ é a primeira derivada com respeito a p da aplicacao de Poincaré, P” é a derivada
segunda com respeito a p da aplicacao de Poincaré e assim por diante e, sabendo que a

funcao S(r, @) definida em uma vizinhanga de 7 = 0 e 2w-periédica em 6 temos que

oS
Do Lema 4.3.1, concluimos que
2 or
/ o(r(0,p),0)dd =In| —(2m,p) |. (4.24)
0 dp
Como (2, p) = p + agp” + O(p**1), temos que
0 0
8_;(2% P =50 agp® + O(p") = 1+ arkp™ ™ + O (). (4.25)

Aplicando (4.25) em (4.24) temos

/027r d(r(0,p),0)do = In (g—;(%r, p)) = In(1 + apkp® ' + O(p")),

e como k > 3 segue que In(1 4 akp™t + O(p")) = apkp" 1+ O(pF).

Expandindo em série de Taylor em torno de p = 0.
Agora notamos que o desenvolvimento em poténcias de p do lado esquerdo de (4.22) é

/27r div(r(0, p) cos O, 1(0, p)*send) "
0 @(T(@, p)v 0)

~ /QW div([ﬁ + O(pQ)} cosf, [ﬁg) + O(pz)]nsene) »
0

O ([ + 0], 9)
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/27T d1v([—& + (9( ?)] cos ), [;(%) +O(p )}nsene)

[erO(p )] " (cos2" 9+nsen29)+0( [%+@(p2)] ")
c0s20+nSenze

= /27r dlv([# ()] cost, 56 wo T 9 (p)]"se cos*0 + nsen*0dd
0 [ﬁ + O(p?) ] COS2”9 + nsen?d) + ( (L O(p2)]")

c0s*0 + nsen’0do

[ [+ O v (cos, senf)
0 [u(G) +O(p )]n_ (cos?m ) + nsen2) + O([;(%) +0(p?)]")

60829 -+ nsenzed@ + O<pdfn+2)

:/277 (9) led (cos@,sen@)
0

u(pe)T (cos®™ 0 + nsen?0)

pd*”“divﬁf’") (cos #, senf)

27
- c0s0 + nsen0dh + O(pd—"+2
/o u(@)d_”H(COS?” 0 + nsen?0) (p )

c0s*0 + nsen0dl + O(pd—”+2)

_ / o Pd_nﬂdivfil’n)(COs 0, send)
o

cos? § + nsen?f)d—n+1/2n(cos?n § + nsen?6)

c0s0 + nsen?d

df + O(p* "2
( &/cos? 6 + nsen2f)d+n+l (p )

27
= pl-t / diVEll’n) (cos @, senf)
0

27 . 29 i 20
- / divy™ (cos?, Sen9>002(9>df:ffl df p= + O(pT)
0

N

<

= CpTH 4 O(p"2) (4.26)
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Por outro lado, sabemos que

/27r div(r(0, p) cos b, (0, p)"sen@)de
0 G(T(Hv 10)7 0)

= /0 ﬂ o(r(6, p),0)do + [In O(P(p), 2m)] — [In O(p, 0)] + [In J(P(p), 27)] — [In J(p, 0)]

L,0In O
or

L0InJ
or

= apkp* ™ + O(0") + arp (0,0) + axp (0,0) + O(p™*™).

(4.27)

Comparando (4.26) com (4.27) segue que, se a # 0, temos k — 1 =d —n + 1 e assim a

aplicacao de Poincaré é dada por

¢
P(p) = p+ 20"+ O(p" ).
Portanto, se ¢ > 0 (resp. ¢ < 0) entao a origem é um foco instéavel (resp. estavel). ]

Veja o Teorema 5.1.5 para exemplificar a Proposicao 4.3.3.

4.4 Centros e sua Divergéncia

Nosso tltimo resultado trata de sistemas do tipo centro linear (2.13) ou em forma dege-
nerada (2.15) com um ponto singular monodrémico na origem.

Assumimos que a origem nao tem diregoes caracteristicas. Como ja definimos, isso
significa que A(z,y) = 0 apenas se (z,y) = (0,0). Observamos que neste caso o grau dos
termos de menor ordem de P e ) devem coincidir, isto é, P(z,y) = P,(x,y) + Opi1(z,y)
e Q(zr,y) = Qn(z,y) + Oni1(x,y), onde P, e @, sao polindmios homogéneos nao nulos de

grau n formado por todos os termos de menor grau de P e ). Assim definimos

do|. (4.28)

) /0 cos 0 P, (cos 0, seno) 4 seno @, (cos o, seno)
v(f) = ex
o cosco@,(cosa,seno) — seno P, (cos o, seno)
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Teorema 4.4.1. Considere o sistema diferencial analitico (2.2), cuja origem € monodré-
mica e nao tem diregoes caracteristicas. Denote por divy os termos de menor ordem da

divergéncia div do sistema. Suponha que v(2m) =1 e

2 div4(cos 8, senf)v(6)?"+1
= ’ : 4.2
: /0 cos 0Q,,(cos 0, senfl) — send P, (cos 6, send) 46 #.0 (4.29)

Entao, a origem é um foco estavel (resp. instdvel) se & <0 (resp. £ >0).

Demonstragao. Queremos mostrar que a origem é um foco estavel (respectivamente ins-
tavel) se & < 0 (respectivamente & > 0). Considere o sistema analitico diferencial (2.2),
cuja origem é monodroémica e nao tem diregoes caracteristicas. Vamos supor que a origem

do sistema (2.2) é um foco e sua aplicagao de Poincaré é dada por
P(p) = p+ ap® + O(p"),

com k > 3 e a; # 0. O blow-up do sistema analitico diferencial (2.2) é x = rcosf e

y = rsend, logo o Jacobiano deste blow-up é J(r,0) = r. Temos que

7 = (cos OP,(cos 6, send) + senfQ,,(cos #, send))r"™ + O(r" 1)

0 = (cos 0Q,,(cos 0, send) — send P, (cos 0, send))r" ! + O (™).
Denotamos por
i = R(r,0) e 0 =0(r,0).

Assim, dado p > 0, podemos considerar a equacao diferencial ordinéria

dr  (cos@P,(cosf,send) + senfQ,(cos 0, send))r™ + O(r"*t1)

L = F(r,0 4.
df  (cosfQ,(cosB,send) — send P, (cos 0, send))rn=1 + O(rn) (r.9), (4:30)

cuja solugao (0, p) com condigao inicial r(0, p) = p da origem a aplicagdo de Poincaré do
sistema (2.2) em uma vizinhanga da origem por P(p) = r(2m, p). Agora vamos expandir

em série de Taylor a solugao r(6, p) em torno p = 0, e desta forma teremos

or or
1(0,p) = 1(6,0) + (8, 0)p + O(p?) = S-(6,0) p + O(p?)
~—~— Op dp
0 S——
(4.17)
)3
—ew| [ L (r(0,0).0)d0 | p+ O(P)
o Oor
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0

OF
= exp [/ ——(0,0)do | p+ O(p?)

g Or

0

b, ) + n ;

— exp / cos o P, (cos o, seno) + seno @), (cos o sena)da o+ O()
o cosco@,(coso,seno) — seno P, (cos o, seno)
o(0)

=v(0)p + O(p*).

Denotamos por d(r,6) a divergéncia da equagao diferencial ordinaria (4.30) que é dada

0 ( R(r,0)
o 6) = 5, (@(7“, 9)) '
Dada uma fungao H(r,#), denotamos por H / (r,0) a seguinte expressao
d oOH dr O0H

H/(T,Q):@H(T,e) :E(Tﬁ)@*'%

_ 0H R(r,0) OH
= E(T, 0) (@(r, 9)> + %(r, 0)

e denotamos por div a divergéncia do sistema (2.2). Observamos que
J (r,0)
J(r,0)

Tomando r = (0, p) na igualdade anterior e dividindo ambos os membros da igualdade

por

(r,0) (4.31)

div(r cos @, rsenf) = 6(r, 0)0(r,0) + O (r,0) + O(r,0). (4.32)

por O(r(d, p),0), obtemos
div(r(6, p) cos 0, (0, p)sent) 6'(r(6,0),6) _ J (1(6,),0)
=0(r(0,p),0) + :
o0 (0.).6) 20 S 0.00.0) T T00.0).0
Integrando (4.33) com relagao a 0 de 0 a 27

™ div(r(0, p) cos 0, 7(0, p)send)
/ oC@n0

(4.33)
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= [ 60(6.0).0)d8 + I ©(r(6. ). O + I I (0.p). O

= /0 ' 3(r(0,p),0)do + [InO(r(2m, p), 27)] — [InO(r(0, p), 0)] + [In J(r (27, p), 27)]

[l J(r(0, p), 0)]

= /0 ’ 3(r(0,p),0)d0 + [InO(P(p),2m)] — [InO(p,0)] + [In J(P(p),27m)] — [In J(p, 0){4.34)

Dada qualquer fungao S(r,0) definida em uma vizinhanca de r = 0 e 27-periddica em 6,

temos que
oS
S(P(p),2m) = S(p,0) = axp*5-(0,0) + O(p*"). (4.35)

Do Lema 4.3.1, concluimos que

2m or
/ o(r(0,p),0)dd =In| —(2m, p) |. (4.36)
0 dp
Como r(27, p) = p + agp® + O(p*1), temos que
or d k k+1 k—1 k
a—p(27r,p) = 8_p(p +app” + O ) = 14 apkp™ + O(p"). (4.37)

Aplicando (4.37) em (4.36) temos

/% 5(r(6,p),0)do = In (g—;(%, p)> = In(1 4 agkp® ' + O(p")),

co1m

or

In (8_[)(2%, P)> = In(1 + apkp"™" + O(p")) = arkp"™ + O(p").

Agora notamos que o desenvolvimento em poténcias de p do lado esquerdo de (4.33) é

/2” div(r (6, p) cos 0, (0, p)send)
0

6(r(6,p),0) 0

_ /27r div([v(8)p + O(p*)] cos b, [v(0)p + O(pQ)]sene)dH
0 O([v(0)p+ O(p?)],0)
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do

/27r divg([v(0)p + O(p?)] cos b, [v(0)p + O(p?)]send) + O
0 O([v(0)p + O(?)],0)

2 [w(0)p + O(p*)]*divy(cos b, send) + O
/0 [v(0)p + O(p?)]"~1(cos Q) (cos 0, senf) — senb P, (cos b, send))

do

_ /2” divg(cos 8, senf)v(f)d—mHL pd—n+l
0

db dont
cos 0Q),,(cos 0, senf) — senf P, (cos 0, send) +0l )

2 div4(cos @, senf)v(f)4"+1
_ ) A6 d—n+1 O d—n—+2
/0 cos 0Q,,(cos 0, senl) — send P, (cos 6, send) P +0l )

— gpd—n-‘rl + O(pd—n+2)' (438)
Por outro lado, sabemos que

do

/Q’T div(r(0, p) cos 0, 7(0, p)send)
0 601 0,0),0

=A7%@@ﬂ%+h@@@aﬂ—mamw+muwwﬂM—MAmw

= apkp" ™t 4+ O(p*)4.39)

Comparando (4.38) com (4.39) segue que, se £ # 0, temos k — 1 =d —n+ 1 e, assim, a

aplicacao de Poincaré é dada por

Hm—p+%f+0@“W

Portanto, se £ > 0 (resp. £ < 0) entao a origem ¢ um foco instavel (resp. estavel). O
Veja o Teorema 5.1.6 para exemplificar a Proposicao 4.4.1.

Observagao 4.4.1. Como foi mostrado na demonstra¢ao do Teorema 4.4.1, sev(2m) > 1,
a origem é um foco instavel e se v(2m) < 1, a origem € um foco estdvel. A demonstra¢ao
do Teorema 4.4.1 pode ser wutil para estabelecer a estabilidade da origem, no caso quando

v(2m) = 1.



Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes dos teoremas estudados nos capitulos

anteriores.

5.1 Exemplos

Apresentamos neste momento uma aplicacao da Proposi¢ao 4.2.2, onde obtemos a primeira
constante nao nula de Poincaré-Lyapunov e através dela analisamos a estabilidade da

origem do sistema.

Teorema 5.1.1. Considere o sistema

i=—y—(w+0-a)r’—(n-3u)r*y — (Bw — 30+ 2a — ay* — (u—v)y’, 5.1
y=z+ (u+v)a’+ (Bw+ 30+ 2a)2%y + (n — 3p)ay? + (w — 0 — a)y?,

onde w,0,a, 1, &, v sao pardmetros reais. Se & < 0 entao a origem € um foco estdvel. Se

¢ > 0 entao a origem é um foco instavel.

Demonstragao. Observe que o sistema (5.1) esta no formato do sistema (4.6), com s = 3,

onde

Py(z,y) = —(w+0—a)z’ = (n—3p)a’y — (Bw — 30 + 2a — §ay® — (u — v)y’,

Qs(z,y) = (n+v)2’ + (3w + 30+ 2a)2°y + (n — 3p)ry® + (W — 0 — a)y’.

o8
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Temos que as constantes de Poincaré-Lyapunov a; e s sao nulas. Calculando a diver-

géncia de (5.1) temos

div(z,y) = 5a(z® —y*) + £y’

Agora vamos calcular a constante de Poincaré-Lyapunov «3. Novamente, pela Proposicao

4.2.2, obtemos

1 27
a3 =—— div(cost, sent)dt
1 2
= Z/ 5a(cos?(t) — sen®(t)) + Esen®(t)dt
0

27 2T
_oa (1 —sen?(t) — sen?(t))dt + é/ sen?(t)dt

2m 2m 2m
_ba dt — oa 2sen®(t)dt + §/ sen?(t)dt

4 Jo 4 Jo 4 Jo

_dam baw {m &m

22 4 47

Desta forma, podemos concluir que se {7/4 < 0 a origem é um foco estéavel e caso {/4 > 0
temos que a origem é um foco instavel. Necessariamente o fato de ser estavel ou instéavel

¢ determinado pelo sinal do parametro real &. O

Observe que se ag = 0, ou seja, & = 0 nao implica que a origem é um centro, pois os au-
tores em [10] calcularam as constantes de Poincaré-Lyapunov do sistema (5.1) e obtiveram
az =&, as = va, ay = wla, ag = 0a*n e ay; = O[4(p* + 6?) — a®|a®. Assim, o anulamento

de a3 nao implica no anulamento das demais constantes de Poincaré-Lyapunov.

Teorema 5.1.2. Considere o sistema

T = —y+ ax’y + by,
y + ax’y + by 52)
v =z + cx® + dry?,

onde a,d sao parametros reais e b < 0 e ¢ > 0. Entao a origem é um centro e oy dado

em (4.7) com s =3 € nulo.

Demonstra¢ao. Primeiramente mostraremos que a origem é um centro. Defina R(z,y) =
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(x,—y) e seja X(x,y) o campo associado ao sistema (5.2). Entao temos

L Ray) = (b—)

dt
= (~y+ar’y + by’ —2 — c2® — dvy?)
= —(y—ax*y — by’ x + ca® + day?)

= —X(R(z,y)).

Portanto, temos que o sistema (5.2) é do tipo tempo-reversivel, logo pelo Teorema 2.3.1, a
origem deste sistema é um centro. Observe que o sistema (5.1) esta no formato do sistema

(4.6), com s = 3, onde

Pi(z,y) = ax’y+ by’

Qslw,y) = ca® +day?.
Calculando a divergéncia de (5.2) temos
div(z,y) = 2(a + d)zy.

Agora vamos calcular a constante de Poincaré-Lyapunov as. Pela Proposicao 4.2.2, ob-

temos
1 27

@ = 3o i div(cost, sent)dt

1 2m
= 1 / 2(a + d)sent cos tdt
0

) d 27
= M / sent cos tdt
4 0

(a+d)
2

27

sen2t] 0

5 =0.
0

Como a origem do sistema (5.2) é um centro temos que todas as constantes de Poincaré-

Lyapunov sao nulas, em particular o as. O
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A seguir, apresentamos um exemplo no qual os autores em [9] mostram que o sistema
(5.3) tem um centro na origem se, e somente se, P =0, B+3L =0e L(A+ K) =0,
mas nos utilizamos a Proposigao 4.3.1 e mostramos que se P > 0 (respec. P < 0), entao

a origem do sistema (5.3) ¢ um foco instavel (respec. estavel).
Teorema 5.1.3. Considere o ponto singular nilpotente na origem do sistema

i =y + Ax®y + Bxy? + Cy3,
(5.3)
= —a® + Px’y + Kay? + Ly,
com A, B,C, P, K, LeR. Se P>0 (respec. P <0), entdo a origem do sistema (5.3)

¢ um foco instavel (respec. estdvel).

Demonstracao. Através do Teorema de Andreev 4.3.1, é facil verificar que a origem do

sistema (5.3) é um ponto singular monodroémico. Calculando a divergéncia do sistema

(5.3) temos

divX (z,y) = Pr* + 2(A + K)xy + (B + 3L)y?
onde

divoX (z,y) = Pz® 4+ 2(A+ K)zy + (B + 3L)y*
Calculando

- /} P cos®(vet) — 2(A + K)v/z cos(v/zt)sen(v/et) + (B 4 3L)esen’(v/et)dt

obtemos que

Vs(e) = (B +3L)e. (5.4)

F

Por defini¢ao, temos

Vi(e) = % +O(1). (5.5)

Logo, de (5.4) e (5.5), segue que vy = wP. Portanto, pela Proposi¢ao 4.3.1, se P > 0 a
origem do sistema (5.3) ¢ um foco instavel mas, se P < 0 entao, a origem do sistema (5.3)

¢ um foco estavel. ]
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Teorema 5.1.4. Considere o sequinte sistema

T =y,
(5.6)
y=—2°+ay® + cy® + by,
onde a, b ec € R. Una condigao necessdria para o sistema nilpotente (5.6) ter um centro
na origem € que ab(ab+3c) = 0, além disso, as condigoes a = c =0 oua =b =0 também

sao suficientes.

Em [9], os autores demonstram o Teorema 5.1.4. As Proposigoes 4.1.1 e 4.3.1 nao forne-
cem nenhum resultado quando a # 0, porque a divergéncia do sistema (5.6) é div(z,y) =
2ay + 3cy® + bx® e os termos de menor ordem desta divergéncia ¢ divy(z,y) = 2ay, assim

a divergéncia nao é de sinal definido, pois d é impar. Sabemos que

divy(cos(v/zt), —vesen(y/et)) = —2av/esen(v/t),

2n/yE
Vari(e) = Va(e) = /0 divy(cos(v/zt), —v/esen(y/et))dt =
/%/\/‘E —2a+/esen(y/et)dt =
—261\/5/2#/\/g sen(y/et)dt = 0,

logo a Proposic¢ao 4.3.1 nao nos fornece informacao sobre a estabilidade da origem deste
sistema.
A seguir apresentamos um exemplo de equacao diferencial ordinéria onde o Teorema

4.3.3 foi essencial para analisar a estabilidade da origem.

Teorema 5.1.5. Considere o sistema

&= —y+ any® — a3y + apry® — ags3y?, (5.7)

y =

onde a;; € R. Se ¢ <0 entao a origem € estavel. Se ¢ > 0 entao a origem € instdvel.
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Demonstragio. E facil ver que a origem do sistema, (5.7) é um ponto singular monodrémico

e possui nimero de Andreev n = 2. Denote por

u(f) = ¥cos?  + nsen2f = v/cos* § + 2sen2f.
Calculando a divergéncia de (5.7) temos
div(z,y) = —3az12°y + a12y>
logo,

divy (xv ?/) = Clm?JQ

assim

divgm)(:c, y) = a12y2.

Observe que

2 cos? § + nsen?d
C:/O divi"™ (cos 6, sen) ()T dé

cos? 6 + 2sen®0
(Vcos* 0 + 2sen?6)>

27
—/ divgl’2)(cose,sen6)
0

/ o 5, cos?0+ 2sen?d
= ajpsen”t—
0 (vcost 0 + 2sen20)®

/ o, cos?f 4+ 2sen?
= 12 sen“0 "
0 (v/cos* 0 + 2sen?6)>

Como um dos objetivos de calcular uma integral é determinar a area sob uma curva no

plano cartesiano, temos que o grafico da funcao

cos?  + 2sen?0
(vcost 6 + 2sen20)?

f(0) = send

é apresentado na Figura 5.1.
Observe que apesar da funcao f se anular nos pontos 0, m e 27 temos que a area sob a

curva é sempre positiva, ou seja, f(#) > 0 fora destes pontos, desta forma temos que

/27r <on26 cos? 0 + 2sen*d 40> 0
0 (vcost 0 + 2sen20)? .
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0.8 -

0.6 -

04t

0.2

Figura 5.1: Grafico da fun¢ao f do Teorema 5.1.5.

Assim, se a5 > 0, entao ¢ > 0 e portanto segue do Teorema 4.3.3 que a origem é um foco
instavel; se a1 < 0, entao ( < 0 e portanto segue do Teorema 4.3.3 que a origem é um

foco estavel. O
O nosso ultimo exemplo é uma aplicagao do Teorema 4.4.1, na qual através dele foi
possivel determinar a estabilidade da origem.

Teorema 5.1.6. Considere o ponto singular degenerado na origem do sistema

i = —y(x? +y%) + 2>z + Ao (2? + y?)),
(5.8)
g = 2(x? + y?) + 2%y(Ma? + Ao (2? + ),
onde A, Ay € R. Se 3\; +4Xy > 0 (respec. 3\ +4X\y < 0), entdo a origem do sistema

(5.8) € um foco instdvel (respec. estdvel).

Demonstracao. Seja

P(z,y) = —y(a® + y°) + 2> (Ma® + Ma(2® + 7))

Q(z,y) = z(z” +y°) + 2%y(a® + Xa(z” +¢7))
onde P,(z,y) = —y(2* + y?) e Qu(z,y) = z(2* + y?) com n = 3. Pela defini¢io do

polinémio real A(x,y) temos

Az, y) = yPs(z,y) — 2Qs(x,y) = =y (2® + y°) — 2* (2 + %) = (2% + *) (—2® — 7).
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Portanto, A(x,y) = (2* + y*)(—2* — 3?) = 0 somente se (z,y) = (0,0), logo a origem

do sistema (5.8) na forma degenerada tem um ponto singular monodrémico e, assim, a

origem nao tem direcoes caracteristicas. Calculando

do

(o) /27r cos 0 P3(cos 0, senc) + sin 0Q3(cos o, seno)
v(271) = ex
P o cosaQs(coso,senc) — seno P3(cos o, seno)

do

2m
:exp[/ Oda] =exp0=1
0

2T _ cos oseno(cos? o + sen’c) + seno cos o(cos? o + sen’o)
= exp
0 cos? o(cos? o + sen?0) — sen?o(cos? o + sen?o)

e calculando a divergéncia temos
div(z,y) = 62°(A2? + \a(z® + 37)),
onde divy(z,y) = 622(A\z? + \ao(2? + y?)). Logo
divy(cos 6, sin §) = 61 cos* @ + 6, cos? 6.

Assim,

- /27r divy(cos @, senf)v(f)?—"+1
~Jo cos0Q,(cosf,send) — send P, (cos 0, senf)

/27r (61 cos? 0 + 6y cos? )1473+1
o cos?d(cos? 0 + sen?d) + sen?d(cos? 0 + sen?d)

21 21
=06\ / cos® 0dO + 6 / cos? 0d6
0 0

3T

(5.9)

(5.10)

Dai pelo Teorema 4.4.1, temos que se 3\; + 4\y > 0 (respec. 3\; + 4y < 0), entao a

origem do sistema (5.8) ¢ um foco instavel (respec. estéavel).

O



Conclusoes

O estudo dos teoremas apresentados para a investigagao do Problema Foco-Centro nos
permitiu relacionar a divergéncia do campo de vetores que define a equacao diferencial
e os coeficientes de Lyapunov. Tal relacao possibilitou-nos determinar a estabilidade de
alguns pontos de equilibrio em equagoes diferenciais ordinarias analiticas. Através destes
estudos foi possivel verificar dificuldades computacionais, bem como a eficacia de cada
um dos teoremas. Observamos que apesar destes teoremas serem boas ferramentas para
determinar a estabilidade de alguns pontos de equilibrio, ainda estamos longe de encontrar
uma solugao definitiva para o Problema Foco-Centro. Acreditamos que esta dissertacao
possibilitou-nos o conhecimento de fortes ferramentas matematicas e um grande amadu-
recimento na pesquisa, desta forma pretendemos continuar nossos estudos analisando os
centros de tipo linear, centros nilpotentes e degenerados. Também pretendemos estudar o
Problema Foco-Cetro em R? e verificar se a divergéncia também pode ser uma ferramenta,
usada neste espaco como um dos fatores para determinar estabilidade de um ponto de

equilibrio.
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