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RESUMO

O tema deste trabalho ¢ a andlise de esforcos e deflexdes que atuam em placas
retangulares finas, sob diversas condi¢des de carregamento e de contorno, com comportamento
linear.

No projeto de placas estruturais, normalmente sdo utilizados varios processos para
determinacdo dos esfor¢os e deflexdes. Dentre esses processos temos o Método de Czerny, o
M¢étodo de Marcus, o Processo de Lévy, o Processo de Navier e Métodos Numéricos.

Os M¢étodos de Marcus e Czerny sdo semi-empiricos e os resultados foram obtidos por
meio de conhecidas tabelas. Nos Processos de Lévy e Navier os resultados foram obtidos
analiticamente para os casos em que as solugdes fechadas foram possiveis. No caso dos Métodos
Numéricos, desenvolveu-se um software utilizando-se o Método dos Elementos Finitos para
obtencao dos resultados.

O objetivo desta dissertagdo ¢ de se efetuar a comparagdo dos varios esforcos e deflexdes,
obtidos pelos varios processos e métodos, de placas retangulares finas sob diversas condigdes de

carregamento e de contorno, a partir dos quais se obtém as diversas conclusdes.
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ABSTRACT

This work deals with the analysis of forces and deflections that actuate in thin rectangular
plates under different load and boundary conditions, with a linear behavior.

In the project of structural plates, normally several process are used in order to determine the
forces and deflections, for instance, the Czerny Method, the Marcus Method, the Levy Process, the
Navier Process and Numerical Methods.

The Marcus and Czerny Methods are semi-empirical and the results were obtained by the use
of standardized tables. In the Levy and Czerny processes the resultes were analytical processed by
closed solutions under possible conditions. In the case of Numerical Methods, a software based in
the Finite Elements Method were developed in order to get the results.

The aim of this work is to compare the behavior of different forces and deflections of thin
rectangular plates under different loads and boundary conditions using different processes and

methods of analysis. The conclusions of the work were based on modeling of the results obtained.



CAPITULO 1

INTRODUCAO
1.1 Tema

As placas sdo estruturas diferenciadas em relagdo as vigas, tendo esforcos de flexdo em duas
dire¢des ortogonais, sendo que ha interferéncia de uma em relagdo a outra, e sdo submetidas a
carregamentos perpendiculares a superficie. As placas podem ter diversas configuracdes
geométricas € possuem uma espessura constante ou variavel de dimensdo muito menor que as
demais.

A presente dissertagdo destina-se comparar resultados de esforgos e deflexdes em placas
retangulares delgadas de comportamento linear, sob diversas condigdes de carregamento e de
contorno.

No projeto de placas estruturais, normalmente sao utilizados varios processos para determinacao
de esforgos e deflexdes. Neste trabalho analisaremos os esforcos e deflexdes através de processos
analiticos pela Teoria da Elasticidade, pelo Método dos Elementos Finitos e por tabelas

apresentadas em diversas referéncias bibliograficas .
1.2 Objetivos, Recursos e Métodos.

O objetivo deste trabalho ¢ estabelecer comparagdes entre resultados de esforcos e deflexdes
obtidos por processos analiticos, numéricos e semi-empiricos.

O estudo se aplicara a placas retangulares finas de comportamento linear sob carregamento
uniformemente distribuido e concentrado, sob diversas condi¢des de contorno.

Para isso utilizar-se-ao calculos analiticos da Teoria da Elasticidade, programas computacionais
por elementos finitos e processos semi-empiricos.

Os célculos analiticos utilizados da Teoria da Elasticidade escolhidos foram os métodos de

Navier e de Lévy. Dentro dos processos computacionais, empregou-se programas desenvolvidos



neste trabalho, usando o Método dos Elementos Finitos. Em relagdo ao processo semi-empirico

utilizou-se os métodos de Marcus e Czerny.

1.3 Plano da dissertacao

No capitulo 2, sera apresentada a formulagdo do problema para obter as equacdes diferenciais de
equilibrio de placas finas de comportamento linear, ou seja, esforcos, relagdes entre
deslocamentos e deformagdes, tensdes e a equacdo de Sophie-Germain-Lagrange, assim como

serdo apresentadas as diversas condigdes de contorno existentes em placas.

O capitulo 3, apresenta as solugdes de placas retangulares sob carga uniformemente distribuida e
carga concentrada com diversas condigdes de contorno, através das solucdes analiticas de Navier

e de Lévy, obtendo-se assim os esforgos e deflexdes.

Apresenta-se no capitulo 4 o estudo de caso utilizado para a analise comparativa em placas
retangulares sob diversas condigdes de carregamento e de contorno. Utilizam-se as solugdes
analiticas de Navier e Lévy, bem como as solu¢des de Marcus e Czerny, juntando-se a elas os
resultados encontrados pelas solugcdes do Método dos Elementos Finitos. Além disso sdo feitas

comparagdes entre os métodos para obter as conclusdes finais.

No capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes e algumas sugestdes de propostas para trabalhos

futuros.



CAPITULO 2

EQUACOES DIFERENCIAIS DE EQUILIBRIO DE PLACAS

2.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo a formulagdo matematica do problema de equilibrio das placas finas de

comportamento geometricamente e fisicamente linear.

Placas sdo corpos limitados por superficies, que podem ser paralelas ou ndo, separadas por uma

distancia h, cujo valor pode ser constante ou ndo; porém sendo muito inferior que o menor valor das

dimensdes da superficie. Define-se como placa de comportamento geometricamente linear quando as
~ ~ ~ - . 3 . .

rotacdes de suas secdes sao inferiores a 10~ rd e de comportamento fisicamente linear quando seguem

a lei de Hooke. Os carregamentos em placas sdo perpendiculares a superficie, conforme a figura (2.1).

[/

-

y

Figura (2.1) Exemplo de placa sob carregamento
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Quando os carregamentos sdo paralelos a superficie média, a estrutura se comporta como uma chapa e
se tem outras formulagdes matematicas.

z

Figura (2.2) Chapa

2.2 Tipos de Placas

As placas podem ser de diferentes formatos, sob varios tipos de carregamentos ¢ de condigdes de

contorno, apresentando pequenos ou grandes deslocamentos lineares e angulares.

2.2.1 Placas Finas com Pequenos Deslocamentos

Uma placa ¢ considerada fina com pequenos deslocamentos, quando as seguintes hipoteses forem

admitidas:

a) A relacdo entre a espessura “h” da placa e a menor dimensdo da superficie for inferior a 5%, ou
seja, (h/L)< 1/20;
b) A relagdo entre a deflexd@o vertical w e a espessura “h” da placa ¢ inferior a 20%, ou seja,

(w/h)< 1/5.

¢) As rotagdes 0, sdo da ordem de 107 radianos.
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Figura (2.3) Vista lateral-Deflexao e Rotagao

2.2.2 Placas Finas com Grandes Deslocamentos

Uma placa ¢ considerada fina com grandes deslocamentos quando as seguintes hipoteses forem

admitidas.

a) A relagdo entre a espessura “h” da placa e a menor dimensdo dos lados for inferior a 5%, ou seja,
(h/L)< 1/20;
b) A relagdo entre a deflexdo w e a espessura “h” da placa ¢ superior a 20%, ou seja, (w/h) > 1/5;

¢) As rotagdes 0, sio da ordem de 107 radianos.

2.2.3 Placas Espessas

Uma placa ¢ considerada espessa quando suas dimensdes sdo da mesma ordem de grandeza.

2.3 Estudo das Placas Finas com Pequenos Deslocamentos

Considerar-se-4 no presente trabalho que a placa ¢ fina e com pequenos deslocamentos quando

apresentar hipoteses de Kirchhoff, quais sejam:

a) O material da placa ¢ homogéneo e isotropico, e obedece a lei de Hooke;

b) A placa ¢ fina; ou seja (h/L)< 1/20;

c) A deflexdo maxima vertical ¢ inferior a 20% do valor da espessura e as rotagdes sdo da ordem de
107 radianos;

d) As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis quando comparadas com as demais tensoes;
e) Nao ha deformagdes na superficie média de placa, ela ¢ inextensivel. Nela tensdes de tracao e de

compressao, sdo nulas;



f) A superficie média da placa(x,y) constitui o plano neutro.
g) As normais a superficie neutra antes da deformagdo se conservam normais a superficie apos a

deformacao, ndo havendo variagdo na espessura “h” da placa.

Superficie média Elemento

(superficie neutra) Antes da deformagdo

Elemento

Figura (2.4) Superficie média ou neutra
2.4 Deslocamentos num Ponto qualquer da Placa (u, v, w)
As componentes de deslocamentos u,v ¢ w de um ponto qualquer da placa, respectivamente nas

diregdes X, y € z, serdo calculadas em funcao das coordenadas do ponto e das tensdes que nele atuam.

A figura (2.5) mostra os cortes S; e Sy nas diregdes X e y respectivamente.

- >"Ja(xy) 0
/TZ/i 4” V]
L ' S i
|
Sy i Superficie neutra

z(w)
Figura (2.5) Planos de corte Sy e S,

Pelas hipdteses consideradas, a superficie neutra (média) ¢ inextensivel e as deformagdes ao longo de
z, na altura h, serdo nulas. Pode-se, portanto exprimir as componentes; u, v e w de um ponto qualquer

da placa em fungdo das componentes dos deslocamentos da superficie média.
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Fig. (2.6) Deslocamento de um ponto P

A figura (2.6) mostra que o deslocamento vertical w do ponto P depende apenas de x e y, ja que em z

nao ha deformagdes, podendo ser escrita a equagao da superficie média deformada na forma:
W=wW(X,y) (D
Os deslocamentos u e v dependem das trés direcdes, ou seja:
u=u(x,y,z) (2)
v=V(X,y,Z) 3)
Da figura podemos escrever que:

u ow
tg9y=-2=a (4)

Como o angulo 6y ¢é pequeno tem-se:



0y, =- g = 2—: (rotagdo em torno do eixo X) %)

Dai conclui-se que:

ow
u= —z 2~ 6
Zax ©

Analogamente tem-se que:

VZ—Z% (7)

2.4.1 Relagoes entre Deslocamentos e Deformacdes

As componentes de deformagdes podem ser obtidas a partir de suas relagdes com os deslocamentos,

ou seja:
ou o’w
&= —=-zZ 8
ox 0 x* ®)
2
== OV ©)
oy oy
ou Ov o*w o*w o*w
Yxy=—+—=-2 -z =-2z
oy Ox Ox0y  OxOy Ox0y
o*w
xy = —2zZ 10
¥ xy oy (10)
Nao havendo variagdo na espessura, vem que:
6 - ow _0 (11)

o

Os angulos de distor¢@o nos planos xz e yz serao encontrados da mesma forma que a equacao (10):



=W Ou_ow_ow_, (12)
ox 0z Ox Ox

= v _ow_ v, (13)
oy 0z 0Oy Oz

2.4.2 Tensoes em um Ponto P(x,y,z)

As tensdes correspondentes no ponto P (figura 2.7) podem ser obtidas a partir de suas relacdes com as

deformacdes, decorrentes da Lei de Hooke (hipdtese a) e do fato de 5,0 (hipdtese d):

|
[
Y z I
Pet : y
’ y
r4
Figura (2.7) Localizagao do ponto P Figura (2.8) Tensdes no ponto P
g,(:%[ax o, +0.)] (14)
ozlr, ~vlo o) (15)
gzzé[az o, +o,)] (16)
o, = - (gx+£y) (17)

Analogamente, tem-se que:
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l—Ev2 (gy +v5x) (18)

Oy =

Das equacdes (8) e (9) vem que:

E 0w 0w Ez | 0*w 0w
o, = -z +v| -z =— +v
1-v? o’ oy’ 1-v? | ox? oy’

ou

2 2

]
Assim como:

Ez | 0*w 0w

O_y:_l_vz{ayz +V@x2} (20)
€
_ 2
Ez o°'w @1

T, =
Y l+v26x6y

As equacdes (19), (20) e (21) mostram que todas as tensdes num ponto genérico da placa ficam

determinadas pelo conhecimento da fungdo w=w(x,y).
2.4.3 Esforcos por Unidade de Comprimento

Os momentos fletores, momentos torgores e esforgos cortantes em placas serdo obtidos por unidade de

comprimento.



Figura (2.9) Ponto P sob os esforgos

A figura (2.9) mostra os esforcos aplicados sobre um ponto P considerando que:

M = momento fletindo a dire¢do x, sendo positivo ao tracionar fibras inferiores.

M, = momento fletindo a dire¢do y , sendo positivo ao tracionar fibras inferiores.

Qx = esforgo cortante variando na dire¢ao Xx.

Qy = esfor¢o cortante variando na dire¢do y.

M,, = momento tor¢or girando a face yz em torno de x, sendo positivo ao concordar com o €ixo X.

M, = momento tor¢or girando a face xz em torno de y, sendo positivo ao concordar com o €ixo y.

2.4.3.1 Calculo dos momentos fletores M, e My

Isolado o ponto P faz-se a composi¢do dos momentos fletores através das tensdes normais.

11



dx

1
dy :
|

Figura (2.10) Tensdes normais e tangenciais no ponto P.

Iniciando com o momento My por unidade de comprimento provocado pela tensdo oy, decorre:
+h/2
M =[""o(d,d.) (22)

Como os esfor¢os solicitantes serdo por unidade de comprimento, tem-se que:

—h
2
M, = [z0.d: (23)
Zh
2
Como:
—Ez |0 w 0w
o, = 5 —+v
1-v| ox oy
temos:
h/2 _ 2 2
M= | S S B (24)
—h/2(1_V ) Ox 8-)/

Integrando-se:

12



o*w 0w

M. = —EZ* (82w+ 2WJM2 B —ER?
o= et ), 120-v?)
Ou
M. = —EW® 82w+v82w
o) et 9
Onde:
Eh®

12‘1 —v? )

¢ definido como moddulo de rigidez 4 flexao da placa.

Assim:

o*w vO*w
+
ox® oy’

M= _D[

|

Analogamente, tem-se que:

o]

o*w 0w
+
oy’ ox’

|

2.4.3.2 Calculo do momento de tor¢ao M,y

Eard

+
ox* oy’

(25)

(26)

27)

(28)

13
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My

Figura (2.11) Ponto P sujeito a agdo de momentos torgores

A figura 2.11 mostra o ponto P sujeito & a¢do de momentos torsores, assim 0 momento My, de tor¢ao

por unidade de comprimento gerado pela tensdo de cisalhamento 1y, produz:

hi/2

My, = - Iz’ z.dz (29)

Xy
-h/2

Da equagdo (21) vem que:

"2 0w Edz

M,, = -z (30)
Y h-[z 6x8y(l+v)
ou
0w
M,, = D(1- 31
y =D( V)[axéyJ 31)

Deve-se observar que haver equilibrio My, = -Myy

2.4.3.3 Calculo dos esforcos cortantes

Da figura (2.10) podemos escrever:
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Q= [r.d (32)
—h/2
e que:
h/2
Q= [r.d (33)
—h/2

As expressdes (27) ,(28), (31), (32) e (33) mostram também que os esfor¢os solicitantes em um ponto

genérico ficam inteiramente determinados pelo conhecimento da fungdo w=w(x,y).

2.5 Equacdes Diferenciais de Equilibrio

Para determinagdo da fungdo w, basta agora impor as condi¢des de equilibrio. Indicando com Qy e Qy
as forgas cortantes por unidade de comprimento, por My, My, My,. 0s momentos de flexdo e tor¢do e

por q(x,y) o carregamento suposto distribuido, teremos:

Figura (2.12) Elemento de uma placa sujeito a a¢do de esforcos

2.5.1 Equilibrio de Forcas na Vertical (z)



(QX 0O dxjdy Oydy + (QY
Simplificando, resulta:

00 £2Y
o ay —+q(x,y)=0

2.5.2 Equilibrio de Momentos em torno de y

dey—(Mx+aM"de [Q + 00, dx ja’ dx + (Q +—8Q @ J
ox ox oy

oM ,.d
+(Myx ;&

dx —M , dx+ qudyﬁ =0
oy g 2

Desprezando os termos de ordem superior e fazendo

M = M v
teremos:
oM. oM,
-— =0,
ox oy

Analogamente acha-se que:

oM, oM.,
=0,
oy ox

]dx —Q,dx+q(x,y)dxdy =0

(34)
dx dx
dx 7 - deX? +
(35)
(36)

2.6 Determinacio da Equaciao de Sophie-Germain-Lagrange

As relagoes (35) e (36) permitem obter Q, e Q, uma vez conhecidos My, My e My, €, portanto, a

partir do conhecimento de w=w(Xx,y).

A partir de (35) temos:

16



00y M, 0O’M,
ox  0x’ Ox0y

e de (36):

00, O’M, M,
oy 0 y>  oOxoy

De (37) e (38) em (34) vem que:

2 o’M, O°M, M
6A/2[x_ = — - Y+ g(x,y)=0
ox Ox0oy oy Ox0y

Dai tem-se:

*M, ) 3*M,, O*M

axZ axay + ay2y :_‘I(X,y)

Com as expressoes (27), (28) e (31) obtemos:

ox?

O’M o'w  wo'w
Dt
ox" Ox 0y

+

62My o'w o'w
-D s V25
oy ox~ 0oy

oM, ) o'w

Dl-v)——
Ox0y ( ox’oy’

Substituindo as equacodes (41), (42) e (43) em (40), vem:

84w+ 20w o'w _ q(x,y)
ox*  axtoy’ oyt D

(37

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

17
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Representando de outra forma, vem que:

ST LC25))

D (45)

Esta ¢ a equacdo de Sophie-Germain-Lagrange, a relagdo fundamental de teoria das placas elasticas

delgadas.

2.7 Relacoes entre Esforcos e Deslocamentos
Das expressoes (27), (28), (31), (35) e (36), podemos escrever:

oM. oM.
0 -2 -Co . plviy
’ oy ox oy
(&
oM
or =M Mo 50 g2
ox oy Ox

2.8 Distribuicio das Tensoes Normais

As tensdes normais o € oy devidas aos momentos fletores My e M, variam linearmente com z,

conforme mostrado na figura a seguir.

Figura (2.13) Distribui¢do das tensdes normais
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Como:
_ Ez 82w+ o*w
To1-vi | ox? oy’
e
o’w votw
My=-D| ——5+——"
ox oy
12M .z
o =" (46)
Analogamente,
12.M .z
Uy:h—3 (47)

2.9. Distribuicio das Tensoes Tangenciais

As tensoes de cisalhamento sdo originadas por dois esfor¢os, momentos torgores e esfor¢os cortantes.

2.9.1 Distribuicio das tensdes tangenciais devido a0 momento torsor



Z
| ,
dy dx ////,/’/ .
( h/2
y " /’
i Ty

Fig. (2.14) Distribuicao das tensdes tangenciais, devido ao momento torgor.
De forma semelhante a flexao vem:

12M .z
z—xy = h3

(4%)

2.9.2 Distribuicio das Tensdes Tangenciais devido ao Esfor¢co Cortante

O'z+agz : |

—dz

sz+67§x dz

Tyx+ T dy — Tay+ %Txydx

dx

Figura (2.15) Tensdes tangenciais e normais aplicadas no ponto P

20



Através do equilibrio de forcas na direcao x, obtém-se:

a O-x a Tyx a sz
+ + =0
ox oy Oz

Derivando-se as expressoes (46) e (48) e substituindo-se na expressao anterior temos:

1220M, 12z0M,, L0 _ 12.Z[aMX ~ aMxy]+ or

h® ox h* oy 0z h\ ox oy

Como:
0 - oM, oM,
T ox oy
vem que:
12,9 _ 9%
h’ Oz

Integrando-se:

-120 .z z?
ro= [Tl 2 )

_— h
Usando as condigdes de contorno para z = + > tem-se que:

TXZ = O
e
30,
X, y)=—
S(x,») w
Portanto:

(49)

(50)

(D

(52)

(33)

(54)

(35)

21
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2
Analogamente tem-se: 7 :é% 1-4/ 2 (56)
Y2 h h

h/2

L[ b
|
|

Figura (2.17) Variagdo das tensdes tangenciais

2.10 Condig¢oes de Contorno.

Mostra-se aqui algumas condi¢des de contorno, ¢ os valores de esforcos, deflexdes e rotacdes

impostos por elas.

2.10.1 Placa Apoiada nos Quatro Lados.

Sendo os lados da placa simplesmente apoiados, a superficie média deformada deve neles apresentar
deslocamento vertical nulo, e deve ainda girar livremente em torno dos mesmos, o que significa que

os momentos fletores sdo nulos nos lados. Se o lado for dado por x=a, as condigdes sao:

(W)x=a=0



23

Figura (2.18) Placa simplesmente apoiada nos quatro lados

2.10.2 Placa Engastada nos Quatro Lados.

Sendo a placa engastada em todos os lados, a superficie média deformada deve apresentar
deslocamento vertical nulo e rotacdo nula em todo contorno. Se por exemplo, o lado for dado por x=a,

as condigdes sdo as seguintes:

(W= =0

{51} _0
ox |._,
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O Ow

=, = —deflexdes anqulares
3 By 9

Figura (2.19) Placa engastada nos quatro lados

2.10.3 Placa em balanco.
Sendo um lado livre, no mesmo deve-se ter momento fletor nulo, for¢a cortante nula € momento de

tor¢ao nulo. Se o lado livre for dado por x=a, temos:

Figura (2.20) Placa engastada e livre
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CAPITULO 3

ANALISE DAS DEFLEXOES E ESFORCOS EM PLACAS

3.1 Introducio

Neste capitulo analisaremos as placas retangulares sob diversas condigdes de carregamento e de

contorno, através dos métodos de Navier e M. Lévy.
3.2 Soluc¢ao de Navier para Placas Retangulares Simplesmente Apoiadas

Apresentamos a andlise de placas retangulares simplesmente apoiadas no contorno e submetidas a

carregamentos distribuidos sobre a superficie média, na forma senoidal.

a

s

s X

g
D
I}’«l\
b ‘ "Il q do
{;l |

dp

Figura (3.1) Placa simplesmente apoiada sob carga senoidal

Y

Suponhamos que a carga q(x,y) senoidal aplicada na superficie média da placa seja dada pela seguinte

equagao:



4(x,y) = g sen”“sen ¥
a

onde ¢, ¢ a intensidade do carregamento no centro da placa.
A equagdo diferencial desta placa pode ser escrita na forma:

Viw= _q(x,y) = q—osenﬂsenﬂ

D D a

A solugdo da equagdo diferencial acima deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno:

Para x=0,w=0 e M, =0
Para x=a, w=0 e M, =0
Para y=0, w=0 ¢ M, =0

Para y=b, w=0 e M, =0

Pode-se verificar que as condigdes de contorno sdo satisfeitas pela solugao:

X .
w=C sen—sen zy
a

26

(57)

(58)

(59)

onde a constante C ¢ escolhida de modo que a solugdo (59) também satisfaca a equacdo diferencial

(58).
Assim:
) T T.X Ty
Viw=-C(—+-—)sen—sen——
a b a
e

2
Viw= 7[4(%+L2j CsenZX sen X2
a b a

Substituindo na equagao (58) vem:
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1 1Y . ¢
' —+—J c=22 60
(az b? D (60)
Logo:
w= 7o . sen 2 sen 2 (61)
7r4D(1+1J ¢ b
a® b’

Calculando-se os momentos My, My e My, pelas expressoes (27), (28) e (31), obtemos:

1.v
M, = Dl g2 " ™y

= sen—sen— 62
2(1 1y a b ©2)
T 72‘}‘7
a- b
J ( 1 N v)
ol 72 " 2
My=b—azsen—senﬂ (63)
”2(1+1j a b
a’ b’
1_
My =— 4 V)2 cos X cos 2 (64)
o1 1 a b
T ?+b7 ab

A deflexdo maxima e os momentos fletores maximos ocorrem no centro da placa e para

x=al2
e
y =b/2,
tem-se:
Woa = 2o

7[4D(2 + J
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= (66)

(67)

Ao fazer as mesmas substituicdes em M,y facilmente tem-se que o seu valor serd nulo, por conseguinte:

My =0

No caso particular de placas quadradas, (a =b) tem-se que;

4

qo-4
wo =0 68
max 47Z'4D ( )
1+v)a®
Mxmzix = Myma'x = M (69)
4
Das equagdes (35) e (36), tem-se que os valores dos cortantes sdo:
0. = 9o sen =2 cos TX (70)
IR
\a® b’
0, = fo sen =Y cos 7Y (71)

Se a distribui¢ao da carga atuando segundo a normal a superficie média for dada pela expressao
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q =q,sen m;zx sen% , (72)

onde m e n sdo numeros inteiros, por um procedimento analogo ao visto anteriormente teremos:

e (73)
m n
)

Como a equagdo diferencial (58) ¢ linear podemos superpor solugdes do tipo (73). Assim, se a placa

estiver sujeita ao carregamento do tipo

9= g, sen " Zgen L (74)
a

m=1 n=1 b

teremos como solugdo para os pontos da superficie média da placa

mnx n
1 sen—sen—ﬂy

W= Y (75)

2
m=1 n=1 m2 n2
—+
2 2
a” b

Para se determinar os coeficientes gmn devemos multiplicar ambos os membros da série (74) por

' 1

m' 77X

n . ~ .
sen sen—ﬂydxdy e integrar em relacdo a x e y, ou seja:

a

1 |l 0 0 a b \l '
am sen . ;zy dxdy = 2—1 Zl J; L q,.» S€N m;zx sen mamc sen nZy sen Zydxdy (76)

m

['[ atemsen

Devido a ortogonalidade das fung¢des seno, temos:

Iasenmmsenm =0 para m#m' (77)




30

e
J-asenmﬂxsenm ™ x=al2 para m=m' (78)
0 a a
assim como:
Lb sen?sen mbzzy dy=0 para m=#m' (79)
e
b \l
_[0 sen%sen mbﬂy dy=>b/2 para m=m' (80)
Conseqiientemente,
4 ¢4 mm __ n
Qo = —I I q(x,y).sen——sen —ﬂydxdy (81)
ab a b
Assim:
sen "% sen Y

w =

3y, —4—2b (82)

1
4 2
T Dm:l n=1 m2 n2
- 4+
a’> b’

Se a placa estiver sujeita a uma carga uniformemente distribuida q,, utilizando-se as expressdes (74) e

(81), teremos:

q, = Zqun sen 7% sen 72 (83)
m=1 n=1 a b
onde:
4g, tt  mmx  n
Qo = 24 I fsen sen—ﬂydxdy
ab % a b



ou

4q
— % [~cosmz +1]-cosnz +1]

mm

Para m e n pares temos gmn, = 0 € para m e n impares temos

Substituindo esse valor de qm, na série (82), resulta:

mx nmy
16q0 L, sen——sen——

22—

2
ﬂ.Dmlnl m2 nZ
mmn| — + —
2 2
a b

onde m,n=1, 3, 5, ...

Introduzindo a solugdo (85) nas expressoes

2

M.=-D 0’ W+V8 2
ox* oy

2 2

M,=-p| LW 1OV
oy ox

obtemos:

_ 16g,

7r2mn

(84)

(85)

31
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M, =—; ii —-sen sen 5 (86)

M =20 sen sen 87
D)) {m T, (87)
mn|| —| +| —
&) -(5)
mr.x _ nm.y
16g,(1-v) & cos i cos .
M, =——00—3% ; (88)

Das equacdes acima, podemos verificar que deflexdo w e os momentos My e My sdo nulos para x=0 e

x=a, assim como para y=0 e¢ y=b e alcangam valores maximos no centro da placa. Da mesma forma o

. . . b .
momento tor¢or ¢ nulo nos planos de simetria, x=— ¢ y = 5 (centro da placa) e sera diferente de zero

a
2
nos lados apoiados.

No caso de uma placa quadrada a =b, de material v=0,3 e ao considerar m=1 ¢ n=1, ou seja

apenas o primeiro termo da série (85), o valor da deflexdo méxima sera (Timoshenko,W-

Krieger,Theory Plates and Shells,pg110):
q,a’
w, .. =0,00416->— (89)
D

A convergéncia rapida da série (85) pode ser verificada retendo-se os quatro primeiros termos da

série(m=1, n=1,3; m=3, n=1,3). Nesse caso o resultado serd (mesmas pagina e referéncia acima).

4
W = 0,00406% (90)
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Os momentos fletores maximos no centro da placa, considerando-se apenas o primeiro termo das séries
(86) e (87), serdo:
(M), =(,) =00534g,.0° 1)

Considerando os quatro primeiros termos, vem:
(M), =(M,,)  =00469q,.q° (92)

Os resultados acima mostram que as séries dos momentos ndo possuem uma convergéncia tao rapida

quanto a série das deflexdes.

As tensdes maximas, obtidas pelas expressoes (45) e (46), sdo dadas por:

2

a
(Gx )max = (Gy )ma'x = 09281q0 h_2 (93)

3.3 Placa Retangular Apoiada nos Quatro Lados sujeita a uma Forca Concentrada

Utilizando-se uma placa simplesmente apoiada sujeita a uma carga P uniformemente distribuida sobre

a area 4cd pode-se desenvolver o seguinte equacionamento.

X1

bA |

Figura (3.2) Carga P distribuida uniformemente sobre a area 4cd



Substituindo na expressao (81)

P
X, y)=——
q(x,y) 2od

e integrando-se vem:

4 Xp+c y+d P
Qo =— sen % sen 172 dxdy
ab feyd ded a b
Logo:
4P m7m, nmny, maic
Qo = sen sen sen sen
7 mned a b a
b
Fazendo-se: x,=—, y,=—, ¢ =£
2 2
16 P
O = 7>mnab

Substituindo-se qmn dado por (96) na série (75) temos a deflex@o da superficie média da placa.

Ainda, a expressao (96) pode ser escrita na forma:

T nud
- ny, SR _— %€ )
G = sen ——sen —— a
( ) a b mc nud
a b

Se fizermos c e d tender a zero resulta:

4p m7x n
sen Lsen 72

qmn = ((lb) a b

Substituindo esse resultado na série (82), teremos:

(94)

(95)

(96)

97

(98)

(99)
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mmx n mr.x  n
4p o SN Lsen L gen sen Y
. a b a b

A HEB)

(100)

O principio da superposi¢do de efeitos pode ser utilizado para se obter a deflexdo de placas

simplesmente apoiadas sujeitas a varios tipos de carregamentos.

Se o carregamento P estiver aplicado no centro da placa,

a série se reduz a:

o - (— 1)(m2+n_lj senmsen@

W=7Z'4Dabm:1n:1 |: - 2 " 2 2
+| =
(2] -[6)

onde m, n=1,3, 5,...

Quando a placa for quadrada a = b o valor da deflexdo méaxima sera:

_4Paziw 1

A —
MAX 4 2
z7'D m=1 n=1 (m2 +n2)

(102)

Retendo-se os nove primeiros termos da série, obtemos:

0,01142Pa>
Wiy = (103)
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3.4 Solu¢ido de M. Lévy para Placa Simplesmente Apoiada com Carga

Uniformemente Distribuida.

A necessidade de um processo alternativo em relacao a resolugdo de Navier, € justificada pelo fato das
séries que representam os valores dos momentos fletores ndo convergirem de modo rapido para um
resultado de precisdo satisfatoria. O processo de M. Lévy resulta em convergéncias mais rapidas,
chegando com precisdo aceitavel, as vezes com apenas o uso do 1° termo da série. O método de M.
Lévy ¢ aplicavel a flexao de placas retangulares com condigdes de contorno simplesmente apoiadas em

dois lados opostos(x=0 e x=a) e condigdes de contorno arbitrarias nos outros lados(y=1b/2). A
solucdo completa ¢ a soma da solugdo w,da equagdo diferencial (44) tornada homogénea com uma
solugdo particular w, da equagéo diferencial de (44). Como solugéo da equagéo diferencial homogeénea,

escolhemos:

w, = iYm ( y)sen(ﬂj (104)
a

m=1

onde Y, ¢ funcdo de y somente e serd determinada de modo a satisfazer as condi¢des de contorno nos

lados y=+b/2. Como notamos, a solucdo (104) satisfaz as condigdes dos lados x=0 e x=a serem

simplesmente apoiadas. Substituindo a solucio (104) na equagdo V*w =0, obtemos:

© 2 2 4 4
3 [Y;V—sz Y, + 22 Ym]sen(ﬂj:() (105)
3

m=1,2,3... a a

Para que a somatoria acima seja verdadeira para qualquer valor de x, o primeiro termo deve ser sempre

nulo na somatoria:

YV -2 Y + Y =0 (106)

A solugdo geral dessa equacao diferencial é:
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A4, senh[mj +B, s cosh(nmy] +

. a a a
Cmysenh(mﬂyj +D,y nr cosh(mﬂyj

m

(107)

a a a

Portanto a solu¢do homogénea sera:

A4, senh[MJ +B, cosh(wj +
> a a
Wh = Z
w4

e,y senh[ﬂj +D,y cosh(m—
a a

sen(mﬂ'xJ (108)
j a

onde An. Bn, Ci, € Dy, sdo constantes a serem determinadas.

Como solugdo particular, da equacao diferencial (45), vamos escolher a série:
w, =3k, (v)sen (109)
m=1 a

Desenvolvendo o carregamento q(x,y) na série simples

= mox
a(x,»)=>.q, (v)sen == (110)
m=1
onde:
2% mx
q,,,(y)=;fq(x,y)sen7dx 111)
0

e substituindo na equagao (44) obtemos:
ki =255k, + (P, = 1= (112)
a a D

A determinag@o de uma solug@o particular da equagdo (111) nos permitira obter w, dado na série (108).
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b

2

b

Figura (3.3)-Placa uniformemente carregada

490
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No caso da placa da figura acima com q(X,y)=q,, utilizando a expressdo (111), temos g, = —, para
mru

m=1,3,5,...
Substituindo esse valor na equagdo (112), resulta:

490

Ky =2" 2k, + (P k,, =
a a mD

cuja solugdo particular ¢ dada por:

B 4q0a2

" mr D

k

e conseqiientemente pela série (109), tem-se:

(113)
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A condigdo da placa ser simétrica em relagcdo ao eixo x conduz a A, =D;;=0 na equagado (108) Assim,

somando as solugdes (108) e (109), obtemos:

0 4 4
w= Z [ 56106;D+Bm cosh(%)+€mymﬂysenh(mﬂyﬂsen(mmj (114)

m=135.| 7T M a a a

Esta equacdo satisfaz a equacao diferencial (45) e as condi¢des de contorno nos lados

x=0

X=a.

Impondo agora as condigdes de contorno

w=0,

4q0a4

=0
m’z’D

b
B, coshea, +C, —senha, +

B
2(”’Ta’”+ C,)coshe, +C, o, senha, =0

mub

onde «,, =
2a

A solucdo desse sistema nos fornece

B - 4g,a* + mmq,a’btanha,,

m

7°’m’Dcosha,,
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2q,a’

C p—
" z*m*D.cosh(a,)

e conseqiientemente, a solucao (114) pode ser escrita como:
oo 2 2 2
w= 4an z LS I—Mcosh In) + My senh %n) sen(mﬂx) (115)
©°D ,A5s.m 2 cosh(am ) b 2a cosh(am ) b a

A deflexao maxima ocorre no centro da placa e ¢ dado por:

m 1

4qa Z 2 [, a,lgha, +2 (116)
7°D 135, 2cosha,,
Substituindo nessa expressao
Ll
i (-1) 2 57°
mel35.. m’ 29x3
obtemos:
"4 o[ (7 [aeha,)+2
| (= t +
W = Sqa _4qsa z ( 1)52 a,tghla, 117)
384D 7°D 4| m 2cosh(e,, )

O primeiro termo dessa série representa a deflexdo de uma faixa simplesmente apoiada e os outros
termos representam uma série que ¢ rapidamente convergente. No caso de uma placa quadrada, a

deflexdo ¢ dada por:

5qa*  4qa’
Wmax = - 5
384D 7°D

4
[0,68562—0,00025 +...]= 0,00406 qg (118)

A deflexdo maxima e os momentos maximos podem ser escritos na forma:

B 5lqa4

Wa D (M), 2q0 , (M) = 3% , parax=a/2 ey=0
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Onde os valores de o,, 0, e J, podem ser tabelados para varios valores de b/a.Estes valores sdo dados

pela tabela 1(Apéndice A) extraida de Timoshenko, Woinowsky-Krieger (Theory of Plates and Shells).

3.5 Soluc¢ao de M. Lévy para Placa Simplesmente Apoiada, sob Forca Concentrada

Representando a equagdo de Navier de uma maneira modificada e dependente de uma série simples,

tem-se:
o

i

Y]

£ A Y
b

X *B

¥
a
il -
y
Figura (3.4) Placa sob carga concentrada
3 o
w= 4[11) ZSm sen(ﬂmg j sen(M) (119)
r'a w3 a a

onde S,, ¢ um coeficiente dado por:

B sen(nﬂgljsen(nﬂyj
S, =Y. b b (120)

2
n=1 m2b2 2
5 +n
a

Introduzindo a notagao




S = (121)
; ( m2b2 2 ]2
S +n
a
e
o (nﬂ()[;+ 77))
S, =Y, - (122)
n=1 (mzbz 2]
S +n
a
podemos escrever a expressao (120) na forma
¢ g
mPm _g 123
3 n (123)
Para calcular as somatorias (121) e (122) podemos usar a série
Z cos(nz) _ 1 +lcosh(z(7z— z)) (124)

“o*+n®  2a° 2a senh(m)

para 0 <z <2x,e sendo S uma fun¢do de a, diferenciando o primeiro membro de (124), tem-se:

8S

3 cos(nz)
=2a Zm (125)

Se derivar o segundo membro (123) vem

o (az +n2)2 T 2a oa 2a*  4a’ senhza 4o’ senhra

N 7* cosha(z —z)cosHza)

4o senl? 7o

— COShz 1 GS(a)_ 1 L7 cosl(zr—z)_zr(;r—z)_senha(zr—z)+

(126)

Para obter os valores das expressdes (121) e (122) escrevemos

42
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T
z—;(y—él) (127)
z=%(y+§1) (128)
onde a =m_b
a

Assim tem-se a seguinte expressao para a deflexdo da placa:

w::Pazji[k+ﬁ%coﬂ(ﬂm)—[%ylaﬁhﬁ%yl—l%ﬂcmhﬁ%n}

3 m=1 b b b b
senh 'B’"ﬂsenh Pud) senmﬁg senmm (129)
b a a
m’senh 3,
em que
mb
B, = . =b-y, eyzng

Dai, ao considerarmos

x1=a/2,
y1=b/2,
x=a/2,

y=b/2

e fazendo:
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a, = B _ m”b, (130)
2 2a
a deflexdo maxima no centro; sera:
SRLLC N A SR, (131)
2D &= m? S cosh’(a,) D

A tabela 2 (Apéndice A) mostra que quanto mais a relacdo b/a vai crescendo, o coeficiente o vai
rapidamente se aproximando do valor 0,01695 que corresponde a uma placa de comprimento infinito.
Deste modo as placas retangulares com b/a > 2 tem o seu comportamento proéximo das placas largas e

estreitas.

3.5.1. Momentos fletores em uma placa retangular simplesmente apoiada com carga concentrada.

Para se encontrar os momentos fletores atuantes ao longo do eixo x, deriva-se a expressao 129

obtendo:
mné&
o p ) sen——— a fp—
. = s — 9 |tanh a, — ’; sen( j (132)
ox* ) ,  2Dm = om cosh” o, a
mné
82W P oo sen a minx
> = ) - a tanho,, + 5 sen( j (133)
ay o 2D7Z. m=1,3,5... m COSh am a

Substituindo estas derivadas nas expressoes:

+v
o’ oy’

(27)

2 2
M =_D(6w 6wj
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2 2
M, =-p| T 1y O (28)
oy ox
tem-se que:
sen mas
P - a (1 —V)a mmx
M =— ——— | (U+v)tanhe, — “ |sen 134
( X )y:O 2” m=1,3,5... m (( ) m COSh2 am a ( )
sen m7e
» 1—
(M ) _r —4 | (1+v)tanhe,, + ( Vz)a"’ sen % (135)
Y /y=0 272. m=1,3,5... m COSh am a

Nessas equagdes a tanh «,, aproxima-se da unidade e o valor do cosh¢,, torna-se muito alto, quando

m cresce. Dessa forma as equagdes dos momentos fletores Mx e My, localizados no eixo x, e

proximos do ponto de aplica¢ao da carga concentrada P, podem ser representados da seguinte forma;

e
2asen——
(1 + V)P © 1 mré  max P (1 + v)P a P
M, =-——7"-—- —sen—-=sen +y,—= lo +y,— (136
x 272. Zln:1,3,5....m a a 7/1 472_ 472_ g P 7/1 472_ ( )
2a sen—”é
(1+ V)P o 1 mzE mmx P (1+v)P a P
M, =—" —sen—-=sen +y,—= lo +y,— (137
y o Zm=1,3,5....m a a 7 4 4r & T v 4r (137)

Os valores de y, e y, sdo fatores numéricos dependentes da relagdo b/a e da posi¢do da carga

concentrada no eixo x. A tabela 3( Apéndice A) fornece alguns desses valores.
Desta maneira a distribuicdo das tensdes nas proximidades do ponto de aplicacdo da carga ¢

. . . 2a &
basicamente a mesma de uma placa circular de raio —sen—=.
T a

A superposi¢ao dos momentos fletores da placa circular com os momentos da flexao uniforme fornece
os momentos Mx e My no centro, para uma carga P uniformemente distribuida em uma érea circular de
pequeno raio c.

Dai temos que:
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P 2asenﬂ—§ p
M, =—|(1+v)log——% |+y,— (138)
A 7ICc 4
P 2asenﬂ—§ P
M, =—|(1+v)log——% |-(1-v-y,)— (139)
g 4 e A

3.6 Placa Retangular com duas Bordas Opostas Simplesmente Apoiadas e as outras

duas Engastadas.

A deflexdo de uma placa sob carregamento qualquer pode ser resolvida pela combinagdo de varios
carregamentos e condi¢des de contorno, resolvido individualmente. Desta forma muitos problemas
podem ser solucionados usando os resultados parciais em combinag¢do. A seguir apresentam-se as

solugdes para diversos problemas.

3.6.1 Carga uniformemente distribuida.

No presente caso pegaremos inicialmente uma placa retangular com carga uniformemente distribuida e

simplesmente apoiada em suas bordas ou extremidades.

7

0

|y
Figura.(3.5) Placa apoiada (lados menores), engastada (lados maiores)

com carga uniformemente distribuida
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A deflex@o encontrada anteriormente pela expressao (115) é:

sen m.ﬂ.x( mJ.y
4ga* & a teha +2 T TT.
W= qsa z 5a 1- &N .coshmﬂy+ a .senhmﬂy
7°D a3 m 2cosha,, a 2coshea,, a

A rotacdo angular nas bordas y =+ % ¢ determinada ao se derivar a expressao acima em relagdo ay.

3 0
(@_WJ _200 S L en M igha, (14 ey igha,) (140)
oy ety T D ., 3s.m a

Para eliminar esta deflexdo angular, que na realidade ¢ nula e atender as condigdes de contorno,
necessita-se da colaboracdo de um momento uniformemente distribuido, fazendo uma tendéncia

angular igual e contraria, ao longo dos eixos:

y=i%:

O momento pode ser representado pela série:

My = Z E, sen 77X (141)
VS w35 a
O calculo do coeficiente E, deve obedecer a condigdo de contorno na qual:
wm__, (142)
a y Final

A expressao para a deflexdo em placas retangulares simplesmente apoiadas e carregadas com

momentos ao longo da borda é:

w=—2 > — 2 E, [am tgha, cosh AV 7Y senh m.ﬂ.y] (143)
a a a
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A deflexao angular provocada pelo momento serd determinada pela derivacao de (143) em relacdo a y.

sen
0

w a . a
— —F |tgha, \a, tgha, —1
o, 2iD,. gls ol ( )-e.] (144)

Se igualar (140) e (144), chega-se que:

4qa* a, —tgha, (1+a,tgha, )

E, = 145
' m® a, —tgha, (a,tgha, —1) (143)
Conseqiientemente, de (145) em (141) tem-se:
= 4qa’ —tgha, (1+a,, tgh T
My , = z ?613 _ am 8 6\(m( 6‘(rncg am)senmﬂ-x (146)
=t as.amt o a, —igha, (amtgham —1) a
Para o calculo da deflexdo @, devido ao momento, basta substituir £, na expressao (143)
m.JT.X
2qa i sen a, —tgha, (1+1gha, )
" 2°D 135, m cosha ‘a, —tgha, (tgham —1) (147)
.(amtgham cosh 22 _ Y (onh m.ﬂ.yj
a a a

Para

x=a/2
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y=0,
a deflex@o sera no centro da placa, logo:

m—1

2qa i T a,tgha, «, —tgham(1+tgham)

. . 148
35, cosha, a, —tgha, (igha, —1) (148)

Para encontrar a equacgao da deflex@o da superficie deformada de uma placa retangular, uniformemente
carregada com dois eixos opostos simplesmente apoiados e dois eixos engastados, sendo estes eixos
coincidentes com as bordas, deve-se subtrair de w,, que ¢ a deflexdo para placas simplesmente
apoiadas em todas as extremidades e carregadas uniformemente, o valor de w;.

Relembrando a equagdo (115), mostrada abaixo

2 tghoa, +2 2 2 2
Z 1 1—05’"g i cosh amy+ En2y senh adibd (115)
: 2cosha,, b 2cosha, b b a

Logo, temos que:
W=Ws - Wi (149)

Conclui-se dai que:
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mzx | q_ Apligha, +2
2coshea,,

2 2 2
=— [ cosh2mY | FmZV gonp Z%m) |
7°D m=135.. m 2cosha,, b 2cosha,,b b

1 . Om —tgham(l+amtgham)x

(150)
cosha,, a, —tgha, (a,tgha,, —1)

[amtgh a,, cosh% - %senh %)]

Esta ¢ uma série de convergéncia rapida e para pequenos passos, chega-se a um resultado bastante

preciso.A equacao (150) dé para: x = % ,y=0, a=>b (placa quadrada), a deflexdo maxima no centro

da placa

4
w =0,001922%
D

(151)

Assim como das dedugdes anteriores tem-se que a deflexdo serda uma fungao de seu coeficiente

( no caso igual a 0,00192 ) que depende da relagao % .

Para os momentos:

2 2
M, = —D( ‘2;2” +v Zyi”} 27)
e
0w 0w
My = _D( 6y2 6)62 ]’ (28)

a mesma abordagem serd utilizada e M = B,qa’ e M , = B,qa’ .Os valores de momentos fletores

M, eM ,, para placas quadradas com o contorno em estudo, serdo:
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M, =0,0244qa’ (152)

M, =0,0332¢a’ (153)

Os valores dos coeficientes «, ,, #, sdo dados pela tabela 3 (Apéndice A), extraida de Timoshenko,

Woinowsky-Krieger (Theory of Plates and Shells) (pg187)

Nota-se que os momentos (152) e (153) sdo menores que

2
M, =M, =0,0479qa (154)

momentos maximos no centro de placas quadradas simplesmente apoiadas.

Mas, os momentos fletores M na parte média dos eixos engastados sdo, como mostra a tabela 4

(Apéndice A) maiores que 0,0479ga’ devido a restricio angular imposta pelo engastamento,

conseqiientemente , as tensoes maximas terao seus valores aumentados.
3.6.2 Forca concentrada

Neste caso a solugdo vem da seguinte superposi¢cdo de efeitos, a deflexdo de uma placa retangular
simplesmente apoiada com carga concentrada e deflexdo de uma placa retangular com dois eixos
opostos nos quais sdo distribuidos uniformemente os momentos fletores. A figura 3.6 apresenta um

desenho esquematico desta configuragao.
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a
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‘ a/2 T a/2

|y
Fig. (3.6) Placa apoiada (lados menores), engastada (lados maiores)

com forca concentrada.

Fazendo o caso de uma carga concentrada em uma placa no seu ponto central e suas bordas que se

localizam em: y = ib/ , estejam engastadas, obtém-se a expressao da deflexdo no ponto de atuacao de

carga:

Pb2 a 2 e
Wma'x = 3 _2 Z (155)
27°D b m=1,3,5,... 2 tghzam

1
m-13s,..m senha, cosha, +a,, |

3.7 Placa Retangular com todos os Lados Engastados, carregada Uniformemente.

Para uma maior facilidade no equacionamento e devido a simetria nos lados, opta-se por orientar os
eixos XX e yy a partir do centro da placa .Para a resolu¢do desse problema foi utilizada a combinagao de
casos ilrdividuais. Deve-se combinar uma placa simplesmente apoiada em todas as extremidades com a
deflexdo de uma placa carregada com distribui¢do uniforme de momentos ao longo dos seus lados. A

figura 3.7 apresenta um esquema dessa configuragao.
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a/2 a/2

b/2 | b/2
|

2

ly

Fig.(3.7) Placa quatro lados engastados, carga uniforme.

~ . . .. Ow
Os momentos deverdo ser ajustados para satisfazer a condigdo: a—zO, para placas engastadas
n

totalmente. O método se aplica para qualquer tipo de carregamento. A deflexdo de uma placa

simplesmente apoiada com carga uniformemente distribuida é representada (levando em conta a

translagdo dos eixos xx € yy) por:

teha  +2

doat & ( l)m_] 2cosha eos a
— 2 J.
e qSD Z 5 Cosmﬂ'x 1 m (156)
T m=1,3,5.. M a may senh ny
2coshea, a a

A deflexao angular ( rotagdo ) no lado y = A da placa ¢ determinada pela derivagdo da expressao

(156) em relagdo ay.

3 0 —,
(a_wl _ 2qa Z (— l) 2 o X [am _igha, (1+amtgham )]:
44

3 0 _ ml
2qa Z ( 1)2 cosm.ﬂ.x[ a, —tgham] (157)
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Analisar-se-30 as deflexdes da placa causadas pelos momentos distribuidos ao longo dos seus eixos
b . ~ . . .. . C g minx . .
y== A .Por consideragdes de simetria(x positivo ou negativo, simétricos, cos—— sempre iguais)
a

chega-se a conclusdo que os referidos momentos podem ser representados pela série abaixo.

= m=1 m.zw.x
= -1)2 F 158
’ Z( )2 E, cos (158)

m.JT.x
a’ - sen mrz.y mm.y mJ.y
w=— Z - a E, | a,tgha, cos——————senh——
2r°D 255, m~ cosha,, a a a

Se substituir x + % por x ( translacdo de eixos ) tem-se:

e S | s
75 E, — " COoS—— a 4 (159)
T m=1,3,5 m- cosnc, a amtgh a, cosh m.y

w, =

yeun

a

A rotacdo do eixo y = A correspondente a esta deflexdo ¢ determinada pela derivacdo da expressao

(159) em relagdo ay é:

1

5 B . !
[ ”‘J — ZEm 1) cos 27X (tgham +a—’”j (160)
y

27D m=1,3,5,... m a COSh2 am

A rotagdo do eixo x =a/2correspondente a esta deflexdo ¢ determinada pela derivacdo da expressao

(159) em relagdo a x ¢:



27D 455" meoshe, \ a a a

= E L. .
__ z —’"(bsenhamcosmﬂy—2ycoshamsenhmﬂyj
a a

A expressdo entre parénteses ¢ uma fungdo de y as quais desaparecem para:

-

Desta maneira a fungdo pode ser representada pela série:

i Ai cos LY

i=1,3,5,... b

na qual os coeficientes Ai sdo calculados pela formula:

+5 . . . TT.
Ai= %I % bsenh ,, cosh nry 2ycosha, senh IV |cos 222
b a a b
Resolvendo a integral, tem-se que:
i1 2 1
Ai =16ia(-1) > b a,

5. - | . . .
( ! ] S Y E (mﬂy senh 2 _ g tghar cosh 2
=%

J
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(161)

(162)

(163)

(164)

(165)
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Pode-se também determinar as rotagdes nos lados onde os momentos uniformemente distribuidos Mx

atuam, ou seja:

x=i%

Analogamente a My , M , pode ser definido por:

My = Y1) Fcos ™ (166)

I

Pelo uso idéntico das equagdes (159) e (164) tem-se:

m—1
o,, b & (-1)z  mzmy bm
(@ J . =55 mg:sF S cos— (tghﬂm+ osh? ﬁmJ (167)
x=9 [
onde:
m.r.a
m:
A 2b
e:
7, —4a’> & Fm & Fm i(—l)iz;1 L.7T.X
o B rraiD M 2D Ve 2 ) 5 Cos = (168)
ay n°Db, 55, m 55 m iias (g2 2 a
m

Quando as atuagdes dos dois momentos sdo simultaneas, a deflexdo angular provocada por eles ¢
obtida pela soma das deflexdes individuais.

Tem se que, para:



=1,3,5,...
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2
cosh” «,,

(169)

Tomando a expressdo (165) que representa a rotagdo na dire¢do y provocada pela carga

uniformemente distribuida na placa simplesmente apoiada e somando com (169), que representa a

deflex@o angular devido aos dois momentos de engaste atuando simultaneamente; tem-se que a rotagao

final serd nula, que ¢ uma das condi¢des de contorno a ser obedecida. Dai; pode-se calcular as

constantes, Em e Fm através das expressoes (170) e (171) para colocar-se nas séries (158) e (166) que

representam os momentos de engaste.

Para:

<

Il
=+
N | >

ow ow, Ow,
a— + a— + a— =0
v )y e,

2 2

Analogamente, para:

=
I
I+

vem que:

(170)

(171)
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Ao substituir (157) e (169) em (170), agrupar os termos que contém 0s cossenos:

ILTX MITX
n , (172)
a a
coloca-los em evidéncia, e saber que (169) ¢ verdade para qualquer valor de x, deduz-se que os
oeficientes que multiplicam os cossenos serdo nulos para qualquer valor de x. Obtém-se assim, um

sistema linear de infinitas equagdes para calculo de Ei e Ficomo abaixo se representa:

4ga’ 1 a; E, a;
S — —tgha, |-—| tgha, + ——— |-
it (cosh2 Q, £ ’] i (g ' cosh’ ai]

8.a i Fm 1 (173)

Analogamente, sdo obtidas equagdes de Eie Fi, para a rotacdo em xx, ficando com dois (2) sistemas

de equagdes. Pelo processo de aproximagdo sucessivas podem ser calculados os coeficientes

Ei e Fi Para ilustrar este método toma-se para simplificagdo uma placa quadrada, onde Ei=Fi e faz-

se apenas somatoria de quatro (4) valores de i.

A equacdo torna o seguinte formato;:

E, a, 8 < 1 4ga’ 1 a;
—| tgha, + ——— |+— — = — L — —tgha, 174
i (g " cosh’ aij ;z,,,ggnf( i2 ] 7 it (cosh2 a, & ’J (174)
T 1+—
m
Sabe-se que:

inb

o =—
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Substituindo os valores numéricos dos coeficientes nestas equacdes e considerando somente os 4

primeiros valores da somatdria, obtém-se que:

1,8033 E, |+ 0,0764 E, + 0,0188 E, + 0,0071 E, = 0,6677k

0,0764 E, + 0,4045 E, |+0,0330 E, + 0,0159 E, = 0,01232k

0,0188 E, + 0,0303 E, + 0,2255 E, [+ 0,0163 E,

0,00160 k

0,0071 E, + 0,0159 E, + 0,0163 E, + 0,1588 E, = 0,00042 k

onde:

(175)

Vé-se que os valores dos coeficientes serdo na diagonal principal, maiores que os seus correspondentes

nas outras equagdes. Se considerar apenas o lado esquerdo da diagonal e calcularmos E,, tem-se:

E, = 03700k

Ao langar E, no fracionamento da 2* equagao tira-se:

E, =-0,0395k

Colocando

E, =0,3700k e E, = —0,0395k
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na 3* equagdo parcial, vem que
E; =-0,0180k

Finalmente com os trés valores calculados, acha-se na 4° e total equacao que:

E, =-0.0083k

Dai, ao considerar o lado direito da diagonal e colocar-se valores calculados na 1* aproximacao, tem-se:

E, =0.3722k

=-0.0380k

E3
E, =-0.0178k
E, =—0.0085k

Ao repetir estes célculos, aumenta-se cada vez mais a precisdo. Ao substituir os valores de

E, E; E; e E, nasérie (151), obtém-se os valores dos momentos ao longo dos lados da placa engastada.

Por exemplo; de 4 equagdes o valor do momento é:

M

Yy:b

=(E, - E, + E,— E,)=0,0517gd* (176)

2, x=0

Que ¢ o momento maximo no meio do lado de placa quadrada.Substituindo os valores E,,E;,E;.,... na

expressao (159), tem-se a deflexdo da placa produzida pelos momentos distribuidos ao longo dos lados:

<

Il

I+
Mo | O
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necessitando dobrar o valor encontrado pelo fato de ter dois momentos simultineos (Mx e My )atuando.

Ao combinar este resultado com o da placa simplesmente apoiada, tem-se a deflexdo da placa quadrada

com lados engastados carregada com uma carga uniformemente distribuida.
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CAPITULO 4

EXEMPLOS NUMERICOS

4.1 Introducao

As comparagoOes feitas, seguem algumas consideracdes que serdo explanadas agora. Os
métodos escolhidos foram os processos analiticos de Navier e Levy, o processo numérico
através do Método dos Elementos Finitos, e as tabelas de Marcus e Czerny.

Estas tabelas, foram elaboradas com os seguintes principios:

a) Principio de Marcus
Na sua primeira teoria, buscou a integragdo das equagdes diferenciais da Teoria da
Elasticidade e empregou o método das diferencas finitas; originando equagdes complexas e
acarretando grande exigéncia de tempo para resolve-las, o que a tornou inviavel no uso
pratico.
Com a segunda teoria, optou-se pela aplicagdo de um coeficiente na férmula do momento
fletor, calculado pela teoria das grelhas.

Para a teoria de Marcus , consideraremos o coeficiente de Poisson igual a 0,3.

b) Principio de Czerny
Os resultados encontrados sao baseados na Teoria Matematica da Elasticidade de uma
maneira pratica, considerando o coeficiente de Poisson igual a zero.
Sao resultados mais precisos que os de Marcus.
Denominaremos os métodos da seguinte forma:
Método de Navier
Meétodo de Lévy
Me¢étodo dos Elementos Finitos (MEF)
Método de Czerny
Método de Marcus
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4.2 EXEMPLOS NUMERICOS

Dados dos exemplos e consideragdes:

Todos os exemplos serdo de uma placa com lado maior igual a 4m, e lado menor igual a
2m.

A espessura da placa sera de 30mm.

O material sera aco com coeficiente de Poisson (v =0.3) e

médulo de elasticidade £ = 210x10° N/m*=210GPa

Carregamento uniformemente distribuido q=2000Pa

Para as comparagdes com valores calculados por Czerny, considera-se v =0

Modulo de rigidez a flexdo de placas D = 519,23x10° N.m.

Nas tabelas onde houver o tracejado, explica-se pelo fato de alguns métodos nao
apresentarem resultados para aqueles itens especificos, ou as se¢des onde se calculam os

esforgos nao serem as mesmas.

Para as comparagdes sucessivas que serdo feitas, optou-se por um valor(deslocamentos,
tensdes, momentos, esfor¢os cortantes) calculado por uma das teorias em uso. Assim, por
exemplo, todas as deflexdes serdo comparadas com apenas uma escolhida como referencial,
e nao todas entre si. A busca pela teoria que mais se adequasse a esse tipo de
comportamento e tivesse seus valores bastante precisos e confidveis levou a escolha a se
inclinar pelo método de Lévy. O método de Lévy, baseado na Teoria Matematica da
Elasticidade, tem os seus valores calculados na forma de séries, j4 que uma integragao
analitica seria inviavel. A convergéncia apresentada pela teoria de Lévy ¢ bastante precisa e
rapida, tendo além disso, estudos sobre varias condi¢gdes de contorno, o que ja ndo ocorre
com processo de Navier. Devido a sua exatiddo, facilidade de convergéncia (essencial no
caso do desenvolvimento em séries) e abrangéncia a varias condi¢des de contorno,
tomaremos os valores determinados por Lévy como parametros para os desvios percentuais
a serem calculados. Deste modo todos os momentos fletores, esfor¢os cortantes e deflexdes,
determinados nos outros processos serdo comparados aos valores respectivos calculados

por Lévy.
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O Meétodo dos Elementos Finitos, desenvolvido para os exemplos numéricos, usa uma
discretizagdo em quinhentos e doze (512) elementos, sendo dezesseis (16) divisdes na

direcdo do eixo y e trinta e duas (32) divisdes na dire¢do do eixo x. Com isso, o total de nos

¢ de quinhentos e sessenta e um (561).

4.3 Exemplo 1

Placa retangular com relacdo entre lados igual a 2 (dois), simplesmente apoiada,

carregada uniformemente com carga q.

Coeficiente de Poisson v =0.3 q=2000N/m’

2
o(N/m*) |
) a=2m E
Il
— L
£
X 1 x
a=2m
—
g(N/m?)

Figura 4.1 (a) Placa simplesmente apoiada (b) Carregamento uniforme



(c) Reagdes nas quinas
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Comparagoes também sdo feitas entre valores de reagdes nas quinas (Figura 4.1.c)

calculados pelos processos de Lévy e Elementos Finitos.

Os resultados dos momentos fletores Mx e My, reacdes nas quinas e das deflexdes

calculados no centro da placa e dos esforcos Qx e Qy determinados no meio dos lados da

placa sao mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Resultados de esforgos ¢ deflexdes

M¢étodos Mx My Qx Qy Deflexao Reagdes
Centro Centro Meio | Meio do Centro (w) nas
do lado lado quinas
Lévy 813Nm 370Nm | 1860N | 1376N 0,624x10” m 736N
Navier 802Nm 362Nm | 1634N | 1274N 0,620x10™ m -
MEF 814Nm 370Nm - - 0,623x10° m 731N

Marcus T756Nm - - - -
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A Tabela 4.2 mostra os desvios percentuais dos esfor¢os e deflexdes calculados em relagao

aos valores determinados pela teoria de Lévy.

Tabela 4.2 Desvios percentuais

Para Mx | ParaMy | Para Qx Para Qy | Para Deflexdo | Reagdes nas
Meétodos | Centro Centro Centro Centro Centro (w) quinas
Navier -1,50% | -2,20% | -12,20% | -7,40 % -0,64 % -
MEF 0,13 % 0,00 % - - -0,16 % -0,679%
Marcus -7,01 % - - - - -
Comentarios:

Pela tabela 4.1 , o Mx calculado pelo processo de Marcus, ¢ menor que o valor encontrado

pelos processos analiticos de Navier, Lévy e pelo Método dos Elementos Finitos. J4 o My

nao ¢ obtido pelo processo de Marcus e os resultados encontrados pelos processos de

Navier, Lévy e Elementos Finitos se mostram proximos como apresenta a tabela 4.2.

Em relacdo aos esfor¢os cortantes nas duas diregdes, o processo de Lévy fornece valores

pouco superiores aos de Navier, pelo fato da convergéncia das séries ser melhor em Lévy.

Para as deflexdes verticais os valores encontrados mostram desvios bem pequenos.

As reacdes nas quinas pelos processos de Lévy e Elementos Finitos sdo proximas.

4.4 Exemplo 2

Placa retangular com relacio entre lados igual a 2 (dois), simplesmente apoiada,

carregada uniformemente com carga q.

Coeficiente de Poisson v=0 q=2000 N/m’
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2

qN/m*) |
E
) a=2m Il
L0

i il _x
| a=2m |

2

q(N/m*)

Figura4.2 (a) Placa simplesmente apoiada (b) Carregamento

uniforme

Os resultados dos momentos fletores Mx e My e das deflexdes calculados no centro da

placa e dos esforcos Qx e Qy no meio dos lados da placa sdo mostrados na Tabela 4.3

Tabela 4.3 Resultados de esforgos e deflexdes

Métodos Mx My Qx Qy Deflexao
Centro Centro Meio do lado | Meio do lado | Centro (w)
Lévy 770Nm 138Nm 1860N 1376N 0,685x10”m
Navier 762Nm 134Nm 1472N 1274N 0,680x1 0°m
MEF 769Nm 138Nm - - 0,683x10°m
Czerny 768Nm 198Nm 1500N 1376N -

A Tabela 4.4 mostra os desvios percentuais dos esfor¢os e deflexdes calculados em relagao

aos valores determinados pela teoria de Lévy.



Tabela 4.4 Desvios percentuais
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Métodos Para Mx Para My Para Qx Para Qy Para
Centro Centro Meio do lado | Meio do lado | Deflexao
Centro (w)
Navier -1,038% -2,898% -20,860% 7,412% -0,730%
MEF -0,129% 0,000% - - -0,291%
Czerny -0,259% 43,470%- -19,350% 0,000% -
Comentarios:

Para os momentos de flexdo na direcdo x, pela tabela 4.3, ndo ha variacdo significativa.
Para os momentos de flexao na direcdo y ndo ha convergéncia nos resultados apenas para o
processo de Czerny.

Os esforgos cortantes na dire¢do X, mostram altos desvios nos métodos de Navier e Czerny
relativamente a Lévy, e na dire¢do y os valores encontrados em Lévy e Czerny sdo iguais,
Usando Navier o desvio percentual € de 7,412%.

As deflexdes seguem com boa aproximagao entre os resultados de cada método.

4.5 Exemplo 3 Placa retangular com relacio entre lados igual a 2 (dois),

simplesmente apoiada, carregada no ponto central com forca P.

4.5.1 Exemplo 3.a Placa retangular com relacio entre lados igual a 2 (dois),
simplesmente apoiada, carregada no ponto central com forca concentrada P.

Coeficiente de Poisson v=0,3 P=16000N



a=2m

Figura 4.3.1 (a) Placa simplesmente apoiada

Neste exemplo para se comparar os momentos fletores, toma-se uma carga concentrada
central de 16000 N, distribuida em uma pequena area circular central com didmetro de
0,06m. Este procedimento deve-se ao fato da carga considerada ser pontual, nao

apresentando convergéncia no processo de Lévy, para o calculo dos momentos fletores

Os resultados dos momentos fletores Mx ¢ My, e das deflexdes calculados no centro da

placa sdo mostrados na Tabela 4.5.

30mm

h

E
[N}
1]
<
£
~3
P(N) &
> _X*
a=2m
a/2=1m P(N)
VA AN

Tabela 4.5 Resultados de esforgos e deflexdes

(b) Carregamento concentrado

Método Mx My Deflexao
Centro Centro Centro (w)
Lévy 7423N.m 6615N.m 0,203x10”m
MEF 7674Nm 6864Nm 0,204x10”°m

A Tabela 4.6 mostra os desvios percentuais das deflexdes calculados em relagdo aos valores

determinados pela teoria de Lévy.
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Tabela 4.6 Desvios percentuais

Meétodo Mx My Para deflexao
Centro Centro centro (W)
MEF 3,381% 3,764% 0,409%
Comentarios:

Para este caso os momentos Mx, My e deflexdes pelos processos de Lévy e Elementos

Finitos, mostraram-se com pequenos desvios.

4.5.2 Exemplo 3.b Placa retangular com relacdo entre lados igual a 2 (dois),
simplesmente apoiada, carregada com forca P distribuida uniformemente em uma
pequena area u.v=0,4mx0,4m.

Coeficiente de Poisson v =0,3 P=16000N

y
y
a=2m
1
— £ |
> € < - u=0,2q
£ v N
= &l € -% v=0,20
= Cﬁl |
S
X
a/2=1m
a=2m

Figura 4.3.2 (a) Placa simplesmente apoiada (b) Carregamento com forga P

Os resultados dos momentos fletores Mx ¢ My e das deflexdes calculados no centro da

placa sdo mostrados na Tabela 4.7

Tabela 4.7 Resultados de esforcos ¢ deflexdes

Método Mx My Deflexao
Centro Centro Centro(w)
Lévy 4032Nm 3248Nm -
MEF 4109Nm 3311Nm 0,192x10”m
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A Tabela 4.8 mostra os desvios percentuais dos esfor¢os e deflexdes calculados em relagao

aos valores determinados pela teoria de Lévy.

Tabela 4.8 Desvios percentuais

Método Para Mx Para My
Centro Centro
MEF 1,909% 1,939%

Comentarios:
Neste caso temos uma for¢ca concentrada distribuida em uma pequena area, tal que,
possibilite a convergéncia pelo processo de Lévy no célculo dos momentos fletores.

Os resultados mostram desvios perfeitamente aceitaveis.

4.6 Exemplo 4
Placa retangular com relacdo entre lados igual a 2 (dois), simplesmente apoiada nos
lados menores e engastada nos lados maiores, carregada uniformemente com carga q.

Coeficiente de Poisson v = 0,3 q=2000N/m’

2
qN/m?) |
N y
7 2
Y, 2
4 4
y . 7
- Y 4
a=2m 7 7
El 7 2
=| 7 2
I} ;
Y, 4
A
7 4
S 2 7z
Ay f 2
L ;X
a=2m
= =
érmZm33333233333”333”534 "k 2\ % 2
z = q(N/m*) 7 2
e 7 Z
Figura 4.4 (a) Placa engastada lados maiores (b) Carregamento uniforme

e apoiada, lados menores

Os resultados dos momentos fletores Mx e My e das deflexdes calculados no centro da

placa e do momento Mx (engaste) no meio do lado da placa, sdo mostrados na Tabela 4.9



Tabela 4.9 Resultados de esforcos ¢ deflexoes

Método Mx My Mx engaste Deflexao
Centro Centro Meio do lado | Central (w)
Lévy 336Nm 113Nm -672Nm | 0,160x10”m
MEF 337Nm 113Nm -671Nm | 0,161x10°m
Marcus 306Nm - -640Nm -

A Tabela 4.10 mostra os desvios percentuais dos esforgos, ¢ deflexdes calculados em

relacdo aos valores determinados pela teoria de Lévy.

Tabela 4.10 Desvios percentuais

Método Para Mx Para My Para Mx Para
Centro Centro engaste deflexao
Meio do lado | Central (w)
MEF 0,297% 0,000% -0,148% 0,148%
Marcus -8,928% - -4,761% -
Comentarios:
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Para os momentos de flexdo, o método de Marcus fornece valores menores que os obtidos

pelos processos de Lévy e de Elementos Finitos.

Em relagdo as deflexdes os desvios sdo aceitaveis.

4.7 Exemplo 5

Placa retangular com relacao entre lados igual a 2 (dois), simplesmente apoiada nos

lados menores e engastada nos lados maiores, carregada uniformemente com carga q.

Coeficiente de Poisson v =0 q=2000N/m’
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qiN/m?) |
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h=

Figura 4.5 (a) Placa engastada lados maiores e apoiada (b) Carregamento uniforme

lados menores

Os resultados dos momentos fletores Mx ¢ My e das deflexdes calculados no centro da

placa e do momento Mx (engaste)no meio do lado da placa sdo mostrados na Tabela 4.11

Tabela 4.11 Resultados de esforcos, deflexdes e reagoes

Método Mx My Mx engaste Deflexao
Centro Centro Meio do lado | Central (w)
Lévy 334Nm 112Nm -682Nm  |0,160x10”m
MEF 335Nm 13Nm -672Nm  [0,177x10”m
Czerny 332Nm 104Nm -666Nm -

A Tabela 4.12 mostra os desvios percentuais dos esforgos, e deflexdes, calculados em

relagdo aos valores determinados pela teoria de Lévy.

Tabela 4.12 Desvios percentuais

Método Para Mx Para My Para Mx Para deflexao
Centro Centro engaste Central (w)
Meio do lado
MEF 0,299% -88,4% -1,466% 10,625%
Czerny -0,598% -7,142% -2,346% -
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Comentarios:
De acordo com os resultados obtidos observam-se desvios aceitaveis para os momentos
fletores e deflexdes a menos do momento My determinado pelo MEF cujas explicagdes

serdo mencionadas no capitulo das conclusdes.

4.8 Exemplo 6

Placa retangular com relacdo entre lados igual a 2 (dois), simplesmente apoiada nos
lados maiores e engastada nos lados menores, carregada uniformemente com carga q.

Coeficiente de Poisson v =0,3 q=2000N/m’

2
YA q (N /T_ ) I‘Z//////////////

) a=2m £
-t
1
ol
1 X
S WIS Il
| a=2m |
2
q(N/m?)
Figura 4.6 (a) Placa engastada lados menores (b) Carregamento uniforme.

e apoiada, lados maiores.
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Os resultados dos momentos fletores Mx ¢ My e das deflexdes calculados no centro da

placa e do momento Mx (engaste) no meio do lado da placa sdo mostrados na Tabela 4.13

Tabela 4.13 Resultados de esforcos, deflexdes e reagoes

Método Mx My Mx engaste Deflexao
Centro Centro Meio do lado | Central (w)
Lévy 694Nm 379Nm -952Nm | 0,520x10”m
MEF 698Nm 380Nm -949Nm  [0,522x10”m
Marcus 640Nm - - -

A Tabela 4.14 mostra os desvios percentuais dos esforgos, ¢ deflexdes, calculados em

relacdo aos valores determinados pela teoria de Lévy.

Tabela 4.14 Desvios percentuais

Meétodo Para Mx Para My Para My Para deflexao
Centro Centro engaste Meio |central (w)
do lado
MEF 0,576% 0,263% -0,315% 0,384%
Marcus -7,780% - - -
Comentarios:

De acordo com os resultados obtidos observam-se desvios aceitaveis para os momentos

fletores e deflexoes.

4.9 Exemplo 7

Exemplo 7- Placa retangular com relagdo entre lados igual a 2 (dois), simplesmente

apoiada nos lados maiores e engastada nos lados menores, carregada uniformemente

com uma carga q.

Coeficiente de Poisson v =0

q = 2000N/m*



Figura 4.7 (a) Placa engastada lados menores

Os resultados dos momentos fletores Mx e My e das deflexdes calculados no centro da

placa e do momento Mx (engaste)no meio do lado da placa sdo mostrados na Tabela 4.15

e apoiada, lados maiores.

2
L q (N/T_ ) l'X//////////////

b=4m

|

I

q(N/m?)

(b) Carregamento uniforme.

e

a=2m |

Tabela 4.15 Resultados de esforcos, deflexdes e reagoes

Método Mx My My engaste Deflexao
Centro Centro Meio do lado | Central (w)
Lévy 639Nm 186Nm -953Nm 0,520x10”m
MEF 641Nm 187Nm -948Nm 0,573x10”m
Czerny 640Nm 188Nm -952Nm -

A Tabela 4.16 mostra os desvios percentuais dos esforgos, deflexdes e reagdes calculados

em relagdo aos valores determinados pela teoria de Lévy.



Tabela 4.16 Desvios percentuais

Método Para Mx Para My Para My Deflexao
Centro Centro engaste Meio | Central (w)
do lado
MEF 0,312% 0,537% -0,524% 10,192%
Czerny 0,156% 1,075% -0,105% -
Comentarios:
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Os resultados dos desvios percentuais sdo aceitaveis em relagao aos momentos de flexdo e

deflexoes.

4.10 Exemplo 8

Placa retangular com relacdo entre lados igual a 2 (dois), simplesmente apoiada nos

lados maiores e engastada nos lados menores, carregada no ponto central com forca

concentrada P.

Coeficiente de Poisson v =0,3 P=16000N

Figura 4.8 (a) Placa engastada lados menores

a=2m

e apoiada nos lados maiores
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(b) Carga concentrada

Os resultados das deflexdes calculados no centro da placa sdo mostrados na Tabela 4.17
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Tabela 4.17 Resultados de deflexoes

Método Deflexdo centro
(W)
Lévy 0,189x10”m
MEF 0,190x10”m

A Tabela 4.18 mostra o desvio percentual da deflexdo em relacdo aos valores determinados

pela teoria de Lévy.

Tabela 4.18 Desvio percentual

Método Deflexdo centro
(W)
MEF 0,529%

Neste exemplo, para se comparar os momentos fletores, toma-se uma carga concentrada
central de 16000 N, distribuida em uma pequena area circular central com diametro de
0,047 m, para se obter a convergéncia da série. Este procedimento deve-se ao fato da carga
considerada ser pontual, ndo apresentar convergéncia no processo de Lévy, para o calculo
dos momentos fletores.

Os resultados dos momentos fletores Mx e My calculados no centro da placa e do momento

Mx no meio do engastamento da placa sdo mostrados na Tabela 4.19.

Tabela 4.19 Resultado de esfor¢os

Método Mx My
Centro Centro
Lévy 7662N.m 7008N.m
MEF 7512N.m 6875N.m

A Tabela 4.20 mostra os desvios percentuais dos esfor¢os calculados em relagdo aos

valores determinados pela teoria de Lévy.
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Tabela 4.20 Desvios percentuais

Método Mx My
Centro Centro
MEF -1,957% -1,897%

Comentarios:

Neste caso, os resultados dos momentos e das deflexdes se mostram com desvios
aceitaveis.

4.11 Exemplo 9
Placa retangular com relacio entre lados igual a 2 (dois), engastada nos quatro lados,
carregada uniformemente com carga q.

Coeficiente de Poisson v =0,3  q=2000N/m’

2
g(N/m?) |
. “
—7 /
4 .
g .
2 4
y, 4 2
a=2m é ?
£ 7
217 2
A
7 4
2 4
A
7 . x
72 T T
a=2m |
a(N/m?)
Z
z Y, ;
Figura4.9 (a) Placa engastada (b) Carregamento uniforme

Os resultados dos momentos fletores Mx ¢ My e das deflexdes calculados no centro da
placa e dos momentos Mx e My (engaste)no meio dos lados da placa sdo mostrados na

Tabela 4.21.



Tabela 4.21 Resultados de esforcos e deflexdes
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Meétodo Mx My Mx (engaste) | My (engaste) | Deflexao
Centro Centro Meio lado Meio lado Central w
Lévy 329Nm 126Nm -662Nm -456Nm | 0,156x10”m
MEF 332Nm 127Nm -661Nm -452Nm 0,156x10”m
Marcus 293Nm - -627Nm - -

A Tabela 4.22 mostra os desvios percentuais do esforcos, deflexdes calculados em relacao

aos valores determinados pela teoria de Lévy.

Tabela 4.22 Desvios percentuais

Método Mx My Mx My Deflexao
Centro Centro (engaste) (engaste) Central w
Meio lado | Meio lado
MEF 0,911% 0,790% -0,150% -0,877% 0,000%
Marcus -10,942% - -5,287% - -
Comentarios

Os resultados para os momentos e deflexdes foram aceitaveis. O processo de Marcus, como
nos exemplos anteriores, forneceu valores menores que os encontrados pelos outros

Pprocessos

5.12 Exemplo 10

Placa retangular com relacio lado maior/lado menor igual a 2 (dois), engastada nos

quatro lados, carregada no ponto central com forca concentrada P.

P=16000N

Coeficiente de Poisson v = 0,3



a=2m

30mm

h=

.II//

4

Figura 5.10 (a) Placa engastada
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(b) Carregamento uniforme

Os resultados das deflexdes calculados no centro da placa sdo mostrados na

Tabela 4.23.
Tabela 4.23 Resultados das deflexdes
Método Deflexdo Centro
(w)
Lévy 0,890x10m
MEF 0,897x10”m

A Tabela 4.24 mostra o desvio percentual da deflexdo calculado em relagdo ao valor

determinado pela teoria de Lévy.

Tabela 4.24 Desvio percentual

Método

Deflexdo Centro

(W)

MEF

0,786%

Neste exemplo para se comparar os momentos fletores, toma-se uma carga concentrada

central de 16000 N, distribuida em uma pequena area circular central com didmetro de

3,2x10™“m. Este procedimento deve-se ao fato da carga considerada ser pontual, ndo

apresentando convergéncia no processo de Lévy, para o calculo dos momentos fletores.
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Os resultados dos momentos fletores Mx e My calculados no centro da placa e do momento

Mx no meio do engastamento da placa sdo mostrados na Tabela 4.25

Tabela 4.25 Resultados de esfor¢os

Mx My Mx Engaste

Método Centro Centro Meio do lado
Lévy 6539Nm 6008Nm -2678Nm
MEF 6539Nm 6064Nm -2667Nm

A Tabela 4.26 mostra os desvios percentuais dos esforgos calculados em relagdo ao valor

determinado pela teoria de Lévy.

Tabela 4.26 Desvio percentual.
Método Mx My Mx Engaste

Centro Centro Meio do lado

MEF 0,000% | 0,932% -0,410%

Comentarios

Neste caso os resultados obtidos para os momentos e deflexdes apresentaram uma boa
aproximagao.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E PROPOSTAS

5.1 Conclusoes

Sao feitas aqui as conclusdes de carater geral, além daquelas ja& mencionadas nos comentarios em

cada exemplo do capitulo anterior.

No caso de placas retangulares apoiadas no contorno e carregadas uniformemente, pelos
processos de Navier, Lévy, Marcus, Czerny e Elementos Finitos, os resultados obtidos
mostraram-se compativeis, assim os processos de Marcus e Czerny utilizados na pratica sao

validos.

No caso de placas retangulares apoiadas no contorno e sob carga concentrada, pelos processos
Lévy e Elementos Finitos, os resultados obtidos mostraram-se compativeis. Sendo que Marcus e

Czerny nao fornecem resultados neste caso.

No caso de placas retangulares apoiadas nos lados menores e engastadas nos maiores, carregadas
uniformemente, observa-se através do grafico da Figura 4.5 (c) que os resultados obtidos usando
os processos de Lévy, Marcus, Czerny e Elementos Finitos para o momento Mx e para o
momento My com relagdo b/a = 1 mostraram-se compativeis. Assim, neste caso, os processos de
Marcus e Czerny utilizados na pratica, sdo validos. Para a relagdo b/a > 1, os resultados para My
diferem dos encontrados pelo MEF. Quando a relacdo b/a > 1,6, o momento My calculado por
Czerny no centro da placa se mantém constante enquanto que pelo MEF este momento diminui,
tendendo a zero para altos valores da relacdo b/a. Nestes casos podemos afirmar que a tabela de
Czerny nao fornecem valores corretos para My no centro da placa pois a influéncia dos lados
apoiados quando se encontram muito distantes do centro da placa para a relagdo b/a bem maior
que a unidade € praticamente nula. Esta conclusdo ¢ convalidada com os resultados obtidos pelo

MEF.

No caso de placas retangulares apoiadas nos lados maiores e engastadas nos menores, carregadas
uniformemente, pelos processos de Lévy, Marcus, Czerny e Elementos Finitos, os resultados
obtidos mostraram-se compativeis, assim os processos de Marcus e Czerny utilizados na pratica

sdo validos.
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No caso de placas retangulares apoiadas nos lados maiores e engastadas nos menores, sob carga
concentrada, pelos processos de Lévy e Elementos Finitos, os resultados obtidos mostraram-se

compativeis. Sendo que Marcus e Czerny ndo fornecem resultados neste caso.

No caso de placas retangulares engastadas nos 4(quatro) lados, carregadas uniformemente, pelos
processos de Lévy, Marcus, ¢ Elementos Finitos, os resultados obtidos mostraram-se

compativeis, sendo o processo de Marcus menos conservativo.

No caso de placas retangulares engastadas nos 4(quatro) lados, sob carga concentrada, pelos

processos de Lévy, e Elementos Finitos, os resultados obtidos mostraram-se compativeis.

5.2 Propostas para Trabalhos Futuros

1. Analisar os efeitos de concentragdes de tensdes em regides proximas de aplicacdo de
cargas concentradas;
2. Analisar os efeitos de segunda ordem nos esfor¢os e deflexdes de placas finas;

3. Analisar as deflexdes e esforcos em placas de materiais compositos.
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APENDICE A
Tabela 1
Constantes a, f3, y, 0, n para uma placa simplesmente apoiada e carregada uniformemente
Wméx
b / a qa4 (li/lz)m%x (My)mzax (Qx)max (Qy)max (Vx)max (Vy)max B R 5
-0 =Bqa Biqa =vqa | =viqd | =%qa | =yiqa | =nqa
a B B B1 Y Y1 0 61 n
1.0 | 0.00406 | 0.0479 | 0.0479 0.338 0.338 0.420 0.420 0.065
1.1 | 0.00485 | 0.0554 | 0.0493 0.360 0.347 0.440 0.440 0.070
1.2 | 0.00564 | 0.0627 | 0.0501 0.380 0.353 0.455 0.453 0.074
1.3 | 0.00638 | 0.0694 | 0.0503 0.397 0.357 0.468 0.464 0.079
1.4 | 0.00705 | 0.0755 | 0.0502 0.411 0.361 0.478 0.471 0.083
1.5 1 0.00772 | 0.0812 | 0.0498 0.424 0.363 0.486 0.480 0.085
1.6 | 0.00830 | 0.0862 | 0.0492 0.435 0.365 0.491 0.485 0.086
1.7 | 0.00883 | 0.0908 | 0.0486 0.444 0.367 0.496 0.488 0.088
1.8 | 0.00931 | 0.0948 | 0.0479 0.452 0.368 0.499 0.491 0.090
1.9 | 0.00974 | 0.0985 | 0.0471 0.459 0.369 0.502 0.494 0.091
2.0 | 0.01013 | 0.1017 | 0.0464 0.465 0.370 0.503 0.496 0.092
3.0 | 0.01223 | 0.1189 | 0.0406 0.493 0.372 0.505 0.498 0.093
4.0 | 0.01282 | 0.1235 | 0.0384 0.498 0.372 0.502 0.500 0.094
5.0 | 0.01297 | 0.1246 | 0.0375 0.500 0.372 0.501 0.500 0.095
o | 0.01302 | 0.1250 | 0.0375 0.500 0.372 0.500 0.500 0.095
Tabela 2
Constante o para deflexdo de uma placa carregada com.carga concentrada central
bla | 1,0 1,1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 3,0 0
o 0,116]0,1265|0,01353 | 0,01484 | 0,0157 [ 0,0162 | 0,01651 | 0,0169 | 0,01695
Tabela 3
Constantes y, € y,

b/a 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 ©

71 -0,565 -0,350 -0,211 -0,125 -0,073 -0,042 0

72 0,135 0,115 0,085 0,057 0,037 0,023 0
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Constantes, « , f,, f,,7 para uma placa retangular com dois lados simplesmente apoiados e os

outros dois engastados, carregada uniformemente.

Tabela 4

v=0.3
b<a
x=——,y=0 x=2 y=0 | x a y=0 a b
— =—, = =—, = X=—, —
a 2 \ 2" 2" D)
= 4 2
b wo —oL | M, =pgb* | M, =B,qb M, = yqb”
max D Yy
o Bl B, Y
0 0.00260 0.0125 0.0417 —0.0833
2 0.00260 0.0142 0.0420 —0.0842
1.5 0.00247 0.0179 0.0406 —0.0822
14 0.00240 0.0192 0.0399 —0.0810
1.3 0.00234 0.0203 0.0388 —0.0794
1.2 0.00223 0.0215 0.0375 —0.0771
1.1 0.00209 0.0230 0.0355 —0.0739
b>a
a
x=—,y=0 X:E,y:O x:i,yzh
b qa* 2 2 2 2
— w o 4 2
a max D My =Pqa M, =B,qa M, = vqa’
a B B y
1 0.00192 0.0244 0.0332 —0.0697
1.1 0.00251 0.0307 0.0371 —0.0787
1.2 0.00319 0.0376 0.0400 —0.0868
1.3 0.00388 0.0446 0.0426 —0.0938
1.4 0.00460 0.0514 0.0448 —0.0998
1.5 0.00531 0.058 0.0460 —0.1049
1.6 0.00603 0.0650 0. 0469 —01090
1.7 0.00668 0.0712 0.0475 —0.1122
1.8 0.00732 0.0768 0.0477 —0.1152
1.9 0.00790 0.0821 0.0476 —0.1174
2.0 0.00844 0.0869 0.0474 —0.1191
3.0 0.01168 0.1144 0.0419 —0.1246
0 0.01302 0.1250 0.0375 —0.1250
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