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RESUMO

BRAGA, D. C. (2006), Bifurcagdo de Bogdanov-Takens em um Modelo de Sistema Elétrico
de Poténcia, Itajuba 139 p. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Elétrica) — Instituto de

Sistemas Elétricos e Energia, Universidade Federal de Itajuba.

Neste trabalho ¢ estudada a bifurcagdo de Bogdanov-Takens em um modelo de sistema
elétrico de poténcia constituido por um compensador estatico e dois geradores sincronos,
alimentando uma carga elétrica composta de uma parcela estatica e uma parcela dinamica.
Condigdes suficientes para a ocorréncia de uma bifurcacdo de Bogdanov-Takens genérica no
modelo sdo apresentadas, bem como uma andlise das bifurcacdes de Hopf e sela-nd no
contexto desta bifurcacdo. Simulagdes numéricas mostram a existéncia de uma regido
operacionalmente segura no diagrama de bifurcagdo e de uma curva de pontos de sela-nd e
uma curva de pontos de Hopf que estdo associadas, fisicamente, ao colapso de tensdo ¢ a

oscilagdes nas grandezas fisicas, respectivamente, se certas condigdes sdo satisfeitas.

Palavras-chave: Sistema elétrico de poténcia, estabilidade, bifurcagdo de Hopf, bifurcacao

sela-no, bifurcacdo de Bogdanov-Takens.
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ABSTRACT

BRAGA, D. C. (2006), Bogdanov-Takens Bifurcation in an Electric Power System Model,
Itajuba 139 p. Msc. Dissertation — Instituto de Sistemas Elétricos e Energia, Universidade

Federal de Itajuba.

In this work is studied the Bogdanov-Takens bifurcation in an electric power system
model consisting of a static compensator and two synchronous generators feeding an electric
load compound of a static parcel and a dynamic parcel. Sufficient conditions for the existence
of a generic Bogdanov-Takens bifurcation in the model are given as well as an analysis of
Hopf and saddle-node bifurcations in the context of the Bogdanov-Takens bifurcation.
Numerical simulations show the existence of an operationally insurance region in the
bifurcation diagram and a curve of saddle node points and a curve of Hopf points that are
associates physically to the voltage collapse and the oscillations in the physical variables,

respectively, if certain conditions are satisfied.

Keywords: Electric power system, stability, Hopf bifurcation, saddle-node bifurcation,

Bogdanov-Takens bifurcation.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 Motivacao do Trabalho

Um sistema elétrico de poténcia ¢ uma rede constituida de elementos de geragdo de
energia, elementos de transformagao dos niveis de tensdo e corrente, sistemas de transmissao,
sistemas de distribuicdo e consumo de energia. O primeiro sistema elétrico de poténcia
completo, baseado em geracdo e transmissdo DC, foi desenvolvido por Thomas Edison e
entrou em operagdo em 1882 nos E.U.A.. Com o desenvolvimento dos transformadores e
transmissdo AC na Franca por L. Gaulard e J. D. Gibbs e dos sistemas polifasicos e motores
AC por Nikola Tesla, a geracao e transmissao AC se tornou mais atrativa devido a facilidade
de transformagdo dos niveis de tensdo e a simplicidade e custo dos geradores e motores AC
em relacdo aos DC [11]. No Brasil, os primeiros equipamentos de um sistema elétrico de
poténcia, foram introduzidos por Thomas Edson no final do século XIX e por concessdo do

imperador Dom Pedro II [24].

Devido a evolugdo tecnoldgica, houve um aumento na complexidade dos sistemas
elétricos de poténcia. Técnicas de controle e predicao de instabilidade foram desenvolvidas,
com o intuito de evitar problemas relacionados a falta de energia. Entre os problemas mais
conhecidos destacam-se o colapso de tensdo e oscilacdes nas grandezas fisicas de um
barramento. O colapso de tensdo € um processo pelo qual a instabilidade leva a um nivel
inaceitavel de tensdo em parte significativa do sistema elétrico de poténcia, podendo
ocasionar a queda de parte ou totalidade da rede. Dependendo da natureza da carga elétrica
conectada a um barramento, podem ocorrer oscilagdes no valor eficaz da tensdo e na fase

deste barramento. Os modelos matematicos facilitam o entendimento destes eventos.

Diversas configuracdes para um sistema elétrico de poténcia podem ser obtidas
dependendo do tipo, quantidade e disposicdo dos elementos elétricos na rede.
Conseqiientemente, os modelos matematicos sdo os mais variados. Entretanto, tais modelos
podem ser divididos em duas classes: os modelos estaticos € os modelos dinamicos. Os
modelos estaticos consistem em um conjunto de campos escalares obtidos, geralmente, por

meio das equacdes do fluxo de poténcia do sistema elétrico. Quando a modelagem envolve a
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dindmica das maquinas elétricas e cargas dinamicas, podem existir duas classes de modelos
dinamicos: os sistemas dinamicos diferenciais e os sistemas dindmicos algébrico-diferenciais.

Este trabalho trata somente do primeiro caso de modelos dindmicos.

Devido a complexidade dos sistemas elétricos de poténcia e a utilizagdo do fluxo de
poténcia na modelagem, os modelos dinamicos sdo essencialmente ndo lineares e, neste
sentido, a teoria qualitativa das equagdes diferenciais entra como ferramenta de analise. Os
modelos de sistemas elétricos de poténcia sdo ricos do ponto de vista matemdtico e grande
parte de suas caracteristicas ainda ndo foram estudadas e nem propostas interpretagdes fisicas.
Viarios autores tém modelado fenomenos fisicos utilizando a teoria de bifurca¢des. Assim, o
colapso de tensdo tem sido identificado com a ocorréncia de uma bifurcagao do tipo sela-no
no modelo dindmico e as oscilagdes nas grandezas fisicas identificadas com uma bifurcacao
de Hopf. Estas bifurcagdes sdo encontradas variando-se um ou mais pardmetros do modelo
dindmico, normalmente o parametro poténcia ativa ou reativa da carga elétrica, e ocorrem se

certas condi¢des de transversalidade e ndo degenerescéncia sao satisfeitas.

O entendimento destes fendmenos fisicos e da teoria matematica ¢ essencial para o
desenvolvimento de novas técnicas de controle e predi¢do de instabilidade que visam evitar
ou retardar o aparecimento de tais problemas. O presente trabalho visa contribuir para o
entendimento do colapso de tensdo e das oscilagdes das grandezas fisicas em um contexto
mais amplo em relacdo ao que ¢ normalmente apresentado na literatura. Neste trabalho, o

modelo do sistema elétrico de poténcia estudado serd chamado simplesmente de MSEP.

1.2 Revisao da Literatura

O MSEP foi proposto por Dobson e Chiang [5]. O MSEP consiste de dois geradores
sincronos alimentando uma carga elétrica constituida de uma parcela estatica (modelo
polinomial ZIP) e uma parcela dinamica (modelo de um motor de indugdo trifasico). A carga
elétrica estd em paralelo com um compensador estatico. Um dos geradores ¢ um barramento
infinito e o outro gerador possui tensdo constante e angulo variavel. Neste trabalho, os autores
estudaram o colapso de tensdo como um evento dinamico, sendo modelado matematicamente
como uma bifurcacdo do tipo sela-nd. Condicdes para a ocorréncia de uma bifurcagdo
genérica do tipo sela-no sdo apresentadas baseadas no trabalho de Sotomayor [6]. A teoria €

aplicada ao MSEP para determinacao do ponto de colapso de tensdo.
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Ajjarapu e Lee [2], por sua vez, utilizaram o modelo proposto por Dobson para o
entendimento das oscilagdes nas grandezas fisicas e do colapso de tensdo. Particularmente, as
oscilacdes nas grandezas fisicas sdo identificadas como Orbitas periddicas no retrato de fase
do MSEP decorrentes de uma bifurcacdo de Hopf. O entendimento desta bifurcagdo ¢ feito

via teoria de Floquet.

Em [22], Wang et. al. estudaram a ocorréncia de outras bifurcagdes no MSEP, além da
bifurcacdo sela-nd, como bifurcacdo de Hopf, bifurcacdo cyclic fold, bifurcagao de duplicacao
de periodo e bifurcacdo blue-sky. O foco do trabalho esté relacionado com a bifurcag¢do blue-
sky, uma bifurcacdo global relacionada com o surgimento de um lago homoclinico no retrato
de fase do MSEP e de uma dindmica complexa (caos), sob certas hipoteses. A andlise €
numérica, realizada com o software AUTO [25], considerando para a parcela estatica da carga
elétrica o modelo de poténcia constante. Condic¢des para a ocorréncia de bifurcagdes genéricas

ndo sdo exibidas.

Nayfeh et. al. [15] analisaram as bifurcacdes de Hopf e sela-n6 no MSEP, nos casos de
poténcia constante e impedancia constante para a parcela estitica da carga elétrica. As
simulagdes numéricas foram realizadas com os softwares BIFOR2 [27] e AUTQ94 [25]. Para
certos valores dos parametros do MSEP ha dois pontos de Hopf ¢ um ponto de sela-nd. Os
autores utilizaram o método dos multiplos escalares para obter a forma normal da bifurcagao
de Hopf. Dinamica complexa e controle da bifurcacao de Hopf também sdo estudados pelos

autores.

Uma forma de deteccdo de colapso de tensdo, em sistemas elétricos de poténcia, ¢
apresentada por Zambroni et. al. [17]. Neste trabalho é exibido um método de continuacao
(vetor tangente) capaz de identificar o ponto de colapso de tensdo e o barramento critico. Ja
em [18], Zambroni compara os diferentes indices utilizados para deteccdo do colapso de

tensao.

Harb e Abdel - Jabbar [8] utilizam o controle por linearizagdo global (GLC) com o

intuito de eliminar ou retardar a ocorréncia das bifurcagdes de Hopf e sela-né no MSEP.

Uma comparacdo entre as abordagens estatica e dindmica na andlise do colapso de
tensdo em um modelo de sistema elétrico de poténcia de duas barras ¢ apresentada por Mello
et. al. em [14]. Para a abordagem estatica ¢ introduzido o conceito de bifurcagdo tangencial
como forma de analise do colapso de tensdo, quando o sistema elétrico de poténcia €

modelado via equagdes algébricas.
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Em [4], Budd e Wilson estudaram a bifurcacdo de Bogdanov-Takens no MSEP através
de simulag¢des numéricas utilizando o software AUTO [25]. Entretanto, como citado no
trabalho, no ponto de Bogdanov-Takens o valor de um dos parametros (poténcia ativa) ¢

negativo e o sentido fisico ¢ perdido.

1.3 Objetivos do Trabalho

A proposta deste trabalho ¢ obter as equagdes diferenciais do MSEP e entender o
mecanismo do colapso de tensdo e as oscilagdes nas grandezas fisicas em um contexto mais
amplo em relagdo ao que ¢ feito na literatura. A analise ¢ realizada sob a hipotese de que dois
parametros da parcela estatica da carga elétrica do MSEP, a poténcia ativa e a poténcia
reativa, variam e todos os demais parametros sao fixos. Através de uma escolha adequada de
valores para os parametros fixos do modelo, condi¢des suficientes para a ocorréncia de uma
bifurcacdo de Bogdanov-Takens genérica sdo exibidas, bem como um estudo das bifurcagdes
sela-nd e Hopf no contexto desta bifurcagdo. Simulagdes numéricas com o software
MATCONT 2.2.9 [26] sdo realizadas para analise da evolucdo das grandezas fisicas do
barramento de carga e de um dos geradores sincronos, em funcao da variagao da poténcia
reativa da parcela estatica da carga elétrica e para obtencdo do diagrama de bifurcacdo a dois

parametros.

1.4 Contribui¢cdes do Trabalho

Com uma escolha adequada dos valores dos parametros do compensador estatico,
geradores sincronos e da parcela dinamica da carga elétrica (motor de indugdo trifasico), o
trabalho mostra a existéncia de um ponto de Bogdanov-Takens para valores positivos dos
parametros poténcia ativa e poténcia reativa do modelo polinomial ZIP. A bifurca¢do de
Bogdanov-Takens no MSEP ¢ genérica, no sentido de que as condi¢des de transversalidade e
nao degenerescéncia sdo satisfeitas e ocorre em uma regiao admissivel do espago de estados e
do espago de parametros. Tal andlise ndo estd presente em [4]. Assim, o trabalho demonstra,
de maneira indireta, a presenca de lagos homoclinicos no espago de estados do MSEP para

determinados valores dos parametros.
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Independentemente do parametro que se varia, poténcia ativa ou reativa, através da
analise do diagrama de bifurca¢ao observa-se que a bifurcacao sela-n6 sempre ocorre para
uma demanda de poténcia ndo controlada. Com relagdo a bifurcagdo de Hopf, existe pelo
menos uma condi¢do, com o pardmetro poténcia ativa mantido fixo e o pardmetro poténcia
reativa sendo variado, na qual a orbita periddica estavel que surge em um determinado ponto
de Hopf ¢ a mesma que desaparece em um outro ponto de Hopf. Do ponto de vista fisico,
embora o ponto de operacdo seja instavel, hd oscilagdes em certas grandezas fisicas do
sistema elétrico de poténcia estudado. Entretanto, dependendo do valor fixado para o
parametro poténcia ativa, o sistema elétrico de poténcia pode operar em uma regido segura, na
qual nao ha oscilagdes nas grandezas elétricas, podendo haver somente a possibilidade de

ocorréncia de um colapso de tensao.

1.5 Conteudo dos Capitulos

O trabalho estd dividido como segue. O capitulo 2 trata da obtengdo das equagdes
diferenciais para o MSEP. Cada componente do MSEP, compensador estatico, geradores
sincronos, parcela estatica da carga elétrica e parcela dinamica da carga elétrica ¢ modelado

de forma individual tendo suas funcdes e suas caracteristicas comentadas.

No capitulo 3 s@o apresentados conceitos relacionados com a estabilidade linear e teoria
de bifurcacdes. O objetivo ¢ familiarizar o leitor com as defini¢des e teoremas que serdo
utilizados posteriormente. A teoria sobre as bifurcacdes de codimensdo 1, Hopf e sela-n6 e a

de codimensao 2, Bogdanov-Takens, que ocorrem no MSEP ¢ apresentada.

O capitulo 4 consiste da aplicagdo da teoria exibida no capitulo 3 ao MSEP. Nele,
também ¢ apresentado o diagrama de bifurca¢do e simulagdes numéricas obtidas com o
software MATCONT 2.2.9. O capitulo ¢ finalizado com a interpretacao fisica dos resultados

obtidos e a comparacdo destes resultados com aqueles existentes na literatura.

No capitulo 5 as principais conclusdes sdo destacadas. Recomendagdes para trabalhos

futuros, no que se refere a aplicacdo de uma teoria de controle ao MSEP, sdo feitas.

Os apéndices estdo na ordem em que aparecem no texto. O apéndice A mostra um
método de identificagdo dos parametros do modelo polinomial ZIP e do motor de inducao
trifasico. Os demais apéndices consistem de todos os resultados referentes a simulagdo do
MSEP utilizando o software MATHEMATICA 5.0 [29] e, por serem extensos, alguns destes

resultados nao estdo presentes no texto. O apéndice B mostra como os candidatos a pontos de
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Hopf e de sela-n6 podem ser encontrados no MSEP, supondo-se v =1.5 fixoe v=2.5 fixo.
Como serd visto no capitulo 2, o pardmetro v ¢ o pardmetro poténcia ativa no modelo
polinomial ZIP. O ponto de Bogdanov-Takens de interesse também ¢ calculado neste
apéndice. O apéndice C contém as condi¢des de transversalidade e ndo degenerescéncia para
os pontos de Hopf calculados no apéndice B para v =1.5 fixo. Semelhantemente a este
apéndice, o apéndice D trata dos pontos de Hopf obtidos no apéndice B, porém para v =2.5
fixo. Nos apéndices E e F estdo as condi¢des de transversalidade e ndo degenerescéncia para
os pontos de sela-ndé encontrados no apéndice B para v=1.5 e v=25 fixos,
respectivamente. O calculo da condigdo de ndo degenerescéncia da bifurcagao de Bogdanov-
Takens ¢ apresentado no Apéndice G. Ja a condi¢do de transversalidade ¢ calculada no
apéndice H. Os resultados referentes ao ponto de maximo e o valor méximo da curva de

pontos de Hopf estdo no apéndice 1.



CAPITULO 2

MODELO DO SISTEMA ELETRICO DE POTENCIA

2.1 Introducao

Como mencionado anteriormente, devido a complexidade dos sistemas elétricos de
poténcia, a variedade de modelos é ampla e depende da configuragdo da rede. Cada elemento
do sistema elétrico de poténcia possui um modelo que depende do nivel de detalhamento
desejado e da analise que se deseja fazer. Contudo, em andlise de estabilidade, ndo se leva em

conta os dispositivos de protecao que estdo presentes no sistema fisico.

O sistema elétrico de poténcia, apresentado neste trabalho, tem a vantagem de possuir
elementos que estdo presentes em instalagcdes industriais, como geradores sincronos,
maquinas assincronas, compensadores estaticos e cargas elétricas estaticas. O objetivo deste
capitulo ¢ detalhar cada um destes componentes e obter as equacdes diferenciais para o

MSEP.

2.2 Componentes do Sistema Elétrico de Poténcia

Considere que o sistema elétrico de poténcia com trés barras, estudado neste trabalho,
seja trifasico e equilibrado. Nestas hipdteses ¢ comum trabalhar com diagrama unifilar para o

sistema elétrico (ver figura 2.1).

PR DREy
= =

Figura 2.1: Diagrama unifilar para o sistema elétrico de poténcia estudado.
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De acordo com a figura 2.1, o sistema elétrico de poténcia ¢ constituido por dois
geradores sincronos alimentando uma carga elétrica, constituida por uma parcela estatica e
uma parcela dindmica. A parcela estatica tem como modelo um polindmio de grau dois
(modelo polinomial ZIP) e a parcela dindmica ¢ um motor de inducdo trifdsico com um
modelo genérico para cargas dindmicas. Assim, qualquer referéncia a carga elétrica deve ser
entendida como a parcela estatica mais a parcela dinamica. Em paralelo com a carga elétrica

ha um compensador estatico (banco de capacitores).

A notagdo utilizada para as grandezas elétricas apresentadas no diagrama unifilar ¢ uma
extensdo da notacdo fasorial, comumente encontrada quando a freqiiéncia da rede elétrica, o
valor eficaz e o angulo sdo constantes. Neste trabalho, um fasor ¢ uma funcao complexa
continua, com mddulo e argumento dependentes do tempo, segundo a teoria proposta em [20].
Para estas fungdes complexas e vetores ¢ utilizado o negrito. Os campos escalares e vetoriais

sdo identificados pelo contexto.
2.2.1 Compensador Estatico

O compensador estatico ¢ composto por um conjunto de capacitores (banco de
capacitores) cuja funcao ¢ aumentar a disponibilidade de poténcia reativa no sistema elétrico

de poténcia e manter o gerador de tensdo E, operando com fator de poténcia

aproximadamente unitario. De acordo com [19], a principal vantagem do banco de capacitores
¢ o baixo custo de instalagdo. Como desvantagem, destaca-se o fato da poténcia reativa
fornecida ser proporcional ao quadrado da tensdo, o que implica em diminui¢do da reserva de

poténcia reativa em baixas tensoes.

O sistema elétrico de poténcia apresenta duas admitancias, uma conectada ao
barramento 1 e a outra conectada ao barramento 2 (ver figura 2.1). Estas admitancias tém as

seguintes expressoes

Y, :}’04—(90+%j (2.1)

Y, =Y,/ —(9M +%} (2.2)

comY,,Y,, 6,60,ck.
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Para simplificar a analise, o circuito equivalente de Thévenin [3] € obtido para o

barramento 1 (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Diagrama unifilar modificado.

Suponha que E, =E 2o, ¢ a tensdo do barramento infinito. Entdo, o circuito do

sistema elétrico de poténcia, pode ser simplificado em um circuito sem o compensador

estatico e constituido por um barramento infinito de tensao
E.=E_Z0 (2.3)

e uma admitancia conectada ao barramento 1 dada por

Y.=Y./-|6 +7 (2.4)
G G G 2
onde
E, = £y , (2.5)
JI+C7 -2, cos (6,)
Y, =Yp\/1+ C*Y;* ~2CY; 'cos(6,) , (2.6)

CY, 'sen(6,) ] 2.7

0. =6, +arct
@ g(l—CYo_]cos(Ho)
eE,,E.,Y.,0.,05, CeR.

Para ver isto, basta utilizar o teorema de Thévenin, o que resulta para o barramento 1 a

seguinte admitancia ¥, e tensdo E. equivalentes
Y,=Y,+C, (2.8)

E
E;,=-"Y,, 2.9
o« =y T (2.9)
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com C = Cé%, C=27fC., feR a freqiiéncia da rede elétrica e C. € R o valor da

capacitancia. Para (2.8) o mddulo, denotado por Y, tem a seguinte expressao

Y, =Yy /1+ C2Y;% = 2CY; 'cos (). (2.10)

Assim, resulta de maneira imediata, 0 modulo da tensdo equivalente E, denotado por

E,,

E E

E., =Y, = : . (2.11)
¥ \/1+C2Y0’2 —2CY, "cos(6,)

Considere o angulo de ¥, escrito na forma

2Y, = —(490 +%) (2.12)

Entdo, o angulo de (2.9) ¢

ZE; =6,+6,-0,. (2.13)

Sem perda de generalidade e para simplificagdo da analise, assuma o éangulo &,

escolhido de tal maneira que
0,=6,-95,. (2.14)
Se ¥,, ¥, e C sio vistos como elementos de R*, entio

¥, %]

50 = —arcth (215)
G270

Em todo este trabalho, exceto para a bifurcagao de Hopf, <-, > denota o produto interno
usual em R". O simbolo A denota o produto vetorial em R”.
Logo,

CY, 'sen(6,)
6. =0, +arctg —or (0 ) (2.16)
—CY, cos(6,

por (2.14) e (2.15).

A partir deste ponto, em qualquer referéncia ao barramento infinito ou admitancia do

barramento 1, serdo utilizadas as expressoes (2.3) e (2.4), respectivamente.



11

2.2.2 Geradores Sincronos

Um dos geradores sincronos representa um barramento infinito com tensdo E;
constante. O outro ¢ um gerador sincrono com tensdo E,, = E,, /J,,, com E, € R constante

e angulo o,, € R podendo variar.
A equacgdo de balango para o gerador sincrono de tensdo E,,, conforme [11] €

2
75 w8ls 1, -,

2.17
dt? dt @.17)

com 0,, o angulo do rotor em relagdo a um eixo estacionario, J o momento de inércia total
da maquina, B o coeficiente de atrito, 7,, o torque mecanico entregue ao eixo da maquina e

T, o torque elétrico entregue pelo gerador.
Multiplicando ambos os membros de (2.17) por @,, , obtém-se a equagdo de balango em
termos da poténcia,

d’ d
M?é‘M'i‘DEé‘M:PM—PE, (218)

com M =Jw, o momento angular do rotor, D = Bw,, o coeficiente de atrito modificado,
P,, a poténcia mecanica entregue ao eixo da maquina e P, a poténcia elétrica entregue pelo

gerador.

A poténcia elétrica P, ¢ calculada através do fluxo de poténcia. Da figura 2.2,

I, =(E,-E)Y,, (2.19)
de onde segue que a poténcia aparente fornecida pelo gerador ¢

S, =E,I, =E, (E,-E)Y, =E,Y, -E,EY,, (2.20)

onde a barra denota o complexo conjugado e E = EZ0, a tensdo no barramento 3.

Resulta que
P, =Re(S,)=-E, Y,sen(6, )—E, EY, sen(5—-5,-6,). (2.21)

Portanto, a equagdo de balango (2.18) torna-se
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2
M:;—éM +D%5M =P, +E, Y, sen(0, )+ E,EY, sen(6-5,-6,). (2.22)

t2
2.2.3 Parcela Estatica da Carga Elétrica

Entre os componentes de um sistema elétrico de poténcia, a carga elétrica desempenha
um papel de relevancia. Uma carga elétrica estatica ¢ aquela cujo comportamento pode ser
modelado adequadamente, fornecendo-se as poténcias ativa e reativa como fungdes da tensao
no barramento ao qual estd conectada. Um modelo comumente encontrado em andlise de

estabilidade de sistemas elétricos de poténcia ¢ o modelo polinomial ZIP

Py =P (p +p,E+pE"), (2.23)

Os =0, (% +q,E+ %EZ ) > (2.24)

onde P, ¢ a poténcia ativa consumida pela carga elétrica estatica e (J; € a poténcia reativa

consumida pela carga elétrica estatica. Em (2.23) ou (2.24), a parcela independente da tensao
esta associada ao modelo de poténcia constante, a parcela dependendo de maneira linear da
tensao estd relacionada com o modelo de corrente constante e a dependéncia quadratica da

tensdo, com o modelo de impedancia constante. Os pardmetros p,, p,, p;, ¢, 4, € q,

representam as propor¢des de cada parcela de (2.23) e (2.24), com p, +p,+p, =1 e
q,+q,+q,=1em pu..

A dependéncia das poténcias ativa e reativa com relagdo a freqiiéncia ndo ¢ explicitada
no modelo ZIP pelo fato da freqiiéncia ndo ser uma varidvel de estado em analise de
estabilidade. Entretanto, pode ser computada através da taxa de variagdo no tempo do angulo

do barramento.
2.2.4 Parcela Dinamica da Carga Elétrica

Cargas elétricas dinamicas sdo aquelas cujo comportamento pode ser reproduzido
através de modelos que levem em conta as taxas de variagdo no tempo das grandezas fisicas
do barramento no qual estdo conectadas. O modelo geral para tais cargas ¢ obtido através de

equagdes diferenciais na forma [9],
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F(Pg"),...,PD’,PD,E(’"),...,E', E, 5(’"),...,5’,5) 0,

(2.25)
GO, 05,0y B B B8, 5',5) = 0,

onde P, ¢ a poténcia ativa consumida pela carga dindmica, O, € a poténcia reativa

consumida pela carga dindmica e m ¢ a maior ordem das derivadas.

Neste trabalho, a parcela dindmica da carga elétrica ¢ representada por um motor de
inducdo trifasico, segundo o modelo proposto em [21]. De acordo com este modelo, as

poténcias ativa e reativa, consumidas pelo motor, sdo dadas por

PD=PO+k1%§+k2(E+TO%Ej, (2.26)

0, =0, +k3%5+k4E+k5E2, (2.27)

onde £, O, k., k,, k;, k,, k; e T, (constante de tempo do motor) sdo pardmetros reais,

determinados através de algum método de identificagao de sistemas (ver apéndice A).

2.3 Equacodoes Diferenciais do Modelo do Sistema Elétrico de

Poténcia

O modelo do sistema elétrico de poténcia consiste de um conjunto de quatro equagdes
diferenciais ndo lineares sendo duas provenientes do modelo do gerador sincrono de tensdo

E,, e duas provenientes do modelo da carga elétrica e do fluxo de poténcia.

De acordo com a figura 2.2,

P(E,5,6,,)=P, +P,,

(2.28)
Q(E9595M) = QS + QD’

onde P(E, 5,§M) ¢ a funcdo para a poténcia ativa total consumida pela carga elétrica e
Q(E,&, 5M) ¢ a funcdo para a poténcia reativa total consumida pela carga elétrica. Estas
fungdes sdo encontradas por meio do fluxo de poténcia. A corrente através da admitancia ¥

(ver figura 2.2) ¢

I, =(E; -E)Y,. (2.29)



Portanto, a poténcia aparente consumida pela carga

infinito, é
S, =El, =E(E,-E)Y, = E,EY, - E'Y,.
As duas parcelas de (2.30) sdo
P, =Re(S;)=—EGEY;sen(5+6,; )+ E*Y;sen(6,)

referente a poténcia ativa e

O; =Im(Sg ) = E;EY;cos (5 +6,;)— E*Y cos(6;)

14

elétrica, devido ao barramento

(2.30)

(2.31)

(2.32)

referente a poténcia reativa. Para o outro gerador sincrono, a poténcia aparente consumida

pela carga elétrica, devido a este gerador, ¢ dada por

S, =EI, =E(E, -E)Y, =E,EY, - E’Y, (2.33)
com I,, calculada em (2.19).
Logo,
P, =Re(S, )=—E, EY, sen(6 -5, +6, )+ E’Y, sen(6,,) (2.34)
e
0, =Im(S,,)=E,EY,cos(5 -5, +6, )—E*Y,cos(6,). (2.35)
De posse das equagdes (2.31), (2.32), (2.34) e (2.35) obtém-se as fungdes
P(E,8,6,)=P; + P, =—E;EY sen(5+6,;)—E, EY, sen(6 -5, + 6, )+
(YGsen(HG)+YMsen(9M ))Ez, 536
0(E,8,6, )= 0, + 0, = E;EY;cos(5+8, )+ E, EY,,cos(§ -3, +6,, )~ (2:30)
(YGCOS(HG )+Y,,cos(6, ))E2
De (2.26), (2.27) e (2.36),
2 d d
P(E,5,6,,)=P;+P, =P + pB+(k,+ p,B)E+ p,RE* +k—&+k,T,—E,
dt L (237

O(E,8,5,)=0s+0, =0, +q,0 +(k, +¢,0,) E + (k, +6]3Q1)E2+k3%5.

Resulta de (2.22) e (2.37), o seguinte conjunto de equagdes diferenciais ndo lineares
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b,k TE' = ky (P(E.3,8, )~ P, - p.B)—k (Q(E.5,6, )~ 0, — 4,0, ) +
(k (k +‘]2Q1) (k + D, 1)) (k (k +%Q1 3p3Pl)E2
k&' =0(E, 8,6, )0, — 9,0 —(k, + 4,0 )E (ks + ¢,0,) E’ (2.38)
0y =0
M®'=-Dw+ P, + E, EY, sen(6 -6, -0, )+ E, Y, sen(6,,).

Este modelo diferencia-se daquele proposto em [5], devido a parcela de impedancia
constante que comparece no modelo polinomial ZIP na expressdo para a poténcia reativa.
Modelos mais complexos podem ser obtidos a partir deste, levando-se em conta outros
elementos elétricos como reguladores de tensdo e considerando-se modelos mais complexos
como um modelo fisico para o motor de indugdo trifdsico. Entretanto, ha um aumento de
complexidade na andlise do modelo, embora a teoria utilizada seja a mesma. Esta teoria ¢

assunto do préximo capitulo.
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CAPITULO 3

ESTABILIDADE E BIFURCAGCOES

3.1 Introducgao

Idealmente, seria interessante que os modelos de sistemas elétricos de poténcia tivessem
apenas um ponto de equilibrio (ponto de operagdo) e que este fosse globalmente
assintoticamente estavel. Contudo, esta situacao ndo condiz com a realidade e os modelos que
derivam, principalmente do fluxo de poténcia, podem apresentar nenhum ou varios pontos de
equilibrio e devido as ndo linearidades hd uma dindmica rica do ponto de vista matematico.
Esta dinamica pode ser entendida através da teoria qualitativa das equagdes diferenciais, por
meio dos conceitos de estabilidade linear e da teoria de bifurcagdes. A proposta deste capitulo

¢ apresentar as principais defini¢des e teoremas que serdo utilizados neste trabalho.

3.2 Definicbes e Teoremas sobre Sistemas Dindmicos e

Estabilidade Linear

x'=F (x) (3.1)
com F:W cR"— R", Waberto e F de classe C* em W (F ¢ suave). Entdo as seguintes
defini¢des sao validas.

Defini¢do 3.1: Um ponto de equilibrio de (3.1) é um ponto x, € W , tal que F(x,)=0.

Definicdo 3.2: A matriz 4= DF (x) ¢ denominada matriz Jacobiana ou parte linear do

campo de vetores (3.1).

Defini¢ao 3.3: Seja o conjunto

Q:{(t,x):teJ(x)eer} (3.2)
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com J(x)= (—a(x),,B(x)) cR, a(x), f(x)>0, o intervalo maximal de existéncia da
solugdo de (3.1) para a condi¢do inicial x. O fluxo de (3.1) ¢ uma fungdo suave

p:Q ->W

(1,x) > ¢(1,x) =4, (x) (3.3)

com as propriedades:
a) ¢ =1,
b) Gy =409,
Para sistemas dinamicos invertiveis, da propriedade (b), resulta que
C)pop, =

Utilizando a defini¢do (3.3), um ponto de equilibrio € um ponto x, e W tal que

4, (%) =%, (3.4)
VteJ (x,,)c R. Em outras palavras, um ponto de equilibrio ¢ uma solucdo constante de
(3.1), Vt e J(xo)c R.
Definicao 3.4: Um sistema dindmico ¢ uma terna {J N/} } , onde J ¢ o conjunto dos
tempos, W € um subconjunto do espago de estados € ¢, € o fluxo definido em (3.3).

A equagao diferencial (3.1) ¢ um sistema dinamico. Pode-se mostrar que o fluxo da

defini¢ao (3.3) ¢ diferenciavel (ver [10]) e

d
E¢t(x) :F(x)' (3-5)

t=0

Definicdo 3.5: Uma orbita de (3.1) iniciando no ponto y € W ¢ um conjunto ordenado
Orb(y):{xeW:(zﬁt(y):x,VteJ(y)cR}. (3.6)
Definicio 3.6: Uma orbita fechada I' ¢ uma orbita tal que Vy eI,
.0 (¥)=6(), (3.7)

Vt e J(y) c R.O menor PR, P>0, para o qual (3.7) ocorre ¢ denominado periodo da

orbita fechada.
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As orbitas, nas definigdes 3.5 e 3.6, sdo curvas no espaco de estados parametrizadas pelo

parametro 1€ J(y) = R.

Um ponto de equilibrio de (3.1) pode ser estavel, assintoticamente estavel ou instavel.
Estas defini¢des sdo apresentadas a seguir. Para consulta ver [10].
Defini¢do 3.7: O ponto x, e W ¢ um ponto de equilibrio estavel de (3.1), se para toda
vizinhanga U c W de x,, existir uma vizinhangca D c U de x,, tal que toda solucdo x(t)

de (3.1), com condigdo inicial x(7,) e D, estd definida V¢ >0 e x(¢)eU, Vi >0.

Defini¢iio 3.8: O ponto x, e W ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (3.1) se

for estavel e, além disto,

limx () = x,. (3.8)

t—

Defini¢do 3.9: O ponto x, € W ¢ um ponto de equilibrio instavel de (3.1) se ndo for estavel,
ou seja, existe uma vizinhanga U c W de x,, tal que para toda vizinhanca D c U de x,

0°

existe uma solugdo x () de (3.1), com condigdo inicial x(z,)e D, tal que x(¢) deixa U .

Informacgdes sobre a estabilidade de um ponto de equilibrio de (3.1) podem ser extraidas da
defini¢ao 3.2. Os teoremas enunciados, a seguir, tratam disto. As demonstragdes destes

teoremas podem ser encontradas em [10].
Teorema 3.1: Seja x, e W um ponto de equilibrio de (3.1). Se todos os autovalores de

DF (xo) tém parte real negativa, entdo o ponto de equilibrio x, ¢ assintoticamente estavel.

Teorema 3.2: Seja x, e W um ponto de equilibrio de (3.1). Se pelo menos um autovalor de

DF (xo) possui parte real positiva, entdo o ponto de equilibrio x, € instavel.

Defini¢do 3.10: Um ponto de equilibrio x, e W de (3.1) ¢ chamado de hiperbolico, se todos
os autovalores de DF (xo) possuem parte real ndo nula. Em caso contrario, ¢ chamado um
ponto de equilibrio degenerado.

E possivel mostrar que os pontos de equilibrio hiperbdlicos ou sdo assintoticamente estaveis

ou instaveis [10]. Estes pontos recebem algumas classificacoes.
Defini¢io 3.11: Um ponto de equilibrio hiperbdlico x, e w de (3.1) é denominado um

atrator, se todos os autovalores de DF (xo) tém parte real negativa e um repulsor, se todos os

autovalores tém parte real positiva. Se todos os autovalores de um atrator (ou repulsor) forem
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reais, ele sera chamado de um n6 atrator (ou nd repulsor) e se todos os autovalores forem

complexos, de um foco atrator (ou foco repulsor).
Definicdo 3.12: Um ponto de equilibrio hiperbdlico x, e W de (3.1) ¢ denominado sela, se

pelo menos dois autovalores de DF (xo) possuem partes reais de sinais opostos.

Defini¢do 3.13: Seja x, e W um ponto de equilibrio de (3.1) do tipo sela. Uma orbita T",, ¢
denominada um lago homoclinico para o ponto de equilibrio x,, se para todo xeI',,
¢,(x) > x, quando ¢t — .

Uma outra forma de analisar a estabilidade de pontos de equilibrio ¢ através do teorema

de Lyapunov [7].
Teorema 3.3 (Teorema de Lyapunov): Seja x, e W um ponto de equilibrio de (3.1). Seja
V:UcR"— R, uma fun¢do continua definida em uma vizinhanca U cW de x,,

diferenciavel em U —{x, }, tal que
a) V(x,)=0eV(x,)>0emU—{x,},
b) V'(x,)<0 em U —{x,}.
Entdo o ponto de equilibrio x, ¢ estavel. Além disto, se
) V'(x,)<0em U—{x,},
entdo o ponto de equilibrio x, € assintoticamente estavel.
Em (a) e (b), a derivada ¢ calculada como
V'(x)=(gradv (x),F(x)), (3.9)

onde gradV(x) denota o gradiente da funcao V(x). Para garantir a existéncia de uma

bifurcacdo de Hopf genérica, uma possibilidade ¢ construir uma fung@o de Lyapunov para um
ponto de equilibrio degenerado. Um método alternativo serd mostrado na secdo 3.4.1. Um
estudo detalhado deste ltimo teorema também pode ser encontrado em [10]. Para um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel ha a seguinte definicao.

Definicdo 3.14: Seja x, € W um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (3.1). A

bacia de atragdo de x, € o conjunto

B(x0)={er:¢[(x)—>x0 quando t—)w}. (3.10)
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Em certos casos, a bacia de atragdo pode ser estimada através do teorema 3.3 (ver [10]).

Um conceito util em sistemas dinamicos € o de equivaléncia topologica. Para entender ¢

necessario introduzir o conceito de homeomorfismo [12].

Defini¢ao 3.15: Sejam U e V' dois subconjuntos abertos de R". A transformagdo 4#:U —V

¢ um homeomorfismo se
a) A transformacao /4 ¢é continua,
b) A transformag¢do # ¢ um a um e sobre,
¢) A transformacdo inversa 4~ é continua.
Segue o conceito de equivaléncia topoldgica definida localmente. Para consulta ver [12].
Defini¢ao 3.16: Dois sistemas dindmicos

x':F(x), (3.11)

y'=G(»), (3.12)

com x, yeR", F(x,)=0 ¢ G(y,)=0, sdo localmente topologicamente equivalentes, se

existir um homeomorfismo 4#:U < R" — V', tal que

a) U c R" éuma vizinhancade x, ¢ /' < R" ¢ uma vizinhanga de y,,
b) y, =h(x,),

c) h leva orbitas de (3.11) em U em orbitas de (3.12) em V = h(U) c R" preservando a

orientacdo das mesmas.

Do ponto de vista intuitivo, ¢ como se os retratos de fase nas vizinhangas U e V' de

(3.11) e (3.12), respectivamente, quando vistos de muito longe, fossem indistingiiiveis.

O ultimo teorema enunciado nesta se¢ao € o teorema da variedade central. Este teorema

sera util na se¢do 3.3. Contudo, antes do enunciado, sdo necessarias algumas defini¢des.
Definicdo 3.17: Seja x, € W um ponto de equilibrio de (3.1) e seja A=A° UA“ UAY, o

conjunto formado por todos os autovalores de DF (x, ), com

A* ={4eA:Re(2)<0}
A¢ ={21eA:Re(1)=0} (3.13)
A’ ={AeA:Re(2)>0}
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Os autoespagos generalizados E°, E¢ e EY, sio subespagos vetoriais de R" gerados
pelos autovetores associados a A®, A e AV, respectivamente.

Estes subespagos vetoriais £°, E¢ e EY sio chamados autoespago estavel, central e
instavel, respectivamente. E facil mostrar que o autoespago E° ¢ invariante por 4, ou seja,
A(ES ) c E®, o mesmo valendo para os demais autoespagos. O conceito de invaridncia é
comum na teoria de sistemas dindmicos (ver [12]).

Defini¢ao 3.18: Um conjunto invariante de (3.1) ¢ um subconjunto S — W, tal que se x e S

entdo ¢, (x)e S, Vie J(x)cR.

Pontos de equilibrio e as drbitas das defini¢des 3.5 e 3.6 sdo exemplos de conjuntos
invariantes. Outros conjuntos invariantes, de interesse, sdo as variedades invariantes. Um
conjunto invariante S < W ¢ uma variedade invariante, se S ¢ uma variedade diferenciavel.
As variedades estavel, central e instavel locais de um ponto de equilibrio sdo definidas a
seguir (ver [7]).

Defini¢ao 3.19: Seja x, € W um ponto de equilibrio de (3.1) e seja D < W uma vizinhanca

de x,. O conjunto

we(x,)= {x eD:¢,(x)eD,Vt>0ed,(x)—> x, quando  — +oo} (3.14)
¢ denominado variedade estavel local do ponto de equilibrio x,, e o conjunto

WY (x,)={xeD:4(x)eD,Vt<0ed (x)—> x, quando t > o} (3.15)
variedade instavel local do ponto de equilibrio x;, .

Defini¢io 3.20: Seja x, = (u,,v,,w,) € E° x E“ x EY um ponto de equilibrio degenerado de

(3.1). Uma variedade invariante ¢ chamada de variedade central se ela pode ser localmente

representada, em torno da origem, como segue

Wc(xo):{(u,v,w)e ESxESxEY :u :k(v), w :l(v), u, :k(vo),

(3.16)
w, =1(v,), Dk(x,)=DI(x,)=0, x-x0||<5}

para ¢ suficientemente pequeno. W¢ (xo) é tangente a £ em x,.

Teorema 3.4: (Teorema da variedade central): Seja o sistema dindmico (3.1) com um ponto

de equilibrio x, e W e sejam os autoespagos generalizados E°, E¢ e EY gerados pelos

autovetores associados a A®, A e AY, respectivamente. Entdo existem variedades



22

invariantes suaves W°, WS e WY estavel, central e instavel, respectivamente, tangentes a

E*, EC ¢ EY em x, . Bstas variedades WS, WS e WY sio invariantes para o fluxo do

campo de vetores. As variedades W° e WY sdo tUnicas, porém WS nido necessariamente

precisa ser.

Um estudo, com detalhes, deste teorema encontra-se em [23]. Embora a variedade
central ndo seja Unica, quaisquer duas sdo equivalentes, ou seja, o sistema dinamico restrito a

uma ¢ topologicamente equivalente ao sistema dindmico restrito a outra.

3.3 Teoria de Bifurcagoes

Se para o sistema dindmico (3.1) ¢ permitido que certos pardmetros que eram
considerados fixos variem, entdo as Orbitas das definicdes 3.5 e 3.6 podem modificar e,
conseqiientemente, podem ocorrer mudangas nos retratos de fase para determinados valores
dos pardmetros. A perda de equivaléncia topoldgica devido a variagdo dos parametros ¢ a

esséncia da teoria das bifurcacdes. Assim, a seguinte defini¢cao faz-se necessaria.

Defini¢ao 3.21: O sistema dindmico
x':f(x,e) (3.17)
com f:W cR"xR" — R", Waberto, f suave, & o vetor de parametros ¢
f(x,go):F(x) (3.18)
com g, € R" fixo, ¢ denominado perturbagao de (3.1).

Se x, €W & um ponto de equilibrio de (3.17) para &=¢,, tal que Df(x,,&,) ndo
possui autovalores com partes reais nulas, entdo, pelo teorema da funcao implicita, existe uma
vizinhanga D de x, tal que f (x(s),s) =0, para |¢- ¢, suficientemente pequeno. Portanto,

para (3.17) had uma dependéncia do ponto de equilibrio em relacdo ao vetor de parametros.
Contudo, todas as defini¢des e teoremas da secdo 3.2 se mantém para cada & € R" fixo,

segundo defini¢do 3.21.

Do que foi discutido, se x, € W ¢ um ponto de equilibrio hiperbolico de (3.17) para

& =g¢g,, entdo, pelo teorema da funcdo implicita e pela continuidade, x(s) ¢ um ponto de
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equilibrio hiperbdlico para ”8 -g, || suficientemente pequeno. Os retratos de fase na vizinhanga

de x(so), para ”8—80” suficientemente pequeno, s3o topologicamente equivalentes.

Entretanto, grandes varia¢des de ¢ podem originar mudangas significativas no retrato de fase
de (3.17), como mudanga na estabilidade local de pontos de equilibrio, surgimento ou
desaparecimento de pontos de equilibrio e oOrbitas fechadas e o aparecimento de fendmenos
globais como lagos homoclinicos e heteroclinicos. Isto leva a uma perda de equivaléncia

topoldgica entre os retratos de fase o qual ¢ denominada bifurcacao.

As bifurcagdes podem ser locais ou globais. As bifurcagdes locais sdo aquelas que
podem ser detectadas observando-se o comportamento dos autovalores da parte linear do
campo de vetores e podem ser analisadas por meio da expansdo em série de Taylor do campo
de vetores. J4 as bifurcacdes globais sdo mais dificeis de serem detectadas, embora possam
ser encontradas de maneira indireta. Neste trabalho serdo estudados trés tipos de bifurcagdes
locais, a de Hopf, sela-n6 e a de Bogdanov-Takens. Estas bifurcagdes se relacionam de certo
modo e através da bifurcacdo de Bogdanov-Takens ¢ possivel mostrar, de maneira indireta, a
existéncia de um laco homoclinico, uma bifurcacdo global. Grande parte da teoria exibida
neste capitulo estd presente em [12] e [13]. Por meio desta teoria as condi¢cdes de ndo

degenerescéncia para as bifurcacdes locais podem ser obtidas.

As bifurcacdes locais podem ser estudadas langando-se mao de dois teoremas: o teorema
da variedade central, enunciado na se¢do 3.2, e o teorema da forma normal que pode ser

encontrado em [23]. Estes teoremas desempenham um papel importante neste capitulo.
Embora a teoria apresentada aqui possa ser aplicada ao caso em que &£ R", o caso de

interesse neste trabalho é aquele em que m=2 ¢ & =(u,v) € R’.
Defini¢do 3.22: Um ponto ¢, € R” ¢ denominado um ponto de bifurcagdo de (3.17), se para
toda vizinhanga A = R” de ¢,, existirem ¢,,&, € A, tais que x' = f(x,g,) ¢ x'= f(x,¢,)
ndo sdo topologicamente equivalentes.

Suponha que x, e W seja um ponto de equilibrio degenerado de (3.17) e ¢, € R”, um
ponto de bifurcagdo, tal que 4= Df (x,, ,80) tenha n. autovalores com parte real nula

(autovalores criticos). Se A“ ¢ o conjunto de todos os autovalores criticos de 4, entdo o

autoespago generalizado £ gerado pelos autovetores associados a

A° ={2eA:Re(1)=0} (3.19)
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¢ isomorfo a R" . Através da translagdo X = x — x, e para ¢ = ¢, defina

F(x):f(x+x0,eo). (3.20)

Em (3.17), manteve-se a nota¢do anterior, ou seja, x =x. Seja a variedade central

ne

parametrizada por w € R™ ,

H:R"“ > R" (3.21)
w x=H(w) '
e seja a equagdo de restricdo também parametrizada por w € R™ ,
G:R* > R"
(3.22)

wHw =G6(w).

A equacdo de restrigdo ¢ forma normal da bifurcacdo analisada em coordenadas
apropriadas w € R" e para o ponto de bifurcagdo ¢ =¢,. De posse de (3.20), (3.21) e (3.22)

obtém-se a seguinte equacao diferencial parcial
H,(w)G(w)=F(H(w)). (3.23)

Considere agora as expansdes em série de Taylor de G ¢ H, em torno da origem, até

certa ordem
2 1 m+
Gw) =3 gaw* + O(fee]™ ). (3.24)
x|>1 .
H(w)=> S huw + O(Jw|™). (3.25)
o1 k!
onde O(” m“) denota uma funcdo suave com expansdo em série de Taylor iniciando nos

termos de ordem m +1 no minimo. A expansdo do campo de vetores F' ¢ apresentada na

secdo 3.4.

Para obter as condi¢des de ndo degenerescéncia para uma dada bifurcagdo (3.22) ¢
colocada na forma normal at¢ ordem m . Note que os coeficientes g, da forma normal (3.22)
e h_ da expansdo em série de Taylor de (3.21) sdo desconhecidos, porém podem ser obtidos a
partir de (3.23) por meio de um procedimento recorrente para x =1,...,m. Agrupando os

termos w"* de (3.23), obtém-se um sistema linear para os coeficientes #_,

Lh =R, (3.26)

K K
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onde L ¢ a matriz formada pela parte linear do campo de vetores e os autovalores com parte

, bem

real nula e R_ depende dos coeficientes de G e H de ordem menor ou igual a |1<
como dos termos de ordem menor ou igual |K| da expansao em série de Taylor do campo de
vetores F'. Quando R_ envolve somente quantidades conhecidas, o sistema (3.26) admite

solugdo porque Det(L)# 0 ou R, satisfaz a condi¢io de Fredholm

(p.R.)=0. (3.27)

Em (3.27), p ¢ o autovetor associado ao autovalor nulo de L. Se R_ depende dos
coeficientes g, de (3.24) ainda ndo calculados, Det(L) =0 e (3.27) fornece a expressao para
g.. Para todas as bifurcagdes locais a dois parametros, exceto para a bifurcacdo de

. . = . e
Bogdanov-Takens, o autoespago invariante de L (ou L' ) associado com o autovalor nulo ¢

unidimensional em C”, ou seja, existem autovetores ¢ € p Unicos tais que

La=0, (3.28)
L'p=0, '
satisfazendo a condi¢ao de normalizagao
(p.g)=1 (3.29)

e ndo ha outros autovetores generalizados. Assim, a unica solugdo A_ que satisfaz (3.26) pode

ser obtida resolvendo o sistema nao singular

[17LT ZJ(U :(I;Kj‘ (3.30)

Para (3.30) seré utilizada a notagao
h =L""R,. (3.31)

Uma demonstracao de (3.30), no caso da bifurcacdo de Hopf, pode ser encontrada em [16].
Para os demais casos, a extensao dos resultados de [16] € natural.

No caso da bifurca¢do de Bogdanov-Takens, existem os autovetores g, € p, associados
aos autovalores nulos, ou seja,

Lq, =0,

3.32
erlzoa ( )
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e autovetores generalizados ¢, e p, tais que

Lg, =gq,,
A= (3.33)
L p,=p,,
satisfazendo as condigdes
4:>Py) =4y>P1)=0
120 = (0> 1) (3.34)

(:p)={4,.p,)=1.

Sintetizando, o método apresentado consiste em restringir a variedade central e colocar
na forma normal, até certa ordem, o sistema dinadmico. Esta técnica ¢ aplicada nas se¢des 3.4 ¢

3.5 deste capitulo.
3.4 Bifurcagoes de Codimensao 1: Hopf e Sela-Né

Esta secdo trata das bifurcagdes de codimensdao 1, Hopf e sela-n6. O conceito de

codimensao ¢ apresentado a seguir.

Definicdo 3.23: O numero minimo de parametros que devem ser variados para que uma
bifurcacdo ocorra ¢ denominado codimensao de uma bifurcagao.
Para este trabalho ¢ suficiente a expansdo em série de Taylor do campo de vetores, em

torno da origem, até os termos de ordem 2 para as bifurcagdes sela-n6 e Bogdanov-Takens,
F(x)=Ax+ B(x.x)+ O[] ) (335)

e até os termos de ordem 3 para a bifurcacdo de Hopf,

F(x):Ax+%B(x,x)+éC(x,x,x)+O(||x||4), (3.36)
com
B(xy)=Y il F(n)| x . (3.37)
Ji1 017,01, y=0
Clxrd)=> — 2 E@m) . (3.38)
s 01,01,01, o

i =1,...,n, fungdes multilineares simétricas nas variaveis x, y, z€ C".
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Outra notagao

F(x)=dx =K (x)+O(|+[") (3.39)

sera utilizada no capitulo 4 para indicar as componentes da expansao em série de Taylor do

campo de vetores, em torno da origem, onde m =3 para as bifurcacdes sela-né e Bogdanov-

Takens e m =4 para a bifurcacdo de Hopf. A partir da funcdo K (x) ¢ possivel obter (3.37) e
(3.38).

3.4.1 Bifurcagao de Hopf

A bifurcacdo de Hopf estd relacionada com o surgimento ou desaparecimento de uma

orbita periddica no retrato de fase de (3.17). Um ponto de Hopf ¢ um ponto de equilibrio

(x,,¢,) de (3.17) onde a parte linear do campo de vetores A4 =Df(x,,&,) possui dois
autovalores da forma 4, =+i®,, @, >0 e nenhum outro autovalor critico. Um ponto de

Hopf ¢ denominado transversal, se os autovalores complexos da forma 4,, (¢) =y (¢) iw(¢)

interceptam o eixo imagindrio com derivada ndo nula.

A equagao de restricao na forma normal para a bifurcacao de Hopf ¢ dada por
_ 1 _ _
o' =G(w,w)=iow+ EGﬂwzw + O(H(w, w)”4 ) (3.40)

Sejam ¢ e p autovetores complexos de C”, calculados como

Ag=iw.q,
f v (3.41)
A D= _ia)opa
e satisfazendo a condi¢ao de normalizacao
(p.a)=2.Pua, =1. (3.42)
k=1

Em (3.42), o produto interno ¢ o usual em C”.

A variedade central neste tipo de bifurcacdo ¢ bidimensional e invariante pelo fluxo

(3.3) e pode ser parametrizada por w = (w,w) € R* = C (ver (3.21)), ou seja,

x = H(w,®). (3.43)
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Esta variedade central (3.43) possui expansao em série de Taylor, em torno da origem,

da forma

H(w,0)=qu+gio+ ¥ lk — ' +0(H w,o)| ) (3.44)

2< k<3 J!

com h, €C", h, =h, e jk=0.

Basta agora calcular de maneira recorrente as grandezas h,,, h,, ¢ G,, utilizando a

equacao diferencial parcial
H, (w,0)w'+ H; (w,w)' = F(H (w,)) (3.45)
e agrupando (ou comparando) os termos wiv , w” e W’ .

De (3.36), (3.40) e (3.44), segue para o membro direito de (3.45) a seguinte expressao

F(H(w,w)) = Aqu + Agiw +%(Ah20 +B(q.q))w’ +

—_

Ah,, +B(q,¢7))w17)+%(Al_120 +B(q.q))0’ +

1
E(Ahﬂ) +3B q, 20 +C(q,q q))
X (3.46)
E(Ahz, +C(q.9.9)+2B(q.h;,)+ B(q.hy, ) )w’iw +
1 — _
E(A q q.q +2B(q h, )+ (q,hﬂ,))ww2 +
1 _ _
g(Ahw +3B(q, h20)+C(q,q,q))w3 +0(H(w,w)”4)
Para o membro esquerdo de (3.45), resulta
H, (w,w)w'+ H, (w,0) @' = iayq —iog +ioh,w* —io)h,w” +
%ia)ohww3 +%(ia)0h21 +G,q)w’w +
1o = = N 5 1. - 4 (3.47)
E(—za)ohﬂ +G21q)ww —Eza)ohﬂ,w +
—\|4
O(H(w,w)” )
Comparando (3.46) e (3.47), para o termo ww obtém-se
Ah,, +B(q,4)=0, (3.48)

ou equivalentemente
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h,=-A"B(q.9). (3.49)

Para o termo w”,

%(Ahzo +B(q.q)) = ioyh,,, (3.50)
ou resolvendo para h,,

hy, =(2i0, — A) B(q.q). (3.51)

2_
Para o termo w w ,

1 _ _ 1,

E(Ahﬂ +C(q.9.9)+2B(q.h,, )+ B(q.hy,)) = E(M)th, +Gq), (3.52)
ou de forma equivalente

(iod = A)hy, —(C(q.4.) +2B(q.hy, )+ B(q.hy ) )+ G0 = 0. (3.53)

O sistema linear (3.53) depende do coeficiente ndo calculado G,,. Utilizando a condi¢do

de Fredholm (3.27), resulta o coeficiente da equagao de restri¢ao
G, =(p.C(4.4.7) +2B(q. b, )+ B(q.hy ). (3.54)

O primeiro coeficiente de Lyapunov (condi¢do de ndo degenerescéncia) ¢ dado por
1 1 _ _
(2) = Re(Gy) = 5Re(<p,C(q,q,q)+ 2B(q.hy, )+ B(q. 1)) (3.55)

Na vizinhang¢a de um ponto de Hopf transversal com /, # 0, o sistema dindmico (3.17),
restrito a variedade central, ¢ localmente topologicamente equivalente a forma normal

2

w'=(f +io)w+lwlw|, (3.56)

onde weC e B, @ e [ sdo continuacdes suaves de 0, @, e do primeiro coeficiente de

Lyapunov no ponto de Hopf, respectivamente.
Do que foi exposto segue o seguinte teorema sobre a bifurcacao de Hopf [12].

Teorema 3.5: Seja o sistema dinamico (3.17). Suponha que ¢z € R € o Unico parametro que

varia em £=(,u,u). Quando = y,, suponha a existéncia de um ponto de equilibrio

(x,.€,),com &, =(x,,0), satisfazendo as seguintes condigdes:
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BHI1. A parte linear do campo de vetores 4 = Df (xo,so) possui um par de autovalores

complexos 4, (&) =y(&)tin(e),com y(g)=0 ¢ w(e,)=a, >0.
BH2. A condi¢do de transversalidade }/'(30) = Re(< D, A’(so )q>) ¢ ndo nula.

BH3. O primeiro coeficiente de Lyapunov /, (80) ¢ ndo nulo.

Entdo, o sistema dindmico (3.17) apresenta uma bifurcacdo de Hopf em (xa ,€ ) .

Como conseqiiéncia do teorema 3.5 tem-se o seguinte corolario.

Corolario 3.1: Suponha que ¢z € R € o Unico pardmetro que varia em & = ( U, U) , de tal forma
que para X =X, ¢ £=¢,, com &, =(/,,0), ha uma bifurca¢do de Hopf em (3.17). Suponha
ainda que para u <y, (4> u,), a parte linear do campo de vetores, calculada no ponto de

equilibrio, possua um par complexo conjugado, com parte real negativa, como autovalores e

que para g, > p, (< i,) estes autovalores passem a ter parte real positiva. Entdo,

a) Se /, <0, o ponto de equilibrio (xo,ao) ¢ assintoticamente estavel e para cada x> 1, (ou
u < u,), porém suficientemente proximo deste, existe uma Unica Orbita periddica estavel

perto do ponto de equilibrio instavel (x,&).

b) Se /, >0, o ponto de equilibrio (xo,ao) ¢ instavel e para cada u <y, (4> y,), porém
suficientemente proximo deste, existe uma unica Orbita periddica instavel perto do ponto de

equilibrio estavel (x, 8) .
¢) Se [, =0, nada se pode concluir.

A figura 3.1 exibe o comportamento para o caso (a) do corolario 3.1. O retrato de fase

local ¢ do modelo bidimensional do circuito elétrico de Van der Pol (ver [10]).

Figura 3.1: Retrato de fase qualitativo da bifurcagcdo de Hopf.
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3.4.2 Bifurcagao Sela-N6

A bifurcagdo sela-n6 esté relacionada com o surgimento ou desaparecimento de pontos

de equilibrio. Um ponto de sela-n6 ¢ um ponto de equilibrio (xo ,80) de (3.17), tal que a parte

linear do campo de vetores A4 =Df(x,,&,) possui um autovalor nulo e ndo ha outros

autovalores criticos. Um ponto de sela-n6 ¢ dito ser transversal, se satisfaz uma condig¢do de

transversalidade que serd enunciada posteriormente.

Na forma normal, a equagado de restri¢ao ¢
w' = G(w)=sw? +0(jul’). (3.57)

Considere os autovetores ¢ € p,com g, p € R", calculados como

Aq =10,
; (3.58)
A p=0,
e satisfazendo a condicao de normalizacao
(p.g)=Y pa, =1. (3.59)
k=1

Para a bifurcacdo sela-nd, a variedade central ¢ unidimensional e invariante pelo fluxo

(3.3) e pode ser parametrizada por w =w € R como
x=H(w), (3.60)
com expansao em série de Taylor da forma

H(w)=qw+%h2w2+0(|w|3) (3.61)

e h eR".
Entao, de (3.18) e (3.60), resulta a seguinte equacao diferencial parcial
H,(w)w'=F(H(w)) (3.62)

que utilizada de maneira recorrente, juntamente com (3.35), (3.57) e (3.61), fornece a

expressdo para s, € R . Do membro direito de (3.62),

F(H(w)) = Aqu +%(Ah2 +B(g.q))w + O[] ). (3.63)
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Por outro lado, para o membro esquerdo segue

H, (w)w' = s,w’ +0(|w|3). (3.64)
Por comparagio entre (3.63) e (3.64), o termo w” fornece

Ah, =—-B(q,q9)+2s,q (3.65)

e da condicdo (3.27)

s =%<p,B(q,q)> (3.66)

a qual ¢ a condicao de ndo degenerescéncia.

Embora nao seja util nesta andlise, o vetor A, ¢ solugdo de

5 ko)

Na vizinhanca de um ponto de sela-no transversal com s, # 0, o sistema dindmico

(3.17), restrito a variedade central, ¢ localmente topologicamente equivalente a forma normal
’ 2
w'=p +sw’, (3.68)
onde w e R e B e s, sdo continuagdes suaves de 0 e da condi¢do de ndo degenerescéncia no
ponto de sela-no, respectivamente.

O proximo teorema, devido a Sotomayor, garante a existéncia de uma bifurcacao sela-no

genérica [6].
Teorema 3.6: Seja o sistema dindmico (3.17). Suponha que x# € R ¢ o unico parametro que

varia em &= ( ,u,u). Quando u = y,, suponha a existéncia de um ponto de equilibrio

(x,.8,), com &, =(x,,0), satisfazendo as seguintes condigdes:

BSN1. A parte linear do campo de vetores 4 = Df (x,,&,) tem um Gnico autovalor nulo, com

autovetores ¢ e p a direita e a esquerda, respectivamente,

BSN2. O produto interno de p comdi f (xo,s,,) ¢ ndo nulo (transversalidade),
7,

BSN3. O produto interno s, = %<p,B(q,q)>, com B(q,q) = Djf(xo,so )(q,q) , € ndo nulo.
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Entdo existe uma curva suave de pontos de equilibrio passando por (xo,eo), tangente ao
hiperplano R" x {80}- Dependendo dos sinais das expressdes em BSN2 e BSN3 ndo existem
pontos de equilibrio perto de (xo,so) quando u < g, (> p,) e dois pontos de equilibrio
pertos de (xo,so) para cada valor de u > g, (1 < u,). Os dois pontos de equilibrio de (3.17)
perto de (x,,&,) sdo hiperbolicos.

A figura 3.2 exibe o caso no qual para x < g, ha dois pontos de equilibrio que colidem

em u = u, e desaparecem para u >y, . Este € o retrato de fase local do modelo do sistema

elétrico de poténcia apresentado em [14].

Figura 3.2: Retrato de fase qualitativo da bifurcagdo sela-no.

3.5 Bifurcagao de Codimensao 2: Bogdanov-Takens

Ao contrério das bifurcagdes tratadas anteriormente, a bifurcacdo de Bogdanov-Takens
somente pode ser detectada através da variagdo de dois parametros. A proposta deste capitulo
¢ exibir as condigdes para ocorréncia de uma bifurcagdo de Bogdanov-Takens genérica e
construir o diagrama de bifurcagdes qualitativo, mostrando a relagdo entre esta bifurcagdo e as

bifurcagdes de codimensao 1 tratadas anteriormente.

Um ponto de Bogdanov-Takens ¢ um ponto de equilibrio (xo,ao) de (3.17), tal que a

parte linear do campo de vetores A = Df (xo,so) possui dois autovalores nulos e ndo ha

outros autovalores criticos. Isto implica que a parte linear do campo de vetores nao ¢
identicamente nula. Um ponto Bogdanov-Takens ¢ transversal, se uma transformagdo, que

sera exibida posteriormente, ¢ regular.

Para a bifurcagdo de Bogdanov-Takens existem varias formas normais equivalentes.

Particularmente, ha duas formas normais bem conhecidas, a forma normal de Takens
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' 2
W, = /Bzwo Tw, +bt1wo

(3.69)
w, =B +btw,
e a forma normal de Bogdanov
w, =w
0 ! (3.70)

4 2
w, = p + pw,+btw, +bt,w,w,.

Neste trabalho, sera utilizada a forma normal devido a Bogdanov. Neste caso, a equagao

de restricdo na forma normal ¢
co':G(wo,wl)=(G0(w0,wl),G1 (wyow,)), (3.71)
com

G, (w,,w,) =w, (
3.72)
G, (wy,w,) =btw; +bt,w,w, + O(H(wo,wl )H3 )

Como comentado na segdo 3.3, existem autovetores g¢,,p, € R" associados aos

autovalores nulos, tais que

Aq, =0,

3.73
A p, =0, (3.73)

e os autovetores generalizados ¢,, p, € R" que satisfazem

Aq, =q,,
f’ 1 (3.74)
A Py =D;-

Estes autovetores podem ser escolhidos de tal forma que

<q1’p0> =<q,,,p,>=0, .
<q0’p0>:<q1’p1>:1-

A variedade central, no caso da bifurcacdo de Bogdanov-Takens, ¢ bidimensional e

invariante pelo fluxo e pode ser parametrizada por w = (wo W, ) € R* como
x=H(w,w,), (3.76)

com expansao em série de Taylor da forma

1 1
H(w,w,)=q,w, +q,w, +Eh20w§ +h,,w,w, +Eh02wf + O(H(wmwz )H3) (3.77)
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com h, € R".

Para calcular as grandezas desconhecidas bt#,, bt, € R, basta utilizar a equagdo

diferencial parcial
H,, (wy,w;) Gy (wy.w; )+ H,, (wy,w,) G, (wy,w;) = F(H (w,,w,)), (3.78)
de maneira recorrente e agrupar os termos w; € w,w, .
De (3.35), (3.72) e (3.77), segue para o membro direito de (3.78), a seguinte expressio
F(H(wo,wl )) = Aq,w, + Aq,w, +%(Ah20 +B(q,.9, ))wﬁ +
(AR, + B(4,.9,))wow, + %(Ahoz +B(q,.q,))w; + (3.79)

0{Jere, ).

Para o membro esquerdo de (3.78)

Hwo (wo,IU] )Go (wo’wl ) + sz (wO’wI )Gl (woawl) =q,W, +bt1q1w02 +
(hy, +bt,q, ) wyw, +  (3.80)

3
h,w? + O(“(wo,wl )H )
Comparando (3.79) e (3.80), resulta para o termo wg
Ah,, + B(q,.9,)=2btq,. (3.81)

Utilizando (3.27), onde o produto escalar ¢ realizado com p,, segue que

(Py»Ahy ) =(p,.2bt,q, — B(4,.4,)) = 2bt,(p,.4,)— (P1- B(4,.4,)) = 0. (3.82)
Logo,
1
bt, =E<p1,B(q0,q0)>. (3.83)
Tomando o produto escalar em ambos os membros de (3.80) com p,

<p0 , Ah20> = <P052bt1q1 ~B(q,.4, )> = 2bt, <poaq1 > - <I’o ,B(4,.4, )> ) (3.84)
implica que

(Py>Ahy) =—(p,.B(4,:4,))- (3.85)



Mas cada componente do vetor Ah,, ¢ da forma

Ahzo Z a; Iy Iz

onde hzoj €R, j=1,..,n,sdo as componentes do vetor h,, ¢ a; € R,

i=1,..,
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(3.86)

n, as entradas

damatriz 4. Se p,, € R, i =1,...,n, denota cada componente do vetor p,, entdo

n n

0 i ij"h20, "0,
<p ’Ah20> Zpo Za hy zzpoa VR

i=l j=1

Invertendo os somatorios em (3.87), resulta

n

(py. Ahyy) = ]ZZ P ;(zl pol.a,.j]hzoj - ;(AT 2y), b,
:‘<ATp0,h20>. | |
Portanto, de (3.74), (3.85) e (3.88)
(Prota) =Py B(40-90)) -

Para o termo w,w,
Ah,, +B(q,.q,) = h,, +bt,q,

de onde vem, fazendo o produto interno de (3.90) com p,, que

<pl7AhII> = <p,,h20 +bt2q1 - B(qoaql )>

=(p,.hy, )+ b, (p,.q,)~ (P, B(4,.9,))
—o.

Assim,

b = (v B0, Bar, )

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Na vizinhanca de um ponto de Bogdanov-Takens transversal com b#bt, #0 (ndo

degenerescéncia), o sistema dinamico (3.17), restrito a variedade central, ¢ localmente

topologicamente equivalente a uma das formas normais (3.69) ou (3.70), com

w=(w,,w,)eR’ e B, B, bt, e bt, sdo continuagdes suaves de 0, 0 e das condigdes de

ndo degenerescéncia do ponto de Bogdanov-Takens, respectivamente.
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O seguinte teorema fornece condi¢des suficientes para a ocorréncia de uma bifurcagdo

de Bogdanov-Takens [12].

Teorema 3.7: Seja o sistema dindmico (3.17). Suponha que ux,v€ R podem variar em
&= ( y,u). Quando x =y, € v=y,, suponha a existéncia de ponto de equilibrio (xo,s,,),
com &, =(4,,,), tal que 4=Df(x,,&,) possui dois autovalores nulos ¢ nenhum outro

autovalor critico. Assuma que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

BBT1. A parte linear do campo de vetores 4 = Df (x,,¢,) ¢ ndo nula,
BBT2. O coeficiente bt, = %<p,,B(q0 .4, )> é nao nulo,

BBTS3. O coeficiente bt, = p,.B(q,.4,))+{p,-B(4,.4,)) éndo nulo,
BBT4. A transformagao

(x.2) > (f(x.2),Tr(Df (x.2)), Det (Df (x,2))) (3.93)
¢ regular no ponto (x,&)=(x,.¢,).

Entdo, o sistema dindmico (3.17) apresenta uma bifurcagdo de Bogdanov-Takens em
(x,.8,).

No teorema 3.7, a regularidade da transformagao apresentada em BBT4 significa que o

determinante da parte linear da transformagdo, calculada em (x,,¢, ), ¢ ndo nulo.

A forma normal de Bogdanov também pode ser escrita como

771, =11
, 2 . (3.94)
n = +am, +; +smm,+ 0|l )
com 5 =(7,,17,) € R*, através de uma mudanga no tempo da forma
bt
r =200, (3.95)
bt,
onde 7 ¢ 0 novo tempo e uma mudanga de coordenadas
bt;
n=—w,, (3.96)

bt,
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b
n, = b

bt,

—w,. 3.97
b, | (3.97)

Resulta desta mudanga que

bt,
=—=4, 3.98

bt;
a, =—=/f,, 3.99
2 btlz 162 ( )

Em (3.94),
s = sinal | — bty | _ ot |t (3.100)
bt1 bz‘1 bz‘2

A forma normal (3.94) ¢ essencial na constru¢do do diagrama de bifurcagdo. Despreze o
termo 0(”11”3) em (3.94) e considere que s =—1. Este é o caso tratado neste trabalho. Nestas
hipodteses, ¢ possivel descrever, qualitativamente, o diagrama da bifurcacdo de Bogdanov-

Takens para valores de (7,,7,) e (¢, @, ) suficientemente pequenos.

Defini¢ao 3.19: O diagrama de bifurcacdo de um sistema dindmico ¢ uma estratificagdo de
seu espaco de parametros, induzida pela equivaléncia topoldgica, junto com o retrato de fase

representativo para cada estrato.

A figura 3.3 exibe o diagrama para a bifurca¢do de Bogdanov-Takens.
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcacao da forma normal de Bogdanov.

De (3.94), verifica-se que todos os pontos de equilibrio estdo sobre o eixo 7, = 0. Estes

pontos satisfazem a equagao
a, + o 17 + sy, =0 (3.101)

e sdo da forma
n, :(%(—az +ya: — 4, ),Oj,
1
", =(5(—a2 —\Ja; —4aq, ),Oj.

A parte linear de (3.94), calculada em #, ou #, (¢ em (al,az)), possui polindmio

(3.102)

caracteristico
R, (/1) =17 + 17, ()/1 + Det, () (3.103)
com
1
Tr (- :—(—a +.\al —4a ),
() AU (3.104)

Det,, (1) =F\a; —4a,.

De (3.102) e (3.104) verifica-se que ao longo da curva
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Cov ={(@.a,) a3 —4a, =0} (3.105)
ha um Unico ponto de equilibrio cuja parte linear do campo de vetores, calculada neste ponto,
apresenta um autovalor nulo. Esta ¢ a curva de pontos de sela-nd, no espago de pardmetros, ou
simplesmente curva de sela-n6. Se «, # 0, entdo a bifurcacdo sela-né é ndo degenerada.

O ponto (,a,)=(0,0) separa esta curva em dois ramos, Cj, referente ao caso em
que a, >0 e Cy, associado ao caso em que «, <0. Ao cruzar a curva C,, no sentido da
direita para esquerda, ha o surgimento de dois pontos de equilibrio. Cruzar o ramo Cj, , neste
sentido, implica no surgimento de um de ponto de sela 7, € um no estavel #,, enquanto que,

cruzando Cs,, ha o surgimento de um ponto de sela #, e um nd instavel #,. Do lado

esquerdo da curva Cy, , #, ¢ sempre um ponto de sela e ndo sofre nenhum tipo de bifurcagio
local. O ponto #, ¢ do tipo sela neutra, ou seja, 77 (-) =4 + 4, =0 e Det, (-)= 44, <0, com

A, e A, autovalores reais, ao longo da curva
Cor ={(a12,) 1@, =0,a, >0}. (3.106)

Existe uma curva passando pela origem e para valores positivos de ¢, , no qual », passa

de n6 para foco. Tal curva é dada por
. 2 2 3

Cyp = {(al,az ):2560, +4a —64a,a, —64a; +16a; = 0} (3.107)
obtida através da condicao

Aay,a,)=Tr(-) —4Det, (-)=0. (3.108)
Esta curva possui dois ramos, Cy, para valores de &, >0 e C,, para valores de «, <0.

Para o ponto #,, a curva de pontos de Hopf (ou simplesmente curva de Hopf) ¢

Cy ={(a.a,): 2, =0,2, <0}. (3.109)

Ao longo de C,,, a bifurcagdo de Hopf ¢ ndo degenerada. Como /, <0 (ver Apéndice
A), a orbita periddica existe proxima de C, para valores de ¢, <0. Estas sdo as tnicas

bifurcacdes locais que ocorrem.
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Matematicamente, pode-se dizer que a curva C,, ¢ a curva das Orbitas periddicas de

periodo P, = 2—” Ha uma regido no diagrama de bifurcag¢do (regido 4) na qual as orbitas
@,

periddicas estaveis possuem periodo 7 finito. Quando 7 — oo, estas Orbitas periodicas

tendem a um lago homoclinico. Para certos valores dos parametros ¢, e «,, a variedade
instavel de #, se conecta com a variedade estavel gerando o lago homoclinico. Este fendmeno

¢ chamado de bifurcagdo homoclinica de sela. O proximo lema trata disto [12].

Lema 3.1: Existe uma tnica curva suave C

1 » que corresponde a bifurcacdo homoclinica de

sela para a forma normal (3.94), que se origina em (al,az):(0,0) e tem a seguinte

representacao local
6 ,
C, = (azl,az):051+£oz2 =0,a, <0p. (3.110)

Além do mais, para H(al,az )H suficientemente pequeno, (3.94) possui uma Unica Orbita
periddica estavel, para valores dos pardmetros dentro da regido limitada pela curva de Hopf

C, epelacurva C,,, e ndo ha orbitas periddicas fora desta regido.

Do que foi exposto, segue uma analise da figura 3.3. Na regido 1 ndo ha pontos de

equilibrio. Cruzando a componente Cy, da direita para esquerda surgem dois pontos de
equilibrio, uma sela #, e um no instavel #,. Ao longo da curva C,,, o nd instavel
transforma-se em um foco instdvel, de tal forma, que na regido 3 h4 uma sela #, e um foco
instavel #,. Se (a,,a, ) € C,,, entdo este ponto #, ¢ uma sela neutra. Do ponto de vista do
diagrama de bifurcagdo a curva C,, tem pouca relevancia, j4 que o ponto #, na regido 2 ¢

topologicamente equivalente ao ponto #, na regido 3, o mesmo valendo para as regides 5 e 6.

A curva C,,, ¢ a curva dos lagos homoclinicos. Ao longo desta curva, a variedade
estavel da sela #, conecta-se com a variedade instavel gerando o laco. O ponto #, continua
sendo um foco repulsor. Na regido 4 surge uma Orbita periodica estavel. Pelo fato de /, <0,
ao longo da curva C,;, 5, ¢ uma sela e 5, um foco atrator fraco (equilibrio ndo hiperbdlico).
Cruzando a curva de Hopf da esquerda para direita (regido 5), o ponto #, continua uma sela e
n, passa a ser um equilibrio hiperbolico (foco atrator). Na regido 6, o ponto #, torna-se um

no atrator uma vez que a curva C,, foi interceptada. Atravessando a componente Cy, , 0s
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pontos colidem e desaparecem na regido 1. Na origem 0, ponto de bifurcacdo de Bogdanov-
Takens, hd um unico ponto de equilibrio com exatamente duas Orbitas assintdticas uma
tendendo para o equilibrio quando 7 — o e a outra quando 7 — —oo, originando uma

cuspide.

Dois fatos interessantes surgem analisando-se o diagrama de bifurcagdo. Primeiro, ao
atravessar da regido 3 para a regido 4 ha o surgimento de uma orbita periddica estavel, sem

mudanga na estabilidade do ponto de equilibrio #, que continua sendo um foco repulsor. Isto
se deve a presenca da curva C,,, . Segundo, caminhando ao longo da curva C,,, em dire¢do a

origem, o laco homoclinico contrai colapsando no ponto de Bogdanov-Takens (existe também

um colapso dos pontos de equilibrio) gerando a figura do ponto 0.

O caso s=+1 ¢ tratado de modo similar e pode ser reduzido ao estudo feito aqui,

através da transformacao
(z.1,) > (=7.-m,). 3.111)

Esta transformacao ndo altera o retrato de fase exceto a estabilidade da orbita periddica.

No capitulo 4 toda a teoria desenvolvida para as bifurcagoes de codimensao 1, Hopfe

sela-n6 e para a bifurcagao de Bogdanov-Takens ¢ aplicada ao MSEP.
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CAPITULO 4

ANALISE DO MODELO

4.1 Introducao

A estabilidade de um sistema elétrico de poténcia esta relacionada com a capacidade de
uma unidade geradora em transferir poténcia a uma carga elétrica em condi¢des adequadas.
Devido a demanda atual e aos padrdes de qualidade de energia, o conhecimento dos fatores
que levam a perda de estabilidade ¢ fundamental. Este capitulo trata da andlise do MSEP

utilizando a teoria descrita no capitulo 3.
4.2 Estabilidade Linear

Neste trabalho, os parametros de interesse no MSEP sdo a poténcia ativa B, e a poténcia
reativa (, da parcela estatica da carga elétrica. A hipotese é que estes pardmetros podem

variar de maneira independente, diferentemente da situacdo em que o fator de poténcia ¢

mantido constante e os pardmetros F, e O, podem ser reduzidos a um Uinico pardmetro.

Na andlise, considere a seguinte substitui¢do de variaveis em (2.38), x=E, y=9,
z=0, e w=w,edenote O, por 1 e F por v.Fixando todos os demais parametros, (2.38)

pode ser escrito como
x'= f(x,¢), 4.1)

com x =(x,y,z,w)e R* o vetor de estados ¢ f:/W < R*xR’> — R" um campo de vetores
suave e & = (x,0) o vetor de parametros. O conjunto ¥ ¢

W:{(x,s)eR4xR2 :xe[O,oo), ye[—%,%} Ze‘:—%,%} we(—oo,oo),

4.2)
,ue[O,oo),Ue[O,oo)}.
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Neste caso, o campo de vetores fica definido por

f(x,s) = (f1 (x,a),f2 (x,s),f3 (x,(%:),f4 (x,s)), (4.3)

com

S (% y.z,w, 1,0) =

fo(xy,z,w, 1,0) =
£ (% y,z,w,u,0) =

fo(x .z, w, 1,0) =

T (k3 (P(x,y,z)—PO —plv)—kl(Q(x,y,z)—Qo _‘qu)"‘
(kl (k4 + Qzﬂ)_k3 (kz +p21)))x+(kl (ks +q3,u)—k3p3u)x2)

(0(x..2) = 0, — gyt — (ky + gy p2) x = (s + gy 12) x*) (4.4)

(—Dw+ B, +E, Y, sen(y—z—06, )x+E,Y,sen(6, ))

No estudo do MSEP, foram adotados valores numéricos para os parametros

considerados fixos. Assim, para os geradores sincronos e linhas de transmissao

E, =25
Y, =8.0
6, =—12.0
E, =10
Y, =5.0
6, =-5.0
C=12.0
P, =10
D=0.02
M =03

Com relacdo a parcela estatica da carga elétrica, foram adotados os seguintes valores

p1:O
p, =1
p; =0
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q, =1
g, =0

Embora o modelo de poténcia constante seja o pior caso, o interesse aqui reside somente
no modelo de corrente constante, para a parcela estatica da carga elétrica, conforme pode ser
visto nos valores adotados anteriormente. Contudo, variagdes suficientemente pequenas nos
parametros do modelo polinomial ZIP, de forma a levar em conta as parcelas de poténcia,

corrente e impedancia constantes, ndo alteram os resultados deste trabalho.

Para a parcela dindmica da carga elétrica, os valores dos pardmetros diferem daqueles

apresentados em [4],

P, =03
0, =03
k =0.1

k, =0.2
ky = —0.02
k, =—2.0
k=175

T, =20.0

Nos valores listados anteriormente, os angulos sdo fornecidos em graus e os demais

valores em p.u.. Em termos numéricos, as componentes do campo de vetores (4.4) sao

A (x,y, zZ,W, U, U) =-0.4500 + (2.4500 -1.2500 1 — O.25000)x -
25.9075x> +5.0000xsen (0.2094 — y) +
25.0000xcos (0.2094 — y) +1 .2500xsen(0.0873 -y+ Z) +
6.2500xcos (0.0873 - y + z)
s (x, VoZ, W, z)) =15.0000 + (—100.0000 + S0.000,u)x +1015.3100x" —
1000.0000xcos(0.2094 — y) - 250.000xcos(0.0873 -y+ Z)
£ (x,y,z,w,,u,u) =w
fa (x,y,z, w,,u,z)) =1.8807 - 0.0667w + 16.6667xsen(0.0873 +y- Z).

(4.5)

Em todos os resultados numéricos apresentados serdo utilizadas apenas quatro casas

decimais. Nos apéndices, estes resultados podem ser encontrados com um nimero maior de
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casas decimais. Os valores numéricos que comparecem nas fungdes seno e cosseno em (4.5)

estdo em radianos.

O MSEP apresenta pelo menos dois pontos de equilibrio (xo,s) e (xl ,8) , intersecgdes

dos conjuntos de nivel zero

>

g(x,y,z):fl(x,y,z,O,,u,u) 0
h(x,y,z) =/, (x, v,z,0, ,u,u) =0, (4.6)
k(x,y,z):ﬁ(x,y,z,o,y,u) 0

3

contidos no hiperplano w =0 em R" e para certos valores do vetor de parimetros & = ( y,u) .

A partir de (4.5), pode-se calcular a parte linear do campo de vetores

K(r) Dpnn Dieg %
= () ay(x,«s) o () 2 (x.e)
of, of, of, of,
L) Lve) Liwe) 2(xe)

Df (x,&) = o o of of (4.7)
Lewe) Lixs) Lxe) L(r)
Py Foien) Foprg &
L(ve) Lore) Liws) Lixs)

e o polindmio caracteristico
P(A) =2  +¢,(x,8) A" +¢,(x,8)A* + ¢ (x,8) A +¢, (x,8). (4.8)

Obviamente, as entradas de (4.7) e os coeficientes de (4.8) (fungdes das entradas de

(4.7)) sao campos escalares definidos em uma regido W, c W e obtidos de (4.5). Estes

campos escalares podem ser encontrados no apéndice B e por questdo de tamanho ndo sdo

exibidos aqui. Um ponto de Bogdanov-Takens ¢ solucao de

9

BT, (x,g) =c, (x,a) 0 49)
x,e)=0,

BT, (x.6) = (x.2)

e (4.6).

Fixado o valor do pardmetro v, o estudo se reduz a uma analise a um parametro x do

sistema dindmico (4.5). Neste caso, a curva de Hopf ¢é obtida a partir de
H(x,s) = (x,s)2 —-¢ (x,s)02 (x,s)c3 (x,s) +¢c, (x,s)c3 (x,s)2 =0 (4.10)

e a curva de sela-n6 de
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SN(x,e):co (x,g):O, (4.11)

ou seja, todo ponto de Hopf deve ser solucao de (4.6) e (4.10) e de sela-n6 solugdo de (4.6) e
(4.11).

Na anélise a um parametro p e para v =1.5 fixo considere a tabela 4.1.

Variacdo de x, ( u) e autovalores em funcdo de u

H x y z A () AHu) | 4w A (1)
0.9933 | 0.7508 | 0.0186 | 3.0966 | -142.1987 | -14.2958 | 43329 | 3.9346

5.0880 | 0.5468 | 0.0472 | 3.0682 | -94.8539 | -10.9394 -3.7948 3.3180

6.3862 | 0.4811 | 0.0577 | 3.0498 | -81.6891 -9.5651 3.0931 -3.6300

10.0787 | 0.2900 | 0.0979 | 2.9270 | -49.2104 2.3378 -3.8154+ | -3.8154-
10.8956 10.8956
16.0790 | 0.1129 | 0.2250 | 1.9035 | -25.8538 2.5342 -0.8075+ | -0.8075-
11.8174 11.8174
19.0181 | 0.1351 | 0.2287 | 1.3038 | -28.3285 | -1.1771+ | -1.1771- 2.0358
11.8175 11.8175
20.0030 | 0.1876 | 0.2075 | 0.9400 | -33.7470 -3.1541 0.6434 -0.9183

20.0154 | 0.1967 | 0.2043 | 0.9026 | -34.6823 -3.8822 0 -0.0925

Tabela 4.1: Variagdo de x, () em fungdo do pardmetro 1.

Pode-se observar que o ponto de equilibrio x, ( ,u) ¢ um ponto de sela para todo valor

do parametro x € [O, 20.0154). Para o ponto de equilibrio x;, ( ,u) , ha a tabela 4.2.

Variacdo de x;, ( ,u) e autovalores em funcdo de u

H X y z A (#) L) | A(u) Ay (1)
0.9850 | 1.2476 | 0.0463 | 0.2241 | -281.6240 | -34.7862 | -0.0140+ | -0.0140-
i4.0680 | i4.0680
5.0000 | 1.0500 | 0.0691 | 0.2641 | -214.5304 | -32.2374 | -0.004+ | -0.004-
i3.7254 | 37254
63947 | 0.9808 | 0.0773 | 0.2798 | -193.1635 | -31.1871 | 13.5974 | -i3.5974

10.0135 | 0.8000 | 0.0992 | 0.3280 | -143.8001 | -27.9984 0.0115+ 0.0115-
13.2464 13.2464

16.0037 | 0.4889 | 0.1415 | 0.4617 | -74.4404 | -19.0945 0.0427+ 0.0427-
12.4662 12.4662

20.0043 | 0.2058 | 0.2012 | 0.8688 | -35.6308 -4.5242 0.66831 -0.66831

20.0125 | 0.2013 | 0.2028 | 0.8852 | -35.1569 -4.2108 -0.020+ -0.020-
10.4858 10.4858

20.0154 | 0.1967 | 0.2043 | 0.9026 | -34.6823 -3.8822 0 -0.0925

Tabela 4.2: Variagdo de x, (x) em fungdo do parametro .
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Para um valor do parimetro 4 < [0,6.3947), a parte linear do campo de vetores (4.5)
calculada em (xI (,u),,u), apresenta dois autovalores reais 4 (u)=a, () e 4, (1) =a,(u)
com a(u)<0 e a,(#)<0 e um par complexo conjugado na forma
Ay (p)=ay(p)xiby (), com ay(u)<0. Localmente, o ponto de equilibrio x,(x) ¢é

assintoticamente estavel para todo valor do pardmetro na faixa dada. Quando o valor do

parametro 4 € (6.3947,20.0043), o ponto de equilibrio x, () passa a ser instavel. Neste
caso, A(u)=a(u), A(u)=a,(p) e A, (u)=a;(p)xiby(u) com a (u)<0,
a,(1)<0 e a,(u)>0. Na faixa pe(20.0043,20.0154), x,(x) ¢ novamente localmente

assintoticamente estavel, devido 8 mudanga de sinal na parte real de 4, , ().

Em g =6.3947, u,=20.0043 e 4, =20.0154, os pontos de equilibrio sdo
degenerados (ndo hiperbolicos). Localmente, a mudanga de estabilidade do ponto de

equilibrio x;, ( ,u) nos dois primeiros valores ¢ o desaparecimento dos pontos de equilibrio

para valores superiores a g, indicam a presenga de bifurcagdes. Desta andlise, resultam dois

candidatos a pontos de Hopf

(x,,£,)=(0.9808,0.0773,0.2798,0,6.3947,1.5000), (4.12)

(xz,sz) = (0.2058,0.2012,0.8688, 0, 20.0043,1.5000), (4.13)

e um candidato a ponto de sela-nd

(x;.¢; ) =(0.1967,0.2043,0.9026,0,20.0154,1 .5000) . (4.14)

Nas figuras, os pontos de Hopf (4.12) e (4.13) sdo identificados pelas nomenclaturas H, e

H, , respectivamente e o ponto de sela-no6 (4.14) por SN, .
Considere um outro estudo a um parametro x4, porém agora com v =2.5 fixo. Este
caso apresenta uma situagdo interessante tratada na se¢do 4.7. Utilizando a notacdo x, ( y) e

X, ( ,u) para os pontos de equilibrio, a tabela 4.3 ¢ obtida para o ponto de equilibrio x, ( ,u)

por variagdo do pardmetro y .
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Variagdo de x, () e autovalores em fungdo de u
Z x y z Ale) | A(n) | A0 | A(w)
1.0744 | 0.7360 | -0.0306 | 3.0443 | -178.5934 | -10.5997 | -4.4229 3.8787
5.0693 | 0.5383 | -0.0023 | 3.0153 | -122.7725 | 3.2780 -7.7898 -3.9626
10.0599 | 0.2838 | 0.0492 | 2.8691 | -63.7735 2.3103 | -3.0713+ | -0.0713-
11.3661 11.3661
14.0051 | 0.1267 | 0.1423 | 2.2717 | -33.6328 2.1433 | -0.8884+ | -0.8884-
11.6366 11.6366
18.0258 | 0.1210 | 0.1830 | 1.4715 2.2279 -0.8699 | -0.8699- | -32.8457
+11.7494 | 11.7494
19.8911 | 0.1723 | 0.1633 | 0.9648 | -41.4135 1.0101 | -1.4441+ | -1.4441-
11.1672 11.1672
19.9732 | 0.1866 | 0.1579 | 0.8945 | -43.8181 0.5686 | -1.5449+ | -1.5449-
10.2878 10.2878
19.9858 | 0.1955 | 0.1547 | 0.8573 | -45.3196 | -2.5950 0 -0.3195

Tabela 4.3: Variagdo de x, (x) em fungdo do parametro 1.

Semelhantemente a x,(x), o ponto x,(x) ¢ um ponto de sela para todo valor

1 €[0,19.9858).

Através de uma andlise idéntica aquela realizada para o ponto x;, ( y) , 0s seguintes

candidatos a pontos de Hopf

(x,,£,)=(0.7835,0.0508,0.2826,0,10.2043,2.5000), (4.15)

(x;,&5 ) =(0.2237,0.1455,0.7615,0,19.8892,2.5000), (4.16)
e a ponto de sela-no

(x,.&,)=(0.1955,0.1547,0.8573,0,19.55,2.5000), (4.17)

sdo encontrados na tabela 4.4.

Em certos casos, os pontos de Hopf (4.15) e (4.16) sdo denotados por H, e H,,
respectivamente e o ponto de sela-né por SN,. Todos os pontos de equilibrio degenerados,

encontrados nesta se¢do, requerem uma analise mais fina segundo a teoria das segdes 3.4 e
3.5. A forma como estes pontos foram encontrados esta presente no apéndice B. Os dados das

tabelas 4.1, 4.2, 4.3 ¢ 4.4 foram obtidos utilizando-se o software MATCONT 2.2.9.



50

Variagdo de x; (4) e autovalores em fungdo de u
~ X Y z Ale) | ) | A) | Aw)
1.9837 | 1.1895 | 0.0021 | 0.1843 | -327.5007 | -27.0575 | -0.0242+ -0.0242-
13.9723 13.9723
49900 | 1.0422 |0.0193 | 0.2151 | -271.2715 | -25.0235 | -0.0165+ -0.0165-
13.7136 13.7136
10.2043 | 0.7835 | 0.0508 | 0.2826 | -184.3752 | -20.6080 13.2043 -13.2043
14.0075 | 0.5897 | 0.0764 | 0.3563 | -128.0557 | -16.1764 0.0174+ 0.0174-
12.7380 12.7380
17.9981 | 0.3704 | 0.1113 | 0.5081 | -78.0645 -9.8691 0.0439+ 0.0439-
12.0712 12.0712
19.8892 | 0.2237 | 0.1455 | 0.7615 | -50.1689 -4.1355 11.1009 -11.1009
19.9736 | 0.2048 | 0.1515 | 0.8222 | -46.9118 -3.1791 -0.0723+ -0.0723-
10.6989 10.6989
19.9858 | 0.1955 | 0.1547 | 0.8573 | -45.3196 -2.5950 0 -0.3195

Tabela 4.4: Variagdo de x; () em fungdo do pardmetro 1.

4.3 Analise da Bifurcacao de Hopf

Certas oscilagdes nas grandezas fisicas em um sistema elétrico de poténcia podem ser

modeladas através de uma bifurcacdo de Hopf. Este ¢ um dos tipos de bifurca¢do que ocorre

no MSEP. O principal objetivo desta secdo ¢ demonstrar esta afirmagdo para os casos v =1.5

e v=2.5 fixos.

4.3.1 Caso v=1.5 Fixo

Teorema 4.1: Fixado v=1.5, o sistema dindmico (4.5) apresenta bifurcagdes de Hopf

genéricas para g, = 6.3947 e p, =20.0043. Além do mais, /, <0 em ambos os casos ¢

a) O ponto de equilibrio (x,,e,) ¢ assintoticamente estavel e para cada u > g, porém

suficientemente proximo deste, existe uma unica Orbita periddica estavel perto do ponto de

equilibrio instavel (x,s) = (x, 1,1 .5) ,



51
b) O ponto de equilibrio (xz,ez) ¢ assintoticamente estdvel e para cada u < u,, porém
suficientemente proximo deste, existe uma Unica Orbita periddica estavel perto do ponto de

equilibrio instavel (x,&) = (x,,1.5).

Demonstracio: A demonstracdo ¢ uma aplicagdo imediata do teorema 3.4. A parte linear do

campo de vetores (4.5), calculada em (x,,¢,),

-24.9515 -1.0528  -0.5771 0
980.5290 —-199.3330 70.0786 0

Df(x,,¢g,)= , 4.18
f (xive) 0 0 0 1.0000 (15)
-1.9175 16.2383  —-16.2383 —-0.0667
possui polindmio caracteristico
P(A)=2"+224.35102° +6037.16004° +2903.32004 + 77959.3000 (4.19)
e autovalores
A, =-193.1640,
A, ==31.1871, (4.20)
A4 =£i3.5974.
Note que a condicdo BH1 ¢ automaticamente satisfeita por (4.20). Aqui,
w, =3.5974. (4.21)
Os autovetores ¢, p € C*, calculados segundo (3.41), sdo
g =(—0.0010+:0.0083,—0.0041—0.0533,-i0.2674,-0.9651), (4.22)

p= (—1.3 197 +1i0.1778,-0.0352 —10.0003,-0.0339 - i1.8641,—0.5182 — i0.0002) ,(4.23)

satisfazendo a condi¢ao de normalizagdo (3.42).

Seguindo a notacdo (3.39), o campo de vetores (4.5) tem expansdo em série de Taylor,

em torno da origem, da forma
F(x) = Ax = (K, (%), K, (%), K (x),K, (x))+ O(|«d"), (4.24)

com
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K, (x)=-25.9075x" —1.0734xy —15.5887 " — 0.5884xz +
6.2248yz —3.1124z% —15.8937xy” +0.1755)° +

(4.25)

6.3466xyz +0.2885y°z —3.1733xz> —0.2885yz° +
0.0962z°,

K, (x)=1015.3100x" —203.2330xy + 603.6150" + 71.4499xz —
234.9750yz +117.4870z% +615.4250xy" +33.2221y° — (4.26)
239.5720xyz —35.0393y°2 +119.7860xz> +35.0393yz> — '
11.67982°,

K,(x)=0, (4.27)

K, (x) =16.5560xy +0.9404y° —16.5560xz —1.88074yz +

0.9404z° +0.9588xy” —2.7064y" —1.9175xyz + (4.28)
8.1191y°z +0.9588xz* —8.1191yz” +2.7064z°,

para 4= .

Resultam de (4.24), as seguintes fungdes multilineares simétricas, com x, y, ze€ C*,

calculadas segundo (3.37) e (3.38)
B(x,y) = (B1 (x,y),B2 (x,y),B3 (x,y),B4 (x,y)) , (4.29)

com

B, (x,y) =-51.8150x,y, —=1.0734x,y, —1.0734x,y, —31.1774x,y, —
0.5884x,y, —0.5884x,y, +6.2248 x,y, + 6.2248x,y, — (4.30)
6.2248x,y;,

B, (x,y) = 2030.6154x, y, —203.2329x,y, — 203.2329x, , +
1207.2290x, y, +71.4499x, y, + 71.4499x, y, — (4.31)
234.9746x, y, — 234.9746x, y, +234.9746x, y,,

B,(x,y)=0, (4.32)
B, (x,5)=16.5560x,y, +16.5560x, y, +1.8807x,y,~16.5560x, y; - 433)
16.5560x,y, —1.8807x, v, —1.8807x,, +1.8807x,y,,
€
C(x.5.2) = (G (%..2).C, (x.5.2).C; (x.9.2).C, (x..2)). (4.34)

com



C (x,p,2) =-31.7874x,y,z, —31.7874x,y,z, —31.7874x, y,z, +
1.0528x,y,z, + 6.3466x,y,z, + 6.3466 x,y,z, +
6.3466x,y,z, + 6.3466x, y,z, + 6.3466x,y,z, +
6.3466x,y,z, +0.5771 x,y,z, + 0.57712x,y,z, + (4.35)
0.5771x,y,z, —6.3466x,y,z, —6.3466x,y,z, —
6.3466x,y,z, — 0.5771 x,y,z, = 0.5771x,y,2; —
0.5771x,y,z, +0.5771x,y, 25,

C, (x, A z) =1230.8509x,y,z, +1230.8509x, y,z, +1230.8509x, y,z, +
199.3325x,y,z, — 239.5724 x,y,z, —239.5724x,y,z, —
239.5724x,y,z, —239.5724x, y,z, — 239.5724x, y,z, —
239.5724x,y,z, —70.0786x,y,z, —70.0786x,y,z, — (4.36)
70.0786x,y,z, +239.5724x,y,z, +239.5724x,y,z;, +
239.5724x,y,z, +70.0786x, y,z, +70.0786x;, y,z; +
70.0786x,y,z, —70.0786Xx;y,z;,

C, (x, y,z) =0, (4.37)

C, (x, y,z) =19175x,y,z, +1.9175x,y,z, +1.9175x, y,z, —
16.2383x,y,z, —1.9175x,y,z, —1.9175x,y,z, —
1.9175x,y,z, =1.9175x,y,z, —=1.9175x, y,z, —
1.9175x,y,z, +16.2383x,,z, +16.2383x, y,z, + (4.38)
16.2383x,y,z, +1.9175x,y,z, +1.9175x,y,z, +
1.9175x,y,2z, —16.2383x, y,z, —16.2383x,y,z, —
16.2383x,y,z, +16.2383x,y,z;.

Logo, o primeiro coeficiente de Lyapunov (condi¢ao BH3) ¢

[ (1) =-0.0041, (4.39)
visto que
h,, =(-0.0146,0.0002,0.0109,0), (4.40)

h,, = (0.0132 —i0.0034,-0.0014 —70.0144,0.0054 +i0.0061,—-0.0442 + i0.0385) .(4.41)

Para finalizar esta primeira parte,
7'(1)=-0.0019, (4.42)

o que demonstra BH2.

53
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O outro ponto de Hopf tem analise exatamente igual. E mantida a mesma notagio. Dada

a parte linear do campo de vetores (4.5), calculada em (xz , €, ),

-3.1463 —-0.2930 -0.6940 0

136.1060 -36.9421 35.2554 0

Df(x,,&,)= 4.43
f (x.2) 0 0 0 1.0000 (4.43)

-9.1373  2.8690 -2.8690 —0.0667
o polindomio caracteristico de (4.43)

P(/i) =A% +40.15504° +161.64801" +17.93174 + 71.9861 (4.44)

possui as seguintes raizes

A, =-35.6308,
A, = —4.5242, (4.45)
Ay, = %i0.6683,

o que demonstra BH1. Aqui,

@, =0.6683. (4.46)
A partir de (4.43) e (4.45),
g =(—0.1817 +i0.0289,0.1035 +i0.1045,0.8080,i0.5400),, (4.47)

pP= (—0.0837 —10.2909,-0.0002 —70.0674,0.6000 —0.0568,0.0045 — i0.8974) . (4.48)
A condi¢ao BH2 ¢ dada entdo por
;/'(yz) =0.0696. (4.49)

Para demonstrar BH3, considere as componentes da expansdo em série de Taylor do

campo de vetores (4.5), em torno da origem, até os termos de ordem 3 e para u = y,

K, (x) =-25.9075x> —1.4234xy —3.1337y” —3.3716xz +
1.1133yz - 0.5567z% —15.2246xy° +0.0488y° +

(4.50)
5.4090xyz +0.3470y°z —2.7045xz" —0.3470yz" +
0.11572°,
K, (x)=1015.3100x" —179.4780xy +121.6530y° +171.2840xz —
37.4825yz +18.74132> +591.0350xy" + 6.1570y° — 451)

182.1040xyz —17.6277y°z +91.0519xz> +17.6277 yz* —
5.8760z°,
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K, (x)=0, (4.52)

K, (x)=13.9387xy +0.9404)* —13.9387xz —1.8807yz + 0.9404z" +
4.5687xy° —0.4782y" —9.1373xyz +1.4345)°z + (4.53)
4.5687xz" —1.4345yz° +0.47822°.

Novamente, das componentes da expansdo em série de Taylor (4.50), (4.51), (4.52) e

(4.53), seguem as componentes das fungdes multilineares simétricas B e C

B, (x,y) =—-51.8149x,y, —1.4234x,y, —1.4234x,y, — 6.2736x,y, —
3.3716x,y, —3.3716x,y, +1.1133x,y, +1.1133x,y, — (4.54)
1.1133x,y,,

B, (x,y)=2030.6154x,y, —179.4782x,y, —179.4782x,y, +
243.3060x,y, +171.2839x, y, +171.2839x,y, — (4.55)
37.4825x,y, —37.4825x,y, +37.4825x,y,,

B, (x,y) =0, (4.56)

B, (x,y) =13.9387x,y, +13.9387x,y, +1.8807x,y, —13.9387x,y, —

(4.57)
13.9387x, y, —1.8807x,y, —1.8807x,y, +1.8807x, y;,

C (x,y,2)=-31.7874x,y,z, —31.7874x,y,z, -31.7874x,y,z, +
0.2930x,y,z, +5.4090x, y,z, +5.4090x, y,z, +
5.4090x, y,z, +5.4090x, y,z, +5.4090x,y,z, +
5.4090x,y,z, +0.6940x, y,z, +0.6940x, y,z, + (4.58)
0.6940x, y,z, —5.4090x, y,z, — 5.4090x, y,z, —
5.4090x,y,z, —0.6940x, y,z, — 0.6940x,y,z, —
0.6940x,y,z, + 0.6940x, y,z,,

C, (x, v, z) =1182.0703x,y,z, +1182.0703x,y,z, +1182.0703x, y,z, +
36.9421x,y,z, —182.1039x, y,z, —182.1039x, y,z, —
182.1039x, y,z, —182.1039x, y,z, —182.1039x, y,z, —
182.1039x;y,2, —35.2554x,y,z, —35.2554x,y,z, — (4.59)
35.2554x,y,z, +182.1039x, y,z, +182.1039x, y,z, +
182.1039x, y,z, +35.2554x, y,z; +35.2554x,y,z;, +
35.2554x,y,z, —35.2554x,y,z,,

C, (x, y,z) =0, (4.60)
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C, (x, y,z) =9.1373x,y,z, +9.1373x,y,z, +9.1373x,y,z, —
2.8690x,y,z, —=9.1373x,y,2, —=9.1373x,y,2, —
9.1373x,y,z, =9.1373x, y,z, =9.1373x,y,z, —
9.1373x,y,z, +2.8690x, y,z, +2.8690x, y,z, + (4.61)
2.8690x,y,z, +9.1373x,y,z, +9.1373x, y,z, +
9.1373x,y,z, —2.8690x, y,z, —2.8690x, y,z, —
2.8690x,y,z, +2.8690x,y,z,.

Assim,

[ (1) =—-12.2031. (4.62)

o que demonstra BH3. A segunda parte da demonstragdo ¢ conseqiiéncia do corolario 3.1.
[

Nada se pode concluir com relagdo as orbitas periddicas. O corolario 3.1 garante a
existéncia local das drbitas. Em outras palavras, ndo se pode garantir que a Orbita perioddica

estavel que surge para x> g, € a mesma para u < u, e que desaparece em u = ,. Uma

idéia do que acontece ¢ dada na se¢do 4.7. Todos os calculos referentes a esta secdo estdo no

apéndice C.

4.3.2 Caso v=2.5 Fixo

Teorema 4.2: Suponha o parametro v fixo tal que v =2.5. Entdo o sistema dinamico (4.5)

apresenta bifurcacdes de Hopf genéricas para p, =10.2043 e g, =19.8892. Além disto, o

primeiro coeficiente de Lyapunov € negativo em ambos os casos e

a) O ponto de equilibrio (x7,87) ¢ assintoticamente estdvel e para cada u > u,, porém

suficientemente proximo deste, existe uma Unica Orbita periddica estdvel perto do ponto de

equilibrio instavel (x,&) = (x,,2.5).

b) O ponto de equilibrio (xs,ss) ¢ assintoticamente estavel e para cada u < 1, porém
suficientemente proximo deste, existe uma Unica oOrbita periddica estdvel perto do ponto de

equilibrio instavel (x,&) = (x, ,2.5).

Demonstracio: A demonstracio ¢ exatamente igual ao caso em que v =1.5 fixo. A partir da

parte linear do campo de vetores (4.5), calculada em (x, ¢, ),
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-19.7235 -0.1683  -0.6061 0
776.323 —-185.1930 61.4401 0

D , &, ) = , 4.63
ACRD 0 0 0 1.0000 (4.63)
-2.4005 12.9218 —12.9218 -0.0667

resulta o seguinte polindmio caracteristico

P(A)=2"+204.98301° +3809.88004° +2104.74001 +39013.8000, (4.64)
com autovalores
A, =—184.3750,
A, =—=20.6080, (4.65)
A4 = £i3.2044.
o que demonstra BH1. O valor de @, , neste caso, ¢

@, =3.2044. (4.66)

Este valor sera utilizado na secdo 4.7. Os autovetores complexos ¢, p € C* sdo dados

por

q (—0.0010 —i0.0094,-0.0052 +0.0593,i0.2974,-0.9529), (4.67)

p =(—1.2887—i0.2244,-0.0353 — i0.0004,—0.0337 +i1.6744,—-0.5225 — i0.0004) , (4.68)
satisfazendo a condi¢do de normalizacdo (3.42).

Das componentes da expansdao em série de Taylor campo de vetores (4.5), em torno da

origem, até os termos de ordem 2 e para u = y,,

K, (x)=-25.9075x" —0.2148xy —12.4583)° — 0.7736xz +
4.9568yz —2.4784z* —15.9013xy” +0.0280)° +

(4.69)
6.3267xyz +0.3030y°z —3.1633xz” —0.3030yz" +
0.1010z°,
K, (x) =1015.3100x" —236.3740xy + 479.8110y° + 78.4200xz —
185.9830yz +92.9915z° + 612.4140x)” +30.8655)° — (4.70)

237.3820xyz —30.7200°z +118.6910xz> +30.7200yz> —
10.2400z°,

K,(x)=0, 4.71)



K, (x) =16.4929xy +0.9404y° —16.4929xz —1.88074 yz +

0.9404z° +1.2003xy° —2.1536y° —2.4005xyz + (4.72)
6.4609y°z +1.2003xz> — 6.4609yz* +2.15362°,

seguem as componentes da funcdo multilinear simétrica B

B, (x,y) =-51.8149x,y, —0.2148x,y, —0.2148x,y, —24.9165x,y, —
0.7736x,y, —0.7736x,y, +4.9568 x,y, +4.9568x,y, — (4.73)
4.9568x,y;,

B, (x,y) =2030.6154x, y, —236.3740x, , — 236.3740x, y, +
959.6227x,, +78.4200x, y, + 78.4200x,y, — (4.74)
185.9830x, y, —185.9830x,y, +185.9830x, y;,

B, (x,y) =0, (4.75)

B, (x,y)=16.4929x,y, +16.4929x,y, +1.8807x,y ,~16.4929x, y, —

(4.76)
16.4929x, y, —1.8807x,y, —1.8807x,y, +1.8807x, y,

e da fung¢ao multilinear simétrica C

C (x,y,z)=-31.8026x,y,z, —31.8026x,y,z, —31.8026x, y,z, +
0.1683x,y,z, + 6.3267x,y,z, + 6.3267 x,y,z, +
6.3267x,y,z, +6.3267x,y,z, + 6.3267x,y,z, +
6.3267x,y,z, +0.6061 x,y,z, +0.6061x,y,z, + (4.77)
0.6061x,y,z, —6.3267x,y,z, —6.3267x,y,z, —
6.3267x,y,z, — 0.6061 x, y,z, —0.6061x,y,z, —
0.6061x,y,z, +0.6061x,y,z;,

C, (x,y,2)=1224.8287x,y,z, +1224.8287x,y,z, +1224.8287x, y,z, +
185.1931x,y,z, — 237.3822 x,y,z, —237.3822x,y,z, —
237.3822x,y,z, —237.3822x, y,z, — 237.3822x, y,z, —
237.3822x,y,z, —61.4401x,y,z, —61.4401x,y,z, — (4.78)
61.4401x,y,z, +237.3822x,y,z, + 237.3822x,y,z;, +
237.3822x,y,z, + 61.4401x,y,z, + 61.4401x,y,z, +
61.4401x,y,z, —61.4401x,y,z;,

G, (x, y,z) =0, (4.79)
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C, (x, Y, z) = 2.4005x,y,z, +2.4005x,y,z, +2.4005x, y,z, —
12.9218x,y,z, — 2.4005x, y,z, — 2.4005x, y,z, —
2.4005x,y,z, —2.4005x, y,z, — 2.4005x,y,z, —
2.4005x,y,z, +12.9218x,y,z, +12.9218x, y,z, + (4.80)
12.9218x,y,z, +2.4005x, y,z, + 2.4005x, y,z, +
2.4005x;y,z, —12.9218x,y,z, —12.9218x,y,z, —
12.9218x,y,z, +12.9218x, y,z,.

De posse do autovetor (4.67) e da fun¢do multilinear simétrica B,

h,, :(—0.0184,0.0006,0.0180,0), (4.81)

h,, = (0.0158 —10.0052,-0.0029 —:0.0193,0.0090 +i0.0079,—0.0508 + i0.0575) . (4.82)
Logo, de

G, =-0.0134-i0.1921, (4.83)
o primeiro coeficiente de Lyapunov

[, (1, )=-0.0067 (4.84)
¢ ndo nulo, o que demonstra BH3.

A condicao BH2 ¢ dada por

7' (1) =-0.0022. (4.85)

Para o ponto de Hopf (xs ,Eg ) , considere as componentes da expansdo em série de
Taylor do campo de vetores (4.5), em torno da origem, até os termos de ordem 3

K, (x) = —25.9075x" - 0.3050xy — 3.4500y* —3.0884xz +
1.2473yz —0.62372* —15.4219x)” +0.0114y”° +

(4.86)
5.5756xyz +0.3455y%z —2.7878xz> —0.3455yz" +
0.11522°,
K, (x)=1015.3100x" — 225.5300xy +132.9560y" +161.6740xz —
42.6587 yz +21.32932% +594.3230x)" +8.4090)° — 4.87)

190.6870xyz —18.0841y°z +95.3435xz” +18.0841yz° —
6.0280z°,

K, (x)=0, (4.88)
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K, (x) =14.391xy +0.9404y"> —14.391xz —1.8807 yz + 0.9404z" +

4.2035xy” - 0.5366)" —8.4070xyz +1.6097 y° z + (4.89)
4.2035xz> —1.6097yz> +0.53662°.

De (4.86), (4.87), (4.88) e (4.89), resultam as componentes das fun¢des multilineares

simétricas B ¢ C

B, (x,y) =-51.8149x,y, = 0.3050x, y, —0.3050x, y, — 6.9000x, y, —
3.0884x,y, —3.0884x,y, +1.2473x,y, +1.2473x,y, — (4.90)
1.2473x,y;,

B, (x,y)=2030.6154x,y, —225.5302x,y, —225.5302x, y, +
265.9126x,y, +161.6739x, y, +161.6739x,y, — (4.91)
42.6586x,y, —42.6586x,y, +42.6586x,y;,

B,(x,y)=0, (4.92)

B, (x,y) =14.3910x,y, +14.3910x, y, +1.8807x,y, —14.3910x, y, —

(4.93)
14.3910x, y, —1.8807x,y, —1.8807 x,y, +1.8807x,,

C, (x, y,z) =-30.8438x,y,z, —30.8438x,y,z, —30.8438x, y,z, +
0.0682x,y,z, +5.5755x,y,z, +5.5755x,y,z, +
5.5755x,y,z, +5.5755x,y,2z, + 5.5755x,y,z, +
5.5755x,y,z, +0.6940x, y,z, + 0.6909x, y,z, + (4.94)
0.6909x;,y,z, —5.5755x,y,z, —5.5755x,,z; —
5.5755x,y,2, —0.6909x, y,z, — 0.6909x,y,z, —
0.6909x,y,z, +0.6909x, y,z.,

C, (x,y,2) =1188.6461x,y,z, +1188.6461x,,z, +1188.6461x,y,z, +
50.4535x,y,z, —=190.6870x, y,z, —190.6870x, y,z, —
190.6870x, y,z, —190.6870x, y,z, —190.6870x,y,z, —
190.6870x;y,z, —36.1681x,y,z, —36.1681x,y,z, — (4.95)
36.1681x,y,z, +190.6870x, y,z, +190.6870x,y,z, +
190.6870x, y,z, +36.1681x,y,z; +36.1681x,y,z, +
36.1681x,y,z, —36.1681x,y,z,,

C, (x, y,z) =0, (4.96)



C, (x, y, z) =8.4070x,y,z, +8.4070x,y,z, +8.4070x,y,z, —
3.2194x,y,z, —8.4070x,y,z;, —8.4070x,y,z, —
8.4070x,y,z, —8.4070x, y,z, —8.4070x,y,z, —
8.4070x,y,z, +3.2194x,y,z, +3.2194x,y,z, +
3.2194x,y,z, +8.4070x, y,z, +8.4070x, y,z, +
8.4070x,y,z, —3.2194x,y,z, —3.2194x,y,z;, —
3.2194x,y,z, +3.2194x,y,z,.

Para este ponto de Hopf, a parte linear do campo de vetores (4.5) ¢ dada por

-3.7842 —0.0682 -0.6909 0
160.0840 —50.4535 36.1681 0

0 0 0 1.0000
-8.4070  3.2194 -3.2194 -0.0667

Df(xsags) =

com polindmio caracteristico

P(/l) =A% +54.30442° +208.68501% + 65.82151 + 251.4750,

e autovalores

A =-50.1689,
A, =—4.1355,
A, = #i1.1010.

A partir de (4.98) e (4.100),

q= (0.0313 +10.1135,0.0967 —i0.1152,-i0.6600, 0.7266) ,

p= (0.2725 —i0.1099,0.0424 —70.0005,0.0394 +i0.7388,0.6708 + i0.0048) .

De (3.37), (3.38), (4.98), (4.100) e (4.101), os vetores complexos h,, € h,, sdo

h, = (—0.7594,0.2906,3.0322,0) ,
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(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

h,, = (—0.0303 +10.0049,0.1590 -i0.1149,0.9254 —i0.2809,0.6186 + i2.0376) (4.104)

e por (3.54), segue o coeficiente G,,
G, =-39176-i24.1715.

Portanto, a condicdo BH3 ¢ ndo nula, visto que,

I, () =—1.9588.

(4.105)

(4.106)
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A condicao BH2 ¢

7' (1) = 0.0428 . (4.107)

Diferentemente do caso v =1.5 fixo, aqui a orbita periddica estavel que surge para
M < f, € acontinuacdo a um parametro x da orbita periodica estavel que surge para u >y, .
A secdo 4.7 apresenta um teorema que demonstra esta afirmagdo. Todos os resultados

relacionados com a se¢do 4.3.2 encontram-se no apéndice D.

4.4 Bifurcagao Sela-N6

O colapso de tensdo ¢ um fenomeno fisico que ocorre quando uma série de eventos leva
a um nivel indesejado de tensdo, em toda ou em uma parte da rede. E, normalmente,
associado ao aumento da demanda de poténcia reativa, embora possa ocorrer por variagdes da
demanda de poténcia ativa, como sera visto na se¢ao 4.8. O modelo matematico para este tipo
de evento ¢ a bifurcagdo sela-nd. Semelhantemente a se¢do sobre a bifurcacdo de Hopf, nesta
secdo os pontos (4.14) e (4.17) sdo analisados conforme a teoria da se¢do 3.4.2. A finalidade ¢

demonstrar que estes pontos sao efetivamente pontos de sela-no.

4.41 Caso v=1.5 Fixo

Considere as componentes da fungdao multilinear simétrica B

B, (x,y) =-51.8149x,y, —1.3362x,y, —1.3362x,y, —5.9659x,y, —
3.5360x,y, —3.5360x,y, +1.0432x,y, +1.0432x,y, — (4.108)
1.0432x,y,,

B, (x,y)=2030.6154x, y, —181.8994x, y, —181.8994x, y, +
231.4796x, y, +176.7934x, y, +176.7934x,y, — (4.109)
34.7707x,y, —34.7707x, v, + 34.7707x, y,,

B,(x,y)=0, (4.110)
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B, (x,y) =13.6516x,y, +13.6516x,y, +1.8807x,y, —13.6516x,y, —

(4.111)
13.6516x, y, —1.8807x, y; —1.8807x, y, +1.8807x,,,

obtidas a partir das componentes da expansdo em sériec de Taylor de (4.5), em torno da

origem, para v=1.5 e u =y,

K, (x) =-25.9075x" —1.3363xy — 2.9830y° —3.5360xz +

(4.112)
1.0432yz —0.52162>,
K, (x)=1015.31x> ~181.8990xy +115.7400y* +176.7930xz — wi13)
34.7707yz +17.38542%, '
K, (x)=0, (4.114)
K, (x)=13.6516xy +0.9404)” —13.6516xz —1.8807 yz +0.94042" . (4.115)

Neste ponto € interessante enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.3: Suponha o pardmetro v fixo tal que v =1.5. Entdo o sistema dindmico (4.5)

apresenta uma bifurcagdo sela-nd genérica quando o pardmetro u assume o valor

u, =20.0154.
Demonstracio: Como no caso da bifurcacao de Hopf, a demonstragdo deste teorema também
¢ imediata utilizando o teorema 3.6. Para 1, =20.0154, a parte linear do campo de vetores

(4.7), calculada em (x;,¢;), &

-2.8067 -0.2629 —0.6956 0

123.4690 -35.7817 34.7773 0
Df (x;.,8;) = 0 0 0 : . (4.116)

—9.5609  2.6854 -2.6854 —0.0667
O polindémio caracteristico para (4.116)

P(/i) =A% +38.65704° +138.21204% +12.45304 (4.117)

possui uma unica raiz nula

A = —34.6823,
A, =-3.88224,

2, =—-0.0925 (4.118)
2, =0,

com autovetores associados, a direita ¢ e a esquerda p, dados por
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g =(~0.2471,0.0856,0.9652,0), (4.119)

pP= (-0.8767,0.8366,0.7374,11.0612). (4.120)

Logo, a condicao BSN3 ¢ satisfeita, ja que

s, =73.5016. (4.121)

. - d
Para demonstrar BSN2, ¢ necessario computar - f (x3 , &5 ) , 0 que resulta em
Y7,

Portanto,

di £ (x,.2, ) = (~0.2459,9.8356,0,0) . (4.122)
7
p if(x g,))=8.4439. (4.123)
’d,u 3°63
| ]

O teorema 4.2 garante que o MSEP apresenta uma bifurcagdo sela-nd ndo degenerada

quando o parametro poténcia reativa varia. A se¢do 4.5 apresenta alguns graficos para a

analise feita aqui.

4.4.2 Caso v=2.5 Fixo

Para completar a andlise do caso v = 2.5 fixo, segue o seguinte teorema.

Teorema 4.4: Fixado v =2.5, o sistema dindmico (4.5) apresenta uma bifurcacdo sela-no

genérica quando o parametro g assume o valor z, =19.9855.
Demonstracio: A parte linear do campo de vetores (4.5), calculada em (x9,89 ), ¢

-2.7632 —0.0130 -0.6958 0
121.7700 —45.4043 34.7131 0

Df(x3,£3) = . (4.124)

0 0 0 1
-9.6200  2.6608 -2.6608 -0.0667

O polindmio caracteristico, obtido de (4.124),

P(ﬂ) =A% +48.23414° +138.91404° +37.57524, (4.125)
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possui as seguintes raizes

A =-34.6823,
A, =—3.88224,
(4.126)
A, =-0.0925,
A, =0.
Associados ao Unico autovalor nulo, os autovetores ¢ e p normalizados, sdo
g =(—0.2437,0.0851,0.9661,0) (4.127)
p =(-3.1069,0.2060,0.2333,3.4996). (4.128)

Portanto, a condigao BSN1 ¢ satisfeita.
Computando a derivada do campo de vetores (4.5) em relagdo ao pardmetro u e

calculando no ponto (x,,&, ), resulta

di f(x,.8,)=(-0.2444,9.7751,0,0) . (4.129)
y7i

Logo, a condi¢ao BSN2
d
<p,—f(x3,83 )> =8.4439 (4.130)
du

¢ ndo nula.

Para verificar a condicio BSN3 ¢ necessario calcular as componentes da funcdo multilinear
simétrica B, a partir das componentes da expansdo em série de Taylor do campo de vetores

(4.5), em torno da origem,

K, (x)=-25.9075x" — 0.0664xy —2.9837y* —3.5590xz +

(4.131)
1.0337yz —0.516927,
K, (x)=1015.3100x" — 232.2440xy +114.8080)" +177.5580xz — @132)
34.4067yz +17.20342%, '
K, (x)=0, (4.133)
K, (x)=13.61006xy +0.9404)* —13.6100xz — 1.8807yz +0.94042>, (4.134)

Assim,
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B, (x,y) =—-51.8149x,y, —0.0664x,y, —0.0664x,y, —5.9674x,y, —
3.5590x,y, —3.5590x,y, +1.0337x,y, +1.0337x,y, — (4.135)
1.0337x,y;,

B, (x,y)=2030.6154x,y, —232.2441x,y, — 232.2441x, y, +
229.6166x,y, +177.5585x,y, +177.5585x,y, — (4.136)
34.4067x,y, —34.4067x,y, +34.4067x,y,,

B,(x,y)=0, (4.137)

B, (x,y)=13.6100x,y, +13.6100x, y, +1.8807x,y, —13.6100x, y, -

(4.138)
13.6100x,y, —1.8807x,y, —1.8807x,y, +1.8807x;y,.

Com (4.127), (4.128), (4.135), (4.136), (4.137) e (4.138), segue a condigao BSN3

s, =23.9485. (4.139)

Nos apéndices E e F estdo todos os resultados referentes as condigcdes de
transversalidade e ndo degenerescéncia da se¢do 4.4 com um nimero maior de casas

decimais. O apéndice E trata do caso v =1.5 fixo e o apéndice F do caso v =2.5 fixo.

4.5 Simulagées a um Parametro para o MSEP

Nesta se¢ao sdo apresentadas algumas simulagdes numéricas realizadas com o software
MATCONT 2.2.9 para a andlise a um parametro e v =1.5 fixo. Se o parametro v ¢ fixado

em v = 2.5 as figuras ndo se alteram muito e, portanto, serdo omitidas.

O MATCONT 2.2.9 ¢ um pacote computacional com interface grafica que possibilita
analise numérica de sistemas dinamicos continuos ou discretos. Desenvolvido para
MATLAB, suporta versdo 6.0 ou 7.0. Utilizando métodos de continuagdo, este toolbox
permite computar curvas de equilibrio, de pontos limite, curva de Hopf entre outras. E capaz
de detectar todas as bifurcacdes de codimensao 1, codimensdo 2 e lagos homoclinicos, para
pontos iniciais adequados. Através deste software, diversas andlises numéricas foram
realizadas. A figura 4.1 mostra a variacdo da tensdo no barramento 3 em fun¢do da variacao

do parametro x. A curva € a continuacao do ponto de equilibrio da tabela 4.1 para £ =35.0.

A curva continua refere-se ao ponto x, () e a curva tracejada ao ponto de sela x, ().
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Figura 4.1: Variagdo da tensdo no barramento 3 em funcdo de .

A variagdo do angulo do barramento com o parametro x ¢ exibida na figura 4.2. Como

no caso anterior, a curva ¢ a continua¢do do ponto de equilibrio para ¢ =5.0 (ver tabela 4.2).
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0 5 10 15 20
i

Figura 4.2: Variagao do angulo do barramento 3 em fungdo de u.

Nas mesmas condi¢des anteriores, a variagdo do angulo do gerador sincrono em fungao

de u ¢é mostrada na figura 4.3.
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Figura 4.3: Varia¢ao do angulo do gerador sincrono em fungdo de y .

Nas figuras anteriores, como citado, os pontos H, e H, sdo os pontos de Hopf que
ocorrem para g, =3.3947 e u, =20.0043, respectivamente. O ponto SN, € o ponto de sela-

no referente ao valor do parametro ;, =20.0154.

A variagao do parametro u define uma curva de pontos de equilibrio no hiperplano

w = 0. Esta curva ¢ exibida na figura 4.4.

15.. 0

Figura 4.4: Curva de pontos de equilibrio no hiperplano w=20.
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Esta ¢ a principal secdo, ja que a bifurcagdo de Bogdanov-Takens ¢ o foco do trabalho.

A finalidade ¢ demonstrar que o MSEP apresenta um ponto de Bogdanov-Takens e,

conseqlientemente, uma bifurcacdo deste tipo. Considere aqui os pardmetros x e v livres.

Pode-se mostrar que hd um ponto de interesse

(x,.¢,)= (O. 1973,0.2283,0.9245, 0,20.0121,1.0160)

solugdo de (4.6) e (4.9). Os resultados sdo extensos e encontram-se no apéndice B.

(4.140)

Para o MSEP a dois parametros, as componentes da expansao em série de Taylor do

campo de vetores (4.5), em torno da origem, conforme (3.39) e para x=20.0121 e

v=1.0160 sao

K, (x) =-25.9075x> —1.9465xy —2.9804 > —3.5249xz +
1.0477 yz —0.5239z7,

K, (x)=1015.3100x* —157.5310xy +116.1070* +176.4230xz —
34.9480yz +17.4740z°,

K3(x)=0,

K, (x) =13.6716xy +0.9404y° —13.6716xz —1.8807 yz + 0.9404 2",

de onde resultam as componentes da fun¢do multilinear simétrica B

B, (x,y) =-51.8149x,y, —1.9465x,y, —1.9465x,y, —5.9608x, y, —
3.5249x,y, —3.5249x,y, +1.0477x,y;, +1.0477x,y, —
1.0477x,y,,

B, (x,y)=2030.6154x,y, —157.5310x,y, —157.5310x,y, +
232.2144x, y, +176.4230x, y, +176.4230x,y, —
34.9480x, y, —34.9480x, , +34.9480x, y,,

B3(x,y):0,

B, (x,y) =13.6716x,y, +13.6716x,y, +1.8807x,y, —13.6716x,y, —

13.6716x,y, —1.8807x, y; —1.8807x, y, +1.8807x,y,.

Lema 4.1: A parte linear do campo de vetores 4 = Df (x4,£4) ¢ ndo nula.

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)
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Demonstracio: Para o ponto (4.140), a parte linear de (4.5) calculada neste ponto

-2.8308 —-0.3840 —0.6955 0
124.2960 -31.0811 34.8085 0
Df (x,.e,)= 0 0 0 . (4.149)

-9.5323  2.6974 -2.6974 -0.0667

possui autovalores

A, =-29.1531,
= —4.8255,
4 (4.150)
4 =0,
2, =0.
| |

A partir de (4.149), o autovetor g, e o autovetor generalizado ¢,, associados aos

autovalores nulos, sdo
g, =(—0.2578,0.0891,1,0), (4.151)
g, =(0.0571,0.2350,0.008,1). (4.152)
Ja o autovetor p, e o autovetor generalizado p,, calculados por (3.73) e (3.74) sdo dados por
p; =(0.2773,0.0803,0.0643,0.9648), (4.153)
P, =(-0.1370,-0.0009,0.9648,0). (4.154)

Estes vetores satisfazem as condigdes (3.75).

Lema 4.2: Os coeficientes bt, e bt, sdo ndo nulos.

Demonstracao: Utilizando as expressoes (3.83) e (3.92), a fungdo multilinear simétrica B e

os autovetores (4.151), (4.152), (4.153) e (4.154) resultam

bt, = 6.7940, (4.155)
bt, =—2.5186. (4.156)
| |

Observe no lema 4.2 que neste caso s=-1. Por serem extensos, os resultados
encontram-se no apéndice G. O seguinte lema estd relacionado com a condi¢do de

transversalidade.
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Lema 4.3: A transformagdo (3.93) ¢ regular em (x,,¢, ).

Demonstragiio: De (4.7), é possivel obter T r(Df (x,a)) e Det(Df (x,g)). A regularidade

da transformagdo (3.93) implica que o determinante da matriz

Df(x4,84) Dsf(x4,£4)
M(x,.&,)=| DTr(Df(x,.2,)) D,Ir(Df(x,.¢,)) (4.157)

DDet(Df (x,.2,)) D,Det(Df (x,.¢,))

¢ ndo nulo, onde Df (x,,¢,) ¢ calculada por meio de (4.7) e

9 9
aﬂ(x4°84) au(x4,84)
) B
a_fz(xwgft) %(x‘,,a,)
D,f(x,.2,)=| : (4.158)
e %(x &) %(x &)
aﬂ 4°>%4 81) 4°>%4
B B
6_]:41("‘4’84) a_j?)(xwgzt)
oT)
o (xoe)
e
DTr(Df (x,.¢,)) = - , (4.159)
B (o)
oT)
u (x0%0)
oT) oT)
D,Tr(Df (x,.¢,)) [a—;(x4,84) 8—:(x4,84)j, (4.160)
ODet
axe (x,.2,)
ODet
T oy (x“g")
DDet(Df (x,.£,)) = Dot , (4.161)
0z (x4, 4)
ODet
a; (0.2
ODet ODet
Dsdet(Df(x‘,,s‘,)):(8—:(x4,84) a—j(x4,s4)]. (4.162)
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Resulta que

Det(M(x,,&,))=—1.8868.10°. (4.163)

Os resultados do lema 4.3 estdao no apéndice H. O teorema, a seguir, garante a existéncia

de uma bifurcacdo de Bogdanov-Takens genérica no MSEP.

Teorema 4.5: O sistema dindmico (4.5) apresenta uma bifurcacdo de Bogdanov-Takens

genérica para y, =20.0121 e v, =1.0160.

Demonstracao: Basta utilizar o teorema 3.7 ¢ os lemas 4.1, 4.2 ¢ 4.3.

Na secdo 4.7 ¢ feita uma analise do diagrama de bifurcagdo do MSEP.

4.7 Diagrama de Bifurcagao

Através do software MATCONT 2.2.9, o seguinte diagrama de bifurcacao parcial para
o MSEP foi obtido (ver figura 4.5). O termo parcial refere-se a auséncia da curva de lagos

homoclinicos.

Figura 4.5: Diagrama de bifurcagdo do MSEP.
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No diagrama de bifurcagdo, a curva de Hopf C,, é a continuagdo a dois pardmetros do
ponto de Hopf (4.12) e a curva de sela-n6 C, , a continua¢do a dois parametros do ponto

limite (4.13) (ponto de sela-nd). Por ser uma bifurcagdo global, a curva de lagos homoclinicos

C,, ¢ dificil de ser detectada. Uma alternativa ¢ aproximar a curva C,,, por uma curva de

oOrbitas peridodicas com periodo suficientemente grande [4]. Entretanto, este método falhou
com o software MATCONT 2.2.9. O ponto de Bogdanov-Takens ¢ detectado

automaticamente pelo software.

Analisando o diagrama de bifurcagao, pode-se formular o seguinte teorema.
Teorema 4.6: Suponha o sistema dindmico (4.5) e seja v,, =5.7145. Entdo, para todo
¢=(u,0) e R?, com v satisfazendo A(v)=v-v,, >0, A(v) suficientemente pequeno, ndo
ha pontos de Hopf.
Demonstracido: Com relacdo a curva de Hopf (ver figura 4.5), para todo u e [O, 20.0121] ¢

possivel escrever v =g ( ,u) . Mais precisamente, a curva de Hopf no MSEP ¢

C, = {,u € [0,20.0121] : f(x(,u,g(,u)),,u,g(,u)) =0,

(4.164)
H(x(mg(u)), g (1)) =0}.

Diferenciando H (x( ,u,v), M, 0) = 0 implicitamente com relagdo a x resulta

Jg ?Z(x(ﬂ,g(ﬂ)),u,g(u))
Em)=—45 . (4.165)
H g(x(u,g(u)),u,g(u))

O ponto critico u,, desejado de C,, , € solucdo de

f(x(ug (1)), 1. (1)) =0,

o (4.166)
a(x(ﬂ,g(ﬂ)),u,g(ﬂ)kO
e deve satisfazer
éH(dgaﬁu OH | _0H(dg oH  0'H
d’ ou\du ov* ouwov) ov\duouv ou’
(1) = - <0. (4.167)
u an
ov

H=Hy
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Logo,
U, =17.8412 (4.168)
¢ ponto de maximo local na curva de Hopfe

v,, =5.7145 (4.169)
o valor maximo local, visto que

d’g
du’

(12, ) =—0.5102. (4.170)

Como para 1, =0 e pg =20.0121

v, =g(u,)=02219, (4.171)

vg =g (u;)=1.0160, (4.172)
segue que 1, € ponto de maximo global, ja que ndo ha outro ponto critico.

Como v,, ¢ valor maximo global da fung¢do g(,u), se ¢ =(,u,z))eR2 ¢ tal que v

satisfaz A(v) =v-v,, >0, com A(U) suficientemente pequeno, entdo ndo ha pontos de

Hopf.
n
Para ¢, =(u, .0, ),
% (11,20, ) = (0.3449,-0.0472,0.3734,0).. (4.173)
Neste caso, o gradiente de H , calculado em (x,,,&,, ), é paralelo ao vetor (0,1)
gradH (x,,.,8,, ) = (g—z(xM,sM ),z—lz(xM,sM )] — (0,-443611), (4.174)

confirmando os resultados (4.168) e (4.169).
Os resultados do teorema 4.6 podem ser vistos no apéndice I.

Como dito na se¢do 4.3.1, ndo h4a nenhuma garantia que a Orbita periddica que surge

para g > 4, € a mesma para u < u, € que desaparece em u = u,. Para ver isto, considere a

figura 4.6.
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10 |

Figura 4.6: Continuagao da oOrbita periddica para v =1.5.

Na figura 4.6, P, e P,, sdo os periodos iniciais para os pontos (4.12) e (4.13) e sdo

dados por
> = 27 _62832 ) oase. (4.175)
@, 3.5974
_ 27 _ 6.2832

= =9.4017. 4.176
@, 0.6683 (4.176)

Iniciando no ponto de Hopf (4.12) e variando u para valores crescentes, a simulacao
sugere que o periodo cresce indefinidamente para g =17.6175, aproximadamente. Por outro
lado, variando x para valores decrescentes € tomando como ponto inicial o ponto de Hopf
(4.13), para u, =19.9811, aproximadamente, o periodo também cresce indefinidamente. Este

fato sugere que a curva de lagcos homoclinicos intercepta a reta v =1.5 exatamente em

Us =17.6175 e p, =19.9811. Assim, a Orbita periddica que aparece para gy, =6.3947,
desaparece no laco homoclinico para g, =17.6175. Para u > u,, surge uma Orbita periddica
estavel que desaparece em g, = 20.0043.

Para v =2.5 fixo, uma situacdo totalmente distinta do caso anterior ocorre, como pode

ser visto na figura 4.7.
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Figura 4.7: Continuagao da oOrbita periddica para v = 2.5.
As orbitas periodicas estaveis na figura 4.7 t€m periodos iniciais

27 62832
" @, 32044

=1.9608, (4.177)

p _2m_ 62832
@, 1.1010

=5.7068. (4.178)

onde o valor utilizado para @, ¢ dado em (4.66) para o ponto /, e pode ser extraido de

(4.100) para o ponto H,. O préximo teorema trata desta situagao.

Teorema 4.7: A orbita periddica estavel que existe para u <y, ¢ a continuacdo a um

parametro u da orbita perioddica estavel que surge para u > p, .

Demonstracio: Visto que para v =2.5 fixo, a variagdo do periodo com o parametro u ¢
limitada, entdo curva de lacos homoclinicos assume um valor maximo para algum

v e(1.5,2.5). Como esta curva ndo intercepta a reta v = 2.5, a Orbita que surge para u > /1,

¢ amesma para € (u,, 4 ) © que desaparece em f = 1.

Na realidade, de acordo com a figura 4.8, o valor maximo da curva de lacos

homoclinicos estad muito proximo de v = 2.082, mas para valores maiores.
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Figura 4.8: Continua¢ao da orbita periddica para v = 2.082.

O periodo, na continuagdo a um parametro x# do ponto de Hopf H,,, cresce indefinidamente

10
para o valor g, =19.2697, enquanto que, na continua¢do do ponto de Hopf H,, o periodo
cresce indefinidamente para g, =19.4913. Para v =2.083, o comportamento existente na

figura 4.8 desaparece, conforme pode ser visto na figura 4.9. Portanto, o valor maximo da

curva de lacos homoclinicos ocorre para algum v € (2.082, 2.083) .

Figura 4.9: Continuacdo da orbita periddica para v =2.083.
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4.8 Interpretacao Fisica

O diagrama de bifurcacdo, exibido na figura 4.5, pode ser interpretado de duas formas.
Uma forma ¢ interpretar um ponto no diagrama de bifurcacdo como um dado ponto de
operagao do sistema fisico com certa demanda de poténcia ativa e reativa fixa. Neste caso, o
diagrama de bifurcagado serve, apenas, para indicar o estado operacional do sistema elétrico de

poténcia com 3 barras.

A outra forma ¢ verificar o que ocorre com o sistema fisico quando ha variagdes na
demanda de poténcia. Para esta interpretacao, o diagrama de bifurcagdes € Util na predi¢ao de
instabilidade. Dado o sistema elétrico de poténcia real e o diagrama de bifurcacdo a dois
parametros de seu modelo, o conjunto de pontos formado por medi¢des continuas da poténcia
ativa e reativa (em tempo real), determina uma trajetéria no diagrama de bifurca¢do o qual
pode sinalizar a ocorréncia ou nao de um problema no futuro. Para isto, ha pelo menos quatro
regides de interesse no diagrama de bifurcag¢do, sendo que apenas uma, contém uma regiao

operacionalmente segura (ver figura 4.10).

Figura 4.10: Regides de interesse no diagrama de bifurcagao.

Na regido 1, o MSEP ndo possui pontos de equilibrio. Do ponto de vista fisico, devido
ao aumento da demanda de poténcia (ativa, reativa ou ambas) o sistema com 3 barras sofreu

um colapso de tensdo em um instante anterior. A curva Cg, € a curva de sela-n6. Cruzando

esta curva em direcao a regido 2, o MSEP passa a apresentar dois pontos de equilibrio, um
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instavel x, (sela) e o outro localmente assintoticamente estdvel x,. Este ponto de sela

permanecerd uma sela até a regido 4. Na regido 2 existe uma regido que ¢ operacionalmente

segura na qual hd um ponto de operagao estavel. Esta regido esta contida na regido limitada
pelas curvas C, e C, e pelo eixo v. Ao cruzar a curva C,, em dire¢do a regido 3, o ponto
de equilibrio localmente assintoticamente estavel x, passa a ser instavel surgindo uma orbita

periddica estavel. O sistema elétrico de poténcia com 3 barras passa a apresentar oscilagdes

sustentadas nas grandezas fisicas. A curva C,, ¢ o limite de estabilidade. Se as grandezas

fisicas variam, de tal forma, que um ponto no diagrama de bifurcag¢do passa da regido 2 para

um ponto sobre C,,, entdo as grandezas fisicas irdo se acomodar em certo valor (ponto de

Hopf) em um tempo muito grande.

Existe uma curva C,,, na regido 4 onde as Orbitas periddicas colidem com um lago
homoclinico. Cruzando esta curva, o ponto de equilibrio x, continua instavel. Finalmente,
cruzando da regido 4 para a regido 1, os pontos de equilibrio x, ¢ x, colidem sobre C, ¢
desaparecem. Na figura 4.10, a curva C,, ¢ ilustrativa, ja que ndo foi efetivamente
encontrada nem aproximada por Orbitas com periodo suficientemente grande.

Do diagrama de bifurcacdo ¢ possivel concluir que o colapso de tensdo e as oscilagdes
podem ocorrer tanto por variacdes da poténcia ativa como da poténcia reativa ou por

variagdes de ambas. Entretanto, de acordo com o teorema 4.6, para valores de B
satisfazendo A(PR)= R —5.7145> 0, com A(FR) suficientemente pequeno, ndo hé oscilagdes

nas grandezas fisicas. J4 o colapso de tensdo estd sempre presente e ¢ inevitadvel para

aumentos de demanda ndo controlados.

Fixado v=1.5, o sistema elétrico de poténcia ndo apresenta oscilagdes para

U E ( s, ,u6). Nesta faixa ha dois pontos de operagao instaveis. Todavia, para v =2.5 fixo,

embora o ponto de operacdo x, seja instavel, ha oscilagdes nas grandezas fisicas para todo

pe (1)

4.9 Comparacao com os Resultados da Literatura

O modelo do sistema elétrico de poténcia, estudado neste trabalho, tem uma formulagao

mais geral que aquela originalmente proposta em [5]. A diferenca estda no modelo para a



80

parcela estatica da carga elétrica no qual sdo consideradas todas as caracteristicas como
poténcia constante, corrente constante e impedancia constante para as poténcias ativa e
reativa. Este ¢ o mesmo modelo apresentado em [15], exceto por algumas diferengas na
escrita. Entretanto, em [15] ¢ estudado, numericamente, o caso em que a parcela estatica da

carga elétrica ¢ puramente reativa, ou seja, £, =0 e O, # 0. Nestas hipdteses, o interesse esta

na andlise da parcela de impedancia constante ou em uma combinacdo de poténcia e

impedancia constantes. Um outro estudo para B, =0 e O, # 0, encontra-se em [2], porém

somente a parcela de poténcia constante ¢ considerada. Nesta dissertacdo, o caso de interesse

¢ aquele em que P, O, e os coeficientes da parcela de corrente constante sdo ndo nulos.

Com relagdo aos valores numéricos utilizados para os para os demais pardmetros que
ndo variam, este trabalho adota quantidades diferentes daquelas utilizadas em [4], [5] e [15]
para a parcela dinamica da carga elétrica. Os demais valores sao os mesmos. Se os valores dos
parametros do motor de indugao trifasico fossem mantidos, no ponto de Bogdanov-Takens o

parametro F, assumiria um valor negativo, conforme ocorre em [4] e ndo haveria sentido

fisico.

Os pontos nos quais ocorrem as bifurcagdes de Hopf, sela-né e de Bogdanov-Takens
bem como as condigdes de ndo degenerescéncia e transversalidade destas bifurcacdes sao
encontrados e analisados utilizando-se o software MATHEMATICA 5.0. Algumas
simulagdes numéricas sdo feitas com o software MATCONT 2.2.9. No trabalho [4] as
simulagdes numéricas sdo realizadas com o software AUTO ¢ BIFOR2. Em [15] somente o
software AUTO ¢ utilizado. O software AUTO parece apresentar vantagens em relacdo ao
software MATCONT 2.2.9 no que se refere a continuacdo a dois parametros de orbitas
periodicas estaveis, ja que [4] fornece uma aproximagdo para curva de lagos homoclinicos o

que ndo foi conseguido neste trabalho.

Devido a simplicidade, a analise das bifurcacdes, neste trabalho, segue [12] por ndo
haver necessidade de computar explicitamente a variedade central. Além do mais, a teoria
proposta em [12] ¢ valida tanto para computagdo numérica como simbolica. Em [15], o

método dos multiplos escalares fornece a estabilidade das orbitas periodicas.

Finalizando, excetuando [15] que trata somente da condicdo de ndo degenerescéncia da
bifurcacdo de Hopf, os artigos [4], [15] e [22] ndo demonstram as condi¢des de
transversalidade e de ndo degenerescéncia para as bifurcagdes como ocorre nesta dissertagao.
Ao contrario deste trabalho, em [15], resulta da condicdo de ndo degenerescéncia, um ponto

de Hopf instavel e um outro ponto de Hopf assintoticamente estdvel. Assim, para certos
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valores dos parametros, pode surgir tanto uma Orbita periddica instavel como uma estavel.
Pelo menos para os valores fixados para v, nesta dissertagdo, as Orbitas periddicas que

surgem decorrentes de uma bifurcacao de Hopf sdo sempre estaveis.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

5.1 Conclusoes

Neste trabalho, o modelo de um sistema elétrico de poténcia ¢ estudado com a finalidade
de identificar os problemas que podem ocorrer devido a demanda de poténcia ndo controlada.
Este modelo ¢ rico do ponto de vista matematico e apresenta bifurcagdes a um parametro,
Hopf e sela-n6 e uma série de bifurcagdes a dois pardmetros, se certas condigdes de nao
degenerescéncia e transversalidade sdo satisfeitas. Entretanto, a unica bifurcacdo a dois
parametros de interesse, neste trabalho, é a de Bogdanov-Takens pela relacdo desta bifurcagio
com a de Hopf e sela-né e por poder proporcionar uma interpretacao fisica. Outras
bifurcacdes a dois pardmetros que podem ser estudadas neste modelo sdo sela-n6 degenerada
(cusp), Hopf degenerada (Bautin) e fold-Hopf, sendo que o caso degenerado de sela-no
requer, possivelmente, uma modificacdo nos valores numéricos escolhidos para os parametros

do modelo para que haja sentido fisico.

Variando-se os parametros poténcia ativa e poténcia reativa da parcela estatica da carga
elétrica e adotando certos valores numéricos para os parametros do compensador estatico,
geradores sincronos e para a parcela dindmica da carga elétrica, mostrou-se que o MSEP
apresenta pontos de Hopf e sela-né e um ponto de Bogdanov-Takens em uma regido
admissivel do espago de estados e do espaco de parametros. Diferentemente do caso existente
na literatura, neste trabalho, todos os resultados sdo passiveis de interpretacdo fisica devido a

escolha dos valores numéricos dos parametros.

A teoria utilizada neste trabalho, para andlise das bifurcagdes, apresenta diversas
vantagens em relacdo a outras técnicas por nao requerer computagao explicita da variedade
central, ser independente das dimensdes do espaco de estados e do espaco de pardmetros e por
poder ser aplicada tanto & computagdo numérica quanto simbolica. Através da aplicacdao da
teoria do capitulo 3 ao MSEP demonstrou-se no capitulo 4 a existéncia de bifurcagdes de
Hopf e sela-n6 ndo degeneradas para determinados valores fixos do parametro poténcia ativa
e uma bifurca¢gdo de Bogdanov-Takens ndo degenerada quando os dois pardmetros livres sdo

variados. Pelo menos nos casos estudados, as Orbitas periddicas que surgem, decorrentes da
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bifurcacdo de Hopf, sdo sempre atratoras. As demonstra¢des foram realizadas com o auxilio

do software MATHEMATICA 5.0.

Por meio do software MATCONT 2.2.9, o diagrama de bifurcagcdo para o MSEP foi
obtido. Diversas conclusdes foram extraidas do diagrama de bifurcacdo. Dado o sistema
elétrico de poténcia, o diagrama de bifurcacdo de seu modelo pode ser utilizado como um
método de predi¢ao de instabilidade. Existe uma regido no espaco de parametros, no qual ha
um ponto de equilibrio sempre assintoticamente estavel, limitada pela curva de Hopf e de
sela-n6 e pelo eixo v e que ndo contém a curva de lagos homoclinicos. Esta ¢ a regido
operacionalmente segura para o MSEP onde ndo ocorrem oscilagdes nem colapso de tensao.
Outra conclusdo ¢ que o colapso de tensdo ¢ inevitdvel sem uma técnica de controle e pode
ocorrer tanto por aumento da demanda de poténcia ativa como de poténcia reativa. Ja as
oscilagdes nas grandezas elétricas podem ser evitadas se o sistema elétrico de poténcia opera
na regido segura. Existe pelo menos um valor fixo do pardmetro poténcia ativa, tal que se o
parametro poténcia reativa ¢ variado, o ciclo limite que surge em um ponto de Hopf
desaparece no outro ponto de Hopf. Do ponto de vista fisico, embora haja um ponto de

operagao instavel, as grandezas elétricas apresentam oscilagdoes dentro de certa faixa.

Devido a problemas relacionados com a versdo do software MATCONT, nao foi
possivel exibir a curva de lagos homoclinicos e nem obter uma aproximacao para esta curva.

Talvez a utilizagao do software AUTO resolva o problema.

Embora no modelo polinomial ZIP somente o caso de corrente constante seja
considerado, pela continuidade e pelo teorema da funcdo implicita, modificagcdes
suficientemente pequenas, de forma a considerar as parcelas de poténcia constante e
impedancia constante e alteragdes suficientemente pequenas dos valores numéricos para os
parametros do compensador estatico, geradores sincronos e do motor de indugdo trifésico,
preservam todos os resultados qualitativos obtidos. Em outras palavras, os resultados
numéricos sofrerdo pequenas modificacdes que ndo alteram as conclusdes. A existéncia de
uma regido operacionalmente segura e a ocorréncia de colapso de tensdo, na auséncia de
técnicas de controle, confirmam a utilidade do MESP, visto que ¢ capaz de retratar

fendmenos que ocorrem nos sistemas fisicos reais.
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5.2 Recomendacgodes para Trabalhos Futuros

Para evitar ou retardar o aparecimento de fenomenos fisicos indesejaveis alguma técnica
de controle pode ser utilizada. Para isto é necessario introduzir no MSEP o modelo do

sistema de excitacdo do gerador sincrono de tensdo E,,, resultando em um sistema dindmico

da forma

(x,s) + g(x,s)u

x'=f
)= h(x.0) (5.1)

onde f:WcR'XR" >R", g:WcCR"XR" >R" e h:WcCR"xR" — R sio suaves ¢

W aberto, x € R" ¢ o vetor de estados, &€ € R” € o vetor de parametros, y:J c R— R éa

saidae u:J c R —> R ¢é a entrada.

Em (5.1) pode-se considerar o caso mais simples para o sistema de excitagdo (modelado
por uma equacdo diferencial linear de primeira ordem a coeficientes constantes e nao
homogénea) e que apenas uma grandeza ¢ controlada. Todavia, nada impede uma anélise

multivariavel (varias saidas) e com modelos de sistemas de excitagdo mais complexos.

Um tipo de controle largamente utilizado na industria e que poderia ser empregado neste
caso ¢ o PID. Entretanto, embora encontrado na maioria dos equipamentos de controle, este
controlador ndo fornece bons resultados quando utilizado isoladamente, devido as nao
linearidades de (5.1) [8]. Uma alternativa ¢ utilizar o controlador PID e uma técnica de
controle ndo linear como a teoria geométrica de controle. O objetivo, nesta teoria, & encontrar

uma realimentacao de estados estatica da forma

u=k(x,£)+l(x,s)v (5.2)

com k:VcR'XR" >R, [:'VcR'xR" — R suavese v:J c R—> R anova entrada, de

tal forma que o sistema dinamico

x'= f(x,s)-i— g(x,s)k(x,s)+g(x,8)l(x,8)v

= h(xe) (5.3)

tenha certas caracteristicas lineares como relacdo linear entre a nova entrada e as variaveis de
estado, relag@o linear entre a nova entrada e saida ou uma combina¢do destas. No caso da

relagdo linear entre a nova entrada e a saida, o controlador PID pode ser escrito como
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V(1) = kpe(t) +k, [ e(c Mz +k, %e(l) (5.4)

com k,, k,, k, € R ganhos do controlador ¢ () =r(¢)—y(t), r(¢) a referéncia desejada
para a variavel de saida.

Para trabalhos futuros, este tipo de estudo pode ser realizado, associado com a analise

das bifurcagdes que ocorrem para uma entrada da forma

U,,t=20
u= (5.5)
0,t<0
comU, eR.

Em [8], um estudo semelhante ¢ feito embora a entrada tenha sido introduzida de

maneira artificial.
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&9

Identificacao dos parametros da carga elétrica

Os parametros de uma carga elétrica podem ser obtidos através de algum método de
identificacdo de sistemas. A teoria de identificagdo de sistemas pode ser encontrada em [1].
Uma forma simples de identificacdo dos parametros da carga elétrica do modelo do sistema
elétrico de poténcia consiste na obtengdo de um conjunto de dados e a utilizagdo do seguinte

teorema.
Teorema A.l: Sejam ye R", ¥ uma matriz nxm, xe€ R", o vetor de parametros, e
& e R", o erro de aproximacdo de y por Wx. Suponha que Det(‘PT‘P) # 0. Entdo, o vetor

x obtido por

x=(¢") ¥y (A1)
minimiza
J=E"¢. (A.2)

Demonstracio: O erro devido a aproximacdo de y por ¥x ¢ dado por
=y-¥Yx. (A.3)
Logo, o objetivo ¢ minimizar
J:§T§=(y-‘Px)T(y-‘Px). (A.4)
Expandindo (A.4), vem
J=y'y—y" Px-x"Py+x"¥ ¥x. (A.5)
Um ponto critico de (A.5) € obtido diferenciando J em relagdo ao vetor x. Assim,
DJ =-2¥"y+2¥ ¥x. (A.6)

Se Det(‘PT‘I’) # 0, 0 vetor x que minimiza J é
T\ wr
x=(v'Y) ¥y, (A7)

pois

D*J =2¥"¥ (A.8)
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¢ positiva definida.
[

Os parametros que comparecem no modelo polinomial ZIP podem ser encontrados
através de um conjunto de medidas constituido por valores de tensdo e angulo do barramento
e das poténcias ativa e reativa. Suponha que » medidas (ou amostras) destas grandezas fisicas

sejam feitas a uma freqiiéncia de amostragem

fs=—, (A.9)

1
h

com h o periodo de amostragem. Entdo, o modelo polinomial ZIP pode ser escrito na forma

discreta
P, (k)=P (p1 +p2E(k)+p3E(k)2), (A.10)
O (k) =0, (a4 + a:E(K) + @, E (k) ), (A1)

com k =0,1,...,n—1, denotando cada amostra. Aqui a notagdo k foi utilizada ao invés de kh .

Para as n > 3 amostras, a poténcia ativa em nota¢ao matricial &

y=¥x, (A.12)

y=(£(0) B (1) B ((n=1))). (A.13)
1 E(0) E(0)

gt EO) E(.1)2 : (A.14)
1 E((n-1)) E((n-1))

Bp,,Rp,.Rpy) (A.15)

e os parametros Fp,, Fp, ¢ Fp, obtidos mediante utilizagdo do teorema A.1. O que foi

feito para poténcia ativa vale para a poténcia reativa.

Os parametros P, O, k,, k,, k;, k,, k; e T, de

PD=P()+k1%5+k2(E+TO%Ej (A.16)
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0, :Q0+k3%§+k4E+k5E2 (A.17)

sao encontrados de modo similar ao descrito para a parcela estatica da carga elétrica, mediante
um conjunto de medidas e aplicacdo do teorema A.l. Para isto, bastam n >4 amostras das
poténcias ativa e reativa, da tensao e do angulo do barramento 3 e (A.16) e (A.17) escritos na

forma discreta

P,(k)=PB, +k [5(k+1})l_5(k)]+k2E(k)+k27;)(E(kﬂ})l_E(k)], (A.18)

0, (k)=0Q, +k, (5(]{ i 1})1_5(]{)] +k,E(K)+kE (k). (A.19)

Em notagdo matricial, segue para poténcia ativa P, que

y=(P,(0).2,(1),.... B, (n 1)), (A.20)
. 5(1);5(0) £(0) E(l);lE(O)

. . 5(2)}:5(1) E(h) M , (A2l)

§(n—1)—§(n—2) E(n—l) E(n—l)—E(n—2)
h h

xz(Po,kl,kz,szO). (A.22)

De modo analogo, para a poténcia reativa

y=(25(0).0,(1)-20, (n-1)). (A.23)
2 (1);5(0) E(0)  E(0)

w-|! M EW - EQY (A.24)

x =(Qyr ks ks ks ). (A.25)
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(x Bifurcagao de Bogdanov—-Takens em um
modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(# Calculo dos pontos de Hopf e sela-né para Pl=1.5 e P1=2.5,
fixos e do ponto de Bogdanov-Takens de interesse x)
| (* Fungdes P e Q )
P[x_,y ,2z_] :=-Eg*x*xY¥g*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥Ym*Sin[y -z +6m] + (Yg*Sin[6g] + Ymx Sin[6m]) *x2
Q[x_,y ,2z_] :=Eg*x*Y¥gxCos[y+6g] +Em*xxxYmxCos[y-z+6m] - (Yg*xCos[6g] + YmxCos[6m]) * %2
| (* Componentes do campo de vetores x)
1
fl[x , v ,z ,w_,Q1 ,Pl ]:=— ((-k3 (k2+P1p2) +kl (k4+Q1qg2)) x+
- - - = - - k2k3T
(-k3P1p3+kl (k5+0Q193)) x2+k3 (-PO-plPl+P[x,y, 2]) -kl (-Q0-qlQl+Q[x,y, 2]))
£2[x ,y ,z ,w, QL , Pl ] ;= -Q0-qlQl- (k4+Q1qg2) x- (k5+01qg3) x*>+Q[x, y, z]
- - - = - - k3
£f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+Emx¥mSin[y - z - ém] + Em? Ym Sin[6m]
f4[x ,y ,z ,w _,0Q1 ,Pl ] :=
- - - - - - M
(* Parametros fixos =*)
P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4=-2.0;
k5=7.5;
T =20.0;
Yg=8.0;
Y¥m=5.0;
Pm=1.0;
ém=-5.0%Pi/180;
6g=-12.0+Pi/180;
Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
q2=1;
q3=0;
(* Parte linear do campo de vetores x)
Al{x_,y ,z_,w_,Q1 , Pl }]:=
{{Derivative[l, 0, O, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£f1][x, vy, z, w, Q1, P1],
Derivative[O, O, 1, O, O, O] [f1][x, ¥y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f1][x, ¥y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, O, O, O, O, O] [£f2][x, ¥y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f2][x, y, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f2][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [£f2][x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1],
Derivative[O, O, 1, O, O, O] [£3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [£3][%x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f4][x, y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f4][x, y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, O, 1, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, 2z, w, Q1, P1]}}

| (* Coeficientes do polindémio caracteristico x)

Pc[A_, {x_,y ,2z_,w_,Ql ,Pl }] :=Det[A[{x,y, z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]
ccli_, {x_,y ,2z_,w_,Ql , Pl }] :=Coefficient[Pc[A, {x,y, z, w, QLl, P1}], A, i]

| (*# Andlise de PG %)
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(* Ponto de equilibrio *)

PG={x,y, z, w, 01, P1}
{x, vy, 2z, w, Q1, P1}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em PG x)

Simplify[A[PG]]
{{2.45-0.25P1-1.2501-51.8149x+25. Cos[0.20944-y] +
6.25C0s[0.0872665-y+2z] +5.51in[0.20944 -y] +1.255in[0.0872665 -y +z],
X (-5.Cos[0.20944 -y] -1.25C0s[0.0872665-y+2z] +25.5in[0.20944 -y] +6.25S51in[0.0872665-y+z]),
1.25xCos[0.0872665-y+2] -6.25x3in[0.0872665-y+1z], 0},
{-100. +50. 01 +2030.62x-1000. Cos[0.20944 -y] -250. Cos[0.0872665-y+1z],
-1000. xSin[0.20944 - y] - 250. xSin[0.0872665 -y +z], 250. xSin[0.0872665-y+z2], 0}, {0, O, O, 1},
{16.6667Sin[0.0872665+y-2z], 16.6667 xCos[0.0872665+y-2z], -16.6667xCos[0.0872665+y-2], -0.0666667}}

(* Coeficientes do polindmio caracteristico para A[PG] *)

Simplify[cc[0, PG]]
-83333.3x%?C0s[0.20944 - y]% Cos[0.0872665+y - 2] —
20833.3x%Cos[0.0872665-y+z] Sin[0.20944 - y] Sin[0.0872665+y -z] +
0.x?Cos[0.0872665-y+2z)] Sin[0.0872665+y-2] Sin[0.0872665 -y +z] +
0.%%8in[0.20944 - y] Sin[0.0872665+y - z] Sin[0.0872665 -y +z] +0. x?> Sin[0.0872665+y -z] Sin[0.0872665 -y +z]* +
Cos[0.0872665+y-z] (0. x° Cos[0.0872665—y+z]2 - 83333.3%° Sir1[0.20944—y]2 +0.x%8in[0.0872665 -y +z] +0. P1 x*
Sin[0.0872665-y+z] +0. Q1 x> Sin[0.0872665-y+z] +0. x> Sin[0.0872665-y+2z] +0.x?Sin[0.0872665 -y + z]2+
Sin[0.20944 - y] ((833.333+4166.67P1+0.0Q1) x?+17492.3x>-20833.3x?351in[0.0872665-y+2z]) +
Cos[0.0872665-y+2z] (0.x%>+0.01x%>+0.x>+0.x%>Sin[0.20944 -y] +0.x%>Sin[0.0872665-y+z])) +
Cos[0.20944 - y] (20833.3x%Sin[0.0872665+y-2z] Sin[0.0872665 -y +z] +Cos[0.0872665+y -z] (-8333.33x” +4166.67
01 x?+169218. x> -20833.3x?Cos[0.0872665-y+2z] +0.x?>3in[0.20944 -y] +0. x?>Sin[0.0872665 -y +z]))

Simplify[cc[l, PG]]

-333.333xC0s[0.20944 - y]? - 8.33333xCos[0.0872665-y+2z] +

4.16667Q1 x Cos[0.0872665-y+z] +169.218 x? Cos[0.0872665 -y +z] -20.8333xCo0s[0.0872665-y+z]%+

3.33333xSin[0.20944-y] +16.6667P1 xSin[0.20944-y] +0. Q1 xSin[0.20944 -y] +

69.9691 x*Sin[0.20944 - y] + 0. x Cos[0.0872665 -y +z] Sin[0.20944 - y] - 333.333xSin[0.20944 - y]? -

20.8333xCos[0.0872665-y+z] Sin[0.0872665+y-2z] +0.833333x51in[0.0872665-y+2z] +

4.16667P1 xSin[0.0872665-y+z] +0.01 xSin[0.0872665-y+z] +17.4923 x%Sin[0.0872665-y+z] +

0.xCos[0.0872665-y+2] Sin[0.0872665-y+2z] -166.667xSin[0.20944 -y] Sin[0.0872665-y +z] +

104.167xSin[0.0872665+y-2z] Sin[0.0872665 -y + z] —20.8333xSin[0.O872665—y+2]2+

Cos[0.20944 - y] (-33.3333x+16.6667Q1l x+676.872x°-416.667xCos[0.0872665+y-1z] -
166.667xCos[0.0872665-y+2z] +0.x5in[0.20944-y] +0.xS5in[0.0872665-y+2z]) +

Cos[0.0872665+y-2z] (-40.8333x+4.16667 P1 x+20.833301 x+863.582x%-104.167 xCos[0.0872665-y+z] +
x (-83.3333+16666.7x) Sin[0.20944 -y] -20.8333xSin[0.0872665-y+2z] +0.x?>Sin[0.0872665-y+z])

Simplify[cc[2, PG]]
~0.163333+0.0166667 P1 +0.0833333Q1 +3.45433 x - 5000. x Cos[0.20944 - y]° +
16.6667xCos[0.0872665+y-2] -0.416667 Cos[0.0872665-y+2z] -125.xCos[0.0872665-y+z] +
62.501 xCos[0.0872665-y+z] +2538.27 x°Cos[0.0872665-y +z] —312.5xCos[O.O872665—y+z]2—
0.33333351in[0.20944 -y] +116.667xSin[0.20944 - y] +250. P1 xSin[0.20944 -y] +
0.0Q1xSin[0.20944 - y] +1049.54 x?> Sin[0.20944 -y] + 0. x Cos[0.0872665 -y +z] Sin[0.20944 - y] -
5000. x Sin[0.20944 - y]? - 0.0833333Sin[0.0872665-y +z] +29.1667 x Sin[0.0872665 -y +z] +
62.5P1 xSin[0.0872665-y+2z] +0.Q1 xSin[0.0872665 -y +2z] +262.384 x? Sin[0.0872665-y +2z] +
0. xCos[0.0872665-y+2z] Sin[0.0872665-y+2z] -2500. xSin[0.20944 -y] Sin[0.0872665-y+2z] -
312.5%xSin[0.0872665 -y +2z]? +Cos[0.20944 - y] (-1.66667 - 500. x + 250. Q1 x +
10153.1 %% - 2500. x Cos[0.0872665 -y +2z] +0.xSin[0.20944 -y] + 0. xSin[0.0872665-y +z])

Simplify[cc[3, PG]]
-2.38333+0.25P1+1.250Q01+51.8149x-25.Co0s[0.20944-y] -6.25C0s[0.0872665-y+1z] -
5.8in[0.20944 -y] +1000. xSin[0.20944 -y] -1.255in[0.0872665 -y +2z] +250. xSin[0.0872665 -y + z]




Simplify[cc[4, PG]]
1

(* Condigdo para ocorréncia de um ponto de Hopf =*)

H[x ,y_,z_,w_,Q1 ,Pl]:=
(PG = {x, y, z, w, Q1, P1}; Return[cc[l, PG]% - cc[3, PG] *cc[2, PG] xcc[1l, PG] + cc[0, PG] » cc[3, PG]?])

(* Condigdo para ocorréncia de um ponto de sela-né *)

SN[x_,y ,z_,w_,Ql ,Pl ]:=(PG={x,y, z,w, Q1l, P1}; Return[cc[0, PG]])

(* Condigdes para ocorréncia de um ponto de Bogdanov-Takens =)

BTl[x ,y ,2z_,w_,Q1 ,Pl ] :=(PG={x,y, z, w, Q1, P1}; Return[cc[0, PG]])

BT2[x_,y ,z ,w_,Ql_, Pl ]:

(PG={x,y, z, w, Q1, P1}; Return[cc[1l, PG]])

(# Calculo dos pontos de Hopf e sela-ndé para P1l=1.5 fixo =*)

(* Ponto de Hopf H1l *)

sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Ql, 1.5] ==0, £f2[x, y, z, w, Ql, 1.5] == 0,
£f3[x,y,z,w,Q1,1.5] =0, f4[x,y, z,w,Q1, 1.5] =0, H[x,y, z, w, Q1, 1.5] =0},
{x, 0.98, -2, 2}, {y, 0.08, -1.6, 1.6}, {z,0.28, -1.6, 1.6}, {w, 0, 0, 2}, {Q1, 6.40, 0, 10}]
sol = Level[sol, 2];
Hl = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11]], sol[[14]], 1.5};
{x->0.980808, y—>0.077272, z—-0.279846, w—> 0., Q1 - 6.3947}

(* Ponto de Hopf H2 x)

sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Ql, 1.5] ==0, f2[x, y, z, w, Q1, 1.5] == 0,
£f3[x,y,z,w,Q1,1.5] =0, f4[x,y, z,w,Q1, 1.5] =0, H[x, y, z, w, Q1, 1.5] == 0},
{x, 0.70, 0, 2}, {y, 0.15, -1.6, 1.6}, {2z, 0.50, -1.6, 1.6}, {w, 0, 0, 2}, {Q1, 10.00, -30, 30}]
sol = Level[sol, 2];
H2 = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11]], sol[[14]], 1.5};
{x->0.20583, y—>0.201245, z->0.868769, w-> 0., 01 -»20.0043}

(* Ponto de sela-ndé SN1 x)

sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Ql, 1.5] ==0, £2[x, y, z, w, Ql, 1.5] == 0,
f3[x,y,z,w,Q1,1.5] =0, f4[x,y, z, w,Q1l, 1.5] ==0, SN[x, vy, z, w, Q1, 1.5] =0},
{x,0.4,0, 2}, {y, 0.11, -1.6, 1.6}, {z, 0.5, -1.6, 1.6}, {w, O, O, 2}, {Q1, 20, -30, 30}]

sol = Level[sol, 2];

SN1 = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11]], sol[[14]], 1.5};

{x->0.196711, y—>0.204333, z->0.90256, w—> 0., 01 »20.0154}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada em H1l x)

Chop[Eigenvalues[A[H1]]]
{-193.164, -31.1871, 3.597361, -3.597361}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada em H2 =)

Chop[Eigenvalues[A[H2]]]
{-35.6308, -4.5242, 0.6682521, -0.668252 1}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada em SN1 )
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Chop[Eigenvalues[A[SN1]]]
{-34.6823, -3.88224, -0.0924877, 0}

(*# Calculo dos pontos de Hopf e sela-né para P1=2.5 fixo =)

(* Ponto de Hopf H7 =x)

sol = FindRoot[{fl[x, y, 2z, w, Q1, 2.5] == 0, £2[x, y, z, w, Q1, 2.5] =0,
f3[x,y,z,w,Q1,2.5] =0, f4[x,y, z,w,Ql, 2.5] =0, H[x, y, z, w, Q1, 2.5] =0},
{x, 0.80, -2, 2}, {y, 0.10, -1.6, 1.6}, {z, 0.28, -1.6, 1.6}, {w, O, O, 2}, {Q1, 10.15, -15, 15}]
sol = Level[sol, 2];
H7 = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11]], sol[[14]], 2.5};
{x—->0.783475, y—»0.0508212, z»0.282621, w—-0., Q1 -10.2043}

(* Ponto de Hopf H8 *)

sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Ql, 2.5] ==0, f2[x,y, z, w, Q1, 2.5] == 0,
£f3[x,y,z,w,Q1,2.5] =0, f4[x,y, z,w,Ql, 2.5] =0, H[x, y, z, w, Q1, 2.5] =0},
{x, 0.20, 0, 2}, {y, 0.20, -1.6, 1.6}, {2z, 0.90, -1.6, 1.6}, {w, O, O, 2}, {Q1, 20.00, -30, 30}]
sol = Level[sol, 2];
H8 = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11l]], sol[[14]], 2.5};
{x—>0.22371, y—>0.14554, z > 0.761518, w—> 0., Ol > 19.8892}

(* Ponto de sela-né SN2 =)

sol = FindRoot[{fl[x, vy, z, w, Q1, 2.5] ==0, £f2[x, y, z, w, Q1, 2.5] =0,
f3[x,y,z,w,Q1,2.5] =0, f4[x,y, z, w, Ql, 2.5] =0, SN[x, y, z, w, Q1, 2.5] =0},
{x, 0.40, 0, 2}, {y, 0.15, -1.6, 1.6}, {2z, 0.50, -1.6, 1.6}, {w, O, O, 2}, {Q1, 20.00, -30, 30}]
sol = Level[sol, 2];
SN2 = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11l]], sol[[14]], 2.5};
{x>0.195502, vy 0.154727, z > 0.857291, w— 0., Q1 > 19.9855}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada em H7 x)

Chop[Eigenvalues[A[H7]]]
{-184.375, -20.608, 3.204351, -3.204351}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada em H8 x)

Chop[Eigenvalues[A[H8]]]
{-50.1689, -4.1355, 1.1009514, -1.100951}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada em SN2 *)

Chop[Eigenvalues[A[SN2]]]
{-45.3196, -2.595, -0.319505, 0}

(*# Calculo do ponto de Bogdanov-Takens #)

sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Q1, P1] =0, £2[x, y, z, w, Q1, P1] ==0, £3[x, vy, z, w, Q1, P1] == 0,
f4[x,y, z,w, Q1, P1] == 0, BT1[x, y, z, w, Q1, P1] == 0, BT2[x, y, z, w, Q1, P1] == 0}, {x, 0.30, 0, 2},
{y, 0.20, -2, 2}, {z, 0.80, -2, 2}, {w, O, O, 2}, {Q1, 14.00, -50, 80}, {P1, 0.70, -80, 80}]

sol = Level[sol, 2];

BT = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol1[[11]], sol[[14]], sol[[17]]};

{x—>0.197302, y—-0.228333, z->0.924465, w—>0., 01 -»20.0121, P15 1.01595}

(* Autovalores da parte linear do campo de vetores calculada no ponto de Bogdanov-Takens =*)

Chop[Eigenvalues[A[BT]], 0.0000001]
{-29.1531, -4.8255, 0, 0}
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APENDICE C

CALCULO DAS CONDICOES DE
TRANSVERSALIDADE E NAO DEGENERESCENCIA
DAS BIFURCACOES DE HOPF PARA O CASO v=1.5

FIXO



(x Analise a um parametro em um

modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(*# Andlise dos pontos de Hopf Hl e H2 para P1l=1.5 fixo %)
| (* Fungbes P e Q ) |
P[x ,y , 2] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*xSin[6g] + Ym* Sin[6m]) * %2
Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2
| (* Componentes do campo de vetores x) |
fl[x ,y ,z ,w ,0Q1 ,Pl ]:= ——— ((-k3 (k2+P1p2) +k1 (k4+Q1qg2)) x+
- - - = - - k2k3T
(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
2
£20x_,y .z, w , QL , PL] iz -Q0-g1lQl- (k4+Q1g2) x- (k5+Q1qg3) x*+Q[x, y, z]
k3
f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]
f4[x ,y ,z ,w _,Q1l ,Pl ]:=
- - - - - - M
(* Parametros fixos )
P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4=-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;
ém=-5.0+Pi/180;
6g=-12.0+Pi/180;
Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;
(* Parte linear do campo de vetores x)
Df[{x_,y ,z_,w_, Ql_, Pl_}] i=
{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f1l][x, vy, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[0, 0, 1, O, O, O] [f1]([x, y, 2z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f1][x, y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f2] [x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f2][x, vy, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [£f2][x, ¥y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f2][%x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£f3][x, y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, 0, 1, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f3][x, y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, O, O, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1]}}

(* Polindmio caracteristico *)

Pc[r_, {x_,y_,z_,w_,Ql_, P1_}] :=Det[Df[{x, vy,

z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]

(*

Analise de H1l x)

(* Ponto de equilibrio Hl1 %)

98



H1l = {0.9808084566219808", 0.07727202132537196", 0.27984612120941443", 0., 6.394700982963142", 1.5}

{0.980808, 0.077272, 0.279846, 0., 6.3947, 1.5}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H1l x)

Chop [Df [H1] ]
{{-24.9515, -1.05283, -0.577093, 0}, {980.529, -199.333, 70.0786, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-1.91754, 16.2383, -16.2383, -0.0666667}}

(* Polindémio caracteristico para Df[H1] x)

Chop[Pc[A, H1]]
77959.3 +2903.32 A+ 6037.16 A% +224.351 23 + 2*

(* Condigdo BH1 %)

(* Autovalores para Df[H1l] =)

Chop[Eigenvalues[Df[H1]]]
{-193.164, -31.1871, 3.597361, -3.597361i}

(* Valor de w0 *)

w0 = 3.5973573763568214"
3.59736

(* Autovetores para Df[H1l] =)

Chop[Eigenvectors[Df[H1]]]

{{0.00623836, 0.996471, 0.000433305, -0.0836987}, {0.150427, 0.883139, 0.0142402, -0.444111},
{-0.00102315-0.008287931, -0.00407057 + 0.0533253 1, 0.2674341, -0.962055},
{-0.00102315+0.00828793 1, -0.00407057 -0.05332531i, -0.2674341i, -0.962055}}

(* Autovalores para transposta de Df[H1] x)

Chop[Eigenvalues[Transpose[Df[H1]]]]
{-193.164, -31.1871, 3.597361, -3.597361}

(* Autovetores para transposta de Df[H1] =)

Chop[Eigenvectors[Transpose[Df[H1]]]]

{{0.983573, -0.168735, 0.0641267, -0.000332096}, {0.999459, -0.0063581, 0.0322416, -0.00103603},
{-0.065457-0.5630371, 0.000407981-0.0149991, 0.793616, 0.00408698 -0.2205351},
{-0.065457+0.5630371i, 0.000407981+0.0149991i, 0.793616, 0.00408698 +0.2205351}}

(* Autovetor q x)

q={-0.0010231485819947642" - 0.008287934852840332" 1,
-0.004070567054621561" + 0.05332532649730712" 1, 0.2674337373896433 1, -0.9620547278853065 "}
{-0.00102315-0.008287931, -0.00407057+0.05332531, 0.2674341, -0.962055}

(* Autovetor gb *)

gb = {-0.0010231485819947642" + 0.008287934852840332" 1,
-0.004070567054621561" - 0.05332532649730712" i, -0.2674337373896433" i, -0.9620547278853065 "}
{-0.00102315+0.00828793 1, -0.00407057-0.05332531, -0.2674341i, -0.962055}

(* Autovetor pb )
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pb={-0.06545698427489402" - 0.5630374572674914" i, 0.0004079809671558944" - 0.0149990059008902" 1,
0.7936161656761229", 0.004086984109670513" - 0.2205351365096398 " i}
{-0.065457-0.5630371, 0.000407981-0.0149991, 0.793616, 0.00408698 - 0.2205351}

(* Normalizagdo *)

1
ub=Chop[—]
pb.q
-0.0426771-2.3488 1

(* Autovetor pb normalizado =)

pb = ub*pb
{-1.31967+0.1777741, -0.0352471-0.0003181531, -0.0338693-1.864051, -0.518168-0.0001877181}

(* Verificagdo da normalizagdo *)

Chop[pb.q]
1.

(* Condigdo BH2 %)

(* Calculo da derivada da parte linear do campo de vetores em relagdo a Q1 *)

D[Df[{x, y, z, w, Q1, P1}], Q1]
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}

(* Matriz DAQ1 )

baQl = {{-1.25", 0, 0, O}, {50.°, 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, 0}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}

(* Transversalidade x)
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Rey ' = Chop[Re[pb. (DAQl.q)]]
-0.00185819

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores =)

T2[{x0_, yO_, z0_, wO_, Q1 _, P1_}] :=
{—25.90746093048156‘ x2+x2 (1.25 Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5.7 8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5." Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

vz (6.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,
1015.3077148164587  x2 - 250. " xOy z Cos [0.08726646259971649" - yO + zO] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Bl y? (1000." xOCos[0.20943951023931953" - yO] + 250." %O Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) +

xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. ° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250.  xzSin[0.08726646259971649  -y0+20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" +yO - z0] -
16.666666666666668 x z Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] +

16.666666666666668  xOy zSin[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x02? Sin[0.08726646259971649" + yO - O] }

T3[{x0_, yO_, z0_, wO_, Q1 _, P1_}] :=
1
{Z x0y® (5. Cos[0.20943951023931953" - yO] +1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
£l x2? (-6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} xy? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5. Sin[0.20943951023931953" - yO] - 1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
xyz (6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO +z0] +1.25"° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
5 yz2 (1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] - 6.25" x0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
1

5 y?z (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1

E 23 (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]),
-250.  xy zCos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 125. " x 22 Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +

1

—2— xy? (1000." Cos[0.20943951023931953" - yO] + 250.  Cos[0.08726646259971649" - yO + z0]) -

125.  x0y? zSin[0.08726646259971649" - yO + zO] + 125. " xOy z2 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0] -
41.666666666666664" xO z> Sin[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Z y® (1000." x0Sin[0.20943951023931953" - yO] + 250." %O Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]),

0, -2.7777777777777777" x0y> Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] +
8.333333333333334" x0y? z Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] - 8.333333333333334" x0y z°
Cos[0.08726646259971649" + yO - 20] + 2.7777777777777777" %0 z> Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -
8.333333333333334 " xy? Sin[0.08726646259971649" +yO - z0] + 16.666666666666668 xy 2z
Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] - 8.333333333333334" x 22 Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores calculada em Hl =)

T2[H1]
{-25.9075%x%>-1.07343xy-15.5887y>-0.588385xz+6.22476yz-3.11238 z2,
1015.31 %% -203.233xy+603.615y%+71.4499x 2z -234.975yz+117.487 z?,

0, 16.556xy+0.940369y>-16.556xz-1.88074yz+0.940369 2%}

101



T3[H1]
{-15.8937xy?+0.175472y> + 6.34656 x yz + 0.288546 y? 2z - 3.17328 x 2% - 0.288546 y z° + 0.0961821 z°,
615.425x y® +33.2221y>-239.572xyz-35.0393y?z+119.786xz°+35.0393yz%-11.67982z%, 0,
0.958769xy? -2.70638y> -1.91754xyz+8.11913y% 2+ 0.958769x2z%-8.11913y2%+2.706382°}

(* Fungdes multilineares simétricas *)

(* Fungdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_, v2_,y3_,y4 }] :=

{-2%25.90746093048156" x1 *+yl - 1.0734323344894139" x1 xy2-1.0734323344894139" x2 %yl -
2%15.58869408987546  x2 +xy2 - 0.5883846904899888" x1 »y3 - 0.5883846904899888" x3xyl +
6.224758143863436" x2 xy3 + 6.224758143863436" x3xy2-2%3.112379071931718" x3 *xy3,

2%1015.3077148164587 " x1+yl - 203.23289619985584" x1 »y2 - 203.23289619985584" x2 »y1 +

2%603.6145092693589" x2 »y2 + 71.44986036187979" x1+y3 + 71.44986036187979" x3 »yl - 234.9746003010592" x2 »y3 -
234.9746003010592" x3%y2 +2+%117.4873001505296  x3*y3, 0, 16.5559906157897 " x1 xy2 +
16.5559906157897 x2*yl + 2% 0.9403688104361817 x2*y2-16.5559906157897 x1 *y3 -16.5559906157897" x3 xyl -
1.8807376208723634" x2+y3 -1.8807376208723634" x3xy2+2%0.9403688104361817" x3 xy3}

(* Fungcdo multilinear simétrica C[x,y,z] =*)

cl{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_,y2 ,y3_,y4_}, {z1_, z2_, z3_, z4_}] :=
{-2%15.893719089214166" x1 *y2 %22 -2 %15.893719089214166" x2 xyl » z2 -

2%15.893719089214166  x2xy2+ 2zl + 6%0.17547191854644864" %2 xy2 %22 + 6.346558394594428" x1 xy2 +z3 +
6.346558394594428" x1 xy3 22 + 6.346558394594428  x2 xyl *23 + 6.346558394594428" x2 xy3 %zl +
6.346558394594428" x3 xyl xz2 + 6.346558394594428 %3 xy2x2z1 + 2% 0.2885463400897439" x2 %y2 %23 +
2%0.2885463400897439  x2 xy3 %22 +2%0.2885463400897439  x3 xy2 %22 -2%3.173279197297214" x1*y3 %23 -
2%3.173279197297214" x3 %yl %23 -2%3.173279197297214  x3 *y3 %21 -2%0.2885463400897439" x2 »y3 % z3 -
2%0.2885463400897439  x3%xy2+23-2%0.2885463400897439  x3xy3 %22+ 6%0.09618211336324796 " x3 xy3 %23,

2% 615.425473948581 " x1 +y2 xz2 + 2 * 615.425473948581 " %2 *yl * 22 + 2+ 615.425473948581 " x2 xy2 » z1 +
6% 33.22209054276597 %2 xy2 x 22 - 239.57236371140115" x1 xy2 % 23 - 239.57236371140115" x1 »y3 * 22 -
239.57236371140115"° x2 *yl » 23 - 239.57236371140115" x2 *y3 %zl - 239.57236371140115" x3 »y1 % z2 -
239.57236371140115" %3 *y2*2z1 - 2%35.03931363369568" x2*y2 %23 -2*%35.03931363369568" x2 xy3 * 22 -
2%35.03931363369568 x3*xy2%22+2%119.78618185570058" x1 xy3 %23 +2%119.78618185570058" x3 »yl %23 +
2%119.78618185570058 x3 xy3* 2zl +2%35.03931363369568" x2xy3 %23 +2*35.03931363369568" x3 *xy2 %23 +
2%35.03931363369568 x3xy3%22-6%11.679771211231891" x3*xy3 23, 0,

2%0.9587690686058337 x1*y2%2z2+2%x0.9587690686058337 x2xyl*x2z2+2%0.9587690686058337" x2 »y2 %zl -
6%2.7063759339534488 %2 xy2* 22 -1.9175381372116673 x1xy2+*2z3-1.9175381372116673" x1*y3 *z2 -
1.9175381372116673  x2 %yl %23 -1.9175381372116673" x2+y3%2z1-1.9175381372116673" x3 %yl +z2 -
1.9175381372116673 x3*y2+2z1 +2%8.119127801860346° x2+xy2+23 +2%8.119127801860346" x2 *y3 %22 +
2%8.119127801860346 x3xy2+22+2%0.9587690686058337" x1 xy3 %23+
2%0.9587690686058337  x3 %yl +23+2%0.9587690686058337 %3 +y3+x2z1-2%8.119127801860346" x2+y3 %23 -
2%8.119127801860346 x3%xy2+*23-2%8.119127801860346" x3 xy3 %22+ 6%2.7063759339534488" x3 xy3 * 23}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em Hl x)

A = Df[H1]
{{-24.9515, -1.05283, -0.577093, 0}, {980.529, -199.333, 70.0786, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-1.91754, 16.2383, -16.2383, -0.0666667}}

(* Calculo da inversa da matriz A x)

AI = Chop[Inverse[A]]
{{-0.0269225, 0.000339499, 0.000161464, 0.00242196}, {-0.202512, -0.00518298, -0.00101139, -0.0151708},
{-0.199333, -0.00522307, -0.00513599, -0.0770398}, {0, 0, 1., 0}}

(* Matriz D2 = 2xixw0xI x)

D2 = 2% I%w0xIdentityMatrix[4]
{{7.194711, o0, 0, 0}, {O, 7.194711, 0, O}, {O, O, 7.194711, 0}, {0, O, O, 7.194711}}

(* Matriz DA = 2xi*w0xI-A %)

DA=D2-A
{{24.9515+7.194711, 1.05283, 0.577093, 0}, {-980.529, 199.333+7.194711, -70.0786, 0},
{0, 0, 7.194714, -1}, {1.91754, -16.2383, 16.2383, 0.0666667 + 7.194711i}}

(* Matriz inversa de DA )
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DAI = Chop[Inverse[DA]]

{{0.0332231-0.008289021, -0.000112116+ 0.0000324791, 0.00140646+0.005479861, 0.000763397-0.0001884121},
{0.140035-0.03987461, 0.00384566+ 0.0000113777 1, 0.00498332-0.03819041, -0.00530124-0.0007417571},
{-0.0624431+0.01693561, -0.00176348-0.0000272571, -0.00158352-0.1847911, -0.0256841-0.00001789581},
{-0.121847-0.449261, 0.000196107-0.0126877 1, 0.329518-0.0113931, 0.000128755-0.184791}}

(* Calculo do vetor complexo h20 =x)

h20 = Chop[DAI.b[q, q]]
{0.0132218-0.003368211, -0.00141694-0.01440061, 0.00535446+0.006144891, -0.0442107+0.03852381}

(* Calculo do vetor complexo hll x)

hll = Chop[-AI.b[q, gb]]
{-0.0145634, 0.000204131, 0.0108623, 0}

(* Calculo do numero complexo G21 *)

G21 = Chop[pb. (c[q, q, ab] + 2+b[q, h1l] +b[gb, h20])]
-0.00827883-0.150565 1

(* Condigdo BH3 x)

(* Ndo degenerescéncia: primeiro coeficiente de Lyapunov x)

1
1l = Chop[E *Re[G21] ]
-0.00413942

(*# Andlise de H2 )

(* Ponto de equilibrio H2 x)

H2 = {0.20583043251112867", 0.20124517576119844", 0.8687686934794692", 0., 20.004270847944106°, 1.5}
{0.20583, 0.201245, 0.868769, 0., 20.0043, 1.5}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H2 x)

Chop [Df [H2] ]
{{-3.14628, -0.292978, -0.693974, 0}, {136.106, -36.9421, 35.2554, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-9.13732, 2.86901, -2.86901, -0.0666667}}

(* Polinémio caracteristico para Df[H2] %)

Chop[Pc[A, H2]]
71.9861 +17.9317 X+ 161.648 1% +40.1552° +2*

(* Condigdo BH1 *)

(* Autovalores para Df[H2] =)

Chop[Eigenvalues[Df[H2]]]
{-35.6308, -4.5242, 0.6682521, -0.668252 1}

(* Valor de w0 =x)

w0 =0.6682519887005619°
0.668252

(* Autovetores para Df[H2] «*)
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Chop [Eigenvectors[Df[H2]]]

{{0.00903792, 0.996916, 0.00218699, -0.0779241}, {0.221167, 0.963687, 0.0322955, -0.146112},
{-0.181734+0.02886931i, 0.103479+0.1044911, 0.808045, 0.5399781i},
{-0.181734-0.02886931, 0.103479-0.1044911, 0.808045, -0.5399781}}

(* Autovalores para transposta de Df[H2] =)

Chop[Eigenvalues[Transpose[Df[H2]]]]
{-35.6308, -4.5242, 0.6682521, -0.6682521}

(* Autovetores para transposta de Df[H2] =x)

Chop[Eigenvectors[Transpose[Df[H2]]]]

{{0.94384, -0.225723, 0.241182, -0.0067816}, {0.973985, -0.0131851, 0.220744, -0.0495215},
{-0.258336+0.07576161, -0.0599146 +0.0004829591i, -0.0531979-0.5332441, -0.797968},
{-0.258336-0.07576161, -0.0599146-0.0004829591, -0.0531979+0.5332441i, -0.797968}}

(* Autovetor q x)

q={-0.18173442288256855" + 0.028869258439033544" 1,
0.10347888867625533" +0.10449119136655952" i, 0.8080451116414344°, 0.5399777528141563" i}
{-0.181734+0.02886931i, 0.103479+0.104491 1, 0.808045, 0.5399781}

(* Autovetor gb x)

gb = {-0.18173442288256855" - 0.028869258439033544 " 1,
0.10347888867625533" - 0.10449119136655952" 1, 0.8080451116414344°, -0.5399777528141563" i}
{-0.181734-0.02886931, 0.103479-0.1044911, 0.808045, -0.5399781}

(* Autovetor pb =)

pb = {-0.25833600011245167" + 0.07576159032070807" i, -0.05991456295908084" + 0.0004829591724965422" i,
-0.053197893026558224" - 0.5332439671451611" i, -0.7979683953983778"}
{-0.258336+0.07576161i, -0.0599146 +0.00048295914, -0.0531979-0.5332441i, -0.797968}

(* Normalizagédo =*)

1
ub = Chop[ ——]
pb.q
-0.00565984 +1.12457 1

(* Autovetor pb normalizado =*)

pb = ub*pb
{-0.083737-0.2909451, -0.000204014 -0.06738081, 0.59997-0.05680661, 0.00451637-0.89737 1}

(* Verificagdo da normalizagdo =*)

Chop[pb.q]
1.

(* Condigdo BH2 x) |

(* Calculo da derivada da parte linear do campo de vetores em relagdo a Q1 =) |

D[Df[{x, y, z, w, Q1, P1}], Q1]
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, 0}}

(* Matriz DAQl )



DaQl = {{-1.25°, 0, O, O}, {50.°, O, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}

(* Transversalidade x)

Rey ' = Chop[Re[pb. (DAQl.q)]]
0.0695939

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores *)

T2[{xO_, yO_, zO_, wO_, Q1_, P1_}] :=
{—25.90746093048156‘ x? +x2z (1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -

5.78in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5.7 Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°8Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
5 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" x0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

vz (6.25° XOCos[0.08726646259971649" -yO+20] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]),
1015.3077148164587" x2 - 250. " xOy z Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
£l y? (1000." %O Cos[0.20943951023931953" - yO] + 250." xO Cos[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. " Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250." xz Sin[0.08726646259971649" - yO +20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -
16.666666666666668" x z Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] +

16.666666666666668" xOy z Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] -

8.333333333333334" x0 z% Sin[0.08726646259971649" + yO - z0] }

T3[{xO_, yO_, zO_, wO_, Q1_, P1_}] :=
1
{—6- x0y® (5. Cos[0.20943951023931953" - yO] +1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -
25.° Sin[0.20943951023931953" - y0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl x22 (-6.25 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] - 1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
5 xy? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -

5.°8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xyz (6.25 Cos[0.08726646259971649" -yO+20] +1.25° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1

5 yz2 (1.25° x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 6.25" x0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
1

5 y2z (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1

E 23 (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) ,
-250.  xy zCos[0.08726646259971649" - yO + z0] + 125. " x z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +

1

Bl xy? (1000." Cos[0.20943951023931953" - yO] + 250. " Cos[0.08726646259971649" - yO + z0]) -

125." x0y? z Sin[0.08726646259971649" - yO + zO] + 125." xOy z2 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0] -
41.666666666666664" xO z3 Sin[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
E y? (1000." x0Sin[0.20943951023931953" - yO] + 250." X0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,

0, -2.7777777777777777" x0y> Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] +
8.333333333333334 " x0y” z Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] - 8.333333333333334" x0y z°
Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] + 2.7777777777777777" %0 z> Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -
8.333333333333334 xy2 Sin[0.08726646259971649" +yO - z0] + 16.666666666666668 xy z
Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] - 8.333333333333334 " x 2> Sin[0.08726646259971649" + yO - z0] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores calculada em H2 =)

T2 [H2]

{-25.9075%% -1.4234xy-3.13368y°-3.37158xz+1.11334yz-0.55667 z?,
1015.31x%-179.478xy+121.653y?+171.284x 7z -37.4825yz+18.7413 22,
0, 13.9387xy+0.940369y?-13.9387x2z-1.88074yz+0.940369 2%}
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T3[H2]
{-15.2246xy?>+0.0488297 y> +5.40902xy z+0.346987 y>z-2.70451 x2° - 0.346987 vy z?+0.115662 2,
591.035xy?+6.15701y> -182.104xyz-17.6277y? z+91.0519x2z%+17.6277yz%-5.87591 z°,

0, 4.56866xy>-0.478168y> -9.13732xyz+1.4345y? 2+ 4.56866x2%-1.4345y2%+0.478168z2°}

| (* Fungdes multilineares simétricas =)

| (* Fungdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_, v2_,y3_,y4 }] :=
{-2%25.90746093048156" x1 *+yl - 1.4233972391583833" x1 xy2 - 1.4233972391583833" x2 xyl -

2%3.133680659194651 " x2 xy2 - 3.371578824634446  x1+y3 -3.371578824634446  x3+yl +
1.11334014347597  x2%y3+1.11334014347597 %3 +y2-2%0.556670071737985" x3 *xy3,

2%1015.3077148164587 x1+yl -179.47816832090894" x1*y2 -179.47816832090894" x2 »yl +
2%121.65301946660624" x2 »y2 + 171.28392554680335" x1 »y3 + 171.28392554680335" x3 xy1l -
37.4825168435383" x2 »y3 - 37.4825168435383  x3+y2 + 2% 18.74125842176915" x3%xy3, 0,

13.938695832051417  x1+xy2 + 13.938695832051417  x2 %yl +2%0.9403688104361817" x2 +xy2 -
13.938695832051417  x1+y3 -13.938695832051417  x3+yl -1.8807376208723634" x2 +y3 -
1.8807376208723634" x3+xy2 +2%0.9403688104361817" x3 xy3}

(* Fungcdo multilinear simétrica C[x,y,z] =*)

c[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_,vy2_,y3_,y4_}, {z1_, z2_, z3_, z4_}] :=
{-2%15.893719089214166  x1 xy2 %22 -2%15.893719089214166" x2 *yl »x z2 -

2%15.893719089214166 x2*y2 %2zl + 6% 0.04882974489518608" x2 xy2 22 +5.409016197912205" x1 xy2 » 23 +
5.409016197912205" x1 +y3 22 +5.409016197912205" x2 +y1 23 + 5.409016197912205" x2 xy3 » z1 +
5.409016197912205" x3 *yl 22 +5.409016197912205° x3xy2+2z1 +2%0.3469867638599355" x2 xy2 » 23 +
2%0.3469867638599355  x2 xy3 %22 +2%0.3469867638599355" x3%y2*22-2%2.7045080989561026" x1 *y3 %23 -
2%2.7045080989561026  x3 xyl 23 -2%2.7045080989561026" x3%y3 %21 -2%0.3469867638599355" x2 xy3 %23 -
2%0.3469867638599355 k3 xy2 %23 -2%0.3469867638599355" x3xy3*22+ 6%x0.11566225461997849" x3 xy3 » z3,

2%591.0351447181107 X1 *y2 %22 +2%591.0351447181107 X2yl 22 +2%591.0351447181107 " x2+y2+zl +
6%6.157011501966306" x2 *xy2 22 - 182.10386280712754" x1 xy2 » z3 - 182.10386280712754" x1 xy3 % 22 -
182.10386280712754" x2 xyl »z3 - 182.10386280712754" x2+y3 +z1 - 182.10386280712754" x3 »yl » 22 -
182.10386280712754" x3 xy2 %2zl -2%17.627722238751247  x2 xy2 x 23 - 2% 17.627722238751247" x2 »y3 » 22 -
2%17.627722238751247  x3 *y2 %22 + 2% 91.05193140356377  x1 *y3 %23 + 2% 91.05193140356377  x3 xyl *z3 +
2%91.05193140356377 x3 xy3 %21 +2%17.627722238751247 x2%y3 %23 +2%17.627722238751247 x3 xy2*z3 +
2%17.627722238751247 x3xy3 %22 - 6+ 5.8759074129170825" x3 »y3» 23, 0,

2%4.5686577974097125" x1 xy2 %22 +2%4.5686577974097125" x2+yl 22 + 2% 4.5686577974097125" x2 xy2 x z1 -
6%0.4781679652920349" x2 xy2 %22 - 9.137315594819425" x1 xy2 x 23 - 9.137315594819425" x1 »y3 » 22 -
9.137315594819425" x2 +yl 23 - 9.137315594819425" x2 +y3 »z1 - 9.137315594819425" x3 »yl » 22 -
9.137315594819425" x3%y2 %zl + 2% 1.434503895876105  x2+y2 %23 + 2% 1.434503895876105" x2 xy3 22 +
2%1.434503895876105° x3+y2+22+2%4.5686577974097125" x1 xy3 %23 +
2%4.5686577974097125  x3xyl 23 +2+4.5686577974097125" x3»y3*21 -2%1.434503895876105" x2 »y3 » 23 -
2%1.434503895876105° x3+y2 %23 -2%1.434503895876105" x3*y3 %22+ 6%0.4781679652920349" x3 +y3 % 23}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H2 x)

A = Df[H2]
{{-3.14628, -0.292978, -0.693974, 0}, {136.106, -36.9421, 35.2554, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-9.13732, 2.86901, -2.86901, -0.0666667}}

(*# Calculo da inversa da matriz A x)

AI = Chop[Inverse[A]]
{{-0.0672205, 0.039335, 0.0333082, 0.499623}, {-0.949464, -0.0373078, -0.0152527, -0.22879},
{-0.735378, -0.162583, -0.144571, -2.16856}, {0, 0, 1., 0}}

(* Matriz D2 = 2%1*w0*I =*)

D2 = 2% I+w0xIdentityMatrix[4]
{{1.33651, 0, 0, 0}, {0, 1.33651, 0, 0}, {0, O, 1.33651, 0}, {0, 0, O, 1.33651}}

(* Matriz DA = 2xi*xwO0xI-A *)
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DA=D2-A
{{3.14628+1.33651, 0.292978, 0.693974, 0}, {-136.106, 36.9421+1.33651, -35.2554, 0},
{0, 0, 1.336514, -1}, {9.13732, -2.86901, 2.86901, 0.0666667 + 1.33651}}

(* Matriz inversa de DA )

DAI = Chop[Inverse[DA]]

{{0.250967-0.1066771, 0.00974486-0.00315841, 0.0730174+0.2007851, 0.152577-0.04702241},
{0.717868 - 0.2984551, 0.0103962-0.01158861, 0.224625-0.1933971, -0.135982-0.1748521},
{-0.205349+0.1263131, -0.0546521+0.0004443211, -0.0391855-0.9692761, -0.724891-0.006839161},
{-0.168818-0.274451, -0.000593837-0.07304281, 0.295441-0.05237161, 0.00914056-0.968821}}

(* Calculo do vetor complexo h20 *)

h20 = Chop[DAI.b[q, q]]
{0.74108-0.3854241, -1.19627-0.4554031, -5.26172+1.210481, -1.61781-7.032311}

(* Calculo do vetor complexo hll x)

hll = Chop[-AI.b[q, gb]]
{-4.26781, 1.5045, 16.7028, 0}

(* Calculo do numero complexo G21 %)

G21 = Chop[pb. (c[q, g, gb] +2*b[qg, hll] +b[gb, h20])]
-24.4062-261.868 1

(* Condigdo BH3 )

(* Ndo degenerescéncia: primeiro coeficiente de Lyapunov x)

1
1l = Chop[; *Re[G21] ]
-12.2031
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APENDICE D

CALCULO DAS CONDICOES DE
TRANSVERSALIDADE E NAO DEGENERESCENCIA
DAS BIFURCACOES DE HOPF PARA O CASO v=2.5

FIXO



(* Analise a um parametro em um

modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(*# Andlise dos pontos de Hopf H7 e H8 para P1=2.5 fixo )
| (* Fungbes P e Q ) |
P[x ,y , 2] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*xSin[6g] + Ym* Sin[6m]) * %2
Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2
| (* Componentes do campo de vetores x) |
fl[x ,y ,z ,w ,0Q1 ,Pl ]:= ——— ((-k3 (k2+P1p2) +k1 (k4+Q1qg2)) x+
- - - = - - k2k3T
(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
2
£20x_,y .z, w , QL , PL] iz -Q0-g1lQl- (k4+Q1g2) x- (k5+Q1qg3) x*+Q[x, y, z]
k3
f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]
f4[x ,y ,z ,w _,Q1l ,Pl ]:=
- - - - - - M
(* Parametros fixos )
P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4=-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;
ém=-5.0+Pi/180;
6g=-12.0+Pi/180;
Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;
(* Parte linear do campo de vetores x)
Df[{x_,y ,z_,w_, Ql_, Pl_}] i=
{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f1l][x, vy, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[0, 0, 1, O, O, O] [f1]([x, y, 2z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f1][x, y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f2] [x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f2][x, vy, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [£f2][x, ¥y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f2][%x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£f3][x, y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, 0, 1, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f3][x, y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, O, O, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1]}}

(* Polindmio caracteristico *)

Pc[r_, {x_,y_,z_,w_,Ql_, P1_}] :=Det[Df[{x, vy,

z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]

(*

Analise de H7 %)

(* Ponto de equilibrio *)
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H7 = {0.7834750744770197", 0.05082117290547366°, 0.28262075894740396°, 0., 10.204298082881733", 2.5}

{0.783475, 0.0508212, 0.282621, 0., 10.2043, 2.5}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H7 %)

Chop [Df [H7] ]
{{-19.7235, -0.168285, -0.606087, 0}, {776.323, -185.193, 61.4401, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-2.40051, 12.9218, -12.9218, -0.0666667}}

(* Polindémio caracteristico para Df[H7] x)

Chop[Pc[A, H7]]
39013.8+2104.74 A+ 3809.88 2% +204.983 2% + 2*

(* Condigdo BH1 %)

(* Autovalores para Df[H7] =)

Chop[Eigenvalues[Df[H7]]]
{-184.375, -20.608, 3.204351, -3.204351}

(* Valor de w0 *)

w0 = 3.204346702570965"
3.20435

(* Autovetores para Df[H7] =x)

Chop[Eigenvectors[Df[H7]]]

{{-0.00102096, -0.997554, -0.000379107, 0.069898}, {-0.177977, -0.848508, -0.0241541, 0.49777},
{-0.00148334-0.009402961, -0.0051916+0.05932711, 0.2973641i, -0.952857},
{-0.00148334+0.009402961, -0.0051916-0.059327114, -0.2973641i, -0.952857}}

(* Autovalores para transposta de Df[H7] x)

Chop [Eigenvalues[Transpose[Df[H7]]]]
{-184.375, -20.608, 3.204351, -3.204351}

(* Autovetores para transposta de Df[H7] =)

Chop [Eigenvectors[Transpose[Df[H7]]]]

{{-0.975691, 0.206937, -0.0721385, 0.0003914}, {-0.999491, 0.00114363, -0.0318331, 0.00154971},
{-0.0906754-0.5907421, 0.000149972-0.01612091, 0.765206, 0.00496616-0.2386991},
{-0.0906754 +0.590742 i, 0.000149972+0.01612091, 0.765206, 0.00496616+ 0.2386991}}

(* Autovetor q x)

q={-0.001483342780772857" - 0.009402964437528968" 1,
-0.005191597222328573" + 0.05932710801745321 " 1, 0.29736403613103474 1, -0.9528574686396746 "}
{-0.00148334-0.009402961, -0.0051916+0.0593271 1, 0.2973641, -0.952857}

(* Autovetor gb *)

gb = {-0.001483342780772857" + 0.009402964437528968" i,
-0.005191597222328573" - 0.05932710801745321" i, -0.29736403613103474 i, -0.9528574686396746 "}
{-0.00148334+0.009402961, -0.0051916-0.05932711, -0.2973641i, -0.952857}

(* Autovetor pb )
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pb={-0.09067540971494627" - 0.5907415041404229" 1, 0.0001499720618200051" - 0.01612091786570534" 1,
0.7652062121617569", 0.004966155165111345" - 0.23869924391672803" 1}
{-0.0906754-0.5907421, 0.000149972-0.01612091, 0.765206, 0.00496616-0.2386991}

(* Normalizagdo *)

1
ub=Chop[—]
pb.q
-0.0440531-2.188191i

(* Autovetor pb normalizado =)

pb = ub*pb
{-1.28866+0.2244391, -0.0352823+0.0003820081, -0.0337097-1.674421, -0.522539-0.0003514731}

(* Verificagdo da normalizagdo *)

Chop[pb.q]
1.

(* Condigdo BH2 %)

(* Calculo da derivada da parte linear do campo de vetores em relagdo a Q1 *)

D[Df[{x, y, z, w, Q1, P1}], Q1]
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}

(* Matriz DAQ1 )

baQl = {{-1.25", 0, 0, O}, {50.°, 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, 0}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}

(* Transversalidade x)
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Rey ' = Chop[Re[pb. (DAQl.q)]]
-0.00223102

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores =)

T2[{x0_, yO_, z0_, wO_, Q1 _, P1_}] :=
{—25.90746093048156‘ x2+x2 (1.25 Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5.7 8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5." Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

vz (6.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,
1015.3077148164587  x2 - 250. " xOy z Cos [0.08726646259971649" - yO + zO] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Bl y? (1000." xOCos[0.20943951023931953" - yO] + 250." %O Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) +

xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. ° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250.  xzSin[0.08726646259971649  -y0+20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" +yO - z0] -
16.666666666666668 x z Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] +

16.666666666666668  xOy zSin[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x02? Sin[0.08726646259971649" + yO - O] }

T3[{x0_, yO_, z0_, wO_, Q1 _, P1_}] :=
1
{Z x0y® (5. Cos[0.20943951023931953" - yO] +1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
£l x2? (-6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} xy? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5. Sin[0.20943951023931953" - yO] - 1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
xyz (6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO +z0] +1.25"° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
5 yz2 (1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] - 6.25" x0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
1

5 y?z (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1

E 23 (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]),
-250.  xy zCos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 125. " x 22 Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +

1

—2— xy? (1000." Cos[0.20943951023931953" - yO] + 250.  Cos[0.08726646259971649" - yO + z0]) -

125.  x0y? zSin[0.08726646259971649" - yO + zO] + 125. " xOy z2 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0] -
41.666666666666664" xO z> Sin[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Z y® (1000." x0Sin[0.20943951023931953" - yO] + 250." %O Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]),

0, -2.7777777777777777" x0y> Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] +
8.333333333333334" x0y? z Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] - 8.333333333333334" x0y z°
Cos[0.08726646259971649" + yO - 20] + 2.7777777777777777" %0 z> Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -
8.333333333333334 " xy? Sin[0.08726646259971649" +yO - z0] + 16.666666666666668 xy 2z
Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] - 8.333333333333334" x 22 Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores calculada em H7 =)

T2[H7]
{-25.9075%x%>-0.214793 xy-12.4583y?> -0.773588x2+4.95678 vy z-2.47839 22,
1015.31 %% -236.374xy+479.811y?*+78.42xz-185.983yz+92.9915 z?,
0, 16.4929xy+0.940369y?-16.4929x2z-1.88074yz+0.940369 2%}
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T3[H7]
{-15.9013xy?>+0.0280475y> +6.32665xyz+0.303044y%z-3.16333x2°-0.303044yz2%+0.101015 23,
612.414x y®> +30.8655y>-237.382xyz-30.72y>z+118.691xz°+30.72yz?-10.24z2°, 0,
1.20025xy?>-2.15363y> -2.40051xyz+6.46088y?z+1.20025%x 2% -6.46088yz%+2.153632>}

(* Fungdes multilineares simétricas *)

(* Fungdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_, v2_,y3_,y4 }] :=

{-2%25.90746093048156" x1 *yl - 0.21479304598288596" x1 *y2 - 0.21479304598288596" x2 *yl -
2%12.458266968853694 " x2 xy2 - 0.7735882816337594" x1%y3 -0.7735882816337594" x3 %yl +
4.956776353756787" x2 xy3 + 4.956776353756787 x3+y2-2%2.4783881768783935" x3 xy3,

2%1015.3077148164587" x1 *yl - 236.3740108602779" x1 *y2 - 236.3740108602779" x2 »y1l +

2%479.811364177829" x2 »y2 + 78.41997096104328" x1 »y3 + 78.41997096104328" x3 »yl - 185.98303563243368" x2 »y3 -
185.98303563243368 x3*y2 +2%92.99151781621684" x3%xy3, 0, 16.492887635916894" x1+y2 +
16.492887635916894 x2+yl +2%0.940368810436182" x2*y2-16.492887635916894" x1 xy3 -
16.492887635916894" x3+yl - 1.880737620872364" x2+y3 -1.880737620872364" x3+y2+2%0.940368810436182" x3 xy3}

(* Fungcdo multilinear simétrica C[x,y,z] =*)

cl{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_,y2 ,y3_,y4_}, {z1_, z2_, z3_, z4_}] :=
{-2%15.901293320875277  x1 *y2 %22 - 2% 15.901293320875277" x2 »yl » 22 -

2%15.901293320875277 x2xy2 2zl + 6% 0.028047499616431246° x2xy2*2z2 + 6.32665481676683" x1 xy2 +z3 +
6.32665481676683" x1 xy3 %22+ 6.32665481676683" %2yl xz3 +6.32665481676683" x2 xy3»zl +
6.32665481676683° x3 xyl xz2 + 6.32665481676683 %3 xy2xzl +2%0.30304356828377965" x2 *y2 % z3 +
2%0.30304356828377965 x2xy3+22 +2%0.30304356828377965  x3*y2+2z2-2%3.163327408383415" x1 »y3 %23 -
2%3.163327408383415 x3 %yl *23-2%3.163327408383415" x3xy3*2z1-2%0.30304356828377965" x2 *y3 %23 -
2%0.30304356828377965° x3*xy2+23-2%0.30304356828377965 x3*y3 %22+ 6%0.10101452276125988" x3 xy3 * 23,

2%612.4143317489834" x1 xy2 %22 +2 % 612.4143317489834  x2 xyl %22 +2%612.4143317489834  x2 xy2 %2zl +
6% 30.86552429386468 " x2 xy2 xz2 - 237.38219847846455" x1 xy2 » 23 - 237.38219847846455" x1 »y3 % z2 -
237.38219847846455° x2 xyl »z3 - 237.38219847846455" x2 xy3 %zl - 237.38219847846455" x3 *xyl % z2 -
237.38219847846455° x3xy2* 2zl -2%30.72004629459455" x2 *y2 %23 - 2% 30.72004629459455" x2 » y3 % z2 -
2%30.72004629459455  x3+xy2 %22 +2%118.69109923923227  x1 *y3 %23 +2%118.69109923923227" x3 »yl %23 +
2%118.69109923923227  x3xy3+*2z1 +2%30.72004629459455" x2 xy3 x2z3 + 2% 30.72004629459455" x3 xy2 * 23 +
2%30.72004629459455" x3xy3 22 - 6%10.240015431531516" x3xy3%z3, 0,

2%1.2002536405690902" x1*xy2%22+2%1.2002536405690902" x2 %yl x2z2+2%1.2002536405690902" x2 xy2 % z1 -
6%2.153627728148517" x2*y2 %22 -2.4005072811381805" x1 *y2 %23 -2.4005072811381805" x1 *y3 % z2 -
2.4005072811381805" x2 *yl 23 -2.4005072811381805" x2 *y3+2z1 -2.4005072811381805" x3 *yl % z2 -
2.4005072811381805" %3 xy2+2zl1 +2%6.460883184445553" x2+y2 %23 +2%6.460883184445553 " x2 xy3*22 +
2%6.460883184445553  x3xy2+22 +2%1.2002536405690902" x1 xy3 % z3 +
2%1.2002536405690902" x3*xyl 23 +2%1.2002536405690902" x3 +y3+x2z1 -2+6.460883184445553" %2 +y3 %23 -
2%6.460883184445553 x3xy2*23-2%6.460883184445553 %3 xy3 %22+ 6%2.153627728148517" x3 »y3 % z3}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H7 x)

A = Df [H7]
{{-19.7235, -0.168285, -0.606087, 0}, {776.323, -185.193, 61.4401, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-2.40051, 12.9218, -12.9218, -0.0666667}}

(* Calculo da inversa da matriz A x)

AI = Chop[Inverse[A]]
{{-0.0409883, 0.00025648, 0.000209469, 0.00314203}, {-0.253346, -0.00649532, -0.00126672, -0.0190008},
{-0.245731, -0.00654297, -0.00646489, -0.0969733}, {0, 0, 1., 0}}

(* Matriz D2 = 2xixw0xI x)

D2 = 2% I%w0xIdentityMatrix[4]
{{6.408691, 0, 0, 0}, {0, 6.408691, 0, 0}, {0, O, 6.408691i, 0}, {0, O, O, 6.408691i}}

(* Matriz DA = 2xi*w0xI-A %)

DA=D2-A
{{19.7235+6.408691, 0.168285, 0.606087, 0}, {-776.323, 185.193 +6.408691, -61.4401, 0},
{0, 0, 6.408691, -1}, {2.40051, -12.9218, 12.9218, 0.0666667 + 6.408691}}

(* Matriz inversa de DA )
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DAI = Chop[Inverse[DA]]

{{0.04653-0.01538821, 0.0000240125-7.77175x107°14, 0.00198545+ 0.00609374 1, 0.000953975-0.000299881 i},
{0.168448-0.06174031, 0.0047684-0.0001812271, 0.00619131-0.04342431, -0.00676507-0.001036451},
{-0.0737496 +0.02590961, -0.00218758+0.00004932521i, -0.00189559-0.2072411, -0.0323371-0.00004060311},
{-0.166047-0.4726381, -0.00031611-0.01401961, 0.328146-0.01214831, 0.000260213-0.2072391}}

(* Calculo do vetor complexo h20 =x)

h20 = Chop[DAI.b[q, q]]
{0.015806-0.005250031i, -0.00292404-0.01933541, 0.00896746+0.007928021, -0.0508082+0.0574697 1}

(* Calculo do vetor complexo hll x)

hll = Chop[-AI.b[qgq, gb]]
{-0.0184014, 0.000616222, 0.0180189, 0}

(* Calculo do numero complexo G21 *)

G21 = Chop[pb. (c[q, q, ab] +2+b[q, h1l] +b[gb, h20])]
-0.0134377-0.192108 1

(* Condigdo BH3 )

(* Ndo degenerescéncia: primeiro coeficiente de Lyapunov x)

1
Ll= Chop[; *Re[G21] ]
-0.00671885

(* Analise de H8 =x)

(* Ponto de equilibrio *)

H8 = {0.22371044491837055", 0.14553976373548475", 0.7615175570683252", 0., 19.889204906083258", 2.5}
{0.22371, 0.14554, 0.761518, 0., 19.8892, 2.5}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H8 x)

Chop [Df [H8] ]
{{-3.78424, -0.0682264, -0.69091, 0}, {160.084, -50.4535, 36.1681, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-8.40702, 3.21941, -3.21941, -0.0666667}}

(* Polinémio caracteristico para Df[H8] %)

Chop[Pc[A, H8]]
251.475+65.8215 A+ 208.685 1% + 54.3044 2> + A*

(* Condigdo BH1 %)

(* Autovalores para Df[H8] )

Chop[Eigenvalues[Df[H8]]]
{-50.1689, -4.1355, 1.100951, -1.100951}

(* Valor de w0 =*)

w0 =1.1009469297697403"
1.10095

(* Autovetores para Df[H8] =x)
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Chop [Eigenvectors[Df[H8]]]

{{-0.00148683, -0.997961, -0.0012716, 0.0637946}, {-0.265064, -0.948225, -0.0411215, 0.170058},
{0.0312699+0.1134761, 0.0967032-0.1151781, -0.659981 1, 0.726604},

{0.0312699-0.1134761, 0.0967032+0.1151781, 0.6599811, 0.726604}}

(* Autovalores para transposta de Df[H8] )

Chop[Eigenvalues[Transpose[Df[H8]]]]
{-50.1689, -4.1355, 1.100951, -1.100951}

(* Autovetores para transposta de Df[H8] =x)

Chop[Eigenvectors[Transpose[Df[H8]]]]

{{0.93921, -0.272357, 0.209017, -0.00417181}, {-0.984541, 0.00435497, -0.17004, 0.0417908},
{-0.0913509-0.2667731, 0.00171895-0.0406851, 0.710137, 0.038916-0.642667 1},
{-0.0913509+0.266773 1, 0.00171895+0.0406851, 0.710137, 0.038916+0.642667 1}}

(* Autovetor q x)

q={0.03126992865155051" + 0.11347563175155628" 1,
0.0967031869404587" - 0.11517777266780835" i, -0.6599808879477224" i1, 0.7266039322927516"}
{0.0312699+0.1134761, 0.0967032-0.1151781, -0.6599811, 0.726604}

(* Autovetor gb x)

gb = {0.03126992865155051" - 0.11347563175155628" i,
0.0967031869404587" +0.11517777266780835" i, 0.6599808879477224" i, 0.7266039322927516"}
{0.0312699-0.1134761, 0.0967032+0.1151781, 0.6599811, 0.726604}

(* Autovetor pb =)

pb={-0.09135088251447414" - 0.26677290013207233 i, 0.001718951567388649" - 0.040685000911562116" 1,
0.710136508789613", 0.03891600611793517 - 0.6426668618166134" i}
{-0.0913509-0.2667731i, 0.00171895-0.04068514, 0.710137, 0.038916-0.642667 1}

(* Normalizagédo =*)

1
ub = Chop[ ——]
pb.q
0.0555434 +1.040351

(* Autovetor pb normalizado =*)

pb = ub*pb
{0.272464-0.1098551, 0.0424222-0.000471471, 0.0394434+0.7387921, 0.670761+0.00479042 1}

(* Verificagdo da normalizagdo =*)

Chop[pb.q]
1.

(* Condigdo BH2 x)

(* Calculo da derivada da parte linear do campo de vetores em relagdo a Q1 =)

D[Df[{x, y, z, w, Q1, P1}], Q1]
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, 0}}

(* Matriz DAQl )
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DaQl = {{-1.25°, 0, O, O}, {50.°, O, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}
{{-1.25, 0, 0, 0}, {50., 0, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}}

(* Transversalidade x)

Rey ' = Chop[Re[pb. (DAQl.q)]]
0.0427698

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores *)

T2[{xO_, yO_, zO_, wO_, Q1_, P1_}] :=
{—25.90746093048156‘ x? +x2z (1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -

5.78in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5.7 Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°8Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
5 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" x0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

vz (6.25° XOCos[0.08726646259971649" -yO+20] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]),
1015.3077148164587" x2 - 250. " xOy z Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
£l y? (1000." %O Cos[0.20943951023931953" - yO] + 250." xO Cos[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. " Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250." xz Sin[0.08726646259971649" - yO +20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -
16.666666666666668" x z Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] +

16.666666666666668" xOy z Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] -

8.333333333333334" x0 z% Sin[0.08726646259971649" + yO - z0] }

T3[{xO_, yO_, zO_, wO_, Q1_, P1_}] :=
1
{—6- x0y® (5. Cos[0.20943951023931953" - yO] +1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -
25.° Sin[0.20943951023931953" - y0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl x22 (-6.25 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] - 1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
5 xy? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] -

5.°8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xyz (6.25 Cos[0.08726646259971649" -yO+20] +1.25° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1

5 yz2 (1.25° x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 6.25" x0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
1

5 y2z (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1

E 23 (-1.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] + 6.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) ,
-250.  xy zCos[0.08726646259971649" - yO + z0] + 125. " x z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +

1

Bl xy? (1000." Cos[0.20943951023931953" - yO] + 250. " Cos[0.08726646259971649" - yO + z0]) -

125." x0y? z Sin[0.08726646259971649" - yO + zO] + 125." xOy z2 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0] -
41.666666666666664" xO z3 Sin[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
E y? (1000." x0Sin[0.20943951023931953" - yO] + 250." X0 Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,

0, -2.7777777777777777" x0y> Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] +
8.333333333333334 " x0y” z Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] - 8.333333333333334" x0y z°
Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] + 2.7777777777777777" %0 z> Cos[0.08726646259971649" + yO - zO] -
8.333333333333334 xy2 Sin[0.08726646259971649" +yO - z0] + 16.666666666666668 xy z
Sin[0.08726646259971649" + yO - zO] - 8.333333333333334 " x 2> Sin[0.08726646259971649" + yO - z0] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores calculada em H8 )

T2[H8]

(-25.9075%? - 0.304976xy - 3.45004 y*> -3.08841x2z+1.24731yz-0.623654 27,
1015.31 x% - 225.53xy+132.956y° +161.674x2-42.6587 yz+21.3293 22,

0, 14.391xy+0.940369y>-14.391x2z-1.88074yz+0.940369 2%}
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T3[HS]

{-15.4219xy?+0.0113711y®> +5.57555xy z + 0.345455y% z - 2.78777 x z? - 0.345455y z2 + 0.115152 z°,
594.323xy>+8.40891y> -190.687xyz-18.0841y?z+95.3435x2z%+18.0841yz%-6.028027z°,
0, 4.20351xy*-0.536568y> -8.40702xyz+1.6097y?>z+4.20351x2%2-1.6097yz?>+0.536568z2°}

(* Fungdes multilineares simétricas *)

(* Fungdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_, v2_,y3_,y4 }] :=
{-2%25.90746093048156" x1 *yl - 0.30497625697406505" x1 *y2 - 0.30497625697406505" x2 *y1 -

2%3.450040617357232" x2 *y2 - 3.0884125291492577" x1 »y3 - 3.0884125291492577" x3 »yl +
1.2473077730384743" x2+y3+1.2473077730384743" x3xy2-2%0.6236538865192371" x3*y3,

2%1015.3077148164587" x1 »yl - 225.53017882013697 " x1 »y2 - 225.53017882013697 " x2 »y1 +
2%132.956279029652" x2 »y2 + 161.67390910814277  x1*y3 + 161.67390910814277  x3 xyl - 42.658682493884" x2 »y3 -
42.658682493884  x3*y2 +2%21.329341246942" x3%xy3, 0, 14.390963653274797" x1+y2 + 14.390963653274797" x2 »yl +
2%0.9403688104361816" x2xy2 - 14.390963653274797 " x1 »y3 - 14.390963653274797 " x3 »yl -
1.8807376208723632" x2+y3 -1.8807376208723632 " x3+y2+2%0.9403688104361816" x3 xy3}

(* Fungcdo multilinear simétrica C[x,y,z] =*)

cl{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_,y2 ,y3_,y4_}, {z1_, z2_, z3_, z4_}] :=
{-2%15.421902265744066" x1 *y2 %22 - 2% 15.421902265744066" x2 »y1l + 22 -

2%15.421902265744066 x2 xy2+ 2zl + 6%0.011371062356201235" x2 *y2 %22 + 5.575545538312272" x1 xy2 »z3 +
5.575545538312272" x1 *y3 %22 + 5.575545538312272" %2 *yl 23 + 5.575545538312272" x2 xy3 » z1 +
5.575545538312272" x3 xyl %22 +5.575545538312272  x3 xy2 %zl +2 % 0.34545507049372526" x2 xy2 » z3 +
2%0.34545507049372526" x2 *xy3+ 22 +2%0.34545507049372526  x3 *y2 %22 -2%2.787772769156136" x1 »y3 % z3 -
2%2.787772769156136  x3 %yl 23 -2%2.787772769156136" x3 xy3*2z1-2%0.34545507049372526" x2 »y3 % z3 -
2%0.34545507049372526° x3xy2* 23 -2%0.34545507049372526  x3 *y3 %22+ 6% 0.11515169016457508" x3 xy3 * 23,

2% 594.3230727477488" x1 xy2 %22 + 2% 594.3230727477488" x2 xyl 22 + 2% 594.3230727477488" x2 xy2 xz1 +
6%x8.408909441062084" x2 xy2 *»z2 - 190.6870397108623" x1 xy2+*z3 - 190.6870397108623" x1 *y3 % z2 -
190.6870397108623" x2 *yl *z3 -190.6870397108623" x2*y3 %zl -190.6870397108623" x3 xyl » z2 -
190.6870397108623  x3*y2 %2zl -2%18.08407106913741" x2%y2 %23 -2%18.08407106913741" x2 »y3 %22 -
2%18.08407106913741 x3*y2 %22 +2%95.34351985543115" x1 xy3 %23 + 2% 95.34351985543115" x3 %yl »z3 +
2%95.34351985543115" x3%y3%2z1+2%18.08407106913741  x2+xy3 %23 +2%18.08407106913741" x3*xy2*z3 +
2%18.08407106913741 x3xy3 %22 -6%6.02802368971247 x3xy3%23, 0,

2%4.2035087399665745" x1 xy2 %22 +2%x4.2035087399665745" x2 xyl *22 + 2+ 4.2035087399665745" x2 +y2 » z1 -
6%0.5365681469463673° x2xy2*x2z2 - 8.407017479933149  x1 »y2* 23 -8.407017479933149" x1 *y3 % z2 -
8.407017479933149" x2 »yl *2z3 -8.407017479933149" x2 *y3 +z1 - 8.407017479933149" x3 xyl » z2 -
8.407017479933149 x3+y2%2z1 +2%1.6097044408391021 x2%y2%23+2%1.6097044408391021" x2 +xy3 %22 +
2%1.6097044408391021 x3%xy2+22+2%4.2035087399665745" x1 *y3 %23 +
2%4.2035087399665745" x3xyl +23 +2%4.2035087399665745" x3 *y3x2z1 -2%1.6097044408391021" x2 xy3 %23 -
2%1.6097044408391021 x3xy2+*23-2%1.6097044408391021 x3xy3 %22+ 6%0.5365681469463673 " x3 xy3 »z3}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em H8 =x)

A = Df [H8]
{{-3.78424, -0.0682264, -0.69091, 0}, {160.084, -50.4535, 36.1681, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-8.40702, 3.21941, -3.21941, -0.0666667}}

(* Calculo da inversa da matriz A x)

AI = Chop[Inverse[A]]
{{-0.182882, 0.00971855, 0.00989533, 0.14843}, {-0.840281, -0.0253486, -0.006963, -0.104445},

{-0.362711, -0.0507271, -0.053511, -0.802664}, {0, 0, 1., 0}}

(* Matriz D2 = 2xixw0xI x)

D2 = 2% I%w0xIdentityMatrix[4]
{{2.2018914, 0, 0, 0}, {0, 2.201891, 0, O}, {O, O, 2.201894, O}, {0, O, O, 2.201891i}}

(*# Matriz DA = 2xi*wO0*I-A *)

DA=D2-A
{{3.78424+2.201891, 0.0682264, 0.69091, 0}, {-160.084, 50.4535+2.201891, -36.1681, 0},
{0, 0, 2.2018914, -1}, {8.40702, -3.21941, 3.21941, 0.0666667 +2.201891}}

(* Matriz inversa de DA )
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DAI = Chop[Inverse[DA]]

{{0.198006-0.1220311, 0.00213323-0.001245261, 0.0480177+0.08335071, 0.0384791-0.02064241},
{0.554638-0.3591961, 0.0141787-0.004253021, 0.137252-0.1666941, -0.0737499-0.06456651},
{-0.0808242+0.072821, -0.0170528 +0.0004420241, -0.0109207-0.5930961, -0.269261-0.003192691},
{-0.160342-0.1779661i, -0.000973289-0.0375484 1, 0.305934-0.02404631, 0.00702996-0.5928831}}

(* Calculo do vetor complexo h20 =x)

h20 = Chop[DAI.b[q, q]]
{-0.0303071+0.004870121, 0.159031-0.1149041, 0.925404-0.2809361, 0.618592+2.03764 1}

(* Calculo do vetor complexo hll x)

hll = Chop[-AI.b[q, gb]]
{-0.75939, 0.290619, 3.03224, 0}

(* Calculo do numero complexo G21 *)

G21 = Chop[pb. (c[q, q, ab] + 2+b[q, h1l] +b[gb, h20])]
~3.91759-24.1715 i

(* Condigdo BH3 x)

(* Ndo degenerescéncia: primeiro coeficiente de Lyapunov x)

1
1l = Chc,p[E *Re[G21] ]
-1.95879
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APENDICE E

CALCULO DAS CONDICOES DE
TRANSVERSALIDADE E NAO DEGENERESCENCIA
DA BIFURCAGAO SELA-NO PARA O CASO v=1.5

FIXO



(* Analise a um parametro do modelo
de um sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(* Andlise do ponto de sela-né SN1 P1l=1.5 fixo =*)

(* Fungdes P e Q *)

P[x ,y ,2z ] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*x¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*Sin[6g] + Ymx Sin[6m]) * x

Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2

2

(* Componentes do campo de vetores x)

fl[x , z ,w ,01 ,P1 iz —
ey oz, v, QL PL] k2k3 T

(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
-Q0-qlQl- (k4+Q1qg2) x- (k5+01qg3) x?+Q[x, vy, 2]
k3

((-k3 (k2 + P1p2) +k1 (k4 +Q1 q2)) x +

f2[x_, Y, 2z_,w_, Ql_, Pl_] :=
f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]
M

f4[(x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=

(* Parametros fixos )

P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4 =-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;

ém=-5.0+%Pi/180;
6g=-12.0%Pi/180;

Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;

(* Parte linear do campo de vetores x)

Al{x_,y_,z_,w_,Ql_, Pl }]:=

{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [£f1] [x,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f1]([x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f1] [x,
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f2][x, vy, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [£2] [x,
Derivative[O0, O, 1, O, O, O] [£f2][x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£2] [%,
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, vy, 2, w, Q1, P1], Derivative[0O, 1, O, O, O, O] [£3] [x,
Derivative[O, 0, 1, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£3] [%,
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f4][x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [£4] [x,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£4] [x,

Y,
Y,
Y,
Y,
Y,
Y,
Y,
Y,

z,
z,
z,
z,
zI
zI
zl

z,

w, 01,
w, 01,
w, Q1,
w, Q1,
w, 01,
w, 01,
w, 01,
w, Q1,

P1],
P11},
P1],
P11},
P1],
P11},
P1],
P1]}}

(* Polindmio caracteristico *)

Pc[A_, {x_,y ,2z_,w_,Ql ,Pl }] :=Det[A[{x,y, z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]

(* Analise de SN1 «x)

(* Ponto de equilibrio *)
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SN1 = {0.1967114241283303", 0.2043334729032838", 0.9025596284549148", 0., 20.01541004497885", 1.5}
{0.196711, 0.204333, 0.90256, 0., 20.0154, 1.5}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em SN1 =)

Chop[A[SN1]]
{{-2.80868, -0.262856, -0.695578, 0}, {123.469, -35.7817, 34.7773, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-9.5609, 2.68543, -2.68543, -0.0666667}}

(* Polindémio caracteristico para A[SN1] =)

Chop[Pc[A, SN1]]
12.453 1 +138.212 2% +38.657 A3 + 24

(* Condigdo BSN1 *)

(* Autovalores para A[SN1l] =x)

Chop[Eigenvalues[A[SN1]]]
{-34.6823, -3.88224, -0.0924877, 0}

(* Autovetores para A[SN1l] x)

Chop [Eigenvectors[A[SN1]]]
{{-0.00827047, -0.997154, -0.00215977, 0.0749059}, {-0.246032, -0.967619, -0.0140694, 0.0546209},
{0.252376, -0.0637478, -0.961424, 0.0889199}, {-0.247052, 0.0856358, 0.965211, 0}}

(* Autovalores para a transposta de A[SN1l] =x)

Chop[Eigenvalues[Transpose[A[SN1]]]]
{-34.6823, -3.88224, -0.0924877, 0}

(* Autovetores para a transposta de A[SN1] =*)

Chop[Eigenvectors[Transpose[A[SN1]]]]
{{0.934611, -0.241854, 0.260678, -0.00753063}, {0.966337, -0.0134462, 0.248533, -0.0651365},
{-0.0741652, 0.0753445, -0.0256678, 0.994064}, {-0.078617, 0.0750183, 0.0661251, 0.991877}}

(* Autovetor q x)

q={-0.2470519961308208", 0.08563577851885949", 0.9652107669546821", 0}
{-0.247052, 0.0856358, 0.965211, 0}

(* Autovetor p *)

p=1{-0.07861704129613714", 0.07501830214722567", 0.06612510318036861", 0.991876547706505 "}
{-0.078617, 0.0750183, 0.0661251, 0.991877}

(* Normalizagdo x)

1
u=Chop[;]

11.1518

(* Autovetor pb normalizado =)
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p=uxp
{-0.876724, 0.836591, 0.737416, 11.0612}

(* Verificagdo da normalizagdo «*)

Chop[p.q]
1.

(* Condigdo BSN2 x)

(* Calculo da derivada do campo de vetores em relagdo ao pardmetro Q1 =*)

DfQl[{x_,y_,z_,w_,Ql , Pl }] :=
{Derivative[0O, O, O, O, 1, O] [f1][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, 1, O] [f2][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, 0, O, O, 1, O] [£f3][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, 1, O] [f4]([x, y, 2z, w, Q1, P1]}

(* Calculo da derivada do campo de vetores em relagdo ao pardmetro Ql e calculada em SN1 x)

D£Q1[SN1]
{-0.245889, 9.83557, 0, 0}

(* Transversalidade =*)

D£Q1SN1 = Chop [p.D£Q1[SN1]]
8.44393

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores =)

T2[{xO_, yO_, z0_, wO_, Q1_, P1_}] :=
{—25.90746093048156‘ x2+x2 (1.25 Cos[0.08726646259971649" -yO+20] -6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + 20]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5.7 8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5." Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

¥z (6.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,
1015.3077148164587  x2 - 250. " xOy z Cos [0.08726646259971649" - yO + z0O] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Bl y? (1000." xOCos[0.20943951023931953" - yO] + 250. " %O Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) +

Xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. ° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250.  xzSin[0.08726646259971649  -y0+20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" +yO - z0] -
16.666666666666668 x z Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] +

16.666666666666668  xOy zSin[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x02? Sin[0.08726646259971649" + yO - 0] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores calculada em SN1 x)




T2 [SN1]
{-25.9075x? -1.33625xy-2.98295y? -3.53603x2z+1.04315yz-0.521577 22,
1015.31 %% -181.899xy+115.74y? +176.793xz-34.7707 yz + 17.3854 z?,
0, 13.6516xy +0.940369y% -13.6516x2z-1.88074yz+0.940369 27}

(* Fungcdo multilinear simétrica x)

(* Fungdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_, v2_,y3_,y4 }] :=
{-2%25.90746093048156" x1 *yl - 1.3362496302365292" x1 *y2 - 1.3362496302365292" x2 xyl -

2%2.982948861045565  x2 xy2 - 3.536034812137986" x1+y3 - 3.536034812137986" x3+yl +
1.0431541684977788 %2 +y3+1.0431541684977788" x3xy2-2%0.5215770842488894" x3*xy3,

2%1015.3077148164587 x1+yl - 181.89940705624318" x1*y2 - 181.89940705624318" x2 »y1l +
2%115.73978530080936" x2 xy2 + 176.79339190728706 " x1 »y3 + 176.79339190728706" x3 »y1l -
34.770710760199066" x2 »y3 - 34.770710760199066  x3 *y2 + 2+ 17.385355380099533" x3 xy3,

0, 13.651631060230333" x1 *y2 + 13.651631060230333  x2*yl +2%0.9403688104361817" x2*y2 -
13.651631060230333" x1*y3 -13.651631060230333" x3+yl -1.8807376208723634" x2 +y3 -
1.8807376208723634" x3xy2 +2%0.9403688104361817" x3 xy3}

(* Condigdo BSN3 =)

(* Ndo degenerescéncia *)

1
sl =Chop[; * (p.bla, ql)]
73.5016
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APENDICE F

CALCULO DAS CONDICOES DE
TRANSVERSALIDADE E NAO DEGENERESCENCIA
DA BIFURCAGAO SELA-NO PARA O CASO v=2.5

FIXO



(* Analise a um parametro em um

modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(* Andlise do ponto de sela-né SN2 P1l=2.5 fixo =*)

(* Fungdes P e Q *)

P[x ,y , 2] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*xSin[6g] + Ym* Sin[6m]) * %2

Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2

(* Componentes do campo de vetores x)

fl[x , z ,w ,01 ,P1 iz —
ey oz, v, QL PL] k2k3 T

((-k3 (k2 + P1p2) +k1 (k4 +Q1 q2)) x +

(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
-Q0-qlQl- (k4+Q1qg2) x- (k5+01qg3) x?+Q[x, vy, 2]

f2[(x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=

f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w

Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]

k3

f4[(x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=

M

(* Parametros fixos )

P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4 =-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;

ém=-5.0+%Pi/180;
6g=-12.0%Pi/180;

Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;

(* Parte linear do campo de vetores x)

Al{x_,y_,z_,w_,Ql_, Pl }]:=

{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f1][x, ¥y,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f1] [%, v,
{Derivative[l, 0, 0, 0, O, O] [£2] [x, vy,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [£2] [%, vy,
{Derivative[l, 0, 0, 0, O, O] [£3] [x, v,
Derivative[0, 0, 1, 0, 0, O] [£3][x, ¥,
{Derivative[l, 0, O, O, O, O] [f4] [x, V¥,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4] [x, v,

z,
z,
z,
z,
zl
zl
z,

z,

w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,
w, Q1, P1], Derivative[O,

O O OO o o o o

H OFRr O+ OMHrH O

O O O 0O o o o o

0] [£1] [x,
0] [£1] [x,
0] [£2] [x,
01[£2] [x,
0] [£3] [x,
0] [£3] [x,
0] [£4] [x,
0] [£4] [x,

Y,
Y,
Y,
Y,
Y,
Y,
Y,
Y,

z,
z,
z,
z,
zI
zI
zl

z,

w, 01,
w, 01,
w, Q1,
w, Q1,
w, 01,
w, 01,
w, 01,
w, Q1,

P1],
P11},
P1],
P11},
P1],
P11},
P1],
P1]}}

(* Polindmio caracteristico *)

Pc[A_, {x_,y ,2z_,w_,Ql ,Pl }] :=Det[A[{x,y, z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]

(* Analise de SN2 x)

(* Ponto de equilibrio *)
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SN2 = {0.1955023802450695", 0.15472659647099632", 0.8572905132959181", 0., 19.985491747877326", 2.5}
{0.195502, 0.154727, 0.857291, 0., 19.9855, 2.5}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em SN2 =)

Chop[A[SN2]]
{{-2.76321, -0.0129761, -0.695794, 0}, {121.77, -45.4043, 34.7131, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-9.62002, 2.66079, -2.66079, -0.0666667}}

(* Polindémio caracteristico para A[SN2] =)

Chop[Pc[A, SN2]]
37.5752 1 +132.914 2% + 48.2341 23 + 24

(* Condigdo BSN1 *)

(* Autovalores para A[SN2] =x)

Chop[Eigenvalues[A[SN2]]]
{-45.3196, -2.595, -0.319505, 0}

(* Autovetores para A[SN2] x)

Chop [Eigenvectors[A[SN2]]]
{{0.000325516, 0.998283, 0.00129198, -0.0585521}, {0.343826, 0.897038, -0.0998481, 0.259106},
{0.261769, -0.000838645, -0.919345, 0.293735}, {-0.243674, 0.0851191, 0.966115, 0}}

(* Autovalores para transposta de A[SN2] x)

Chop[Eigenvalues[Transpose[A[SN2]]]]
{-45.3196, -2.595, -0.319505, 0}

(* Autovetores para transposta de A[SN2] =)

Chop[Eigenvectors[Transpose[A[SN2]]]]
{{-0.911867, 0.319133, -0.258108, 0.00570368}, {0.96496, -0.00628924, 0.243936, -0.0964811},
{0.688831, -0.0416078, 0.177403, -0.701647}, {0.662442, -0.0439165, -0.0497446, -0.746169}}

(* Autovetor q x)

q={-0.24367374926025603", 0.08511913209541494", 0.9661148157816302", 0}
{-0.243674, 0.0851191, 0.966115, 0}

(* Autovetor p *)

p=1{0.6624416561626532", -0.04391650142966262", -0.049744586270253695", -0.7461687940536383"}
{0.662442, -0.0439165, -0.0497446, -0.746169}

(* Normalizagdo x)

1
u=Chop[;]

-4.69006

(* Autovetor pb normalizado =)
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p=uxp
{-3.10689, 0.205971, 0.233305, 3.49958}

(* Verificagdo da normalizagdo «*)

Chop[p.q]
1.

(* Condigdo BSN2 x)

(* Calculo da derivada do campo de vetores em relagdo ao pardmetro Q1 =*)

DfQl[{x_,y_,z_,w_,Ql , Pl }] :=
{Derivative[0O, O, O, O, 1, O] [f1][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, 1, O] [f2][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, 0, O, O, 1, O] [£f3][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, 1, O] [f4]([x, y, 2z, w, Q1, P1]}

(* Calculo da derivada do campo de vetores em relagdo ao pardmetro Ql e calculada em SN2 x)

D£Q1[SN2]
{-0.244378, 9.77512, 0, 0}

(* Transversalidade =*)

D£Q1SN2 = Chop [p.D£Q1 [SN2] ]
2.77265

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores =)

T2[{xO_, yO_, z0_, wO_, Q1_, P1_}] :=
{—25.90746093048156‘ x2+x2 (1.25 Cos[0.08726646259971649" -yO+20] -6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + 20]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5.7 8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5." Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

¥z (6.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,
1015.3077148164587  x2 - 250. " xOy z Cos [0.08726646259971649" - yO + z0O] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Bl y? (1000." xOCos[0.20943951023931953" - yO] + 250. " %O Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) +

Xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. ° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250.  xzSin[0.08726646259971649  -y0+20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" +yO - z0] -
16.666666666666668 x z Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] +

16.666666666666668  xOy zSin[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x02? Sin[0.08726646259971649" + yO - 0] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores calculada em SN2 *)




T2 [SN2]
{-25.9075%%>-0.0663731xy-2.98372y?-3.559x2+1.03373yz-0.516867 z2,

1015.31 %% -232.244xy+114.808y?+177.558x 2z -34.4067yz+17.2034 22,
0, 13.61xy+0.940369y? -13.61xz-1.88074yz+0.940369 22}

(* Fungcdo multilinear simétrica x)

(* Fungdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{x1_, x2_, x3_, x4_}, {yl_, v2_,y3_, y4 }] :=
{-2%25.90746093048156  x1 *yl - 0.0663731161795651" x1 *y2 - 0.0663731161795651" x2 xyl -

2%2.983717955061516" x2 xy2 - 3.5590044771280827" x1 »y3 - 3.5590044771280827" x3 »yl +
1.0337341961282407 x2+y3+1.0337341961282407 x3xy2-2%0.5168670980641203" x3*xy3,
2%1015.3077148164587 " x1 +yl - 232.24408953042385" x1 *y2 - 232.24408953042385" x2 *xyl +
2%114.80829097235596° x2xy2 + 177.5584688879843" x1 xy3 + 177.5584688879843" x3 xyl -
34.40674718507542" x2 xy3 - 34.40674718507542" x3+xy2 + 2% 17.20337359253771" x3 *xy3,
0, 13.610029866991276 x1+y2 + 13.610029866991276 x2+yl +2%0.9403688104361821" x2*y2 -
13.610029866991276 " x1*y3 - 13.610029866991276  x3 +yl - 1.8807376208723643" x2 »y3 -

1.8807376208723643  x3+y2 +2%0.9403688104361821" x3 xy3}

(* Condigdo BSN3 =)

(* Ndo degenerescéncia *)

1
sl =Chop[; * (p.bla, ql)]
23.9485
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APENDICE G

CALCULO DA CONDICAO DE NAO
DEGENERESCENCIA DA BIFURCACAO DE
BOGDANOV-TAKENS



(x Bifurcagao de Bogdanov—-Takens em um
modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(# Calculo das condig¢des BBT1l, BBT2 e BBT3 x)

| (* Fungdes P e Q *)

P[x ,y , 2] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*xSin[6g] + Ym* Sin[6m]) * %2
Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2

| (* Componentes do campo de vetores x)

1
fl[x ,y ,z ,w ,0Q1 ,Pl ]:= ——— ((-k3 (k2+P1p2) +k1 (k4+Q1qg2)) x+
- - - = - - k2 k3T

(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
-Q0-qlQl- (k4+Q1qg2) x- (k5+01qg3) x?+Q[x, vy, 2]
k3

f2[x_, Y, 2z_,w_, Ql_, Pl_] :=
f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]
M

f4[(x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=

(* Parametros fixos )

P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4 =-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;

ém=-5.0+%Pi/180;
6g=-12.0%Pi/180;

Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;

(* Parte linear do campo de vetores x)

Al{x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl }]:=

{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f1l][x, vy, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f1][x, y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f1][x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f2] [x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f2][x, vy, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [£f2][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f2][%x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[0O, 1, 0, O, O, O] [£3][x, y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, O, 1, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f3][x, y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, O, O, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1]}}

(* Polindmio caracteristico *)

Pc[A_, {x_,y ,2z_,w_,Ql ,Pl }] :=Det[A[{x,y, z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]

(* Analise de BT %)

(* Ponto de equilibrio *)



BT = {0.19730163963397257", 0.22833263123915706",
0.924465271864495°, 0.7, 20.01207317041796", 1.015954285705618 "}
{0.197302, 0.228333, 0.924465, 0., 20.0121, 1.01595}

(* Parte linear do campo de vetores calculada em BT =*)

A[BT]
{{-2.83081, -0.384044, -0.695474, 0}, {124.296, -31.0811, 34.8085, 0},
{0, 0, 0, 1}, {-9.5323, 2.69743, -2.69743, -0.0666667}}

(* Polindémio caracteristico para A[BT] =)

Chop [Expand[Pc[A, BT]]]
140.678 2% + 33.9786 1% + 1*

(* Condigdo BBT1 *)

(* Autovalores de A[BT] =*)

Chop[Eigenvalues[A[BT]], 0.0000001]
{-29.1531, -4.8255, 0, 0}

(* Autovetor g0 =)

q0 = {-0.2577667316085945", 0.0890934932769441°, 1, 0}
{-0.257767, 0.0890935, 1, 0}

(* Autovetor gl =)

ql = {0.05713512820970969", 0.2349539887601397", 0.008332700250464092", 1}
{0.0571351, 0.234954, 0.0083327, 1}

(* Autovetor pl =)

pl ={0.2772715339853357", 0.08030202255003899", 0.0643169893773142", 0.9647548406597131"}
{0.277272, 0.080302, 0.064317, 0.964755}

(* Autovetor p0 =)

p0 = {-0.1370405002998525", -0.0008903289914365323", 0.9647548406597131", 0}
{-0.137041, -0.000890329, 0.964755, 0}

(* Verificacgdo *)

Chop[q0.p0]
1.

Chop[ql.pl]
1.

Chop[ql.p0]
0




Chop[qg0.pl1]
0

(* Expansdo em série de Taylor do campo de vetores =)

T2[{x0_, yO_, z0_, wO_, P1_, Q1 }] :=
{—25.90746093048156‘ x2+x2 (1.25 Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0] - 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
B} x0y? (-25." Cos[0.20943951023931953" - yO] - 6.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] -

5.7 8in[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +
Xy (-5." Cos[0.20943951023931953" -y0] -1.25" Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +
25.°Sin[0.20943951023931953" - yO] + 6.25" Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

1
Bl 22 (-6.25" xOCos[0.08726646259971649" - yO + z0] - 1.25" xO Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

vz (6.25" x0Cos[0.08726646259971649" - yO + z0] +1.25" x0Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) ,
1015.3077148164587  x2 - 250. " xOy z Cos [0.08726646259971649" - yO + zO] +
125." %0 z2 Cos[0.08726646259971649" - yO + zO] +

1
Bl y? (1000." xOCos[0.20943951023931953" - yO] + 250." %O Cos[0.08726646259971649" - yO + 2z0]) +

xy (-1000." Sin[0.20943951023931953" - yO] - 250. ° Sin[0.08726646259971649" - yO + z0]) +

250.  xzSin[0.08726646259971649  -y0+20], 0, 16.666666666666668" xy Cos[0.08726646259971649" +yO - z0] -
16.666666666666668 x z Cos[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x0y? Sin[0.08726646259971649" +yO - zO] +

16.666666666666668  xOy zSin[0.08726646259971649" + yO - z0] -

8.333333333333334" x02? Sin[0.08726646259971649" + yO - O] }

(* Expansdo em série de Taylor do campo calculada em BT %)

T2 [BT]
{-25.9075%% -1.94648 xy-2.98038 y®> - 3.52493xz+1.04774yz-0.523871 z?,
1015.31 %% -157.531xy+116.107y*+176.423x 2z -34.948yz +17.474 22,
0, 13.6716xy+0.940369y? -13.6716xz-1.88074yz+0.940369 z°}

(* Fungdo multilinear simétrica *)

(* Fungcdo multilinear simétrica B[x,y] *)

b[{xl_, x2_, x3_, x4_}, {yl_,y2_,y3 ,y4 }] :=
{-2%25.90746093048156 x1 »yl - 1.9464823463625418" x1 »y2 -1.9464823463625418" x2*xyl -

2%2.980382956362874" x2 +y2 - 3.5249252310431567 " x1 »y3 - 3.5249252310431567  x3 xyl +
1.0477423409522337 %2 +y3+1.0477423409522337" x3%y2-2%0.5238711704761169" x3 xy3,

2%1015.3077148164587" x1 xyl - 157.5309580233859" x1 +y2 - 157.5309580233859" x2 xyl +
2%116.1072066234025" x2 xy2 + 176.42295505996026" x1 »y3 + 176.42295505996026 " x3 »yl -
34.947985977609186" x2 »y3 - 34.947985977609186  x3 xy2 +2%17.473992988804593" x3 xy3,

0, 13.671617009514202" x1xy2 +13.671617009514202" x2+xyl +2%0.940368810436182" x2 xy2 -
13.671617009514202" x1 +y3 -13.671617009514202" x3 %yl -1.880737620872364" x2 xy3 -
1.880737620872364" x3+y2 +2%0.940368810436182" x3 xy3}

(* Condigdo BBT2 *)

(* Calculo de btl x)

1
btl = Chop[; (p1.b[q0, q01)]
6.79396

(* Condigdo BBT3 =)

(*# Calculo de bt2 x)

bt2 = Chop[p0.b[gq0, q0] +pl.b[q0, gl]]
-2.51856

132



133

APENDICE H

CALCULO DA CONDIGAO DE TRANSVERSALIDADE
DA BIFURCAGCAO DE BOGDANOV-TAKENS



(x Bifurcagao de Bogdanov—-Takens em um
modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(# Calculo da condigdo BBT4 x)

(* Fungdes P e Q *)

P[x ,y , 2] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*xSin[6g] + Ym* Sin[6m]) * %2
Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2

(* Componentes do campo de vetores x)

1
fl[x ,y ,z ,w ,0Q1 ,Pl ]:= ——— ((-k3 (k2+P1p2) +k1 (k4+Q1qg2)) x+
- - - = - - k2 k3T

(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
-Q0-qlQl- (k4+Q1qg2) x- (k5+01qg3) x?+Q[x, vy, 2]
k3

f2[x_, Y, 2z_,w_, Ql_, Pl_] :=
f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]
M

f4[(x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=

(* Parametros fixos )

P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4 =-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;

ém=-5.0+%Pi/180;
6g=-12.0%Pi/180;

Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;

(* Parte linear do campo de vetores x)

Al{x_,y_,z_,w_,Ql_, Pl }]:=

{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f1][x, y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2, w, Q1,
Derivative[0, O, 1, 0, O, O] [f1]([x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f1][x, vy, z, w, Q1,
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f2] [x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f2][x, vy, z, w, Q1,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [£f2][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£2][x, ¥y, z, w, Q1,
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£f3][x, ¥y, z, w, Q1,
Derivative[O, 0, 1, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f3][x, ¥y, z, w, Q1,
{Derivative[l, O, O, O, O, O] [f4][x, v, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1,
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1,

P1],
P11},
P1],
P11},
P1],
P11},
P1],
P1]}}

(* Trago da parte linear do campo de vetores x)

TrA[x ,y ,2z_,w_,Ql , Pl ] :=Simplify[Tr[A[{x, ¥, z, w, Q1, P1}]]]

(* Determinante da parte linear do campo de vetores )

DetA[x ,y ,z_,w_,Ql ,Pl ] :=Simplify[Det[A[{x,y, z, w, Q1, P1}]1]]
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(* Condigdo de tranversalidade *)

MT[{x_,y_, 2

’

{{Derivative[1l,
Derivative[O,
Derivative[O,
{Derivativel[l,
Derivative[O,
Derivative[O,
{Derivative[l,
Derivative[O,
Derivative[O,
{Derivative[l,
Derivative[O,
Derivative[O,
{Derivative[l,
Derivative[O,
Derivative[O,
{Derivativel[l,
Derivative[O,
Derivative[O,

OOOOOOOOOOOOOOOOOOI

_,P1_}]:=
,0,0][f1l][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative([O, 1, 0, O, O, O] [f1][%x, y, z, w, Q1, P1],
,0,0][f1][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f1][%x,y, z, w, Q1, P1],
,1,0][f1][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, O, 1][f1][%x,y, z, w, Q1, P1]},
,0,0][£f2][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£2][%x, vy, z, w, Q1, P1],
,0,0][f2][x, y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f2][x, vy, 2, w, Q1, P1],
,1,0][f2][x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, O, 1][£f2][x, y, 2z, w, Q1, P1]},
,0,0][£f3][x,y, z, w, Q1l, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [£3][%x, vy, z, w, Q1, P1],
,0,0][£f3][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£3][%x, y, z, w, Q1, P1],
,1,0][£f3][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, O, 1][£3][%x,y, z, w, Q1, P1]},
,0,0][f4][x,y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f4][%x, y, z, w, Q1, P1],
,0,0][f4][x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, 2, w, Q1, P1],
,1,0][f4][x, y, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, O, 1][f4][x, y, z, w, Q1, P1]},
,0,0][TrA] [x, ¥, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [TrA][x, vy, z, w, Q1, P1],
,0,0][TrA] [x, ¥, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [TrA] [%x, ¥, 2, W, Q1, P1],
,1,0][TrA] [x, ¥, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, O, 1] [TrA] [%x, ¥, 2, W, Q1, P1]},
, 0, 0] [DetA] [x, y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [DetA] [x, ¥, 2z, w, Q1, P1],
, 0, 0] [DetA] [x, y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [DetA] [x, ¥, 2z, w, Q1, P1],
1, 0] [DetA] [x, y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, O, O, 1] [DetA] [x, ¥y, z, w, Q1, P1]}}

’

(* Condigdo BBT4 =)

(* Ponto de equilibrio %)

BT = {0.19730163963397257", 0.22833263123915706°",
0.924465271864495°, 0., 20.01207317041796", 1.015954285705618 "}
{0.197302, 0.228333, 0.924465, 0., 20.0121, 1.01595}

(* Transversalidade =*)

Det [MT [BT] ]
-1.88685x10°
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APENDICE |

CALCULO DO PONTO DE MAXIMO E DO VALOR
MAXIMO DA CURVA DE HOPF



(x Bifurcagao de Bogdanov—-Takens em um
modelo de sistema elétrico de poténcia x)

(* Configuragdo x)

Off [General: :"spell"]
Off [General: :"spelll"]

(# Calculo do ponto de maximo e do valor maximo da curva de Hopf =*)

(* Fungdes P e Q *)

P[x ,y , 2] :=-Eg*xxxYg*Sin[y+6g] ~-Em*x*¥m*Sin[y -z +6m] + (Yg*xSin[6g] + Ym* Sin[6m]) * %2
Q[x_,y ,2 ] :=Eg*xxxYg*Cos[y+6g] +Em*x*x¥m*Cos[y-z+6m] - (YgxCos[6g] + YmxCos[6m]) * X2

(* Componentes do campo de vetores x)

1
fl[x ,y ,z ,w ,0Q1 ,Pl ]:= ——— ((-k3 (k2+P1p2) +k1 (k4+Q1qg2)) x+
- - - = - - k2 k3T

(-k3P1p3+kl (k5+Q1qg3)) x> +k3 (-PO-plPl+P[x,y, z]) -k1 (-Q0-qlQl+Q[x,y, z]))
-Q0-qlQl- (k4+Q1qg2) x- (k5+01qg3) x?+Q[x, vy, 2]
k3

f2[x_, Y, 2z_,w_, Ql_, Pl_] :=
f3[x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=w
Pm-dw+EmxYmSin[y - z - 6m] + Em? Ym Sin[6m]
M

f4[(x_,y ,z_,w_,Q1 ,Pl ]:=

(* Parametros fixos )

P0=0.3;
Q0=0.3;
k1=0.1;
k2=0.2;
k3=-0.02;
k4 =-2.0;
k5=7.5;
T=20.0;
Yg=8.0;
Ym=5.0;
Pm=1.0;

ém=-5.0+%Pi/180;
6g=-12.0%Pi/180;

Em=1.0;
Eg=2.5;
d=0.02;
M=0.3;
pl=0;
p2=1;
p3=0;
ql=0;
gq2=1;
gq3=0;

(* Parte linear do campo de vetores x)

Al{x_,y_,z_,w_,Ql_, Pl }]:=

{{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [f1][x, ¥y, 2, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, 0, O, O, O] [f1l][x, vy, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f1][x, y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [f1][x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£f2] [x, vy, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f2][x, vy, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [£f2][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f2][%x, vy, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, 0, 0, O, O, O] [£3][x, ¥y, 2z, w, Q1, P1], Derivative[0O, 1, 0, O, O, O] [£3][x, y, 2z, w, Q1, P1],
Derivative[O, O, 1, O, O, O] [£f3][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, O, O, 1, O, O] [£f3][x, y, z, w, Q1, P1]},
{Derivative[l, O, O, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative[O, 1, O, O, O, O] [f4][x, y, z, w, Q1, P1],
Derivative[0, O, 1, O, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1], Derivative([O, O, O, 1, O, O] [f4][x, vy, z, w, Q1, P1]}}

(* Coeficientes do polinémio caracteristico =*)

Pc[A_, {x_,y ,2z_,w_,Ql ,Pl }] :=Det[A[{x,y, z, w, Q1, P1}] - A% IdentityMatrix[4]]
celi_, {x_,y ,=z_,w_,Ql , Pl }] :=Coefficient[Pc[A, {x,y, z, w, Q1l, P1}], A, i]

(* Condigdo para bifurcagdo de Hopf =*)
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H(x ,y ,2z_,w_,Q1 ,Pl]:=
Numerator[Simplify[cc[l, {x, y, z, w, Q1, Pl}]2 -cc[3, {x,y,z,w,Q1, P1}] *xcc[2, {x,y, 2, w, Q1l, P1}] *
cc[l, {x,y,2,w,Ql, P1}] +cc[0, {x,y, 2z, w, Ql, P1}] xcc[3, {x, vy, z, w, Q1, Pl}]z]]

(* Derivada parcial de H em relacdo a Q1 x*)

DHQl[x ,y ,z_,w_,Ql , Pl ] :=Derivative[O, O, 0, 0, 1, O] [H][x, y, z, w, Q1, P1]

(* Derivada parcial de H em relagdo a Pl x*)

DHP1[x ,y ,=z_,w_,Ql ,Pl ] :=Derivative[0O, 0, 0, 0, O, 1][H][x,y, z, w, Q1, P1]

(* Derivada parcial segunda de H em relagédo a Ql «*)

D2HQ1[x ,y ,z_,w_,Ql , Pl ] :=Derivative[O, O, O, O, 1, O] [DHQ1][x, y, z, w, Q1, P1]

(* Derivada parcial segunda H em relagdo a Q1 e em relagdo a Pl x)

D11HQ1P1l[x ,y ,z_,w_,Ql , Pl ] :=Derivative[O, O, O, O, O, 1] [DHQ1][x, y, z, w, Q1, P1]

(* Derivada parcial segunda de H em relagdo a Pl %)

D2HP1[x ,y ,z_,w_,Ql , Pl ] :=Derivative[O, O, O, O, O, 1] [DHP1][x, y, z, w, Q1, P1]

(* Derivada de Pl em relagdo a Q1 =*)

DHQl[x, y, z, w, Q1, P1]
DHPl[x, y, z, w, Q1, P1]

DPIQL[{x_, y_, z_, w_, Q1_, P1_}] :=

(* Derivada segunda de Pl em relagdo a Ql x)

1
D2P1QL[{x_, y_, z_, w_, Q1_, P1_}] :=

DHPl[x, y, z, w, Q1, P1]2
(DHQ1[x, y, z, w, Q1, P1] *D11HQ1Pl1([x, y, z, w, Q1, P1] -DHP1([x, y, z, w, Q1, P1] *D2HQ1[x, y, z, w, Q1, P1]);

(* Gradiente da fungdo H %)

gradH[{x_,y ,z_,w_,Q1 , Pl }]:={DHQl[x,y, z, W, Q1, P1], DHP1[x, y, z, w, Q1, P1]}

(* Ponto de maximo local e valor maximo local =)

sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Q1, P1] ==0, f2[x, vy, z, w, Q1, P1] ==0, £3[x, y, 2z, w, Q1, P1] =0,
f4[x,y, z,w,Q1,P1l] =0, H[x,y, z, w, Q1, P1] ==0, DHQ1[x, vy, z, w, Q1, P1] == 0},
{x, 0.35, 0, 2}, {y, 0, -2, 2}, {2z,0.4, -2, 2}, {w, 0,0, 2}, {Q1, 18, -50, 50}, {P1, 6, -50, 50}]
sol = Level[sol, 2];
PM = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11]], sol[[14]], sol[[17]1]};
{x—->0.344859, y—->-0.0471974, z-»0.373428, w—- 0., Q1 -17.8412, P1 - 5.71446}

(* Derivada de Pl em relagdo a Ql calculada em PM )

Chop [DP1Q1[PM], 0.00000001]
0

(* Derivada segunda de Pl em relagdo a Ql calculada em PM x)

Chop [D2P1Q1 [PM], 0.00000001]
-0.510234

(* Gradiente da fungdo H calculado em PM x)

Chop [gradH[PM], 0.00000001]
{0, -443611.}

(* Autovalores para A[PM] x)
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Chop [Eigenvalues[A[PM]]]
{-132.381, -4.77956, 2.01097 1, -2.01097 1}

(* Ponto da curva de Hopf para Q1=0 x)

Q1=0;
sol = FindRoot[{fl[x, y, z, w, Q1, P1] =0, £2[x, y, z, w, Ql, P1] =0,
f3[x,y, z,w,Q1, P1] =0, f4[x,y, z, w, Q1, P1] ==0, H[x, y, z, w, Q1, P1] == 0},
{x,1.30, 0, 2}, {y, 0.10, -2, 2}, {z, 0.28, -2, 2}, {w, O, O, 2}, {P1, 0.22, O, 1}]
sol = Level[sol, 2];
PI = {sol[[2]], sol[[5]], sol[[8]], sol[[11]], O, sol[[14]]};
{x—->1.30453, y—->0.104281, z—->0.278157, w> 0., P1 > 0.221952}

(* Autovalores para A[PI] =)

Chop[Eigenvalues[A[PI]]]
{-201.261, -53.3905, 4.1591, -4.1591}
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