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Resumo

Neste trabalho, estudamos com o maximo de pormenores a
respeito dos polindmios no disco unitario complexo. Na-
turalmente, os polindmios de Jacobi fazem parte desse de-
talhamento. A dissertagdo € completa no sentido que ela
contém a prova da maioria dos resultados enunciados, in-
cluindo aqueles do capitulo contendo resultados prelimina-

IcsS.

Palavras-chave e frases: Disco unitario - Fun¢ao no disco- Polindmio de Jacobi - Série hiper-

geométrica
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Abstract

In this work, we study in details the polynomials on the disk unit com-
plex. Of course, Jacobi polynomials are part of this search. The disser-
tation is complete in the sense that it contains the proofs of the majority

listed results, including those contained in the preliminary chapter.

Keywords and phrases: Disk function - Disk polynomial - Jacobi polynomial - Hipergeometric

series - Unit disk



Simbolos e Notacoes

C Plano complexo ou plano de Argand Gauss

D[1] Disco unitdrio fechado de C

D(1) Interior de D[1]

C1 Espaco vetorial complexo g-dimensional

A(2q) Laplaciano complexo g-dimensional

Qo Esfera unitdria centrada na origem de C4

5241 Esfera unitaria em R%4

Q4 Subesfera de Qy, de raio (1—n|?)!/2 e pélo ® € Qy,

r Funcdo gamma

B Funcao beta

doy Elemento de superficie sobre €2,

dcg Elemento de superficie sobre Qg

mg, Medida de probabilidade sobre D]1]

F Funcao hipergeométrica de tipo ,F]

Ag O k-ésimo coeficientes da expansao analitica de F'

J,(la’ﬁ) Polinémio de Jacobi de grau n associado aos pardmetros reais o e B
,5“’“) Polindmio de Gegembauer de grau n associado ao parametro real o
,SO’O) Polindmio de Legendre de grau n

P(CY) Conjunto de polindmio nas varidveis z,z € C?

Pn.n(C?)  Conjunto dos polindmios bihomogéneos de grau m em z e de grau n em z
H,, »(C?)  Conjunto dos elementos de P, ,(C?) que sdo harménicos

Hinn(Q24) Conjunto dos elementos de H, ,(C?) restritos a

Ry Polindmio no disco associado a um parametro o, de grau m em z e de grau n em z
Re(z) Parte real do nimero complexo z

(2)k Simbolo Pochhammer aplicado em z € C

Zy Conjunto dos inteiros nao negativos

Z_ Conjunto dos inteiros nao positivos

N(m,n) Dimensdo de H,,(24)
d(g,m,n)  Dimensdo de [P, ,(C9)

Vi



Lp(.qu,dGq>

Vil

Menor elemento do conjunto {m,n}

Maior elemento do conjunto {m,n}

Espaco euclidiano real g-dimensional

Grupo dos operadores unitdrios de C?

Subgrupo de O(2¢) com operadores que fixam ® € Qo
Adjunto do operador p € O(2q)

Funcao delta de Kronecker

Funcio indentificadora de C? com R

Produto interno usual em C?

Produto interno usual do espaco de Hilbert L?(D[1],dmg,)
Produto interno usual em L?(Q,,,do,)

Produto interno usual em RY

Conjunto das fung¢des p-integraveis sobre {2, em rela¢do a do,
Conjunto das fun¢des p-integraveis sobre D[1] em relacdo a dmg
Funcdo generalizada no disco

J-€ésimo elemento da base canonica de C4

Um elemento da base de H, ,(Q24)
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal deste capitulo € discorrer em linhas gerais, sem muita formalidade,
sobre a motivacao principal deste trabalho.

Inicialmente, destacamos que o tema principal referido no titulo da dissertagdo, localiza
este estudo dentro da Andlise Funcional Complexa. Mais especificamente, lidaremos com uma
questdo bdsica introdutéria da andlise sobre esferas complexas g-dimensionais.

Se €, denota a esfera unitdria g-dimensional, entdo uma classe importante de fungdes
sobre €2, € aquela que pode ser descrita a partir dos polindmios harmonicos em ¢ variaveis
complexas. Dentre os harmodnicos esféricos, destacamos a classe de polindmios que sdo também
zonais ou que sdo constantes em subconjuntos de €27, que mantém uma distincia constante a
partir de um ponto fixado de Qy,. Os polindmios harmonicos esféricos zonais por sua vez
sdo caracterizados por uma classe especial de polindmios sobre o disco unitirio complexo, os
polinémios no disco. Os polindmios no disco estdo estreitamente relacionados aos conhecidos
polindmios de Jacobi sobre [—1, 1], uma vez que esses entram como ingrediente principal na
definicdao daqueles. Por isso, nosso estudo inicia-se buscando conhecer mais profundamente os
polindmios de Jacobi.

Nos tempos atuais, os polindmios no disco unitdrio ou/e os polindmios de Jacobi t€m sido
usados de maneira decisiva para abordar e resolver questdes de interesse de muitos pesquisado-
res conforme ([5, 14, 15, 16]) e nas referéncias contidas nestas. Dentre tais questdes destaca-
mos as seguintes: caracterizagcdo de nucleos positivos definidos sobre a esfera, caracterizagdo de
nucleos estritamente positivos definidos sobre Q,,, a Formula de Funk-Hecke no contexto com-
plexo, diferenciabilidade de nucleos sobre €2, € 0 decaimento de autovalores para operadores
integrais definidos por nicleos positivos definidos ([2, 9, 10, 11]).

Os polindmios no disco foram introduzidos em 1934 pelo holandés Fritz Zernike quando
estudou aproximac¢do de determinadas fungdes ([30]). Estes polindmios sdo definidos para
parametros reais. Fritz definiu os polindmios no disco considerando o parametro o0 = 0 aplicando-

0s em pesquisas relacionadas a microscopia e a Optica. Posteriormente, uma generalizacdo con-



duziu aos atuais polindmios no disco que na atualidade sdo aplicados a ptica quantica ([28]).

A dissertacdo compde-se de trés capitulos. O capitulo seguinte é dedicado a abordagem dos
conceitos preliminares. Portanto, ai estudaremos as séries hipergeométricas unidimensionais,
as fungdes gama e beta e suas relagdes com o simbolo Pochhammer. Nesse capitulo, entdo,
discorremos sobre a defini¢do e propriedades dos polindmios de Jacobi. Fechamos o capitulo
introduzindo algumas classes de polindmios sobre o espaco complexo g-dimensional, incluindo
os harmonicos esféricos complexos.

O terceiro e ultimo capitulo trata do objetivo principal do trabalho, estudar fun¢des e po-
lindbmios sobre o disco unitdrio complexo. Nesta parte, veremos que muitas propriedades
validas para polindmios no disco, provém da analogia entre estes e os polindmios de Jacobi,
incluindo uma Férmula de Rodrigues para eles. Naturalmente, fazem parte deste capitulo os se-
guintes assuntos: equagdes diferenciais que tem como solug¢ao os polindmios no disco, funcdes
zonais sobre Q;, e a Formula de Adi¢do para polindmios no disco, a qual faz conexdo entre
estes polindmios e os harmonicos esféricos complexos.

O final da dissertacdo é dedicado ao estudo de fun¢des generalizadas sobre o disco unitario
complexo. Usamos a denominacdo "generalizada’, porque os polindmios no disco podem ser
vistos como particulares destes. Em relacdo a esta classe de fun¢do abordaremos uma férmula

fechada e a estreita relacdo destas com os polindmios no disco.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

O presente capitulo é dedicado a introducdo de conceitos considerados preliminares para a
dissertacdo, o que propicia o embasamento tedrico ao decurso do capitulo principal. Muitas das
propriedades aqui estudadas serdo diretamente aplicadas na abordagem do assunto central da
dissertagcdo, enquanto outros sao listados por questdo de completitude.

Estudaremos as fun¢des gama e beta, bem como suas relagdes com o simbolo Pochhammer.
Estas fungdes conduzem ao estudo das séries hipergeométricas unidimensionais. Estas por
sua vez sdo usadas para estudar a defini¢cao e algumas propriedades dos polindmios de Jacobi,
usados no capitulo posterior, onde estudaremos os polindmios no disco. Como pretendemos
estudar a conexao desses polindmios com os harmonicos esféricos complexos, a dltima secdo
deste capitulo discorrerd sobre harmonicos esféricos complexos.

A maioria das provas serd desenvolvida integralmente ou serd citada uma referéncia con-
veniente. A teoria aqui abordada pode ser encontrada com mais profundidade nas referéncias
([1,6,7,8, 24,27, 26, 31]).

2.1 A func¢ao gama

Em Anilise, a funcdo gama que € representada pela letra maidscula grega I', € uma extensao
da funcao fatorial ao conjunto dos nimeros reais e até complexos. Assim, quando n € um inteiro
positivo,

I'(n+1)=n!.

Esta fun¢do pode ser definida por uma extensao analitica para niimeros complexos.

Definicao 2.1.1 A funcdo gama é definida para um niimero complexo z, cuja parte real é posi-

tiva, como sendo a func¢do dada pela integral

[(z)= /0 e, 2.1)



E, portanto, uma consequéncia direta desta definicio que I'(1) = 1. De fato, a proposicio
abaixo revela que I generaliza o conceito de fatorial, usualmente valido para ndmeros inteiros

nao negativos.
Proposicao 2.1.1 Se z é um niimero complexo com parte real positiva, entdo I'(z+ 1) = zI'(z).

Demonstracao: Seja z € C tal que Re(z) > 0. Entdo, integracdo por partes mostra que

I(z+1) 2/0 tze_tdtzz/o e ldr.

Assim, a prova esta concluida. [ |

O simbolo Pochhammer, introduzido por Leo August Pochhammer ([21]), permite uma
notacdo simplificada para expressdes matematicas que dependem de um produto sequencial.

Entdo, para todo z
@Do=1, (@k=z2z+1)(z+2)(z+k=1), k=1,2,....
Em particular, € imediato que
(—n)r=0, n€Zy, k=n+1,.... (2.2)
Outras propriedades para (z); que serdo sistematicamente usadas estdo na sequéncia.

Proposicao 2.1.2 Sejam z € C e n um inteiro ndo negativo. Valem as propriedades:
D) (2D)rr = Dx(z+k), k,1=0,1,...;
Q2) (=2 = (=D*z—k+ 1), k=0,1,...;

B) @k = G k=0,1,....n

Demonstracao: Sejam k,/ inteiros nao negativos. Entdo,

(et = [@GE+D(E+2) - (+k—D][z+k)(z+k+1)--(z+k+1—1)]
= (Dlz+k),

provando (1).
A prova de (2) segue das igualdades

(= = (=D2(z=1)(z=2)---(z—k+1)
= (—De—k+14+k=1)(z—k4+14+k=2)---(z—k+2)(z—k+1)
= (-Dfz—k+1) k=0,1,....



Para a afirmacdo (3), primeiro observamos que para k =0,1,...,n,

(Dn—k = z(z+1)---(z+n—k—1)
2(z4+1) - (z+n—k—=1)(z+n—k)(z+n—k+1)---(z+n—1)
(z+n—k)(z+n—k+1)---(z+n—2)(z+n—1)

A prova esta terminada, porque a ultima expressao coincide com aquela do item (3). [ |
A préxima proposi¢ao mostra conexao entre a fun¢ao gama e o simbolo Pochhammer.

Proposicao 2.1.3 Se z é um niimero complexo com parte real positiva, entdo
[(z+n)=(2).I'(z), n=0,1,....

Demonstracao: Suponha z € C tal que Re(z) > 0. Usando a Proposi¢do 2.1.1, vemos que a
igualdade sugerida pela proposi¢do se verifica paran =0 e n = 1. Procedendo por indugdo,

assuma que para algum inteiro k > 1,
[(z+k) = (2l(2)-
Com esta hipdtese, juntamente com a Proposicao 2.1.1, novamente, chegamos as igualdades

I(z+k+1) = (z+kI(z+k)
= (z+k)(2l(2)
= (2+11(2).

Portanto, a prova esta concluida. [ ]
O caso particular da proposi¢do anterior mais conhecido na Matemética é
I'(n+1):=n!'=(1),, n=0,1,....
Uma utilidade interessante do simbolo Pochhammer est4 no préximo resultado.

Proposicao 2.1.4 Seja o um niimero real. Se k é um inteiro ndo negativo tal que o > k, entdo

dk

d—zk(zo‘) = (a—k+1)2**, zeC.

Demonstracao: Sejam k € Z . tal que o > k. Derivamos, diretamente, a poténcia z* em rela¢do



a z para obter

dk
— (%) = a(a—1)(o—k+1)2**
dzk
implicando na igualdade da afirmacdo da proposicao. [ |

2.2 A funcao beta

Assim como a fun¢@o gama, a fungdo beta ou integral de Euler de primeiro tipo também &

uma ferramenta auxiliar quando lidamos com fatorial.

Definicao 2.2.1 A funcdo beta é definida para niimeros complexos z e w, cujas partes reais sGo

positivas, como sendo a integral

1
B(z,w) :/O 1 =) ar.

E de decorréncia imediata dessa defini¢io que B(z,w) = B(w,z). A conexdo entre a fungio

beta e a fungdo gama esta na proposicao a seguir.

Proposicao 2.2.1 Se z e w sdo niimeros complexos com partes reais positivas, entdo

['(z)[(w)

B(z,w) = Ttw)

Demonstracao: Sejam z,w € C tais que Re(z) > 0 e Re(w) > 0. A mudanca de coordenadas

t = cos” 0 na integral que define B produz as igualdades

[SE]

B(z,w) = 2/ cos20(1 —cos?8)" ! cosOsenddO = 2/2 cos> 1 9sen®10d6.
0 0

Por outro lado, a mudanca de coordenada ¢ = x? na integral que define I" revela que

F(Z):/ e_’tz_ldt:/ e_xz(xz)Z_IZ)cdx:2/ e % dx
0 0 0

€, consequentemente

C(z)T(w) = 4/ e 1dx/ e yldy
0

_ 4/ / (x*4y?) 2z 1 2w 1dxdy



Entdo, adotando coordenadas polares, temos

LZ)C(w) = 4 / ’ / e P21 002 gsen® 1 0drd O
0 JO

i

= (2/2c0s21_] Gsenzw_'6d9> (2/ e_’2r2Z+2W_1dr).
0 0

Voltando a expressdo de B obtida no inicio da prova, temos que
I(z)T(w) = B(z,w) (2/ er2r2z+2w1dr>
0

= B(z,w) (/(><> erzrz(”Wl)Qrdr)
0
= B(z,w)I'(z+w).

Portanto, a prova da proposi¢do estd concluida. [ ]

Proposicao 2.2.2 Se z e w sdo niimeros complexos com partes reais positivas, entdo
! 1 1 1
/ (1+uw) (1 —u)" 'du=2"""'B(z,w).
-1

Demonstracao: Sejam z,w € C tais que Re(z) > 0 e Re(w) > 0. Adotamos a mudanca de

coordenadas u = 2x — 1 para obter

/_'1(1+”)Z_1(1_M)W_ld”:/ol(zx)z_l[z(l_x)]W_Ide:/()121+W_1xz_1(1—x)w—ldx_

A prova segue da defini¢do de B. [ |

2.3 A funcao hipergeométrica

Polindmios ortogonais classicos podem ser expressos como fungdes hipergeométricas. Um
exemplo disso, conforme veremos, sdo os polindmios de Jacobi. As referéncias [24] e [31])

trazem um estudo completo a respeito dessa classe de fungdes.

Definicao 2.3.1 Sejam a,b,c € C tal que ¢ ¢ 7.—. A funcdo hipergeométrica F depende de
a,b,c e é dada pela série hipergeométrica
— (a)r(b

(a)i( )kzk.

F(a,b;c;z) = k;) BROP




A restricdo de que o parametro ¢ ndo pode ser um inteiro nao negativo nessa definicdo, é
melhor compreendida pela observagao (2.2). No entanto, notamos que quando a ou b é um

inteiro ndo positivo, o escalar ¢ também pode pertencer ao conjunto
{m—1,m—-2,...},

onde m = min{a,b}. Investigamos a seguir o dominio da fun¢do hipergeométrica.

Denotamos o disco complexo fechado unitério e centro 0 € C como D[1] - Isto é,
D[] ={zeC: |z <1}.

Neste caso, o interior de D[1] sera representado pelo conjunto D(1).

Proposicao 2.3.1 Sejam a,b,c € C tal que ¢ ¢ 7. Entdo:
(1) A série hipergeométrica converge absolutamente em D(1).
(2) SeacZ_ oub e Z_, entdo a série hipergeométrica converge absolutamente em C. Em

particular,

k=0,1,.... (2.3)

Entao,

Apy1 _ (a+k)(b+k)
A e+ +k)

k=0,1,.... (2.4)

Consequentemente, a série converge absolutamente em D(1), provando (1).

Para a prova do item (2), assuma que a € Z_ ou b € Z_. Logo, pela observacido (2.2), a
série hipergeométrica torna-se um polindmio de grau min{—a,—b} em z e, portanto converge
absolutamente em C. A ultima afirmagao da proposicdo segue, entdo, da Proposi¢do 2.1.2 com
auxilio de (2.2). [ |

A forma integral de Gauss para as func¢des hipergeométricas € como segue.
Teorema 2.3.1 Sejam a,b,c € C tal que ¢ ¢ Z_. Se 0 < Re(b) < Re(c), entdo a forma integral
de Gauss de F ¢é

Fla,bic;7) = F(c)_b)/Oltb_](l—t)c_b_l(l—zt)_“dt, zeD(1).

['(b)I(c



Demonstracao: Primeiramente, expandimos a poténcia (1 —z7)™* em Série de Mac-Laurin

para obter a soma ([24, p. 47])

(1—zt)™ Za—)zt zeD(1),0<r<1.
=0 (Vi

Segue que

/1 tb_l(l —[)C_b_l(l —Z[)_adl — i @Zk/l tk+b_1(1 —t)c_b_ldt.
0 k=0 (1)k 0

Se 0 < Re(b) < Re(c), entdo pela Proposicao 2.2.1, a integral a direita da igualdade acima toma

a forma

L pe e ['(k+4b)[(c —b)
k+b—1 c—b—1
t 1—1t dt = k=0,1,.
/0 ( ) F(k+c) ) 9 )

A Proposi¢ao 2.1.3 da o valor final da integral acima como sendo

Y1y b1, _ Llc=b)L(b) (b) _
/Ot (1—1) dt = o) O k=0,1,...

c, consequentemente

‘/Ollb_](l —t)c_b_](l—zt)_adl _ F(C—b)r(b) i (a)k(b>kzk ZED(I).

Assim, a Defini¢do 2.3.1 implica no término da prova. [ |

Geralmente o teorema precedente é usado para encontrar uma férmula fechada para a cons-
tante de Gauss definida por F(a,b;c; 1), em fungio de seus pardmetros. O valor dessa constante
ocupa um fundamental papel em muitos resultados da anélise matemédtica. Porém, dependendo
do contexto, as restricdes impostas pelo Teorema 2.3.1 dificulta sua aplicacdo do mesmo. Na
literatura em geral, quando restricdes nao sao impostas aos parametros a, b e ¢, o recurso da
continuidade analitica € utilizado ([24, 27]). No entanto, ndo encontramos uma referéncia, onde
esta ferramenta € desenvolvida satisfatoriamente. Uma solucdo para esse problema e, surpreen-
dentemente simples € o Teorema de Chu-Vandermonde ([7, p. 4]). Por questdao de completitude,

incluiremos a prova do teorema.

Teorema 2.3.2 Se b,c € C, entdo

F(—n,b;c;1) =

n=0,1,....

Demonstracao: Primeiramente, assuma que z e b sdo nimeros complexos. Expandimos as
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poténcias (1 —x) % e (1 —x)~% em série de Mac-Lauren obtendo o produto

—xX)F1-x)"t = w@xk w@xl
(1) (z ! )(zl)>

—~
—_
|
~—~
—~
—_
|
~—
S
Il
-1
1=
—~
N
~—
N
L
—
S
=
=
N

chegamos a identidade

z”: (i)nk(b)k _ &b o

)nfk(l)k_ (l)n ’

Por meio de manipulacao algébrica simples com auxilio das propriedades listadas na Proposi¢ao
2.1.2, justificamos a igualdade

(2)n—k _ (&n (=1 k=0,1,...,n.

(Dn—sk (D (1—”—Z)k’

Logo,

L (—n)k(b)k (24 b)s
;;)(1—n—z)k(1)k_ (2n

Em particular, recordando a Proposicao 2.3.1, quandoz=1—n—c, c € C,

n=0,1,....

(1—n—c+b), z":( n)

k(D) _ B
(—n—o)n (Ol F(—n,b;c;1), n=0,1,....

)k

Por fim, usamos novamente a Proposi¢cdo 2.1.2 para justificar que

(1—n—c+b), (c—b)n.

(1—n—c), (€)n

Portanto, o teorema esta provado. [ ]

O resultado seguinte traz uma transformacado simples para F' que as vezes ocorre.
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Proposicao 2.3.2 Sejam a,b,c € C tal que c ¢ Z_. Se 0 < Re(b) < Re(c), entdo

F(a,b;c;z) = F< - > Re(z) < 1/2, z€ D(1).

(I—2)° z—1

Demonstracao: Suponha que 0 < Re(b) < Re(c), Re(z) < 1/2 e z € D(1). Iniciamos a prova

fazendo t = 1 — u na representacao de F do Teorema 2.3.1 para encontrar

I R N D
Fw””i>“<1—aanmr@—by4(l‘”b”’b1<1‘z-ﬁ0 .

— ﬁF( bczf1>.

Portanto a proposicao estd provada. [ |

O teorema seguinte € a versao melhorada da proposicao acima. A auséncia de restricdes

sobre os parametros € consequéncia ao Teorema de Chu-Vandermonde.

Teorema 2.3.3 Sejam a,b,c € C tal que ¢ ¢ Z—. Se Re(z) < 1/2, z € D(1), entdo

F(a,b;c;z):ﬁlf( —bc; Zl)

Demonstracao: Suponha que Re(z) < 1/2, z € D(1). Isso implica que, de fato,

Considere, entdo, o produto
1 z - p@ile—by 2
—F —b; = -1 .
gt (e ) = DM e

Usando expansao de Mac-Laurin, escrevemos

1 B > (a+k)l !
TR Mty

e, consequentemente

1 g +k)1(c—b)k j
Wﬂﬁ<’ wJ ZZ IGRORO

Empregando a identidade (a)x(a+k); = (a)k+; da Proposigdo 2.1.2, obtemos

(1_1Z)aF< Cpres F ) _ i i(_l)k<a> +l§c_b)kzk+l'



Adotando k+ [ = n e reordenando as poténcias de z chegamos a soma

Da Proposi¢ao 2.3.1,

1 . (a)nn
gt sty - Bronconenf

Finalmente, usamos a constante de Gauss do Teorema 2.3.2 para concluir que

(1-2)
finalizando a prova.

Adaptamos a prova anterior para a seguinte versao do Teorema 2.3.3.

Teorema 2.3.4 Sejam b,c € C tal que ¢ ¢ Z_. Se n é um inteiro ndo negativo, entdo

F(—n,b;c;z):(l—z)”F(—n,c bic;,—~ ) z# 1.

71

Demonstracao: Como (—n); =0, k=n+1,...,

_ o2 Low(Enle=b)
(1—Z)”F( - —1) ZZ)( g @D (1=2)n
onde )
1 _n— (k—l’l)l !
(1—Z)"”_l§6 (L)
Logo,

1 i b
F( —b;c; ) Z (@)n( Z", z€D(1), Re(z) < 1/2,
z—1

12
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Reordenando as parcelas de acordo com as poténcias da varidvel com ajuda da Proposi¢ao 2.1.2,

temos que

; —n.c— 'c'i — % [ ¢ 1)V (c—b)v —n), M
(1_Z)nF( ’ b’ ’Z_l) Z Z( 1) C)V(l)v<1),uv]( ),UZ

1
=)
<
|
S
—

Da Proposi¢ao 2.3.1,

;F (—n c—b;c; ) i —b‘c‘l)(_n)yzu
(1—2)™" 21 W
Uma aplicacdo direta do Teorema 2.3.2, agora, finaliza a prova. [ |

Uma identidade que ocorre no estudo de polindmios de Jacobi vem do teorema acima
quandob=0o+B+n+1ec=a+1-Ouseja,
F(—n,oc+[3+n—|—1;oc+1;z):(l—z)”F(—n —B—na+1; —1> z# 1.

Em particular, fazendo 2z =u— 1, u # —1,

- 1" —1
Flomoatpintliotli—2) = (“T2) Flon—pomat:“=). @5
2 2 it

Nos dois resultados finais desta secdo, investigamos as derivadas até a segunda ordem das

fungdes hipergeométricas.

Proposicao 2.3.3 Sejam a,b,c € C tal que ¢ ¢ Z_. Entdo,

d b
TFla,biciz) = DFEa+1,b+1;c4+1;2), zeD(1).
Z c

Demonstracao: Derivando diretamente, temos

—F(a,b;c;2) = i (a)kl(b)k ! i%zk zeD(1).

= ()e(1)r—1 = (e 77

Agora, o item (1) da Proposi¢do 2.1.2 completa a prova. [ |

O Teorema 2.3.5 fornece a equagdo diferencial que tem, a menos de constante, F(a,b;c,-)

como tUnica solugdo analitica na vizinhanga da origem de C.
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Teorema 2.3.5 Sejam a,b,c € C tal que ¢ ¢ Z._. Entdo, a menos de nuiltiplo escalar, a fun¢do

hypergeométrica F (a,b;c,-) é a inica solu¢do analitica de
(1= +[c—(a+b+1)w —abw=0, z€D(1),Z#0. (2.6)

Demonstracao: Para z # 0, defina, entdo, o operador diferencial

d d d d\1
D= — btz )~ — ) (1+z—) -
(a+zdz> ( +Zdz> (c+zdz> ( +Zdz) Z

Assuma que a fung¢do analitica tendo a forma

G(z)=Y Bid*, BreC,zeD(1)
k=0

¢ tal que D(G)(z) = 0. Para calcular D(G), notamos inicialmente que

— b — = kKY(b+k k=0,1,...
<a+zdz>( +zdz)z (a+k)(b+k)Z, .1,

c+ 4 1+ 431
Zdz Za’z Z

Em consequéncia,

(&) =(c+k—1)1+k—1)Z", k=0,1,....

s

D(G)(z) = [(a+k>(b+k)3kzk—(c+k—1)(1+k—1)3kz"*1}

~
Il
o

I
s

(@K (b+ k) B = (c+K) (140 Bei?|, z€D(1).

T
(e

A hipétese sobre ¢ e a condi¢do D(G)(z) =0, z € D(1), resulta que

Bk—H B (a+k)(b+k)

B = DI Th) k=0,1,.... 2.7

Usando os coeficientes Ay de F' como definidos em (2.3), por indugdo sobre k, concluimos que
By =ABy, k=0,1,....

Logo, a funcdo G € um multiplo de F' da forma G = BoF. Em adicao, por (2.3) e (2.7), vemos

que
Bit1 _ Akt
By Ap

Uma vez que o raciocinio acima a partir de (2.6) pode ser revertido, essa igualdade de quocientes

k=0,1,....
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revela que D(F)(z) =0,z € D(1), z# 0. Para terminar, suponha que w é uma fung¢@o na variavel
z tal que D(w) = 0. Entdo, através de manipulagio algébrica empregando regras de derivacdo

chegamos a identidade

—D(w) = —abw — azw' —bzw' +ew’ — 2w’ — 22w+ 20" =0,

que € a equacdo diferencial de segundo grau do enunciado do teorema. [ ]

2.4 Identidades envolvendo funcoes hipergeométricas

A funcdo hipergeométrica satisfaz certas igualdades, conforme destacamos nesta se¢ao.

Proposicao 2.4.1 Se a,b,c € Cec ¢ 7Z_, entdo
(a—b)F(a,b;c;z) =aF(a+1,b;c;z) —bF(a,b+ 1;¢;z), z€ D[1].

Demonstracao: Sejam a,b,c € Ctalque ¢ ¢ Z_. Como a(a+ 1), = (a+k)(a)x, k=0,1,...,

o (ajt(k)(a)k(b)k k (Z£+a) F.

aF(a+1,b;c;7) = z =
( ) kX‘E) C)k(l k dz
Similarmente,
o (K (@b 4 d
bF(a,b+1;c¢;7) = =|z—+b )| F
(a,b+1;¢;2) sz) (k! z Zdz+
A identidade do enunciada vem subtraindo-se a Ultima da pendltima igualdade acima. [ |

Observamos que trocando a por a — 1 na penultima igualdade da prova acima, obtemos
d
zd—F(a— 1,b;c;2) = (a—1)F(a,b;c;z) — (a— 1)F(a—1,b;c;72). (2.8)
Z
Essa identidade serd usada na prova da proposic¢ao abaixo.

Proposicao 2.4.2 Se a,b,c € Cec ¢ Z_, entdo

(1—2)F(a,b;c;z) = F(a—1,b;c;z) — <

zF(a,b,c+1;z), z€ DI[l].
c

Demonstracao: Assuma que a,b,c € Ctal que ¢ ¢ Z_ e fixe z € D|[1]. Recorremos a Proposicao

2.1.2 para justificar que

d
z—F(a—1,b;c;z) = (a—1)z —AZ,
el )= >k§()c—|—k k
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onde Ay estd definido em (2.3). Usando a igualdade

b+k c—b
=1- k=0,1,...
C+k C—'—k’ ) ) )
vemos, entao, que
d > (a—1)(c=b) & ¢ k
—F(a—1,b;c;z) = (a—1 A — A
e (a—1,b;c;z) (a )Zk;) Kz . Zk:0c+k %
—1)(c—»b
= (a—l)zF(a,b;c;z)—wzF(a,b,c—i—l,z).

c

Para terminar a prova, basta notar que o lado esquerdo das igualdades acima se expressa como

na equacao (2.8). [ |

Imitando a prova acima com as devidas adaptagcdes chegamos a igualdade
(1—2)F(a,b;c:z) = F(a,b— 1;¢;2) — %zF(a,b,ch 1:7), zeD[l]. 2.9)

Teorema 2.4.1 Se a,b,c € Cec ¢ 7Z_, entdo

b—a+1
Flabie:z) = Fla—1,b+1:c:2) + — T Fla,b+ i+ 1:2), zeD[l].
C

Demonstracio: Assuma que a,b,c € C tal que ¢ ¢ Z_ e fixe z € D[1]. Da Proposigdo 2.4.2,
segue que
c—a
F(a,b;c;z) = (1 —2)F(a,b+ 1;¢;2) + TzF(a,b—l— l,c+1;2).

Substituindo a primeira parcela a direita da tltima igualdade por

—-b—1
(1—-2)F(a,b+1;¢;2) =F(a—1,b+1;¢;2) —C—zF(a,b—l—l,c—i— 1;2),
C

do final da prova anterior, concluimos a prova do teorema. [ |

2.5 Polinomios de Jacobi

Dedicamos esta se¢do para estudar os conhecidos Polinémios de Jacobi, objeto principal na
definicdo dos polindmios no disco. Para um entendimento melhor da defini¢do abaixo convém
recorrer a Proposic¢ao 2.3.1.

Durante esta se¢do, os parimetros o e [ sdo nimeros reais maiores que —1.

Definicao 2.5.1 Os polinémios de Jacobi sdao polinémios de grau n na varidvel u e dependem
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de pardmetros o.,3 € (—1,0) e sdo definidos como

(a+1),
(Dn

7P ) = F<—n,0(—|—[3+n—|—1;0€+1;1_u), ue[—1,1].

2

E, portanto, de verificacdo imediata a normalizagdo

1
Jr(laﬁ)(l) — (OL—{— )n (2.10)
(1)n
e a relacdo de simetria
TP (—uy = (=1 W), wel-1,1). @.11)
Assim,
1
S0P py =~y BEDn (2.12)
(1)n
A menos de normalizacdo, o polindmio de Jacobi da forma J,(,a’a) € chamado polindomio de

Gegembauer. Em particular, J,(ZO’O)

€ o polinomio de Legendre de grau n.
Na sequéncia estd uma expressao explicita para esses polindmios, onde o Simbolo Pochham-

mer é empregado.

Teorema 2.5.1 Se u € [—1,1], entdo

J,go“B)(u) (B+1), z”:(_l)k+n(n—k+1)k(oc+[3_|_n_|_1)k (u+1>k‘

T e & (1De(B+ 1) 2

Demonstracao: Usando a relagdo de simetria que mencionamos acima junto com a Defini¢ao

2.5.1, chegamos a expressdo

—1)" 1)n 1
J,(la’B)(u):MF (—n,a+ﬁ+n+1;ﬁ+1;i>. (2.13)
(D 2
Consequentemente, uma aplicacdo direta da Proposi¢ao 2.3.1, termina a prova. [ |

Note que as parcelas da soma do teorema, reescritas na ordem inversa conduzem a igualdade

(B) B,k Dy (ot Brnd 1),y (utl n—k o

Agora, usamos a Proposi¢do 2.1.2 para simplificar os coeficientes dessa soma originando o

corolario abaixo.
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Corolario 2.5.1 Se u € [—1,1], entdo

7P () = (0t Pentl) Y (-1 k(k+ Dn(n—k+1)k(B+n—k+1) <u+1)”_k

(D2 = (n+ Dg(a+P+2n—k+1); 2

J(oB)

Mediante uma mudanca de varidveis, o polindmio toma a forma da expressdo do

teorema abaixo.

Teorema 2.5.2 Se —1 < u <1, entdo

(o, ) " _(a—i—l)n u-+1 n on (n—k+1)k(B+n—k+l)k u—1 k
S (Dn ( 2 ) k_Zo (0+ 1)r(1)k <u+1) '

Demonstracao: Assuma que —1 < u < 1. Logo, podemos recorrer ao Teorema 2.3.4 para ver

que
IP ) = —(“(T)l)”F(—n,oc+[3+n+1;oc+1;¥)
 (o41), fu+1\" B 1
=, 5 F|—n—B— nOL—|—1—+1

Com auxilio da Proposicdo 2.1.2, efetuamos simplificagdes algébricas como na prova do teo-

rema anterior para obter

F<—n —B- noc+1Ti> — kg a+1 )”l)k(l:tjri)k

no(n—k+1D)e(B+n—k+ 1) fu—1\*
; (ot+ 1)g(1)g <u+1) ’

Assim, a prova estd concluida. [ |

Introduzindo a notagdo fatorial generalizada para nimeros reais como sendo

(x+k)!
x!

(x+ 1) = . xe€R,k=0,1,..., (2.14)

(o)

as somas de J, "’ conseguidas anteriomente estdo resumidas nas expressoes abaixo, ratificando
(2.5).
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Teorema 2.5.3 Se u € (—1,1], entdo
—1)" )n 1
5By = BT >(§§+ )F(—n,oc+13+n+1;[&+1;”J2r )

= M Y (_1)k+n (a+PB+n+k)! (u—i—l)k
(B! & K(n—kB+i! 2

= M n(_l)k (a+B+2n—k)! (u—l—l)"_k
O SOl =" ki(n—k)!(B+n—k)!\ 2

- <u;1>nékz(n—i?.yﬁniiﬁtc;)(aw)z (Z;)k

_ (O‘(Jlr)i)” (”;1)HF (—n,—B o+ 1; Ti)

A seguir explicitamos uma expansao dos polindmios de Jacobi, distinta daquelas citadas

acima, onde os coeficientes sdo expressos em termos da funcdo gama.

Teorema 2.5.4 Se u € [—1,1], entdo

(o.p) _ T(a+n+1) & T(a+B+nt+k+1) (u—1 k
)= F(oc+B+n+1),;)k!(n—k)!r(oc+k+1)( 2 ) :

Demonstracao: Sejau € [—1, 1]. A prova comega observando-se que a expansio oferecida pelo

Teorema anterior associada a relacdo de simetria em (2.11) mostram que

7P (atm! ¢ . (atBron—i) (1—u\"*
)= m2< e k!(n—k)!(a+n—k)!< 2 ) '

Escrevemos as parcelas desta expressao na ordem reversa, para obter

J(oB) (o4n)! & (+B+n+k)! fu—1\*
= (0‘+B+n)',;{)k!(n—k)!(oc+k)!< 2 > '

Finalmente, como o> —le o+ > —1,

P ) =

(ot+n+1) i D(a+B+n+k+1) [u—1\F
C(a+B+n+1) S k!(n—k)!T(a+k+1) \ 2 ’

provando o teorema. |
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2.6 Identidades envolvendo polinomios de Jacobi

Novamente, nesta secéo, fixamos o € B como pardmetros reais maiores que —1. Aqui,
o objetivo € estudar relagdes de recorréncia envolvendo derivadas de ordens O ou 1 para os

polindmios de Jacobi e iniciamos com a derivada de ordem 1.

Proposicdo 2.6.1 Se u € [—1,1], entdo

1
%J,S‘*’B)(u) = S (o4 p+n+ 15 P ).

Demonstracao: Seja u € [—1, 1]. Recordando a defini¢do de J,(,Oc’B ) e usando a Proposi¢do 2.3.3,

vemos que

d J,(ZQ’B)(M) _ n(a+B+n+1)(a+1),

du 2(1)p(a+1)

1—
7 F(—n+1,oc+[3+n+2;oc+2, u)
u

2
Entdo, usando a Proposi¢do 2.1.2 para simplificar o coeficiente de F, segue que

(+B+n+1)(0+2),-1
2(n—1)!

F <—(n— D,(a+1)+B+1)+(n—1)+1;(o+1)+1, 1;‘) :
Tendo em vista a Defini¢do 2.5.1, a proposicdo estd provada. [ |
Na sequéncia, apresentamos duas relacdes de recorréncia para polindmios de Jacobi.
Proposicao 2.6.2 Se u € [—1,1), entdo
(o+B+2n+2)(1— ISP ) = 20+ n+ 1) I P () = 2(n+1) 7P ().

Demonstracao: Considere u € [—1,1). Partindo da defini¢do de polindmio de Jacobi, seguido

do Teorema 2.4.1, obtemos

) -
Jr(laﬁ)(u) — (@+1) F<—n,(x—|—[3+n—|—1;06+1; M)
(D) 2
1), 1-
— (OC(T)H)F<—n—1,OH—B+n+2;OH-1; 2”)
(41D o+Bp+2n+21—u I—u
Fl— 2; I;——.
T, art 2 ot Brntzatlis

Com o auxilio da Proposi¢do 2.1.2, vemos que

(0+1)yt1  (e+n+1)(o+1),
(1)n+l , o+1

(a+1),

(W, ~ler

(+n+1) = (n+1)
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implicando que

(0‘ + 1)n+1
(1)n+1

+ (a+B+2n+2)

(@tn+ AP = m+1)

1_
F (—n—l,a+[3+n+2;0c+1; 2u>

l—u(a+2),
2 (1),

1—
F (—n,oc+[3+n—|—2;0c+l;Tu).

A expressdo anterior equivale, entdo, a

J((X-i‘l B)( )’

(ot nt DIEP ) = (4 1748 () + (0H—B+2n—|—2)12 (

provando a igualdade da proposicao. [ |

Proposicdo 2.6.3 Se u € [—1,1], entdo

(04 B+2m) 1PV () = (004 B+m) ISP (1) + (004 m) 1P ().

n

Demonstracao: Assuma que u € [—1,1]. Vimos na Proposic¢do 2.4.1 que para a,b,c € C, ¢ ¢

Z._, vale a relagcdo
(a—Db)F(a,b;c;z) =aF(a+1,b;¢c;2) —bF(a,b+ 1;¢;2), z€ D[1].

Considerando na equag@o acima os parametros

1—u

a=-nb=0+Bf—-1+n+l,c=0+1,z= 5

e manipulando algebricamente a equagdo correspondente obtemos a relagdo desejada. [ |

2.7 Formula de Rodrigues para Jacobi

Os polindomios de Jacobi satisfazem a Formula de Rodrigues apresentada na proposi¢cao
abaixo. A férmula em questdo € devido a Rodrigues que a introduziu em 1815 quando estudou
certos polindmios ortogonais ([25]).

A regra de Leibniz para derivada de produto de fungdes serd necessaria ([22, p. 318]).

Lema 2.7.1 Se f,g: D(1) — C sdo fungdes n vezes derivdveis, entdo a n-ésima derivada do

produto de f com g em D(1) é

dn n n! dk dr k

dz sz)” ka!def() —78(2).



22

Como nas duas sec¢des anteriores, no restante desta se¢ao fixamos o e 3 como pardmetros

reais maiores que —1.

Proposicao 2.7.1 Seu € (—1,1), entdo

(@), (=1 %u+ 1)7[3 d" otn B+n
I () = o =D ) ]
Demonstracao: Fixemos u € [—1, 1]. Pelo Teorema 2.5.3, o polindmio J,ﬁ“’ﬁ) tem a expansao
(a.p) < (a+n)!(B+n)! k n—k
J = -1 +1 )
() k;)2nk!(n—k)!(oc+k)!([s+n—k)z(” Jlutl)

Pela Proposicao 2.1.4 e a propriedade (2.14), temos que

dn_k o+n — (O(.—l—l’l)!

a0 = e 0

k n).
%(Hl)ﬁﬂ _ (B(E:—)IL)!(MH)BHk'

Em consequéncia, o polindmio de Jacobi equivale a

n—k

1 Z": n! d—k(u+1)ﬁ+" d
2l (u—1)%(u+1)B = k!(n—k)! | dur dun—*

(u— 1)%1] _

Entdo, do lema precedente, o tltimo somatorio identifica-se com

n

[(u—{— 1)B+n(u— l)a—kn} ‘

du”
Assim,
@B,y =D *u+1)"P a" ot ¥
TP () = E e T = 1) 1)
que € a expressdo do enunciado do teorema. [ |

A proposic¢ao abaixo da o valor da constante que coincide com a n-ésima derivada de Jr(,a’ﬁ).

Proposicio 2.7.2 Seu € (—1,1), entdo

d" (ap), ,_ (@+B+n+1),
)= T

Demonstracao: Seja u um elemento de (—1,1). Pela primeira igualdade do Teorema 2.5.3,

Jfg%ﬁ)(”) = —(_I)ZE?H—'— 1)nF (—n,oc+l3+n+ LR+ 1 u—; 1) .
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Pela Proposicao 2.3.3, a n-ésima derivada da fun¢do hipergeométrica acima é

(—D)"(=n)p(+P+n+1),
2" (B+1)n

I
F<o,oc+[3+2n+1;B+n+1;”;r )

Efetuando simplificacdes, chegamos a constante do enunciado da proposicao. [ |

Proposicao 2.7.3 Se o e B sdo niimeros reais tais que .+ > —1 e o, > —1, entdo

2048+ (i 4-n) ! (B+n)!
(a+B+2n+1) nl(a+p+n)!

1
P A ) (1= 01+ 0P =
~1

m.,n s

onde 8, , é a fungdo delta de Kronecker.

Demonstracao: Sejam o ¢ § nimeros reais como na hipdtese. Entdo, usando a Férmula de

Rodrigues para polindmios de Jacobi da Proposi¢do 2.7.1 a integral da proposi¢do torna-se
(=" ! (ap), 4" atn B+n
e /_11m () [(1 =0 (1 )]

Integrando por partes n vezes, a dltima integral pode ser reescrita como

—1)2n 1 " (g
% / 1 [(1—u)°‘+”(1+u)5+"] ﬁJ,& P (w)du. 2.15)

Agora, se m < n, entdo
1
[ P ) ) (1= (1 -+ P o0,
-1

De modo anélogo, provamos que a integral da proposi¢do é nula quando n < m. Resta, entdo,

analisar o caso em que m = n. Nesse caso, a integral em (2.15) toma a forma

/_ 11 (1= )™ (- 1P LB )

dut™"

/_11 [J,S%ﬁ)(u)r(l —u)%(1 +M)Bdu _

2n!

Da Proposicao 2.7.2, obtemos

! n n ! o+n n
/1(1—u)0°(1+u)[3 P W) = <°‘+B4jn!“> /1(1—u) (1t u)dy,

Como B+1>0ea+1>0,aProposi¢ao 2.2.2 pode ser usada para concluir que

20(+B+1(OH_B_|_n+1>n

- Blo+n+1,p+n+1).

/1 (1—)*(1+u)P [J,S,G’B)(u)rdu —

-1
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Pela Proposicao 2.2.1,

Blotnt1,pnt1)= OFnt DIB+n+l)  (@+n)(P+n).

INo+B+2n+2) (u+PB+2n+1)!
e, consequentemente
20+B+1 1 p0+p+1 o ! !
@Bt Un gy g1, Bant1) = (et n)(Btn)t
n! (+B+2n+1) nl(o+p+n)!
Portanto, a proposicao esta provada. [ |

Terminamos esta secao provando uma equacdo diferencial geradora dos Polindmios de Ja-

cobi.

Teorema 2.7.1 Se u € (—1,1), entdo J,S“’B) satisfaz a equagdo diferencial

(1—u?)y" +[B—o—(0+P+2)uly +n(a+P+n+1)y=0.

Demonstracao: Seja 1 um elemento de (—1,1). Da equagéo (2.13), o polindmio J,SG’B) () é um

multiplo escalar da funcdo

1
w=F (—n,oc—{—B—l—n—}—l;B—kl;u; )

Entdo, derivamos w em relagdo a u e substituimos na equacao diferencial sugerida pelo teorema

para obter

(14+u) (1—u)
2 2

W'/—f—%[ﬁ—oc—((X+B+2)u]w’+n((x+[3+n+l)w. (2.16)

Por outro lado, usando as mudancas de varidveis

_u+1
=

z a=-n, b=o+B+n+1, c=PB+1, ue|[-1,1]

chegamos as igualdades

(I+u)(1—u)
2 2

=2(1-2), B—a—(otpt2u]=[c—(a+bt1)

n(a+B+n+1)=—ab.

Com auxilio da equacao diferencial (2.6), esses valores substituidos em (2.16), implica que

Z(1—2w" +[c—(a+b+1)zw —abw = 0.
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J(@B)

Portanto, o polindmio J, "’ também é solu¢do da equagao do enunciado do teorema, concluindo

a prova. [ |

2.8 Polinémio bihomogéneo

Consideramos inicialmente o espaco vetorial complexo g-dimensional denotado como C9.
Os elementos z deste espaco sdo g-uplas de complexos que usualmente sao denotados na forma
2= (21,225 ,29), 21,---,2¢ € C. Assim, se w = (w1, w2,...,w,) também é um elemento de
C14, entdo a forma

(z,w) :=ziW1 +22Wp + -+ 24Wy (2.17)

define o produto interno usual de C?. Usamos o simbolo Q,, para denotar a esfera unitéria de
C? - Ou seja,
Qyy:={z€C9: (z,z) = 1}.

Aproveitamos o contexto para definir o que vem a ser uma subesfera de £,. Seja @ € L2y,

1/2

e considere 1 € D[1]. A subesfera Qg com raio (1 —[n|?)!/? e pélo ® ¢ a intersecgo de Qy,

com o hiperplano (§,®) =, § € Q) - Isto &,
Qp:={E€Q,: € 0) =7} (2.18)

Pretendendo uma descri¢do mais simples de certas férmulas, adotamos a notagdo multi-
indice. Um multi-indice u é definido como sendo uma g-upla de niimeros inteiros ndo negativos

da forma

,Ll:(/,ll,...,‘uq), ‘Lll,...,‘quEZ+.

A norma do multi-indice u é definida como

| = w1+ + g

Aproveitamos essa notacao para definir, a seguir, 0 que vem a ser um mondmio a vdarias
¢ definido

varidveis z € C4. O mondmio complexo z*, nas varidveis zj,...,z, € de grau |u

como

Z :zﬁllz§2~'-zzq.
Segue que a soma

m
u
Z a, ', a,€C
lul=0

€ um polindmio de grau m em g varidveis complexas com coeficientes a,. Por outro lado, a
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soma

m n

Y, ) a7, auweC (2.19)
lul=01v|=0

é um polindmio de bigrau (m,n) - Isto é, este polindmio é de grau m na variavel z e de grau n
na varidvel z. Denotamos o espaco vetorial dos polindmios da forma (2.19) por P(CY).

Nesse contexto, um polinémio bihomogéneo de bigrau (|u|,|v|) é aquele em que cada
mondmio z# tem grau |u| e os mondmios z¥ tem grau |v|. Assim, a representa¢do geral de

um polindmio bihomogéneo de bigrau (m,n) é da forma

Y Y a7, auveC.

ll=mv|=n

Segue que se Py, , ¢ um polindmio bihomogéneo de bigrau (m,n), entdo
Pun(Az,A2) = N"X Ppun(z,2), AeC. (2.20)

Portanto, os polindmios bihomogéneos de bigrau (m,n) formam um subconjunto de P(C%) que
denotamos por [P, ,(C?). Consequentemente, todo elemento de P(C?) pode ser expresso como
combinacao linear de polindmios bihomogéneos. Segue de (2.20) que um polindomio P pertence
a Py,.,(CY) se e somente se seu conjugado complexo P pertence a Py, ,,(C?). Adicionalmente,
se consideramos que o polindmio nulo também ¢ um elemento de P, ,(C?), estes tornam-se
subespacos de P(CY) tais que
P(C?) = & Puma(C?).
m.n=0

Obviamente, o espago P, ,(C?) tem dimensao finita dada por ([12, p. 6])

+g—1\ /n+g—1
8lgm;m) = (mqill )(nqzl )

2.9 Harmeénico esférico complexo

Reservamos esta secdo para estudar a classe de polindmios que surge naturalmente quando
atuamos em problemas que envolvem a esfera unitaria complexa. Iniciamos com a definicao de

funcdo harmonica nesse contexto.

Definicao 2.9.1 Uma funcdo f : C1— C é chamada harménica quando pertence ao niicleo do

laplaciano complexo
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Denotamos por H,, ,(C?) o conjunto dos elementos de P, ,(C?) que sdo harmonicos. Apre-

sentamos, na sequéncia, dois exemplos de polindmios harmdnicos.

Exemplo 2.9.1 Se ay,...,a4,b1,...,b; € C? sdo tais que Z?Zl ajbj =0, entdo
q "/ q .
P(z2) = ) ajz ). by
=1 =1

Verificacao: Sejama;,b; € C,i=1,...,q. Claramente, o polindmio P é bihomogéneo de bigrau

¢ um elemento de H,, ,(C?).

(m,n). Além disso,

m n—1
d _ q q .
a—éP(Z,Z): (Zam) nb,-(ijzj) , lZl,...,q

j=1

82 q m—1 g n—1
P Z) — lbl N b~_- y ‘:1,2,..., .
v (z,Z) = mna (J; ajzj> (Z ﬂ,) I q

Segue que, se Z?Zl ajb; =0, entdo

g 92 q m=1 /4 n=1,
)3 aZ.aZ.P(z,Z) =mn( Y ajz; ) bz Y aibi =0,
i=1 Y<iYki j=1 ]

J

concluindo a verificagao. u

Exemplo 2.9.2 Seja g um inteiro maior que 1 e considere q1 € {1,...,q— 1}. Sejam os sub-

conjuntos de £, dados por
Vi = {vEqu D Vg 41 :~--:vq:O}, Wi = {wEqu IWp = =Wy, :O}.
Seve Vil ewe Wi 1 entdo
z€Cl (z,w+v)"(w—v,2)" (2.21)
é um elemento de H,, ,(C?).

Verificacao: Encaixar esse exemplo no anterior Sejamv € V41, w e W99 e z € C4. Claramente

a fungdo (2.21) define um polindmio bihomogéneo de bigrau (m,n) em C4. Usando o produto
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interno (2.17), vemos que

M-

(Z,w—I—v}m(W—v,z)":(izk(vk+wk)> < (wk—vk)zk> :
=1 k

1

Agora um célculo direto revela que

82

q m—1
WBZ(Z, W+v>m<w—v, Z)" — mn(Wi _Vi) (V,’ + W,’) <Z (vk + Wk)Zk> (

k=1

DM

n—1
(Wi — Vk)zk)

k=1

Notando que (v,w) = (w,v) =0,

q
=

q q q q
(wi—vi)(viFwi) = Y wivi+ Y wiwi — Y vivi — Y viwi = (w,v) — (v,w) =0,
i i=1 i=1 i=1 i=1

concluindo a verificagdo. [ |

O conjunto constituido pelos elementos de H, ,(C?) em que as varidveis sdo restritas ao
dominio Q»,, denotamos por H,, ,(2,). Os elementos de H, ,(Q24) sdo chamados de harmo-
nicos esféricos complexos. A definicdo acima conduz ao seguinte isomorfismo entre espagos
vetoriais

F € Hpn(C) — F| Qog 1= f € Hypn(Qog). (2.22)

A dimensdo do espago Hy, , (qu) também € finita e dada explicitamente por ([3])
N(q,m,n) ::8(617’”7”)_6(6]7”1_17”_1)7 m,n;ﬁO
N(g;m,0) :=8(q,m,0) e N(q,0,n):=8(¢,0,n).
Denotaremos por O(2¢) o grupo dos operadores lineares unitarios sobre C? - Isto €,

0(2q) :={p:C?1— C?: pélinearepp* =1},

onde / representa o operador identidade sobre C? e p* denota o operador adjunto de p. O
subgrupo de O(2g) constituido por operadores que fixam um elemento o de Q,, serd denotado
por Oy(2q) - isto é,

Ou(29) := {p € O(29) : p® = ©}.

Seguindo, o simbolo §?¢~! denota a esfera unitdria de R?? definida por
§27 1 =[x e R : xxx =1},

onde + denota o produto interno usual em R4
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Consideramos, ainda, a bijecdo usual Y, : C7 — R4, onde
Yy(z1,22,--,2¢) = (X1, 015+, XqsYq), k=Xk+ive, k=1,2,....q. (2.23)
Como §%¢~ 1 = Y,(£24), podemos definir o elemento de superficie do, sobre Q,, pela férmula
doy(z) = dtpq(Yq(z)), z € Qaq, (2.24)

onde Ty, € 0 elemento de superficie sobre §2a—1,
Encerramos a se¢ao provando resultados técnicos para uso posterior. O primeiro deles mos-

tra que Hy, ,(o4) € O(2q)-invariante.
Proposicao 2.9.1 Se f € H, ,(Qoy) e p € O(2q), entdo fop € Hppn(Qog).

Demonstra¢io: Assuma que p € O(2g) tem a representacdo matricial (p;;), i,j =1,2,...,q,

em relacdo a base candnica de C4. Entao,

q q q
J=1 j=1 j=1

Se f € Hyn(Q24), ndo é dificil ver que F op € P, ,(C9), onde F € a extensdo de f dada pelo

isomorfismo (2.22). Além disso,

d 9 [ d ! o Voors Yoo
—Fop = —F Y p1jzjs Y, P2jZjr--s Y, PaiZjr 3, P1iZj» 3, P2iZjr---» 3, PqiZj
aZ; azz j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 J=1

— ORI+ (PPNt .+ (o)) P

Entao,
az q q 2
F _1 i — _, T i
a2z P ;  oP) @it L, 5o (Fop)@Paiesi+
q
Z Fop(>P_qz~pﬁ, ze .
Como
4 0, se i#]
Z jkPik =
k=1 1, se i=},
)
2q
— — —
(Fop)) = X 5,50 F (@) =0

Assim, fop € H,y,(024) e, portanto, a proposigao estd provada. |
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Observamos que todo elemento de %n,n(qu) pode ser identificado com um harmoénico
esférico de grau m +n sobre S24~1 ([23, p. 5]).
O assunto do proximo lema trata da ortogonalidade dos harmonicos esféricos em relagdo a

forma

gz = [, 180,

Lema 2.9.1 Se m,n,k el sdo inteiros ndo negativos e (m,n) # (k,1), entdo

| F@a@d0,@) =0, £ € Hun(). 5 € Hoa(O2y)
2q

Demonstragio: Sejam f € H,, ,(Qa4) € g € H 1(Q24). Entdo, f qu*1 egoY, I 30, respectiva-
mente, harmdnicos esféricos de graus m +n e k+ [ sobre S?¢~!. Usando mudanca de varidveis,
a relacdo (2.24), bem como a conhecida ortogonalidade destes harmonicos esféricos quando

m+n+#k+1([17, p. 21]), concluimos que
/ F@8@doy (@) = [ 10y ()X )ty () = .

Para o restante da prova, assumamos que m +n = k+[. Essa condi¢do, associada a hipotese,
garante que m —n # k— 1. Logo podemos escolher um nimero 6 € R tal que O(m—n+1—k) /2w

ndo seja um inteiro. Dai, se f e g sdo como na primeira parte da prova, entao

f(2)g(z)doy(z) = f(2)g(2)do,(e™%z)

QZq QZ‘]

= [ r(e®)ee®)do2)
Qo

SR [ f(2)g(2)dog(2),
Q,

onde a primeira igualdade vem da invariancia de do, por rotagdes € a ultima € justificada pela

relacdo (2.20). Como a exponencial ndo € igual a 1, o lema estd provado. [ |

O ultimo lema desta se¢do € essencialmente técnico ([18]). Ele mostra que a esfera £,

pode ser parametrizada de um modo peculiar.

Lema 2.9.2 Seja ® um elemento de Q4 e € D(1). Entdo, o elemento & pertence a Qo4 se e

somente se existe te'® € D[1] e &' € Qg tal que

E;Z(tei(p—ﬂ i )0)-1— il
V1—nf? V1-nf?

Demonstragio: Seja § € Qp,. Se & = £, entdo (2.25) vale para re’® = £1 e para & como

g (2.25)

sendo um elemento arbitrario em Qf). Para o caso em que & € Qg ou & € Qﬁm ¢ suficiente
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considerar & = £ e te’® =1 ou te’® = —1. Agora, assuma que  é diferente de +0 e ndo estd

em Q7. Entio a projecio esférica de & d4 origem a um vetor @’ € QY tal que

& = <§7(D>(D+ <§7m/>ml'

Entiio, existem 7,7’ € [0,1] e @,¢’ € [0,27) tais que (£, 0) = 1e'® ¢ (&,0) =1'e/®. Agora, as
igualdades (@', ®) =0e (€,E) = 1 justificam a decomposi¢do

E=te0+ 1 —129w. (2.26)

g =no+/1— 2o (2.27)

de QH), eliminacao de ¢ @ em (2.26) e em (2.27) nos leva a representacao dada em (2.25). Re-

Considerando o elemento

ciprocamente, calculo direto mostra que todo elemento representado como em (2.25) pertence

a Qy4, completando a prova. [ ]

Observamos que tomando 1 = 0 na representacdo do lema anterior, entdo para § € o,

temos
E=tf0+V1-128, o©cQy,, (2.28)
ou equivalentemente,
£ =cosBe®o+senBE, ey, ¢©c[0,2n), 6c0,m/2] (2.29)

Finalizamos, observando que os elementos de superficie dG, e doy,_» estdo relacionados pela
igualdade
dcy(E) =cos6 sen2q736d6d(pd0q—1 &), (2.30)

onde & é decomposto como em (2.29).



Capitulo 3

Funcoes sobre o Disco Unitario

Neste capitulo estudaremos os polindmios no disco unitdrio complexo, se bem que
generalizagOes destes que denominamos de fungdes generalizadas sobre o disco.

Como no segundo capitulo, a maior parte das provas serd exibida. As referéncias, co-

mumente mencionadas na literatura como bésicas para o estudo dos polindmios no disco sdao

([3, 4, 12, 13, 29]). Destas, extraimos boa parte das resultados aqui estudados.

3.1 Polinomio no disco

Nesta secdo, usaremos a teoria desenvolvida no capitulo precedente para estudar os po-
lindmios no disco, uma vez que estes sao os analogos bidimensionais dos polindmios de Jacobi.
Uma generalizacdo e propriedades destes polindmios serdo apresentadas na ultima se¢do do
capitulo.

A menos de especificacdo em contrario, em toda essa secao, as varidveis z e Z sdo elementos
de D[1].

Definicao 3.1.1 Sejam m e n inteiros ndo negativos. O polindmio no disco associado a um

pardmetro oL > —1, de grau m em z e de grau n em 7 é o polinomio

(Dman__jm=n] i(m-n)o ;(ctm—n])
R% _ |m—n| ji(m n)GJ ) 221
m,n(z) (OH—l)m/\nr € mAn (2r )

Y

onde m An:=min{m,n} ez=re!® 6 cR,0<r<1.

Observamos que a notagdo em coordenadas polares da varidvel z na defini¢dao anterior pode

32
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ser evitada expressando-se

( L)n m—n _
( ) o (o, )(2ZZ—1),

(OH—l)n n mAn=n,
Ry ,(2) = (3.1)
(1)”’1 —n—m ((X. I’l*m) —
— ’ 27z —1 =m.
@+ 1) " (=1, mAn=m

Provamos a primeira férmula fechada para os polindmios no disco.

Proposicao 3.1.1 Se o é um parametro real maior que —1, entdo

o _(a+m+1)nmAn
Ry 0 (2) —mkza(—l)k

(n+1)k(06+m+l’l—k+l)k ’

Demonstracao: Seja o > —1 e considere que m A n = n. Entdo, usando Corolério 2.5.1, vemos

que
(Om—n) 1 — (+m+1), & ck+1)(n—k+1)k(m—k+ 1D, _ s
Jn 27—1)= ——~5"— —1 )"
( < ) [(l)n]2 k;)( ) (n+1)k(0c—|—m+n—k+1)k ( )
A substitui¢do de J,S""’"‘” na expressio de Ry , como em (3.1) nos leva ao resultado desejado

se m An =n. A verificagio quando m An = m é andloga levando a mesma expressao obtida

quando m A n = n. Assim, a prova esta terminada. [ |

A ultima proposicao, quando vinculada as relacdes que associam o simbolo Pochhammer, a

notacgdo fatorial e a funcdo gama, sugere as seguintes representacoes para polindmios no disco.

Proposicao 3.1.2 Se o é um parametro real maior que —1, entdo

m!nlol! A (m+n+o—k)!
Ra _ 1)k m—k=n—k
() (0H—m)!(0c+n)!kz’0( P
_ m!n!I'(o+1) ”ﬁ”(_ )kF(m—l—n+oc—k—|—1) —kn—k
Clo+m+1)(o+n+1) = k!(m—k)(n—k)!

A . ~ (04
Na sequéncia, cotamos outra representacao para Rm’n.

Proposicao 3.1.3 Se o é um pardmetro real maior que —1, entdo

o A4 ok (m—k+1D(n—k+ 1)k
Rm,n(Z)—kg( 1) CESINGD

(1 — )k *z*. (3.2)

Demonstracao: Seja oo um escalar real maior que —1 e considere m A n = n. Logo, a expansao
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do Teorema 2.5.2 quando substituida na primeira expressao de (3.1) nos conduz a soma

« ()= no(m—k+1)(n—k+ 1) (Z—1\*
R, ; (o +1)g(1)x ( zZ > '

Consequentemente, a expressao (3.2) ocorre quando m An = n. O caso m An = m € andlogo ao
anterior. Devido a simetria dos coeficientes da soma anterior em relagdo a m e n, essa mesma

soma também ocorre quando m A n = m. Portanto, a prova esta concluida. [ |

Com auxilio de (2.14), obtemos notagdes opcionais para os coeficientes da soma da proposi¢ao

anterior. Por exemplo,

mAn m!inlo!

ROL — _1 k 1_ k_m—k= n k 33
mn(?) kZO( S im0 ke L FE (3-3)

e, em termos da fun¢do gama
RE(2) = Y (—1)f s e D[l]. (34

Mostramos na proxima proposicao que, tal como os polindmios de Jacobi, os polindmios
no disco podem ser representados através de uma funcao hipergeométrica. Para tal, convém

introduzir a notagdo mV n := max{m,n}.

Proposicao 3.1.4 Se o é um parametro real maior que —1, entdo

Ry (2) =7"7"F (—(mAn),—(m\/n);ochl;l—ZiZ), z#0. (3.5)

Demonstracao: Seja o um escalar maior que —1 e considere que m An = n. Logo, a primeira

expressao de (3.1) e a dltima igualdade do Teorema 2.5.3 revelam que

1)n —n y(0,m—n) _ 1
R® —(—’""Jn7 27— 1) = "F'F a1 — — 0.
mn( ) (a+1)nz ( Z ) "7 —m; 0o+ =) 7F#

De modo anédlogo quando m A n = m, mostramos que

1
Ry .(2) =7"7"F (—m, —no+1;1— —_) , 72#0.
' yod

Portanto, a identidade (3.5) estd provada. [ |

(o)

Observamos que adotando J, ™’ como na primeira expressao do Teorema 2.5.3, obtemos
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uma versdo melhorada da proposi¢ao anterior dada por

—m
Ryn(2) = (Ex+1); ""F(—n,0+m+1;m—n+1;2z), ze€D[1].
n

A Férmula de Rodrigues para polindmios no disco € como segue.

Proposicao 3.1.5 Se o é um pardmetro real maior que —1, entdo

o oy UM M akmen
Rm.,n(z) - (a_|_ 1)m+n (1 _ZZ)OL aznazm (1 ZZ) .

Demonstracao: Assuma que 0. > —1 e considere m An = n. Inicialmente, usamos a Proposi¢ao
2.1.4 para justificar que

am+n n

0
_ o\ otmin _1\m mi1 _ 5\0+n
3o (1-22) (—1)"(at+n+ l)m_az” ("(1—=22)*™).

Entdo, usando a Regra de Leibnitz vemos que

9" —\Oo+mtn m < (1)n(m_k+ 1)k m—k ok —\O4n
aznazm (1_ZZ) - (_1) (a—i—n—i_l)m];) (l)nfk(l)k Z azn,k(l—ZZ)
_ i (=)™ =k () (m—k+ (o +n+ D) p(o+k+ 1),k

=0 (1)p—ic(1)x

x  Z"kgnk (] — z)%tk,

Com auxilio da Proposicao 2.1.2 e célculo direto, justificamos a igualdade

(=1 =k (), (m—k+Dp(o+n+Dp(a+k+1),—r (04 Dppn (m—k+1)e(n—k+ 1),(.

(1)p—k(1)x o (—1)mAnk (o +1)(1)k

Portanto, pela Proposicao 3.1.3,

(_1)m+n 1 am+n
(04 1) pin (1 —22)* 97797™

(1—22)*"™ " =R (2).

A prova para o caso m An = m € andloga e, portanto, a proposicao estd provada. [ |

A seguir cotamos algumas propriedades bésicas e quase que imediatas dos polindbmios no

disco.

Proposicao 3.1.6 Seja o um parametro real maior que —1. Valem as seguintes propriedades:
(D) Ry, (—2) = (=1)""R}, ,(2);

(2) Ry 1 (2) = Ry 1 (2) = Ry (2);
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3) Ry (1) =1,
@) (o+ 1Ry, ,(0) = (=1)"(1)nSm n-

Demonstracao: Os itens (1) e (2) sdo consequéncias diretas das expressdes em (3.1), observando-
se que (— 1)/l = (—1)ymtn,

Usamos a normalizagdo dos polindmios de Jacobi como em (2.10) para ver que

Dman_ (ot m-nl)
R% (1) = ( mAn A 1) = 17
m,n( ) (OC+ l)m/\n mAn ( )

0 que prova o item (3).

No dltimo item, voltamos a Defini¢éo 3.1.1 para concluir que Ry ,(0) = 0 sempre que m # n,

enquanto que de (2.12),

R (0) = o o) = (1

Portanto, a proposicao esta provada. [ |

A préxima proposi¢ao mostra o comportamento dos polindmios no disco quando seu argu-
mento € rotacionado por um angulo fixado. Em particular, os valores dos polindmios no disco

sobre a fronteira de D[1] independem de a.

Proposicao 3.1.7 Sejam o um parametro real maior que —1 e ¢ € R. As seguintes propriedades

valem:
(1) R, (e0z) = £/m="ORY (2);
(2) R%, () = eftm=m0,

Demonstragao: Como Ry (1) = 1, (2) € consequéncia de (1), enquanto que (1) é consequéncia
da Definicao 3.1.1. [ |

3.2 Ortogonalidade dos polinomios no disco
Assim como os polindmios de Jacobi sdo ortogonais em relacdo a medida
(1—u)*(1+u)Pdu,
os polindmios no disco sdo ortogonais em relacdo a medida

dmg(z) := OcTJFI(I —22)%dz, zeD[1]. (3.6)
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Na secdo presente, estudamos esta e outras propriedades envolvendo espacos de fungdes
integraveis sobre o disco unitdrio.
A prova da Proposicado 3.2.1 segue adotando uma mudanca em coordenadas polares para a

varidvel z, para ver que mg é uma medida de probabilidade sobre D[1].

Proposicao 3.2.1 Se o é um pardmetro real maior que —1, entdo

/ dma(Z) - 1.
D[]

Seja p > 1. Denotamos por L?(D][1],dmy,), o conjunto das fungdes p-integraveis sobre D[1]
em relagdo a medida my. Como € bem conhecido, este conjunto € um espago de Banach relativo

a norma

o= (), 1rearamata)’

Em simbolos,
L? (D[1],dmg) :={z € D[1] — f(z) €C : féfuncaoe ||f||, < oo}.
Denotamos o produto interno usual do espago de Hilbert L?(D[1],dmg) como
= [ SEICHma), fig € D] dma) G7)

Tendo introduzido tais conceitos, o teorema abaixo mostra que os polindmios no disco cons-

tituem um sistema ortogonal em L?(D[1],dmy,).

Teorema 3.2.1 Se o é um pardametro real maior que —1, entdo
o o
<Rk,l7Rm7n>2,0€ = C(m,n, O‘)Sk,mal,ny

onde
INo)M(o+2) m!n!

Fo+n+DI(o+m+1) (e+m+n+1)

C(m,n,a) :=

Demonstracao: Seja oo um parametro real maior que —1. Pela propriedade de conjugacao

complexa da Proposi¢do 3.1.6, vemos que

Ca+l

2n pl . )
RE (2R (2)dma2) = /0 /ORgl(re’e)Rgvm(re‘G)(l—rz)o‘rdrde.

R%,.R% =
(R 15 Ripn) 2,00 D]

Logo, com auxilio da Proposicao 3.1.7, segue que

<Roc R™ > _ o+l pborom i(k—l—i—n—m)eRoc R% 1 — 2\ %drd0
kls™mn/2,00 = P o Jo € kJ(r) n,m(r)( I’) rarav.
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Assim, se k+n 7 [ +m, entdo (R}, R} )2, = 0. Assumimos, entdo, que k +n = [ +m para

escrever
(R 1 Ry )20 =2(04-1) / R (MR oy (7 r)(1—r*)rdr.

Entdo, quando k Al = k, a defini¢@o de polindmios no disco mostra que o produto interno acima

equivale a

(e (D /1 (@l=K) (5,2 _ 1) 1K) 9,2 1y 20-K) (1 _ 2)a
2(0H—1)<0H_1)k . Ji (2r°—1)Jn (2r-—1)r (1 —=r")%rdr.

A integral da expressio acima, mediante a mudanca de varidvel u = 2r> — 1, é assim reescrita

LY i), S (oui—k) 1—u\* fu+1\"*
; / T @ P (= )

Logo, pela Proposicao 2.7.3,

o—I+k—1
(RE,RE g = (l)k((l(il(f;:xil / Jocl k Jlat= k)( Y1 —0)®(1 + ) ~*du

(Dx(Dm(0t+1) 110+ k)!
(o + D(0r+ (oI +k+ 1) K (a+1)! o™

Entao, efetuando simplificacdes, obtemos

(R® Roc> B ol(oe+1)! m!l! 5 — al(o+1)! min! 5,
Kl Bman 20 (o m) (1) (o k+1+1) " (otm)!(a+n)! (o+k+n+1)

Em resumo, o produto interno de RY; com Ry, , é ndo nulo se e somente se k+n=1[+mel =n.

De onde segue a igualdade

o!l(o+1)! m!n!
RY ,R“ = O/ -
(Rict: Rnn) 2. (a+m)l(a+n)! (at+mtn+1) =mn
Como a prova para o caso k Al = [ é andloga, o teorema estd provado. [ |

Na verdade, o conjunto {R}, : k,/ = 0,1,...} constitui um sistema ortogonal completo em
L*(D[1],dmg) (3, p. 211).

3.3 Coordenadas polares e polinomios no disco

A menos de especificagdo em contrario, nesta secao o sera um nimero real maior que —1 e
os indices m e n s@o inteiros nao negativos.
Iniciamos a se¢do recordando as igualdades bem conhecidas relacionando a varidvel com-

plexa 7z e suas coordenadas polares (r,0). Desse modo, se z = re®, r € [0,1] e 8 € [0,2n),
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entao
0 e®/9 i0 0 €°/9 io
% 2 (‘ar—;%)’ a‘f?(&*?%)’ 69
9 9 _9 9 (9 _d
o e e %—’(Za—z‘%—z) 59

E como consequéncia destas, valem as seguintes representacdes para o Laplaciano bidimensio-

peg P 10 1 1[0\ &
2T %50z o2 Tror 2o 2\ \ar) Toer (-

Consequentemente, usando a Defini¢ao 3.1.1, vemos que

nal

%R,O,‘m(reie) =i(m— n)R%yn(reie). (3.10)

Com o auxilio da ultima igualdade de (3.9), a equacdo anterior pode ser reescrita como

(zf)—i —za%) R% () = (m— n)RE., (2

O teorema a seguir revela que os polindmios no disco estdo no nucleo de certo operador
diferencial de segunda ordem. Embora essa equacao seja conhecida, sendo citada, por exemplo,
em ([4, 29]), ndo encontramos na literatura uma demonstracao para ela, o que nos motivou a

prové-la completamente.

Teorema 3.3.1 Se z = re®® € D|[1], entdo

d .
(1— rz)Az —2(1+ OC)ra— +4mn+2(1+o)(m+ n)] (R’(;; n(re’e)> —0
r )
Demonstracao: Sejam r € [0, 1], 0 € [0,27) e assuma que m An = n. Entdo, usando a Defini¢do
3.1.1 segue que
R% ,(re®) =ar"™" (a,m—n) (2rF — 1), (3.11)
onde

aln! i(m—n)0
(ot+n)!

Agora, adotamos u = 2r> — 1 e derivamos em relagdo a r, ambos os membros (3.11) para ver

que
1 a o 0y _ m—n—2 y(0,m—n) m—n a (ot,m—n)
;E*Rm’"(re )=A(m—n)r Ju (u)+4Aar %Jn (u).
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Consequentemente,
RE (re®) — mont2 9 (@m-n) 1O (otmn)
=Ry, ,(re”) = 164r =/, (u) +4A42m—2n+1)r""—J, (u)

du2™" ou
+ A(m—n)(m—n— 1)rm*”*2J,(,a’m_") (u).

Na sequéncia, derivacao direta de ambos os membros de (3.11) em relagdo a © mostra que
1 & 9 2 —n—2 g(@m=n) . 2
r—szm’n(re )=—(m—n)"Ar""""J, (2r-—1).

A soma, membro a membro, das trés equacdes obtidas acima implicam no operador Laplaciano
bidimensional
2

. d J -
o 09\ —n . (m—n) ~ 2
Ao (R, (re”)) = 4Ar" 2(1—|—u)ar2—i—2(m n—{—l)ar] <Jn (2r l)) .

Na sequéncia da prova, definimos

d
D = (1—r)A—2(1 oo +4e,
’ r

onde ¢ € uma constante dependente de m,n e @, sujeita a nossa escolha. Calculo direto, seguido

de manipulagdo algébrica, mostra que Dy , aplicado em R;‘,‘l7n(re"9) resulta no operador

1170 (1) 2 mn ) 2y 2 (o L)

aplicado em Jiem=n) (u). Se 2¢ = 2mn+ (1+ ) (m+n), entdo D% (R, ,(re'®)) torna-se

m,n

2

447" {(1 — uz)a—uz

+[(m—n—o)— (m—n+2+oc)u]aiu+n(m+oc+l)} (J,(la’mfn)(u)) :

que € nula devido ao Teorema 2.7.1. Assim,

0= Dyt (R, (re”®)) = ((1 —r)A, - 2(1 +Oc)r% +4mn+2(1 +Oc)(m—|—n)) (ng(rei@)) .

Como a prova para o caso m An = m € andloga, o teorema estd provado. [ |
Finalizamos a se¢do cotando a equagdo do teorema anterior nas variaveis z e Z.

Corolario 3.3.1 Se z € D[1], entdo

(1—-22)A— (1+ ) (218% +228%> +4mn+2(1+ o) (m+n)} (Rj',‘l7n(rei9)) =0.
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Demonstracao: A prova é consequéncia direta das equagdes (3.8) e (3.9). [ |

3.4 Identidades com derivadas de polindomios no disco

Nesta secdo, estudamos relagdes de recorréncia envolvendo derivadas de polindmios no
disco. Tais equagdes sdo deduzidas partindo das férmulas fechadas para Ry, da Secdo 3.1.
Como na secdo precedente, a menos de especificacdo em contrario, o escalar o serd um nimero

real maior que —1 e os indices m, n, k e [ sdo inteiros nao negativos.

Proposicao 3.4.1 Se m e n sdo inteiros maiores que 1, entdo
(m—n)Ry ,(2) = mzRy, _ ,(2) =nzRy, ,1(2),  z € D[1].

Demonstracao: Recordando a propriedade de conjugacdo da Proposicdo 3.1.6, notamos que
a identidade da proposi¢ao é valida quando m = n. Assumimos, entdo, que m # n tal que

m A n = n. Entdo, pela expressao (3.3)

2 (=Dfm—k)m!n'a

R(X — 1 I k_m—k=n—k D 1
MR —1.1(2) ,;)kz(m—k)!(n—k)!(ourk)! @)y, ze Dl
© 1 k
_ = (—=1D)*(n—k)m!'n!a! ki
R = 1— m=kz DI|1].
nZRyy n—1(2) ,;()k!(m—k)!(n—k)!(a+k)! Z) ", ze D[]

A relacdo do enunciado agora segue das duas equagdes acima. A prova para m/An = m € andloga

e pode ser omitida. Portanto, a proposi¢do estd provada. [ |
Na préxima proposi¢do, provamos outra relagdo de recorréncia para Ry, ,,.
Proposicao 3.4.2 Se n é um inteiro positivo, entdo

(a+m+n+1)zRy ,(2) = (@+m+ 1) Ry ,(2) +nR,,,_1(2), z€D[l].

Demonstracao: Seja n um inteiro maior ou igual a 1 tal que m An = n. Entdo, pela primeira

expressao de (3.1)

oln! _
(o+m+ )Ry, ,(2) = (oc+m+1)(a+n),zzm—"1,ﬁ°""’“ (27— 1)

(o +n)aln!

m_nJ(Oc,m+1—n) 2,7 —1).
g & e T2z

nR% (z) =

mn—1
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Somamos, membro a membro, as suas ultimas igualdades para ver que
(@t m+ )Ry, (2) + 0k, 1(2)

identifica-se com

aln!
(0+m)!

" [(OH—m + 1)J,§°"’"‘”+1)(2zz— 1)+ (o+ n)J(a’m_nH) (2zz—1)|.

n—1
Por sua vez, esta expressao, de acordo com a Proposicao 2.6.3, € igual a

oln! m—n _
(a+m+ DRy, (@) +nRy 1 (2) = (oc+m+n+1>(a+n),zzm‘" A (2 1).

Entdo, a igualdade da proposi¢do segue de (3.1). O caso m An = m € andlogo ao precedente. B

E importante mencionar que associando-se a proposicao anterior com a propriedade de

conjugacao complexa da Proposi¢ao 3.1.6, obtemos uma outra relacio de recorréncia para R,‘}w,

registrada a seguir
(at+m+n+1)ZRy ,(2) = (a+n+ )Ry, (@) +mRy_y ,(z), m=>1, ze€D[].
Relacdes de diferenciagdo para R;‘,‘lvn sdo provadas nas duas proximas proposicoes.

Proposicao 3.4.3 Se m é um inteiro positivo, entdo

9 o om(otn+1) o

S Rma@) == R, zeDl) (3.12)

Demonstracio: Assuma que m € um inteiro positivo tal que m An = n e fixe z € D[1]. Pela

Proposicao 3.1.2

m(OL—i—n-l—l)RaH ) = m!nlal z":(—l)k(m+n+(x—k)! k] nk
a+1 m—1n (o+m)!(o+n)! A k! (m—k—1)!(n—k)!
€
iRa ) = m!n!ol! L (—l)k(m—k)(m+n+oc—k)!zm_k_lzn_k
dz ™" (a+m)!l(a+n)! = k!(m—k)!(n—k)! '

A afirmacgdo da proposicao segue, uma vez que as duas expansdes acima sao iguais. A prova

quando m A n = m € analoga. [ |
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Usando (3.8) e a Proposic¢ao 3.1.6, vemos que (3.12) implica em

J _on(at+m+1) o

ZR% (7) = ot 1

—Ri (z), n>1, zeDIl].
oz ™

Proposicao 3.4.4 Se m é um inteiro positivo, entdo

d m(o+n+1) (RS

(1 _Zz)a_ZRm,n(Z) = (Oc-l—m—l—n-i— 1) Rmfl,n(z) _Rm,nJrl(Z)} , Z€ D[l] (3.13)

Demonstracao: Seja m um inteiro positivo tal que m An = m e fixe z € D[1]. Derivagdo direta

da segunda expressdo de (3.1) mostra que

O o (y Oy o)y
aZRm,n(Z) - ((x+m)'2Z aZJm (ZZZ_ 1)

Devido a relacdo de diferenciacio para polindmios de Jacobi da Proposi¢do 2.6.1, temos

oalm! _, _ +1n—m41) 1n__
2R (Z):mz ot n4 1)1 D 0z 1),

Por outro lado, a relagc@o de recorréncia mostrada na Proposicao 2.6.2 revela que

J oc+1,n—m+l)(2zz_ 1) _

m—1

(o+m) I D 22— 1) =" (22— 1)
(1—z2)(t+n+m+1) '

Manipulagdo algébrica das duas ultimas equagdes nos fornece a seguinte expressao para (1 —

Z) SR (2)

mo+n+1) [, Wm=1)" (n-mi1),, _ alm!  (an-mi1),,
_— ’ 2 —l — m7 2 _1 )
(a+n+m+1) [Z (oc+m—1)!J’"*1 (2z-1) (oc+m)!J (2z-1)

que € a expressao do enunciado da proposi¢cdo. A prova quando m An = n € analoga. [ |
Como na observagao antes da Proposicdo 3.4.4, a conjugacgao de (3.13) produz a igualdade

0 0 o n(o4mt1)
(1 —ZZ)—Rm_,n(Z) = (a+m+n+1)

o7 [Ron—1(2) = Rys1,(2)], n>1, zeD[l].

3.5 Foérmula da Adicao

Estudamos aqui a Férmula de Adi¢do para polindmios no disco que, na verdade, ela ex-
pressa a conexao entre estes polindmios com os harmonicos esféricos. Toda teoria desta se¢ao
¢ embasada em ([12, 19, 23]).

Em toda se¢do a letra g sempre denotard um inteiro maior que 1.



44

Seja p > 1. Denotaremos por LP (£»,,dc,) o conjunto das fungdes p-integraveis sobre Qo,,

onde do, foi definida em (2.24). Neste contexto, uma fun¢do 6,-mensuravel f € p-integravel

= ( [,

Se p =2, entdo L?(Qy,,do,) é um espago de Hilbert, cujo produto interno é

em £, quando

|f(z,z>|Pdcq<z>) " oo,

2q

(f:8)2= /Q f(2)g(2)doy(z), f.g € L*(Qayq,doy). (3.14)
2q
Recordamos que do, ¢ invariante por elementos de O(2¢g) ([19, p. 9]) - Isto é,
doy(pz) =doy(z), pe€O0(2q), z€Qy. (3.15)

Adicionalmente, a drea total de £y, € dada por ([19])

2md
do, = .
QZq I (q - 1) ‘

Como Hy, ,(Q2,) C L*(Qa4,d6,) e tem dimensdo N (m,n), daqui por diante, o conjunto
B:={Yvj,:j=1,....N(m,n)} (3.16)

¢ uma base ortonormal de %,&qu) em relagcdo ao produto interno (3.14).
A prova da Férmula da Adi¢do dependera do conceito de fungdes esféricas zonais. Fixado

® € £y, dizemos que uma aplicagio f : Q, — C € uma fungdo ®-zonal quando

f(PE}) = f(&)a pc O(D(zq)7 é; € -QZq-

Aproveitamos o contexto para citar um resultado independente e interessante sobre fungdes

zonais.

Proposicio 3.5.1 Sejam f um elemento de L*(Qa4,dc,) e ® € Q. Sdo equivalentes:
L f(Q)=r(L) §eqd neDl);

2. f é ®w-zonal;

3. Existe uma fungdo g : D[1] = C tal que f(C) = g({(C,m)), € € Q.

Demonstrac¢io: Para provar que (1) implica em (2), fixemos z € Qy,. Entdo, z € Q4 onde
N = (z,0) € D[1]. Além disso, pz € Q¢ para p € Oy(2g). De fato, se p € Oy(2qg), entio
pw =, W € Q. Logo,

(pz,0) = (pz,p®) = (z,p pw) = (z,®) =M.
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Como z, pz € Qg, segue da hipétese que f(z) = f (pz). Como z foi arbitrariamente escolhido, o
resultado segue.

Para a implicagdo de (2) para (3), suponhamos que f é w-zonal. Fixemos &, € Qy, tais que
£, c Q). n € D[1] e mostremos que f(§) = f({). Para tal, observamos que, devido ao Lema

2.9.2, € e { podem ser representados na forma
=no+y/1-MPE, {=no+,/1-P{, &.Jecqy (3.17)

Considerando p € Oy(2q) tal que p&’ = ', segue da hipétese que

= fMo+/1-M2&) = f(p(Mo+/1-ME)) = ().

Portanto, a funcio f independe de £ e {, mas somente de (z,®), z € Q.
Finalmente, provemos que (3) implica em (1) supondo que existe uma fungéo g : D[1] — C tal

que f(z) = g((z,0)), z € Qo4. Entdo, param € D[1], segue que

f&) =g, 0) =gM) = g((" @) = f("), . €Qq.
Portanto, a proposicao esta provada. [ ]

Entre outras propriedades, a proposicao anterior assegura a existéncia de fun¢des zonais nao
nulas em Lz(qu,dGq). O lema a seguir exibe exemplos de elementos ndo nulos que também

sdo zonais em cada Hy, , (o).
Lema 3.5.1 Seja o € Q. Existe um elemento ndo nulo em H, ,(Q24) que é ®-zonal.

Demonstracao: Para provar o lema, considere

Z YI’IZLH )7 ZEQZq;

onde Y,in, j=1,...,N(m,n) sdo os elementos da base B de H,, ,(Q2,) como definida em (3.16).
Logo, o polindmio ® é um elemento de #, ,(Q2,). Além disso, como H,, ,(Q24) € O(2g)-
invariante, cada Yrﬁﬂ op € Hinn(L04) € existe uma matriz hermitiana (ujx(p)) de ordem N(m,n)

tal que
N(m,n)

Yaop= Y, up(P)¥i,, k=1,...,N(m,n). (3.18)
j=1

Devido a ortonormalidade dos elementos de B e a O(2¢g)-invariancia de d6,, segue que

o, PR (0D 40, E) = [ T, p (O E)d0uE) =i 5=, NOmn).

2q
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Equivalentemente, o conjunto {Y,{ln op:j=1,...,N(m,n)} é outra base ortonormal de #,, ,(Q2).

Finalmente, como a matriz (ux(p)) é hermitiana, para todo z em y,

__ N(mn)N(mn)N(mn _
Z Daalp@)= L Y g )it (P) ¥ (Y (0) = 2 (2).

Entdo, o polindmio & é também ® -zonal. [ ]

A proxima proposi¢ao € um resultado técnico fundamental na prova do teorema principal
desta segdo. Para tanto, recordamos que se § € o, entdo pelo Lema 2.9.2, a varidvel £ se

expressa como
& =cosBePw+senBE, & € Qyy0,0€(0,2n),0€[0,7/2]. (3.19)

Proposicio 3.5.2 Sejam o € Qo4 e f € um elemento de Hy, n(Qo4). Sdo equivalentes:
1. O polinomio f é ®-zonal;

2. Existe um polinémio P de grau no mdximo m A\ n tais que

elm=n)o

fE) = S cos‘m_"‘GP(COSZG), ﬁequ;

3. Existe uma constante M tal que
F(&) = Melmm0 gogln—nlg sl 2Im=1D (06520) € € Qy; (3.20)
4. O polinomio f decompde-se na forma

fE) = f()RIH(E0), &€y (321

Demonstracio: Assuma que f é m-zonal. Agora, para cada O € [0,27), existe p € Op(2q) tal
que p(e %) = e, £ € Oy, . Como f é também ®-zonal,

f(&) = f(pE) = mmey (cos®w+senBp(e —ieg! )) = im—n)@ ¢ <cos€)(o—|-senee“9§>

Adicionalmente, existe um operador linear T sobre C? tal que T'(g1) = ® e T(ePg;) = ¢,
Entao,
f(&)=€mm® (foT) (coseel +sen6 ei'382> , 0 €0,2m).

Integrando membro a membro a dltima expressdo em relagdo a %, vemos que

27 )
2nf(E) =" ”)‘p/o (foT) <008981 +sen9e’ﬂez) dv.
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A bihomogeneidade de f o T juntamente com (2.19), justifica a expansao
. m n . .
(foT) (cos 0¢; +senf e 82> = Z Z ai cos™ %0 sen*0 P cos" ! Bsen'B e,
k=01=0

onde ay; € C. Segue que,

ei(mfn)(p m n n
£E) = Y Y arcos™ k! gsent+o / k=10 g5
2 Soi=0 0
) mAn
= ¢ilm=me Z arxcos™ "+l gsen?*0, ;€ C.
k=0

Finalmente, a notagdo m A n permite reescrever a ultima soma como
) m/An
f(&) = M=% coglm—nl g Z Ak i cos2(m"1=k) g gen?kg, ay € C.
k=0

Como 2¢0s20 = 1 +c0s20 e 2sen?0 = 1 — cos 20,

i(m—n)@

fg) = S cos™ " 9 P(cos26), €€ Qyy,

onde P € um polindmio de grau no maximo m A n, provando a implicacdo de (1) para (2).

A implicagdo de (2) para (3) € 6bvia quando f € nula. Assuma, entdo, que f € ndo nula e
que m e n sdo inteiros ndo negativos. Entdo, existem inteiros ndo negativos m’ e n’ tais que
m —n'=m—nek:=m' An' €{0,1,...}. Pelo Lema 3.5.1, para cada par (m',n’), existe um
elemento nao nulo e ®-zonal g em H,y ,y(€,). Pela parte anterior desta prova, para cada k,
existe um polindmio ndo nulo Qy de grau no maximo k tal que

ei(mfn)(p |
al® = T cos 00y (e0s20), &€

Pelo Lema 2.9.1,

OZ/Q2 8k(8)81(8)daoy(8) = %/ﬁz cosz‘m_”‘6Qk(cos26)Ql(cosze)dcq(§), k1.

Como do, (&) = cos0sen’?30d0dQdcr, 2 (E), & € Qo

2n %
0 = / / /2 0k (c0s20)Q; (cos 26) cos?™"I+1 8sen’!0d0dpdcy, (&)
@, 2J0 Jo

4qd z -
= ( 752)'/2 0k (c0826)Q;(cos20) cos?™ T gsen?? 3040, k1.
q—2)-Jo0
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Entdo, fazendo x = cos 20, chegamos a igualdade

1
0:/ Ok(x) Q1 (x) (1 = x)T 2 (1 4+x)""ldx, k1.
-1

Em particular, o polindmio P € nio nulo e

1 -
O:/_1Qk(x)P(x)(l—x)q_2(1+x)m_”dx, k+mAn.

(9— 2 |m=n|)

Pela Proposi¢do 2.7.3, o polindmio P é um multiplo de J,,,, e, consequentemente, existe

uma constante M tal que
£(&) = M m=m® coslm = GJ,,(lq[nZ’lman (cos20).

Portanto, o item (3) vale.
A prova de (3) para (4) comega usando novamente a decomposigdo de & € ©, como em (3.19).

Entao,
R 2((E,0)) = RY 2 (cosBei®) = &m 9 coslm=rl g 14 21 (o 20).
Devido a hipétese, temos, entdo que

f(&) = MR (& ).

Em particular,
f(®) = MR, 2 ((0,0)) = MR, 2(1) = M.

Portanto, o item (4) esta provado.
Finalmente, assuma que f(§) = f (OJ)R%%((F,, ®)), § € Qy,. Entido,

£(pE) = f(0) RYH({pE, @) = f(@) R ((E,p*0) = F(E), &€y, p € Ou(29).

Assim, o polindmio f é ®-zonal. [ |

Para inteiros nio negativos m e n fixados, observamos que o ultimo item da proposi¢ao acima
¢ uma caracterizagao dos harmonicos esféricos zonais como elementos tnicos em Hy, , (o).

A seguir enunciamos e provamos a Formula da Adicao.

Teorema 3.5.1 (Formula da Adicao) Seja g um inteiro maior que 1. Se B é a base (3.16),
entdo

24 N(m,n)

N(m,n)(qg—1)! kZ’l Ymn(é)Y;ﬁn( ), & e,

RIS (8, 0) =
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Demonstracdo: Seja p € O(2q) e considere a base B = {Y,,l,’n,...,Yn]Z Elm")} de Hun(Qog).

Agora, definamos a fungédo K : Qy, x Qy, — C, onde

N(mn) i
KEo)= ) ¥,0)Yn(0), &oc, (3.22)
j=1
Como no final da prova do Lema 3.5.1, concluimos que

K(p&,p(&)) = K(é,(ﬂ), E.> S Q'Zq-

Em particular, as fungdes § € Q, : K(.,0) — K(§,m) e Cew € Q,: K(§,) = K(E,w) € C
sdo m-zonal e &-zonal, respectivamente. Como K (-, ®) € Hy, ,(£,), pela Proposigao 3.5.2,

K(& 0) = K(0,0)RL ((€,0), &ecQ, (3.23)
Similarmente,
K(&0) =KEERN (€ 0), &y

Logo, K(®,®) = K(§,&), implicando que K é constante sobre a diagonal de Q%q. Como B é

base ortonormal,

K(o,0) (qu"l)! _ /Q Y ¥, (0)¥] . (0)do,(®) = N(m,n). (3.24)

Finalmente, a férmula em questdo resulta das equacdes (3.22), (3.23) e (3.24), terminando a

prova do teorema. [ |

3.6 Uma aplicacao da Formula de Adicao

Nesta secdo, estudaremos uma aplicacido simples, porém interessante para a Férmula da
Adicdo. As notacdes e resultados das se¢des anteriores serdo novamente utilizados.
Seja € Qo e considere o funcional linear limitado f € 1? (Q24,doy) — f(®) € C. Como

a expressao

(8= [ 1@sEdo)

¢ um produto interno sobre }ﬂm(qu), pelo Teorema da Representacdo de Riesz, existe um
nico Z2 , € Hyy n(Q24) tal que

Y(0) = o, Y (2)Z8 ,(z)doy(z). (3.25)
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Destacamos na proposi¢ao a seguir duas propriedades de Z7 ,

Proposicao 3.6.1 Seja ® um elemento de €,. Entdo:
-2
1. Z3 ,(2) = Z3p 1 (@) Ripi ((2,0)), 2 € Qags
2. Z%;,(pz) =Zp 1(2), 2 € Qog, p € O(2q). Em particular; o polinomio Z, , é ® -zonal.

Demonstragao: Para provar (1), primeiro usamos Algebra Linear para escrever
m

Z (Z Y0 Z ()Yia(0), z€Qy.

Consequentemente, do Teorema da Adicdo, seguem as igualdades abaixo

N<m7 n) (q -
274

N(m,n)(g—1)!
274 ’

79 (0) = D! 210, @) =

implicando que

78,2 = M= 212 ) — 78 (@)RE2((2,0)), € Oy,

finalizando a primeira parte da prova.
Para provar (2) suponhamos que Y € #, ,(Q2,). Pela Proposi¢do 2.9.1, para cada p € O(2g),
Yop € Hyn(Qoq). Por (3.25),

[ YQZ R0y (a) = (Yop)(@) = [ ¥(p2)Z8, @0y (2), p < Oa).

Agora, devido a invaridncia da medida do, por elementos de O(2g) a tltima integral torna-se

Y (2)Z3 ,(p~12)do,(z).
qu

Assim,

| vozZn@de @) = | v@Z2,( T2do,)

2q 2q

Como Z , € dnico satisfazendo a equag@o anterior,
Zhn(@) =Zna(p'2), z€ Qg peO(2),

0 que conclui a prova da proposicao. [ |

Encerramos esta secao mostrando que os harmonicos esféricos m -zonais também sao multiplos
(O]
de Z,, .

Proposicao 3.6.2 Seja 0 um elemento de Qo,. Entdo, o polindmio Y € Hy, ,(Qo4) é ®-zonal
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se e somente se Y = cyn(®)Zy, ,, para alguma constante ¢y ,(®).

Demonstracao: Suponhamos que ¥ é um harmonico esférico ®-zonal de bigrau (m,n). Pela
Proposicdo 3.5.1, existe uma fungdo g : D[1] — C tal que Y (z) = g((z,®)), z € Q4. Entdo, pela
Proposicao 3.6.1,

YEZEE Ao, = [ sleo)Zo(@)R], (2 0)do, ().

Qo Qoy

A decomposi¢do do elemento de superficie do, como em (2.30) implica que a integral a direita

da igualdade acima equivale a
2d—1 2n -
(g—2)! - ) Zei( / / g(cosBe™® Rzlz(cos 0ei9) cos O sen’d>0d0d .

Recordando o elemento de superficie sobre D[1] como em (3.6), vemos que a mudanca de

variaveis r = cos 0 transforma a dltima integral em

@) [ sRE mdm, )
Entao,
[ Y7oy ) = [y 2) [ sOVRL dmya) =0. (D) # ()

Devido a completitude de {RZ;Z 1 k,1=0,1,...} em L*(D[1],dm,_,), segue que g = g(l)anTnz.

Entdo, a igualdade do enunciado da proposicao vale para c;, ,(®) definido por
Zpn(@)cma(0) =¢g(1) =Y (o).

A reciproca € consequéncia direta da proposicdo anterior. [ |

3.7 Funcoes generalizadas sobre o disco

Nesta secdo, estudamos uma classe de funcdes no disco representadas por um integral de
Laplace que denominamos aqui de fun¢des generalizadas pelo fato dos polindmios no disco
surgirem como casos particulares destas.

Os conceitos e resultados abordados nesta parte tem como base o artigo ([20]). A menos de
especificagdo em contrario, nesta se¢do o € um numero real positivo, m, n, k € [ sdo inteiros nao

negativos.
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O primeiro lema desta secdo pode ser encarado como uma espécie de inversao da primeira

igualdade da Proposicao 3.1.2 ([3]).

Lema 3.7.1 Se u eV sdo inteiros ndo negativos, entdo
MAV |
n#ﬁv = ZC(,U,V,]',(X)RZL:LV_]-(T[), n ED[l]a
j=0

onde

uvIT (o +pu— j)T(a+v—j)(a+u+v—2j)

(s, J,0) = Hu—Nv=NT () (oe+u+v—j+1)

O lema anterior € a principal ferramenta para a prova do teorema abaixo que é uma integral

de Laplace para polindmios no disco.

Teorema 3.7.1 Se o é um pardmetro positivo, entdo

Ra@ = [ (s 1=kPn) (2= 1) dmaat. G26)

Demonstracao: Usando expansdo binomial, o integrando da equagdo (3.26) torna-se

)Y ) (IZ) (ﬁ) (= 1)V HZ V(1 — [P )Py, (3.27)

u=0v=0
Substituimos N*N" pela expressdo dada no Lema 3.7.1 e, em seguida, integramos a expressao
obtida sobre D[1] em relagdo ao elemento dmg_;. Entdo, a ortogonalidade entre Rﬁ‘:}.v_ je
Rggl = 1, conforme o Teorema 3.2.1, mostra que a integral a direita de (3.26) é

m/\n(_l)km!n!c(kkk o)C(0,0,0—1) 1 s sk )
MeERITE (1~ 2Pk, € D).
kzo (m—k)!(n—k)!k!k! 2 (1= [2[7)", 2 € D[]

Finalmente, simplificamos os coeficientes da soma anterior para obter a expansdo de R% , como

em (3.4). Assim, o teorema esta provado. [ |
O teorema precedente motiva a seguinte definicdo de uma classe de fungdes no disco.

Definicao 3.7.1 A fungdo generalizada no disco associada ao parametro real positivo O. e aos

inteiros ndo negativos m,n,k,l é dada por

G (2) = /Dm (z+\/1 —|z\2n)m <Z—\/1 —\z12ﬁ>nRg,1(n)dma1(n), ze D[1].

_— ) ) o .
Na proposi¢ao a seguir, cotamos algumas propriedades para Gm’ nkl" Em especial, mostra-

mos que G% k> €M certos casos, se reduz a um polindmio no disco.
2TE Ty
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Proposicao 3.7.1 Sdo vdlidas as seguintes afirmacoes:
1. G;(qu 17,00 — Rm n

2. Se 0 € [0,2m), entdo Gy, l(eiez) elm—k=n+1)8 G k(@
3. Se (k,1) # (0,0), entdo G% , ,(z) =0, z € Q.

mnkl

(2), z€ D1];

Demonstracao: O item (1) € consequéncia direta do Teorema 3.7.1.

Para provar (2), seja 8 € [0,27). Notamos que

o i,y _ i(m—n)0 1 — |72 m__ 1— 2T)nRu—ld B _
na(e0) = [ (a i e ) (21 e ) R e o)

Como dmy, € invariante por rotagio e R,?l_l (e®n) = e"(‘y"l)eR,(c"l_1 (M), a afirmagao (1) estd pro-
vada.

Quando z € Qj, a ortogonalidade dos polindmios no disco mostra que

aaa@) =22 [ RG T dmaa(m) =0, (k1) # (0,0),

verificando (3). |

Mostramos a seguir que fixado (m,n), a fun¢do Gy, , € nula para infinitos pares (k,1).
Proposicio 3.7.2 Se k > m el > n, entdo Gy, , ,(2) =0, z€ D[1].

Demonstracao: Assuma que & e [ sdo inteiros positivos tais que k > m e [ > n. Por (3.27),

mnkl Z Z < )( ) |Z| )lquV)/z " qun Y ,Lolcvk,l(o)7 (328)

u=0v=0

onde

Ghvaa0) = (<1 [ R e (1), (1) € 10} x 0, m).

Usando o Lema 3.7.1 e o Teorema 3.2.1 vemos, entao, que
MAV
Gg,v,k,l(o) = (_ 1>vc<k7 la o — 1) Z C(‘U,V, j7 a)S,U—j,kSV—j,la (329)
j=0
onde C(k,l,o.— 1) foi definida naquele teorema. Assim, se u < k ouv </, entdo G* v, ,(0) =0,

provando a proposicao. u

Na sequéncia, introduzimos, a partir das constantes C(k,l,o.— 1) e ¢(u,Vv, j,0), a constante

(1) minte(uv, j,)C(k Lot~ 1)
ulvi(im—p)!(n—v)!

D(m7n7k7l7y7v7‘j7a‘) =
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No teorema abaixo, principal resultado desta se¢do, mostramos que G,y , , , é o produto de
2\ (k+1)/2 okt
(1 [2)*H072 por REFEL,.

Teorema 3.7.2 Se (k,1) € {0,1,...,m} x{0,1,...,n}, entdo

d(m,n,k,1,00)G 1 (z) = (1= z)FHIPREHKIL (), zeD[1], (3.30)

m,n.k,l m—k,n—1

onde (=D m—i)(n—D) T(a+k+1+1)

d(m,n,k,l,Q) := —— T(at1)

Demonstragdo: Assuma que z € D[1]. A constante G, ;(0) como em (3.29), substituida em
(3.28), implica na seguinte expressdo para G% . ,(z),
m n HAV 5 5
G’({'X:l7n7kal(z) = Z Z Z D(m’n7k’ l,,lJ,V,j, (x) 8/‘1_J~k 8\}_]71(]‘ - |Z| )(H+V)/ Zm_luzn_v
p=kv=I j=0
Usando a defini¢do da funcdo delta de Kronecker,
(m—k)A(n—I) . ' .
Grhnia(@ = (1= )2 Y DOk, Lk 0+ o) (1= [z 22

j=0

Em particular, com auxilio da Proposi¢ao 3.7.1, temos que

(m—k)A(n—1) ) ‘ _
ROV (@)= Y Dm—kn—1,0,0,j,j,j,0+k+ 1" 2 (1= |z2)/.
Jj=0

Uma vez que os coeficientes da soma acima satisfazem a equagao
d(m,n,k,l,Oc)D(m,n,k,l,k—l—j,l+j,j,0t) :D(m_k7n_170707j7j7j7a+k+l)7

concluimos que

(m—k)A\(n—1) . . .
Ry (@) =dimnk o) Y Dmnk Lk + j, 1+ j, j,0)2" K2 (1= 2P
j=0
provando o teorema. n

(03

O coroldrio abaixo exibe propriedades de conjugag¢do complexa e paridade para G, , , ;.

Corolario 3.7.1 Se z € D[1], entdo valem as seguintes afirmacdes:

(1) G (2) = (=16, ()

(2) Gy, g i(—2) = (=)™ GR (@)

m,n.k,l
—1)"m!n!T"(0+1
(3) Gz,n,k.,l (0) = (rEl—k))!?((’;—Hgin—l—)l)Bm*kvn*l'
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Demonstracao: A prova € imediata a partir da associacdo entre a Proposicao 3.1.6 e a equagao
(3.30). [ |

Assim como R%

mne as fUIIQOCS G nk,l sao expressas em termos de I’IlOIlOInlOS conforme a

proposi¢do a seguir.

Proposicao 3.7.3 Se (k,1) € {0,1,...,m} x{0,1,...,n}, entdo

(mfk)/\(nfl) . |
j=0
onde
_1j+l,’ T(a DI (o {—i
a(m,n, k.1, j,0) := (=) min (a+Dl(a+m+n+1—j)

m—k— )l (n—1— )N T(a+I+m+ D(at+k+nt+l)

Demonstracao: A prova comeca usando a Proposi¢do 3.1.2 para encontrar a seguinte expansao

para REH! 1 (2)

Zm—k—jzn—l—j )

(m—k)\(n—D)T(a+k+1+1) (’”")ﬁ("l)(_l)j C(m+n+o+1—))
Fla+l+m+1)l(a+k+n+1) & Jiim—k— )l (n—1—j)!

Agora, calculo direto mostra que

(m—k)!(n—D'T(a+k+1+1) (=1)/T(m+n+o+1-—j) 1 :
=a(m,n,k,l, j,o).

Foa+l+m+DI(a+k+n+1) jiim—k—j)l(n—1—j)! dim,n,k,l,o)

Logo, a igualdade do enunciado segue da equagdo (3.30). [ ]

Apresentamos na proposicao a seguir uma férmula de adi¢do para funcdes generalizadas.

Proposicao 3.7.4 (Formula de Adicao Generalizada) Se (k,l) € {0,1,...m} x {0,1,...,n} e
a=qg—2—k—1 entdo

2ma (1 —|(E, C)! ) (k+1)/2 N(gim—kn—1) ‘
(q—1)!N(g;m—k,n—d(m,n,k,1,) ]; Y tn 1 &Yt 1(8): 6,6 € Qg

Gkt ((6,6) =

Demonstracao: Suponhamos ot = g —2 — k — [. Entao, pelo Teorema 3.5.1, segue que

2 N(g;m—k.n—I)

(g—1)IN(gsm—k,n—1) Z«l Yr{l kyn— l(g)er;fk./nfz(C)a & 0.
; ; =

ROV ((6,0) =

Agora a equagdo (3.30) completa a prova. [ |
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Finalizamos a dissertacdo, usando as expansdes da Proposi¢dao 3.1.2 e a equagdo (3.30)

ara encontrar expressoes especificas de G% e RXHHT quando os pardmetros associados
m,n.k,l m,n

assumem certos valores. Na tabela abaixo estdo exemplos destes polindmios para dois conjuntos

de pardmetros: {ao=1,m=2,n=3}e{a=1,m=1,n=2}.

(k1) jo:.,rsl—l Gy3hs RS Gl
(0,0) | 5°7° — 52 +z 577 - 522 +% 2772 -7 2772 -7
0,1) || 32222 —3zz+1 | -2V (-8 +3z—1) | 1-3z2 | (1-2)*(1-%z)
(0,2) 37— 1z 2723277 -3 z 1(z—2%)
(0,3) 2 —2(1-z)%2

(1,0) 2770 -7 (1-22)'2(2:72 - ) 7 12(1-zz)1/?
(L,1) | -32%+3z2 -3+ 3+ 322+ % z 3 (@ -2)
(1,2) 8z—3 (1-22)*2(3z— 1) H(1-2)%2
(1,3) z D

(2,0) 2 3% — 3%

(2,1) z (1 -22)3222

(2,2) z P — 1P+ 4z

(2,3) 1 — (1= 22)3/2

O leitor interessado no estudo de propriedades adicionais de Gy, , , ; tais como ortogonali-

dade e relacdes de recorréncia, recomendamos a referéncia ([20]).



Bibliografia

[1] Andrews, G.E., Askey R., Roy R. Special Functions, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1999.

[2] Azevedo, D., Menegatto, V.A. Eigenvalue decay of integral operators generated by power
series-like kernels, Math. Inequal. Appl., 17(2), 693-705, 2014.

[3] Boyd, J.N. Orthogonal polynomials on the disc, Thesis, University of Virginia, 1972.

[4] Boyd, J.N., Raychowdhury P.N. Zonal harmonic functions from two-dimensional analogs
of Jacobi polynomials, Applic. Anal. 16(3), 243-259, 1983.

[5] Chen, D., Menegatto, V.A., Sun, X. A necessary and sufficient condition for strictly posi-
tive definite functions on spheres. Proc. Amer. Math. Soc. 131(9), 2733-2740, 2003.

[6] Chihara, T.S. An Introduction to Orthogonal Polynomials. Serie Mathematics and its Ap-
plications, v. 13, Gordon and Breach, New York, 1978.

[7] Dunkl, C.F.,, Xu, Y. Orthogonal Polynomials of Several Variables, Cambridge University
Press, Cambridge, 2001.

[8] Erdélyi, A., Magnus, W., Oberhettinger, F., Tricomi, F.G. Higher Transcendental Functi-
ons, v. [I. McGraw-Hill Book Company, Inc., New York-Toronto-London, 1953.

[9] Ferreira, J.C. Decaimento dos autovalores de operadores integrais gerados por nicleos
positivos definidos, Dissertacao de Mestrado em Matematica, ICMC, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos, 2008.

[10] Ha, C.W. Eigenvalues of differentiable positive definite kernels, SIAM J. Math. Anal.
17(2), 415-419, 1996.

[11] Jordao, T., Menegatto, V.A. Jackson kernels: a tool for analyzing the decay of eigenvalue
sequences of integral operators on the sphere, Math. Ineq. Appl. 18(4), 1483-1500, 2015.

57



58

[12] Koornwinder, T.H. The addition formula for Jacobi Polynomials, II. The Laplace type inte-
gral representation and the product formula, Math. Centrum Amsterdam, Report TW 133,
1972.

[13] Koornwinder, T.H. The addition formula for Jacobi Polynomials, 111, Completion of the
proof, Math. Centrum Amsterdam, Report TW135, 1972.

[14] Menegatto, V.A., Oliveira, C.P. Orthogonal basis for spaces of complex spherical harmo-
nics, Appl. Anal., 31(1), 113-132, 2005.

[15] Menegatto, V.A., Peron, A.P. Positive definite kernels on complex spheres, J. Math. Anal.
Appl., 254(1), 219-232, 2001.

[16] Menegatto, V.A. Differentiability of bizonal positive definite kernels on complex spheres,
J. Math. Anal. Appl., 412(1), 189-199, 2014.

[17] Miiller, C. Analysis of spherical symmetries in Euclidian spaces. Applied Mathematical
Science, 129, Springer-Verlag, New York, 1998.

[18] Oliveira, C.P., Buescu, J. Mixed integral identities involving unit spheres and balls in
complex context, Internat. J. Math., 26(14)(11 pages), 2015.

[19] Oliveira, C.P. Aproximag¢ao na esfera unitdria de C4, g > 2. Tese de doutorado em Ma-
tematica, ICMC, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2003.

[20] Oliveira, C.P. Generalized disk polynomial via Laplace integral representation, Integral
Transforms Spec. Funct., 26(1), 2015.

[21] Oliveira, E.C. Fungdes especiais com aplicacdes, 2 ed. Sdo Paulo: Editora Livraria da
Fisica, 2012.

[22] Olver, P.J. Applications of Lie Groups to Differential eqnarrays, 2 ed. Springer, London,
1994.

[23] Peron, A.P. Fungdes positivas definidas para interpolagao em esferas complexas. Tese de

doutorado em Matematica, ICMC, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2001.
[24] Rainville, E.D. Special Functions. The Macmillan Co., New York, 1960.

[25] Rodrigues, B.O. De [’attraction des sphéroides, Correspondence sur 1'Ecole Impériale
Polytechnique 3(3): p. 361-385, 1816.

[26] Souza, M.A.D. Analogia entre propriedades de alguns polindmios ortogonais em uma
e em varias varidveis. Dissertacao de mestrado, Universidade Estadual Paulista Jilio de

Mesquita Filho, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas, 2014.



59

[27] Szego, G. Orthogonal polynomials. v. 23, 4th ed. Amer. Math. Soc. Collog. Publ., Provi-
dence, RI, 1975.

[28] Torre, A. Generalized Zernike or disc polynomials: An application in quantum optics, J.
Comput. Appl. Math. 222, 622-644, 2008.

[29] Wiinsche, A. Generalized Zernike or disc polynomials, J. Comput. Appl. Math. 174, 135-
163, 2005.

[30] Zernike, F. Physica 1, 689, 1934.

[31] Yoshida, M. Hypergeometric Functions. My Love, Springer Fachmedien Wiesbaden,
1997.



Indice

Coeficiente da série hipergeométrica, 8
Coeficientes da expansdo de F, 8
Constante de Gauss, 9

Convergéncia da série hipergeométrica, 8

Derivadas de polindmios no disco, 41
Dimensao de P, ,(C?), 26
Disco unitario aberto, 8

Disco unitario fechado, 8

Elemento de superficie sobre €2;,, 29
Equacao diferencial para polindmio Jacobi, 20
Esfera unitdria complexa g-dimensional, 25
Esfera unitdria em R4, 28

Espaco vetorial C9, 25

Férmula da Adicgao, 48

Férmula de Rodrigues, 21

Férmula de Rodrigues para Ry ,, 35
Forma integral de Gauss de F', 8
Funcdo beta, 6

Fung¢do gama, 3

Fungdo generalizada no disco, 52
Fung¢do harmonica, 26

Funcao hipergeométrica, 7

Fungdo zonal, 44
Grupo de operadores unitarios sobre C9, 28
Harmonicos esféricos complexos, 28

Identificacdo de C4 de R?? via bijecdo, 29

Igualdades para funcao hipergeométrica, 15

Igualdades para polindmios de Jacobi, 20

Laplaciano complexo, 26

Laplaciano em C com coordenadas polares, 39

Monomio complexo, 25
Multi-indice, 25

Norma de multi-indice, 25
O subgrupo Oy(2¢), 28

Polindmio bihomogéneo, 26
Polindmio de bigrau (m,n), 26
Polindmio de Legendre, 17
Polindmios de Gegembauer, 17
Polindmios de Jacobi, 16

Produto interno de C9, 25

Produto interno em L?(Qy,,do,,), 44

Regra de Leibniz para derivacao, 21
Simbolo Pochhammer, 4

Teorema de Chu-Vandermonde, 9

60



