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“O que sabemos é uma gota, o que ignoramos é um vasto oceano. O
arranjo maravilhoso e a harmonia do universo nao poderiam senao sair
de um ser onisciente e onipotente.”

—Issac Newton
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Resumo

Nessa Dissertacao fazemos inicialmente um breve estudo sobre o campo escalar
complexo sob agao de um potencial externo do tipo delta de Dirac concentrado
ao longo de um plano. Consideramos o campo complexo com massa e fazemos
uma abordagem com o campo estruturado em sua forma matricial. Para esse caso,
obtemos a funcao de Green e a interacao entre o potencial e uma fonte para o
campo, que faz o papel do que viria a ser uma carga no eletromagnetismo. Os
resultados obtidos nao sao originais, mas servem para introduzir o leitor ao estudo
de campos sob a acao de potenciais externos do tipo delta de Dirac (assunto principal
da Dissertac@o) e a abordagem do campo escalar complexo na sua forma matricial.
Tal abordagem ¢ utilizada no restante do trabalho.

Posteriormente apresentamos um estudo sobre o campo escalar complexo intera-
gindo com um potencial externo, em um acoplamento do tipo corrente. Estudamos a
interacao que surge entre o potencial e fontes estacionarias pontuais para o campo es-
calar. Esses sao resultados originais, até onde sabemos, e apresentam caracteristicas
bem interessantes, ainda nao observadas em nenhum outro modelo do tipo na lite-
ratura. Um dos motivos para isso decorre do fato de que o acoplamento considerado
nao ¢é isotrépico, havendo distincao entre os dois lados do plano onde o potencial se
concentra.

Além da descricao de sistemas de matéria condensada, onde modelos de cam-
pos escalares sao frequentemente utilizados, acreditamos que os resultados obtidos
também possam ser uteis no estudo de modelos tipo MIT para campos bosonicos,
onde nao o campo, mas sua corrente associada é confinada.

Alguns aspectos do modelo ainda devem ser explorados. Esperamos em breve
obter resultados adicionais aqueles apresentados nesse texto e apresentar todos em

forma de artigo cientifico a ser submetido para publicacao.

Paralavra-Chave: Campo escalar, potencial externo, acoplamento anisotropico.
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Capitulo 1
Introducao

Teorias de campos sao as melhores ferramentas que dispomos até o momento
para estabelecer uma descricao das particulas fundamentais e suas interacoes. Além
disso, teorias de campos podem ser empregadas para descrever sistemas fisicos de
forma efetiva (nao fundamental), inclusive aqueles onde ocorrem interagoes efetivas.
Nesse cenario, podemos destacar os modelos efetivos para a dinamica de campos
eletromagnéticos no interior de meios materiais ou na presenca de fronteiras mate-
riais.

A descricao da dinamica de campos na presenca de fronteiras materiais encontra
uma série de dificuldades, muitas das quais sao superadas com o auxilio de modelos
fenomenolégicos. Dentre esses destacamos aqui aqueles onde se faz uso de potenciais
externos espacialmente localizados (aqui nos referimos a potenciais externos como
funcoes prescritas, ou seja, sem dinamica, que se acoplam quadraticamente com o
campo na lagrangeana). Esse tipo de potencial costuma ser estabelecido com o
uso de distribuigoes, como a funcao delta de Dirac e a funcao degrau de Heaviside.
Podemos citar intimeros exemplos desse tipo de modelo, mas destacamos aqui um
que descreve a presenca de dielétricos uniaxiais e pode recuperar o caso de espelhos
semi-transparentes para o campo eletromagnético [4, 5], um que descreve fronteiras
materiais com propriedades magnetoelétricas [6], um estabelecido para o campo
escalar, que recupera a condigao de Dirichlet em certo limite [7, 8, 9, 10] e outro que
recupera a condigao de Neumann [11]. H4 também estudos envolvendo acoplamentos
de campos bosonicos com potenciais externos do tipo delta de Dirac em modelos
com derivadas de ordens superiores [12]. Esses sdo apenas alguns exemplos sobre
esse vasto assunto que ainda pode ser explorado sob diversos aspectos.

Os modelos citados acima envolvendo o campo escalar se caracterizam por aco-



plamentos de uma funcao delta de Dirac com o campo ou de uma delta de Dirac
com a derivada direcional do campo. Em ambos os casos, a funcao delta é concen-
trada ao longo de uma superficie estacionéria e o campo de Klein-Gordon é tomado
como real. No contexto do campo escalar, podemos nos indagar se haveria algum
tipo de acoplamento com potenciais externos que, nao sé envolvesse o campo de
Klein-Gordon complexo, mas que fosse inerente a este, ou seja, que s6 pudesse ser
estabelecido para o campo complexo. Ainda mais, é natural nos perguntarmos que
tipo de interacgao seria estabelecida nesse caso e quais seriam os fenomenos fisicos
que se poderia obter de tal modelo.

Vale ressaltar que modelos de campo escalar sao usados frequentemente para
descrever sistemas de matéria condensada.

O acoplamento do tipo corrente para campos pode também vir a ser de alguma
utilidade no contexto de uma fisica mais fundamental. Podemos citar, nesse sentido,
o fato de que o modelo de sacola para os héddrons tem como o confinamento da
corrente fermionica (relacionada aos quarks) um dos seus principais elementos.

Nessa dissertagao propomos um modelo onde o campo de Klein-Gordon complexo
se acopla com um potencial externo tipo delta de Dirac concentrado ao longo de um
plano infinito. O acoplamento se da pela corrente do campo escalar complexo com o
potencial. Por se tratar de um modelo quadratico, pudemos encontrar exatamente a
funcao de Green do sistema, sem apelar para métodos perturbativos. Encontramos a
energia de interacao entre o potencial e fontes pontuais estacionarias para o campo
escalar. As fontes empregadas fazem um papel para o campo escalar andlogo ao
que viriam a ser cargas pontuais estacionarias no eletromagnetismo. Consideramos
dois tipos de setups: um com apenas uma unica fonte e outro com duas fontes
simultaneamente.

Os resultados obtidos sao surpreendentes e bem peculiares ao modelo. Até onde
sabemos, nao encontramos resultados similares na literatura para nenhum modelo de
campos interagindo com potenciais espacialmente localizados. Tais peculiaridades
decorrem do fato de que o acoplamento nao € isotrépico, fazendo distin¢ao entre os
dois lados do plano ao longo onde o potencial se concentra.

Fazemos um estudo baseado nos resultados originais apresentados nesse texto,
mas alguns resultados ainda carecem de uma analise mais minuciosa. Deixamos
essa tarefa como uma perspectiva futura a ser finalizada apds a conclusao dessa
Dissertacao. Pretendemos submeter para publicacao um trabalho cientifico expondo
os resultados originais contidos nessa Dissertacao.

Essa Dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos



o tratamento do campo escalar real acoplado com um potencial delta de Dirac
concentrado ao longo de um plano infinito com uma fonte pontual estacionaria. No
limite onde a constante de acoplamento entre o campo e o potencial diverge, o modelo
recupera o caso em que o campo escalar esta submetido as condicoes de Dirichlet ao
longo do plano onde o potencial se concentra. No capitulo 3 consideramos o campo
escalar complexo acoplado com o mesmo tipo de potencial estudado no capitulo
2, mas empregamos para isso um formalismo onde reescrevemos o campo em uma
estrutura matricial. No capitulo 4 apresentamos os resultados originais referentes
a um modelo onde o campo escalar complexo se acopla com um potencial delta
de Dirac concentrado ao longo de um plano infinito. O acoplamento se da com a
corrente do campo escalar. Estudamos a energia de interagcao entre o potencial e
uma fonte pontual estacionaria. O capitulo 5 é dedicado as conclusoes e perspectivas

futuras.



Capitulo 2

Campo de Klein-(Gordon

2.1 Campo de Klein-Gordon na presenca de fon-

tes externas

Neste capitulo realizamos, de forma breve, uma revisao sobre o campo escalar de
Klein-Gordon. Iniciaremos nossa discussao com o campo de Klein-Gordon real, que
¢ considerado um campo escalar quantico relativistico. Sendo assim, a funcao que
descreve o campo depende do espaco (x) e do tempo (t), assumindo valores escalares

reais. Vamos denotar a funcao que descreve o campo por

o(t,x) . (2.1)

O campo Klein-Gordon [1] [2] [3], deve satisfazer a equacao de Klein-Gordon

descrita por,

1 & 2 2
c? Ot?

m-c
—— — V] o(t,x) + 2 o(t,x) =0 (2.2)
no qual, m > 0 é a massa do campo.
Desse ponto em diante vamos considerar unidades naturais, nas quais h = 1 e
¢ = 1. Dessa forma teremos que

{% — V} o(t,x) +m? ¢(t,x) =0 . (2.3)

Utilizando a definicao do operador D’Alembertiano temos que

62
op —V=0.0"=0. (2.4)



Substituindo a equagao (2.4) em (2.3), temos portanto a equagao de Klein-Gordon,
(O+m*)¢=0. (2.5)

A equacao de Klein-Gordon também pode ser encontrada por meio do principio
variacional Lagrangiano. Nesse caso, a densidade Lagrangiana correspondente é

dada por
L= % L, GO" B — %m2¢2 . (2.6)

e a equacgao de Euler-Lagrange é

oc 1 oc
Joaa) 50!

56.3] " 9 = (2.7)

Substituindo (2.6) em (2.7), temos novamente a equacao de Klein-Gordon (2.5).
Consideremos agora uma campo escalar na presenca de uma fonte externa. Neste
trabalho nos referimos a fonte externa como uma fungao prescrita (sem dinamica)
que se acopla linearmente com o campo escalar ¢(t,x) na densidade lagrangiana.
Utilizaremos o quadrivetor z = (t,x) por conveniéncia de notagao. Sendo assim,

podemos reescrever a densidade lagrangiana, como
1 1 5.5

Substituindo (2.8) na equagao de Euler-Lagrange (2.7) e realizando as derivadas
teremos,

(O+m?) ¢(z) = I(). (2.9)

A equagao de Klein-Gordon (2.9) para um campo escalar submetido na presenca
de uma fonte externa, nao é uma equagao homogenea e a sua solucao geral é uma
combinagdo da solu¢ao da equagdo de Klein-Gordon sem fonte externa (2.5), ou
seja, da equacao livre, e de uma solucao particular nao homogénea que ira depender
da fonte J e poderd ser encontrada com método da funcao de Green. A funcao de

Green do operador diferencial (2.9) deve satisfazer a equagao diferencial,
(0,0" +m?) Go(z,y) = 6*(z — y). (2.10)

Podemos mostrar que a solucao particular da equagao (2.9) é dada por,

olz) = / Golz, ) (y)dy (2.11)
5



Para verificarmos que a equagao (2.11) é solucao particular de (2.9), substituimos

a equagao (2.11) em (2.9) e usamos a equagao (2.10),dessa forma temos,

(8u8“ + mz) /Go(a:, y)J (y)dy = J(z)
/ (8,0" +m?) Gola, y)J (y)dy = J(x)
/54(1’ —y)J(y)dy = J(z)

J(x) = J(x),

como queriamos demonstrar.
Para encontrar a fungao de Green que satisfaz a equagao (2.10), vamos utilizar a
transformada de Fourier. Podemos entao reescrever a fungao de Green (2.10) como

uma integral de Fourier.

d'p & —ipla-y)
Go(z —y) = Go(p)e " (2.12)
(2m)*
onde p é definido como p = (p°,p) e Go(p) é a transformada de Go(z — y) a ser
encontrada. Devemos ainda utilizar a integral de Fourier para a funcao delta de

Dirac.

oz —y) = / %e”"(”) (2.13)

Substituindo as equagoes (2.13) e (2.12) em (2.10), temos

d*p -~ . d*y - ,
) | A ipen = | £ e
/ (54];4 (‘PQ + m2) e~ P(r—y) — / (54];4 e~ (z—y) ’
T T

Os integrandos acima devem ser iguais dos dois lados da equagao, portanto,

~ 1

Go(p) = (2.14)

p2_m2 '

Por fim, temos a funcao de Green dada pela integral de Fourier,

Golz —y) = / <d4p { L i) | (2.15)

274 _pz —m2

Percebemos que a integral acima nao estd bem definida, pois temos um polo em



p? —m? = 0. Dessa forma, precisamos realizar uma regularizacao. Vamos utilizar a
chamada prescricao de Feymann, que consiste em acrescentar um parte imaginaria

negativa na massa do campo,

d* 1
Go(r —y) = lim P

— —wle=y) | 2.16
e—0 (27‘()4 |: p2 —_ (m _ 2'6)26 ( )

2.2 Campo de Klein-Gordon na presenca de um

potencial externo

Entendemos como potencial externo uma funcao dependente do tempo e do
espaco para a qual o campo se acopla quadraticamente na densidade lagrangiana.

Temos portanto,
L= % PO P — %[m2 + V(2)]¢* + J(x)¢ (2.17)

onde V' (x) é o potencial externo considerado, além da presenca de uma fonte externa
J(x), denominada também por corrente externa.

Substituindo a equac@o(2.17) na equagao de Euler-Lagrange,

#[aﬁ}—(%:o, (2.18)

00.0] 06
encontramos a equacao de Klein-Gordon com a presenca de um potencial externo e

da corrente

(0,0" +m? + V(2))p(z) = J(x) . (2.19)

A equacao de Klein-Gordon com a presenca de um potencial externo e uma
corrente nao é homogénea, assim como no caso onde temos apenas uma fonte externa.

Sendo assim, a funcao de Green deve satisfazer a equacao,
(0,0 + m? + V(2)]|G(x,2') = 6*(x — 2'). (2.20)

Utilizando a fungao de Green livre (sem a presenga do potencial), que deve satisfazer
a equacao

(0,0 +m?|Go(z,y) = 0*(z —y), (2.21)



podemos relacionar as fungoes G(z,y) e Go(x,y) da seguinte forma,

G(z,y) = Go(z,y) — /d4z G(z,y)V(2)Go(z,y) . (2.22)

A equagao (2.22) pode ser verificada diretamente, aplicando-se o operador dife-
rencial presente na equacao (2.20) em ambos os lados de (2.22), usando-se a equagao
(2.21) e as propriedades da fungao Delta de Dirac sob integragoes. Dessa forma te-

mos,

(0,0 +m* + V(2)]G(x,y) = [0,0" + m* + V(2)]Go(z,y)
—10,0" +m* + V(z)] /d4zG(x, 2)V(2)Gol(z,y)

= 04z —y) + V(2)Go(z,y) — /d4z[8,,8” +m? + V(2)]G(z, 2)V(2)Go(z,9)

= 54z ) 4 Vo)~ [0 VG
= 6'(x —y) + V(2)Golx,y) — V(2)Go(z,y)
=0z — )

2.3 Campo de Klein-Gondon na presenca um po-

tencial externo tipo delta de Dirac

Nessa secao discutiremos um modelo para o campo escalar, na presenca de um
potencial externo dado por funcao da delta de Dirac concentrada ao longo de um
plano,

V(z) = po(x?). (2.23)

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrado na referéncia [11].

O parametro p é uma constante de acoplamento entre a fungao delta e o potencial
externo. Para evitar problemas introduzidos pelo decaimento do vacuo do campo,
vamos simplificar nossa abordagem e considerar apenas o caso em que p > 0.

Podemos notar que o potencial externo se concentra no plano 23 = 0 e se ca-
racteriza por ser estacionéario(ndo depende do tempo). Para as discussoes a seguir,
vamos denotar as coordenadas de um vetor espacial paralelas ao plano onde o po-
tencial se concentra como x| = (z',2%,0) e o quadrivetor correspondente como

x| = (t, 2", 22,0).



A densidade de lagrangiana do modelo é dada por
1 Lo 337,42
L= S0,60"6 — S [m* + pd(a™)]¢" + J¢ (2.24)
e a funcao de Green correspondente deve satisfazer a equacao diferencial,
[0,0” +m?* + ué(2*)|G(x,2') = §*(x — o) . (2.25)

Para encontrar a fungao de Green do modelo (2.24), Gy(z,y), usaremos a funcao
de Green para o campo escalar livre (2.15), ou seja, sem a presenga do potencial

externo, que pode ser escrita como uma integral de Fourier no espaco de momento,
d4p e_ip(m_y)
Go(z —y) = / [_
@m)* [ prpu —m?

3 3 o—ipd (a3 —y?)
:_/ dpy /dp R PETETY (2.26)
(272)3 (27) prp, — m?

Por conveniéncia, vamos definir a funcao,

dp? e @ —v%)
3.3
; = — 2.27
Go(py;2°,9°) /(%) p— (2.27)
0 que nos permite reescrever a equacao (2.26) como sendo,
dp) 3,3y,
— . —ipy| (x| —y)))
Go(z,y) —/(2ﬂ)3go(p|7x Ly e PitEnn., (2.28)

O operador diferencial descrito na equagao (2.25) possui simetria de translagao
temporal e também nas coordenadas paralelas (z!,2?). O lado direito da equacao
também possui simetria da translagao nas coordenadas (z!,x? ¢ %) e no tempo.
Dessa forma podemos reescrever a funcao de Green do operador, como uma integral

de Fourier nas coordenadas em que ha invariancia de translacao,

Gl ) — dgpﬂg 3 e P =y 2.29
(z,9) L (o1 2°,97) (2.29)



Substituindo (2.29), (2.28), (2.23) em (2.22), temos,

d’ 4 pe .
/(2:)Lg(p||;x37y3)ezp|(m|y|) :/(2:;3g0(pl;x37y3)6zpl(zlyl)
|

_/ d4z/ LB G5, 23yt~ () / L9 G2 ) o2 30)
(2m)37 I (2m)3 70 =

Separando a integral em d*z nas coordenadas paralelas, dSZH = dz°dz'dz? e na

coordenada perpendicular dz?, integrando em dSzH, utilizando a relacao,

216(p — q) = /d:vei(pq)"” (2.31)

integrando em dg e por fim em dz*, termos,

dS .
/(zf)nsg(m;x?’,y?’)e_”"(x'_y') =

_ d3p|| [g( L%, %) — G(pi; 3, 0)uGo(py; 0 3)]6—@”(%—9”) (2.32)
(27’(‘)3 o\P|s T Y pis X, V) pYop)s Y, Y : :

A equagao (2.32) implica na igualdade dos integrandos. Sendo assim, temos que,

G(py 2 y*) = Golpy; 2°, %) — G(oy; 2°, 0)nGo(py; 0, 5%). (2:33)
Tomamos agora y°> = 0 na equacao acima, o que nos leva a

G(py; 2°,0) = Go(py; 2°,0) — Gpy; 2°,0)uGo(py; 0, 0)

= G(p;2°,0)(1+ puGo(p;; 0,0)) = Golpy; 2°,0)

Go(py; 2°,0)
;2°,0) = : 2.34
= G(p;2°,0) 1+ uGo(py;; 0,0) (234
Substituindo (2.34) em (2.33) temos,
Go(py; 2% 0)Go(py; 0, y°
Gy a® 1) = Golpys %) — - o(py; 2%, 0)Go(py: 0,9°) (2.35)

1+ pGo(py; 0,0)

10



Falta apenas encontrar a fun¢ao Go(p); #*,4?), que foi definida como,

dp? e=ip* (@ =)

I N
gO(pHax 7y) o pup,u_mg :

(2.36)

Para isso, com o intuito de simplificar os calculos, vamos definir a seguinte grandeza,

o=, /—pﬁ +m2, (2.37)

e reescrever a equacao (2.36) na forma

3 —ip3(x3—y3

Go(py;2°,y°) = —/%W : (2.38)

Ao analisarmos a integral presente em (2.38), percebemos que ela exibe polos em

p? = +io. No caso em que 2° # y° e com o real (m® > pf), a integral (2.38) pode
ser calculada sem problemas utilizando-se o teorema de residuos. No caso em que
23 # ¥ mas com ¢ sendo imagindrio puro, ou seja, m? < pﬁ, os polos encontram-se
no eixo p? real e devem ser deslocados com a prescricao de Feynman, substituindo
m — m — i€ e tomando o limite ¢ — 0. O resultado que teremos em todos os casos

onde 23 # 1 é
—olz?—y?|

Golp; 2%, y°) = 5
g

O caso onde 23 = 93 pode ser tratado com regularizacao dimensional ou simples-

‘ ,para x° # . (2.39)

mente tomando-se o limite 2 — 3® na equagao (2.39), o que fornece

Go(py; 2°, y°) = —. (2.40)

y3=x3 20

Por fim, podemos substituir os resultados das equagoes (2.40) e (2.39) em (2.35),

—olz3—y?| —o(|z®+|y?])
3.3y _ ¢ K€
) _ _ 2.41
20

Finalmente, substituindo (2.41) na integral (2.29) da fungao de Green para

campo escalar na presenga do potencial externo dado por (2.23), temos

d3p|| ,u e_a(‘x3‘+|y3‘)

(2 )3 402 1+ﬁ
20

e~ P —y)) (2.42)

Gla.y) = Galar) - |

11



onde Go(z,y) é definida em (2.28).
A fungao de Green (2.42) exibe uma propriedade interessante. No limite em que

o parametro de acoplamento u diverge (u — c0) temos que

- L IR ST S
lim G(z,y) = Golz,y) — T o(|z%1+1y*) o—=ip) (=) —y)
H—>00 s o
3 —a|z3—y3 3
/ d Pl ¢ o e~ P =y _/ﬂieﬂ(|x3|+y3l) e~ i@ =y)
2m)? 20 (2 7)3 20
dng g0l v’ 1 31413 ;
— _ o=+ D | o—ipy(2—y))
L ] E

que é exatamente a funcao de Green para o campo escalar submetido a condigao
de Dirichlet sob o plano onde o potencial se concentra. Isso pode ser constatado se
avaliarmos a equagao (2.43) em x3 = 0, ou seja, sob o plano onde o potencial se

concentra,

lim G(x,y)

U—>00

dspl\ e—olv’l 1 5 .
_ — — el emrnlEimy) = 2.44
23=0 /(2 )3 20 2 ‘ ’ (244

ou seja, a funcao de Green no limite u — oo satisfaz a condigao de Dirichlet no

plano 22 = 0. Dessa forma, as solucoes de campo satisfazem a mesma condicao.
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Capitulo 3
Campo de Klein-Gordon complexo

A equacao que descreve o campo de Klein-Gordon complexo na presenca de uma
fonte externa (também complexa), pode ser encontrada utilizando-se o principio

variacional a partir da densidade lagrangiana,
L= 0,600 ¢" — mP¢¢" — Jo" — J*0 (3.1)

onde ¢ e ¢* representam o campo escalar e seu complexo conjugado, respectivamente

e, da mesma forma, J e J* designam a fonte externa e seu complexo conjugado.
Nessa abordagem, consideramos ¢ e ¢* como variaveis independentes.
Substituindo a densidade de lagrangiana (3.1) nas equagoes de Euler-Lagrange

para ¢ e para ¢* temos, respectivamente [1],

(0,0" +m?)o* = J*
(0,0" +m2)op = J . (3.2)

A lagrangeana (3.1) pode ser reformulada em termos de novas varidveis dina-
micas, dadas por dois novos campos, ¢, e ¢o, dessa vez definidos como reais. Em

termos dos novos campos, ¢ e ¢* sao dados por

b= i2<¢1 T idy)

¢" = —=(d1 — i), (3:3)

1
NG

Devemos ainda escrever a fonte externa, e seu conjugado, em termos de fontes
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reais, Ji e Jy, como segue

(Jy —iJs). (3.4)
Dessa forma, a densidade de lagrangiana (3.1) se torna

L= %(amla% + 020" $0) — %mz(cb% +63) = (hidr + haga),  (35)

e as equacoes dinamicas correspondentes sao obtidas, novamente, aplicando-se a

equacao de Euler-Lagrange para cada uma das variaveis ¢, e ¢o,

(8M8M + m2)¢1 = Jl
(8u8“ + m2)¢2 = JQ. (36)

Os sistemas (3.2) e (3.6) sao totalmente equivalentes, assim como as lagrangi-
anas (3.1) (3.5). A lagrangiana (3.6) é simplesmente a soma de duas lagrangianas
de Klein-Gordon, uma para o campo ¢; e outra para o campo ¢, sem nenhuma

interagao entre esses campos.

3.1 Campo de Klein-Gordon complexo na forma

matricial

Vimos que podemos formular a teoria do campo escalar complexo em termos de
dois campos reais desacoplados. Nessa se¢ao vamos mostrar uma terceira abordagem
para esse tipo de sistema. Trata-se de um tratamento matricial para o campo e para
a corrente externa.

O procedimento abordado sera crucial no proximo capitulo, onde vamos apresen-
tar novos resultados. Na presente secao, vamos apenas fazer uma exposicao didatica.

Iniciamos definindo o campo matricial de Klein-Gordon, ®, e seu transposto, ®¢,

= (j;) o' = (¢1 Cbz) (3.7)
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Definimos também a fonte externa na forma matricial, J,

Ji
J= <J2> . (3.8)

Vamos ainda denotar a matriz identidade 2X2 como

10
I= (o 1) . (3.9)

Dessa forma, utilizando as defini¢oes (3.7), (3.8) e (3.9), podemos escrever a

densidade de lagrangiana do campo de Klein-Gordon na forma matricial.
1
L= 5<1>t(aya” —m?)[® —J& . (3.10)

Na lagrangiana (3.10), devemos considerar as duas componentes de ® (ou de ®*)
como variaveis dinamicas independentes. De forma equivalente, podemos tomar a
matriz ® como a prépria varidvel dinamica independente.

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange para ®,

oL oL
- = = A1
a [88“4)] 0P 0 (3.11)
encontramos a equacao dinamica
(0,0 +m*)® =] (3.12)

que sdo equagoes matriciais. Vale ressaltar que a equacao (3.12) é equivalente aos
sistemas (3.2) e (3.6).

A funcdo de Green corresponde a lagrangiana (3.10), que serd denotada por
Go(z,y), tem estrutura de uma matriz quadrada 2 x 2 e deve satisfazer a equagao

diferencial matricial,
(0,0" + m*)Go(z —y) =1 6"z —y) . (3.13)
Por conveniéncia, vamos escrever a fungao de Green como uma integral de Fou-
rier,

Go(z —y) = / %@O(p)eip(“’y) (3.14)
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onde @o(p) ¢ a transformada de Fourier de Gy(z,y) que apresenta também uma
estrutura matricial 2 x 2.
Vamos ainda usar a representagao de Fourier da fungao Delta de Dirac, na forma

matricial.

§x —y) = / (;ljf; e~ iP(@=y) (3.15)

Substituindo as equagdes (3.14) e (3.15) em (3.13) temos que,

d*p -~ . 4 ,
(Qﬁ" + mg) / (—pGo(p)e_lp(x_y) = / P o-ivle—y)

i 2m)* (427)4
| s () Gy = [ S e, (3.16)

Para satisfazer (3.17) os integrandos em ambos os lados devem ser iguais um ao

outro. Sendo assim, temos que,
(3.17)

ou seja,

Go(p) =1 Go(p) , (3.18)

onde utilizamos a definigao (2.14).

3.2 Campo de Klein-Gordon na Forma Matricial

na presenca de um potencial externo

Consideremos agora um potencial externo de estrutura matricial, denotado aqui
como V(x), dependente de x. Vamos nos restringir ao caso simples onde o potencial

matricial é proporcional a matriz identidade, podendo ser descrito da seguinte forma,
V=1V(x). (3.19)

sendo V' (x) uma fungao prescrita.

A densidade lagrangiana que descreve esse sistema é dada por,
1 t v 2 1 t
L= §(I> (0,0" — m*)Id — §<I> (V) + Jo. (3.20)

Ao usarmos a equacao de Euler-Lagrange na forma matricial para a lagrangiana
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(3.20) temos
(0,0" +m* + V)& = J. (3.21)

A fungao de Green do sistema deve satisfazer a equacao (3.21) com uma fonte

tipo delta de Dirac, ou seja
(0,0" + m* + V)G(z,2') =1 6*(z — ). (3.22)

A equacao (3.21) nao é homogénea, dada a presenga do potencial. Para o caso
homogéneo, temos a funcao de Green G(z, ") que deve satisfazer a equagao (3.13).
As fungoes de Green G(z,y) e Go(x,y), mesmo na forma matricial, podem ser

relacionadas pela equacao,

G(z,y) = Go(z,y) — /d4z G(z, 2)V(2)Go(z,y) , (3.23)

o que pode ser facilmente demonstrado aplicando-se o operador dado na equagao

(3.22) nos dois lados da equagdo (3.23), da seguinte forma,
(0,0 +m?* 4+ V(2)|G(z,y) = [0,0” +m?* + V(2)]|Go(z, y)
(0,0 +m + V(2)] / 442G (2, 2)V(2)Go(2 1)
= 'z — ) + V(2)Go(z, y) — / d'z [0,0" +m? + V(2)|G(z, 2)V(2)Go(2,y)
= 84z —y) + V(2)Go(z,y) — / d'z 6*(z — 2)V(2)Go(z,y)
= 0%z — y) + V(2)Go(z,y) — V(2)Go(z, )
= 0*(x —5).(3.24)

Agora vamos considerar um exemplo especifico de um potencial externo propor-

cional a funcao Delta de Dirac, na forma
V(z) =T\ 6(z*). (3.25)

sendo A uma constante de acoplamento entre a funcao delta e o campo matricial.

Vamos nos limitar para este estudo ao caso onde A\ > 0. O potencial que sera
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estudado, se concentra no plano 2 = 0 e é, portanto, estacionario.

Da mesma forma que denotamos as coordenadas na segao 2.3, definiremos tam-
bém nessa secao o vetor paralelo ao plano onde o potencial se concentra como
x| = (', 22,0) e z; = (¢, 2, 22,0).

Comecaremos pela densidade lagrangiana, dada na forma matricial como sendo,
1 t v 2 1 t 3
L= 5@ (0,0" — m*)Id — §<I> (IX§(z7)P + Jo. (3.26)
A correspondente fun¢ao de Green deve satisfazer a equacao diferencial,
(0,0" + m* + T X 6(2*)G(z,2') =1 6*(z — 2). (3.27)

Para encontrar a fungdo de Green que descreve o modelo (3.26), usamos as
equagao (3.14) e (3.17) para escrever a func¢ao de Green sem a presenga do potencial

como uma integral de Fourier,

d*p e~ ir(z—y)
Golwy) = / )i ! [_p"pu - mQ}

3 3 —ip®(a®—y?)
- - / (gwi'p / LS L ]“”'(wlw). (3.28)

2
(2m)  p# Pp—m
Por conveniéncia futura, definimos a funcao matricial

dp3 e~y

R T N 9
@O(M\yx Y ) /(27_{_) p“pu —m2 (3 9)
de modo a reescrever a equagao (3.29) como,
d’p 3,3\, —ipy (@) —yy)
Go(z,y) :/W%(p';x L) e Py, (3.30)

O operador diferencial no lado esquerdo da equagao (3.27) apresenta simetria de
translagao na coordenada temporal e nas coordenadas espaciais paralelas ao plano
onde o potencial se concentra (z® = 0). O lado direito da mesma equacao apresenta
simetria de translagao em todas as coordenadas. Isso nos faz concluir que a funcao de
Green deva também apresentar simetria de translacao no tempo e nas coordenadas

espaciais excluindo-se a coordenada 3. Sendo assim, podemos escrever a funcao de
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Green como uma integral de Fourier nas coordenadas paralelas.

G(I y) :/ d3pH @(png y3>€—ip”(:v”—yu) (331)
7 (271')3 ) Y )
onde a fun¢do matricial @(p; 2, y*) deve ser encontrada.
Substituindo as equagoes (3.30), (3.31) e (3.25) em (3.23) temos,

3

d? } d }

_/d4Z/ d3p|| @(p .I3 Z3)e—ip|‘(1‘”—2“))\6<zg>
(2m)3= I

< [ oG et (33
(2m)?

Levando em conta que d*z = d®zdz*, onde d*z = dz°dz'dz?, integrado primeiro

em d3x||, utilizando a relagao descrita na equacao (2.31), integrando em d3q” e por

fim em dz3, temos,

d3 .
/ (2:)|3 @(pW xga y3)e—2p“(x”—y”) =

_ dp) [@ (pr; 2%, 4%) — @(py; 22, 0) A Go(p); 0 3)]6—1’%(9«‘”—9”) (3.33)
(277')3 o\D||; Y Ydik ) o\P|;Y, Y : :

[gualando os integrandos nos dois lados da equagao acima obtemos
G(pj;2°,y°) = Golpy;2*,y°) — @(py; 2%, 0) A Golpy; 0,4°). (3.34)
Tomando agora y> = 0 podemos escrever
G(p): 2°,0) = Go(py;2°,0) — @(pyj; 27, 0)AGo (py; 0, 0)
= @(p;2,0) (H + A& (p); 0, 0)) = Go(p); 2°,0)

-1
= @(pia*,0) = Go(pyia”,0) 1+ AGo(p):0,0) ) (3.35)

Substituindo (3.35) em (3.34) somos levados ao resultado

~1
@(p;;2°,y°) = @o(p; 2°, y*)—A&o(p); 2°, 0) <H+/\@0(P||;0>0)> @o(p);0,4%). (3.36)

19



Ainda falta encontrar a fun¢do matricial @y(py; z*,4?), definida em (3.29). Para

esse fim, usaremos a defini¢ao (2.37) para reescrever a equagao (3.29) como sendo,

dp3 e_iPS(xB_yS)
@O(Z?H;ZL‘S,Q?’) = _/g I W (337)

A integral presente acima é exatamente aquela encontrada na equagao (2.38),

cuja solugao é apresentada em (2.39) e (2.40). Com isso, podemos escrever

—ola?—y?|
e
Go(p;a”,y*) = TGo(pyia’sy’) = T —- (3.38)
Substituindo a equagao (3.38) em (3.36), obtemos,
ol ) e-ola )
S ) =1 ¢ — .
@(p;2°,y°) 5 102 3 (3.39)
1+ =
20
Ao compararmos (3.39) e (2.41), nota-se que
G(py:a’ y’) = TG (2, y°). (3.40)

Finalmente, substituindo a equagao (3.39) na definigdo da fungao de Green ma-

tricial (3.23), temos que,

Bp; A eolHWD
G(;U,y) = Go(l’,y) o / (2 7T|)|3@ )\ € ’LPH(ﬂvH yH) : (341>
1 —_
* 20

Ao compararmos (3.41), (3.28) com (2.26), ¢ imediato verificar que
G(z,y) =1 G(x,y). (3.42)

Percebemos entao que a funcao de Green matricial nada mais é do que a funcao
de Green no caso estudado na se¢ao 2.3 (para o modelo de um tinico campo acoplado
com o potencial delta) multiplicada pela matriz identidade. Esse fato é decorrente
do modelo proposto em (3.26) nao exibir acoplamento entre as funges ¢; e ¢o. Ou
seja, temos de fato dois problemas do tipo abordado no capitulo 2 sem acoplamento

algum entre ¢ e ¢s.
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Note que no limite A — oo a fun¢ao de Green (3.41) se torna

dpy eoF )
i — _ —ipy| ()| =y
i G(e.) = Goly) - | e L (33)

que é exatamente a funcao de Green do campo escalar complexo com massa subme-

tido & condicao de Dirichlet no plano 3

3 = a, o que faz com que as solucoes de campo também sejam

= a. Isso pode ser constatado pois a funcao
(3.43) se anula em x
nulas nesse plano.
Podemos nos indagar que tipo de efeito poderia ser obtido a partir de modelos
onde temos acoplamento simultaneo com potenciais externos espacialmente locali-
zados envolvendo ambos os campos ¢; e ¢o. Essa discussao é o assunto principal do

proximo capitulo.
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Capitulo 4

Acoplamento tipo corrente para o
campo escalar com potencial

externo espacialmente localizado

Nessa se¢ao apresentamos os resultados originais obtidos na execucao desse traba-
lho. Tratamos um modelo de dois campos escalares com a presenca de um potencial
externo espacialmente localizado acoplado simultaneamente com os dois campos. O
modelo pode ser escrito simplesmente em termos de dois campos escalares reais, de
um unico campo escalar complexo ou utilizando-se um tnico campo escalar de na-
tureza matricial. Essa tltima abordagem é a mais adequada pois nos permite obter
resultados exatos.

Iniciamos por considerar a corrente do campo de Klein-Gordon complexo

= (0 — 40, (4.1)

2m

que, com o uso das definigdes (3.3), pode ser reescrita como

' = 5 (62061 — 610"63) (1.2

Vamos considerar um acoplamento da corrente (4.1) com um potencial tipo delta

3

de Dirac concentrado no plano z° = a. O acoplamento serd, de fato, entre a com-

ponente da corrente normal ao plano com a funcao delta. A lagrangeana do modelo

é dada por

L = 0,00"¢" —mPpg* — No(z° — a) ntj(x) — J* — J*¢
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= S00:0"01 +0,6:06) — 3+ ) — (i1 + o)

A

_%5(373 - a)nu(¢28“¢1 — 010" o) (4.3)

onde n* = (0,0,0,1) é um quadrivetor normal ao plano onde o potencial se concen-
tra.
Vamos reescrever a lagrangiana (4.3) em uma estrutura matricial. Iniciamos com

a corrente j* dada em (4.2),

1 0 —or
"= — o 4.4
M= (au 0 ) (4.4)

onde usamos as defini¢oes (3.7) dos campos matriciais.
[¢]

Vamos definir ainda a seguinte matriz T,

o (0 —1
I= (1 o) (4.5)

de modo a reescrever a corrente (4.4) como

1 o
Gt = 2—q>t ot 1o. (4.6)
m

O modelo (4.3) pode ser identificado com o campo matricial ® acoplado com um

potencial operatorial externo também de natureza matricial, definido por

Vo2 st —a) 1o (4.7)

2m

Dessa forma, reescrevemos a lagrangiana (4.3) como sendo,

L= %@t(a,,a” —mH) I — 21 5(2* — ) 1 n,0"® + I'®
m

1 o
= —§<I>t (0,0" —m?)I + %5(1’3 —a)l noO*|®+J'd . (4.8)

E importante mencionar nesse caso que o termo de acoplamento com o potencial
externo envolve tanto o campo como sua derivada primeira.
A partir de (4.8) podemos encontrar as equagdes dinamicas para ¢; e ¢o. De

forma equivalente, também podemos encontrar a equacao dinamica para ® ou ®.
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Todas as equacoes dinamicas que se obtém nesse caso sao equivalentes a
{n(a o+ m?) + 2 1 6(a® — a)ag] O+ 2 10" — a)®] = J
H 2m 2m
= {ﬂ(a O 4 m?) 4 2 0 — a)ds + = T [96(a — a)]] d=J. (49
. m 2m

Note que o operador diferencial presente na equagao dinamica do campo @,
na segunda linha de (4.9), ¢ diferente daquele presente na lagrangeana (4.8). Até
onde sabemos, essa caracteristica do modelo é inica em teorias quadraticas e tem
implicagoes interessantes que serao expostas nesse capitulo.

Por conveniéncia, definimos o operador diferencial presente em (4.9) como
O) = 2 16(a® — a)s + 2 1 [050(a® — ) (4.10)
= m 3 om 3 a)l . .

A funcao de Green correspondente do sistema estd associada com a equacao
dinamica do campo, deve exibir uma estrutura matricial e deve satisfazer a equagao

diferencial
3 Ao s Ao 3 4
[H(&,ﬂ“ +m?) + DT80 — a)ds + — T [0(a® — a)]} Glz,y) =1 8*(z —y)
m 2m
= [H(@Hc’?“ +m®) + @(x)} G(z,y) =1 6%z — y) (4.11)
A funcao de Green deve satisfazer a equagao integral
Ga.9) = Gofy) — [ d' Gz, 2)0(:)Ga(z. ). (112)
onde Go(x,y) é definida em (3.28) e se trata da fun¢ao de Green do campo livre, ou
seja, na ausencia de qualquer potencial.

A relagao (4.12) pode ser demonstrada de forma imediata ao aplicarmos em

ambos os seus lados o operador presente em (4.11), como segue
(0,0" + m*)+ 0()| G, y) =
= [@.0" +m*)1| Go(z,y) + O@)Go(w,y)

- [ @t (0.0 + mI)L+ 0)] 6(a,2)0(:)Goz11)
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= 16"z — y) + O(2)Gy(z, ) — /d4z §*(z — 2)I O(2)Go(z, y)

= 16*(z — y) + O(z)Go(z, y) — O(z)Go(z, y)

= I5'(x — ) (4.13)
Para encontrarmos a fungao de Green G(x,y) é necessario escrevé-la como uma

integral de Fourier nas coordenadas paralelas ao plano onde o potencial de concentra,

da mesma forma como fizemos no capitulo anterior,

Gl . u) = d’py G(p: 23 %) e P E—v) 4.14
( 7y) (27’(’)3 (pHu 7y) ( )

sendo @(p); 2°,y*) uma funcdo a ser determinada.
Substituindo (4.14) e (3.30) em (4.12) obtemos

3 . d? <
/ bl @(p||;x3,y3)e‘“’l(ml‘yl):/ P @o (py; 2, % )e o)

2y 2y
]

d’q
De forma semelhante que fizemos na secao 3.2 desse trabalho, iniciamos in-

3
égg@(p”;x?”gi’r)eim(mz|)@(z)/(27)3@0(q;237y3)6iql(zlyl)
(4.15)

tegrando o lado esquerdo da equacao acima nas coordenadas paralelas, dSZH =
dz"dz'dz* e dz*. Posteriormente integramos em d’q e utilizamos a relagao descrita
na equagao (2.31). Em seguida, usamos a defini¢ao (4.10) e por fim, integramos em

dz3. Com isso chegamos a

A o 0Go(pyj; @, y°)
@(pH;J:S?yB) = Hgﬁ(pll;x37y3) - %@(pH;xB;G) I +
A 0@(p;2°,a) o o
+_2m—8a I Go(py;a,y°) , (4.16)

onde efetuamos uma integragao por partes e usamos a defini¢ao (3.38).

Tomamos agora y® = a na equagao (4.16),

A
G(p;2°,a) = Hgo(pn;ﬂ??’,a)—% @(p); 2°

o 0Go(py;a,b
’a)]l 0(821 >b:a
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0@(pj;2°,a) o
B (pgf a) ]Igo(pH;aaa)] _ (4.17)

Derivando a equagao (4.16) em relagao a y* e avaliando em 3* = a temos que

o ?Go(py; a, y*)

0G(py;a®,a)  0Go(py;a® y®) A oy
e P L L
0@(p; 2°,a) o Golp|; a,b)
— : 4.1
el e (4.18)
Com os resultados (2.39) e (2.40), podemos escrever
3 3 670'|I37y3|
Golpyjs 2, y°) = ———
Golpya*,a*) =
0\/||» ) 2%
OGo(psa )| _ 390(19;@’5)‘ 0
da b=a 0b b=a
0°Go(py; @, b) o
gHLSI O 41
daodb ‘b:a 2 ( 9)

Substituindo entao as trés ltimas equagoes (4.19) em (4.17) e (4.18) encontramos

A 10@(p;2?,a) o
G(p;2°,a) = Hgo(p||;$3;a)+ﬁgg—aﬂ

0 (p; 2°, a) 0Go(py; 2%, y°) A 5 )0
_ = — 4+ — ; 4.2
aa 6@ +4mo-@(p||ax ,(I)H ( 0)
02
Substituindo a segunda equacao (4.20) na primeira, usando o fato de que [ = —I
temos que
A 10Go(p;23,a) o A2
23 a) =1 3 2z L 3 4.21
G(p;z”, a) = 1Go(py; 27, a) + o~ 9 I+1s—%ppe7a), (4.21)
0 que nos permite escrever
1 Al ago(pn'x?’ a) o
s _ R ) )

16m?2

De forma semelhante, substituimos a primeira equac¢ao (4.20) na segunda, de
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modo a escrever

8@(p||;x3,a) gO(pH;x37a> Ao 3 ° A2 @(pH;I?’,a)
da da * 4m 290(p||,$ a)l 16m2 da » (423)
o que nos leva a
0@ (py; 2°, a) 1 9Go(p;x*,a) A 3 |0
= I — : . 4.24
aCL 1_’_% aa +4m0g0(p||7x 7a)]1 ( )
Substituindo (4.22) e (4.24) em (4.16) e efetuado algumas manipulagoes simples,
temos que
G(py; 2*,y°) = 1Go(py; 2°, ")
A 3 3
m A 1.9Go(py; 2°, a) 9Go(p); @, y°)
—__2m (7= . 3 . 3y _ =
s [ i <U§0(p|,9€ ,a)Go(pi;a,y”) = — 9 5
° IGo(py;a,y*)  0Go(py; 2, a
+1 (go(pn;x?’,a) 0(%@ v) — 0(]2@ )go(p||;a,y3) (4.25)

Note que a expressao acima sé envolve a transformada de Fourier da fungao de
Green livre (sem o potencial externo) nas coordenadas paralelas, Go(p); x3,a), e suas

derivadas. Com o auxilio de (2.39) e (2.40), podemos escrever

G ) = S
. _
0 pH7 'Y 2%
IGo(py; 2°, y°) PN
o —sgn(y’ — z°) 5
9Go(py; 2°, y°) 3 g6 oV
— o - —sgn(z° —y°) 5 (4.26)
que levadas em (4.25) fornecem
3 3 ]I670'|137y3‘
@(pHa'r YY) = oy
D s e oo
— 1 —sgn(a — x°)sgn(a — y }
T
o p—ollad—al+lyP=a) A ; .
+1 5 v [sgn(a —y°) —sgn(a—z )] . (4.27)
g L+ 16m?
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sendo sgn(X) a funcdo sinal definida por

sgn(z) = 1, x>0
sgn(z) = 0, =0
sgn(z) = -1, £<0. (4.28)

Lembramos nesse ponto que a funcao de Green do modelo é dada pela integral
de Fourier de (4.27)

3
G(z,y) = / (dQ;:)l?)@(pH;x37y3)e—ip|l(w|—yl) (4.29)

o= ,/mQ—pﬁ : (4.30)

4.1 Interacao entre o potencial e fontes externas

e a defini¢ao

Nessa secao vamos considerar a forma geral que nos fornece a energia de in-
teracao entre o potencial e uma fonte externa estacionaria arbitraria. Iniciamos

pela hamiltoniana associada com a lagrangiana (4.3)

H o= (9o1)0o <i> - (80¢2)80<L> L

9(0o1) 9(0op2)
— 092D — J'O
+ lq)t[f) 8“+m2—|—)\—25(x3—a)]?n 8“]@ (4.31)
2 # m a '

e a correspondente energia

E = /d3x?-[

= /d3X1<I>t [0 o +m? + >\—25(x3 —a) In 8“]@
2 . m :

— / PxP ;D — / PxJ'® (4.32)
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Usamos agora o fato de que

D(x) = / 2y (z,4)1(y) (4.33)

e a sua versao transposta

P(x) = /d4th(z)Gt(x,z)

= /d4th(z)G(2,x) (4.34)
pois vale a propriedade G'(z,2) = G(z,z), o que pode ser constatado a partir de
(o] t (o]
(4.27) e do fato de que I = — I. Com isso, temos que
[ #x -3 = [ @x [ aty 1@ee i) (4.35)

2 (0]
/d?’xcbt [8,;9“ +m?+ /\—5<£C3 —a)l nﬂa“] o =
m

= /d3x/d4y/d4z J'(2)G(z,x) [8M8“+m2
A2 °

+2-50(a - a) I n, 0| G, y)3(y) (4.36)

Tendo em vista a primeira equagao (4.11) e o fato de que n, = (0,0,0,—1),

podemos escrever
2 N g -
0,0" +m* + E(5($ —a)l nuﬁ“}(@(x,y) =
= 10*(z,y) — in (3“5(:103 - a)) ﬁG(m ) . (4.37)
’ 2m ’
que levado em (4.36) fornece, ap6s algumas manipulagoes
A2 °
/d?’X(I)t [@8"’ +m? 4+ —=6(z* —a) I nuf)“} o =
m
= [ @ [ @ty w6 2)3)
A o
—%/d3x/d4y/d4zﬂt(Z)G(z,x)5(x3 —a)l (nﬂa“é(xg — a))G(x,y)J(y)(él.?)S)
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Substituindo (4.35) e (4.38) em (4.32) temos a expressao para a energia
B = - [exvoe
1 3 4 Tt
- 5 [ &’ [ dyI' )Gy, 2)(x)
o [ @x [y [ @ 6e00E - o T (R0 - o))
(4.39)

Desse ponto em diante, vamos nos restringir apenas a fontes estacionarias, ou
seja,

J(z) =J(x) . (4.40)

Isso faz com que a solugao de campo ® também seja estaciondria, ®(x), o que anula

a primeira contribuicdo no lado direito da equacao (4.39), ou seja
B~ - / i / d'yT'(v)G(y, 2)J(x)
_ ﬁ / Px / ity / @23 (2)G (2, 2)0(2* — ) T (n, 03" ~ 0)) Gle, )I(y)
(4.41)

Seguindo um procedimento semelhante aquele apresentado no capitulo anterior,
substituimos (4.29) em (4.41), efetuamos as integrais em uma das coordenadas tem-
porais em cada termo, posteriormente integramos em todas as componentes tempo-
rais dos momentos. Além disso no segundo termo no lado direito, também usamos

as propriedades da funcao delta de Dirac e de sua derivada. Com isso temos que
1 3 3 0 IS 0 3.3
B [x [ dy [ GRLemEm0rxan’ - oppat0)

)\ 3 2 d2p|| ZpH(ZH—yH) t
4m/dy/dz/<2w)2e )

0&(p° = 0,py; 2%, 2%) \ o
[( ( 8]:3” ) H@(poz(),pﬂ;x?’,y?’)

o (0G(1° = 0.py: 25, 23
+@(p0 = O,p|\;z3,£133) I ( Glp a;?”’z v ))] l=ad(y) . (4.42)
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Com o resultado (4.27) e a defini¢ao (4.44), ap6s alguma manipulagoes simples,

a energia (4.42) se torna

—+/m24py|z3 —y3|
/d3Xd3 / p|| sz(xH -y Jt( )[ P Y I

m? 4+ p||

m2+p” |‘27 —a|+\y _al A2
+ ]Il 16m? (1 — sgn(a — z*)sgn(a — yS))

2
4,/m? + p? + o
o A
-1 —m_ (sgn(a — ) — sgn(a — x3)>
L+ T

T @ <sgn(a —y®) + sgn(a — -TS)))]J(Y) (4.43)

A expressao (4.43) fornece a energia do sistema na presenga de fontes externas e
do potencial. Vamos considera-la agora em casos especificos de maior interesse, de
modo a investigar que tipo de interagdo podemos obter no modelo (4.3) e comparar
os resultados obtidos com modelos ja existentes na literatura.

Vamos iniciar pelo estudo da interacao entre o potencial externo e uma fonte
pontual estacionaria do campo escalar, similar ao que viria a ser uma carga pontual
estacionaria para o campo de Maxwell. A corrente que simula tal fonte no modelo
(4.3) ¢é dada por

J=Q&x—-A) (4.44)

sendo Q uma matriz coluna e A a posicao onde a fonte se localiza. Vamos escrever

Q= <q1> . (4.45)
q2

Sem perda de generalidade, desse ponto em diante vamos tomar o vetor A como

a matriz Q na forma

tendo apenas componente nao nula perpendicular ao plano onde o potencial se con-
centra, ou seja, A = (0,0, A). Nesse caso, o primeiro termo no lado direito da
equagao (4.43) vai fornecer uma contribuigao divergente correspondendo & auto ener-
gia da fonte. Esse termo ja estaria presente mesmo na auséncia do potencial externo
e nao depende da distancia entre o plano onde o potencial se concentra e a fonte.
A contribuicao de interagao entre o potencial e a fonte é dada pelos termos
presentes na segunda, terceira e quarta linhas da equagao (4.43). A contribuicao
dada pela segunda linha ¢é nula, pois, por conta da funcao delta de Dirac, ela sera

proporcional ao fator 1 — sgn(a — A)sgn(a — A) = 0. De forma semelhante, a
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contribui¢do da terceira linha também é nula, sendo proporcional a sgn(a — A) —
sgn(a— A) = 0. Resta apenas a contribuicao da quarta linha, que serd proporcional

ao fator

(@ @) T (Ch) =0, (4.46)

q2

que também se anula.

Sendo assim, nao ha interagao entre o potencial e a fonte estacionaria no modelo
proposto. Até onde sabemos, esse é o primeiro modelo de campo interagindo com
potencial externo espacialmente localizado onda nao ha interacao entre o potencial

uma fonte estacionaria do tipo carga.

4.2 Sistema com duas cargas na presenca do po-

tencial

Nessa secao consideramos um sistema composto pelo potencial dado no modelo
(4.3) e duas fontes pontuais estaciondarias, como aquelas da equagao (4.44). A cor-

rente total nesse caso sera a soma de duas contribuicoes, uma de cada carga pontual
J=Ip+Jc=Qp ¢*x—-B)+Qc *x—C), (4.47)
onde definimos
Jp(z) = Qp 6°(x — B)
Jo(z) = Q¢ 6*(x — C) (4.48)

como sendo as correntes para cada uma das cargas em questao, localizadas nas
posicoes B e C.

Ao substituirmos a corrente total (4.47) em (4.43) vamos ter os chamados termos
diretos e termos de troca. Os termos diretos contém apenas contribuicoes exclusivas
de Jp e termos com contribuigoes exclusivas de J¢ (e do potencial, naturalmente).
Esses termos fornecem as auto energias da carga B e da carga C, além da energia
de interagao do potencial com a carga B, exclusivamente, e a energia de interagao
do potencial com a carga C', exclusivamente. Os termos de auto energia sao descon-

siderados, pois nao contribuem para a dinamica do sistema. Os termos de interagao
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entre cada carga, exclusivamente, e o plano sao nulos, como demonstrado no final
da secao anterior. Sendo assim, os termos diretos nao trazem contribuicao alguma
para a energia total de interacao do sistema.

Vamos entao nos concentrar nos termos de troca, ou seja, aqueles que envolvem
simultaneamente Jg e Jo.

A contribui¢ao da primeira linha da equacao (4.43), considerando-se apenas os

termos de troca, é dada pela integral

—y/m?+p| |z’ —y?|

d*p . e
E =— | &xd® /—| ipy) (x| =yy))
B / IR ACLE 4y/m? + p|

[(QIB Q23)53(X - B) <Q1c> 53(}’ -C)

qa2c

+(qic goc)0%(x — C) <q13> §(y — B) (4.49)

42B

Integrando em d*x e d®y, definindo os vetores paralelos ao plano onde o poten-
cial se concentra A = (A', A%,0) e B; = (B', B%,0), usando coordenadas polares
para pj, com 7 sendo a coordenada radial e ¢, a angular, e efetuando algumas

manipulacoes simples, podemos escrever

1 1 o e~ Vm2+r|B*~C?|
Eoint = —(q1BQic + @©2BG20) 5 (2r)? / rr /mZ + 1
0

2
2
/ dgpe’Bi=Cileos(@) (4.50)
0

A integral em d¢ em (4.50) é uma representagao da fungao de Bessel Jy, pois

2m
Jo(z) = 27T/ dgp =) (4.51)
0

sendo assim

1 oo 67\/W|B3fc3\ 27
/ drr Jo(r[Bj — Cy)
0

Eo Nt = —(q1BQ1c + @2BG20c)— T
0

dr

m = —um|B°—

= —(qBqic + QQBQZC)E/ du e |B? CQ‘Jo(m\/ u? — 1|BH — CHl) (4.52)
1

~ ., 2
onde efetuamos a transformacao de variavel u = (/1 + 5.
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A integracao acima fornece a funcao de Bessel K/, de acordo com a pagina 709,
férmula M0179a da referéncia [13],

1 2 —-1/4
Eo vt = —(qiBqic + Q2BQ2C)E\/;(W2|33 — C°P+m? B — CH|2>

K1/2(\/m2|B3 — C312 4+ m? B — CH|2> . (4.53)

Usando o fato de que

e’
Kypo(x) = \/;m (4.54)

e m*|B* — C?|* + m?|B), — C)|| = m?*|B — C|?, apés algumas manipulacdes simples,
podemos obtemos a primeira contribuicao para a energia de interacao do sistema
composto pelo potencial e as duas fontes

1 67m|ch\
Eoint = — (18010 + Q2BQZC)EW . (4.55)

Note que a expressao (4.55) nada mais é do que o potencial de Yukawa entre as
das cargas. Isso é esperado, pois essa contribuicao é obtida pela funcao de Green
livre (na auséncia do potencial) que esta relacionada com o campo escalar complexo
com massa.

A préxima contribuicao para a energia de interacao vem da segunda linha da

equagao (4.43),

d*py .
_ 3 3 Il X —
EL[NT—/d xd y/we P (x)—y|))

—/m* P (28 —al+ly®—al) 2
e Tom?

(1 — sgn(a — 2*)sgn(a — y3)>
4, /m? + pﬁ 1+ %

(05 @6)8°(x~ B) (q> ly - ©)

qa2c

+qre qc)8?(x — C) <q13> By —B). (4.56)

q2B

Procedemos agora de forma totalmente similar ao que fizemos para chegar ao resul-
tado (4.55). Integrando em d°x e d®y, usando coordenadas polares para d’p) e a

representagao da fungao de Bessel Jy (4.51), efetuando a transformagao de variavel
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u = /14 7;—22, usando a férmula férmula M0179a da referéncia [13] e efetuando

algumas manipulacoes simples, obtemos que

)\2

1 A N
Ey vt = (iBqic + (&B%C)Elf—mig (1 — sgn(a — B®)sgn(a — C3)>
16m2

o~/ (B3 =a[+]C3=a])+[B| =C)

V(B —a| +]C% —al)> + B —C?

(4.57)

A contribuicao (4.57) leva em conta a presenga tanto do potencial como das duas
cargas simultaneamente. Ele se anula quando ambas as cargas estao do mesmo lado
do plano onde o potencial se concentra, dado o fator (1 — sgn(a— B?)sgn(a— Cg)>.
Ele também se anula quando A = 0, o que ja é esperado, pois nesse caso nao ha
acoplamento entre o potencial e o campo.

Vamos para as tltimas contribuigoes para a energia de interagao, dadas pela linha
trés e quatro da equacdo (4.43), denotadas respectivamente por E, jyr ¢ E_ jnr.

Ambas podem ser tratadas simultaneamente e sdo dadas pelas integrais

d> .
Ei Nt = —/d?’xd?’y/ﬁelm(xw)

—/mPpR (P alHyP—a)
4am

3 3
(sgn(a —y°) £ sgn(a —x )>
4,/m2+pﬁ L+ o

[(%B 4B) I 5 (x — B) (CJIC) Sy - C)

e

qa2c

42B

+@re g0) 18°(x — C) <q13> 5°(y — B)

(4.58)

Integrando em d3x e d®y e tomando os produtos matriciais chegamos ao resultado

—./m 2(lz3—a 3_q
- B /d2p| A e Waes il{ [+ly®—al)
+,INT = —

im (_
¢1BGsc + ©2BGC)
(2m)2 1+ 255 4, fm? + p?

[(sgn(a —C%) + sgn(a — BS) - <sgn(a —C%) %+ sgn(a — BSH

=0, (4.59)
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ou seja, as contribuicoes Iy ryr sao nulas.
A energia de interagao total é dada pela soma de (4.55), (4.57) e (4.59),

Eint = Eont + Byt + Ex vt + E- vt

1 e—m\B—C|
= (qipqic + %B%C)E - W
A2
—l—w—miz (1 — sgn(a — B*)sgn(a — 03)>
1+ 16m?2

o~/ (1B —al+|C3—a])2+[B) —C |2

X
V(B —a[+[C® —a])2+ B — C]?

(4.60)

A dependéncia no parametro de acoplamento A é dada somente pelo fator mul-

tiplicativo
)\2

1f—m§2 (4.61)

16m?2
e seu comportamento pode ser observado na figura (4.2).
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

Figura 4.1: O eixo vertical indica o valor do fator (4.61) que modula a dependéncia

em A da energia (4.60). O eixo horizontal designa \/(4m).

Como ja mencionado anteriormente, a primeira contribui¢ao para a energia (4.60)
é a interacao direta entre as duas cargas e esta presente mesmo na auséncia do
potencial, quando A = 0. A segunda contribuicao é induzida pela presenca do
potencial e s6 nao se anula quando as cargas estao em lados opostos ao plano onde o
potencial se concentra. Quando A = 0, o segundo fator em (4.60) se anula. Quando

A — 00, a energia (4.60) se trona

1 e—m|B—C\

EINT|)\Hoo = (Q1BQ1C + Q2BQ2C)E - W
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e—m\/(|B3—a\+\C3—aD2+|B|‘—CH |2

V(B —al+[C?—a])2+ B — C 2

—i—(l — sgn(a — B¥)sgn(a — C’3)> . (4.62)

A massa do campo faz com que a energia de interacao caia exponencialmente.
Além disso, para a contribuicao oriunda do potencial, ainda temos um decaimento

devido ao fator (4.61), o que pode ser constatado na figura (4.2)

1.0
08
06
041

0.2

Figura 4.2: O eixo vertical indica o valor do fator (4.61) e o eixo horizontal designa
Am/ .

No caso de massa zero, m = 0, a expressao (4.60) se reduz a

1

Einrlm=0 = (ipic + Q2BQQC>E

L
B -C]

1
V(B —al +|C% —al)? + [B) — C)|?

. (4.63)

—|—<1 — sgn(a — B*)sgn(a — 03)>

As expressoes acima exibem dependéncia em diversas variaveis e sua analise deve
demandar um estudo minucioso da sua dependéncia em todas elas. Nesse trabalho
vamos nos restringir ao caso especifico do campo sem massa (4.63). Vamos ainda
tomar o potencial concentrado no plano 2 = 0, o que implica em tomar a = 0,
e considerar as cargas dispostas em uma linha perpendicular ao plano 2° = 0 e
equidistantes a esse plano. Sem perda de generalidade, podemos tomar para esse
setup, B = (0,0, R) e C = (0,0, —R), com R > 0. Com isso, energia (4.63) se torna

37



E interessante comparar o resultado (4.64) com a mesma situagdo na auséncia
do potencial (quando A = 0), onde teriamos

11

Ernrlm=op=0 = —(@18q1c + Q2BQ2C)Eﬁ . (4.65)

Com (4.64) e (4.65) podemos ver que a presenca do potencial na distancia média
entre as cargas muda o sinal da energia de interacao entre essas. Isso faz mudar
também o sinal e a natureza da forca entre as cargas.

Outra curiosidade muito peculiar do modelo é o fato de que a energia de interacao
entre duas cargas e o potencial ¢ finita, mesmo quando consideramos uma das cargas
no plano onde o potencial se concentra. Para ilustrar isso, vamos tomar novamente
um setup com as cargas dispostas em uma linha perpendicular ao plano z® = 0 e
considerar esse como o plano onde o potencial se concentra, o que implica em a = 0.
Sem perda de generalidade, vamos adotar um sistema de coordenadas onde B =
(0,0,R) (com R > 0) e C = (0,0,0). Dado o fato de que sgn(a — C?) = sgn(0) = 0,

a expressao (4.63) fornece

e

Usualmente, em modelos onde campos se acoplam com potenciais tipo delta, as

EinT|m=0 = (iBQ1c + G2BG%20) — =0. (4.66)

47

interagoes envolvendo fontes de campo pontuais estacionarias divergem quando as

fontes estao nas regioes onde os potenciais se concentram.
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Capitulo 5

Conclusoes, perspectivas futuras e

comentarios finais

Nessa dissertagao fizemos uma breve revisao do modelo de um campo escalar
interagindo com um potencial tipo delta de Dirac concentrado ao longo de um
plano. Abordamos o campo escalar complexo e com massa. Anteriormente, até
onde sabemos, problemas desse tipo s6 levavam em conta o campo real. A utilizacao
do campo complexo nao traz grandes novidades, uma vez que o modelo pode ser
decomposto em dois campos reais. No entanto, essa exposicao deve servir para
introduzir leitores nao especialistas no assunto, principalmente estudantes. Ainda
mais, nossa abordagem foi feita com o campo estruturado em uma forma matricial,
algo importante para o restante do trabalho, onde apresentamos resultados originais.

Posteriormente propomos um modelo onde o campo escalar complexo com massa
se acopla com um potencial externo de carater operatorial e localizado ao longo de
um plano. O potencial é do tipo Delta de Dirac, mas o acoplamento com o campo
se da por meio da corrente de Klein-Gordon. Esse tipo de acoplamento distingue os
dois lados do plano, pois a corrente tem uma estrutura vetorial.

O modelo exibe diversas peculiaridades, ainda nao observadas em nenhum mo-
delo considerado na literatura até o momento (até onde sabemos). Por exibir tanto
o préprio campo como sua derivada primeira, o termo lagrangiano de acoplamento
leva a uma equacao de movimento nao simétrica entre o campo e seu complexo
conjugado. Além disso, em uma abordagem matricial, a funcao de Green corres-
pondente é a inversa de um operador diferencial diferente daquele que observamos
na lagrangiana quando essa ¢ escrita em termos de operadores de segunda ordem.

Esse fato peculiar faz com que a energia de interacao entre o potencial e fontes ex-
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ternas nao possa ser calculada de forma trivial, como ocorre comumente em teorias
quadraticas.

Mostramos ser nula a energia de interagao entre o potencial e uma fonte andloga
ao que viria a ser uma carga pontual estacionaria para o campo eletromagnético.
Esse é um resultado surpreendente, pois até onde conhecemos, nenhum modelo desse
tipo exibe essa caracteristica.

Estudamos a energia de interagao obtida com a presenca do potencial e de duas
cargas escalares simultaneamente. Nesse caso hd uma interagao entre os trés agentes
envolvidos (duas fontes e o potencial). O resultado obtido tem uma estrutura com
diversos parametros e sua analise requer um estudo mais minucioso.

Vale mencionar que todos os resultados apresentados sao exatos, nao sendo ne-
cessario se apelar para métodos perturbativos para obté-los.

Quando ambas as cargas escalares se encontram do mesmo lado do plano onde o
potencial se concentra, entao nao tem influéncia alguma na interacao das cargas. No
caso contrario, quando as cargas estao em lados opostos do potencial, temos uma
contribuicao para a energia de interagao entre estas que depende de suas posigoes e
também da posicao do potencial.

No caso bem especifico do campo sem massa, quando as cargas estao em lados
opostos do potencial, equidistantes deste e localizadas em uma linha perpendicular
ao potencial, mostramos que a interacao entre as cargas é o inverso daquela que
seria obtida sem a presenca do potencial. Ou seja, o potencial pode inverter o sinal
da interacao entre as cargas quando colocado de forma equidistante a elas.

Quando a constante de acoplamento entre o potencial e o campo se anula, a
interacao entre duas cargas escalares é simplesmente a de Yukawa, como ja era de
se esperar. A medida que a constante de acoplamento aumenta, a contribuicao
introduzida pelo potencial também aumenta, atingindo seu maximo quando essa
constante vai a infinito. Mesmo nesse caso extremo, a energia nao diverge e tende a
uma expressao finita.

Pretendemos estudar a energia de interagao entre as duas cargas escalares na
presenca do potencial em diversas outras situagoes. Acreditamos que vamos obter
varios resultados ainda nao observados em nenhum outro modelo tratado até o
momento na literatura.

Devemos estudar a propria corrente de Klein-Gordon gerada por cargas escalares.
Resultados preliminares indicam que a corrente gerada por uma tnica carga pontual
estaciondaria é nula.

Pretendemos calcular a solugao de campo gerada por uma carga escalar pontual
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e estacionaria.

Sera fundamental considerar setups envolvendo o potencial e duas cargas, quando
as cargas nao estao dispostas em uma linha perpendicular ao plano onde o potencial
se concentra. Acreditamos que vamos obter um torque induzido no sistema nesse
caso. Também é imprescindivel fazer um estudo da forca atuante nos trés elemen-
tos desse tipo de configuragao e buscar por situagoes em que ocorram pontos de

equilibrio.

41



Bibliografia

1]
2]

3]

[4]

[5]

[10]

A. Das, Lectures on Quantum Field Theory, World Scientific (2008).
W. Greiner and J. Reinhardt, Field Quantization, Springer (1993).

W. Greiner, Relativistic Quantum Mechanics: Wave Equations, 3* ed., Springer
(1987).

F.A. Barone and F.E, Barone, Field theoretic description of partially reflective
surfaces, Phys. Rev. D 89, 065020 (2014). DOI: 10.1103 /PhysRevD.89.065020.

F.A. Barone and F.E, Barone, Field theoretic description of electromagnetic
boundaries, Eur. Phys. J. C, 74, 3113 (2014). DOI: 10.1140/epjc/s10052-014-
3113-y.

H.L. Oliveira, , L.H.C. Borges, F.E. Barone and F.A. Barone, Magnetoelectric
boundary simulated by a Chern Simons like model, Eur. Phys. J. C 81, 558
(2021). DOI: 10.1140/epjc/s10052-021-09356-6.

R.M. Cavalcanti, Casimir force between partially transparent plane mirrors,
(2002) [arxiv: hep-th/0201150].

M. Bordag, D. Hennig and D. Robaschik, Vacuum energy in quantum fi-
eld theory with external potentials concentrated on planes, Journal of Phy-
sics A: Mathematical and General, 25, 4483 (1992). DOI: 10.1088/0305-
4470/25/16/023.

G.T. Camilo, F.A. Barone and F.E. Barone, Interactions between delta-like
sources and potentials, Phys. Rev. D 87, 025011 (2013). DOI: 10.1103/Phys-
RevD.87.025011.

Kimball A. Milton, The Casimir Effect: Physical Manifestations of Zero Point
Energy, World Scientific (2001).

42



[11] Jodo Claudio Fernandes da Silva, Condi¢ées de Neumann generaliza-
das, Disseretacdo de Mestrado, Universidade Federal de Itajuba (2018).
https:/ /repositorio.unifei.edu.br/jspui/handle/123456789/1197.

[12] Everson Henrique Rodrigues, Campo de Lee-Wick na presen¢a de fronteiras
semi-transparentes, Disseretacao de Mestrado, Universidade Federal de Itajuba
(2020). https://repositorio.unifei.edu.br/jspui/handle/123456789/2145.

[13] L.S. Gradshteyn and .M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products, T%d.,
Elsevier (2007).

43



