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Resumo

Neste trabalho apresentamos quatro abordagens diferentes para problemas que envolvam si-
metria em configuragdes centrais. Para cada problema considerado usamos uma equagdo equi-
valente para configuragdes centrais. No final fazemos uma andlise dos métodos utilizados em

cada caso e comentamos as dificuldades em se utilizar métodos diferentes.

Palavras-chave: Problema de n Corpos, Solucio Homografica, Configura¢do Central, Sime-

tria.
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Abstract

In this work we present four different approaches for problems involving symmetry in cen-
tral configurations. For each considered problem we use an equivalent set of equations for
central configurations. At the end we make an analysis of the methods used in each case and
commented on the difficulties in using different methods.

Keywords: n Body Problem, Homographic Solution, Central Configurations, Symmetry.
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Capitulo 1

Introducao

A curiosidade é uma caracteristica inata do ser humano, e € por causa desta caracteristica
que ha muito tempo o homem j4 se perguntava como era a relac@o entre a Terra e o Sol. Muitas
foram as teorias levantadas sobre tal relacdo, até em 1666 Newton formulou a chamada Lei da
Gravitagcdo Universal [7] que determina como se dé a relagdo entre o Sol e os planetas, e muito
além disso trata da relacdo entre quaisquer corpos massivos.

A partir desta formulagdo surgiu o chamado problema de n corpos: Dado um sistema isolado
no espaco, formado por n corpos com massas mpy,my, ..., my interagindo pela lei da gravitacdo
universal, qual é a dindmica das posicoes destes corpos?

Newton resolveu este problema para o caso de n = 2. Depois Euler encontrou solucdes
colineares para n = 3 e Lagrange resolveu para n = 3, onde 0s corpos se encontravam nos
vértices de um tridngulo equilétero.

Observe que as solugdes de Euler e Lagrange sdo casos particulares do problema de 3 cor-
pos. Por algum tempo estudiosos tentaram resolver tal problema para n > 3, mas em 1887
Bruns provou que o problema de n corpos, para n > 3, nao pode ser resolvido por nenhum
método de quadraturas envolvendo as integrais de movimento algébricas usuais, vide [3].
Assim comecaram as investigagdes de solugdes particulares para o ,problema de n corpos.
Uma destas solugdes particulares € a chamada solu¢do homogréfica, que sdo aquelas onde a
configuracdo € preservada ao longo do tempo, a menos de homotetias e rotacdes. Pelo teorema
de Laplace temos que a cada instante numa solu¢do homografica, a configuracao dos corpos é
uma configuracio central, que é aquela onde a aceleracido de cada corpo € proporcional a sua

posicdo em cada instante. Abaixo segue a definicao de uma configuracdo central.

Definicao 1.1. Considere n corpos com massas my,my, ... ,my,. Uma configuracdor = (ry,ra, ...
onde r; é a posicdo da massa m;, é dita uma configuracdo central, se existe uma constante A tal
que

ii=Mri—c), Vi=12,...,n

1
onde ¢ = i Y ;mjri é o centro de massa do sistema, com M =Y ;m;. Equivalentemente, temos



que r é uma configuracdo central se,

kri:—zw parai=1,2,....n (1.1)
AT

onde rij = ||ri—rj].

Outra forma de escrevermos as equacoes (1.1) é

U ol
ar,- ari
mim;j . . 1 ) 4 .
onde U =Y, i —5— € o potencial Newtoniano e [ = — Y ;_ :m;m;r;; € o momento de inércia.
1<j rz M 1<J Jhij

ij
Muitas vezes, o uso das equagdes (1.1) para a resolucdo de problemas é um pouco compli-

cado, por isso temos algumas equacdes equivalentes para configuragdes centrais. Neste traba-
lho usaremos trés equagdes equivalentes para a resolug¢do de problemas envolvendo simetria em
configuracOes centrais.

Uma das equagOes equivalentes para configuragdes centrais sdo as chamadas equagdes de

Andoyer que sdo dadas por

fii="Y m(Ri—Rj)Aijk =0 (1.2)

paral <i< j<n,ondeR;; = 1/”53/' e Ajjk = (ri—r;) A (r; — i) que é duas vezes a drea orientada
do tridngulo formado por r;,r; € ry. Abaixo mostraremos a equivaléncia entre as equagdes de

Andoyer e as equacgdes (1.1).

Proposicao 1.1. Considere n massas my,mo,...,m, num mesmo plano e ndo-colineares, loca-

lizadas, respectivamente, em ry,ry,...,r,. Entdo o sistema

)\J"i = —ij—(rl;r])

A Fij

para 1 <i < j<n, éequivalente ao sistema

fii="Y m(Rix—Rj)Aijk =0 (1.3)
k#i,j

paral <i< j<n, ondeR;; = 1/ri3jeA,-jk: (ri—rj) N (ri—rp).

Demonstragdo. Suponha que n massas my,my,...,m, com posicdes ry,ry,...,r, formam uma

configuragdo central, ou seja, existe A > 0 tal que

7»7‘1' = — Z mkR,-k(r,- — l’k)
ki



para 1 <i<n. Tome j € {1,2,...,n} com j # i, assim

?\,l”,’ = Z mkR,k - I’k ijij(ri — I’j). (14)
k#i, j

Da mesma forma tomando i # jem {1,2,...,n} e para r; temos

)\‘rj: — Z mkRjk(rj—rk)—m,Rﬁ(rj—ri). (15)
k#i,j

Logo, subtraindo (1.5) de (1.4), temos

—rj)=— Y m[Ri(ri—ri) =R (rj—ri)] = [mjRij —miRij)(ri— ;). (1.6)
ki, j

Tomando o produto vetorial por (r; — ;) em ambos os lados de (1.6), temos

0 = — Z mk[R,-k(ri—rk)/\ (l’,’—rj) —Rjk(rj—rk)/\ (l”l'—l’j)]
k#i, j
= — ) m[RixAi; + Rt jii]
kL]
= — Y m[—Radijk +RjAij]
kL]
= Y me(Ric—Rj)Aiji
k#i, j
= fii

Portanto, f;; =0 paratodo 1 <i< j<n.

Por outro lado, assuma que f;; = 0 para todo 1 <i < j <n, ou seja,
Z mk(R,-k —Rjk)(ri — V‘j) A\ (7‘,’ — l”k) =0.
ki, j
A equagdo acima pode ser escrita como
Y mRu(ri—rj) A(ri—r) = Y, mRj(ri —rj) A (ri = ).
ki, j ki, j

Observe que inserindo o j-€simo termo na soma a esquerda, nao hd nenhuma alteracdo. Da

mesma forma se inserirmos o i-ésimo termo na soma da direita . Assim, temos
Y mRi(ri—rj) A (ri—ri) = Y meRji(ri A (ri = re)
k#i k#j

ou seja,

(r,-—rj) /\kaRik(r,-—rk) = kaRjk[ri/\(rj—rk) + (rj/\rk)]
k#i k#j



podemos escrever a igualdade acima da seguinte forma

F.
(ri—rj))A—= kaRjk[’"i/\(rj_rk)+(rj/\rk)]’
iz

onde F; € a forca sobre o corpo r;.
Podemos acrescentar —r; no dltimo termo do lado direito sem altera-lo, assim

F.
(}’l‘—l’j>/\—l.: kaRjk[ri/\(rj—rk)+rj/\(—rj+rk)].

=y
Assim,
F
(ri=rp) A== Y mR[ri A (rj—r) = rj A (rj—rp)]
i =
= Y mR[(ri—rj) A(rj—ri)]
k#j
Fj
= (I’i—rj)/\m—j
logo,
F; F;
WAL = (r—rIAN L
(ri—rj) m; (ri—rj) m;
o que implica
(rl-—rj)/\(iji—miFj):O (L.7)

abrindo o produto vetorial temos
r,-/\iji—ri/\miFj —rj/\iji—i—rj/\miFj =0

assim,
mjri/\Fi—mir,-/\Fj—mjrj/\F,~+m,~rj/\Fj =0
somando em j para j # i temos
(M—m,')l’,'/\E'—m,'ri/\ZFj— (Zmﬂj) /\F,--l—m,-er/\Fj =0 (1.8)
J# J#i J#i

onde M € a massa total do sistema. Como o centro de massa estd na origem do referencial temos

Ymirj = Y mjrj=—mr;. (1.9)
j J#i

Estamos trabalhando com um espago homogéneo e isotrépico e nosso sistema esté isolado,



entdo temos que as quantidades de momento linear e momento angular sdo conservadas, assim

YF=0 = YF=-F (1.10)
j j#i
€
Y (rinF)=0 = Y .(rjAF})=—ri\F. (1.11)
J J#i

Substituindo (1.9), (1.10) e (1.11) em (1.8) obtemos
Mri\NF;, —miri N\F; + mir; NF; +mir; N\F; —mir; N\F; = 0.

Assim, Mr; A F; = 0, o que implica que r; e F; sdo paralelas, ou seja, F; = A;r;, que pode ser

escrito como # = (A;/m;)r;. De (1.7) temos

m; m;
logo,
A Aj
(ir,—m—jrj)/\(r, rj)=0
Assim,
A ,
—=riArj——LriAr =0,
J J
m; m;
o que implica
A Aj
— - iNri) =0, VYV i,j.
(a2 )inm =0, Vi

Se r; for paralelo a r; para todo j # i a igualdade acima ¢é satisfeita, como a configuracao é ndo

colinear temos,

_— = = )\,
ni; m;
para todo i, j. Portanto,
i = \r;
paratodoi=1,2,...,n e portanto temos uma configuracdo central.

Uma consequéncia importante das equagdes de Andoyer é o Teorema do Perpendicular
Bissetor que é uma ferramenta muito util para determinarmos a ndo existéncia de configuracoes

centrais.

Teorema 1.1. (Perpendicular Bissetor) Considere uma configuracdo r = (ri,ra,...,r,) for-

mada por n corpos com massas mp,mo,...,m, positivas. Tome dois corpos nas posicoes r;



e rj, trace a reta que contém estes dois corpos e o perpendicular bissetor do segmento rirj,
como nas figuras 1.1 e 1.2. Estas duas retas determinam dois cones no plano. Entdo, se r é
uma configuracdo central, sempre que existirem massas em um dos cones abertos devem existir
massas no outro cone, ou seja, se as outras (n —2) massas estiverem localizadas em um dos

cones abertos, entdo r ndo é uma configuragdo central.

Figura 1.1: Nao é configurag@o central.

Demonstragdo. Consideraremos que as retas dividem o plano em quatro quadrantes orde-
nados ciclicamente, como usual. Consideraremos também que a orientag@o positiva do plano é
o sentido anti-hordrio. Sem perda de generalidade vamos considerar que os indices i e j sdo 1
e 2. Suponhamos, por contradi¢do, que as massas m3,my, . ..,m, estejam todas no cone aberto
formado pelo primeiro e pelo terceiro quadrantes, ou sobre o perpendicular bissetor, mas ndo
todas sobre o perpendicular bissetor.

Como, por hipétese, r € uma configuracdo central, temos que as equacdes de Andoyer sao
satisfeitas, em particular,

n
fiz =Y mi(Rix — Ro) Ao = 0.
k=3

Vamos dividir a soma acima em trés parcelas, a primeira com indice / para os corpos que
estdo no primeiro quadrante, a segunda com indice k para os corpos que estao no terceiro qua-
drante e a terceira com indice i para os corpos que estdo sobre o perpendicular bissetor. Assim

a soma fica,

Jiz =Y my(Riy—Rop)Aror + Y my(Rix — Rox) Aok + Y mi(Rii — Rai) A = 0.
1 k i



Figura 1.2: Uma possivel configuragéo central.

Observe que a tultima parcela € nula, pois Rj; = R»; para todo i. Na primeira parcela temos
que Ay > 0 e como ry; > ry; temos que Ry; < Ry, logo a primeira parcela € negativa pois
m; > 0 para todo [. Agora se observarmos a segunda parcela, temos que Ay < 0 e como
rix < rp, segue que Ryx > Ry, portanto a segunda parcela também € negativa, pois my > 0 para
todo k. Assim, temos que f12 < 0 o que € uma contradi¢do. Portanto, se existe uma massa em

um dos cones abertos, existe massa no outro cone.
[ |

Agora veremos as chamadas equagdes de Dziobek. Na Defini¢cdo 1.1 estamos considerando

o potencial Newtoniano, mas se considerarmos o potencial mais geral dado por
U= Zmim jS,‘ i
i<j
onde S;; = ||r; — r;||** com a < 0, temos que as equagdes (1.1) ficam
Mri—c) ==Y mj(ri—r))Si (1.12)
J#
onde ¢ é o centro de massa do sistema. Observe que tomando a = —3/2 temos o potencial New-

toniano e voltamos para as equacdes (1.1). Para deduzirmos as equacdes de Dziobek usaremos
as equacoes (1.12).

Definicao 1.2. Uma configuragdo de Dziobek é uma configuragcdo de n particulas com massas



ndo nulas, tal que existe um vetor ndo nulo A = (Ay,...,A,) € R" de forma que

Al +A+...4A, =0
{ L+ A2+ A (1.13)

Ari +Mrp 4.+ A, =0
e tal que para algum par (€,1) € R? vale

S,’j :&—l—ndidj

A
my

onde dj, =

Observacao 1.1. Dada uma solucdo ndo nula do sistema (1.13), podemos deduzir todas as

outras solugées através de multiplicagcées por escalar.
Proposicao 1.2. Toda configuragdo de Dziobek é uma configuragdo central.

Demonstragdo. Seja (ry,...,r,) uma configuragdo de Dziobek, ou seja, existem &, € R tais

que S;; = &+ nd;d,. Fixe um indice i. Assim,
ME(ri—c) = Mﬁri—Qijrj
= Zm]r, Zm]r]
= Zéml —rj)

J#i

= ) (Sij—ndidj)m;(ri—r;)
J#

= YomSylr—r)-nY o — 1))
J#i 7 ’"J

= Y m;Sij(ri—r)) —ﬂ—i, <2Aj(’"i - ”j))
J#i M\

A,

= LmSi(ri=rp)=n | n ) A= Y A
J# AN j

= ijSij(ri - rj).
J#i

Logo, tomando A = ME, temos que a configuragio (r1,...,r,) é uma configura¢do central.

Proposicao 1.3. Toda configuracdo central de n corpos em dimensdo n—?2 é uma configuragdo
de Dziobek.



Demonstragdo. Seja (ry,. .., r,) uma configuragdo central, entdao

1
0 = ijSij(ri_rj) —7\, (I’i—M;WLﬂ’j>

i#i
1 1
= ijSij(ri—rj)—k Mijri—Mijrj
J#i J J
A
= ijSij(ri—rj)—Mij(ri—rj)
J#i J#i
A
= Y mi(Si—3)(ri=r))
J#
=), mSi(ri—r)),
J#i

onde S‘,-j =8;j— % Além disso, usando (1.13) temos que

ZAj(ri—rj) = ZAjri_ZAjrj =0.
J#i J J

Pela unicidade de A = (Ay,...,A,) a menos de uma constante multiplicativa, temos que existe

0; € R tal que GiAj = mjgij. Entao

m,-ijij = mjmiSji = m,-eiAj = mjejA,-

Aj A;
= 9,-—’ = Gj—‘

m; ni;
= eidj = ejd,

Olhando para a matriz
7 6 ... 6,
di ... dy
vemos que seus subdeterminantes de ordem 2 sdo nulos, logo o posto de J é no maximo 1, mas

como existe pelo menos um d; = % que nido € nulo, segue que o posto de J é exatamente 1.
1

Logo, existe u € R de forma que 0; = ud;. Assim,

. . A,
ijij :/Jd,'Aj = S,‘j :,ud,'m—j
= Svij:,udidj
A
= Sij— = pdid,
A
= S,’jZA—/[—F,Udidj.

Logo, tomando & = 1%1 e M = u, temos que (ry,...,r,) é uma configuragdo de Dziobek.
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Na Proposicao 1.3 vimos que uma configuragdo central de dimensao n —2 € uma configuracao
de Dziobek onde § = % €M = u, ou seja,

=u . (1.14)
mi;m;
As equacdes (1.14) sao chamadas de equagdes de Dziobek.

Neste trabalho vamos discutir quatro trabalhos que envolvem simetria em configuracdes
centrais utilizando quatro abordagens diferentes: as equagdes de distancias relativas, as equacoes
de Dziobek, as equacdes da definicao de configuracdo central e as equacdes de Andoyer.

No Capitulo 2 vamos usar as equagdes de distancias relativas para mostrar que dados quatro
corpos com massas iguais em uma configuracdo central planar, sempre havera simetria, sendo
a configuracdo convexa ou nao.

No Capitulo 3, usamos as equagdes de Dziobek para mostrar que dada uma configuracao
central convexa de quatro corpos, essa configuracdo € simétrica com relacdo a uma diagonal se,
e somente se, as massas que estdo na outra diagonal sdo iguais, e além disso, se a configuracdo
ndo € simétrica com relacio a uma diagonal a menor massa da outra diagonal estd mais préxima
dela. No final do capitulo vemos que neste caso o uso de outras equagdes diferente das equacdes
de Dziobek ndo € viavel.

No Capitulo 4, veremos que dada uma configuracdo planar concava simétrica de quatro
corpos, onde trés deles estdo no vértice de um tridngulo isdsceles e o outro é colocado sobre
o eixo de simetria e dentro do tridngulo, entdo existem duas regides abertas e limitadas onde
esta configuracdo € uma configuracio central e as massas sao unicamente determinadas. Neste
caso usaremos as equacgdes da definicdo de configuracdo central, mas no final veremos que
este problema pode ser abordado com as equagcdes de Andoyer e isto facilita a discussao do
problema.

No Capitulo 5, trabalharemos com configuracdes empilhadas de cinco corpos, ou seja, con-
sideraremos uma configuracao central colinear de trés corpos e acrescentaremos mais dois cor-
pos de maneira simétrica € vamos mostrar para que valores de massas esta nova configuracao €
uma configuracio central.

No final desta dissertacdo faremos uma andlise das abordagens escolhidas para cada pro-

blema estudado.



Capitulo 2

Configuracoes centrais planares de quatro

COrpos com massas iguais

Neste capitulo vamos estudar o trabalho de Albouy [1] sobre as simetrias das configuracdes
centrais de quatro corpos com massas iguais, tanto no caso convexo (Figura 2.1) como no
caso concavo (Figura 2.2). Neste primeiro caso que estudaremos, vamos usar as equagoes de
distancias relativas para mostrar que sempre que tivermos uma configuragao central com quatro
massas iguais haverd simetria.

Sejam my,my, m3,my as massas de quatro corpos nas posicoes ry, 2, 13, r4, respectivamente.
Considere r;; = ||r; — r}||, para i # j.

Para facilitar a notacdo denotaremos por Aj,Ay,Az e A4 as éreas orientadas dos tridngulos
(2,3,4),(4,3,1),(1,2,4) e (3,2,1), respectivamente, pois ndo usaremos os indices das éreas.
Tais areas satisfazem

A +A+A3+A4=0. 2.1

De fato,

Al +M8+A3+As = Aoza+Ag31 + A2+ Az

= (rn—r3)AN(r2—r4)+(ra—r3) N(ra—r1)
+(r1—ra)AN(ri—ra)+(r3—ra) A(r3—ry)

= MArR—MNAr4—rArn+rmnANri+ri\Nro—ras\Nri —r3Ara+r3/A\r
+r A —rAra—nmnArn+mnAra+rnArn—rAri—rnArys+rnAr

= 0—nrAra—rmArn+rAras+0—ryAri—r3A\ra+r3Ar
FO0+raAri—rmAri+rmArn+0—rArn+rnArn+rnAr

= 0.

Estamos interessados em uma configuragdo planar, isto equivale a nulidade do determinante

11
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my

Figura 2.1: Uma configuragdo central planar convexa de quatro massas.

m,

Figura 2.2: Uma configuragio central planar ndo convexa de quatro massas.

de Cayley, que € o volume do tetaedro formado pelos quatro corpos e € dado por,

1 1 1 1
0 ”%2 7123 r%4

2 2 2
rp 0 ry 1y
2 2 2
riz iz 00y

%]
|
— e e O

2 2 2
"4 Ty T34 0
ou seja, queremos S = 0.
Dziobek obteve a partir de investigacdes analiticas que
aS
—5 = 32AiA;. (2.2)

- =
arl.j
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Normalmente consideramos o potencial Newtoniano dado por

n;m:;
U=y —~
i<j Tij

Mas aqui consideraremos um potencial mais geral dado por
— N
U= Zm,mjw(rl-j).
i<j

onde y € uma fungio real, onde ' seja crescente e concava. Observe que se ¥ : R — R ¢ dada
1 . .
por y(x) = x~ 2, temos o potencial Newtoniano.

O momento de inércia é dado por
1 2
I=— Zmimjrij,
M =~
1<j

onde M = m| 4+ my +m3 + my. As configuracdes centrais satisfazem

oUu oS ol

— = U—F+A— 2.3
arizj “arl.2j+ arl.zj’ (23)

para algum A,u € R, neste caso precisamos de mais um multiplicador de Lagrange u, pois
estamos restritos ao caso planar.
Assumindo que m| = my = m3 = myq = m temos
oUu

2 = mim ' (rf;) = m*y/ (rf})

ol 1 , m

— = —m" = —.
argj 4m 4
Assim, por (2.2) e (2.3)
mAy (1) = uB2AA ) + x%

tomando v = 3}%‘ e& = im temos que
V(1) = vAid; +E. (2.4)

As coordenadas baricéntricas de r; em relacdo a rp,r3 € r4 sdo

—Ay —A3 —A4
AN AL )
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ou seja,

rn = r+ r3+ r4. (2.5)

Observando a seguinte quantidade
O=Air1-r1+Mr-r+A3r3-r3+A4rs 14
e usando as equacdes (2.1) e (2.5) temos

O = 2A1r1-r—Air1ori+ A+ A3z r3 4+ Agrg -1y
= 2r-(Arr) = A ri HAory -+ A3r3 13 Agrg o1y
= =2r-(Aory+Asrs+Aqra) + (Ao + A3+ Ag)ry-ri +Aora -1+ A3rs 13+ Agra - 1y
= MNp(ri-ri=2r1-r+rrn)+As(ri-ri—2r1-r3+r3-r3)+Aa(ry-ry —2r1 - ra+rg-rg)
= Mo(ri—r)-(rn—nr)+A3(r1—r3)-(r1—r3) +As(ry —rq) - (r1 —ra)

2 2 2
= Azl’lz +A3r13 +A4r14.

Fazendo o mesmo processo para os outros termos A;r; - r;, para i = 2, 3,4 temos

2 2 2 2 2 2
Azrlz +A3r13 +A4r14 = A1r12 +A2r23 +A4r24
2 2 2

= A1r13 +A2r23 +A4r34

2 2 2
= A1r14+A2}’24+A4r34.

Observe que S € homogénea de grau 3, logo pelo Teorema de Euler temos

oS
i<j arij
Assim, como S = 0 e usando (2.2) temos
Y AAr; =0. (2.6)
i<j

Sejam a = r2,,b = r};,c = r}y,d = r3;,e = r3, € f = r3,. Entdo, as equagdes (2.3), (2.4) e

(2.6) implicam
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b c + f e d = 2 f e d .(2.7)
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Definicao 2.1. Dizemos que uma configuracdo planar é

® convexa se
Al <A <0< A3 <Ay

® ndo convexa se
Al <0< A <A3< A4

Qualquer configuracdo pode se enquadrar em um destes dois casos, por renumeragdo dos

vértices e escolha da orientacao do plano.
Definicao 2.2. Dizemos que uma configuracdo planar é simétrica se

2 2 2 2
FMp=Ti3 € I3y ="y,

ou
2 2 2 2
FMao=7"3q € TIj3=1717.

Lema 2.1. As configuracées centrais planares satisfazem
AsAy — A A = (A2 +A3)(A2 +A4)
Demonstragdo. Usando a identidade (2.1) temos,

(A +A3) (A4 Ag) —A3As +A1Ay = A3+ Aoy +AsAy +AsAg — AsAg+ A Ay
= M(A+A3+Ay)+A 1A
= —AA+AA,.
= 0

Lema 2.2. Todas as configuracoes planares ndo simétricas satisfazem
A<M <A3<Ay e A+A4<0<A)+As.

Isso pode ser facilmente visto nas Figuras 2.1 e 2.2.
Teorema 2.1. Toda configuracdo central planar e convexa de quatro massas iguais é simétrica.

Demonstracdo. Assuma que tenhamos uma configuragdo central convexa com quatro massas

iguais e nao simétrica. Assim pelo Lema 2.2 temos que

Al <Ay < Az < MAg4. (2.8)
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Multiplicando (2.8) por A que € negativo, temos
AT > A1As > AjA; > AAy.
Assim por (2.4), temos

v'(r,) —§& - V() —§ N V() =8
A% A% A%

Como v € positivo temos
2 2 2
V(1) > W (r13) > W (r1y).-
Logo,

2 2 2
My >133 > T4

pois, Y é crescente.
Da mesma forma multiplicando (2.8) por A, que € negativo, pois por hipdtese a configuragao
€ convexa, obtemos

2 2 2
1) > 3 > g-

Agora, multiplicando (2.8) por Az e A4, que sdo positivos obtemos

2 2 2
3 <ry3 <T3y

2 _ 2 _ 2
Flg <124 <7134

Até aqui conseguimos as seguintes relacoes

2 2 2 2
g <1z <rz3 <Trp,

2 2 2 2
g < Iy < 3 < r3g.

Entdo, para conseguirmos ordenar todas as distancias mutuas precisamos encontrar uma relagao
entre 3, e r%4 e uma relacdo entre r%3 er3y.

Pelos Lema 2.1 e 2.2 temos que

A3Ay — A1y

Al +A4 <Ay+A3 = At A
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Assim
AsAs—A1Ay > (Mg +Ag) (A1 +Ag)
= MMy +AAL+ A AL+ A]
= AAy + A4 (A1 + Ay +Ag)
= A1A)+A3A4.
Logo,
ANy < A3\

o que implica que r%z < r§4. Além disso, como A} < Ay e A3+ A4 > 0, temos

A1A3 +A1Ay < ApAsz + Aoy (2.9)
e como A3 < Ay e A+ Ay <0, temos
AAL+ Ay + Ay < AjA3 + AAs. (2.10)

Subtraindo (2.9) e (2.10), temos
A A3 <2M0Ay4,

o que implica, r%3 < r%4. Portanto, temos a seguinte ordem
2 2 2 2 2 2
g < s <r24 < 3 < I51) <l"34.

Agora, utilizando a ordem que conseguimos, vamos estimar o sinal dos determinantes envolvi-

dos na equagdo (2.7). Seja

1 1 1
A=| o |
V) W) W)
1 1 1
B= ’"%4 r%4 ’"33 d
V(rh) W(r) V()
1 1 1
C= ”%4 r%4 r§3
V(3 V() V(r3)



Assim,
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i3V (ra) + riaW (1) + W (r3) — s (i) — ria W (r) — rig W (ri3)
i3 (W (rfa) =W (1) + ria (W' ( %2) W (r3)) + i (W (rf3) — W (r14))
s (W (ria) =W (r13) + i3 (W (r53) =W () + i (W () — W (r3)
+r (W (rf) = ' (ry))

(W' (r53) =W (1)) (it = ri3) = (W' (r12) = W' (r3)) (rfa — r3)-

Como y € concava, olhando para W restrita ao intervalo [r%4, r%z], temos que esta restricao

0 & el 2 2
ainda é concava e como 175 € [r7,,7%,], temos

Logo,

V() =W (i) o W) =W ) V() W ()
r%3_r%4 - r%z_r%zl - r%?,_r%z
A = (\I’/(r%3)—\|’j(r14))(712 r%3)—(\Pj(r%z)—‘l’/(rw))(”lz 3)
> (\I’/(rfs)—‘ilj(r14))(r12 r%3)—(‘JJJ(F%3)—W,(?14))(”12 3)
= (r%z— %3) 0

I
e

Agora como Y € crescente temos que

B =

)— r24\|f' r12 ”%4\If’(r%4)—r%3\l/(”%3)
V() + 34 (W (r13) — W' (ri4))
W (rh)) + 53 (W (1) — W' (r3))

4V (1) + 153V (rf) + 3V (1)1
(W (i) =V (r12) + 23 (W' (1) —
raa (W (ria) =W (r13)) + 74 (W (r13) —
+r3 (¥ (r13) =W (rf4))

(W (r13) =W (r1a)) (P = r30) + (W' (r12) = W' (r13)) (733 — r34)
0.

Por dltimo vamos estimar o sinal de C. Observe que,

C

24V (133) + 153V (134) + 134V (134) — 134V (134) — 134V (r33) — 153 W/ (r3)
4 (W (r33) = V' (r34)) + 153 (W' ( %4) W (r34)) + 134 (W (r34) — W (r33))
(W (33) =W (r34)) + 35 (W (r34) = W' (133)) + 133 (W (r23) — W' (r34))
+r3 (V' (734) — W (r33))

(W' (r23) =W (732)) (734 — r23) + (W' (733) = W' (r34)) (133 — 34).-
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Novamente, usando o fato de  restrita ao intervalo [r3,,73,] ser concava, temos que 133 €

[r§4, r§4] e assim

w’(r§3) —\|/(r§4) > W’(’§4) _‘V/(”%O > ‘l’/(rﬁs) —\p’(r§4)
2 2 = 2 2 = 2 2 :
r33 =14 34 =14 I3 =134

Logo,

C = (V(33) =W (r3))(r3s—133) + (W (r33) =W (r34)) (r33 — r34)
—(r33 = r3a) (W (r33) = W (r34)) + (r23 — i3 (W' (r23) = W' (134))
= (r53—r3y) 0

= 0.

IN

Assim, temos que A+ B > 0 e C < 0, mas isto contradiz a equagdo (2.7), que garante

A+ B =2C. Portanto, a configuracao € simétrica.
|

Teorema 2.2. Toda configuracdo central planar e ndo convexa de quatro massas iguais é

simétrica.

Demonstragcdo. Suponha que tenhamos uma configuracado central planar nao convexa de quatro

massas iguais e ndo simétrica. Assim, pelo Lema (2.2) temos que,
A <Ay <Az < A4 (2.11)
Multiplicando (2.11) por A; que é negativo, temos
A1Ay > A1A3 > AjAy.
Usando (2.4) como na demonstragao do Teorema 2.1 obtemos
r%z > r%3 > r%4.

Da mesma forma, multiplicando (2.11) por A, que € positivo, pois a configuracio € nao convexa,
obtemos

2 2 2
I51) < 3 < ny.

E por dltimo multiplicando (2.11) por A4 que também € positivo, obtemos
2 2 2
Fla <7124 < T34

Assim,

2 2 2 2 2 2
Fia < T3 < Ty <13 <13y <713y.
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Considerando A, B, e C como na demonstracao do Teorema 2.1, temos que A > 0, pois a ordem

das distancias mutuas envolvidas neste determinante, ndo se alteram. Por outro lado temos que

C = W (r5s) + W (r3a) + W (r3g) — 154V () — r3aW (r3) — 13 (734)

= (W (r53) =W (r3a) + 155 (W (34) = W' (r39)) + 3 (W (r34) — ' (133))

= 5V (133) =W (152)) + 24 (W (r4) =W (134)) + 153 (W (r34) — W (r34))
+r34 (W (r2) =V (r33))

= (\I’/(r%3) —q/(r%4))(r§4 - r%4) + (‘I/(r%zt) —\Ifj(r§4))(”%4 - r%3)-

Como V é cdncava no intervalo [r2,,72,] € 133 € [r3,,73,], temos que

‘Vl<r%4) —q;’(r%3) > ‘l’/(r§4) _\V,(r%3) > ‘V/(r%4) —\p’(r§4)
2 2 = 2 2 = 2 2 :
F3q — 133 34 — 13 T4 =134

Assim,

C = (1|/(r§3) - W’(V%4))(r%4 - V§4) + (\Ifl(r%4) - ‘I’/(”%4))(r%4 - ”%3)
> — (Y (r24) =W (34)) (r34 — 133) + (W (r34) = W/ (r34)) (r34 — 133)
= (r%4—r%3)-0

0.

Fixando os nimeros ' (r3;), W' (r3,) e W/ (r3,), vamos considerar a regido do espago (x,y,z)

definida pelas desigualdades abaixo

1 1 1

x<y<z € Z y X > 0.
2

V(r3) V() v (3)
Observe que o ponto (r35,73,,73,) pertence a esta regido.

Agora o que faremos € tentar contradizer (2.7). Para isso, mostraremos que a forma linear

1 1 1 1 1 1
F=2 F4 y X - Z y X (2.12)
V(i) V(3) V(33) V(i) V() W)
€ negativa na regido definida.
Observe que se x =y = z temos que F' € nulo. Mostremos que F' € negativo nos semi-planos
de fronteira da regido acima definida e portanto serd negativo em toda a regido. Os semi-planos

de fronteira serdo x = y e onde o determinate que define a regido for nulo, ou seja, onde o ponto
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(x,¥,z) for um miltiplo de (1,1,1) ou de (W' (r3,),¥ (r3,), V¥ (r33))-
No plano x =y, temos que F é dado por

F o= 2k (r3) =W (r2)) +y (W' (r33) =W (1)) +2(¥ (r34) = V' (133))]
—[(W (rf) =W (r53)) + y(W (rfa) = W (1)) +2(W (r13) = W' (1))
= 20(W'(r33) =W (534)) +22(W (r3g) =W (r33)) = x(W (1) — W' (r12))
—2(V(ri3) =V ()
= 2(¥(r34) =W (r33)) (2= %) + (W (r}4) =¥/ (r13)) (2 — )
= (z—x)(2¥/(r3g) =29/ (r33) + W/ (r1y) = V' (r13)).

Como na regido temos que x < z, o sinal de F' € igual ao sinal da expressdao que multiplica

z—x. Usando (2.4), temos que
(2'(r34) = 2W (r33) + W (r1s) = W' (r13)) = V[240Aq — AsAs + AjAg — Aj Ag).
Sabemos que Vv € positivo, logo o sinal da expressao que estamos interessados ¢ 0 mesmo de

2M0A4 — M A3+ A Ay — AA; = 2A2(A4—A3)+A1(A4—A3)
= (2A2+A1)(A4—A3).

Observe que Ay — Az > 0, e além disso, usando (2.3), temos

20 +A1 = 2A0—Ay— Az — A4
= A)—A3—A4
< 0.

Portanto, F' € negativo no semi-plano x = y.
No outro semi-plano temos que (x,y,z) € um multiplo de (y/(r3,), ¥ (r3,), W' (r33)), pois no

outro caso temos x =y = z € ja sabemos que F = 0. Assim temos que

1 1 1
F=- Z y X

v(rh,) (k) v(rk)

Sem perda de generalidade, podemos tomar (x,y,z) = (W' (r3,),¥'(3,), ¥ (r3;)), assim
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Usando (2.4), temos
1 1 1

F=-—V| A3Aq AoAy AoAs
A]A2 A]A3 A]A4

Logo,

F = —V[AIAA]+AIASA; + AjAIAG — Aj A AL — AjAAT — A ArA]]
= —VAI[AF(Ay — A3) + A3(A3 — Ag) + Ad(Ag — AY)].

Sabemos que —VA; > 0. Suponha que A3(Az — Az) +A3(As — Ay) + A3 (Ag — Ay) > 0, assim,

A (A3 —Ay) AJ (A3 — Ag) + A3 (A — Ao)
A3(A3 — Ag) +A3(Ag— Ay)

= A(A3—A).

<
<

Logo, A4 < Az, 0 que é um absurdo, pois por hipotese A3 < A4. Entdo, F' < 0 em toda a fronteira
da regido, logo F' < 0 na regido o que como vimos € uma contradi¢do. Portanto, a configuragao
¢ simétrica.

|

Concluimos, entdo, que sempre que tivermos uma configuracao planar de quatro corpos com
massas iguais, teremos simetria. Mas isto ndo é verdade se aumentarmos o numero de massas
ou mudarmos a dimensdo. Observe que a convexidade e a concavidade foram extremamente
importantes para a demonstragdo dos resultados, mas como coroldrio do Teorema do Perpendi-
cular Bissetor, temos que as configuracdes de quatro massas no plano podem ser divididas em
convexas e nao convexas.

Aqui utilizamos uma formulacao das equagdes de distancias relativas, pois trabalhamos com
um potencial que ndo € o Newtoniano. Mas mesmo que utilizdssemos o potencial Newtoniano,
e tentdssemos uma abordagem, por exemplo com as equagdes de Andoyer, teriamos um trabalho

muito grande, pois teriamos que resolver o seguinte sistema

fiz = m(Ri3—Ro3)A123+m(Ri4 — Roa)A124 =
fiz = m( ) ( )
fia = m( ) ( )
f23 = m(Ri2—R13)A231 +m(Ros — R3s)Ax3a =
faa = m( ) ( )

( ) ( )

f3a = m(Ri3—Ri4)A341 +m
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que ndo tem nenhum tipo de caracteristica que possa diminuir o nimero de equacdes e se tentar-
mos resolver utilizando a ordenacdo dos rizj que conseguimos nas demonstragdes dos teoremas
acima ndo chegamos a lugar nenhum, pois nao conseguimos mostrar as igualdades necessarias
para provar a simetria. O mesmo ocorre se tentarmos utilizar as equagdes da defini¢do.

Por outro lado, se assumissemos a simetria podemos facilmente mostrar a igualdade das
massas usando as equacdes de Andoyer. De fato, consideremos primeiro o caso convexo, entao

temos as seguintes simetrias: rjp = r34, 13 = 34 € {4 = 3. Assim,

fiz = m3(R13—R23)A123 +m4(Ri4 — Ros)A124
= —(m3—my)(R13—R23)A123
= 0.

Observe que Ajp3 # 0, logo m3 = my ou R13 = Ry4. Se R13 = R4 temos que a configuragio
¢ um quadrado, mas quando isto acontece temos que m| = my = m3 = m4 como mostram Mello,
Chaves e Fernandes em [6]. Logo, m3 = m4. Da mesma forma, por f>3 = 0 temos m| = my e
por f34 =0 temos m| = my. Portanto, m|; = my = m3 = my4. De maneira andloga mostramos para
o caso concavo. Assim, dependendo do problema que estamos estudando, a abordagem a ser
feita pode tornar o problema simples ou complexo. No préximo capitulo vamos nos concentrar
apenas nas configuragdes centrais planares convexas de quatro corpos e estudar a relacdo entre

as massas e as caracteristicas geométricas da configuracao.



Capitulo 3

Simetria das configuracoes centrais

planares convexas de quatro corpos

Neste capitulo estudaremos o trabalho de Alain Albouy, Yanning Fu e Shanzhong Sun

[2] que fazem uma discussdo da relacdo entre as massas e as propriedades geométricas das

configuragdes centrais simétricas.

Mostraremos que no problema de quatro corpos planar, uma configuracao central convexa

¢ simétrica em relacdo a uma diagonal se, e somente se, as massas da outra diagonal sdo iguais.

Além disso, se duas massas em uma diagonal nio sdo iguais, entdo a menor massa estd mais

proxima da outra diagonal. Para isso usaremos as equacgodes de Dziobek.

Sejam ry,...,r,, as posicdes em um espaco euclidiano de n particulas com massas my, ..., m,

positivas, respectivamente. Considere Sy = Sy; = ||r; — r¢|*“, onde a < 0.

Aqui consideraremos o potencial dado por

U= Zmiijij.

i<j

Observe que tomando a = 3/2 temos o potencial Newtoniano.
L

Neste caso temos que se M = mj + ...+ m, é a massa total e rg = M(m1r1 +.. o myry) é

o centro de massa, as equacdes de configuracio central ficam

Ari—rg) = kaSik(r,- —ry), paraalgum € R.
it

Sempre temos A > 0.
Usaremos as equagdes de Dziobek que sao dadas por
A AA;

Sij—— = :
Y M 'um,-mj

24

3.1
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Observe que a quantidade

A=Arlx—r]P+ ... 4 Allx— 1]

nao depende de x. De fato,

A

Allx—ri]]2+ ... 4 Aullx — r?
Af(x—ry)-(x=r)+...+A(x—1y) - (x—1y)
Af(x-x—x-ri—rp-x+ri-r)+...+ A x-x—x-ry—rp-x+r,-1p)
X-x(Ar 4. +A) —x- (A + .o A Agrn) — (Arr 4+ Aprn) - x
+Ary 4. Aty 1y

Ary-ri+.. Ay .

i s — || 112 4 g i S
Seja s;j = [|ri — r;||*. Estd claro que s;; = s; € considerando t; = Y ;.+; Ajs; j, temos

pois,

Assim,

Logo,

hHh=bh=...=1

= Aisiit.. +HAim1Si-1) FAir1Sip1) -+ AnSin

— e (ZAJ'> - (ZAjrj> - (ZAjrj-> ri+ Y Ajrjr;

J#i J#i J#i J#i

= —Airi-ri+2A,-r,--r,~+ZAjrj-rj

J#
n
= ZAkrk-rk.
k=1
0 = ti—1;
= ) Asic— ) Nisje
kFi k£ j
- Ajsij+ Z Aksik_Aisij_ Z Aksjk
ki ki, j
= (Aj=A)sij+ Y, Aelsic—sjx)-
ki, j
ti—tj=(Aj—A)sij+ Y Ac(sik —sjx)- (3.2)

ki j
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Lema 3.1. Para uma configuracdo central de n corpos de dimensdo n — 2, a desigualdade

(ﬁ_ﬁ> (Ai—A;) >0

n; mj
é vdlida para quaisquerie j, com1 <i< j<n.
Demonstragdo. Sabemos que a < 0. Entéo, s; — s j; tem o sinal de sjfk — s%, mas por (3.1) temos

Sk =ik = Sjk— Sik
A AN, A AN

M 'umjmk M 'umimk
Ay (Aj A,->

= ‘Ll— —_ .
mj \m;j ni;

2
Ax <ﬂ_Ai
i

Assim, Ag(six — 5 jx) tem o sinal de Hong \omy ﬁ> , que tem o sinal de u (m—j - Wl,) - L0ogo,} x; Ar(sik—
4 A
mj m;
. A; : o
sua vez tem o sinal de ,uﬂ (—'f — ﬁ) Como pelo menos um par de Als tem sinais opostos,
my \ mj mj 1
Ai

m;

(ﬁ _ﬁ> (Ai—Aj) > 0.

m; m]-

$jk) tem o sinal de yﬁ—l’]‘c ( ) Sabemos que (A; —A;)s;; tem o sinal de (A; — A;) que por

temos que u < 0. Logo, (Ai—Aj) e (£ — ’i—j) tem o mesmo sinal, ou seja,

Podemos restringir o nosso estudo ao das configuragdes centrais normalizadas, escolhendo

a normalizacdo A = M. Olhando para a equagao
—f,‘ = 7\,(7‘1' - I’G)

vemos que podemos obter uma configuracao central normalizada de qualquer configuragdo cen-
tral através de uma mudanca de escala.

Configuracdes centrais normalizadas satisfazem

AiA;
sij—1=u =
m;m;
Vimos que (Ay,...,A,) é definida por um tnico vetor a menos de multiplicagio por escalar. Po-

demos fixar este fator e remover o parametro u, que pela demonstracdo do Lema 3.1 é negativo.
Assim, para uma configuracio central normalizada de dimensdo n — 2, associamos um Unico

vetor (Ay,...,A,) € R" satisfazendo (3.1). Logo, pelas equagdes de Dziobek temos

AANE 1
sl.j:< L) f) L=t (3:3)

m;m; a
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Como s;; > 0, temos que A;A; < m;m;. Assim, conhecidos os Aés podemos encontrar as

distancias mutuas.

Lema 3.2. Sejam p e pa nimeros reais satisfazendo p; < p2 <0 e p1p2 < 1. Tome p €
(P1_17+°°) e o € (—0,0). Considere

si2 = (1-p1p2)?,

s13=(1—-p1p)%,
523 = (1 —p2p)?,
A(p1,p2,p) = (P2 —pP1)s12— (P14 p2) (513 — $23).

Entdo, A(p1,p2,p) > 0.

Demonstragdo. Para estimar o sinal de A, vamos minimizar A. Primeiro vamos minimizar A

com respeito a p. Para isso € suficiente minimizar

gp) =s13—s13=(1-p1p)*— (1 —p2p)*.

Assim,
g(p) =a(l —pip)* ' (—p1) —a(l — p2p)* ' (—p2).

Temos que encontrar p de forma que g'(p) = 0, ou seja,

—p1(1=p1p)* ' = —pa(1 —pap)*!

isto €,
1 1
(=p1)&T(1 = p1p) = (=p2) ¢ (1 = parho),
logo, esta equagdo € linear em p, portanto tem no maximo uma raiz, que podemos encontrar

isolando p,
1 1 1 1
(=p1)* T —p1(=p1)*Tpo = (—p2)&T —p2(—pP2)&TpPo
1 e
= (P1(—=p1)* T —p2(—p2)*T)po = (—p1)&T — (—p2) T
1 1
0T — (—pn)aT
~ o= (pl)L (—p2) .
P1(—p1)eT —p2(—p2)oT

Tomando u = ﬁ, temos u+1 = %. Como o < 0 segue que —1 < u < 0. Fazendo g = %,

temos que 0 < g < 1, pois p; < p2 < 0. Com estas mudangas de varidveis temos

A 1
B=—— = —((p2—p1)si2—(p1+p2)(s13—523))
—pP1 —P1

= (1-¢9)(1-p*9)*+(1+q)g(p).
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Para minimizar B em p, basta substituir g(p) por g(po), pois o segundo termo de B nio depende

de p1 e p2 e € positivo, logo basta fazermos p; = 0. Observe que,

_ ( Pz)%1
p1((—p1)@T — B2 (—py)@T)

Y

logo,

pip2 = ——m——

Observe que p1pa < 0, pois ¢ < 1 e —1 < u < 0. Substituindo pg em g(p) obtemos o valor

minimo de s13 — $23,

g(po) = (1—9190 p2p0)”

—(1-
= (1 ) (1—gp1po)”
1—gq

) (o o))

qu qu—i—l qu—O—I qg— qu—l—l

(1_qu+1) _( 1 —gutl )

u (X‘
(a9 [ 1-g \°
o 1 —gutl 1 —gut!
_ u+1 1 l_q *
= (¢"" -1 1_—(]M+1 .

A

Nas variaveis (g, p1,p) o problema de minimizar A pode ser convertido em minimizar B = o7




Temos que,

B>C = (1-¢)+(1+4)g(po)

= g (k)

= (1-¢)—(1+q9)(1—¢""")(1-q)

_ ,\o—1
- <1—q>—<1—q><1+q>%

_ (1_q)(1_(1+q)(1_q)a1>'

(1 _ qu+1)cx—1

Assim, para mostrar que C > 0, s6 precisamos mostrar que

(1+q)(1—¢g)*!

(1 _qu—i—l)(x—l <l
Elevando ambos os lados a u = ﬁ < 0, temos
1 “(1—
(1+q9)'(1-q)

l_qu—H

(1—g)*!
(1—¢

u—H)(x
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Para concluir nossa prova, vamos mostrar que a desigualdade acima é verdadeira para ¢ € (0,1)

e u € (—1,0). Para isso mostraremos que
(1+4)"(1—¢q) > —¢"" +1

ou seja,
fl@=010+41-q) +4""=1>0.

Escrevendo 1 — g = —(1+¢) + 2 temos

fl@) = 1+ (—(1+q)+2)+4¢“" —1

= —(I1+9)"" +2(1+9)" +¢"" — 1.

Assim,

fllg) = —(u+D)(1+q)"+2u(1+g)" "+ (1+u)q

= (1+¢)" <—(u+ 1)+ 2u(1 —|—q)_] +(14u)

u

u

(14¢g)"

).
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Fazendo x = % temos
@)= 0+g)"(—(u+1)+2u(1 —x)+ (1 +u)x").
Observe que x € (0, %) Vamos ver algumas propriedades de f,
e f(0T)=0" .
o f(1)=-2vFl=2utl 41 1=0,
o f/(1)=—(u+1)2"=2"F +(1+u)=-2"+1+u<0.
o f(07) = +oo.

Olhando para as duas primeiras caracteristicas vemos que, ou f nao possui raizes em (0, 1),ou
seja, ela € estritamente positiva, ou possui duas raizes. Mas isso significa que f’ possui uma
raiz ou exatamente trés raizes. Entdo o que faremos é mostrar que f’ possui no méaximo duas

raizes. Para isso vamos olhar para as raizes de
V(x) = —(u+1)+2u(l-x)+ (1 +u)x’, x€(0,7),
pois (14 ¢)" # 0, para todo ¢ € (0, 1). Temos que
V' (x) = (1+uwu(u—1)x*"2>0.

Logo, \ é cdncava, ou seja, possui no maximo duas raizes. Portanto, f’ possui no maximo duas

raizes e f € estritamente positiva, como queriamos demonstrar.

1
Lema 3.3. Seja sj;, = <1 — %ﬁ’;) ‘. Considere t; = Yi+i AkSix como uma fungdo de Ay, ..., Ay

e dos parametros a <0, m; > 0,...,m, >0, onde A+ ...+ A, =0. Ser%l1 < nATi <0, AN <
mimy, A; > 0. i > 3, entdo my; > my implica t; > t.

Demonstracdo. Por (3.2) temos que

ti—t; = (Aj — Ai)sij + Z Ax(six — Sjk)'
k#i,j

Podemos renumerar as particulas de forma que

S13—523 < S14—524 < ... < Sy — S



Assim,

Considere Z =

Defina,

Observe que,

h—t = (A—Ar)sio+As(s13—523) + ... +Au(510— 520)
> (A —Ar)si2+A3(s13 —523) + ...+ Au(s13 — 523)
= (Ay—Ap)sin+ (Azs+...+Ay)(s13 —523)
= (A2 —Ay)s12— (A1 +A2)(s13 — 523)

(A2 —Al)S12 + (A3 +... +An)(sl3 —S23).

S| = —812 — 513 + 523

52 =812 — 813 + 523

AA N\ .
spp=1[(1-— >1,p01sA1A2<m1mzeoc<O,
mimy

AAZ\* .
siz=1|(1-— < 1,pois A1 <0, A3 >0ea <0,

A3\ :
sp3=1|(1— < 1,pois Ay <0, A3 >0ea<O.

Assim, s1 <0esy;>0e

Z Ay A A Ay

— = —spp— —s12— — (513 —523) — — (513 —523)
ny my myp my my
Al AZ
= —(=s12—s13+523)+—(512— 513 +523)
my ny
Aq Ay
= —S1+—5
my my
Aq Ay
> —SsIt—n
my mo
Al AZ
= —(=s12—513+523) + —(s12— 513 +523)
mq ny
Al Al Al Az AZ A2
= — 812~ 813+t 823+ —S12— — 8513+ 523
mq mq mq ny myp my
AL SN | Ay Ay
= | ———)siz— —(s13 —523) — — (513 — 523)
mp; mj mj myp
AV A A A
= (——— siz—( —+— | (513 —s23)
mp; mj ny myp
A Ay Az
= A (_7 D
mp mp ms3

31
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pelo Lema 3.2. Portanto, t{ —t, > Z > 0, ou seja, | > 1.
[ |

Teorema 3.1. Seja (r1,r»,r3,r4) uma configuragdo central planar que é um quadrildtero con-

vexo tendo [r1,r| e [r3,ra] como diagonais. Entdo:
(a) Esta configuracdo é simétrica com respeito ao eixo [r3,rs] se, e somente se, my = my.

(b) Esta configuragdo é simétrica com respeito ao eixo [ri,r;] se, e somente se, m3 = my.

(c) my < my se, e somente se, |A134| < |Az4].

(d) m3 < my se, e somente se, |A123] < |A124].

Demonstragdo. (a) Assuma que a configuragdo é simétrica com respeito ao eixo [r3,r4], entdo

A * | Dot *
nmims n moms3 ’

S13 = 8§23 € S14 = S24. Assim,

ou seja,
Al A
nmi N my
Mas,
0 = q1—1n
= (Aa—A1)s12+A3(s13 —523) +As(514 — 524)
= (Az —A1)512.

Como s17 # 0 segue que A; = A;. Logo, m; = my. Agora assuma que m; = my. Observe que
podemos escrever

ry =1%r, Y<O

r3=0ry, 06<0

. Por (1.13) temos que
(A1 +YA2)r1 + (Az +GA4)r3 = 0.

Como r; e r3 s@o linearmente independentes temos que Aj; + YA, = 0, como 7y < 0, segue que
A1 e Ay tem 0 mesmo sinal. Da mesma forma vemos que Az e A4 tem o mesmo sinal. Mas por
(1.13) temos que Ay + Az + A3 + A4 =0, logo Ay e Ay tem sinal oposto de Az e A4. Sem perda
de generalidade podemos assumir, Aj, Ay < 0e Az,Aq > 0.
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Assumindo que A < A, temos pelo Lema 3.3 que #; > #2, mas sabemos que toda configuracao

central satisfaz t; =1, logo temos uma contradi¢do. Por outro lado, se Ay < A temos a mesma
contradi¢do. Assim, A; = A;. Segue entdo,

AA3\ MAAz\
siz=|(1- 1— =523,
mims moms

AA N\ AoAg \*
sia= 11— =(1-— =8524.
mima momy

Portanto, a configurago é simétrica com relagdo ao eixo [r3, r4].

(b) Anéloga ao item (a).

(c) Observe que dizer que |A134] < |A234] € 0 mesmo que dizer que 513 < 523 € 514 < $24. Assim,

mp<mp < S13<8523 € S14 <S54

A A
e L2
my m
S A <A,

Assim, basta-nos mostrar que
mp <my < A <Ay

Ja vimos que podemos assumir Ay, Ay < 0.

Assuma que A; < Ay, entdo pelo Lema 3.3, temos que m; > my = t; —tp > 0. Como
11 —tr = 0 segue que m < my. Agorase Ay < Ar, temos pelo Lema 3.3 que my >m) =t —t; >
0. Como 1, —t; = 0, segue que my < mj, ou seja, Ay < A; = my < my, que é equivalente a
my < my = A; < Ay. Mas sabemos que a igualdade s6 acontece nos casos simétricos. Portanto

a prova esté concluida.
|

Mostramos, portanto, que em configuracdes centrais planares convexas de quatro massas,
duas massas iguais é equivalente a simetria. Aqui utilizamos as equacdes de Dziobek. Pelas

equagoes de Andoyer temos se hé simetria, entao
J34 = m1(Ri3 — R14)Asa1 +ma(Ro3 — Rpa)Azan = 0.
Observe que R13 = R4, Ri4 = Ryg € Azg) = —Azgp # 0, assim
(R13 — R14)A341 (my —my) = 0.

Como R;3 # R4 temos que m| = my. Mas no caso da reciproca a demonstracao fica muito com-
plexa e ndo vale a pena tentarmos uma demonstracao alternativa. Ja no préximo capitulo vamos

ver a relacdo das massas com as caracteristicas das configuracdes centrais planares concavas de
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quatro corpos e no final veremos que com uma abordagem diferente podemos facilitar o estudo

destas configuracoes.



Capitulo 4

Configuracoes Centrais Planares Concavas

Simétricas de Quatro Corpos

Neste capitulo estudaremos o trabalho de Chunhua Deng e Shiqing Zhang [4] que con-
sideram o seguinte problema: dada uma configuracdo planar simétrica concava (Figura 4.1),
encontrar massas positivas, se houverem, para as quais a configuracao € central. Em primeiro
lugar vamos considerar uma configuragdao planar concava de quatro massas, onde trés delas
estdo localizadas em um tridngulo isésceles e a quarta massa localizada no centro de massa do
sistema. Depois consideraremos a mesma configuracdo, mas com a quarta massa fora do centro
de massa do sistema.

Aqui usaremos as equagdes da defini¢do de configuragdes centrais.Tais equagdes para uma

configuracdo central de quatro corpos sao:

( (ra—rp) (r3—ry) (r4 r)
R R i = —Mn—0)

r—r r3—r r4—ra) _
|(r1 r2|;+ |(r r2)3+ |(V4 rz\)S =M= 4.1)
ri—r3 rp—r3 r4—r3) °
GE ==
r ¥, T T, T T.
|r1l r4|3 +m |r227r44\3 Tm |r33 r44\3 =—Mr—o).

Assuma o centro de massa ¢ = (cy,cy). Dado rj = (—1,0), r, = (1,0), r3 = (0,1) e r4 =

(0,s), onde r > s > 0. O sistema (4.1) em termos das coordenadas acima fica

( m m.
2(2 O)+( 1;t2)3<1’t)+( 1+4s2)3(1as) :7”(1+CXJCY)
P20+ i CLO T e (e = ~MI —an —ey) .
(\/ﬁ)s <_1v_t)+ (\/H%p(l’_t)'i_ (t— s) (0 S—l) - 7\’( Cxs1 C)’)
\ (\/%)3(—1,—@4—(\/%)3(1,—@4—0 A (0,1 —5) = —A(—cx, 5 — ¢y).

Assim, podemos dividir o sistema (4.2) em dois, um na primeira coordenada e um na segunda

coordenada. Entao temos os dois sistema abaixo
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mg = A(1+cy)
—A(1—cy)

2 |
Fmt M3t Uy

—1
(V1+s2)3
my = Acy

my = hcx;

1
(V1+12)3
—1
(V144£2)3

1
M Ty

5—3217’11 + ms + my =

4.3)

sMy = Ac
g (4.4)

—Mt—cy)
—A(s—cy).

)3 my =

m2+( )3m3:

( VIR (\/1+ )}
Em (4.4) as duas primeiras equagdes sao iguais.

Subtraindo a quarta equacgdo de (4.3) da terceira equacao de (4.3), temos que

—1 1 1 |
(v (e )0

Logo

< 1 )(_)_O
VIR (Vivsp) T

Parat > s > 0 temos que
)70

1 1
<( 1+2)3 (Vi)

logo,

mp = my.

Somando as duas primeiras equacoes de (4.3) e usando o fato de que m; = my, temos que

Ac, = 0.

Como A > 0, segue que ¢, = 0. Assim, reduzimos o sistema (4.2), no sistema abaixo

(

2 1 1 _
M2t s+ g = b
t N —
ey ™ T e A (4.5)
(Wfﬂ) ot o = M- )
\ % 2+( )3m3 —A(s —cy).
Teorema 4.1. Seja r; = (—1,0), r, = (1,0), r3 = (0,7) e ra = (0,s), onde t > s > 0 (Figura

4.1). Assuma que o centro de massa ¢ = C/M = ry. A configuracdo simétrica concava r =

(r1,r2,r3,14) € uma configuragdo central se, e somente se, t = V3, s=3 /3, commy =my =
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0,1)

(-1,0) (1,0)

Figura 4.1: Uma configura¢ao simétrica concava.

m3 > 0emy > 0.

Demonstragdo. Assumamos que o centro de massa ¢ = ry, isto €, ¢, = 5. O sistema (4.5) para

configuracdes centrais neste caso, fica

(2

35m + (\/]szms + (\/]isz)3m4 =A
(\/1t+12)3m3 + (\/1is2)3m4 = s (4.6)
S LA T
K ﬁmz + (I’:—ss)3m3 =0.

A quarta equacgdo de (4.6) pode ser escrita como

t—s (V1+s2)3
(r—s)3 2s

- m. 4.7)

Substituindo (4.7) na terceira equagdo de (4.6), temos

—2t 1 (V1+s2)3 s—t
m3

s e TR

parat > s > 0, temos

my = —Mt —s), (4.8)

t 1 (V1+452)3 1 B
e D IR = 42

Da segunda equacdo em (4.6) e da equacido (4.9) acima, temos

t s - t 1 3 s -
Vv ™ T ey s Y S
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logo,

ou seja,

V1452 =(1—s). (4.10)

Assim as ultimas trés equacdes em (4.6) sao equivalentes a

(t—s)=V1+s?

5 3
my = MVTH2) = 2o M, “11)
ms3 — tzjssmz.

Substituindo (4.11) na primeira equagao em (4.6), temos

2)\3
%m2+ 1 2 1 (7»( Ty 2 (\/1+S)m2>:7\..

P Virapi-s T (Vi) (Vi) 1=s

Assim,
2 2s 2t
" (2_3+ VI3 (—s) <¢1+—t2>3<r—s>) -
logo,
EEFER )

2 (W)

Portanto, usando (4.10) temos

r=V3 e s— ? (4.12)
Assim, por (4.11),
23 243

ms3 = nmy =mj.

myp =

Logo, m; = my = m3. Além disso,

e 23 1139
me = WIS ST V3- 33

)
- gﬁx—?mz.

2

Assim, para qualquer massa positiva my4, podemos encontrar A > 0 tal que my = %\/?7» —

\/Tgmz. Portanto, dada trés massas iguais my,my,m3 > 0 e my > 0, encontramos A > 0 que torna
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nossa configuracio central e portanto o teorema estd provado.

Teorema 4.2. Seja ri = (—1,0), r» = (1,0), r3 = (0,¢) e r4 = (0,5), onde t > s > 0. Assuma
que o centro de massa ¢ = C/M # ra. Existem duas regides abertas e limitadas, C e D, tais que

a configuragdo r = (ry,r2,r3,ra), € uma configuragcdo central com massas positivas, onde

7L23(\/m)3(t —¢y) (t—9)> = (V1+52)3
26(V1+52)3(t—5)° (- 2=)3 — (\/mp ’

V1452 t—s

(4.13)

mp = mp —

C s(VIH2) (VI+5%) =2)(VI+5%) - (1 —5)°)
—— : (4.14)

T 20 —s s 2
1+S2 (I—S)3 ((11_5)3 + (V1+s2)3 - (\/1;2)3)((\/13_32)3 _( tljst )3)

Mt —cy) (22— (V1+12)%)

my = —. 4.15)
(1=5) ()3 — (L)

Demonstragdo. Assuma que o centro de massa ¢ # ry, isto €, ¢, # s. Multiplicando a segunda

equacdo de (4.5) por (s —1)/(t —s)? temos

t s—1 n N s—1 A s—1 (4.16)
m m4 = hcy——=. .
V23 (=) T (Tas2)p (=53 " =93
Agora, multiplicando a terceira equagio de (4.5) por s/(v/1+ s2)? temos
2t r—
a u = A — ) —— 4.17)

V2P (Virop =) (Yt VIR

Somando (4.16) e (4.17) temos

2t s o+ t s—t —7»(( s—t s )c n ts )
VI+2p3 (Vi) (Vi) = TP\ =97 (Vitsp) " (Vies))

(4.18)
Agora multiplicando a quarta equagio de (4.5) por —¢/(v/1+12)3 temos
2t s t s—t t
my + m3 = A(cy —§) ———-. (4.19)

Observe que o primeiro termo de (4.18) € igual ao primeiro termo de (4.19) assim temos que

uma condi¢do necessdria para a resolucao de (4.5) é

s—1 S ts t
(((x—sﬁ ) wm)s) Cﬁﬁ) AR v
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assim,

rs st t r—s s
Cy:((m)3+(m)3)/((W)3+(t—s>3+( 1+s2>3') #2h

O sistema (4.5) para configuragdes centrais fica

( Cy: (wltisz) +w1is2>3)/ (wliﬂﬁ i +<mis2>3)

"t ﬁ vt = (4.22)

(\/1+12) (\/ljr )m 4= hey

| e o = M- ey).

A terceira e a quarta equacdes em (4.22) podem ser escritas como

1 1 s

mmg = ? (7\.Cy — mn’u) 5 (423)
2 —
gmz = <7\,(t — Cy) — (l_t_—;)?’m4) . (424)

Assim substituindo as duas equacdes acima na segunda equacao de (4.22), obtemos

t—s (V14232 1 s 1 B
(W—Cﬂ—(,_s)sm) 2 W;(My—mm‘*)*m”’M

entao,

e Mi—e) @ -(VTEPP) wss)

()

Substituindo (4.25) em (4.23) e simplificando obtemos

As(V1412)° (VI+52) = 2)((V1+52)° = (t=5)°)
(\/H-—Sz)6(t—s)3(([t:ss)3+ s _ t )(( 2 )3_( 1+t2)3)

(V1+52)3 (V14237 V1452 I—s

m3 = (4.26)

Substituindo (4.25) em (4.23) e simplificando, encontramos uma expressao para m; € con-

sequentemente encontramos uma expr €SS20 para mi,

BVIFRP—e) (-9 = (VTT52))
my=my =LA . 42
T (VTP (2 — (R e

As equagdes (4.27), (4.26) e (4.25) nos fornecem expressdes para as massas mj,my,ms3, m4.
Entdo o que precisamos fazer € analisar tais fungdes e encontrar a regiao do plano st onde as

fungdes das massas s@o positivas.
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Figura 4.3: O sinal de p».

Com célculos simples, vemos que o centro de massa do nosso sistema € dado por

t
¢ = (coey) = (O smy +tm3 >

"my+my+m3+my

. 3 \/ 2 3
ento, f — ¢, > 0 para 0 < s < t. Sejam p; =23 — (V1+12)% e pr = ( 12+52> - ( Lt ) )
Assim, para que my seja positivo € necessario que % > 0. Nas figuras 4.2 e 4.3 vemos as curvas
p1 =0e pr =0c¢eossinais de p; e py para s, > 0. Assim, my4 > 0 nas regidoes onde p; e p, tem
o mesmo sinal e 0 < s < ¢, estas regides sao mostradas na Figura 4.4.

Agora, vamos considerar

po= (Vi) -2
pa = (V1452 —(1—s),

t—s N t
BT WiEey (Ep
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t p,=0 t=s
5——
4—-
B
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p=0
iy
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Figura 4.4: As regides A e B onde my4 > 0.
Assim, para que m3 seja positivo € preciso que £3£4 > 0,

psp2
Comot >set—s<+1+t?temos que

t—s S

t
P <r—s>3+<m>3 Tk

B ’((r—lsﬁ wm )+( 1+s ‘<t—1s>3)
(=

g S(<t—1s>3‘<m ) ‘<r—1s>3)
- s(( 141rs2)3_(\/1—1k—t2)3>
> 0.

Além disso, a equacio p3 = 0 é dada pela reta s = v/3 no plano st e temos que p3 é positiva
a direita desta reta e negativa a esquerda desta reta. A equacdo ps = 0 determina uma curva
mondtona crescente € p4 € negativa abaixo desta curva e positiva acima desta curva (ver Figura
4.5). Assim, o que determina o sinal de m3 € p; e p. As curvas p; =0, pp =0¢e ps =0 tem
um tinico ponto de intersecio que é (v/3/3,3) para 0 < s < ¢. Isto pode ser visto na Figura 4.6.
Assim, a regido onde my4,m3 > 0 € a unido dos conjuntos abertos ndo vazios C e D indicados na
Figura 4.6

Como podemos escrever

BWVIFEP(—¢,) pa

2t(V1+52)3(t—s)3 p2

o que determina o sinal de m e my também € p; e p4. Portanto, temos que a regiao onde m; > 0

m1:m2:—7\.

parai=1,2,3,4 € a unido das regides C e D mostradas na Figura 4.6.

Portanto, encontramos duas regides abertas e limitadas onde a configura¢do r € uma configuracao
central.



o0y 2 3 4 5 S
Figura 4.5: O sinal de p4.
p,=0
T /Pa=0 1=s
D
C =0
S

Figura 4.6: As regides C e D onde m; > 0 parai=1,2,3,4.
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Vimos neste capitulo que se colocarmos trés corpos nos vértices de um tridngulo isdsceles e
um quarto corpo no centro de massa do sistema, esta configuragdo é uma configuracio central
se, € somente se, 0s trés corpos que estdo nos vértices do tridngulo tem massas iguais € o
triangulo seja equildatero. Depois vimos que se colocarmos o quarto corpo sobre a mediatriz
do tridngulo, mas fora do centro de massa do sistema, existem duas regides abertas e limitadas
onde esta configuragdo é uma configuracdo central, com massas unicamente determinadas e os
corpos da base do tridngulo tendo massas iguais.

Observe que o fato de termos assumido simetria € essencial para conseguirmos trabalhar
com as equacoes da defini¢do. Se ndo assumimos a simetria teriamos duas varidveis a mais para
trabalhar e isto tornaria os calculos bem mais complexos.

Aqui, Deng e Zhang [4] abordaram este problema usando as equacdes da defini¢do de
configuracdo central, mas Mello, Chaves e Fernandes em [6] abordaram este problema usando

as equagdes de Andoyer. O problema proposto foi:

Teorema 4.3. Considere quatro corpos com massas my,my,m3 e ms localizadas em (—x,0),
(x,0), (0,4/3/2) e (0,y) com x > 0 ey < \/3/2 conforme a Figura 4.7. Entdo para cada

2/3-3 1 1 2v3+3

o € 2 2 2’ 2

existe um intervalo aberto ndo vazio I — x tal que para cada y € Iy, existem massa positivas

m) = myp, m3 e mq de modo que os quatro corpos estejam em uma configuracdo central.

Aqui faremos um breve esbo¢o da demonstracido para vermos a facilidade de se trabalhar
com as equacoes de Andoyer neste caso.

Observe que 713 = 13, F14 = 14 € A143 = A234, assim
fi2 =m3(R13 — R1a)A123 +ma(Ria — Roa)A124 =0
é trivialmente satisfeita. Além disso,

f3a = mi(R13—Ri4)Az41 +ma(Ro3 — Ros)Aza
= (m1—mp)(Ri3 —R14)Az41
= 0.

Como A3z4; ndo se anula temos que m; = my ou Rj3 = Rj4, mas se o ultimo caso ocorre
temos um quadrado, que nao estamos interessados no momento. Assim, m; = my. Sem perda
de generalidade vamos assumir que m; = my = 1. Temos entdo que fi3 = —f23 € fla = —fo4.

Portanto, sé precisamos encontrar uma solugdo para f13 =0 e fj4 = 0 com valores positivos
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(—x,0) (x,0) X

Figura 4.7: Configuragéo do tipo pipa.

para m3 e my. Usando fj3 =0e fj4 =0, temos

(R12 — R42)A142
(R34 —Ri3)A143’

ms3 =

(R12 —R23)A132
(R3a —R14)A134

Substituindo as coordenadas conforme indicado na Figura 4.7 temos

nms —

Rip—Ru<0 < e x>0 \/_x<y<\/_x}
Ry —Ri4 <0 & {x>0y<_\/_ \2_}7

Ry —Ri3<0 &

{ \/3+4x }
x>0y<

3
Rp>—R3»p <0 & (x y)e{x>2,y<§}.

Se considerarmos 0 < y < \/5/2 temos Aj42 < 0, Aj43 >0, A1z < 0e Ajz4 < 0. Assim, m3
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1| =

Figura 4.8: As regides Ay, Ay e Aj.
e my sdo positivas para (x,y) € A UA,, onde

2v/3-3 1 3
2,4V Y _
R~ : > <x<2, 1

1 3 3 3

A = {(x,y)e %gx2+\/—_<y<\/§x},

2 2 3 4

Considerando agora, y < 0 temos Aj42 > 0, Ajaz > 0, A3 <0 e A134 < 0 e assim m3 € my
sao positivas se (x,y) € A3 = B; UB; onde

Y

1
B, = {(x,y)e]RZ:—<

3 3—V3+4x2
x<£,—\/§x<y<\/_ +
2 2 2

3 2v3+3 3 3
S PSS S W

2 2

Nao precisamos considerar o caso y = 0, pois pelo Teorema do Perpendicular Bissetor ndo ha
configuracdo central quando isto ocorre.
Concluimos entdo que se (x,y) € Aj UAy; UA3 temos que m; =my = 1 e m3 e myg sao
unicamente determinadas por (x,y). Na Figura 4.8 temos ilustradas as regides A, A; e A3.
Observe que a partir do momento que assumimos simetria, mostrar a igualdade das mas-
sas € bem mais fécil utilizando as equacdes de Andoyer. Quando utilizamos as equacdes da
definicdo de configuracio central as expressoes que precisamos trabalhar sdo bem mais com-

plexas e muitas vezes elas se tornam tao complexas que impossibilitam a continuagdo do estudo.
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No préximo capitulo trabalharemos com as equacdes de Andoyer para resolver um problema
com cinco massas, 0 que tornaria o trabalho com as equagdes da definicdo mais dificil, visto

que estas teriam um termo a mais.



Capitulo 5

Simetria em Configuracoes Centrais de

cinco corpos: Euler mais dois

Neste capitulo estudaremos o trabalho de Marian Gidea e Jaume Llibre [5], onde comegando
com uma configuragdo central colinear de trés corpos analisaremos possiveis maneiras de acres-
centar mais dois corpos de maneira simétrica de forma que o resultado continue sendo uma
configuracdo central. Aqui usaremos as equagdes de Andoyer (1.2). O resultado que iremos

demonstrar € o que segue.

Teorema 5.1. Seja r = (ry,ry,r3,r4,rs) uma configuragdo com massas my,my,ms, ms, ms. Con-
sidere que trés dos corpos formem uma configuracdo central colinear, com m; = ms3 e ry no meio
do segmento r1r3. As outras duas massas mq,ms sdo colocadas simetricamente com respeito
a configuragdo colinear, como segue nos quatro casos abaixo. Em cada caso concluimos que

existe uma configuracdo central do tipo especificado.

(a) Assuma que my e ms estdo localizadas simetricamente com respeito ao segmento 71713.
Considere que my = ms. Entdo existe uma familia continua de configuracoes centrais
com o segmento que contém my e ms passando por my, isto €, my,ms3,mq,ms estao nos
vértices de um losango com my no centro. Quando o losango for um quadrado, temos
my; = m3 = my = ms e my ¢ indeterminada. Caso contrdrio, as massas my,nmy,ms3,m4, s

sdo unicamente determinadas para cada configuracdo central possivel.

(b) Assuma que my e ms estdo localizadas simetricamente com respeito a my sem nenhuma
outra simetria, ou seja, ma e ms ndo sdo simétricas com respeito nem a reta que contém
my e m3, nem ao perpendicular bissetor do segmento 71r3. Aqui ndo assumiremos mq =

ms. Entdo, ndo existe uma configuragdo central deste tipo.

(c) Assuma que my e ms estdo localizadas simetricamente com respeito ao perpendicular
bissetor do segmento 7113 e estdo de um mesmo lado deste segmento. Assuma mg =
ms. Entdo existe uma familia continua de configuracoes centrais deste tipo, consis-

tindo de trapézios com os lados rir3 e rqrs paralelos e ry no meio do lado rir3. As

48
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(Sa t) mS
]
01 i O : ;
(s,—1) ¢ m,

Figura 5.1: Uma configuragio de cinco corpos.

massas mp,my,m3,ma,ms sao unicamente determinadas para cada configuracdo central

possivel.

(d) Assuma que my e ms estdo no perpendicular bissetor do segmento 71r3. Suponha que
my4 # ms. Entdo esta ndo é uma configuragdo central (exceto para o caso encontrado no
item (a)).

Demonstragdo do item (a). Considere uma configuracdao empilhada simétrica de cinco corpos,
em que trés destes corpos formam uma configuragdo central colinear de massas my,my,m3, de
forma que m; = m3 e estdo nas extremidades do segmento. Os outros dois corpos, também com
massas iguais, my4 = ms, estao localizadas simetricamente com respeito ao segmento 7173, em
dois lados deste segmento. Ver Figura 5.1.

As equag0es (1.2) para esta configuracao tem as seguintes relagoes: f12 = f13 = fo3 = fas =
0, fia = —fis, fra = —fo5 € f34 = —f35. Assim, as equacdes (1.2) se reduzem ao seguinte
sistema de equagdes:

fia = ma(Ri2—Ra2)A1a2 +mo(R13 — Raz)A1a3 +ms(Ris —Ras)A1as =0, (5.1)
fra = mi(R31 — Ra1)Aza1 +mo(R32 — Rao)Azan +ms(R3s — Ras)Asas =0,  (5.2)
fra = mi(Ra1 — R41)Aoa1 +m3(Roz — Raz)A2az +ms(Rys — Ras)Aoss = 0. (5.3)

Observe que R4 = R;s5, Rog = Ry5 € R34 = R3s, além disso, Rjp = Ry3 =1, Ri3 = 1/23.
Temos também que Ajp4 = Arzg = %A134, pois os correspondentes paralelogramos tem todos a
mesma altura e os dois primeiros tem bases iguais que é a metade da base do terceiro paralelo-

gramo.
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O problema depende apenas de dois pardmetros (s,), onde s denota a distincia entre r, € 0
segmento 7475, € t denota a distancia entre r4 ao segmento 7173.
Como m; = m3 e mg = ms, podemos escrever (5.1), como o sistema linear homogéneo

A(my,mp,ms)" =0, onde

(3 —R34)A1zs  —(1—Raa)A124 —(Rig — Rus)As4
A=| (3 —R)Aizs  (1—Ru)Ains  (Rss—Rus)Aus
(—R14+R34)A124 0 —(R24 — Ra5)A2s4

Uma condi¢@o suficiente para que este sistema tenha solugdo nao-trivial em (my,my,my) é

que o determinante da matriz A seja nulo. Temos que

1
det(A) = (55 —R34)A134(1 — Roa)A124(Rog — Rys)Aosy

23

—(1 —R24)A124(R35 — R45)As45(—R14 + R34)A124

+(R14 — R45)A154(1 — Rog)A124(—R14 + R34)A 124
1

—(1 —R24)A124(§ — R14)A134(R24 — R4s5)Aos4

1 1
5 R — +Ru4)

= (A124)*(1— Rp4)[2(Ra4 — Ras) Agsa( >

—(R3s — Ras5) (R34 — R14)A345 + (R14 — Ras) (R34 — R14)A154]
= (A124)* (R34 — Rig) (1 — Roa)

[(R14 — R45)A154 — (R35 — R45)A345 — 2(R24 — Rys5)Aos4]

= 0.
Observe que Azyqs + Axs4 = A54 — Agsq, logo o ultimo fator do determinante de A fica
R14A154 — R35A345 — 2R)54.

Assim, para que o determinante de A seja 0, temos trés opgoes:
(1) Ris4 = R3g4;
(i) Ryq =1,
(ii1) R14A1s4 — R35A345 — 2Rp54 = 0.

Observe que caso (1) ocorra, teremos que 11, 3,74, s estdo nos vértices de um losango com
my no centro. Caso (ii) ocorra, temos que ry,73,r4,rs estdo todos em um circulo de raio 1
centrado em my. Com respeito aos parAmetros ¢ e s temos que Ri4 = ((145)> + tz)’%, Ry =
(Sz—f—lz)_%, R34 = ((1 —S)z —}-tz)_%, A24a = Aozyg = %A134 =1, Als4 = 2(1 —|—s)t, Apsqa = 2st €
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7
N

Figura 5.2: A curva g(t,s) = 0.

Azys = 2(1 —s)t. Assim, a equagdo (iii) expressa nas varidveis (s,7) fica:

2(1 2(1— 4st
olts) = (145)t . (1 —8)t 3_ s o,
(149242} (1—s2+2)F  (242)3
logo,
1 1— 2
olt,s) = (1+s)t __ (1—s)t __ st __o. 5.4)
(Trs2+2)2 (=92 +22)2 (s2412)2
Note que,
2 2 4.0.
g0 = —— T g

(1+2)3  (1+2)F  (242)F

Logo, (¢,0) é uma solugdo para g(z,s) = 0, quando s = 0, temos que o0 segmento 7475 contém
ry e portanto a configuracdo forma um losango com rp no centro como no caso (i). Observe
que t # 0, pois caso contrdrio, terfamos colisdo de r4 e rs. Além da solugdo (7,0) a equagdo
g(t,s) = 0 tem mais um par de solugdes (z,s1(¢)) e (¢,s2(¢)) simétricas com respeito a my, com
s1(t) < —1 e so(t) > 1, para todo ¢ > 0. Isto pode ser visto pelo gréfico da curva g(¢,s) =0
mostrado na Figura 5.2. Os pontos desta curva com (z,s) = (0,£1) corresponde as colisdes de
my € ms, assim podem ser excluidas. Os pontos (¢,s) em g(¢,s) = 0 com 7 # 0 correspondem
ao par de possiveis configuragdes tendo o segmento 7475 disjunto do segmento 7173, sendo para
esquerda ou para a direita.

Vamos encontrar condi¢cdes necessdrias para a existéncia de configuragdes centrais de cinco
corpos do tipo descrito. Veremos que cada tipo realmente existe. Consideremos o sistema linear
A(my,my,ms)" =0, com A expressa em termos de (s,7) e vamos estudar a existéncia de solucdo
em cada um dos trés casos.

Nos caso (i) temos s = 0 e em termos de (¢,s) temos
® Riy=Ray=(1+12)73/2

o Ryy=13;
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o Rys=(21)7;
o |Arsa| = |Asgs| = 21;
o Ays4 =0.

Assim, o sistema fica

() @) - (1-8) (b —an) @) (m
(r-mmmm) e (=)0 (Fm-ar)@ || m |-
0 0 0 mq

Observe que a primeira equagdo € a segunda equacao multiplicada por —1. Assim, basta

resolver uma unica equacgado que é

(3~ ) Com+ (15 ) me (g ) om0

Simplificando tal expressao temos

(14232 =8)my +4(1+12)32E = Dmy+ (853 — (1+2)3*)my = 0.
Entdo, a equagdo que temos que resolver é
ay(t)my +ax(t)my +az(t)my = 0, (5.5)
onde
ai(t) = ((1+17)*2 =38),
ar (1) =41+ - 1),
as(1) = 8% — (1412)3/2.

Sem perda de generalidade assumiremos m; = 1. Vamos mostrar que para quaisquer massas
my.my > 0 existe uma dnica solugdo para (5.5) com ¢ > 0.

Observe que se ¢ > /3 temos aj (t) > 0, a>(t) > 0 e az(t) > 0. Como my,my,my > 0 segue
que ¢ < /3. Por outro lado, temos que se ¢ < 1/1/3, temos que a; () < 0, a>(t) < 0 e az(t) < 0.
Como my,mp,myq > 0, temos que r > 1/ V3. Assim para que (5.5) seja satisfeita temos uma

condigdo necessdria que é 1/4/3 <t < /3. Estudando o sinal da fungio

t— h(t) = ai(t)m +ax(t)my+az(t)my
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temos
h(l/\/g) = g(¥—8)+4¥<%§—1) 2 (%g—%g) 4
= %(1+m2)—%§(1+m)
8
= o5 (-1+3V3)(1+4my)
< 0
€

h(V3) = 3V3(8—8)+8(3V3—1)4my+8(3V3—1)my
= 8(3V3—1)(4my+my)
> 0.

Assim, (5.5) tem pelo menos uma solugio em (1/4/3,1/3), para quaisquer my,ny > 0.
Mostremos entdo que tal solucdo € tnica.

Assuma que my = 1, assim

0 = P(1+2)32 =83 +4(1+2)32( —1)my+ 83 — (1412)3/?
= (1+22E-1)+40 4+ - Dmy
(1+22)32(F = 1)(1 + 4my).

Logo, a unica solu¢do € + = 1. Observe que a solugcdo independe de mj. Neste caso, a
configuracdo central € um quadrado com as massas mp,m3,m4 € ms nos vértices e my no centro.
Além disso, my = m3 = mq4 = ms = 1. A massa m, nao € unicamente determinada.

Agora, consideremos my4 # 1 e podemos escrever

h) = A1+ -8)+4(1+2)Y2(3 — Dmy+((21)° — (14+12)3)my
= (1+232((dma + 1) — (4 +m+4)) + 863 (ms — 1).

Sejam k(t) = h(t)/(ms—1) e a = (4my + 1) /(ms — 1), obtemos entdo
k(1) = (14+62)3%(ar® — (a+1)) +87°.

Note que quando my < 1 temos a < 0 e quando my > 1 temos a > 0. Como k() tem uma
mudanga de sinal em (1/v/3,/3) segue que k(f) também tem uma mudanca de sinal em
(1/4/3,/3). Esta mudanga de sinal é tnica. De fato, usando o teste da primeira derivada
podemos verificar que para a < 0, a fungdo k(¢) assume um valor positivo em t = 1/+/3, cresce

para um valor maximo em (1/ V3 , V3 ) e entdo decresce para um valor negativo em t = V3 (ver



54

T T T T T T T T 1
06 07 08 09 1,0 L1 1.2 1.3 \\,4
t

Figura 5.3: O grifico de k(t) parat € (1/+/3,1/3) com a < 0.

30

20+

Figura 5.4: O grifico de k(¢) parat € (1/+/3,v/3) com a > 0.

Figura 5.3). Também usando o teste da primeira derivada vemos que para a > 0, a fung@o k(t)
assume um valor negativoem ¢ = 1/ /3 e entio cresce para um valor positivo em ¢ = /3 (ver
Figura 5.4). Assim, em cada um dos casos existe uma tnica raiz de k() em (1/v/3,/3).

Concluindo, para cada escolha de mj,my,m4 existe uma unica configuragdo central com
mp = m3, m4 = ms nos vértices de um losango e my no centro do losango. Neste caso, quando
my = ms = 1 o losango se torna um quadrado de lado v/2 e a massa my ndo é unicamente
determinada. Isto completa o caso ().

No caso (i) temos Ry4 = 1, entdo s> +1%> = 1. Como ¢ # 0, podemos restringir 0 < s < 1 e

0 <t < 1, pois quando s = 0 e t = 1 voltamos para o caso (i). A matriz A fica

1 1 1 1
-(F-mrem) @ 0 (gt ey (e

— 1 1 1 1
A= (3 )@ 0 2 (g ) (19
1 1 1
(- Ttz + Gzt 0 2 (1 ~ )
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Figura 5.5: Uma configura¢do empilhada de cinco corpos que néo é uma configuragio central.

Logo, o sistema nio depende de n,. Como s> +¢> = 1 a segunda equagio fica

1 1

23 (2425)32

((2,22)3/2 - 8(1—22)3/2> (I—s)

mg — — mi.

Como 0 < s < 1 o numerador € sempre negativo, assim para my4 > 0 o denominador tem que ser

positivo, e isso s6 ocorre se 0 < s < 1/2. A primeira equagdo fica

1 1

23 (2-25)32
1 1
<(2+2s)3/2 - 8(1—s2)3/2> (1+s5)

Observe que neste caso o numerador € sempre positivo para 0 < s < 1 e o denominador € sempre

my4 = — mi.

negativo, logo a expressdo € sempre positiva para 0 < s < 1. As duas expressdes de m4 sao
satisfeitas somente se s = 0, como a primeira expressao € uma fungao crescente de s e a segunda
expressdo € uma fungdo decrescente de s para s € (0,1/2). Quando s = 0 temos que a terceira
equagdo ¢ identicamente nula e voltamos para caso (i) quando as massas mj,m3,myq, ms estao
no vértice de um quadrado de lado v/2 e a massa m» no centro do quadrado no é unicamente
determinado.

Concluindo, ndo existe configuracao central com m4 = ms localizadas em um circulo de raio

No caso (iii), a solu¢@o corresponde a um par de possiveis configuragdes com o segmento
7475 disjunto do segmento 7173, para esquerda ou para a direita (ver Figura 5.5).

O sistema em (m,my,my) se reduz a
niymi +niomy +ni3mg =0, (5.6)

na1my +nypmy + nozmy = 0. (5.7)
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onde s = s1(¢) ous =s(¢), €

nm =

1 1
) @)

1
= (—
12 (s2+12)3/2 )t’

niz =

(
(
(
T (%_((1+s)21+t2)3/2)(2t)’
( 1
(

nyp =

! 1
((1—15)2+12)3/2 B (2;)3) (2(1—ys)).

n; =

As equagdes (5.6) e (5.7) representam dois planos no espago (mj,my,ms). Assim, a fim de

termos solugdes positivas para (my,my,my) precisamos que todos os componentes de

(n1,n2,n3) = (n11,n12,n13) A (n21,n22,123)

= (n12”23 —ni3nz2,n13n21 — N11123, 111122 —n12n21)

tenham o mesmo sinal. Observe que

B 1 (1 —s8)t (1+s)t 2st
n = 2t (1— (s2+t2)3/2> (((1—s)2+t2)3/2 N ((145)2+12)3/2 + (21‘)3)
1
= -2t (1 — m) g(t,s) =0,

onde g(t,s) é a fungdo definida em (5.4). Assumimos que g(z,s) = 0 neste caso. Assim, n; =0
nos mostra que a interse¢ao dos dois planos estd localizada no plano m; = 0. Portanto, nao
existem configuragdes centrais deste tipo.

Assim terminamos a prova deste item e vimos que a unica forma de colocarmos as massas
my € ms de maneira simétrica com relagdo ao segmento 7173 e dos dois lados deste segmento é
colocando tais massas de maneira que mp,m3,m4,ms estejam nos vértices de um losango com

my no centro deste losango.

Demonstragdo do item (b). Neste item consideramos uma configuracdo empilhada simétrica
de cinco corpos, em que trés deles formam uma configuracio central colinear com as massas
mp,my € m3 com m; = m3 € nmy no meio do segmento 7173, € os outros dois corpos de massas
my = mjs estdo localizados simetricamente com respeito a my, nos dois lados do segmento 7173
(Figura 5.6).
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Mas tal configura¢io ndo € possivel, pois viola o Teorema do Perpendicular Bissetor (Teo-
rema 1.1). Considerando os cones abertos formados pelo segmento formado pelas massas m; e
m3 e pelo perpendicular bissetor do mesmo. Notamos que o cone aberto formado pelo segundo
e pelo quarto quadrantes contém as massas my € ms, enquanto o cone formado pelo primeiro e

pelo terceiro quadrantes ndo contém massas. Portanto tal configuracdo central é impossivel.

Demonstragdo do item (c). Considere agora uma configuracdo empilhada simétrica de cinco

Figura 5.6: Uma configurag@o simétrica com respeito a m; de cinco corpos que néo é uma configura¢do
central.

corpos, onde as massas mj,my,m3 formam uma configuracao central colinear, com m; = mj3
e my no meio do segmento 7173 € com my = ms , localizadas simetricamente com respeito ao

perperdicular bissetor do segmento 7173 em ambos os lados deste, como na Figura (5.7)

m, Lmz my

(-1,0) (0,0) 1,0

Figura 5.7: Configuragéo central simétrica com respeito ao perpendicular bissetor do segmento 7173.

As equacdes (1.2) para esta configuragcdo tem as seguintes simetrias e relagdes:
* fi2=—f23,
® fru=—frs,
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® fis=—/f3,

o f13=/15=0.

Logo observando estas simetrias e relagdes e sabendo que R3 = R»3 temos que as equagdes

(1.2) se reduzem as seguintes equagdes

fi12 =m4(Ria — Roa)A124 +ms(Ry5 — Ras)A1ps =0, (5.8)

fia =ma(Ri2 — Ra2)Ara2 +m3(R13 — Ra3)A143 +ms(Ris — Ras)A1as = 0, (5.9)
fis =ma(Ri12 — Rs52)A150 +m3(R13 — Rs3)A153 +ma(Ri4 — Rsa)Ajs4 = 0, (5.10)
f2a =mi(Ry1 — Ra1)Ao41 +m3(Ro3 — R43)Aza3 + ms(Ras — Ras)Agas = 0. (5.11)

Como Aj24 = A5, Ryg = Ry5 € my = ms, temos

fiz = maA124(R1a — Roa+Ri5 — Rps)
= myA124(R1a+ Ri5—2R4) = 0.

Sabemos que m4 # 0 e Aj24 # 0, logo podemos ver a equacio (5.8) como a seguinte condi¢ao
geométrica
C=Ri4+Ri5—2Ry4 =0. (5.12)

Tendo em conta que m| = ms3, nm4 = s, R14 = R35, R15 = R34, R24 = R25, R12 = R13 = 1,
Rz = 2% e Ajog =Ajas =Apza = %A134 = %ABS podemos escrever (5.9), (5.10) e (5.11) como

um sistema linear homogéneo em m |, mj e my associado a matriz

—(1/23 —R34)A13¢ —(1—Raa)A12a  —(Ris5 — Ras)Ajs4
A= | —(1/22—Riu)Ai3s —(1—Roa)Ai2a  (Ris—Rus)Aisa
(R34 —R14)A124 0 —(Ro4 —Ry5)A154

Uma condigéo suficiente para que o sistema A(m) my m3)" = 0 tenha solug@o ndo trivial é
que det(A) = 0. Multiplicando a primeira linha de A por —1 e somando com a segunda linha

temos

—(1/23 —R34)A13a —(1—Raa)A1s —(Ri5 — Rus)Ajs4
A= (R14 — R34)A134 0 (Ria+Ri5—2R45)A154
(R34 — R14)A124 0 —(R24 — Ry45)A154
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Agora multiplicando a primeira linha de A por (-1) e usando a condigiio geométrica (5.12)

temos a matriz

(1/2> —R3a)A138 (1 —Roa)Aioa  (Ris —Ras)Aisa
(R14 — R34)A134 0 2(Ros —Ras)Aiss | »
(R34 —R14)A124 0 —(R24 — R45)Aj54

2
I

que satisfaz —det(A) = det(A). Como Ajpy = %A134 temos que a terceira linha de A é igual a
segunda linha multiplicada por —1/2. Assim, a condi¢iio det(A) = 0 é sempre satisfeita sob a
condicdo geométrica (5.12).

Sejam s a distancia de m4 ou ms ao perpendicular bissetor do segmento 773, e t a distancia

de m4 ou ms ao segmento 7173. Entdo,

1 1
A = (1frm—e® —R3g)Aj34 = (5— ((1+s)2+t2)3/2) (21),

1
A = (1-Ryu)Apy= <1 — m) ;

A1z = (Ris—Rus)Aisy = <((1 +s)21+t2)3/2 - (2;3) (2s1),
Ay = 243,
Ay = 0,
Ay = —24s,
A31 = (Ry—Ris)Ains = < ! - 1 ) t
(424202 (1—sp2 12 )"
Ay = 0,
A3z = —(Rosa—Rus)Aisa = — ( 1 - ) :
(21232 (25)3

Queremos resolver o sistema associado a A para mp,my,ms > 0. Observe que podemos
desconsiderar a equacdo associada a segunda linha da matriz visto que esta € equivalente a

terceira linha. Assim, o sistema que no interessa € o seguinte

Apymy +A1my +A13my =0, (5.13)
A31m1 +A33m4 =0. (5.14)
Logo, temos 3
nmy = —@ml
Az3
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AL Ayt Ay A =0

051 As3=0
] . A =0

Figura 5.8: As curvas C =0,A33=0,A;p =0e —AjA33 +A;343, =0.

_ —A11A33 + A543 m
A12A33

my 1-

Assuma primeiro que A3z # 0 e Aj> # 0, entio m; e my sido unicamente determinados pelos
parametros s e ¢ e pela massa m;. Na Figura (5.8) mostramos as curvas em ¢ > 0, s > 0 corres-
pondentes a C =0, A3 =0,A1,=0,—A|1A33+A 13431 =0 e 0s correspondentes sinais dessas
expressdes para pontos fora destas curvas. Observe que a curva —A11A33 +A 1343, = 0 tem trés
componentes em ¢ > 0, s > 0. Estamos interessados nos pares (7,s) que satisfazem a condigdo
geométrica C = 0 e que tenham solugdes positivas para my,my € my.

Por hipétese temos que R34 < Ry4, logo Az < 0. Assim a fim de que mp,mq > 0em (5.14)
é necessdrio que A3z > 0. Isto corresponde i por¢io da curva C = 0 que estd abaixo da curva
A33 que é a porgio da curva C = 0 tal que ¢ > tp, onde P = (1,90262127,1.098478903) que é a
intersecdo de C = 0 com Az =0.

Além disso, para que my > 0, precisamos que —Ay1A33 + A 1343, e Ajp tenham 0 mesmo
sinal. Na regido de C = 0 onde Az3 > 0 também temos A}y > 0, portanto precisamos que
—A1A33 + Aj3As > 0. Isto corresponde a por¢do da curva C = 0 com ¢t < tp onde Q =
(2,419489969, 1,328380127) € a intersecdo entre C =0 e —A11A33 +A134A3 = 0. Assim, o
conjunto de pontos (z,s) na curva C = 0 em que m;,my,ms > 0 é dada pela por¢do de C =0
comip <t <lIlp.

Note que para cada par (¢,s) em C =0 com tp <t < tp existe uma Unica configuragio
central. Além disso, quando ¢ = fp temos que as massas my e my tendem ao infinito, e quando
t = tp temos que a massa my € identicamente nula, logo para estes valores de t ndo existem
configuracOes centrais.

Agora veremos o caso quando Az3 =0e A, =0.
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s
0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1,0
! 1 1 1 1 L L 1 |

Figura 5.9: O grifico da func@o I(s).

Assuma que Az3 = 0, isto acontece se, e somente se, Ros = Rys, isto é, ma,ma e ms formam
um triangulo equildtero, pois Ro4 = Rp5. Neste caso, a equacgdo (5.14), fica Azym; = 0 tendo
como Unica solugdao m; = 0, pois A3 = (R34 — R14)A124 # 0. Assim, ndo ha configuracdes
centrais neste caso.

Por outro lado, temos que A1» = 0 se, e somente se, Ry = 1, ou seja, my,m3,mq € ms estdo

em em circulo centrado em my, isto é, s> +12 = 1. As equagdes (5.13) e (5.14) ficam

1 1 1 1
(2_3 - ( +s)2-|—t2)3/2) m1+ <(2+2s)3/2 - (2s)3> (s)ms =0, (5.15)
1 1 |
(((1 F5)2412)32 ((1—s)2 +tz)3/z> = (1 - W) (25)myg = 0. (5.16)

Note que este sistema ndo depende de m;. Uma condi¢ao suficiente para termos uma solucao

ndo trivial em (m;,m4) € que o determinante seja zero. Calculando este determinante temos

det=~ (%‘ s +r2>3/2> (1 ‘ﬁ) (%)
o

1 1 1 1
(e ) ([T ) 9

usando o fato de que s* +¢> = 1 podemos escrever tal determinante como uma fungio de s

_ ((2+;s)3/2 B (2i)3> ((2+;S)3/2 - (2_;)3/2) (s) =0.
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® m;

® m,
m, m, m 4
@ <  J
(-10) (0,0) (1,0)

Figura 5.10: Uma configura¢do empilhada simétrica de cinco corpos que ndo é uma configuragéo cen-
tral.

Contudo, para 0 < s < 1 a fung@o [(s) é estritamente negativa, o que podemos observar na
Figura (5.9). Portanto, ndo existem configuracdes centrais deste tipo.

Concluimos entdo que as unicas configuracdes centrais do tipo considerado neste item sao
trapézios com os lados mm3 e myms paralelos, e m> no meio do segmento 7173. Estes trapézios
formam uma familia continua que corresponde a por¢do da curva C = 0 entre os pontos P e Q,

mostrados na Figura (5.8)

Demonstracdo do item (d). Consideremos uma configuragdo empilhada simétrica de cinco
corpos, em que mjp,my,m3 formam uma configuracdo central colinear com m; = m3 € my no
meio do segmento 7173 € onde as massas my € ms estdo localizadas no perpendicular bissetor
do segmento 7;73. Neste caso ndo exigimos que m4 = ms. com estas hipdteses temos duas

possibilidades:

(1) my4 e ms estdo no mesmo lado do segmento 7173.

(i) my4 e ms estdo em lados opostos do segmento 7173.

O caso (i) viola o Teorema do Perpendicular Bissetor (Teorema 1.1. De fato, considerando
os cones abertos formados pelo segmento 773 e pelo perpendicular bissetor deste segmento,
temos que o cone formado pelos quadrante um e trés possui duas massas € o cone formado
pelos quadrantes dois e quatro ndo possui massas. Portanto, nao existem configuragdes centrais
deste tipo. Podemos ver isto na Figura 5.10.

No caso (ii) as equacdes (1.2) tem as seguintes relacdes e simetrias:

o fiz=fau=fr5=f15=0,
* f3=—f12,
* f3u=—fia
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* f35=—fis.

Logo, as equagdes (1.2) se resumem ao seguinte sistema

fi2 = ma(R1a — Raa)A124 +ms5(R15 — Ry5)Aj25 = 0, (5.17)
fia = ma(Ri2 — Ra2)A1a2 + m3(R13 — Ra3)A143 +ms(Ris — Ras)Ajas5 = 0, (5.18)
fis =ma(Ri12 — Rs52)A152 +m3(R13 — Rs3)A153 + ma(R14 — Rsa)Ays4 = 0. (5.19)

Sejam ¢ a distancia de m4 a my e u aa distancia de ms a my. Entdo,

1
Ru = Ry=—————,
1
Ris = Rs=—
1
Ry = 73
1
Rys = L
R _ 1
Aipg = —Agp=—t,
A1s2 = —Ajps = —u,
Az = 2t,
Ais3 = 2u,
Aiss = —Aus=—(u+t).

Reescrevendo (5.17), (5.18) e (5.19) em termos de ¢ e u temos

B3ymy — B3omy =0, (5.20)
Biimy — Biomy 4 Byzms = 0, (5.21)
Boymy — Baomy + Byzmy = 0, (5.22)

onde
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1 1
31 (R14 — Ro4)A124 <(1+t2)3/2 t3) ,
By = (Ris—Ras)Aps = ! !
32 = (Ri5—Ras5)A12s5 = 007 @ u,
1 1
Bii = (Ri3—R3)Ais3= <?—m) (21),
1
By = (Ri2—Ra)Aa = <1_t_3) t
B (Ris — Ras)A ! L) )
g —_ = u P
13 15 — R4s5)A145 (R CEE
1 1
By = (Ri3—Rs3)Ais3= (f— (1+u2)3/2)( 2u),
1
By = (Ri2—Rs2)A150= <1—$) (—u),
B = (R Rsq)A154 = ! !
23 = (Ria—Rsa)A1ss = — (ETSEE NP (u+1).

Se t = u voltamos ao caso do item (a). Sendo assim, assuma que ¢ # u. Por (5.20) temos

(5.23)

Observe que nao ha problemas com a expressdo acima, visto que B3; # 0. Agora substituindo
(5.23) em (5.22) temos

—B»>1B B>»»B
ms = — Sy - 225, (5.24)
By3B3; B3B3,
Agora substituindo (5.24) em (5.21) obtemos
—B11B»B B>1B13B
my = 11823832 + B21513D531 (5.25)
B12B23B3; — B2 B3B3
Substituindo (5.25) em (5.21) temos
_ —B11(B12B23B3> — BnB13B31) — B1o(—B11B23B32 + B21B13B31)
ms = m (5.26)
B13(B12B23B3, — B2 B13B31)
Por 1ultimo, substituindo (5.25) em (5.22) temos
—B>1(B12B>3B3» — Br»2»B13B31) — B2 (—B11B>»3B B>1Bi13B
s — 21(B12B23B32 — B2y B13B31) — Bao(—B11B23B32 + B21 Bi3 31)m1‘ (5.27)

B23(B12B23B32 — By B13B31)

A fim de termos solugdes positivas em my, my4 € ms, precisamos que o numerador e o deno-

minador em (5.25), (5.26) e (5.27) tenham o0 mesmo sinal. Vamos considerar m;,,, 0 numerador
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my top=0
h
m, lop=0 f‘ m, top=0
; A

N
R

|‘ If \ my top=0
|
11 X m, top=0

| m, top=0
| m, bot=0

mg bot=0

my top=0
m, bot=0 ’

—
== m, top=0
= mytop=

————————m, top=0
T T 1

Figura 5.11: As curvas correspondentes a my,,, =0, my,,, =0, my,,, =0, my4,, =0, ms,, =0ems,, =0.

de m; e m;, , 0 denominador de m;, parai = 2,4,5. Assim,

my,, = —B11B23B3+ B21B13B3y,

my,, = B12B23B3; —B»B13B3y,

my,,, = —B21(B12B23B32 — BnB13B31) — B2 (—B11B23B32 + B21B13Bay),
my,, = By3(B12B23B3» —BxnB13B31),

ms,,, = —B11(B12B23B32 — BnB13B31) — Bi2(—B11B23B32 + B21B13Bay),

ms,,, = Bi13(B12B23B3» — B2 B13B3y).

As curvas correspondentes a my,,, = 0, my,,, =0, ms,,, = 0, my,, =0, ms,,, = Oems,, =0
dividem a regido do espaco ts, onde > 0 e u > 0 em certas regides correspondentes a diferentes
combinacdes de sinais, como podemos ver na Figura 5.11.

A regido onde my,, > 0 consiste na interse¢do entre as regides By3 > 0 e my,, > 0, uniao
com a interse¢do entre By3 < 0 e my,, < 0. Da mesma forma ms, , > 0 consiste na interse¢do
entre as regides B3 > 0 e my, , > 0, unido com a intersecdo entre as regides B13 <0emy, , <O0.
Para cada uma das expressoes de my, ms e m4 em (5.25), (5.26) e (5.27) plotamos as curvas
correspondentes € sombreamos as regides onde my > 0, ms > 0 e my > 0, respectivamente. A
intersecdo de todas estas regides sombreadas, que correspondem, no espacot > 0 e u > 0, onde

my >0, ms > 0e my > 0 é o conjunto vazio. Ver Figuras 5.12, 5.13 e 5.14. Concluimos entdo
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m, top=+

N, top=0
} m, top=—_p My top=0

m, top=+

m,, bot=+ /£ 1, bot=0

m, bot==

LAY

m, top=0
<+ ——————— m,top=
T T T T T L
s 10 '} 0 23 ]

Figura 5.12: As curvas correspondentes a mj,,, = 0 e my,,, = 0 e os sinais de my,,, e my,, fora destas
curvas. As regides sombreadas mostram pra quais valores de ¢ e u temos mp > 0.

my top=0
"'-_ m, top=- my top=+ my top=+ mAmp—O
my top=—
u s
10 =4
Baq=+ Bog=+
1 m, top=- m, top=—
.| < B0 410
] BE:_
J my top=+ )My top=0
L my top=+ Byy=— my top=—
T T 1

1 2 h

t

Figura 5.13: As curvas correspondentes a my,,, = 0 e my,,, = 0 € os sinais de my,,, e my,,, fora destas
curvas. As regides sombreadas mostram pra quais valores de ¢ e u temos m4 > 0.
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m; top={)

m; top=+

/

my top=

my top=+ jm; top=—|m; top=+ m; top=0

ns bot=0
N e /

= ms top=\ B,;=+

Byy=

Mg Wop=-
mg top 0

/ mj top=t
m, top=+

B,= B =+ (
T Y

Figura 5.14: As curvas correspondentes a m,,, = 0 e my,,, = 0 € os sinais de m;,,, e my,,, fora destas
curvas. As regides sombreadas mostram pra quais valores de ¢ e u temos np > 0.

que ndo existem configuragdes centrais deste tipo, exceto no caso especial onde t = u que foi

discutido na demonstragdo do item a).
[

Neste capitulo fizemos um estudo das configuragdes centrais planares empilhadas simétricas
de cinco corpos, onde trés destes corpos formam uma configuracio colinear. Primeiro vimos
que a tnica maneira de colocar as outras duas massas simetricamente com relacdo ao segmento
7113 e dos dois lados deste segmento € de forma que quatro destes corpos formem um losango
com a quinta massa no meio deste losango. E depois vimos que a inica maneira de colocar as
outras duas massas simetricamente com relacido ao perpendicular bissetor do segmento 7173 €
de forma que quatro destas massas formem um trapézio e a quinta massa fique no meio de uma
das bases do trapézio.

Observe que para o uso das equacdes de Andoyer neste caso foi de extrema importincia
assumirmos a simetria no problema. Sem a simetria ndo conseguiriamos reduzir as 10 equagdes
de Andoyer nas trés que utilizamos para demonstrac¢ao do resultado. Aqui se fossemos trabalhar
com as equacdes da definicdo teriamos 5 equacdes para trabalhar que possuem um certo grau
de dificuldade.



Capitulo 6
Comparacoes e Conclusoes

Neste trabalho vimos que existem diferentes abordagens para resolver problemas que en-
volvam simetria em configuracdes centrais. A abordagem escolhida depende das hipéteses que
consideramos. No Capitulo 2 supomos as massas iguais, por isso precisamos trabalhar com
equacdes em que envolvessem distancias mutuas que sdo as informacdes que tinhamos para
mostrar a simetria. Trabalhando com as equag¢des de distancias mutuas facilitamos o trabalho
de mostrar a igualdade dos lados.

No Capitulo 3 trabalhamos com as equagdes de Dziobek, pois elas envolvem as areas orien-
tadas dos tridngulos, que é a melhor maneira de mostrar a distincia dos corpos da diagonal da
configuracdo convexa. Sempre que assumimos simetria e queremos mostrar igualdade das mas-
sas, as equagdes de Andoyer tornam o trabalho mais simples, mas quando queremos mostrar a
simetria a partir da igualdade das massas, muitas vezes essas equagdes aumentam o trabalho.
Da mesma forma para ordenar as distancias mutuas as equagdes da definicdo ou as equacdes de
Andoyer tornam o trabalho mais complexo.

No Capitulo 4 usamos as equacdes da defini¢ao, pois ao assumirmos a simetria conseguimos
reduzir o nimero de equacdes. Mas no final vimos que a abordagem deste problema feita através
das equacdes de Andoyer diminuem o trabalho e as expressdes que determinam as regides onde
as configuracdes centrais planares concavas simétricas sao possiveis sao mais simples.

Por tltimo, no Capitulo 5, usamos as equagdes de Andoyer para mostrar as possiveis configu-
racOes centrais planares empilhadas simétricas de cinco corpos. Novamente o fato de termos
como hipdtese a simetria, nos ajuda a reduzir o nimero de equacdes, 0 que torna possivel en-
contrarmos solucdes.

Portanto, sempre que formos escolher qual das equagdes equivalentes para configuracdes
centrais vamos usar, € preciso analisar quais as hipdteses que temos para encontrar as equacoes

que melhor se enquadram no problema em questao.
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