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Resumo

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein nos fornece a ideia de tempo e espaco relativos as-
sim como na relatividade restrita, todavia, desta vez € a presenga do campo gravitacional que
faz esse papel. Nesse contexto surgem as equacoes de Einstein que relacionam a distribuicao e a
dindmica de energia e matéria no universo com a geometria do espaco-tempo. Perturbagdes na
malha espaco- temporal seriam ocasionadas por eventuais variacdes no contetido energético, tais
perturbacdes podem gerar um campo gravitacional propagante: as ondas gravitacionais que fo-
ram previstas por Einstein em 1916. Bons candidatos a fontes geradoras de ondas gravitacionais
sdo a morte de estrelas massivas e a coalescéncia de objetos compactos, por exemplo, sistemas
binarios de buracos negros, estrelas de néutrons, entre outros. Entender sobre a natureza das
ondas gravitacionais bem como seus efeitos nos forneceria grandes ferramentas para validar por
completo a teoria de Einstein. Apds um evento de emissao de radia¢do gravitacional, as ondas
viajam pelo espacgo e podem ser alteradas devido a presenga de uma curvatura de fundo gerada,
por exemplo, por buracos negros ou estrelas de néutrons. Nesse contexto, pretendemos anali-
sar o efeito desta interag@o na propagacdo das ondas gravitacionais. Como se daria a interagao
dessas ondas com outros campos gravitacionais? Sua velocidade de propagacdo, forma de onda
e suas polarizacdes seriam alteradas? Essas sdo algumas das perguntas que pretendemos res-
ponder no presente trabalho. Buscaremos respostas para estas questdes analisando a interagao
de campos escalares e das ondas gravitacionais com um campo de fundo planarmente simétrico
descrito pela métrica de Taub, sem a presenga de constante cosmoldgica. Considerando-se que
a presenca de uma métrica de fundo espacialmente anisotrdpica afeta distintamente a equagdo
de evolugao de cada um dos modos de polarizacdo, podemos dizer que o campo gravitacional
de fundo se comporta como um meio polarizador.

Palavras—chave: Ondas Gravitacionais, Métrica de Taub, Relatividade Geral



Abstract

The Theory of General Relativity gives us the idea of time and space as well as on special
relativity, however, this time is the presence of the gravitational field that makes this role. In
this context arise Einstein’s equations that relate the distribution and dynamics of energy and
matter in the universe with the geometry of spacetime. Perturbations in the spacetime structure
caused by eventual variations in energetic content generate a propagating gravitational field: the
gravitational waves that were forecasted by Einstein in 1916. Good candidates for sources of
gravitational waves are the death of compact objects, e.g., binary systems of black holes, neu-
tron stars, among others. Understanding about the nature of gravitational waves and their effects
provides us with great tools to validate completely Einstein’s theory. After an event of emission
of gravitational radiation, the waves travel through space and can be changed due the presence
of a background curvature generated, for instance, by black holes or neutron stars. In this con-
text, we intend to analyze the effect of this interaction on the propagation of gravitational waves.
How would be the interaction of these waves with other gravitational fields? The propagation
velocity, waveform and its polarization would be changed? These are some of the questions we
intend to answer in this paper. We will seek answers to these questions by analyzing the interac-
tion of the scalar fields and of the gravitational waves with a plane-symmetric background field
described by the metric of Taub , without the presence of cosmological constant. Considering
that the presence of a spatially anisotropic background metric affects distinctly the equation of
evolution of each polarization mode, we can say that the background gravitational field behaves
like a polarizable medium.

Keywords: Gravitaional Waves, Metric of Taub , General Relativity
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (RG) € uma teoria de gravitagdo descrita em termos geométricos
que foi publicada em 1916 por Albert Einstein 11 anos apds a publicacdo de sua Teoria da
Relatividade Especial. Enquanto esta dltima teoria teve amplo impacto cultural, i.é., grande
parte das pessoas reconhecem a expressdo E = mc>. A RG é amplamente reconhecida entre os
fisicos como uma verdadeira obra-prima de Einstein, um feito verdadeiramente notavel maior
do que todos os feitos de seu “Annus Mirabilis”em 1905. Foi descrito por Max Born como
“o maior feito do pensamento humano sobre a natureza, a combinacdo mais surpreendente da
penetragao filosdfica , fisica, intui¢do e habilidade matemaética”[1]. A RG explica a gravitagao
como consequéncia da curvatura do espagco-tempo, enquanto que a curvatura do espago-tempo €
uma conseqiiéncia da distribui¢do de matéria. A curvatura do espagco-tempo afeta 0 movimento
da matéria ali presente, que reciprocamente determina a geometria e a evolucdo do espago-
tempo, como parafraseou John Wheeler: “O espago-tempo diz a matéria como se mover, € a
matéria diz ao espaco-tempo como se curvar’[2].

Uma metéfora util para a gravidade enquanto curvatura do espago-tempo é visualizar uma
espessa folha de borracha, esticada, que se deforma com a presenga de um corpo macico pare-
cido com o que vemos no exemplo da Fig. (1.1).

Figura 1.1: Corpo massivo curvando a malha espago-temporal, exemplo Sol-Terra.

Para entender melhor como Einstein chegou a essa teoria notdvel devemos primeiro consi-
derar brevemente a sua Teoria da Relatividade Especial (RE) também chamada de Relatividade
Restrita. A RG € uma generalizacdo da Relatividade Especial, na qual Einstein se prop0s a re-
formular as leis da fisica na RE, de tal forma que esta fosse valida em todo referencial inercial,
1.€., em todos os referenciais em que a primeira e a segunda lei de Newton para o movimento
sdao mantidas independentemente do movimento relativo. O postulado fundamental da Relati-
vidade Restrita é de que a velocidade da luz no vacuo € a mesma para todos os observadores
inerciais. Einstein mostrou que, como consequéncia desse postulado, o conceito Newtoniano
de uma estrutura rigida de espago e tempo ndo mais tinha sentido, medicdes de tempo e espago



ndo poderiam ser absolutas e nem independentes, mas dependeriam agora da cinemdtica do
observador e estariam relacionados através das chamadas Transformagdes de Lorentz.

O espago e o tempo como entidades distintas deu lugar a um sistema unificado espaco-
tempo, conhecido como espago de Minkowski, que € descrito pela métrica 1. SO o intervalo
entre os eventos desta nova entidade independe do referencial do observador. A RG é como
uma extensao da ideia apresentada para referenciais inerciais, mas agora validada para todos os
referenciais através do Principio da Equivaléncia. Esse principio diz que “em cada ponto do
espaco-tempo na presenca de um campo gravitacional arbitrario dado € possivel escolher um
sistema de coordenadas localmente inercial’ tal que, no interior de uma regido suficientemente
pequena no entorno do ponto em questdo, as leis da natureza tomam a mesma forma daquelas
expressas num sistema de coordenadas Cartesiano na auséncia da gravidade”[3]. Em outras pa-
lavras, temos que a massa gravitacional € identicamente igual a massa inercial e das Equacdes
de Einstein vemos que a Lei da Gravitacdo de Newton € um caso particular para campos gravi-
tacionais muito fracos.

Ainda na busca da generalizagdo desta teoria, Einstein também se valeu de um outro principio
chamado de principio de covariancia. Podemos definir o principio de covariancia como a
afirmacdo de que as leis da Natureza devem ser expressas numa linguagem covariante e o
calculo diferencial permite que as equacdes dinamicas possam ser escritas dessa forma. Eins-
tein percebeu que os referenciais sao defini¢des arbitrarias que fazemos de maneira conveniente
para cada situacdo. De acordo com este principio, as leis da Natureza ndo podem depender da
nossa escolha de referencial, uma vez que esta escolha € completamente arbitraria. Assim, as
leis da Natureza devem permanecer inalteradas caso facamos uma transformacao arbitréria de
coordenada. O principio de covariancia nos diz que estas leis devem possuir a mesma forma
tanto em sistemas acelerados quanto em sistemas inerciais (no sentido Newtoniano).

Mais ainda, qualquer teoria da gravitacdo que obedeca aos principios da relatividade proibe
a propagacao instantanea de interacdes, € necessariamente implica a existéncia de Ondas Gravi-
tacionais (OG’s). De acordo com a RG qualquer aceleracao assimétrica numa massa produz um
campo propagante de spin 2, ou radiacdo gravitacional, que se propaga no vacuo com a veloci-
dade da luz. Se levarmos em conta a dualidade onda-particula, veremos surgir quantizando este
campo gravitacional uma particula sem massa a qual conhecemos da literatura como grivitons,
analogamente ao que acontece quando se quantiza o campo eletromagnético e vemos surgir os
’quanta’ de luz que denominamos fétons. Atualmente foram observadas assinaturas de ondas
gravitacionais geradas possivelmente no inicio do universo, mas ainda ndo ha nada de concreto
sobre elas e sobre gravitons na literatura, o que existe ainda sdo especulagdes. As OG’s sdo
usualmente associadas as componentes tensoriais - ou seja, a parte transversa e sem traco (TT)-
das perturbagdes métricas.

O foco da presente dissertacdo é que, em posse do conhecimento prévio das Equagdes de
Campo de Einstein linearizadas e de todo ferramental matematico da RG, nés possamos fazer
interagir um campo gravitacional de spin 2 com um campo de fundo. Como ficam afetadas suas
polarizagdes? Existirdo mudancas significativas em suas frequéncias e velocidades?

Este trabalho compde-se de duas partes, sendo a primeira parte uma revisao bibliogréfica re-
presentada pelo capitulo 2, e a segunda parte, descrita pelos capitulos 3 e 4, o material original
desenvolvido exclusivamente por mim e pelos meus orientador e coorientador. Este presente
texto estd distribuido da seguinte forma: no Capitulo 2, estudamos uma das solu¢des planar-
mente simétricas das Equacdes de Einstein da qual obtemos uma forma geral para uma métrica
que descreve um plano infinito massivo, elétricamente carregado e sem a presenga da cons-
tante cosmoldgica. Essa métrica foi primeiramente investigada por Taub e por isso levou o seu
nome. No capitulo 3, investigamos a propagacao do campo escalar minimamente acoplado com



a métrica de fundo (métrica de Taub) e obtemos as equacdes de movimento para o caso geral
e também para o caso da métrica linearizada. No Capitulo 4, obtemos as equacdes de campo
linearizadas para o caso geral, e em seguida, investigamos estas levando em conta a perturbagdo
propagante e a propagac¢do de fundo. Tomando os devidos cuidados com os limites considerados
e analisando as possiveis solugdes, investigamos as respostas das questdes formuladas acima,
as quais nos motivaram a este trabalho. Por fim, apresentamos nossas conclusdes e perspectivas
para a continuidade do presente tema no Capitulo 4.2.

Ao longo de todo o texto, utilizaremos o sistema de unidades 8tG = ¢ = 1. As coordenadas
de espago-tempo x* sdo rotuladas por indices gregos (u,v,a,... =0,1,2,3), com =1t eas
coordenadas espaciais x’ por indices latinos (i = 1,2,3). E, por fim, a assinatura utilizada para
a métrica de Minkowski N*" é (+,-,-,-).



Capitulo 2

Meétrica de Taub

O estudo das solugdes planarmente simétricas das equacdes de campo de Einsten ji percorreu
um longo caminho até os dias de hoje. Desde a solu¢do encontrada em 1918 por Levi-Civita
[5] para o espago-tempo fora de um plano massivo, outras solugdes tém sido vislumbradas por
diversos autores [6, 7, 8]. Investigacdes tém incluido a generaliza¢ao dessas solucdes para casos
nao estaticos [6, 9, 10], para contante cosmoldgica ndo nula [11, 12, 13], dentro de uma nuvem
de poeira em colapso [14, 15, 16], em espaco-tempo com fluidos auto-gravitando [17, 18, 19,
20, 21], em colisao de ondas gravitacionais planas [22, 23, 24, 25], dentre outros. Embora as
solugdes para as equagdes de Einsten-Maxwell sejam bem estudadas, os resultados na literatura
ainda aparecem isolados, com pouca ou nenhuma discussdo que relacione as solugdes e suas
interpretagdes fisicas. Nossa motivagdo para o estudo dessa métrica estd no fato dela ser uma
métrica essencialmente simples matematicamente e também bastante intuitiva, ja que descreve
um plano gerado por uma placa massiva infinita.

Neste capitulo!, estudaremos uma forma geral da métrica para um plano massivo, infi-
nito, eletricamente carregado e sem a presenca da constante cosmoldgica. Vamos resolver as
equagoes de Einstein-Maxwell com fontes puramente eletromagnéticas. Nesse caso, o traco do
tensor energia-momento é T = T', = 0, e as equagdes de forma geral, podem ser escritas da
seguinte maneira:

Ry = —2Ty + Aguv, 2.1)

T = F,%Fy, + %gvaaB FoB, (2.2)
F*, =0, (2.3)

Fiv:a) =0- (2.4)

onde na ultima expressao o colchetes representa a convengao anti-simetria e ainda a diferenciacao
vem reprsentada pelo ponto e virgula.

Considerando o plano xy como o plano de simetria, o elemento de linha pode ser escrito da
seguinte maneira:

ds? = Edr* — G(dx* +dy*) — Fdz*. (2.5)

'No presente capitulo utilizamos essencialmente a referéncia[4]

4



nesta expressao, em geral, E, F e G sdo fun¢des de z e ¢.
As equacdes de campo (2.1), com a métrica dada pela Eq.(2.5), ficam da seguinte forma

Y E/Z E/F/ E/G/

- —— =4FT,, —2AEF. 2.6
2 2F TG 00 ’ (20)
E'G  F'G
E/2 E/F/ 2F G/Z F/G/
E"— E ot (E) (G”_ G oF ) = —4ETs3 — 2AEF, (2.8)

sendo as derivadas calculadas com respeito a componente x3 = z € as derivadas com respeito ao
tempo foram negligenciadas devido ao fato de nos restringirmos ao caso estético.

O tensor energia-momentum de um campo eletrostético direcionado no eixo z apresenta-se
da seguinte maneira [26]:

,[1r o 00
6, |0 -1 0 0
B 24
TV_8G2 0 0 —1 0}’ (2.9)
0 0 0 1

nesta expressdo, 6, descreve a carga no plano por unidade de drea e esta densidade de carga €
positiva por defini¢do. Sendo assim as Egs. (2.6), (2.7) e (2.8) ficam do seguinte modo:

2 GE’
1 Ll =—0.G -4, (2.10)

G(EF)z | | (EF)2

1 1[G2E] B
[EGG’} [ F } =0 -4 —
1 G I
(EFG)2 5G] = 0. (2.12)
EFG)2
Integrando a dltima equagao, teremos

(EF)? = —(26)7'G 26, (2.13)

com G’ # 0, e identificamos a constante de integracdo ¢ com a densidade de massa do plano
em z = 0 no limite Newtoniano, como veremos adiante. Substituindo a Eq. (2.13) na Eq. (2.10)
e integrando duas vezes, obtemos o seguinte:

E = (02/46°G™") — (A/36%)G +bG 2 + k. (2.14)



Demandando consisténcia com a Eq. (2.11), vemos que k = 0. Fazendo E(z=0)=1¢
G(z=0) =1 (i.é., temos o plano z = 0 descrito pela métrica de Minkowski) temos:

b=1-0,/46>+1/30°. (2.15)
Entao:
E=aG ' +bG? +cG, (2.16)
F = (G*/46%)(a+bG? +cG*) !, (2.17)
a=o0,/40°, (2.18)
c=—\/30%, (2.19)
b=1-a—c. (2.20)

Assim, reescrevendo o elemento de linha levando em conta todas essas consideragdes, te-
mos:

ds* = (@G +bG7 +cG)di? — G(d:® +dy?) — (G%/46%) (a+bG? +cG*) " d2. (2.21)

Se desconsiderarmos as condi¢des associadas com o plano massivo, as Egs. (2.13), (2.14)
e (2.17) nos ddo a solug@o para todo z tal que z_ < z < z4, sendo G(z_) = + e G(z+) = 0.
Logo vemos que existem dois limitantes para z, mas levando em conta o plano massivo podemos
desconsiderar a singularidade z_ em z que serd andloga a singularidade em z .

Para esta métrica o escalar formado pelo tensor de Ricci vem dado por

Sk = RYR); = 6} /AG* + 4, (2.22)

mostrando que z representa uma singularidade (real) no espaco-tempo. Outras singularidades
aparecem na métrica para E — 0 e E — +o0, mas sdo somente singularidades de coordenada.
Ainda, podemos calcular a distancia prépria entre o plano massivo e a singularidade z:

I+
8, = —/0 F'124z,

1 1
=5c / (a+bG'?+¢G*)~1%dG. (2.23)
0

Percebemos que essa dltima equagdo nos dé z sem introduzirmos coordenadas especificas
e esta singularidade est4d a uma distancia prépria finita do plano z = 0.
Agora, tomando A =0 e 6, = 0, e considerando G’ # 0, a soluc@o geral se reduz a:

ds*> = G~'2d1> — G(dx* + dy?) — (G /46> G /?)d 2. (2.24)

O cardter fisico do espago-tempo descrito por este elemento de linha pode ser estudado
considerando o movimento de particulas teste, nesse sentido vamos analizar uma geodésica
nula na direcao de z:

t—tg=+1/20 / “Gldz = +1/26[G(2) - Glz0)], (2.25)
20



Para o caso de uma particula massiva, a geodésica pode ser escrita como

Fi+ %F/z'z +YE' )2E* =0, (2.26)
sendo o ponto a diferenciagdo feita com respeito ao tempo proprio e a virgula, assim como antes,
a diferenciacdo feita com respeito a componente z, e Y = Et = G2t reconhecemos como a
constante total de energia da particula.

A partir da Eq. (2.26), podemos agora, obter a aceleracao local de uma particula livre
instantaneamente em repouso no plano:

£0) = —g=—06/2, (2.27)

e usando o teorema de Gauss no caso Newtoniano verificamos que ¢ € de fato a densidade de
massa do plano, tal como mencionado anteriormente. Este espagco-tempo, descrito por este caso
especial, possui curvatura: o invariante de curvatura de Kretschmann ¢

Sk = R*¥Ry e = 126%[G(2)] . (2.28)

Neste caso, a distancia prépria finita dada pela Eq. (2.23) serd £, = 1/|3g|. Quando toma-
mos coordenadas com medidas na direcdo de z, é vantajoso, tanto por razdes de interpretacao
quanto, também, pelo fato da geodésica na Eq. (2.26) poder ser integrada mais facilmente,
escolhendo F=1. Neste caso, a métrica da Eq. (2.24) fica na forma [27, 28, 29]

ds* = (1—23gz) 23dr*> — (1 —3g2)*3(dx® + dy?*) — d 22, (2.29)

sendo g = 6/2 a acelera¢@o de um ponto fixo arbitrario no plano z = 0. Esta dltima equago nos
fornece a métrica conhecida como métrica de Taub, a qual usaremos como a métrica de fundo
na proposta deste trabalho. Agora, analisando a geodésica (2.26), temos que

t+gv(1-3g7) 13 =0, (2.30)
o qual integrando uma vez nos da

2= [P(1-3g2)¥3 —1]V2, 2.31)
de onde podemos obter z,, , i.€., a mdxima altura que uma particula massiva pode alcancar:

n=(1—-7"7)/|3gl. (2.32)

Isso mostra que z,,, < z4+ para todos valores finitos (positivos) de y. Assim, uma particula
ndo pode se aproximar da singularidade z, .

Integrando ainda a Eq. (2.31), obtemos o tempo proprio T, sendo este medida de um relégio
que se move junto com a particula. Para a particula alcangar z,,,, teremos que

©(zm) = (2Y’8) ' (Y¥vo+cosh™'y), (2.33)

comy= (1—v3)~"/? e vy sendo a velocidade da particula em z=0, donde obtemos limy_,e. T(zm) =
0.

Podemos fazer uma comparagdo da velocidade coordenada v de uma particula massiva com
a de um féton vy, por exemplo. Neste caso, temos que dx=dy=0, o que nos resulta, imediata-
mente, da Eq.(2.29),

ve=(1-3gz)" /3 (2.34)



Entdo, teremos também
v=z/t=vs(1 —Y_Zv_f)l/z, (2.35)

0 que nos mostra que no limite quando y — o, v = v,,.

Uma particula disparada do plano em direcao a singularidade com uma velocidade arbitraria
proxima a da luz, segue um f6ton até esta, sem ser mensuravelmente desacelerado. A geodésica
para os fétons movendo na direcao z vem dada por:

t==4[1—(1—3gz)%*(4g)"". (2.36)

Esta equaciao nos mostra porque os fotons sdo capazes de se aproximarem da singularidade
do espago-tempo em um tempo finito #,, = 1/4g , medido por um relégio padrdo localizado
em z=0. Usando a Equacgdo para o efeito Doppler gravitacional, a frequéncia da luz medida
localmente na posi¢ao z vem dada por

o= woE~ /% = (1-3gz2)" Py, (2.37)

sendo My a frequéncia da luz medida localmente do plano. Vemos que a frequéncia se torna
nula a medida que a luz se aproxima da singularidade.

Existem duas possibilidades para o que acontece com a luz préximo a singularidade. Uma
delas € que € possivel continuar a métrica para z > z+. Mas vemos da Eq. (2.25) que, a medida
que z cresce, de modo que z > z,, é preciso mudar o sinal na frente de (26)~! , a fim de dar a
coordenada t um valor real finito. Assim, a acelerag¢do da gravidade € dirigida para fora a partir
da parede de ambos os lados da mesma. Alguns autores nos motivam a associar esta parede
singular com a posi¢do de um plano de massa negativa. A fim de produzir a singularidade,
a densidade de massa negativa do plano teria que ser infinita. A outra possibilidade € que
até mesmo a luz, quando se aproxima de z = z4, perde toda a sua energia intrinseca dada em
Eq. (2.37), retornando ao plano em z = 0; o que € consistente com a Eq. (2.36) com o sinal
negativo, resultando em uma curva geodésica nula para ¢t > t,,. E ainda, de acordo com essa
interpretacdo, ndo ha plano massivo na singularidade, mas sim um plano com massa positiva
em z=0. Isto produz um campo gravitacional e o espago-tempo € curvado fora do plano. A
energia do campo gravitacional contribui para a aceleragdo gravitacional das particulas teste.
Isso garante, ainda, que o universo acessivel € fechado, ndo s6 para as particulas massivas
(mesmo no caso de movimento nao geodésico, devido a divergéncia em z. ), mas também para
a radiacdo. O universo fisico fora do plano tem uma extensao finita, chegando apenas a z, =
1/]13g| =2/30.

Nos deteremos apenas ao campo em z > 0, pois podemos notar que o campo gerado sera
simétrico, ou seja, o plano massivo infinito localizado em z = 0 funciona como um espelho o
que gerard um campo idéntico para z < 0 com um ponto singular em z = z_ = —1/3g. Esse
campo, possivelmete, ficaria oscilando entre zy = 1/|3g| =2/36 e z=2z_ = —1/|3g|, como se
ficasse preso neste espago-tempo. Em trabalhos futuros, podemos explorar essa condi¢do, afim
de entender melhor o que acontece quando consideramos também z < 0.



Capitulo 3

Propagacao do Campo Escalar

A Teoria Quantica de Campos estabelece uma formulac¢do na qual as fungdes de onda sdo to-
madas como operadores quanticos, sendo chamados de operadores de campo. Diferentemente
da Mecanica Quantica, que trata de quantizar as grandezas fisicas relacionadas ao movimento
de um nuamero finito de particulas (sistemas discretos), a teoria Quantica de Campos trata a
quantizagdo de sistemas continuos, logo € conveniente para tratar sistemas de muitas particulas.
A forma de fazer isso € escrever os observaveis em termos de operadores que aumentam ou
diminuem o nimero de certas quantidades do sistema que sd@o conhecidas como quanta de
excitacdo. Cada particula elementar estd relacionada a um campo quantico. O numero de
quanta desse campo € identificado com o nimero de particulas no sistema, cujas propriedades
(como massa, carga elétrica e spin) se refletem nas propriedades do campo. Por exemplo, as
particulas que resultam da quantiza¢do do campo eletromagnético sao os fotons, que t€m massa
e carga nulas e spin 1 [30]. Trataremos aqui 0 campo escalar que possui também massa e carga
nulas e spin 0. A motivacdo para tratar o problema proposto neste trabalho com campo escalar
é que esse é um campo consideravelmete simples, jd que, ndo possui spin. E um campo de
muito interesse na comunidade cientifica atual, j4 que recentemente a possibilidade de obté-lo
experimentalmente ganhou forca com a consecucao nas medidas dos aceleradores de particulas
para o campo de Higgs, que é uma campo escalar . Vamos nos restringir ao regime de baixas
energias, situagdo que nos permite tratar o campo em primeira quantizacao (funcdo de onda).

3.1 Solucao Geral

A equagdo para um campo escalar sem massa minimamente acoplado vem dada por:
Lo =0, (3.1)

sendo (J = g"V9,0y o operador D’Lambertiano. Podemos reescrever a Eq. (3.1) da seguinte
maneira:

1
——du(\/—85g"ovh) =0, 3.2
=% (v —88" ov0) (3.2)

sendo g o determinante da métrica de fundo g,y que consideraremos aquela descrita pela Eq.
(2.29).

Como vimos no capitulo anterior, essa métrica € planarmente simétrica e, neste presente
trabalho, ela representa o campo gravitacional de uma placa com densidade superficial de massa
o, lembrando que ¢ = 2g conforme a Eq. (2.27).

Considerando o determinante da métrica g = —(1 — 3gz)2 e aEq.(2.29) na Eq. (3.2), teremos

90(v/—88"900) +01(v/—28''010) + 92(/—88*%020) +93(\/—88030) =0,  (3.3)

9
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o que resulta em

%9 0% 9% ¢, 00

1-3g2)° 3=~ — (1-3g2) 3= — (1 -3g2) /== — (1 -3gz) = +3g=— =0. (3.4
(1-3g2)"" 57 —(1-3g2)" o7 — (1 -382) P (1—3gz) 32 7383, (3.4)
Supondo o campo ¢ uma funcdo separdvel, podemos escrevé-lo da seguinte forma:
0 =X(X)Y(y)Z(z)e ™. (3.5)
Considerando a Eq. (3.5) podemos reescrever a Eq. (3.4) e assim obtermos que:
10°X  19%Y 10z 19°Z
T 4 (1-3g2)%% — (1-3g2) P3g— =+ (1-3g)**==2=0. (3.6
Xz (7 +(1-3gz) (1-3g2) /3¢, 3 +(1-3g2)"" 32 (3.6)

Supondo da Eq. (3.6) que ¢ € uma funcdo separdvel, entdo escolhendo uma constante posi-
tiva arbitraria K, teremos:

1 9°X
X2 5 (3.7)
10%Y )
— = = —k, (3.8)
Y ayz y
e para a coordenada Z teremos:
0’Z 3¢ 0Z z
8 2 +2(1-3g2)3w* =0, (3.9)

922 (1—-3gz) 3z ™ (1—3gz)*/3

sendo k)%y =k2+ k% .
Por conveniéncia vamos chamar 3gz = 7 com Z € [0, 1], logo a equacdo geral para Z fica
sendo:

27 1 4z K
d d [/2_ Y | (1-22Pz=0, (3.10)

d_ZZ_(l—Z)d_Z+ (1—2)2

Ky
/ [O) / Xy
send().(o—~3—gek)€y——3g. i N A

Ainda ndo obtivemos uma solucdo analitica para a Eq. (3.10), mas vamos reescrevé-la da

seguinte forma fazendo p = —(1 —2) :

) k/2
P7 14z [m,z_ﬂ 0237 0, 3.11)

ap? pdp p?

note que p € [—1,0].
Nao fomos capazes de encontrar uma solug¢do exata para a equagdo (3.11). Vamos entdo
considerar os dois casos particulares descritos a seguir.

3.2 Solucao exata para propagacao perpendicular

Consideramos, aqui, solu¢des com dependéncia apenas na coordenada z, que correspondem a
configuragdes de campo que se propagam perpendicularmente a distribuicao planar de massa.
Para isso, tomamos a Eq. (3.11) no caso particular onde k;y =0:

d’Z 1dZ 5
— = Z=0. 3.12
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Tomemos a seguinte tranformacao:

3

p = Zoa’p4/3 = dp’ = o'p'dp. (3.13)

Com isso, a Eq. (3.12) toma a seguinte forma:

d*z L 1dz

dp/2 p/ dp/
Reconhecemos entdao a Eq. (3.14) como sendo a Equacdo de Bessel de ordem 0, que possui

como solugao

Z=0. (3.14)

Z(p") = C1o(p") + CaNo(p'), (3.15)

lembrando que p’ = 3&/(1—2)*3 . Temos que Jo(p’) é a funcdo de Bessel de primeiro tipo e
No(p') é a fungdo de Bessel de segundo tipo (também chamada de fun¢do de Neumann).

[—w=i—w=10 — w=100]

0.8

0.6

0.4

-024

-0.4 4

Figura 3.1: Comportamento de Jy(Z) entre o plano massivo em Z = 0 e o plano singular 7 = 1
para trés valores de frequéncia, sendo eles ® =5, 10, 100.

Podemos observar nas Figs. (3.1) e (3.2) que a fungdo Jy(Z) tem sempre um valor finito,
para qualquer ®, na regido entre o plano massivo e o plano singular. Todavia, a funcio de
Bessel do segundo tipo Ny(Z) decresce abruptamente nas proximidades do plano singular e vai
para —co em Z = 1. Quanto menor for a frequéncia do campo escalar mais cedo sua amplitude
diminuird, i.é., mais préximo do plano massivo. O fato da solug@o para ¢ ser singular em Z = 1
concorda com a singularidade no espaco-tempo de Taub, tal qual evidenciada pelo escalar de
Kretschmann (ver a Eq. 2.28).

Resultado semelhante pode ser encontrado para o caso ® = 0 € k,, # 0, para o qual a solugdo
¢ dada em termos das fungdes de Bessel modificadas Iy(Z) e Ko(Z). Para esse caso também,
existird uma singularidade no plano 7 = 1.

3.3 Soluc¢ao para a Métrica de Taub linearizada

Vamos considerar somente a solu¢do em primeira ordem para 7 , i.€., vamos linearizar a Eq.
(3.9) e tomar Z muito pequeno, ou Z << 1. Assim, expandindo em Série de Taylor, teremos:

d*7 dzZ 2 4
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—w=3 w=10 w' =100

Figura 3.2: Comportamento de Ny(Z) entre o plano massivo em Z = 0 e o plano singular 7 = 1
para trés valores de frequéncia, sendo eles ® =5, 10, 100.

Desta forma, reconhecemos a Eq. (3.16) como sendo uma equagao hipergeométrica conflu-
ente, conhecida como Equacdo de Kummer, a qual possui como solu¢do uma combinacao linear
de duas funcdes, M(a,b;j), conhecida como fun¢do de Kummer de 1° tipo e U(a,b;j), como a de
2° tipo. Sendo assim a solu¢do vem dada por:

Z =3 5%5 [, M(a,b; j) + CU (a,b; )] (3.17)
sendo:
(o T BC100°9) 20t 502 a1
9 18 9 6’ '

1
b=—; 3.19
3 (3.19)

37+ 40% + 8k +3)°

j= ( 3 vt . (3.20)

Uma vez que estamos trabalhando sob a restricdo de que 7 << 1, € legitimo considerar a
solugdo (3.17) nesse contexto. Considerando o fato que @' e k;y podem ser varidveis grandes,
vamos expandir em primeira ordem em Z somente o termo entre colchetes em (3.17).

Expandindo em primeira ordem em Z, obtemos para M e U

M(a,1/2;j) = M(a,1/2,0%/18) + 12a0 M (a+1,3/2,0/18)z , (3.21)

Ula,1/2;j) = \/E(U(“v 1/2,02/18)  V2M(a+ 1/2,3/2,0c2/18)>+

INa+1/2) 3 I'(a)
a a 2 2 a
AT

—ﬁﬁM(a—H/Z,S/Z,ocz/lS))Z, (3.22)
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onde I'" é a funcdo Gamma de Euler, e definimos a quantidade
o =40 48k +3 . (3.23)
Podemos, entdo, finalmente, escrever a solugdo geral para ¢ com 7 << 1:
0= o (O Hhathyy)—(2/30%+4/3k5)z [ @ (@, kry) + D1 (0, kyy)Z] (3.24)

onde definimos as fun¢des

a, ) 2 a ) ) 2
Do (0, kyy) = C1M(a,1/2,0cz/18)+C2\/7_T<U(F(la/i 32/)18) —?M( H/iéf x /18)>
D (0,kyy) = 12aocM(a—|—1,3/2,oc2/18)—%M(d—i—l/Z,B/Z,az/lS)
aoM(a+1,3/2,02/18 2 a
ﬁ@ : (r(+a+1//2)a/ )_g%M(cHﬁ/lSﬂ,az/lS) ’

(3.25)

que nao dependem de Z.

Cabe lembrar que estamos tratando o campo escalar real, e estd implicito que deve ser
tomada apenas a parte real da equagdo acima.

Sabemos que o tensor energia-momentum para um campo escalar vem dado por

T = (1-28)V, 0900 + (26 — 1/2) gy V20V 0 — 250V, V40 + 2800008, +EGw0” — V (0)gH",
(3.26)
sendo G,y o tensor de Einstein para a métrica de fundo da Eq. (2.29) linearizada e £ é a constante
de acoplamento do campo com a gravitacao.
Para este caso, vamos tomar G,y =0, V(¢) =0, § = 0 (campo minimamente acoplado) e
V,.0 se reduz a simplesmente d; ¢. Assim, podemos reescrever a Eq. (3.26) como

Tw = u(Red)dy (Red) — % 23 (Re0)dy (Red). (3.27)

onde indicamos que somente a parte real de ¢ deve ser considerada.
De acordo com essas consideracdes, a componente 00 do tensor energia-momentum € dada
por

Too = F + Gz, (3.28)
sendo
1 .
F = E (0)2 + k)% + k%)q)()((;), kxy) SIH2(0)[ —x— kyy)
+(32)% (@1(0, kxy) — BP0 (, kyy))* cos? (00 — kex — kw)] 2 20

1 . gz
G = ((coz+k§+k§)cp0(oa,kxy)c1>1(co,kxy)——(k§+k§)cp3(m,kxy)) sin? (ot — kex — kyy)e ™2

3
3g)?
3

~

_|_

(P1 (0, kxy) — BP0 (@, kyy)) (P1 (@, ky) — BP0 (@, kry) — 3PP (@, kyy))
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X cos? (@t — kex — kyy)e2P7 (3.30)

com [} definido por
B=2/3w+4/3K; . (3.31)

Das equagdes (3.28), (3.29) e (3.30), podemos perceber que a densidade de energia do
campo escalar (3.24) diminui exponencialmente com o aumento de Z. Isso esta de acordo com
0 que vimos no capitulo 2, no qual constatamos a diminui¢do de energia intrinsica de um raio
de luz que viaja na direcdo de +z (veja a Eq. 2.37).

Realizando o mesmo cdlculo similar para as demais componentes do tensor energia-momentum,
somos levados a resultados totalmente anidlogos, onde as componentes desse tensor diminuem
a medida em que Z aumenta.



Capitulo 4

Propagacao de Ondas Gravitacionais

As equacgOes da Relatividade Geral sdo altamente acopladas, indicando que o campo gravita-
cional interage consigo mesmo. Ao considerarmos a Relatividade Geral para campos fracos
em mais baixa ordem, somos levados a teoria do campo tensorial simétrico de rank 2, cujas
equacdes de movimento sao lineares. Nesse regime, vale, entdo, o principio da superposi¢do e,
na auséncia de fontes externas, temos solucdes na forma de ondas planas.

Sabemos que, apds a emissdo de radiacdo gravitacional, as ondas viajam pelo espaco e
podem ser alteradas devido a presenga de uma curvatura de fundo gerada, por exemplo, por bu-
racos negros ou estrelas de néutrons. Neste contexto, pretendemos analisar o efeito da interagao
dessas ondas gravitacionais com um campo gravitacional simples, tal como o representado pela
métrica de Taub.

Todavia, nos restringiremos ao caso do campo de fundo também ser fraco, ou, equivalente-
mente, a propagacao nas proximidades do plano massivo em z = 0, sendo pequena a densidade
de massa.

Como se daria a interagdo dessas ondas gravitacionais com o campo de fundo? Como
seria sua velocidade de propagacdo? Quais seriam as polarizagdes de seus modos normais de
propagacao?

4.1 Obtencao das equacoes de campo linearizadas

Partiremos das equacdes de Einstein para o vacuo

Ry =0, 4.1)
sendo o tensor de Ricci dado por
Ruy = 3T, — 06T, + T4, — rgvrgﬁ, (4.2)
e o simbolo de Christoffel I'* , dado por
Ty = L O (4.3)
2

A existéncia do tensor de curvatura afirma a questao de que o principio da equivaléncia jun-
tamente com o principio da covaridncia geral determinam unicamente os efeitos da gravitagao
em sistemas arbitrarios.

A utilizagado desses principios do tensor métrico nos ajudardo a entender a interagao entre a
onda gravitacional e um campo gravitacional de fundo.

15



Considerando a métrica

16

g,uV - n,uV + h,uVﬂ (44)
na Eq. (4.1), obtemos a seguinte equagao para h, com termos até segunda ordem em #:
1
2 (hW - hyoc,av o hocv,#a + hyv,oca)
1 QO
p _ _
+§h (hua,pv + v o~ ooy hww)
1
4 [haﬁ,uhB%V + 2haﬁ,a(_hl3vw — hpyy + h.UVvB)]
1
4 [hﬂ(haﬂ,v + havw - huvja)}
1
—ZPm@W—¢®“+m%@]:o. 4.5)
Seja o campo £, formado pela composigao:
0
hy =+ 07, (4.6)

(0)

naqual 4

v € um campo gravitacional estatico de fundo e h

uv € uma perturbagéo propagante

(ondas gravitacionais). Vamos considerar, em nossos calculos, a seguinte hierarquia:

h(l’) < h(o) <L,

ou seja, vamos considerar a magnitude ( ja que estamos tratando de matrizes) de h

pequena.
Assim, a métrica de fundo resultante é:

g(O),uV =MNuv + h(O),uv-

4.7
(p)

ij muito

(4.8)

O campo propagante obedecerd as seguintes condi¢oes de calibre:

V(O)vh,u(p)v — 07

g(O);N h(p)yv —0,

h(p)Ov —0.

4.9)

(4.10)

4.11)

Observe que, nessas expressoes, a derivada covariante, assim como o traco, sao calculados

(0)

utilizando a métrica de fundo g

uv- Assim, essas condigdes de calibre ficam:

V(O)B<g(0)a5h(p)m) —0,
V(O)Bh(p)yﬁ _ V(O)B(h(O)ocBh(p)m) —0,
th(p)lJB _ F(O)k,uﬁh(p)kﬁ + F(O)Bwh(p)/f _ h(O)aBth(P)W _ (th(O)GB)h(p)W —0. (4.12)
Vejamos como fica o trago:
gOw h(p),,v -0
(M — h(O),uV) h(p),uv -0
e h(p)ﬂv _ v h(p)uv —0
h=nOwp? 4.13)
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onde consideramos nessa tltima a nota¢iao h = T]“"h“v.
Entdo, dadas as hierarquias (4.7) e as condi¢des de calibre acima descritas, a Eq. (4.5) fica:

pP) o g (0)aBy(p)

HV,0 uv,of3

A, (0)Ao AN L (p)v
— (g4 H O =g )W,
, (0)var : (P)A
+ (h(O)xv R gy V) Wy

1 (0)ok 0)ar\ ;5 (p)v
-3 <2h «—ho )h o

, Ol

1
= (h(O)Iuk,(xa L h(O)m#OC B h(O)ua,xa> h(p)xv
I/ 0) va (0)var 0) ov \ . (p) A
+§(h A oc+h Q»oc_h A ot)hp:“
A
+ (h(O)OW’OC - h(O)ocB,yV N h(O)vp,ocB + h(O)ochB) nre = o. .19

Essa equacao foi obtida considerando primeira ordem para hP) e para o produto RO p(p),

além de assumir as equacoes de campo satisfeitas pela métrica de fundo R(O)yv
arbitraria em (0,

Essa ultima Equagdo para a dindmica € uma equacdo diferencial de primeira ordem, ho-
mogénea e nao-linear. Buscando suas solucgdes, encontraremos informacdes inportantes acerca
da polarizac@o da onda propagante, da sua velocidade e frequéncias para qualquer campo gra-

vitacional fraco de fundo. Note que, ao fazermos h©) =0na Eq. (4.14), obtemos

= (0 para ordem

W) =0, (4.15)

que ¢é justamente a equacdo de uma onda gravitacional que se propaga no espago-tempo de
Minkowski.

4.2 Solucao para a Métrica de Taub linearizada
Com o resultado da Eq. (4.14), podemos, agora, considerar a métrica de Taub, dada na Eq.

(2.29), expandida em série de Taylor, onde serdo mantidos somente os termos de primeira ordem
em gz. Assim, temos

ds? = (1+2gz)dr* — (1 —4gz) (dx* +dy?*) — dz*, (4.16)

donde podemos obter que:

h(o)oo — (000 _ 207
h(O)11 — pO1 _ 4g7
h(o)22 — p(022 _ 4g7

O 033 _

33
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Levando em conta o calibre da Eq. (4.11), teremos que '

0 0 0 O

0 h, h, h
b = xe Moy B | 4.17)
Hw 0 hy hyy hyZ

0 h, h., h

X
X 2y Z

e, como h,, = h,,,, isso significa que temos somente 6 componentes independentes.

Tomemos, por simplicidade, hyv = hw(t,x), 1.€., z e y fixos e, considerando a Eq. (4.17), o

traco nos fornece a seguinte relacdo:
hyz = —(144g2)(hy) + hyy), (4.18)

As Egs. (4.12) tornan-se

oh
(1+4gz) =1 =3gh;

ox
oh
(1 +482)a—)162 =3ghy;

0x

Portanto, essas quatro condicoes de calibre, Egs. (4.18)-(4.19), fazem que fiquemos apenas
com 2 graus de liberdade independentes.
Finalmente, as equacdes para a propagacgao (4.14), ficam:

Phyy 0%h Ohyy _

_ 11
(1—2gz2) 32 (1+4gz2) 52 +8g . 0, (4.20)
0%h 9%h
(1—2gz) at222 — (144gz2) ax§2 =0, (4.21)
(1-2 Phy 144 )azh”—s I =0 (4.22)
82)—5 5 — (1 +4g2) 53" —8g—= = =0, :
*hy3 O*hy3 Ohs oy
(1—2gz) 52 — (1+4gz2) 52 +4g 5 —4g . =0, (4.23)
O*hys *hys ohyy
(1—2g2) By — (1 +4g2) 3 42 =0, (4.24)
Ohy, O%hy dhy3
(1—2gz)v—(l+4gz) axz +4g e =0. (425)

Note que a Eq. (4.21) € desacoplada de todos os outros modos, entdo obtemos para /)
hy = Azzei(kx_mt), (4.26)

onde a relagdo de dispersdao em primeira ordem em gz fica:

® = (14 3gz2)k. 4.27)

(p)

'De agora em diante, vamos omitir o indice (p) que se refere a perturbacio propagante no termo A"’ s
denotando-o Ay.
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Por outro lado, os modos %15 e hy3 estdo acoplados entre si através das equacdes (4.24) e
(4.25). Supondo:

hij = hij(x)e”"™, (4.28)
e tomando as definicoes:

a=4g(1—4gz),

b= (1—6gz),

c=8g(l1—4gz),

podemos reescrever essas equagdes na seguinte forma matricial:

Yl 0 1 0 0 Y1
/
y —-b 0 0 —a V2
2 = , (4.29)
¥4 0 0 0 1 3
V) 0 a -b 0 V4

onde / significa diferenciacdo com respeito a x. Essa expressdo € equivalente a y/ = Ay e de
onde temos y; = h3, y2 = /’l/23, yi=hppeys= /’lllz.
A solucdo para sistemas desse tipo vem dada pela equacao [31]:

y =¢&e™, (4.30)

onde & é um auto vetor constante € r, sdo os autovalores da matriz A. Esses autovalores sdo
dados pela equacao [31]:
(A-Ir)& =0, (4.31)

para a qual devemos ter:
det(A —1Ir) =0. (4.32)

Para o sistema dado em (4.29), obtemos os seguintes autovalores que serdo importantes
para encontrarmos a rel¢ao de dispersdo e assim obtermos informacoes a cerca das velocidades.
Vejamos:

n= + \/—m2+4\/g2 (0*+4g%)—8g?
(@0 +4g?) (—40)2—1—16 V&% (w?+4g?%) —32g2>

X (44(02g2 +128g* +30* — 1407 /g? (0?2 +4g2) — 6487,/ g2 (02 +4g2)> 8z

Y 0 ((gz)2) , (4.33)

+ 4



n= - \/—w2+4\/g2(®2+4g2) —8g?

\/—032 +4/8* (0*+4g%) —8g?

— 4

(02 +4g2) <—4(o2+ 161/g% (02 + 4g7) — 32g2>

X (44602g2 +128g* +30* — 1407/ g% (0? +4g2) — 6481/ g2 (m2+4g2)> 82

+ 0 ((gZ)2> :

I
_I_

r3

+ 4

\/—0)2—4\/572 (0% +4g%) —8g?

\/—032 —4./g* (0> +4g%) — 8¢

(02 +4g2) <—4co2 — 16/ (? +4g7) — 32g2>

20

(4.34)

X (440)2g2—|— 128¢* +30* + 1407/ g2 (0% +4g2) + 64 g%/ g (0)2+4g2)> gz

+ 0 ((gZ)2> ,

— 4

ry= - \/—0)2—4\/g2(0)2—|—4g2)—8g2

\/—0)2 —4./g* (0> +4g%) — 8¢

(02 +4g2) (—4co2 —16/g2 (@2 +4g7) — 32g2>

X (44(,02g2-|—128g4+30)4-|—14(021/g2(0)2+4g2)+64g2\/g2((,02+4g2)>gz

+ 0 ((gz)2> .

(4.35)

(4.36)

Pela andlise desses autovalores, notamos que as componentes /73 € hjp s@o propagantes, ja

que, por exemplo:

—0’+44/g2 (w2 +4g2)—8g% <0,

(4.37)

nos mostrando que o autovalor r; serd um imaginério puro indicando o carater oscilatorio da
amplitude. Semelhante andlise pode ser realizada para os demais autovalores.

Da mesma maneira, os modos A1, 33 e hy3 estdo acoplados através das equacdes (4.20) e
(4.22) e (4.23) . Entdo, da Eq. (4.28), obtemos essas equa¢des matricialmente:

7
0
9
i
qs
45

0

S O O o &

1
0
0
0
0

—a

0

0
0
b
0
0

0
0
1

oS O

Q

0

S O O O O

q1
q2
q3
q4
qs
q6

, (4.38)



onde temos g1 = 11, o = |, q3 = I3z € qa = i3, g5 = Iz € g = 15
Para o sistema dado em (4.38), obtemos os seguintes autovalores:

rn=0o(l-3g)+0 ((gz)2> ,

1 =—o(1-3g2) +0(82).

= + \/(02+8\/—g2(0)2—16g2)—32g2

21

(4.39)

(4.40)

_ (—176g20)2—|—2048g4+30)4—|—28 Vg (@ — 16g%)0” — 512,/ —g?

i )
" (0"~ 168%) gz +0((g2)).
VP +8 /g2 (02— 16g7) - 32¢°

rg= — \/0)2+8\/—g2(0)2—16g2)—32g2

(@? — 16g2)gz)

(4.41)

+ (—176g20)2 12048 +30* 28/ —g2 (07 — 16g2)07 512/ g2

(@? — 16g2)g2>

1 -1
« (0 —16g?) gz+0((gz)2>, (4.42)
\/m2+8\/—g2(w2—16g2)—32g2
5= + \/mz—s\/—gZ(m2—16g2)—32g2
+ (176g2m2—2o48g4—3m4+28\/—g2(m2—16g2)m2—512\/—gZ(m2—16g2)g2>
1 -1
« (0> 16¢%) ' gz+0((52)?), (4.43)
V0?8 /g2 (02— 16g7) - 32¢°
re= — \/0)2—8\/—g2(0)2—16g2)—32g2
- (176g20)2 —2048¢* 3 +28 \/—g2 (02— 16g%)w* — 512 \/—g2 (0> — 16g2)g2>
1 -1
x (0> 16¢%) ' gz+0((52)?). (4.44)

V0?8 /g2 (02— 16g7) - 32¢°

Notamos dos autovalores acima que os modos /11, h33 € h13 podem ser oscilantes ou ate-
nuados com excecdo da solucdo dada pelos autovalores r; e rp. Para esses dois autovalores a
onda sofrerd uma amplificagdo e uma atenuacao, respectivamente. Todavia, tendo em vista a
relac@o entre essas amplitudes e a amplitude /s> (sabendo que a mesma € propagante), dada
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pelas condi¢des de calibre (4.18) e (4.19), somos levados a descartar esses dois autovalores por
nao fornecerem solugdes fisicas, ja que hy1, h33 e hj3 deveriam necessariamente ser propagan-
tes.

Podemos notar da relagdo de dispersdo, que a velocidade de fase, vy, diminui para valores
maiores de z. Podemos pensar que as ondas gravitacionais estdo sendo freadas pelo campo
gravitacional de fundo, sendo diferentes para cada valor do eixo z e diminuido a medida que z
cresce.

Os outros quatro autovalores podem nos fornecer solu¢des propagantes, uma vez escolhida
a relacio adequada entre ® e g.



Conclusoes e Perspectivas

No presente trabalho, foram desenvolvidos alguns aspectos da interacdo de campos escalares
e ondas gravitacionais com um campo gravitacional de fundo no contexto da Relatividade Ge-
ral de Einstein. Investigamos alguns fendmenos fisicos que ocorrem nas imedia¢des de uma
distribui¢do planar uniforme de massa usando como métrica de fundo a métrica de Taub. Ana-
lisamos a interacdo desses campos com o campo de fundo na finalidade de entender os modos
de polarizacdo, o vetor de onda e a velocidade nessa interagao.

Primeiramente, obtemos a métrica de Taub, que € uma métrica planarmente simétrica e
estatica, partindo das equacdes de Einstein e considerando a métrica geral dada pela Eq. (2.5)
e também o tensor energia-momento dado pela Eq. (2.9). Desconsideramos a constante cos-
moldgica neste contexto. Vimos que a densidade de carga no plano infinito XY gera um plano
singular em z,, € que até mesmo a luz quando se aproxima de z = z4, perde toda a sua energia
intrinseca, dada pela Eq. (2.37), retornando ao plano em z = 0. Isto € consistente e de acordo
com essa interpretacao, nao hd plano massivo na singularidade, mas sim um plano com massa
positiva em z=0 produzindo um campo gravitacional onde o espaco-tempo € curvado fora do
plano.

Prosseguindo, investigamos a propagacao de um campo escalar sem massa na presencga da
métrica de Taub. Buscamos sempre por solu¢des de campo propagante. Conseguimos encontrar
uma solugdo exata para uma propagacdo perpendicular a distribui¢cdo de massa. No caso de
uma propagacdo em uma direcdo qualquer, tivemos que nos restringir ao caso onde o campo
gravitacional gerado pela distribuicdo de massa € pequeno. Encontramos, entdo, uma solugdo de
campo propagante cuja amplitude cai exponencialmente com a distancia a distribui¢ao planar de
massa. Utilizando a solug@o geral, das Figs. (3.1) e (3.2), vemos que a fungio Jy(Z) tem sempre
um valor finito, para qualquer ®, na regido entre o plano massivo e o plano singular, enquanto
que a fun¢ao de Bessel do segundo tipo Ny(Z) decresce abruptamente nas proximidades do plano
singular e vai para —eo em Z = 1. Quanto menor for a frequéncia do campo escalar, mais cedo
sua amplitude diminuird, i.é., mais proximo do plano massivo. Calculamos a correspondente
densidade de energia do campo. Em estudos futuros, poderemos analisar as relagdes entre m e
kyy nas equagOes de Bessel modificadas e, assim, obtermos informagdes fisicas relevantes para
o campo escalar quanto as suas frequéncias, entre outras.

Finalmente, para a interagdo das ondas gravitacionais com o campo gravitacional de fundo
obtivemos as equagdes de movimento para o caso geral e para o caso com a métrica de Taub
linearizada. Um dos resultados importantes para os modos de polariza¢do é que a componente
hy>, puramente perpendicular ao campo de fundo, € desacoplada dos outros modos e possui a
solucdo ja bem conhecida para a onda (4.26) e a relagdo de dispersd@o em primeira ordem para
gz nesse caso é ® = (14 3gz)k, em z = 0 recuperamos ® = k. Ja os modos Ky e hy3 estdo
acoplados através das equacoes (4.24) e (4.25), e concluimos que estes modos sdao propagantes,
j& que encontramos para a amplitude o carater oscilatorio.

Da mesma maneira, o modo puramentente paralelo a propagacao, /11, 0 modo puramente
perpendicular a propagacao, h33, € 0 modo /13, estdo acoplados através das equagdes (4.20) e

23
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(4.22) e (4.23), e obtemos o interessante resultado de que esses também sdo, necessariamente,
propagantes. Em um préximo estudo, poderemos tratar o caso de uma onda gravitacional que
viaje ndo somente na dire¢do x, mas também na direcdo de propagacdo do campo gravitaci-
onal de fundo, i.€., perpendicularmente a distribui¢do de massa. Como continuacdo natural
desse resultado, devemos encontrar, futuramente, quais sao os modos de propagacdo do campo
gravitacional. Para isso devemos calcular as amplitudes do campo.
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