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Resumo

O objetivo desta dissertacao é o estudo sobre o indice de um ponto de equilibrio
isolado em um campo de vetores planar de classe C' e o estudo do campo vetorial
de Loewner. Dentre os resultados principais provaremos o Teorema de Indice de
Bendixson. Em campos vetoriais polinomiais estudaremos a compactificacao de
Poincaré em S? e apresentaremos uma prova do Teorema de Poincaré-Hopf na esfera.
Os resultados obtidos da Teoria de Indice serdo aplicados no estudo de pontos criticos
para polindmios reais em duas variaveis e na Conjectura de Carathéodory sobre

pontos umbilicos.

Palavras-chave: Indice de equilibrios isolados, Teorema de Indice de Bendixson,
Campo vetorial de Loewner, Teorema de Poincaré-Hopf, Pontos Umbilicos, Conjec-

tura de Carathéodory.



Abstract

The aim of this dissertation is the study of the index of an isolated equilibrium point
of C! planar vector fields and the study of the Loewner vector field. Among the
main results we prove the Bendixson Index Theorem. In polynomial vector fields we
study the Poincaré compactification in S? and we exhibit a proof of Poincaré-Hopf
Theorem in the sphere. The results in Index Theory will be applied in the study of
critical points of real polynomials in two variables and the Carathéodory Conjecture

on umbilic points.

Keywords: Index of isolated equilibrium points, Index Bendixson Theorem, Loew-

ner vector field, Poincaré-Hopf Theorem, Umbilic points, Carathéodory Conjecture.
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Capitulo 1

Introducao

O indice de um equilibrio isolado em um campo vetorial planar é um nimero inteiro que
nos proporciona um modo de compreender o comportamento do fluxo deste campo numa
vizinhanca acerca do ponto em questao. Pelo fato do equilibrio ser isolado, consideramos
uma pequena circunferéncia centrada neste ponto e aplicamos o campo vetorial restrito a
esta pequena circunferéncia numa circunferéncia unitaria. O indice é definido pelo grau
topologico desta aplicacao.

Calculos algébricos para obtencao do indice sao complicados. Em campos vetoriais
polinomiais homogeéneos o indice é bem conhecido e relativamente simples para realizacao
de calculos. Em 1962, Wei-xin desenvolveu um procedimento efetivo para o calculo do
indice em campos vetoriais polinomiais, utilizando o indice de Cauchy e célculos racionais
com os coeficientes das equacoes diferenciais. No caso de campos vetoriais analiticos ha
resultados apenas sob condicoes apropriadas.

Um dos principais resultados na Teoria de Indice é Teorema de Indice de Bendixson.
Este teorema relaciona o indice com a quantidade de setores elipticos e hiperbélicos do
fluxo do campo de vetores numa vizinhanga suficientemente pequena do equilibrio. No
Capitulo 2 apresentaremos mais detalhadamente esses resultados.

Outro modo de obter informagoes sobre o indice em um campo vetorial polinomial é
compactifica-lo numa esfera em R3. Isto, também, nos permite estudar o comportamento
fora das partes compactas do plano, ou seja, no infinito. Poincaré provou que a soma
dos indices de todas as singularidades isoladas numa esfera ¢ igual a 2. Tal resultado, foi

generalizado por Hopf [10] em 1979 para campos de diregoes em superficies compactas.



No Capitulo 4 discutiremos este assunto com mais profundidade e aplicaremos alguns
resultados no estudo de polinémios reais de duas variaveis.

Dentre uma das potencialidades da Teoria de Indice, destaca-se um possivel ataque &
Conjectura de Carathéodory. Segundo Ovsienko e Tabachnikov [15], por volta de 1920,
Carathéodory que estava em busca de uma versao para o Teorema de Quatro Vértices em
R3 conjecturou que uma superficie suave convexa e compacta em R3, isto é um ovaldide,
tem pelo menos dois pontos umbilicos. Tal conjectura possuiu uma histéria curiosa e um
pouco controversa.

Para uma compreensao preliminar, considere S uma superficie suave em R?. Em cada
ponto de S duas curvaturas principais podem ser definidas. Um ponto umbilico de .S ocorre
quando as curvaturas principais coincidem, nos demais pontos de S temos duas direcoes
principais ortogonais. Uma linha de curvatura é uma curva regular sobre a superficie que
em cada ponto o vetor tangente estd contido numa das dire¢oes principais. Uma linha
de curvatura tem uma expressao diferencial. Pontos umbilicos sao as singularidades do
campo de diregoes principais.

Desde entao, varios matematicos afirmam terem dado uma resposta positiva a Con-
jectura de Carathéodory, porém recentemente ainda é um motivo para discussoes. Em
1940, Hamburger apresentou a primeira prova para a Conjectura de Carathéodory, para
superficies analiticas, em um longo artigo, publicado em trés partes. Trés anos apos, Bol
apresentou uma prova mais curta e simplificada. Em 1959, Klotz encontrou erros e apre-
sentou uma correcao na prova de Bol, contudo a clareza destas provas foram questionadas

pela comunidade matematica.

Bol tentou dar uma prova mais simples para este teorema. Klotz per-
cebeu que havia uma lacuna na prova de Bol de modo que o caso geral
nao estava coberto. Ela forneceu argumentos adicionais para uma prova
completa, mas descobriu-se que ela nao teve sucesso completo. (Scherbel
[16], 1993).

Apos a tentativa de Klotz, Titus em 1973 apresentou sua prova para superficies ana-
liticas que também foi motivo de questionamentos. A abordagem utilizada nessas provas
foram locais. Seja x € S um ponto umbilico isolado. Cada um dos campos de dire¢oes

principais tem uma singularidade isolada no ponto x, implicando que este tem um indice.

Como uma curva integral de um campo de dire¢ao principal é uma curva sem orientacao,



o indice de um ponto umbilico é da forma n/2, para algum n € Z. Pelo Teorema de
Poincaré-Hopf a soma dos indices sobre os pontos umbilicos é igual a caracteristica de
Euler do ovaloide, que é igual a 2. Consequentemente, a conjectura estard provada se
mostrarmos que o indice em cada umbilico isolado é menor ou igual a um. Esta por sua
vez, se relaciona com a Conjectura de Loewner.

De acordo com Titus (apud Llibre e Martinez-Alfaro |13]) em 1950 Loewner conjectu-
rou: seja f € uma funcao analitica real sobre um disco unitdrio em R2, se o campo vetorial
O f]Oz™ tem um equilibrio isolado na origem, entao o indice nao é maior que n.

Em particular, o caso n = 2 para umbilicos na Conjectura de Loewner, afirma que o
indice de um ponto umbilico sobre uma superficie em R? ¢ menor ou igual a um. Portanto,
uma resposta afirmativa para o caso particular da Conjectura de Loewner implica numa
reposta afirmativa para a de Carathéodory.

Alguns anos atras, em 1999, os autores Sotomayor e Mello (em [18]) publicaram o
seguinte resultado: se a Conjectura de Loewner € vilida para superficies analiticas, entao o
caso quando uma superficie suficientemente suave tem um umbilico satisfazendo a condi¢ao
de Lojasiewicz também é. Este trabalho sera descrito detalhadamente no Capitulo 5. Logo,

ap6s em 2002, Ivanov apresentou sua prova com a seguinte declaracao:

Primeiro, considerando superficies analiticas, nés afirmamos com total
responsabilidade que Carathéodory estava correto. Segundo, nos sabe-
mos como prova-la rigorosamente. Terceiro, temos a intencao de exibir
aqui uma prova, a qual em nossa opiniao, convencera todos os leitores
realmente prontos a empreender uma viagem longa e cansativa conosco.
(Ivanov [11], 2002).

Segundo Mello, a prova de Ivanov para a Conjectura de Carathéodory em superficies
analiticas nao foi questionada, até o presente momento, pela comunidade matematica.

Neste trabalho vamos obter propriedades sobre o indice em pontos de equilibrio de um
campo vetorial suave tendo como norte o campo vetorial de Loewner. Pela complexidade
de formas efetivas para o célculo do indice, a obtencgao de cotas superiores ¢ uma ferramenta
importante. Em particular, no Capitulo 3 descreveremos com detalhes o trabalho de Llibre
e Martinez-Alfaro em [13|, obtendo uma cota superior para o indice de um equilibrio isolado
de um campo vetorial planar C*, utilizando uma decomposi¢ao do campo em componentes

gradiente e hamiltoniana relacionada com o campo de Loewner.



Capitulo 2

O indice de um equilibrio planar

O indice de um ponto de equilibrio de um campo vetorial no plano é um inteiro o
qual nos proporciona informagoes sobre a estrutura topologica deste equilibrio, mais es-
pecificamente, informagoes relevantes sobre a estrutura do fluxo do campo vetorial numa
vizinhanca proxima a este equilibrio. Um dos principais resultados é o Teorema de Indice
de Bendixson. Este capitulo é baseado em um capitulo do livro [19]. Como bibliografia
auxiliar foram utilizados os livros [3] e [12].

Na Secao 2.1 mostraremos alguns resultados sobre a estrutura local de um ponto de
equilibrio no plano. Na Secao 2.2 descreveremos o numero de rotacao de um campo vetorial
continuo, suas propriedades e a definicao de homotopia entre dois campos de vetores em
uma curva fechada. Na Secao 2.3 definiremos o indice de um ponto de equilibrio de um
campo vetorial continuo utilizando o numero de rotacao deste campo sobre a fronteira de
uma vizinhanca do equilibrio, apresentaremos algumas propriedades e exemplos simples.
Nas Secoes 2.4-2.6 mostraremos técnicas para calculo do indice em um campo vetorial
analitico, mais especificamente, o indice de um ponto de equilibrio isolado num campo
analitico, em determinados casos, é igual ao indice na origem de seu campo de equagoes
principais. Este, por sua vez, pode ser obtido utilizando resultados sobre o Indice de
Cauchy e a técnica de célculo racional de coeficientes de equagoes diferenciais baseado no
trabalho de Gao Wein-xin em 1962. Finalmente, na Sec¢ao 2.7 enunciaremos e provaremos

o Teorema, de Indice de Bendixson.



2.1 Estrutura local de um ponto de equilibrio

Neste capitulo apresentaremos alguns aspectos sobre a estrutura local de um ponto de
equilibrio isolado de um campo de vetores de classe C* no plano. Consideremos v : U — R?
um campo vetorial de classe C', em que U C R? ¢ um conjunto aberto e nao vazio. A
trajetoria do campo vetorial v passando pelo ponto (zg, yo) serda denotada por v, (zg, yo) €
o fluxo associado ao campo v serd denotado por ¢,.

Um ponto (z,y) € U é chamado de um equilibrio do campo v quando v(z,y) = 0,
caso contrario, dizemos que (z,y) é um ponto regular de v. Considere vy, vy : U — R as
fungoes coordenas de v, ou seja, v(z,y) = (vi(x,y),va(z,y)), para todo (z,y) € U e seja
My € U é um ponto de equilibrio do campo v. A matriz Jacobiana do campo v no ponto

M, é dada por

81)1 8’01

%(Mo) 8—y(M0)
Jo(My) =

81)2 8’112

%(Mo) 8—y(MO)

e é chamada parte linear do campo vetorial v calculada em M,. O equilibrio M,
¢ chamado de hiperbdlico se cada um dos autovalores de J,(M) tem parte real nao
nula. Caso contrario, dizemos que M, é nao-hiperbdlico. O equilibrio M, é chamado
nao-degenerado quando 0 nao é um autovalor de .J,(M).

Uma separatriz do campo vetorial v, referente ao equilibrio My, é uma 6rbita v do
campo v tendendo para o equilibrio M, possuindo uma tangéncia bem definida, com isso

queremos dizer que, y(t) — My quando t — oo (ou t — —o0) e

— M,
lim (1) 0

. . v(t) — My
_ respectivamente, lim
t=oo [|y(t) — Mol

t==o0 |[y(t) — Mol

existe.
Dizemos que o conjunto J C R? é uma curva de Jordan quando existir uma aplicacao
continua y : [a,b] CR — J, em que y(b) = y(a) e y(s) # y(t), para todo a < s <t < b.
Considere K C U uma vizinhanca compacta de My, suficientemente pequena, tal que

OK é uma curva regular de Jordan. Em outras palavras, existe uma aplicacao diferenciavel



x : I — 0K, em que I um intervalo fechado da reta real R, satisfazendo as condicoes de
uma curva de Jordan no plano e suas funcoes coordenadas tem derivadas nao nulas para

todo t € I. Para cada t € I definiremos os vetores

denominados vetores tangente e normal & curva 0K no ponto ¢ € [, respectivamente.
A partir das definigdes acima, para cada (x,y) € 0K, existe um ponto ¢ € I tal que
X(t) = (z,y). Dizemos que o vetor v(z,y) = v(x(t)) aponta para fora de K quando
v(x,y) - N(t) > 0; aponta para dentro de K quando v(x,y)- N(t) <0 e ¢ tangente a
curva 0K quando v(z,y) - N(t) = 0. O simbolo - representa o produto interno entre os
vetores.
Definiremos, a seguir, os setores do fluxo de um campo vetorial numa vizinhanca de

um equilibrio isolado.

Definicao 2.1.1. Sejam v : U C R? — R? um campo vetorial de classe C* e My € U um
equilibrio isolado de v. Se existir uma vizinhanca compacta K C U de My tal que OK €
uma curva reqular de Jordan e o fluro do campo v restrito ao compacto K corresponder

um dos sequintes casos:

(1) um centro, se todas as orbitas em K\ {My} sao fechadas;

(ii) um foco ou mé atrator, se em todos os pontos de K o campo v aponta para dentro

de K e para todo (z,y) € K\ {My} temos que w(x,y) = My e v,(z,y) NOK # 0);

(iii) um foco ou né repulsor, se em todos os pontos de K o campo v aponta para fora

de K e para todo (z,y) € K\ {My} temos que a(x,y) = My e v,(z,y) NOK # 0.

Entao, dizemos que o campo de vetores v restrito ao compacto K possui uma decomposi-
cao setorial trivial. Dizemos que v, restrito a K, possui uma decomposi¢cao setorial
nao-trivial finita quando o campo vetorial v nao possuir uma decomposicao setorial tri-
vial, referente ao equilibrio My e existir um niumero finito de separatrizes, denotadas por
Lo, ..., L,_1, cada uma interceptando OK transversalmente num ponto P; e com a propri-
edade que entre L; e Liyy (com Lo = L, ), temos uma das sequintes situagoes referente ao

setor ¥; definido pela regiao compacta compreendida por L;, L;v1, 0K e My:



(i) Setor parabdlico atrator: neste setor temos que o campo vetorial v aponta para

dentro sobre a curva P;P; 1 C OK e para todo (z,y) € ¥;\{ Mo} temos que w(zx,y) =
My e v,(z,y) NOK # 0. Veja ilustra¢ao na Figura 2.1;

Moy

Figura 2.1: Setor Parabolico Atrator.

(ii) Setor parabdlico repulsor: neste setor temos que o campo vetorial v aponta para

fora sobre a curva P;P;1 C OK e para todo (x,y) € X; \ {My} temos que a(z,y) =
My e v,(z,y) NOK # 0. Veja ilustra¢ao na Figura 2.2;

Mo

Figura 2.2: Setor Parabolico Repulsor.



(iii) Setor hiperbdlico: neste setor existe um ponto Q; € P;Pi1 C OK tal que sobre a

cuTrva 15;652 C OK o campo aponta para dentro deste setor e sobre a curva Q; P C
OK o campo vetorial aponta para fora deste setor. Sobre o ponto QQ; o campo vetorial
possui uma tangéncia externa & 0K, com isso queremos dizemos que v,(Q;) nao entra
na regiao ;. Além disso, para todo (z,y) € 3; \{L; U L;41 UQ;} temos que v,(x,y)

e OK possui dois pontos de intersecao. Veja a ilustracao na Figura 2.3;

My

Figura 2.3: Setor Hiperbdlico.

(iv) Setor eliptico: neste setor existe um ponto Q; € P,P;y1 C 0K tal que v,(Q;) C K
com o(Q;) = My = w(Q;). Para todo ponto (x,y) € P,Q; C 0K o campo vetorial
aponta para dentro e w(x,y) = My, para todo (x,y) € Q/Z-];Z:l C 0K o campo vetorial
aponta para fora deste setor e a(x,y) = My. Nos demais pontos (x,y) deste setor
temos que v,(x,y) C K com a(x,y) = My = w(x,y). Veja a ilustragio na Figura
2.4.

Quando um campo vetorial admitir uma decomposicao setorial nao-trivial finita em
um ponto de equilibrio isolado, denotaremos por e, h e p o nimero de setores elipticos,
hiperbolicos e paraboélicos com respeito a este equilibrio. No caso de uma decomposicao

setorial trivial nao existem setores de um equilibrio isolado, desta maneira, consideremos

e=h=0.

Exemplo 2.1.1. Considere o campo vetorial v : R? — R? dado por v(z,y) = (x,—y). A

origem € um equilibrio isolado deste campo de vetores. Seja K a regiao compacta definida



My

Figura 2.4: Setor Eliptico.

pela circunferéncia unitdria centrada na origem de R%. Ezistem quatro separatrizes em
K, sendo duas repulsores localizadas na reta y = 0 e duas atratoras localizadas na reta
x = 0. Logo, este equilibrio de v possui quatro setores e observe que o comportamento em
cada setor € hiperbolico. Ou seja, temos e =0, h=4 ep=0. A Figura 2.5 representa o

retrato de fase deste campo vetorial.

Figura 2.5: Retrato de fase do campo (x, —y).

Os conceitos abordados nesta se¢do podem ser encontrados com mais detalhes em [3]

e [9].
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2.2 Numero de rotacao de um campo vetorial continuo

Seja X = (X1, X5) : R? — R? um campo vetorial de classe C! e £ C R? uma curva
de Jordan tal que os pontos de £ nao sao equilibrios de X. Definiremos a orientacao
positiva de L pelo sentido anti-horario. Dado p um ponto de £, consideremos o vetor
X (p). Quando o ponto p percorrer a curva £ no sentido positivo a dire¢ao do vetor X (p)
ird mudando continuamente.

Considere a funcao continua T : £ — S! definida por

T(x,y) = (x,y) € L.

Quando o ponto p percorre uma volta completa, no sentido anti-horario, em L, o vetor
T(p) percorrera um nimero inteiro de voltas em S!, tal ntimero é chamado de grau da
aplicacao 7. Definiremos o niimero de rotacao do campo de vetores X sobre a curva

L como sendo o grau da aplicagao T' e denotaremos por p(X, £) ou p((X1, Xs), L).

Exemplo 2.2.1. Considere o campo de vetores X : R? — R? dado por X (z,y) = (—z,y).
Seja L : 0 € [0,27] — (cosb, sen ) uma curva fechada e suave em R*. Vamos calcular
p(X, L), para tal, defina by = (1,0), by = (0,1), by = (—1,0) e by = (0,—1) pontos na

curva L. Consequentemente,

T(b) = T(1,0)=(-1,0),
T(b) = T(0,1) = (0,1),

T(b;) = T(-1,0) = (1,0),
T(b) = T(0,—1) = (0, 1)

Intuitivamente, quando um ponto p percorre uma volta completa em L no sentido anti-
hordrio, obtemos que o vetor T(p) percorre wma tnica volta completa em S' no sentido

hordrio, isto implica que, p((—z,y), L) = —1.

Proposicao 2.2.1. O numero de rotacao de uwm campo vetorial continuo, sobre uma curva
fechada e suave por partes, muda de sinal com uma transformacao de reflexao (r,y) —

(—z,y) ou (x,y) = (x,—y) do campo de vetores.
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Demonstragdo: Sejam X = (X7, X») um campo vetorial continuo em R? e £ uma curva
fechada e suave por partes. Defina o campo Y = (— X1, X3) e as aplicagoes T, Ty : L — S*

dadas por

Tx(l’,y) =

Ty(l’, y) =

(r,y) € L.

Considere p um ponto sobre a curva £, entao o vetor Ty (p) € S' é uma reflexao sobre o
eixo y do vetor Tx(p). Quando o ponto p percorre uma volta completa sobre a curva £, no
sentido anti-horario, temos que T'x(p) e Ty (p) percorrerao um mesmo nimero inteiro de
voltas em S!, porém em sentido contrario. Isto implica que grau da aplicacao Ty é igual

ao grau da aplicacao Ty multiplicado por -1. Portanto,
p((Xla X2)a ‘C) = _p((_Xb X2)> ‘C)a

demostrando o resultado. O caso Z = (X3, —X3) é andlogo. |
Observe que a imagem da aplicacao T' pode ser vista como um caminho fechado em
S!, definida no intervalo [t;,%;]. Uma fungdo angulo para o caminho 7' é uma fungao

a : [t1,ta] — R que satisfaz a igualdade T'(t) = eta(t)

, para t € [t1,ts]. Tal fungao é
determinada no seguinte sentido: se b é outra funcao angulo para o caminho 7T entao
existe um inteiro n tal que @(t) = b(t) 4 2nm, para todo t € [t1, ts].

Como T' é um caminho fechado, temos que 7'(t;) = T'(t2). Entao,
") = T(ty) =T(ty) = "),

isto implica que a(t2) — a(t;) é um mualtiplo inteiro de 27 e nao depende da escolha da

funcao angulo. O nimero de voltas que o caminho 7" da em volta da origem, ou seja, o

a(ty)—a

grau da aplicacao T, é o niimero inteiro o (fa) Segue, portanto que

p(X, L) = W (2.1)

Esta igualdade nos auxiliard na demonstracao do seguinte resultado:
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Proposigao 2.2.2. Seja X = (X1, X5) um campo vetorial de classe C*. Entao,

1 X
p(X, L) = o idarctan (X?)

Demonstracao:  Seja 0 : [t1,t3] — R uma funcdo angulo para 7. Pela defini¢ao da

aplicacao T, podemos escrever T'(t) = (z(t),y(t)), em que

Xt s — )

e t € |t1,ta].
VXE(t) + X3(t) VXE() + X3(t) 1]

x(t) =

Como o campo X nao se anula sobre a curva £, segue que X7 (t) + X3(t) # 0, para todo
t € [t1,t5]. Isto mostra que as fungoes z,y estao bem definidas e sao de classe C!, pois
X1, Xy também sao.

Escrevendo = rcosf e y = rsend, em que r* = 2% + 2, obtemos, as seguintes relacoes,

ao derivar x e y em funcao de t:

2 = 1’'cosf —rf send,

y = 7r'sen@ + rf cos

Logo, utilizando a construgao acima, obtemos

1 X
— 7{ d arctan (—2) = i d arctan <g)
2 r X1 2 r i

1 to I /
NN AN CTE A
2 Jy, % 4 y?

1 [
= — O'(t)dt
57 ], 00
_ 0(ta) —0(th)
27 ’
e o resultado segue por (2.1). |

A seguir, enunciaremos algumas proposicoes a respeito do nimero de rotacao do campo
X sobre 0D, em que D é a regiao que serd descrita no paragrafo seguinte. Tais proposi-
¢oes serao muito uteis na secao seguinte para demonstrarmos propriedades interessantes

a respeito do indice de um ponto de equilibrio do campo vetorial X.

Definicao 2.2.1. Uma regiao limitada A C R ¢ simplesmente conexa quando A for
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conexo por caminhos e o grupo fundamental de A € o trivial. Uma regiao limitada que nao

€ simplesmente conexa € chamada multiplamente conexa.

Consideremos D C R? uma regido fechada simplesmente conexa ou multiplamente
conexa tal que X nao tenha pontos de equilibrio em 0D e 0D é composta por numero
finito n de curvas de Jordan de classe C* (9D = |J!_, 9D;). A orienta¢do positiva de 9D,
é definida de modo que em cada ponto de 0D, os vetores tangente e normais a esta curva
formam uma base positiva para R? e o vetor normal aponte sempre para dentro da regiao
D. Veja a ilustragao na Figura 2.6. Desta maneira, vamos definir o nimero de rotagao do
campo vetorial X sobre 0D como sendo

n

p(X,0D) =Y p(X,0D). (2.2)

i=1

Figura 2.6: Orientagao positiva da fronteira em uma regiao multiplamente conexa.

Proposigao 2.2.3. Sejam X : R? — R? um campo de vetores continuo. Se D = Dy U D,

em que Dy, Dy sio conjuntos fechados e coneros de R? tais que int Dy Nint Dy = ), entdo
p(X,0D) = p(X,0D1) + p(X,0Ds).

Demonstracdo: No caso em que Dy N Dy = (), o resultado segue diretamente de (2.2).
Caso contrario, basta observar que na regiao de fronteira em comum a orientacao dessas

curvas sao opostas, assim via aplicacao T', o numero de rotacao do campo X sobre 0D; e
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0Dy anula-se, na fronteira em comum, ao somarmos p(X,0D) + p(X,0D,). [ |

Proposicao 2.2.4. Sejam D um conjunto compacto de R* e X : R?2 — R? um campo

vetorial continuo. Se X nao possuir pontos de equilibrio em D, entao p(X,0D) = 0.

Demonstragao: Suponhamos que D seja simplesmente conexo. Como D ¢ fechado e
limitado e X é um campo continuo, nao contendo pontos de equilibrio em D, entao, existe
um aberto U contendo D tal que X nao possui equilibrios em U.
Seja p € D. Pela continuidade do campo X, existe d, > 0 tal que B(p,d,) C U tal que
dado g € S(P,J,) obtemos

X, X

Xl = X )
para todo r € 9S(p, d,). Segue, portanto que p(X,9D) = 0.
Para cada ponto p € D considere B(p,d,) com a propriedade acima. Logo, a unido das
bolas B(p,d,) é uma cobertura aberta de D, como D é compacto, existem pontos p;, tais

que a uniao das bolas B(p;,d,,), i = 1,...,n formam uma cobertura aberta para D. Por

unioes e intersecoes dessas bolas, é possivel encontrar conjuntos, Ay, ..., A, tais que

D:UA_j AiNA;j=0,i#j
j=1

p(X,04;)=0, j=1,...s.

O resultado segue pela Propriedade 2.2.3. No caso, em que D é multiplamente conexo,
basta dividir a regiao em uma quantidade finita de sub-regioes simplesmente conexas, usar

a primeira parte dessa demonstragao e em seguida a Proposigao 2.2.3. [ |

Definigao 2.2.2. Sejam X,Y : R? — R? campos vetoriais continuos e D C R? compacto
tais que X e Y nao possuam equilibrios em 0D. Uma deformagao continua do campo
X para o campo'Y sobre 0D é uma familia {Z : 0 < X\ < 1} de campos vetoriais continuos

em R? que variam continuamente com respeito ao pardmetro \ tais que
ZO(l’ay):X(l’ay) € Zl(zay):Y(Iay)a (Z’,y) eaD

Se para cada 0 < X\ < 1, o campo de vetores Zy nao tem pontos equilibrio em 0D, dizemos

que 0s campos vetoriais X e Y sao homotdpicos em OD.
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Proposigao 2.2.5. Sejam X,Y : R? — R? campos vetoriais continuos e D C R? com-

pacto. Se XY sao homotdpicos sobre D, entao p(X,0D) = p(Y,dD).

Demonstracao: Seja Z), a homotopia entre os campos de vetores X e Y sobre 0D.
Como o numero de rotagao de um campo vetorial continuo sobre 9D é um inteiro e 2
varia continuamente com relacao a A\, o nimero de rotacao permanece constante durante

a homotopia. Portanto,

p(X,0D) = p(Zy, 0D) = p(Z1,0D) = p(Y, D),

concluindo a prova. [ |

A seguir, apresentaremos uma consequéncia importante da Proposi¢ao 2.2.5.

Proposigao 2.2.6. Sejam X,Y : R? — R? campos vetoriais continuos e D C R? com-

pacto. Se X,Y nao possuem equilibrios sobre 0D e sao tais que

X(z,y) V(z,y)
# - ) (Jf, Z/) € aDu
1 X (z, y) 1Y (2, y)|
entao p(X,0D) = p(Y,0D).
Demonstracao:  Podemos construir uma deformacao continua entre X e Y em 0D,

dada por
Zi(z,y) = (1= N X(2,y) + A (z,y), (z,y) € R

A familia {Z) : 0 < A < 1}, construida acima, é mais do que uma deformacao continua é
uma homotopia ente X e Y na fronteira de D. De fato, suponha que existam 0 < A < 1e

(z,y) € OD tais que 0 = Z)(z,y) = (1 — A) X (z,y) + AY (x,y). Isto implica que

X(l’,y) (1—)\)X(l’,y) _ —)\Y(l',y) _ Y(l’,y)

IX(zp)l  A=NIX@ )l MY @)l Y ()l

qual ¢ uma contradigao. Nos casos, A = 0 e A = 1 o campo Z), é os campos X e Y,
respectivamente, e por hipotese nao possuem equilibrios na fronteira de D. Portanto,

utilizando a Proposicao 2.2.5, o resultado segue. [ |
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2.3 O indice de um ponto de equilibrio

Seja X = (X1, X5) : R? — R? um campo vetorial continuo com um equilibrio isolado
no ponto My = (9, o). Entao existe r > 0 tal que o campo X nao tem outros pontos de
equilibrios, a nao ser My, no fecho do conjunto B(My,r). Consideremos 0 < d; < dg < r
quaisquer e os conjuntos B(My,d1) e B(My, ). Entao, utilizando a Proposigao 2.2.3,

temos que
p(X,0B(My, 02)) = p(X, 0(B(Mo, 62) \ B(Mo, 61))) + p(X, 0B(My, 61)).

Como o campo X nao possui pontos de equilibrios na regiao B(My, d2) \ B(My, d1), segue

pela Propriedade 2.2.4 que p(X, 0(B(My,d2) \ B(My,01))) = 0. Portanto,
p(X7 8B(M07 52)) = p(X7 8B(M07 51))

Isto nos mostra que o nimero de rotagao do campo X, sobre a circunferéncia (x — z¢)? +

(y — yo)? = 62, é independe da escolha de §, 0 < § < r.

Definigao 2.3.1. Seja X = (X1, Xs) uwm campo de vetores de classe C* definido no
plano R? com um ponto de equilibrio isolado em My € R%. Entao, existe r > 0 tal que,
para todo 0 < § < r, o numero de rotagao p(X,0B(My,d)) é constante. Este inteiro,

p(X,0B(My,d)), serd chamado indice do equilibrio My do campo X e o denotaremos por
iX(Mo) ou i(Xl,Xz)(M(])'

Enunciaremos, a seguir, alguns resultados interessantes sobre o indice do equilibrio
My = (20, y0) do campo vetorial X. Um resultado interessante é o Teorema de Poincaré-
Bendixson, a demonstracao que iremos apresentar para este resultado utilizando a teoria de

indice é bem mais simples do que a utilizada usualmente em livros de equacoes diferenciais.

Proposi¢ao 2.3.1. Sejam X : R? — R? um campo vetorial de classe C' e D C R?
uma regiao limitada simplesmente ou multiplamente conexa com fronteira composta por
um nimero finito de curvas de Jordan de classe C*. Se no interior de D existem uma

quantidade finita de pontos de equilibrio, digamos My, ..., M, e sobre a fronteira 0D nao



17

hd pontos de equilibrios de X, entao
p(X,0D) =) ix(M;).
j=1

Demonstracao: Como cada equilibrio M; do campo X na regiao D é isolado, existe
d; tal que a bola B; := B(Mj;,6;) C D nao contém outros pontos de equilibrio de X, a
nao ser o proprio M; e B; N By, = (), para j # k. Logo, pelas Proposigoes 2.2.3 ¢ 2.2.4 ¢

pela definicao de indice, obtemos

som) — o(xa(o10)) o (50(05)

= Zp(Xv aBJ)
= ZiX(Mj)-

Portanto, o resultado esta demostrado. [ |

Vamos supor que o campo vetorial X tenha uma orbita fechada, digamos . Este fato,
nos implica que, em cada ponto de v o campo vetorial é tangente a esta orbita. Logo o
numero de rotacao do campo X sobre a Orbita fechada é 1. Entao, definindo como U a
regiao aberta no interior de v e supondo que em U ha uma quantidade finita de pontos de

equilibrio, digamos My, ..., M,, segue diretamente da Proposi¢ao 2.3.1 que

ZiX(Mj) =1

Como consequéncia, o indice de um equilibrio do tipo centro é 1. Além disso, este resultado
nos mostra que em U sempre ha um equilibrio do campo, pois caso nao haja, teriamos
pela Proposicao 2.2.4 que o nimero de rotacao sobre a orbita fechada seria zero, o que é

um absurdo. Portanto, demonstramos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja X : R?* — R? um campo vetorial
de classe C'. Se X tem wma orbita fechada vy, entio em U hd pelo menos um ponto de

equilibrio do campo X, em que, U € a regiao aberta limitada por . [ |
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Exemplo 2.3.1. Considere o campo de vetores X1 : R? — R? dado por X, (z,y) = (—y, ).
Este campo tem a origem O como o unico ponto de equilibrio e este € do tipo centro.

Portanto, ix,(0) = 1.

Nos resultados a seguir, sera util definirmos a funcao sgn : R — R dada por

-1, sex <0;
sgn(z) =4 0, sex=0;

1, sex>0;

conhecida como a fun¢ao sinal. As propriedades que serao enunciadas a seguir, irao nos
auxiliar no calculo do indice de equilibrio de alguns campos vetoriais planares. Consi-

deremos X : R? — R? um campo vetorial de classe C! e My um equilibrio isolado de

X.
Propriedade 2.3.1. i,x, x,)(Mo) = sgn (a)ix, x,)(Mo), para todo a # 0.

Demonstragao:  Defina o campo de vetores Y : R? — R? dado por Y = (|a| X, X5).
Observando que a # 0 obtemos que My também é um ponto de equilibrio isolado para Y.
Logo, existe 0 > 0 suficientemente pequeno tal que My é o tnico ponto de equilibrio para
os campos X e Y no fecho do conjunto B(My,d). Sobre S(My,d) vamos construir uma

deformacao continua entre os campos X e Y dada por

Zx(z,y) = (1 = A(1 — |a])) X1, Xa), (z,y) eR*® 0< A<

Uma conta simples mostra que a deformacao Z, nao possui pontos de equilibrio sobre
S(My, d) para todo 0 < A < 1. Isto implica que os campos X e Y sao homotdpicos sobre
S(My,0). Pela Proposicao 2.2.5 obtemos

ix1,x0) (Mo) = i(ja)xy, x0) (Mo).

A demonstracao estara concluida, utilizando a Proposi¢ao 2.2.1. [ |
Propriedade 2.3.2. i(Xl,Xg)(MO) = _i(XQ,Xl)(MO)'

Demonstragao: Considere o campo vetorial Y = (—X5, X;) definido em R% O ponto

My também é um equilibrio isolado para Y. Entao, existe 0 > 0 suficientemente pequeno
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tal que M, é o tnico ponto de equilibrio para os campos X e Y no fecho do conjunto

B(0,0). Suponhamos que exista um ponto (z,y) € S(My,d) tal que

Isto nos implica que X;(z,y) = —Xa(x,y) e Xo(z,y) = Xi(z,y) e assim obtemos que
Xi(z,y) = Xo(z,y) = 0, isto é, (z,y) é um equilibrio para os campos X e Y, o que um

absurdo. Logo, pela Proposicao 2.2.6, segue que

i(Xl,XQ) (MO) = i(—Xz,Xl) (M(J)

O resultado segue utilizando a Propriedade 2.3.1. [ |
Propriedade 2.3.3. i(Xl,Xg)(MO) = i(X1+X2,X2)(MO)-

Demonstracao: Como M, é um equilibrio isolado do campo X = (X, X5) temos que
My também é um equilibrio isolado do campo Y = (X7 + X5, X5). Assim, existe r > 0
tais que X e Y nao possuem outros pontos de equilibrio no fecho do conjunto B(Mjy,r), a

nao ser My. Sobre S(My,r) considere a deformagcao continua de X para Y dada por:

Z)\(xvy) = (Xl(xvy) + AXQ(JI,Z/),XQ(JI,Z/)), (l’,y) S R27 0 S A S L.

Observe que esta deformagao ¢ uma homotopia. Logo, via Propriedade 2.3.1 o resultado
é valido. u
Vamos calcular o indice de alguns campos vetoriais lineares planares, utilizando as

propriedades mostradas acima.

Exemplo 2.3.2. Considere o campo de vetores Xo : R? — R? dado por Xo(z,y) =
(A, Aay), para Mg # 0. Este campo tem a origem O como inico ponto de equilibrio.

Observe que se MAy < 0, O € do tipo sela, e se My Ay > 0, a origem € do tipo no. Vamos
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calcular o indice desse campo utilizando as propriedades acima e o Fxemplo 2.3.1.

1 (0) = iz (0) = 580 (A1)i ey (0)
= —5g0 (M) (0)
= —sgn (MA2)i(q) (0)
= sgn (AA2)iyq)(0)
= sgn (AMA2)ix, (O) = sgn (A A2).

Logo, no caso em que O € uma sela, o indice € igual a —1 e no caso em que O € um nd,

o indice € igual a 1.

Exemplo 2.3.3. Seja X3 : R? — R? um campo vetorial dado por Xs(x,y) = (uz —
W2y, o + 1Y), para pype # 0. Observe que a origem O € o unico ponto de equilibrio
deste campo e € do tipo foco. Como no exemplo anterior, vamos calcular o indice desse

campo utilizando as propriedades de indice e o Exemplo 2.3.1.

iX3 (O> = i(mx—uzywzx-i-my) (O)

M1 ’ 1)

= i(ﬂ%xulugy M%eruutzy) (0)

= g0 (H1H2) (u2a—p pay ude-un pay) (O)

= — 880 ({1 102) V(20— 2ot pda+ i poyopida-tun pay) (O)
= sg0 (1 f2) (e yat i) (O)

= —sgn (L142)iu2atppay,u2e) (O)

= —sgn (M1M2)i(u1uzy7u§r) (0)

= ly30)(0) = iy (0) = ix,(0) = 1.

Portanto, o indice deste foco € 1.

Na Sec¢ao 2.6 mostraremos algumas técnicas para o calculo do indice de pontos equilibrio
isolados em campos vetoriais analiticos. Para tal, utilizaremos o indice de Cauchy, o qual

iremos trabalhar na Secao 2.4.



21
2.4 Indice de Cauchy
Sejam p, ¢ : R — R polindémios reais dados por

k—1 -1
p(t) =Dt qt)=> bt teR
i=1 j=1

tais que ag e by sao nao nulos. Dizemos que ty é um ponto singular de mudanga de

sinal para a fungao racional ¢/p quando umas das seguintes situacoes acontecem:

lim @ = —00, lim @ = 00,
t—tg (1) t—tg D(t)

ou
limﬂzoo, limﬁz—oo
t—tg (1) t—tg D(t)

Sejam t;, para ¢ = 1,...,m e s;, para j = 1, ..., os pontos singulares de mudanca de

sinal de ¢/p tais que

(t) q(t)

lim — = —o00, lim —= = oo, 1=1,...,m;

() 0 "
t t

lim @ =00, lim @ = —00, J=1, ...

t—s; D(t t—st P(t)

O numero inteiro 7; — 72 serd denominado indice de Cauchy para a fungio ¢q/p e sera
denotado por N(p, q).

Suponhamos que os polindémios p e ¢ definidos acima nao tenham zeros reais em comum.
Uma condicao necessaria e suficiente para ¢y, ser um ponto singular de mudanca de sinal
para a funcao ¢/p é ty ser um zero simples ou multiplo impar do polinémio p. De fato,
suponha que ty é um zero de multiplicidade impar de p, como t; nao é um zero para o
polinémio ¢, obtemos que ¢(ty) < 0 ou ¢(tg) > 0. Suponhamos que ¢(ty) < 0, entao

oo, lim @ = Foo

- - £ p(t)

lim —=% =
t—sty p(t)

Logo, to ¢ um ponto singular de mudanga de sinal para a fungao ¢/p, o outro caso é
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analogo. Reciprocamente, suponha que t; seja um ponto singular de mudanca de sinal
para a fungao ¢/p e nao seja um zero de multiplicidade impar para o polinémio p. Entao,
tp nao é um zero ou é um zero de multiplicidade par de p. Mas em qualquer um desses
casos 1y nao sera um ponto singular de mudanga de sinal para ¢/p. Mas, isto é um absurdo
e, portanto, o resultado segue.

A seguir, enunciaremos alguns resultados sobre o indice de Cauchy. Tais resultados
serao Uteis nas sec¢oes seguintes, em que buscaremos encontrar uma féormula para o indice

do equilibrio de certos campos vetoriais utilizando o indice de Cauchy.

Proposicao 2.4.1. Sejam p,q : R — R polindmios de graus k e l, respectivamente. Se p

e q nao possuem zeros reais em comum, entao N(p,q) — k € um inteiro par.

Demonstragao: Suponhamos que k seja impar. Considere d como sendo a quantidade
de zeros de multiplicidade impar do polinémio p. Com k é impar, obtemos que d é
impar. Como p e ¢ nao tem zeros em comum, obtemos pela afirmacao acima, que a funcao
q/p possui d pontos singulares de mudanca de sinal. Mas, d = n; + 7o é impar, logo
N(p,q) = d — 215 € um nimero impar. De forma anéaloga, pode se mostrar este resultado

para k sendo um inteiro par. [ |

Proposicao 2.4.2. Sejam p,q: R — R polinémios de graus k e l, respectivamente. Sejam

ag, by 0s coeficientes dos termos de maior grau de p e q, respectivamente. Entao,

1 [ q(t) sgn (apbo) — N(p,q), sel—k > 0 inteiro impar.
— / darctan | —= | =
T J oo p(t) —N(p,q), caso contrdrio.
Demonstracao: Sejam A, ..., \; os pontos singulares de mudanca de sinal da funcao
q/p. Defina
( t
—1, se lim Q = —00
_ = p(t)
T q(t)
1,  se lim —= = o0,
. t—A; p(t)
( t
—1, se lim ﬂ = —00
T t—Af p(t)
£ et
i _q(t)
1, se lim —=% = oo,
L t—AF p(t)
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t
—1, se lim @ =—
—_— t—>—oopét§
I =
- q(t
1, se lim —= = o0,
L t—>—oop(t)
4
t
—1, se limﬂ -
+ t%mpgt;
£ —=
- qlt
1, se lim —= =
( t=o p(t)
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Quando ¢ varia entre A; e A1, a tangente tan (¢(¢)/p(t)) varia entre (ef7/2,e;,,7/2).

Este fato implica que

Logo, obtemos

%/: d arctan (%) = %;(5@1 —& )

Caso, | — k < 0, temos que

q(t)

t—00 p(t)

é finito. Definindo 0 = lim,_,+ ., arctan (¢(¢)/p(t)) obtemos

3 |

i=1
s

1 /m _ s 1 _
%(551 —9+9—§€:>+§Z(52+1—€:—)

1=1

 [Lveon(18) - H([ oeon () 155

Quando [ —k é um inteiro positivo par, entdao e~ = e e o resultado segue de forma anéloga

ao caso anterior somando as integrais. Quando [ — k é um inteiro impar positivo, entao
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e~ = —sgn (apby) e e = sgn (apby). Neste caso, obtemos que
1
sgn (aghy) = 5(5 —€7).

Segue que

% (/_: +/:O) d arctan (%) = %(51_ — &) + sgn(agho).

E o resultado segue somando as integrais. [ |

Proposicao 2.4.3. Sejam p,q : R — R polinémios de graus k e [, respectivamente. As

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

1 — (—1)*

5 sgn (agpbo);

i) N(p.q)+ N(g,p) =
ii) |N(p,q)| < min{k,l+ 1}.

Demonstracao: i) Da Proposicao 2.4.2 obtemos que

L[~ p(?) sgn (agho) — N(q,p), se k—1> 0 inteiro impar.
/ d arctan ) =

™

oo —N(q,p), caso contrario.

Segue entao que

[ (s (55) 0 (32)) -

~

sgn (agby) — N(q,p) — N(p,q), sel— k> 0 inteiro impar;
B —N(q,p) — N(p,q), se [ — k > 0 inteiro par;
N —N(q,p) — N(p,q), se | — k < 0 inteiro par;
| sgn (apbo) — N(q,p) — N(p,q), sel—k < 0 inteiro impar.
B sgn (agby) — N(q,p) — N(p,q), sel— k inteiro impar;
N —N(q,p) — N(p,q), se [ — k inteiro par;

= sgn ((1 = (=1)"®)agho) — N(p,q) = N(q,p)-

Agora vamos mostrar que o lado esquerdo da equagao acima é zero. Por propriedades
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trigonométricas, obtemos que

1 —7m/2, <0
arctan(x) 4 arctan | —
X /2, x>0

isto implica que

%/: <darctan <1%) + d arctan <%)) =0,

e o resultado segue.
ii) Por um lado, os pontos singulares de mudanca de sinal da fungao p/q sdo, necessa-
riamente, zeros do polinomio p. Isto implica que |N(p, q)| = |n1 — 2| < |p1 + 12| < k. Por

outro lado, usando o item (i) desta proposi¢ao, obtemos

IN(p, @)l < |N(g,p)| + | sgn (aoho)|
< I+ 1
Portanto, |N(p, q)| = min{k, [ + 1}. u

Proposicao 2.4.4. Sejam p,q : R — R polindmios de graus k e l, respectivamente.
Suponha que os polinémios p e q nao possuem zeros reais em comum e todos os zeros de

p sejam simples, digamos, tq,...,ts. Entao,

N(p,q) = Z sgn (p'(t;)q(t;)).

Demonstragao: Por hipotese, cada t; ¢ um ponto singular de mudanca de sinal para

q/p- Defina ¢; ,&] como no Teorema 2.4.2. Vamos provar que

1 _ .
sgn (p'(t:)q(t:)) = 5(»5,.+ +e7),  i=1,..,s.

Considere t; de forma que

(1) _
0

L

(*) e li

lim —< = —o0
t—t- D(t) t—tS P

—~
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Neste caso, e; = —1 e &f = 1, ou seja, temos que mostrar que sgn (p'(¢;)q(t:;)) = 1,
ou equivalentemente, p'(t;)q(t;) > 0. Suponha, por absurdo, que p'(¢;) > 0 e q(t;) < 0.
Entao, existe 6 > 0, suficientemente pequeno tal que p é crescente e ¢ nao tenha zeros em
(ti—0d,t;+0). Além disso, q(t)/p(t) < 0em (t;—6,t;) e q(t)/p(t) > 0 em (¢;,¢;+ 7). Entao,
no intervalo (¢; — d,t;) obtemos que ¢(t) < 0, implicando que p(t) > 0, neste intervalo. Por
outro lado, em (t;,t; +J) obtemos que ¢(t) < 0 e isto implica que p(t) < 0, neste intervalo.
Resumindo, mostramos que p(t) é decrescente em (t; — d,¢; + ), um absurdo. De forma
analoga, obtemos contradicoes nos demais casos, validando o resultado. [ |

Vamos realizar uma divisao de polindémios da seguinte forma:

q = PpPwy— U
P = uUiw; — Uz
Uy = UW2 — U3
Uj = Ujp1Wi41 — Ujq2, J=1...,r
Upy1 = 0.

Observe que esta construcgao é finita, ou seja, existe um inteiro positivo r tal que u,.; = 0.
Nesta construgao, considere «;t™ como sendo o termo lider do polinémio w;, para todo

j=1...r.

Proposicao 2.4.5. Considere a divisao de polinémios acima, entao

N =3 T g (o).

=1

Demonstragao: Por construcao, obtemos que

SN—
<
=
—~
~
S—

ﬁ — wo(t) —

p(t

~—

implicando que N(p,q) = —N(p,u;). Observe que o quociente p/u; tem como termo lider
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a1t™ . Pela Proposicao 2.4.3, obtemos que

1
N(pvul)_'_N(ulup) - 9 SgIl vy .
Logo, obtemos
()™ —1
N(p,q) — N(u1,p) = 5 sgn o .

Seguindo, fazendo o quociente do polinémio p pelo polinémio u;, obtemos

t t
PO i)
U1 (t) Ul(t)
implicando que N(uj,p) = —N(uy,uz). Como o quociente uj/us tem como termo lider
ast™?, segue pela Proposicao 2.4.3 que
1— (—1)m
N(ug,us) + N(ug,uy) = % sgn e,
consequentemente,
(=)™ -1
N(uy,p) — N(ug,uy) = 5 sgn Quo.

Por um processo de inducao, obtemos

(-1 —1

N(uj,wj—1) = N(ujpr,uy) = 5

SgN O 4 7=2,3,....,7mr— 1.

Mas, por construcao da divisdo de polindémios acima, temos que u,_; = u,(t)w,. Entdo, o

quociente u,_1/u, = w,, implicando que N(u,,u,_1) = 0. Portanto, segue que

—1)m™ 1
N(p,q) = %Sgnal“_]\[(ulap)

—1)™ — 1 —-1)™m™ —1

_ %Sgnale%sgnagth(uz,ul)
r —1)ymi — 1

= Z%sgnaijN(ur,ur—l)
j=1
r 1y — 1

_ Z%sgn%’.
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Como desejavamos, o resultado segue. [ |

2.5 Calculo do indice em campos vetoriais analiticos

Dizemos que o campo de vetores ® : R? — R? dado por ®(z,y) = (f(x,v),9(x,v))
¢ analitico quando f, g forem funcoes analiticas nas variaveis x,y. Seja ® = (f,¢) um
campo vetorial analitico e My = (¢, yo) um ponto de equilibrio isolado de ®. Expandindo

f, g em série de Taylor ao redor do ponto My obtemos:

flx,y) = Pl —x0,y —v0) + f(2 — 20,y — %0)

g(l’,y) = Qn(x—xoay_%)+§($_$072/_y0)7

em que P, ), sao os termos de ordem m,n respectivamente, na série de Taylor de f e g,
e m,n sao determinados como os menores graus com coeficientes nao nulos na expansao
para f e g. Em outras palavras, P, é o menor polinomio homogéneo com coeficientes
nao nulos, na expansao em série de Taylor de f no ponto M, e (),, é o menor polindémio
homogéneo com coeficientes nao nulos, na expansao em série de Taylor de g no ponto M.
Assim, fe g sao os termos de ordem superior, nas expansao de f e g.

O campo vetorial V(z,y) = (Pn(z—x0, y—y0), @n(z—20, y—yo)) ¢ chamado campo de
vetores de equagGes principais para o campo P referente ao equilibrio My = (zg, yo)-
Observe que a origem O é um ponto de equilibrio do campo V relacionado com o equilibrio

My do campo P.

Teorema 2.5.1. Seja ® = (f,g) : R? — R? um campo vetorial analitico e My = (9, yo)
um equilibrio de ®. Se a origem € um equilibrio isolado para o campo vetorial V de
equacgoes principais do campo ® relacionado com My, entao My € um equilibrio isolado

para o campo ®. Além disso,

icb(MO) = i(vaQn) (O)

Demonstracao: Vamos construir uma deformagao continua do campo V para o campo

P definida por Z)\(']:vy) = (f)\(xvy)vg)\(xuy))J el que
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Mmy) = Pulr—20,y —yo) + A (2 — 20,y — Y0)

a(z,y) = Qn(r =20,y —v0) + Ag(x — 20,y — Y0), 0<A< 1

Vamos mostrar que existe r > 0 tal que a deformacgao Z, nao se anule no disco fechado
B[My,r], exceto em M. Vamos provar este fato, por contradi¢do. Suponhamos que
existam uma sequéncia {(zg,yx)} tendendo para a origem e uma sequéncia {\;}, com
0< A<, em que

Escrevendo,

Tp —Tg = O} cosby

Y — Yo = Opsenby, E=1,2,...

obtemos limy_, 0x = 0. Substituindo, essa escrita na equag¢ao (2.3) encontramos

0= f,(@e,ur) = Pulzr — 2o, y6 — Yo) + Akf(l“k — o, Yk — Yo)

= P(opcos O, o senby) + A\ f (0 cos Ok, oy sen 6y,)

= o' Pp(cos b, senby) + A\ f(0k cos Ok, o sen 0y,)

A\ ~
= P, (cosb, senby) + U—Zf(ak cos O, oy sen Oy,
k

Ak~
0=gx(Tk,yr) = @Qn(cosby, senby)+ U—sg(ak cos O, oy sen Oy
k

Na sequéncia {(cosfy, senfy)}, existe uma subsequéncia convergente, convergindo para
(cosf, senf) e na sequéncia {A\;}, também existe uma subsequéncia convergente, que

converge para A\, em que 0 < A < 1. Passando o limite, nas equacoes acima, obtemos
Py(cosf, sen ) =0 = Q,(cosd, senf).

Consequentemente, todos os pontos sobre a linha y/senf = x/cosf sio equilibrios do

campo vetorial V, contradizendo o fato que O é um equilibrio isolado de V. Isto prova que



30

a deformacgao continua Z, nao se anula em B[Mj, ], exceto em My e é uma homotopia

entre os campos vetoriais V e ® sobre a curva S(My,r). Portanto,

i<1>(96,y)(~]\40) = i(Pm(:c—ﬂm7y—yo)7Qn(ac—:r:my—yo))(O)

= (P(2.9).Qn(zw) (O)-

A ultima igualdade, da equacao acima, é valida, pois o nimero de rotacao de um campo
vetorial continuo é invariante a uma translacao de eixos. [ |

O Teorema 2.5.1 nos serd muito util, para determinar o indice em campos vetoriais
analiticos. Na secao seguinte, veremos como calcular o indice de pontos de equilibrio

isolados de campos vetoriais polinomiais, em especial polino6mios homogéneos.

2.6 Calculo do indice em campos vetoriais polinomiais

Nesta secao, vamos obter informacoes sobre o indice de um equilibrio em um campo

vetorial polinomial.

Proposigao 2.6.1. Seja (P,,,Q,) : R? — R? um campo vetorial em que P,, e Q, sio
polindémios homogéneos de graus m e n, respectivamente. Se a origem O de R? ¢ um
equilibrio isolado de (P,,, Q). Entao, P, e @, nao tem fatores em comum e P,,(1,0) e

Q.(1,0) nao podem se anular simultaneamente.

Demonstracao: Como os polindomios P, e ), sao homogéneos podemos escrevé-los da

seguinte forma:

Pu(z,y) = Zam—ux y"t
=0

Qn(x>y) = Z bn—]]x]yn J
=0

Suponhamos que P, e @, tenham um fator em comum, digamos z*7!, para k >0, [ > 0

e k,l nao se anulando simultaneamente. Entao,

Po(z,y) = 2y P(z,y)

Qu(z,y) = 2*9'Q(z,y),
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mostrando que a reta x = 0 ou a reta y = 0 anulam os polinémios P,, e @),,. Logo, a
origem nao é um equilibrio isolado do campo (P,,, @,), um absurdo. Vamos agora provar
a segunda parte desta proposi¢ao. Suponha que P, (1,0) = 0 = @Q,(1,0). Segue entao
que, agm = 0 = by,. Logo, o termo y é um fator em comum para os polinémios P, e Q),,

pela primeira parte desta proposicao temos um absurdo. [ |

Proposigao 2.6.2. Seja (P,,,Q,) : R*> — R* um campo vetorial em que P,, e Q, sio
polindmios homogéneos de graus m e n respectivamente, e a origem O de R? um ponto
de equilibrio isolado de (P,,,Q,). Neste caso, a origem € o tunico ponto de equilibrio do

campo de vetores (P, Q).

Demonstragao: Suponhamos que (¢, d) é outro equilibrio do campo (P,,, Q),,) além da
origem. Entao, (tc,td), para t € R, é um equilibrio de (P,,, Q). Logo, a origem O nao é

um equilibrio isolado de (P,,, @,,), um absurdo! [ |

Teorema 2.6.1. Seja (P,,,Q,) : R? — R? um campo vetorial em que P,, e Q, sdo
polindmios homogéneos de graus m e n respectivamente, e a origem O de R? um ponto de
equilibrio isolado de (P,,, Q). Se a origem O € um equilibrio isolado do campo (P, Qy),

entao

0, sem-+mn € impar;
1P (0) = 4 N(Pu(t,1),Qu(t, 1)), sem+n épare Py(1,0) # 0;
—N(Qu(t, 1), Pu(t, 1)), sem+mn € pareQy(1,0) #0.

Demonstracao: O indice do ponto de equilibrio O é o nimero de rotacao do campo
(P,,,Q,) sobre a circunferéncia z* 4+ y? = 1, ja que no interior e sobre a circunferéncia nao

existem outros pontos de equilibrios, exceto O. Pela Proposicao 2.2.2, temos que

i 0) = — darctan | ——=
(Pman)( ) 22 4y2=1 <Pm($a y)

2w
R Q@ (cosB, senb)
T oor /_7T darctan (Pm(cos 6, sen 9))

1 0 i Q@ (cos B, sen )
T oom </_ﬂ+/o ) darctan (Pm(cos 6, sen 9)) ’

em que na segunda igualdade da equagao acima, realizamos uma mudanca de coordenadas,

xr=cosfey=senf com —7 < 6 < 7. Realizando uma mudanca de variavel na primeira
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integral, tomando ¢ = 6 + 7 obtemos
0 m _ _
/ J arctan Qn(cos b, sen ) _ / J arctan Qn(cosp — 7, senp — )
- P,.(cos b, sen0) 0 P,(cosp —m, senp — 1)
= / d arctan <Q"( o8, 7300 QP)) :
0 Po(—

oS (p, — sen )
Caso m + n seja um inteiro impar, vamos assumir que m é impar e n é par (outro caso é

analogo). Como P, e @, sao polinomios homogéneos temos que

Pm(—l', _y) = —Pm(l’,y)

Qn(—x,—y) = Qn(I,y), LL’,yGR.

Portanto, obtemos

, 1 T Q@ (cosB, sen ) / Qn(— cos p, —sen @)
= — d arct d arct

i(Pn.on(0) 2 </0 arctan (Pm(cos 0, sen 6’)) - 0 arctant P (— cos p, —sen p)
1 T Q@ (cosB, sen ) Q. (cos @, sen )
27 </0 darctan (Pm(cos 0, sen 6’)) * /0 darctan < P,.(cos g, sen p)
1 T Qn(cos b, senb) / Qn(cos g, sen )
27 (/0 darctan (Pm(cos 0, sen 6’)) 0 darctan P,.(cos g, sen p)
= 0.

Caso m +n seja um inteiro par, a primeira integral fica idéntica a segunda integral depois

da substituicao ¢ = 6 + 7. Por isso,

i(P,u)(0) = l/0 d arctan (gn(cosﬁ, sen 9)) .

T n(cos @, sen )

Defina o inteiro b = (m —n)/2 e a mudancga de variavel ¢t = cos#/ sen §. Entao, obtemos

P,.(cosf, sen) = sen™0P,(t 1)
Qn(cosB, send) = sen" 0Q,(t,1).
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Logo, obtemos

[e.e]

. 1 Qn(cosf/sen b, 1)
P (0) = T /_Oo P,.(cosf/senf, 1)

_ _%/_w d arctan <(t2 + 1)6%’:((‘; 3) .

[e.9]

d arctan ( sen """ ()

Se P,,(1,0) # 0, grau do polinémio P, (t,1) é m. Quando b > 0, temos que grau do
polinomio (#2 + 1)°Q,(t, 1) é sempre menor ou igual & 2b +n = m —n +n = m. Segue
entao que,

grau ((t* 4 1)°Q,(t,1)) < grau (Py(t,1)).

Pela Propriedade 2.4.2 obtemos que

e (i1
P (0) = _gf_mdamtan ((t2+1)b%)

= N(Pn(t,1), (£ +1)°Qy(t, 1)).
Cancelando o fator (£241)°, que nao influencia no calculo do indice de Cauchy, encontramos

i(Ran)(O) = N(Pm(ta 1)a Qn(t> 1))a Pm(1> 0) 7é 0.

Similarmente, encontramos este resultado, quando b < 0. No caso @,(1,0) # 0, observe

que

P (0) = —i(@Qu.r(0)
= _N(Qn(ta1)>Pm(t>1))a Qn(1>0) 7é 0,

provando o resultado. [ |

Em resumo, se o indice do equilibrio isolado M, do campo vetorial analitico ® admitir
um equilibrio isolado na origem do campo vetorial de equacoes principais referente ao
equilibrio My = (g, yo) para o campo vetorial ®, o célculo do indice em M, fica totalmente

determinado pelos Teoremas 2.5.1 e 2.6.1.

Teorema 2.6.2. Suponha que O € um equilibrio isolado para (P,,,Q,) e m +n € um

inteiro par. Entdo, o indice i(p,, 0,)(0) tem a mesma paridade dos inteiros m e n e vale
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que
(P (O)] < min{m, n}.

Demonstracao: Quando P,,(1,0) # 0, temos que grau do polinémio P,,(¢,1) é m e o

Teorema 2.6.1 afirma que

(.00 (0) = N(Pu(t, 1), Qu(t, 1)).

Pela Propriedade 2.4.1 temos que ig(F,,, Q),) possui a mesma paridade dos inteiros m e

n. Pela Propriedade 2.4.3 temos que
i) (O)| < min{m,n + 1}.

Se @,(1,0) = 0, entao o polinémio @, (¢,1) tem grau menor ou igual & n — 1, implicando

que i(p, 0.)(0) # n. Caso Q,(1,0) # 0, temos que i(p, 0.)(0) = —N(Qn(t,1), Py(t, 1)),
implicando que [i(p,,.0,)(0)| < min{n, m + 1}. Portanto,

lio(Pm, Qn)| < min{n, m},

o que termina a demonstracao deste teorema. [ |
Ha casos em que o equilibrio na origem do campo de equagoes principais nao é isolado.

Nestes casos, o Teorema 2.6.1 nao se aplica. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.6.1. Considere o campo de vetores ((x — 1)(y —1),(y — 1)> — (x — 1)%). O

campo de vetores de equagoes principais, neste caso, referente ao equilibrio My = (1,1) €

(Po(,y), Qa(2, y)) em que

Py(z,y) = wxy

QQ(:E> y) = y2a

que nao tem um equilibrio isolado na origem.

Um método para calcular o indice de pontos de equilibrio em casos como no Exem-

plo 2.6.1, sera realizado, utilizando o método desenvolvido por Gao Wein-xin em 1962,
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conhecido como célculo racional.
Sejam P;, @Q; : R* — R polinomios homogéneos de grau i e j, respectivamente, para

t=m,...,Niej=mn,..., Ny e defina

P(r,y) = ZPZ-(:C,y)
Qz,y) = ZQj(x,y), (z,y) € R2.

Suponha que o campo vetorial (P, Q) nao tenha qualquer ponto de equilibrio sobre a
circunferéncia 2% + y? = r%, r > 0 e todos seus pontos de equilibrio em 2% + y? < r? sdo
isolados. Observe que P(0,7) e Q(0,7) ndo podem ser zeros simultaneamente, sem perda

de generalidade, vamos assumir que P(0,r) # 0.

Teorema 2.6.3. Considere o campo vetorial (P, Q) definido acima. A soma dos indices

de todos pontos os equilibrio do campo (P, Q) em x* + y* < r? € dada por
1 N1 N2
—5N S @+ )N TRt 7 - 1), rI(P+ )N Q2L 7 — 1)
i=m j=n

Demonstracao: Seja [ a soma de todos os indices de pontos de equilibrios do campo
(P,Q) em z? +y* < r?, isto &, I é o niimero de rotagao do campo (P, Q) sobre a circunfe-

2 orientada no sentido positivo.

réncia 22 +y? =r
Sobre a circunferéncia % + y* = r?, considere x = rsenf e y = —rcosf com 0 < 6 < 1.

Definindo, t = tan(6/2) obtemos

2t = 2 tan (g) = 2r tan (g) = 2r cos (Q) sen (Q) = rsenf
241 tan2 (g) +1 sectan (g) 2 2 ’
B (e

0
- 2
2 +1 sec? (
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Segue entao

1
I = — darctan(

2m 224y2=r2

)

1 /’T J arctan Q(rsen, —r cosf)
= — r
2 J_, P(rsen @, —rcos@)
T (t2—1)’f‘
1 /OO Q(tgiv 241 )
= — d arctan
2 oo P

2tr  (2—=1)r
2417 1241

Como P(0,7) # 0 temos que o polinémio P tem um termo com y apenas, sem x. Ou seja,

otr  (B2=1)r ,
P <t2+1, 751 ) contém algum termo da forma

(-1
(t2+1)

ri, m <1< Nj.

Definindo,

2tr (2 —1)r
2+1 241 )7

2r (12 — 1)7‘) |

ut) = (2 +1)MtVp <

t) = (4 1)+
v(t) A s e

temos que grau do polindémio u é igual & 2(N; + Ny — i) + 2i = 2(N; + N3). De modo
anéalogo, o polinémio v tem grau menor ou igual & 2(N; + Ny), com igualdade somente se

Q(0,r) # 0. Ou seja, mostramos que grau v < grau u. Pela Propriedade 2.4.2, obtemos

o (2 + DMFeQ (55{1, L )
I = oy N d arctan 1 )N p ( ot (tz_l)r>
2410 241
= i h d arctan <@)
27 J_ o u(t)
- _5 (u7 U)

1 20 (12— 1)r 2er (12— 1)r
= —<N [(2+1)MTep 74 1) :
2 [( +1) <t2+1’ t2+1)’( 1) © 2+1" 241
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No indice de Cauchy acima, podemos cancelar os fatores (#* + 1) e (£ + 1)M. Entao,

I = —%N [(t2+1)N1P< 2t (t2—1>7”),(t2+1>w2@< 2tr (t2—1)r)}

24+1" 241 24+1" 241

N1 N2
1 . . ) )
= —5N [§ r( + D)NTP(2t 7 = 1), eI (2 )N Qu(2t 8 - 1)] .

i=m j=n
Portanto, o teorema esta provado. |

Teorema 2.6.4. Considere o campo (P,Q) definido anteriormente. Se a origem é um
equilibrio isolado do campo de vetores (Py,,Qn,) € todos os equilibrios de (P, Q) também

sejam isolados, entao a soma dos indices de todos os equilibrios de (P, Q) € dada por

I = 1(PN1 7QN2)(O)

Demonstracao: Como a origem O é um equilibrio isolado para o campo (Py,, Qn,) €
Py, ,Qn, sao polinomios homogéneos de grau Ny e Ny, respectivamente, temos que nao ha
outros equilibrios para este campo vetorial.

Por hipotese, temos também que o campo vetorial (P, () tem um namero finito de equili-
brios, digamos My, para k = 1,...,s. Logo, existe > 0, suficientemente grande, tal que
todos equilibrios My de (P, Q) estejam contidos em 2% + y* < r2.

Vamos construir uma deformacao continua de (Py,, Qn,) para (P, Q) dada por
Ni—1 No—1
<PN1+A > PO+ A Qj), 0<A<,
i=m j=n
sobre a curva z2 + y? = r2. Observe que,

(PM(x,y) 5SS R-(sc,y)) " (@Nxx,y) %S @j<x,y>> 40,

i=m j=n

para todo (z,y) € {(u,v) : u? +v?* =712} e todo 0 < XA < 1. Logo, (Py,, Qn,) ¢ homotopico

a (P, Q) e portanto o resultado esta validado. [ |
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Exemplo 2.6.2. Considere o campo vetorial (P,Q), definido em todo R?, dado por

P(z,y) = =y

Q(I,y) = Yy —-x.

Vamos calcular o indice deste campo na origem. Similar ao demostrado no Exemplo 2.6.1
o campo de equagoes principais referente ao equilibrio O do campo (P, Q) nao possui um
equilibrio isolado na origem. Assim, vamos calcular o indice usando o Teorema 2.6.3.
Observe que o campo (P,Q) nao possui outros equilibrios a nao ser a origem, im-
plicando que o indice deste equilibrio € o nimero de rota¢ao do campo (P,Q) sobre a

circunferéncia > + y?> = 1. Observe também que Q(0,1) # 0. O Teorema 2.6.3 implica

que
1 4
ir)(0) = 5N S+ 1)Q (2,7 — 1), Pa(2t, 82 — 1)
j=2
— %N (7 +1)°Q2(2t, 8% — 1) + Qu(2t, 8% — 1), Po(2t,1* — 1))
= %N ((+ 122 = 1) = (20)*,2t(t* — 1))
= %N (t° —18¢" +1,2t° — 2t) = 2.

2.7 Teorema de Indice de Bendixson

Teorema 2.7.1 (Teorema de Indice de Bendixson). Seja X um campo vetorial planar de

classe C* tendo a origem O como um equilibrio isolado. Entao,

em que e, h e p sao o numero de setores elipticos, hiperbolicos e parabolicos, respectiva-

mente, do fluro do campo vetorial X numa vizinhanga suficientemente pequena de O.

Demonstracao: Suponha que o fluxo do campo X numa vizinhanca de O tenha uma
decomposicao setorial trivial, ou seja, o equilibrio O de X é do tipo centro, foco ou no.
Caso O seja um centro, entao existe uma orbita fechada de X numa vizinhanca suficien-

temente proxima de O. Logo, ix(O) =1 e o resultado segue.



39

Nos demais casos, sejam £ um disco aberto, suficientemente pequeno, centrado na origem
tal que a fronteira de £ é uma curva de Jordan de classe C'.

Suponha que O é um equilibrio do tipo foco atrator, entao O é um ponto w-limite da
trajetoria yx(z,y), para todo (z,y) € £o \ {O}. Sobre 0€p construa uma homotopia do
campo X para um campo Y tal que o campo vetorial Y nao é tangente a d€o. Logo,
1 =iy (0) = ix(0). Podemos proceder de forma andloga, nos casos em que o fluxo do
campo X em & é do tipo foco repulsor, né atrator ou no repulsor.

Vamos supor que o fluxo de X numa vizinhanca O tenha uma decomposicao setorial nao-
trivial. Como &y é uma curva de Jordan, X é um campo vetorial de classe C! e a origem
é um equilibrio isolado de X, existem um numero finito de setores do fluxo do campo X
em Ep, uma prova desta afirmagao pode ser encontrada em [9].

A prova desta resultado seréa feita supondo que o fluxo do campo vetorial X numa vizi-
nhanca da origem possui pelo menos um setor eliptico, um hiperboélico e um parabdlico.
Caso nao exista algum destes tipos de setores na decomposicao do fluxo, basta desconsi-
derar a parte construida, nesta demonstragao, envolvendo-o.

Sejam Lq,...,L,, as separatrizes do campo X em &p, sendo denotadas no sentido anti-
horario. Para cada r = 1,...,n, considere o ponto p, € L, definido da seguinte forma: se
L, é uma semi-orbita atratora em £y, definimos p, como sendo o tultimo ponto de L, que
intercepta 0&p, isto é, todos os pontos de L, depois de p, quando ¢ cresce ficam contidos
no interior de £p. Analogamente, se L, é uma semi-Orbita repulsora em &y, definimos p,. o
primeiro ponto de intersecao de L, com 0&p. Logo, existe € > 0 tal que o campo vetorial
X nunca tangéncia a curva formada por 0€o N B(p,, €), em que B(p,,¢€) ¢ o disco aberto
centrado em p, com raio €.

Vamos definir ab o arco circular indo do ponto a para o ponto b, em que a,b € 0&p.

Para cada k = 1,...,p, vamos definir X1 o setor parabolico do campo X contido em &p,
definido pelas separatrizes Ly e Lj.1. Neste setor parabolico considere pypri1 0 arco circu-
lar indo de py para py.1 e escolha os pontos D € €0 N B(pg, €) € Prr1 € 00 N B(pry1, €).
Para cada i = 1,. .., h, vamos definir ¥ o setor hiperbolico do campo X contido em &p,
definido pelas separatrizes L; e L; 1. Escolha pf € 080 N B(p;,€) e pi,, € 080 N B(pit1,€)

/!

tal que exista uma orbita v do campo X passando pelos pontos p,p7. ;. Defina a curva C;

iniciando no ponto p; que coincide com a 6rbita v até o ponto pY, ;. Considere, também,
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. —_— —_—
os arcos circulares p;p} e pl piy1.

Para cada j = 1,...,e, vamos definir Ef o setor eliptico do campo X contido em &p,
definido pelas separatrizes L; e L;, . Escolha p; € 90N B(pj,€) e piyy € 0E0NB(pjy1,€)
tal que exista uma orbita v do campo X passando pelos pontos p;, p;-H. Defina a curva D;

iniciando no ponto p} que coincide com a orbita vy até o ponto pj, ;. Considere, também,
—_—

os arcos circulares p;p’ e pl, pji1.

Vamos definir uma curva £ da seguinte maneira:

/
D1 Prt Pit1 Pin Dj+1
L.
Ly L s g+l

/ p'-

Dk J

Ly L.
Pk Li pi ! P;

Figura 2.7: Curva £ em cada setor angular da origem.

D h e
L= (U m) U (Upipé-’ UG Up2’+1pi+1> U (U pip; U D; Up§-+1pj+1>
k=1 i=1 j=1
Observe que £ é uma curva fechada, orientada no sentido anti-horario que nao possui

pontos de equilibrio em sua fronteira. Logo, ix(O) = p(X, L). Sobre a curva £ vamos

construir uma deformagao continua do campo X tal que:

(i) a deformagdo ndo se altera nos pontos Pr, Dey1, Pi:Piy1s P € Pt

— e

—_—
(ii) a deformacao continua nao tangencial nos arcos circulares ppr, Pes1Pr+1, Pili s D y1Pit1
—_— —_—

7 i .
Pip; € Pji1Pj+1;

(iii) o vetor unitario da deformagao deve coincidir com o vetor normal & 0o nos pontos

Pk, Pk+1, Piy Pi+1, Pj € Pj+1;

(iv) a deformacao nao se altera no restante da curva L.
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Defina esta deformacao por Y. Observe que

Y(r,y) ,  X(x,y) )
Fanl”? Xegl OV

Pela Proposigao 2.2.6, obtemos que p(X, L) = p(Y, L). Vamos calcular, agora, o niimero
de rotagao do campo Y sobre a curva L.

Em um setor parabolico ka, considere 6, o angulo na origem formado pelas retas geradas
pelos vetores normais nos pontos pi € pry1. Logo, o angulo de rotacao do campo Y sobre
a curva prppi1 @ 0.

Em um setor hiperbo6lico Zfl, considere «; o angulo na origem formado pelas retas geradas
pelos vetores normais nos pontos p; e p;11 O angulo de rotagao do campo Y sobre a curva
p/z-p\;’UCZ-Upg’Jr/lp\Hl é a; — .

Em um setor eliptico Zf, considere /3; o o angulo na origem formado pelas retas geradas
pelos vetores normais nos pontos p; e p;+1. O angulo de rotagao do campo Y sobre a curva
Z)/j-p\;'UDj Up@l & B + .

Portanto, obtemos que

p h e
iy(0)=pY,L) = % <Z€k+2ai—w+2ﬁj+w>
k=1 i=1 j=1

e—nh

=1
+2,

ja que SR O + iy i + 25 By = 2. 5



Capitulo 3

Uma cota superior para o indice de um

equilibrio no plano

Neste capitulo, vamos apresentar uma cota superior para o indice de um ponto de
equilibrio isolado em um campo vetorial de classe C'. Asideias abordadas sdo provenientes
do artigo [13]. Vamos mostrar que todo campo vetorial v : R? — R? de classe C' pode ser
decomposto numa diferenca entre componentes gradiente e hamiltoniano, numa vizinhanca
&o, suficientemente pequena, do ponto de equilibrio. A esta decomposicao vamos definir
o conjunto dos pontos II C £p em que as componentes gradiente e hamiltoniana sao
linearmente dependentes. O nimero de ramos de II nos dara uma cota superior para o
indice deste equilibrio.

Na secao 3.1 iremos apresentar propriedades sobre o comportamento de campos gra-
diente e hamiltoniano. Em seguida, mostraremos que é possivel decompor um campo
vetorial planar v de classe C'!, numa vizinhanca de um equilibrio isolado, em componentes
gradiente e hamiltoniana. Tal decomposicao esta relacionada com o campo vetorial de
Loewner. Na secao 3.2 apresentaremos propriedades do conjunto II e de seus ramos, caso
existam. Mostraremos certas propriedades sobre o comportamento das trajetoérias de v
através das trajetorias do campo hamiltoniano. A partir de tais informacoes, obteremos
resultados sobre o indice do equilibrio. Na secao 3.3 apresentaremos alguns exemplos dos

resultados obtidos.

42
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3.1 Uma decomposicao de um campo vetorial planar

Considere Vf = (f,, f,) o campo gradiente associado a fun¢io f : R* — R de classe
C*. A fungao f é estritamente crescente sobre as trajetorias de V f que nao sao pontos

de equilibrio. De fato, seja (z(t),y(t)) uma trajetoria de V f, entao

d 0, 0r 0, Oy
i (z(t),y(t) = oz 'EﬂLa—yf'a
aorl* |of
- L >o.
az| Tlay| =0

4
> dt

Em particular (z,y) = 0 se, e somente se, (z,y) for um equilibrio de Vf.

Suponha que M, é um equilibrio isolado do campo V f, possuindo um setor eliptico
na decomposicao setorial de seu fluxo, numa vizinhanca suficientemente pequena de M.
Deste modo, M, é um ponto a— e w—limite para as trajetorias de V f contidas nesse setor
eliptico. Como f é estritamente crescente sobre as trajetorias que nao sao equilibrios, temos
que as trajetorias que iniciam em M, nao podem mais voltar para M,. Isto contradiz o fato
de Mj ter um setor elitico. Portanto, os equilibrios de um campo gradiente nao possuem

setores elipticos. Pela Formula de Bendixson,

(V) =1—=<1.

|

Considere V,h = (hy, —h;) o campo hamiltoniano associado a fungao h : R — R de

classe C'°. A divergéncia de um campo hamiltoniano é nula, pois

div(Voh) = 2p, + 2

Pelo Teorema de Liouville, o fluxo de VA preserva area, implicando que V,h nao pode
possuir equilibrios do tipo foco ou n6 e nem possuir setores parabolicos ou elipticos. Seus
equilibrios isolados sao do tipo centro ou sao formados por uma quantidade finita de setores

hiperbolicos. Pela Formula de Bendixson,

i (Voh) =1 — g <1

Vamos provar, a seguir, que todo campo de classe C' pode ser localmente decomposto
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em componentes gradiente e hamiltoniana.

Teorema 3.1.1. Seja v : R? — R? um campo vetorial de classe C*. Entao, existem uma

vizinhangca U C R? da origem e funcoes f,g: U — R suficientemente suaves tais que

v(x,y):Vf(x,y)—ng(x,y), (LL’,y) eU.

Demonstracao: Podemos obter uma vizinhanca U C R? contendo a origem e a funcao
g : U — R de classe C", para algum r > 2, de modo que estes satisfacam a seguinte

equacao de Poisson

Ag = gz + Gyy = ('U2):c - ('Ul)y-

Podemos, entdo, estabelecer f : U — R de classe C' a partir das equagoes f, = v1 + g, e

fy = v2 — g5. De fato, como consequéncia da equagao f, = v + g,, obtemos

fle,y) = / vr(, ) + g,(x, y)dz + F(y),

em que [’ ¢ uma funcao real definida na reta real e podemos determina-la tomando f, =

v9 — g,. Portanto,

Vf—=V,g= (f:v _gyafy"‘gm) = (Ul + 9y — Gy, V2 — Gz +gw> = (U17U2> =,

como gostariamos. |
A decomposicao de um campo vetorial planar, descrita no Teorema 3.1.1, esta rela-
cionada com o campo vetorial de Loewner, no seguinte senso. Considere o operador de

Cauchy-Riemann

o _1(2 .0
gz 2\0xr oy’
Seja h : U — R uma funcgio de classe C” com r > 3, onde U é um aberto de R?. Para

cada 1 <n <7, o campo vetorial de Loewner L,(h): U — R? associado a fungao
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h de ordem n ¢é dado por

n o"h d"h
Ln(h)(l‘,y) =2 (Reﬁ(xvy)vlmﬁ(xuy)) ’ (l’,y) eU.
Definindo V"(R?) o conjunto dos campos vetoriais planares de classe C", para r > 1,

vamos definir a aplicacao

AVI(RY) 5 VINR?)

(fvg) = vf_vwgv

conhecida como aplicagdo de Loewner. Esta aplicagdo generaliza o campo L,(h) no

seguinte sentido:

Lny1(h) = A(Ln(R)).

A demonstracao dessa afirmacgao é simples e segue por calculo direto. Em particular,
estaremos interessados em informacoes sobre o campo vetorial de Loewner de ordem 2.

Observe que podemos escrevé-lo do seguinte modo
A (A(R,0)) = (hyy — hyy, 2hyy) = La(h).

Neste capitulo, procuraremos obter informacoes sobre o indice em um equilibrio isolado
de um campo vetorial planar de classe O, utilizando a decomposicao do Teorema 3.1.1,
com o intuito de obtermos informacoes acerca do indice para o campo vetorial de Loewner

de ordem 2.

3.2 Dinamica em A(f, g)

Seja v : R? — R2 um campo de vetores de classe C''. Em toda esta secao vamos assumir
que a origem O é um equilibrio isolado para v. Pelo Teorema 3.1.1, existem um disco &p

centrado na origem de R? com raio suficientemente pequeno e funcoes f,g: Eo — R tais

que U(xvy) = A(f(xvy)ug(xuy))a para x,y € 50-
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3.2.1 O conjunto II

Definimos IT o conjunto dos pontos (x,y) € Ep tais que V f(z,y) e V,g(x,y) sdo vetores
linearmente dependentes. Por uma conta simples, mostra-se que o conjunto II pode ser

escrito como os zeros da funcao P : £, — R dada por

P(x,y):Vf(x,y)Vg(x,y), (flf,y) E80-

Em outras palavras, (z,y) € II se, e somente se, P(x,y) = 0. Observe que o equilibrio O
do campo vetorial v é um elemento de II.

Dizemos que uma curva é invariante pelo campo vetorial se ela é composta por curvas
solugoes deste campo de vetores. Se uma curva algébrica contida em &y é invariante por
v e por Vf ou V, g, entao esta curva pertence a II. De fato, seja C = 0 uma curva
algébrica em &y invariante pelos campos v e Vf. Supondo que (z,y) é um ponto desta

curva, obtemos

VC(ZE,y)"U(ZL’,y) =0
VC(z,y) - Vf(x,y) = 0.

Deste modo, os vetores v(x,y) e Vf(z,y) sdo ambos ortogonais & um mesmo vetor
VC(z,y), implicando que v(z,y) e Vf(x,y) sao paralelos. Como v = A(f,g) em &Eo
segue que Vf(z,y) e V,g(z,y) sdo linearmente dependentes e como (z,y) é um ponto

qualquer da curva algébrica C' = 0, esta pertence a II.

Definigao 3.2.1. Dada uma func¢io h : R? — R com h(0,0) = 0, um ramo de h ¢
qualquer componente coneza de dimensdao 1 de h™1(k)\{O}, para algum k € R, restrito a

um pequeno disco centrado na origem, com uma tangente bem definida na origem.

O conjunto II pode ser escrito pelos zeros da funcao P = V f - Vg. Consequentemente,
podemos considerar os ramos de Il em £p. Como a estrutura de II em relacao aos seus
ramos pode ser muito complicado, vamos trabalhar com trés casos mais simples. Estes

Sa0:

a) O é um ponto isolado de TIT;
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b) O nao é um ponto isolado de IT e existe uma quantidade finita de ramos de II iniciando

em O. Neste caso, dizemos que a origem O é um ponto de ramificagao de II;
c) P(z,y) =0, para todo (z,y) € IL.

Neste capitulo, vamos obter estimativas sobre o equilibrio O do campo v, considerando
os trés casos citados acima na estrutura do conjunto II. Para nao gerar confusao, reali-
zaremos algumas convengoes. No caso de existir um ramo de II em &p, nao iniciando na
origem, vamos restringir £o a um disco centrado na origem de raio menor de forma com
que nenhum ponto deste ramo esteja contido neste novo disco, que também denotaremos
por £o. Outro caso a ser considerado é a existéncia de um ramo 7 de Il totalmente contido
em &p, iniciando e terminando na origem. Neste caso, restringimos £ a um disco centrado
na origem com raio menor que o anterior, de forma que, este ramo, se transforme em 2

ramos, r; e ro como ilustrado na Figura 3.1.

.
3 .
. .
“a, .
“a, [}
ay u

"

e, "
", N

*

"y
y
"ug *
R L

r

Figura 3.1: Um ramo duplo.

Realizadas estas convengoes obtemos que no caso a), a origem O ¢é o tnico ponto de II
em . No caso b) podemos considerar que em £y ha apenas k setores iniciando na origem.
Assim, podemos dividir £ em k setores, chamados de setores angulares e denota-los
por SII;, i =1, ..., k. No caso c), obtemos que o campo v pode ser um campo hamiltoniano
e um campo gradiente. Logo, o indice na origem é menor que 1, como demonstrado na

Segao 3.1. O caso ¢) nao serd considerado novamente.
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3.2.2 Propriedades basicas

Para apresentarmos resultados sobre o indice para o equilibrio O do campo v, preci-
saremos provar alguns resultados preliminares. Vamos definir [, (z,y) a curva de nivel da

fungao h no ponto (z,y), ou seja, Iy(z,y) = h=1(x,y).

Proposicao 3.2.1. Sobre Eo\II as trajetorias de v,(x,y) interceptam transversalmente

I,(a), para todo a € g(Eo).

Demonstracao: Como Vg é um campo hamiltoniano, suas trajetorias estao contidas
nas curvas de nivel da funcao g. Por este fato, basta mostrarmos que o campo v nao é
paralelo & V,g(z,y), para todo (z,y) € & \ II. Suponha que exista (z,y) € Eo \ 11 tal
que v(x,y) é paralelo & V,g(x,y). Como v = A(f,g) em Ep, existe k # 0 real tal que
Vi(x,y) =kVyg(z,y), o que implica que (z,y) € II, um absurdo. [ |

Proposicao 3.2.2. Um arco da trajetoria de vy, q4(x,y), contido no interior de um setor
angular STI; de Eo\I1, nao pode ser interceptado em dois pontos por um pedago conexo da

orbita de v,(x,y), completamente contido em SII;.

Demonstragao: Suponha que esta proposicao nao seja verdadeira. Seja a um ponto tal
que 7v,(a) intercepta vy, 4(a) no ponto a e em outros pontos. Pela condi¢ao de transversa-
lidade, a intersecao desta curvas ocorre de maneira transversal. Entao, podemos definir b
o proximo ponto de intersecao desta curvas, isto ¢, definindo o arco ab C Yv.g(a) partindo
do ponto a para o ponto b, temos que nao existem outros pontos de intersecao do arco cﬁ)
com a orbita ~,(a), além dos pontos finais.

Vamos definir um homeomorfismo h : ab — ab da seguinte maneira. Sejap € ab e considere
vo(p). Defina a regido compacta G definida pelas curvas ab e o arco da trajetoria de v, (a)
do ponto a para o ponto b. Pela condigao de transversalidade, v,(p) intercepta o arco ab
transversalmente entrando na regiao compacta G. Como O é um equilibrio isolado de v,
a trajetoria 7, (p) nao pode permanecer em G e nem cruzar a trajetoria v,(a). Logo, v,(p)
deve ter outro ponto de intersecao com o arco cﬁ), digamos ¢. Defina h(p) = ¢. Assim,
h estd bem definido e inverte a orientagao do arco ab. Portanto, h tem um ponto fixo,
mas neste ponto fixo, v e Vg sao paralelos, contradizendo a condicao de transversalidade.

Veja a ilustracao na Figura 3.2.2. [ |
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Figura 3.2: Figura ilustrativa relativa a demonstracao da Proposi¢ao 3.2.2.

Proposicao 3.2.3. Seja p um equilibrio de Vg em Eo e considere X um setor hiperbolico
de p contido no interior de um setor angular SII; do campo vetorial v. Sejam sq,5o as

separatrizes de 3 contidas em SII;. Se s1,s9 nao sao invariantes por v, entao
a) Para todo (z,y) € SIL;\{s1Usa} a trajetoria de v,(x,y) cruza s;Usq transversalmente.
b) Um arco de ~,(x,y) contido em SII; nao intercepta s, e so.

Demonstragao: Seja ¢ € s; e considere 7,(¢). Como s; nao é invariante por v,
temos que ,(q) intercepta s; transversalmente. Se ¢’ € X estda perto o suficiente de
g, por continuidade, obtemos que 7,(¢q) intercepta vy _,(¢') de forma transversal. Como
Tv.g(q') esta perto o suficiente de s U sq, segue pela Proposicao 3.2.2, que 7,(¢) ndo pode
interceptar novamente yy,_,(q"). Logo, 7,(¢) ndo pode interceptar s; U sy novamente. De

modo analogo, mostra-se o resultado para q € s,. [ |

Proposicao 3.2.4. Sejam O um equilibrio de Vg e 31 X9 dois setores hiperbolicos ad-
jacentes do equilibrio O de Vg, contidos em um mesmo setor angular SII; do campo
v em Eo. Defina s1, sy as separatrizes de Y e So,83 as separatrizes de Yo, Se So nao €

wnvariante por v, entao existe um setor hiperbolico do equilibrio O de v contido em Y1 UXs.

Demonstracao: Como sy nao é invariante por v, temos que as trajetorias de v inter-

ceptam s, de forma transversal, no mesmo senso da Proposicao 3.2.3. Pela Proposicao
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3.2.2 as trajetorias de v que cruzam s, nao podem tender para a origem e nem interceptar

s1 ou s3. Isto define um setor hiperbélico para o equilibrio O de v. [ |

Proposicao 3.2.5. Se O um equilibrio de Vg e > um setor hiperbolico do equilibrio O
de Vg contido em um setor angular SII; do campo v. Entao, em ¥ podemos ter apenas

setores parabolicos ou hiperbolicos para o campo v.

Demonstracao: Suponha que na regiao ¥ exista um setor eliptico, entao teremos uma

contradicao com a Proposicao 3.2.2. [ |

3.2.3 Resultados principais

Teorema 3.2.1. Seja O um ponto isolado de 11.

a) Se O nao € um equilibrio de Vg, entio o equilibrio O de v tem dois setores hiperbdlicos

e no mdzimo dois setores parabdlicos. Logo, ip(v) = 0.

b) Se O é um equilibrio de Vg, entio todos os setores do equilibrio O de v sao hiperbdlicos

e parabolicos. Além disso, ip(v) < ip(Veg) < 1.

Demonstragdo: a) Suponha que a origem O nao é um equilibrio de V,g. Como
Eo NII = {O} segue que o campo de vetores hamiltoniano V,g nao possui pontos de
equilibrio em £p. Logo, a folheacao Fy,_,(Eo) é uma caixa de fluxo.

Considere ¢ = ¢g(O) e considere [,(c) a curva de nivel da funcao g passando pela origem
restrita & £o. Como V¢ ¢ um campo hamiltoniano suas solugoes estao contidas nas curvas
de nivel da funcao g. Defina aOb um arco da trajetoria de Vg contido em I,(c) em &p,
iniciando num ponto a, passando pela origem e terminando num ponto b. Considere a0 o
sub-arco de a/O\b, iniciando em a e aberto a direita de O, e considere Ob o sub-arco contido
em aOb aberto a esquerda da origem e terminado em b, isto ¢, a0 U Ob = a/O\b\ {O}.
Pela condicao de transversalidade, as trajetorias de v sdo transversais a Fy,_,(Eo \ {O}).
Com isso, estd bem definida a aplicacao &, : a0 U Ob — T,, em que T, é um arco da
trajetoria de Vg, perto o suficiente de a/O\b, definida da seguinte maneira: para q € aOUOb
considere £,(q) = g+ = ¢u(q,€) = 7(¢) N Y, para um tnico € > 0.

Para nao contradizer nenhuma proposicao da Subsecao 3.2.2, observe que deve existir um

ponto ou um sub-arco aberto e conexo de T, tais que, as trajetorias do campo vetorial
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v tendem para a origem em algum sentido no tempo. Implicando que estes pontos de T,
nao pertencem a imagem da aplicagao &, . Estes pontos definem uma separatriz ou um
setor parabolico do campo v na origem.

De forma analoga, podemos definir a aplicacao £_ : a0 UOb — T_, em que T_ é definido
da mesma forma que Y, mas com o tempo no sentido contrario. Portanto, definimos
outro setor parabolico ou uma separatriz para o campo v na origem. Por construgao, o
menos dois setores parabolicos ou separatrizes, obtemos dois setores hiperbolicos. Logo,
pelo Teorema de Bendixson, obtemos:

-2

10(@):14—7:0

b) Suponha que O é um equilibrio de V,g. Entao O é um equilibrio de V,g do tipo
centro ou tem um nimero finito de setores hiperbolicos em £y. Se O é um equilibrio de
Vg do tipo centro, entao, pela condicao de transversalidade, O é um equilibrio para o

campo v do tipo atrator ou repulsor. Logo, pelo Teorema de Bendixson, obtemos:
iO(U) =1= iO(ng)'

Suponhamos que o retrato de fase local do equilibrio O de V¢ possui um niimero finito de
setores hiperbolicos. Pela Proposicao 3.2.4 obtemos que o campo vetorial v em O tem pelo
menos tantos setores hiperbolicos quanto V,g. Pela Proposicao 3.2.5 segue que o campo
v nao possui setores elipticos em relacao a O. Portanto, pela Formula de Bendixson,
obtemos que ip(v) <ip(Vyg). |

Vamos agora estudar o caso em que a origem é um ponto de ramificagao de II. Considere
o fluxo do campo hamiltoniano em um setor angular SII; do campo v em &y, conforme a

figura 3.3.

Proposicao 3.2.6. Se O € um equilibrio isolado do campo hamiltoniano, o fluzo de Vg,
em cada setor angular S1I; do campo v em Eo € do tipo C, ou Cy ou uma combinac¢ao

finita de C, e Cy.

Demonstracao: Se O é um equilibrio do campo hamiltoniano do tipo centro, entao,
STI; é do tipo (. Caso contrario, O é um equilibrio tendo uma quantidade finita de

setores hiperbolicos em £p. Caso um desses setores coincida com STI; temos o caso C,.
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LA

Figura 3.3: Fluxo ilustrativo do campo hamiltoniano em um setor angular.

Ca

Se STI; esta contido em um setor hiperbolico de Vg temos o tipo Cj. Se o setor angular
e hiperbolico coincidem, porém um nao estd contido no outro, temos o tipo C., em que
0 espago vazio ¢ preenchido com outros setores hiperboélicos do campo hamiltoniano. Se
o setor angular contém um setor hiperbolico, STI; é do tipo Cy. Caso SII; contém varios
setores hiperbolicos do campo hamiltoniano, obtemos uma combinacao finita entre C, e
Cy. [ |

Observe que se O é um ponto regular do campo Vg, entao o fluxo do campo hamil-

toniano em STI; é do tipo C} ou C..

Teorema 3.2.2. Assuma que em Eo contém k ramos iniciando em O e que se O € um
equilibrio de Vg, este seja isolado. Entao, o niumero mdaxrimo de setores elipticos do
equilibrio O dev em Ep €k e

k

Demonstragao: Considere STI; do tipo C, ou Cj. Se v,(p) é uma trajetoria do campo
v contida em STI; tendo O como um conjunto a—limite, entao para € > 0 suficientemente
pequeno, temos que @, (p, €) cruza uma orbita v de V¢ contida em SII;, suficientemente
proximo a origem, de forma transversal. Pela Proposi¢ao 3.2.2, v,(p) nao pode interceptar
novamente . Segue entao que, 7,(p) nao pode voltar para a origem. Portanto, nestes
casos, nao podemos ter um setor eliptico do campo v completamente contido em STI;.

Assuma que STI; é do tipo C.. ou C,; ou uma combinacao finita desses casos. Entao, contida
en SII; ha ao menos uma separatriz do campo hamiltoniano. Como essa separatriz nao é
invariante por v, obtemos pela Proposicao 3.2.3 que esta bem definido um setor hiperbolico

de v ou um subconjunto deste em SII;. Além disso, todas as outras érbitas de v definem
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setores parabolicos ou permanecem no setor angular. Logo, nao pode haver um setor
eliptico do campo v completamente contido em STI;, nestes casos.

Portanto, para existir um setor eliptico do campo v na origem, este deve estar contido, ao
menos, em dois setores angulares de v. Isto implica que o nimero de setores elipticos de

v, nao excede o nimero de ramos de II. Pela Formula de Bendixson,

€_h§1+fg1+§

io(U) =1+ 9 9

e o resultado segue. [ |

3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.1. Considere o campo vetorial v = (vy,ve) definido em todo plano dado por

vi(z,y) = —y+ 3 — 2%y + 8xy?
3

Xr
v(r,y) = v——=+ 822y + y°,

que possui a origem com um equilibrio isolado. A decomposi¢cao do campo v =Vf —V g

€ dada por

(32" — 42y + 482%y* + 3y*)

[\:>|’_‘

flzy) =

N | — —

g(z,y) = = (*+97).

Logo, o conjunto 11 € definido pela equagao

4
0=P(r,y) = 2*— gzv?’y + 162%* + y*

4
= 2%(2® — 37y + 169°) + y*.

Observando que P(x,y) — P(0,0) > 0, para todo (z,y) € R?\ {(0,0)} obtemos que O ¢é
um ponto de minimo isolado da aplicacao P e, portanto, um ponto isolado de II.

O campo hamiltoniano € dado por Vg = (—2y,2x). Logo a origem € um equilibrio



54
isolado Vg e é do tipo centro. Pela prova no Teorema 3.2.1, item b), obtemos que
i,(0) = 1.

Na Figura 3.4 ilustramos o retrato de fase local, numa vizinhang¢a da origem, do campo de

vetores v = (—y + 2° — 2%y + 8xy?, & — 23 /3 + 82%y + y3)

Figura 3.4: Retrato de fase do campo (—y + 2 — 2%y + 8xy*, v — 2% /3 + 822y + ¢3).

Observe que o indice do campo de vetores dado, no Exemplo 3.3.1, pode ser facilmente
encontrado utilizando o Teorema 2.5.1. Apresentaremos no Exemplo 3.3.2 um campo de
vetores com um equilibrio isolado na origem, cujo o indice nao pode ser calculado e nem

podemos obter uma cota superior utilizando os resultados conhecidos no Capitulo 2.

Exemplo 3.3.2. Considere o campo vetorial v = (vi,vy) : R? — R? dado por

'Ul(x>y) = Ty

ve(x,y) = —€ — v+ 1.

Este campo possui um equilibrio isolado na origem. Considere as fungoes f,g : R*> — R
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definidas por

f(x,y) = FTY—

gle,y) = —e" =

Entao, uma conta simples mostra que v =V f —Vg. O campo hamiltoniano € dado por
Veg(z,y) = (0, —e® — %.’1:2) Logo, a origem nao € um equilibrio de V. O conjunto 11 é

dado pelos zeros da funcao P, entao

0= P(ZL’, y) = fx($>y)gx($a y) + fy(x>y)gy($a y)

1
= —ixy(ﬁ + 2¢e").

Logo, 11 € formado por 4 ramos, dois localizados no eixo x e dois localizados no eixo .

Pelo Teorema 3.2.2 obtemos que

4
iv(O)§1—|—§:3.
Como v € um campo vetorial analitico, o campo vetorial de equac¢oes principais asso-
ciado ao equilibrio O de v € dado por (xy,—z). Assim, nao podemos aplicar o Teorema

2.6.3. Utilizando um recurso computacional para plotar o retrato de fase do campo v,

ilustrado na Figura 3.5, seque pelo Formula de Bendizrson que i,(0) = —1.



Figura 3.5: Retrato de fase do campo (zy, —e* — y*> + 1).
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Capitulo 4

Campos vetorials polinomiais

Um campo vetorial polinomial planar pode ser estudado em esferas no R? a partir de
uma compactificacao do plano. A compactificacao nos permite estudar o comportamento
das trajetorias fora de regioes compactas do plano, ou seja, no infinito. Uma das vantagens
em estudar um campo compactificado é o Teorema de Poincaré-Hopf, o qual sob certas
hipoteses garante que a soma dos equilibrios em S? é igual a dois. Estes assuntos serao
abordados nas Secoes 4.1 e 4.2.

Em seguida, na Secao 4.3, apresentaremos uma pequena introdugao do artigo de Cima
e Llibre |2] referente ao estudo de campos vetoriais limitados. Neste trabalho os autores
descrevem o comportamento das trajetorias proximas a equilibrios no infinito de campo
vetoriais polinomiais limitados planares e resultados de indice utilizando as compactifi-
cagoes de Poincaré e estereografica. Contudo, utilizaremos apenas alguns dos resultados
obtidos pelos autores para uso em nas secoes seguintes.

Finalizaremos este capitulo com o estudo sobre pontos criticos de polindémios reais em
duas variaveis. Por resultados algébricos mostraremos que ha uma quantidade finita de
pontos criticos dependendo do grau do polinomio. Para cada ponto critico iremos associé-
lo a um equilibrio do campo gradiente relacionado ao polinomio, deste modo, o indice
estd bem definido por ser isolado. O indice de um polinémio ¢ definido como a soma dos
equilibrios do campo gradiente e esta relacionado com a geometria das curvas de nivel e
do comportamento do campo gradiente no infinito. Os resultados abordados nestas se¢oes

foram fundamentados em [4] e [5].

o7
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4.1 Compactificacao de Poincaré

Nesta secao descreveremos a Compactificacao de Poincaré. Isto nos permitird
obter informagoes do comportamento de um campo vetorial polinomial fora das partes
compactas do plano, ou seja, no infinito.

Consideremos X : R? — R? um campo vetorial polinomial de grau d, , isto é,
d = max{grau P, grau @}, dado por X (z1,x2) = (P(x1,x2),Q(z1,x2)). Consideraremos,

também, R? o plano tangente a esfera
P ={yeR:1yi +y5 +y3 =1}

no ponto (0,0, 1). Considere o equador de S* o conjunto S* = {(y1, y2,y3) € S* : y3 = 0}.

Vamos definir para § = {—, +} os conjuntos

Hé = {(ylvy27y3> S SQ : 5y3 > 0}

Os conjuntos H~, H* sdo chamados o hemisfério sul e o hemisfério norte de S?,
respectivamente. A cada ponto (z1,z2) € R? podemos considerar a projecao de (x1,5)

sobre H? dadas pelas funcoes

R = H

(:L’ - ) — f6(:L' - ) . 5$1 5$2 5
1,42 1,42) — 3 ) .
Vai+ai+1 a2+ 22 +1 Jai+ a2+ 1

As funcoes f? sao difeomorfismos. Geometricamente, a imagem da aplicacio f° no
ponto (x1, ) é o ponto de intersecio da reta r com H°, em que, a reta r é determinada
pelos pontos (xy,x2,1) e (0,0,0) de R3. Observe que cada ponto de (z1,72) em R? esta se
relacionando bijetivamente com um ponto em H°.

A partir das derivadas de f° podemos induzir um campo de vetores sobre S? \ S'.

Counsideremos

X(y)=Dp(@)X(z), y=f(a),

com x = (x1,72). Entdo, X é um campo de vetores em S?\ S' o qual é, em toda

parte, tangente & S*. Em cada hemisfério H° o campo vetorial induzido é uma copia do
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campo X. Note que os pontos do infinito de R?, dois pontos para cada direcao, estao em
correspondéncia bijetiva com os pontos de S'. Vamos agora estender campo vetorial X de

S?\ S! para S2. Para tal, vamos cobrir a esfera S* com 6 cartas locais, dadas por
Uk:{y€S2:yk>0} e Vk:{y€S2:yk<O},
e as correspondentes aplicacoes ¢y, : Uy — R? e 4y, : Vi, — R?, para k = 1,2, 3, dadas por

Ym Yn
Ok(Y1, Y2, Y3) = (—, —) = —Ur(y1, Y2, y3),

em que m < n e m,n # k. Vamos denotar por (u,v) os pontos ¢x(y) ou ¥y(y) para
k = 1,2. Nestas cartas, os pontos de S' sao dados por v = 0. Vamos realizar os calculos

sobre a carta local U; referente & H*. Considere o campo de vetores X |y, definido por

Dy, (y)X(y), y = fT(z). Entao

Dy, (y)X(y) = Dg,(y) (Dy+(x)X(x))
= Dyyop+(2)X (), y=1["().

Como ¢y o ft(x) = (22/x1,1/21), obtemos

|
— =
_ xl 1 P(l’l,l’g)
X o, (x1,22) =
-1 Q(71,72)
— 0
Ty
—X9 1
—5 P(11,12) + —Q(71, 73)
l’l xl
-1
—P
1'2 (.]}'1,25'2)

1

Realizando a mudancga de coordenadas u = z5/x1 e v = 1/x1, obtemos
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7 ‘Ul (uvv> =

Deste modo, a extensdo do campo X sobre a esfera S? ¢ possivel, ja que, o campo pX
estd bem definido em v = 0. Procedimento semelhante pode ser aplicado as demais cartas
locais. Para simplificar o campo pX podemos eliminar o fator m(u, v).

O campo vetorial pX induzido e estendido sobre S? é chamado a compactificacio de
Poincaré de X e serd denotado por p(X). O campo p(X), referente a carta local (U, ¢1),
¢ dado por

p(X) (1, v) = (—uvdP (% %) + 010 (% %) _yip (% %)) |

O campo p(X), referente & carta local (Us, ¢o), é dado por

p(X) (1, v) = (vdP (% %) — ' (% %) g (% %)) |

O campo p(X), referente & carta local (Us, ¢3), é dado por

p(X)(u,v) = (P(u,v),Q(u, v)).
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A expressao de p(X) nas cartas locais (Vi,¢x) ¢ a mesma de (Uy, ¢) multiplicada por
(—1)41, para k =1,2,3.

Vamos mostrar que equador é um conjunto invariante pelo fluxo de p(X). De fato,
considere y um ponto qualquer em S', entdo y3 = 0. Como v = y3/y;, para i = 1,2,
obtemos que v = 0. Olhando a expressao de p(X) referentes as cartas locais U; e V; para
i = 1,2 temos que a segunda componente do vetor tangente em y sempre é nula. Logo, S!
é invariante.

Observe que nao precisamos trabalhar com toda esfera para estudar o comportamento
nas partes finitas e infinitas do campo vetorial X, é claramente suficiente trabalharmos
sobre H™ U S', que é conhecido como disco de Poincaré. Em [3] encontra-se uma
descricao das ferramentas do software P4. Com este programa computacional pode-se
obter o retrato de fase de campos polinomiais completos utilizando a compactificacao de
Poincaré.

Os equilibrios de p(X) localizados em S?\ S! sao chamados pontos de equilibrio finitos
de X. Os pontos de equilibrios de p(X) localizados em S! serdo chamados de infinitos.
Por construgao se y € S* ¢ um ponto de equilibrio infinito de X entdao —y também é.

Vamos estudar o retrato de fase local de pontos de equilibrio infinitos. Considere (u,0)
um equilibrio de p(X) em S'. Considere P; e Q; os termos homogéneos de grau i em P
e Q, respectivamente, para i = 1,...,d. Entao, (u,0) € S' N (U; UV;) é um equilibrio

infinito de X se, e somente se,

F(u) = Q4(1,u) —uPy(1,u) = 0.

Similarmente, (u,0) € S' N (Uy U V4) é um equilibrio infinito de X se, e somente se,

G(u) == Py(u, 1) — uQq(u,1) = 0.

Tais resultados sao facilmente encontrados utilizando a expressao de p(X) em cada carta

local.

Exemplo 4.1.1. Vamos esbocar o retrato de fase do campo vetorial polinomial X : R? —
R? dado por X(z,y) = (x,—y), de grau 1, sobre o disco de Poincaré. Este campo tem um

unico ponto de equilibrio finito, localizado na origem, e do tipo sela, conforme o Exemplo
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2.1.1. Considere P(x,y) =z e Q(z,y) = —y. A expressao de p(X)(u,v), referente a carta
local (Uy, ¢1) € dada por

<—uvP G %) 00 G %) %P (% %)) = (—2u, —v).

Logo, u=0,v =20 € o unico ponto de equilibrio em Uy e este é um no estdvel no infinito.
Como o grau de X € impar temos que a origem em Vi €, também, um no estavel.
A expressao para p(X)(u,v), sobre a carta local é (U, o) = (2u,v). Entao, a origem

de Uy e de Vy sao nos instaveis. Veja ilustracao da compactificacao de Poincaré do campo

X na Figura 4.1.

Figura 4.1: Retrato de fase no disco de Poincaré do campo (z, —y).

4.2 O Teorema de Poincaré-Hopf na esfera S?

Nesta secao, vamos apresentar alguns resultados sobre o indice de pontos de equilibrios
em campos vetoriais polinomiais tangentes a esfera S* = {y € R® : y? + y2 +y2 = 1}. O
Teorema de Poincaré-Hopf para a esfera, enunciado a seguir, nos informa uma propriedade
sobre a soma dos indices dos equilibrios de campos vetoriais tangentes a S?2. O Teorema

de Poincaré-Hopf é valido em casos mais gerais. Veja, por exemplo, |10].

Teorema 4.2.1 (Teorema de Poincaré-Hopf em S?). Todo campo de vetores continuo
tangente a esfera S* possuindo uma quantidade finita de pontos de equilibrio tem a soma

dos indices dos pontos de equilibrio igual a 2.
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Demonstracao: Seja X : S? — R3 um campo vetorial tangente a S? tendo um ntimero
finito de pontos de equilibrio. Podemos encontrar uma circunferéncia unitaria contida em
S? que nao possua equilibrios, denote esta circunferéncia por S!. Considere E? C R? o
plano contendo S!, este plano divide S? em duas metades e contém a origem de R3. Con-
sidere N o vetor normal & E? na origem e a reta r C R?® definida por N. O hemisfério
norte (sul) de S? é a semi-esfera originada por E?, como descrito acima, cuja diregao do
vetor normal N de S? é positiva (negativa). O polo norte (sul) ¢ o ponto de interse¢ao da
reta  com o hemisfério norte (sul).

Projetando o campo X estereograficamente restrito ao hemisfério norte de S? a partir do
polo norte obtemos um campo vetorial projetado X’ em E?. Projetando o campo X este-
reograficamente restrito ao hemisfério sul de S? a partir do polo sul obtemos outro campo
vetorial projetado X" sobre E2.

Sejam q1,...,q, pontos de equilibrio do campo X no hemisfério norte com indices, res-
pectivamente, iguais & iy,...,4,. Sejam q,...,q,, pontos de equilibrio do campo X no
hemisfério sul com indices, respectivamente, iguais a ;,...,4 . Vamos definir Iy e Ix»
como sendo a soma de todos os indices dos pontos de equilibrio dos campos X' e X",
respectivamente, em E?. Entdo, obtemos Ix/ =iy + ...+ i, € Ixn =1 + ...+ 1, .

Seja C' C E? uma circunferéncia suficientemente grande contendo todos os equilibrios de
X' e X”. Considere as aplicacoes T/ : C — St e Txn : C — S dadas por

X'(2,y) X"(z,y)

e Txe(Ty) =
1 X" (z, y)l |

9 1
Xi@y] (Y ES

TX’(J}', y) =

Sejam ¢', ¢” : [0, 1] — R fung¢oes angulo, para os campos X’ e X", respectivamente, sobre
os pontos de S'. Seja a : [0,1] — S' uma parametrizagao de S'. Para cada a(t) em S!
obtemos, pela construcao dos campos X’ e X”, que X’ e X” sdo simétricos em relacao a
reta tangente a S* no ponto a(t). Veja a ilustragao na Figura 4.2. Obtemos entiao que

¢'(t) +¢"(1)

v
— ot + L
2 Tty



64

X//

s 2mt + /2

Figura 4.2: Teorema Poincaré-Hopf

Utilizando a equacao 2.1, obtemos que

o) i = SN=EO L) Z el

2
_ Y1)+ ") = ¢'(0) — ¢"(0)
2
_ oM — T _ 9.
21
provando o resultado. [ |

Para obter informacoes sobre o indice de pontos de equilibrio isolados no infinito de
S? para campos polinomiais, podemos utilizar a Compactificacao de Poincaré apresentada

na Secao 4.1.

4.3 Campos vetoriais limitados

Descreveremos, nesta secao, alguns resultados preliminares sobre o estudo de campos
vetoriais polinomiais limitados. Nao iremos nos aprofundar na teoria, pois os resultados
apresentados serao utilizados apenas para alguns resultados em secoes seguintes. O leitor
que esteja interessado em obter mais detalhes veja o artigo [2|. Neste trabalho, os autores
Cima e Llibre descrevem o comportamento local dos equilibrios isolados no infinito para

campos vetoriais polinomiais limitados e, consequentemente, o indice destes equilibrios.
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Inicialmente, vamos descrever outra maneira de se obter uma compactificacao de um
campo vetorial polinomial denominada de Compactificacao Estereografica.

Seja X = (P,Q) : R? — R? um campo vetorial polinomial de grau d. Vamos definir
a esfera S? como sendo o conjunto {y € R* : y? + y3 + (y3 — 1/2)* = 1/4}. Considere
o plano R? como sendo o plano tangente a S? no ponto (0,0,0) e seja py = (0,0,1) o
polo norte de S?. Identifique o plano R? com a esfera S? \ {py}. Esta identificacao é
realizada através da projegio estereografica de S* a partir do polo norte no plano R?. Esta
projecao relaciona cada ponto (z1,x2) € R? com o ponto (y1,y2,y3) € S2\ {pn} através

das seguintes relacoes

% Yy — Y2

- ) 2 — .
I —ys I—ys

xy

Seja X = (Fy, Fy, F3) o campo vetorial induzido em S?\ {py}. Através das relagoes acima,

obtemos que as fungoes coordenadas F; sao dadas por

1—ys' 1 —ys 1—ys' 1—ys
Y1 Y2 2 Y1 Y2
2(y172/27y3) ( Y1Y2, (1_y3’1_y3)+ Ys y27Q(1_y371_y3))7
n Y2 Y1 Y2
F: = 1-— P 1—- .
3(y1, Y2, y3) <y1( Ya), (l—yg’l—yg) + ¥ y3)7Q(1_y371_y3>)

Este campo nao esta definido no ponto py mas podemos estendé-lo para toda esfera. Para

tal, basta realizar uma mudanca de variavel e considerar o campo

S(X) (W12, y3) = (1 = y3)" (F1 (Y1, Y2, ¥3), Fo(yi, v, ys), F3(y1, y2, v3))-

O campo s(X) definido acima é chamado de Compactificacao Estereografica do campo
X. Observe que py é um ponto de equilibrio de s(X).

Seja X : R? — R? um campo vetorial C'. Seja p € R? e yx : I, — R? uma orbita de
X tal que vx(0) = p, definida no intervalo maximal I, contendo a origem. Dizemos que
X é um campo vetorial limitado se para todo p € R?, existir um compacto K C R? tal

que yx(t) € K, para cada t € I, N (O, +00).

Proposicao 4.3.1. Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial limitado. Se os

equilibrios de X sao finitos, entao a soma de seus indices € igual a 1.
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Demonstragao:  Considere s(X) a compactificagao estereografica de X. Como X é
um campo vetorial limitado, nao existem orbitas de s(X) tendo o polo norte (p,) como
conjunto w-limite. Portanto, temos que nao existem setores elipticos, hiperbdlicos e nem
parabolicos em relacdo ao equilibrio p, do campo s(X). Pela Férmula de Indice de Ben-

dixson, obtemos que

is(X) (pn) =1L

Como todos os equilibrios de s(X) sao finitos, obtemos pelo Teorema de Poincaré-Hopf
que a soma dos indices dos equilibrios em s(X) é igual & 2. Portanto, de i,x)(p,) = 1,

obtemos que a soma dos equilibrios de X é igual a 1. [ |

4.4 Pontos criticos

Seja f : R? — R um polindémio real de grau d. Dizemos que (z9,10) ¢ um ponto
critico de f quando f,(zo,v0) = fy(z0,%) = 0, em que f,, f, sdo as derivadas parciais
de f com relagdo a z e y, respectivamente. Seja (o, o) um ponto critico de f, dizemos

que (zo,yo) é degenerado quando

0 f 0 f
@(Ioa 2/0) 873;(%’ 2/0)

det =0.
0P f 0 f

@(Ioa yo) a—yQ(fb’m 2/0)

Caso contrario, dizemos que o ponto critico (g, yo) ¢ ndo-degenerado. Um ponto critico
nao-degenerado é sempre isolado e ¢ do tipo maximo ou minimo local ou sela. Vamos

considerar

m = namero de méaximos locais de f,
n = nuamero de minimos locais de f,
s = numero de selas de f.

Uma curva algébrica real plana, ou simplesmente, uma curva algébrica é o nivel

zero de algum polinémio real em definido no plano. Definimos o grau de uma curva
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algébrica plana real, pelo grau do polindémio de menor grau que a define.

Exemplo 4.4.1. Considere a circunferéncia x*> +y? = a%, a > 0. Esta curva é uma curva

algébrica de grau 2 no plano real, por ser o nivel zero do polinémio f(x,y) = 2%+ y? — a®.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Bezout). Sejam A e B duas curvas algébricas no plano real.
Se A e B nao possuem componentes em comum, entdo estas curvas se interceptam mno

mdzimo ab vezes, em que a e b sao o0s graus das curvas A e B, respectivamente. [ |

Uma prova para o Teorema de Bezout pode ser encontrada em [6]. Como consequéncia
deste teorema, obtemos que o polinémio real f : R? — R de grau d com pontos criticos
isolados possui no maximo (d — 1)? pontos criticos, contando as multiplicidades. De fato,
um ponto critico de f pode ser visto como um ponto de intersecao das curvas algébricas
fr=0¢e f, =0, de graus (d —1). Estas curvas ndo possuem uma componente em comum,
pois isto implicaria que a componente seria formada inteiramente por pontos criticos de f
e estes nao seriam isolados. Logo, aplicando o Teorema de Bezout, obtemos que existem
no maximo (d — 1)? pontos de criticos de f.

Seja f : R? — R um polindémio real de grau d com pontos criticos isolados. Seja
Vf:R? — R? o campo gradiente referente ao polinémio f. Um ponto critico de f é um
ponto de equilibrio do campo gradiente. Como a quantidade de pontos criticos de f é
finita, o campo V f tem uma quantidade finita de pontos de equilibrios. Entao, existe uma
circunferéncia C' centrada na origem de raio suficientemente grande de modo que todos os
pontos criticos de f estejam contidos no interior da regiao limitada por C'. Consideremos
I o numero de rotacao do campo gradiente em torno de C' e My, ..., M, os pontos criticos

de f. Deste modo, obtemos

I=> ivs(My).
k=1

Definimos o indice do polinémio f como sendo o valor /. Caso os pontos criticos de f

sejam todos nao-degenerados obtemos que
I'=m+n-—s, (4.1)

pois, o indice do campo gradiente num extremo local é igual & 1 e numa sela é -1.
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Proposicao 4.4.1. Seja f : R? — R um polinémio de grau d. Se os pontos criticos de f

sao wsolados e nao degenerados, entao
[I| <d-1.

Demonstracao: O campo gradiente V f associado ao polindémio f é horizontal sobre a

curva

D = {(x,y) € R*: fy(z,y) =0}

Os pontos sobre a circunferéncia C' em que o campo gradiente é horizontal sao os pontos
pertencentes & C' N D. Caso C seja uma componente de D, obtemos que I = 0, ja que
o campo gradiente é continuo. Caso contrario, as curvas C' e D se interceptam em um

nimero finito de vezes, digamos j. Pelo Teorema de Bezout,obtemos
j<2(d—1).

Em cada um dos j pontos de C'ND o campo gradiente é horizontal e aponta para o interior
da circunferéncia C' ou para direcao oposta. Como nao ha equilibrios de V f sobre a curva
C e pela continuidade do campo gradiente, a cada dois pontos de C'N D cujo o campo
gradiente aponta para o interior de C' deve existir um ponto de C'N D apontando para o

exterior de C', entre eles. Portanto, obtemos
211 <j<2(d-1).

I[sto prova o resultado. [ |
A seguir, encontra-se um exemplo de um polinomio real de grau d satisfazendo a cota

inferior da Proposic¢ao 4.4.1, ou seja, com [ =1 —d.

Exemplo 4.4.2. Considere o polinémio real no plano dado por

f(x,y) = (y — 1w — bi)(y — agx — ba) - -~ (y — aax — ba),

com ay,...aq,by...0g € R. As retas ly = (y — agz — by,), para k = 1,...,d sao, tais que,

quaisquer duas tem um ponto de intersecao e nao hd trés ou mais retas se interceptando
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em um mesmo ponto. As retas se interceptam em

d(d—1)

(d=1)(d=2)...1= ==

Cada reta € interceptada em d — 1 pontos, isto implica que existem d segmentos em cada
reta. Logo, o plano € dividido em d* segmentos limitados ou ilimitados. Pelo Teorema de
Euler (faces - arestas + vertices = 1) obtemos que hd (d* + d + 2)/2 regides limitadas ou

ilimitadas. Observamos que existem 2d regioes ilimitadas e entao temos

d*=3d+2  (d—1)(d—-2)
2 B 2

regioes limitadas. Pode-se mostrar que cada intersecao das retas lp € um ponto critico de
f do tipo sela. Entao, existem no minimo d(d — 1)/2 pontos de sela.
Seja D uma regiao aberta limitada no plano pelas retas l,. Sobre cada reta l, a funcao
f se anula e nao hd outros zeros, pela construcao de f. Observe que D € um conjunto
compacto, pela continuidade de f deve existir um extremo local de f em D. Mas, em D a
func¢ao f nao muda de sinal, entao existe em D pelo menos um ponto critico de f. Como
existem (d — 1)(d — 2)/2 regides ha pelos menos outros (d — 1)(d — 2)/2 pontos criticos de
f, além dos pontos de sela, descritos acima. Entao,
d(dz— 1) N (d—1)2(d—2) _ %(d+d—2)

d—1
=~ (2d-2
5 ( )

= (d - 1)2a

que € o numero mdzimo de pontos criticos que um polinomio de grau d pode ter. Obtemos,

entao, que s =d(d—1)/2 em+n = (d—1)(d — 2)/2. Portanto,

I = m+n-—s
(d—1)(d-2) d(d—-1)

2 2
= E(_g)

= 1—d.
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Isto mostra que o indice I do polinémio f €1 —d.

Um exemplo de um polindémio real com [ > 1 nao é trivial. O polind6mio apresentado
no Exemplo 4.4.3 possui dois extremos locais e nenhum outro ponto critico, consequente-

mente, este polindomio tem indice igual a dois.

Exemplo 4.4.3. Considere o polinémio

[z, y) =2"y* +y° —y.

As derivadas parciais de f sao

0 0
8—5(1’, y) = 2zy°, 8—‘5(% y) = 32°y* + 5y — 1.

Os 1inicos pontos criticos reais de f sio P, = (0, —571%) e P, = (0,571/%). Vamos agora
tentar determinar o tipo de cada ponto critico Py e Py. As derivadas parciais de sequnda
ordem do polinomio [ sao

02 f

Oa?

*f *f
(z,y) =2y~ &Uy(x,y) 6ry”, o (z,y) = 627y + 20y

Logo, a aplicag¢io Hessiana ¢ dada por H(x,y) = 2y3(62%y + 20y3) — 362%y*, implicando
que H(P,) = (8/5)V/5 = H(P,). Isto mostra que P, e Py sio extremos locais de f e néo

existe outro ponto critico. Além disso, Py € mdzimo local e Py ¢ minimo local de f.

Teorema 4.4.2. Seja f : R? — R um polinémio real com pontos criticos isolados. Se as
curvas de nivel de f sao todas compactas, entao I = 1, em que I € a soma de todos os

indices do campo V f.

Demonstracao: Suponha que as curvas de nivel de f sejam todas compactas, entao
o campo hamiltoniano V, f associado a funcao hamiltoniana f é um campo de vetores
limitado em R2. Portanto, do Teorema 4.3.1 obtemos que a soma dos indices dos equilibrios
do campo hamiltoniano, associado a f é igual a 1. Pela Propriedade 2.3.2 obtemos que a
soma dos indices dos equilibrios do campo gradiente de f é igual a 1, isto é, [ = 1. [ |

Seja f : R? — R um polinémio real de grau d com pontos criticos isolados. Considere

Vf o campo gradiente de f o qual possui grau d — 1. Seja f, = P, +---+ Py, €
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Figura 4.3: Grafico de f(z,y) = 2%* +y° —y.

fy = @Qn+ -+ Qn,, em que FP; e (); sao polinomios homogéneos de grau ¢ e j, das
derivadas parciais de f, respectivamente, para ¢ = m,..., Ny e j = n,..., No. Observe

queNl,NQSd—leled—louNgzd—l.

Proposicao 4.4.2. Seja f : R? — R wm polinémio real com pontos criticos isolados de

grau d. Se o campo vetorial (Py,, Qn,) possuir um equilibrio isolado na origem, entao
I < max{l,d — 3}.

Demonstragdo: Suponhamos que o campo vetorial (Py,, Qy,) tem um equilibrio iso-

lado na origem. Segue do Teorema 2.6.4 que

I = i(PvaQNz)(O)

Sem perda de generalidade, podemos supor N; = d — 1. Considerando N, < N; com
Ny + Na & um inteiro impar, segue do Teorema 2.6.1 que i(py qy,)(0) = 0. Portanto,
I =0 e o resultado segue. Considerando Ny < Ny com N; + N, um inteiro par, segue do
Teorema que i(levQN2)(O) < min{Ny, N} = N,. Se N; é um inteiro par, entdo Ny é um
inteiro par e menor que N — 1. Consequentemente, No < N; —2 < d—3. Logo, I < d—3.

O mesmo acontece se /Ny é um inteiro fmpar.
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Consideremos, agora, N1 = Ny. Neste caso, temos

Ofa 0fa
P = — = —.
N1 8&';‘ ) QNQ 8y
Logo, (Py,,@n,) € um campo gradiente e consequéntemente I = i(py, ,QNQ)(O) <1. [ |

O resultado da Proposicao 4.4.2 ¢ valido em geral. Uma prova para este resultado pode
ser encontrada em [4]. Em resumo, se f : R*> — R ¢ um polinoémio de grau d com pontos

criticos isolados, entao

1—-d<TI<max{l,d—3}.

4.5 Curva de tangéncias

Seja f : R? — R um polinémio com pontos criticos isolados e considere o campo
hamiltoniano Vf = (f,, — f.) associado a fungao f. Defina a aplicagao S : R? — R dada
por

0 0
S(x,y) = —Ia—‘g(af,y) + ya—i(x,y)-

Um ponto (z,y) € R? é um ponto critico ou um ponto de tangéncia de uma curva de nivel
de f com uma circunferéncia centrada na origem se, e somente se S(z,y) = 0. De fato,
seja (x,y) € R? e considere C' uma circunferéncia centrada na origem tal que (z,y) € C.
O vetor V, f(x,y) é tangente & C' se, e somente se, S(x,y) = 0. Como as trajetorias do
campo hamiltoniano estao contidas nas curvas de nivel de f, o resultado segue. A curva
algébrica S = 0 é chamada curva de tangéncias de f.

Vamos escolher a circunferéncia C' suficientemente grande de modo a conter as com-
ponentes compactas e pontos isolados de S = 0. No exterior de C' a curva de tangéncias
de f é a uniao de componentes conexas, onde cada componente conexa ¢ um arco suave
tendendo para o infinito. Vamos denominar cada uma dessas componentes de um fim da
curva de tangéncias de f. O conjunto dos fins de S = 0 sera denotado por E¢(S5).

Vamos denotar por N.(Nj) o conjunto dos pontos p; € C' tal que existe uma orbita
do campo hamiltoniano V, f, tangenciando internamente (externamente) a curva C' em
pi. Como as trajetorias do campo hamiltoniano estao contidas nas curvas de nivel de

f, podemos considerar N (Nj) o conjunto dos pontos p; € C' tal que existe uma curva
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de nivel de f, tangenciando internamente (externamente) C' no ponto p;. Sejam n. e ny,
as cardinalidades de N, e N}, respectivamente. Em [9] mostra-se que n., n, sao inteiros
finitos. Por uma prova anéloga, dada na Formula de Bendixson, obtemos

Ne — Ny,

I=1
* 2

(4.2)

Proposicao 4.5.1. Podemos escolher a circunferéncia C suficientemente grande de modo
que seja vdlido a sequinte propriedade: seja B € Ef(S) e p o ponto da intersecao entre as

curvas C' e 3, entao:

a) Sep € N, entao, para todo ponto q €  existe uma circunferéncia C' centrada na ori-
gem, contendo o ponto q, de modo que existe uma curva de nivel de f, tangenciando

C" internamente no ponto q, isto é, ¢ € N,.

b) Se p € Ny, entao, para todo ponto q € [ existe uma circunferéncia C' centrada na ori-
gem, contendo o ponto q, de modo que existe uma curva de nivel de f, tangenciando

C' externamente no ponto q, isto €, ¢ € N,.

c) Sep ¢ N.U N, entao, para todo ponto q € [ existe uma circunferéncia C' cen-
trada na origem, contendo o ponto q, de modo que existe uma curva de nivel de f,

tangenciando C' no ponto q tal que ¢ ¢ N. U Ny, [ |

Uma prova para a proposi¢ao acima pode ser encontrada em [4].

Considere a circunferéncia C' suficientemente grande, de modo que satisfaca a Propo-
si¢do 4.5.1. Para cada € Ef(95), seja pg o ponto de intersecao de 5 com a circunferéncia
C. Definimos o indice do fim § da curva de tangéncias de f, denotado por if(3),

como sendo

-1, sepg €N,
i/(8) =40, seps¢ N.UN,
1, sepsge€ N,
Considere p(V f) a compactificacao de Poincaré de V f. Suponhamos que os equilibrios

no infinito de p(Vf) sejam todos isolados e considere I, a soma dos indices de todos os

equilibrios no infinito do campo p(Vf). Pelo Teorema de Poincaré-Hopf na esfera S* e
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pela Equacgao 4.2, obtemos
Ioo =2 =21 =np — ne.

A partir do Exemplo 4.5.1 e de outros exemplos, fizemos algumas consideragoes in-
trigantes sobre a relagao entre a curva de tangéncias e o comportamento no infinito do
campo gradiente. Iremos enunciar, a seguir, tais questionamentos.

Seja B € E;(S) a qual é uma curva suave em R?  Considere I's € S* a curva cor-
respondente & 3 através da projeciao de R? no hemisfério norte H* de S? realizada na

compactificacao de Poincaré.

Problema 4.5.1. Sejam f : R? — R wm polindmio com pontos criticos isolados e E¢(S)

o conjunto dos fins da curva de tangéncia de f. Entao:

a) A quantidade de equilibrios no infinito do campo p(V f) pode estar relacionada com a

cardinalidade do conjunto E¢(S)?

b) Seja 8 € E;(S) e considere I's a correspondente curva sobre S*. Um ponto limite em

St da curva Tz no equador de S* € um equilibrio no infinito de p(Vf)?

c) Seja p um equilibrio no infinito de p(Vf), existe uma curva B € Ef(S) tal que p seja
um ponto limite da curva T's no equador de S*. Além disso, podemos obter alguma

relagao entre o indice de um equilibrio no infinito com o indice da curva 3%

Espera-se que, sob boas hipoteses, tais questionamentos sejam verdadeiros. Exporemos
estas questoes em pratica, no exemplo a seguir, utilizando recursos dos softwares P4 e

Maple.
Exemplo 4.5.1. Seja o polinomio f: R? — R dado por f(x,y) = y(zy — 1). Entao,

of

0
%(x,y) =y, a—‘g(x,y) = 2zy — 1, (z,y) € R?.

A partir das derivadas parciais de f obtemos que f nao possui pontos criticos. Logo, o
campo gradiente nao possui equilibrios finitos, implicando que I = 0. Pelo Teorema de

Poincaré-Hopf, obtemos que [, = 2.



75

8, Ps

5 Do

C
5, A

Figura 4.4: Curvas de nivel e de tangéncia de f(x,y) = y(xy — 1)

A curva de tangéncias de f € dada pelo nivel zero da funcio S : R?> — R dada por
S(z,y) = —22%y +x + >

Na Figura 4.4 ilustramos as curvas de tangéncia e de nivel de f e os fins da curva de
tangéncia em R?. As curvas de nivel de f estao representadas pela cor verde e a curva de
tangéncia de f, pela cor vermelha. Fxistem 6 fins da curva de tangéncias denotadas por
Bj, para j =1,...,6. Seja p; o ponto de intersecao entre a curva B; e a circunferéncia C.
Pelo comportamento das curvas de nivel de f, obtemos que p1, p3, pa, Ps € Np € p2, ps € Ne.

Entao, seque que

. _1a paraj = 1a 374a67
ir(B;) = ,
1,  paraj=25.

Considere p(V f) a compactificagao de Poincaré do campo de vetores polinomial Vf.
Os equilibrios no infinito de p(Vf), referente as cartas locais Uy e Vi, sao dadas pelos
zeros da aplicacao F : R — R e referente as cartas locais Uy e Vo sao zeros da aplicacao

G : R — R dados por

Fu) = 2u—u®=u(—u?+2),

Gu) = —2u*+1.

Como G(0) # 0, existem 6 equilibrios no infinito do campo p(V f). Com auzilio do software

Pj vamos esbogar, na Figura 4.5, o retrato de fase sobre o disco de Poincaré do campo
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p(Vf).

Figura 4.5: Retrato de fase sobre o disco de Poincaré referente ao Exemplo 4.5.1.

Observe que a matriz jacobiana do campo p(Vf), em termos de u, referente a carta
local Uy € dada por
—-3u?+2 0

0 —u?

Referente a carta local Uy, quando u = £v/2 temos que o equilibrio é do tipo nd estdvel e
quando u = 0 o equilibrio € semi-hiperbolico. Como o grau do campo Vf € 2, seque que o
comportamento no infinito do campo p(V f), referente a carta local Vi, é o mesmo que em
U, multiplicado por —1. Logo, referente & carta Vi, u = +v/2 € nd instdvel e em v = 0
temos um equilibrio semi-hiperbolico. Como I, = 2 e existem 4 nds, temos que 0s equili-
brios no infinito, em u = 0 tem indices iguais a -1. Com auzilio computacional, obtemos
que estes equilibrios sao do tipo sela. Na Figura 4.5 0s quadrados azuis e vermelhos sao
referentes, respectivamente, aos equilibrios nao-degenerados do tipo no estdvel e instdvel,

enquanto que, o tridngulo verde se refere a um equilibrio semi-hiperbolico do tipo sela.



Capitulo 5

Conjectura de Carathéodory

Em superficies regulares no espaco R? definimos em cada um de seus pontos uma cur-
vatura normal associada a cada direcao do plano tangente no ponto fixado. Tal curvatura
normal ¢ um ndmero real e assume valores maximos e minimos os quais denominamos
curvaturas principais. Em pontos umbilicos as curvaturas principais coincidem, ou seja, a
curvatura normal é a mesma em todas as direcoes. Pontos umbilicos podem ser analisados
como singularidades dos campos de direcoes principais e consequentemente em umbilicos
isolados podemos trabalhar com indices.

Um ovaldide é uma superficie regular suave compacta e convexa que é difeomorfa a
esfera S2. O teorema de Poincaré-Hopf afirma que a soma dos indices em um ovaléide é
igual a dois, que ¢é a caracteristica de Poincaré-Euler desta superficie. Para mais detalhes
veja |10].

A Conjectura de Carathéodory afirma que em todo ovaldide de classe C", com r > 3,
ha no minimo dois pontos umbilicos. A Conjectura de Loewner afirma que o indice em
um umbilico isolado de um ovaldide é menor ou igual a um. Portanto, uma comprovacao
da Conjectura de Loewner implica na validade da Conjectura de Carathéodory.

Assumindo a validade da Conjectura de Loewner para superficies analiticas vamos,
nesta secao, provar que a Conjectura de Carathéodory é valida para um ovaloide de classe
C", r > 3, sobre pontos umbilicos do tipo Lojasiewicz. Este resultado foi provado em [18]

por Sotomayor e Mello no ano de 1999.

77
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5.1 Pontos umbilicos

Para caracterizarmos pontos umbilicos em superficies regulares orientadas no espaco R?
é necessario e 1til um estudo das linhas de curvaturas em cada ponto desta superficie, em
particular vamos definir as curvaturas principais desta superficie. Existem algumas formas
equivalentes de definir as curvaturas principais em cada ponto da superficie, a seguir, des-
creveremos dois métodos. No primeiro, iremos recorrer a propriedades de curvas planares,
enquanto que no segundo modo, utilizaremos as formas fundamentais da superficie.

Seja ¢ : I — R? uma curva regular de classe C?. Definimos os vetores tangente e
normal da curva c, respectivamente, por

c(t) 0 —1

() = o N0 = o T(t), tel.

A curvatura K. da curva ¢ em cada ponto ¢ € I é definida pela equacao T'(t) =
K (t)N(t).

Em toda nossa discussao nesta secio, consideremos S C R? uma superficie regular
orientada e p € S. Seja X = X(u,v) uma parametrizacao local de S em p tal que

p = X(0,0).

Definicao 5.1.1. Para cada ponto p contido na superficie S podemos escolher um vetor
N, € R? normal ao plano tangente T,S. Seja v € T,S wm vetor com norma unitdria,
consequentemente os vetores v e N, definem um plano, tal plano intercepta a superficie
S numa curva C. Localmente, C' € uma curva planar e pode ser parametrizada por uma
aplicagao ¢ : (—e,e) — C tal que ¢(0) = p e d(0) = v. A curvatura normal da

superficie S na direcao de v em p, € definida por

A curvatura normal nao depende da orientacao da curva que a define, mas sim da

orientacao da superficie. Denote

ki = Illmlla}i Ky,(p) e ky:= ”1r1|1|in1 K,(p).



79

As curvaturas normais maxima k; e minima ko, respectivamente, em um ponto p € S sao
chamadas de curvaturas principais da superficie S em p. Em breve, justificaremos
o fato de ky e ky estarem bem definidas. As diregoes principais em p € S sao defini-
das pelas diregoes, sem considerarmos a orientagao, dos vetores v € T,,S que definem as

curvaturas principais da superficie em p € S.

Definigao 5.1.2. Se C' € uma curva reqular sobre a superficie S de modo que em cada
ponto p € C a tangente a C em p estd contida em uma das diregoes principais da superficie

entao dizemos que C' € uma linha de curvatura de S.

A primeira forma fundamental de S em p é a aplicacao I, : 7,5 — R dada por

Ip(w17w2> == <w17w2>7 W1, Wy S TpS7

em que 1,5 é o plano tangente & S em p. Os coeficientes da primeira forma fundamental

sao definidos por

G = L(X,(0,0),X,(0,0)).

Seja N : S — S? a aplicagio de Gauss e denote N, = N(p). A segunda forma
fundamental de S em p é dada pela aplicacao II,, : T,,S — R dada por

]]p(wl, wg) = —(de(wl), w2>, Wy, Wa € TpS,

em que, a diferencial da aplicacao de Gauss dN, : 1,5 — 1,5 é uma transformacao linear

auto-adjunta, a qual podemos representa-la pela matriz

-1
(AN = — e f E F |
[ g F G
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onde e, f, g sao os coeficientes da segunda forma fundamental definidos por

e = IIP(Xu(O7O)7Xu(070>>7
f = IIP(Xu(O>0)aXv(OaO))>
g = IIP(XU(O>0)aXv(OaO))

Em [1| mostra-se que os autovalores k; > ko do operador dN, sdo exatamente as
curvaturas principais de S em p e os vetores vy, vo € 1,5 que definem k; e ky sao autovetores
associados aos autovalores k; e ko, respectivamente. O fato de dJV, ser auto-adjunto,
justifica o fato de k; e ko estarem bem definidos e implica que v; e vy sao ortogonais
quando ki > ko.

A curvatura de Gauss de S em p é K, = det dN, = kik; e a curvatura média de
Sempé H,=—trdN,/2 = (k1 + k2)/2. Observe que podemos escrever estas curvaturas
em funcao dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais da superficie S no
ponto p.

Um ponto p € S é chamado de umbilico quando suas curvaturas principais sao iguais,
ou seja, ki = ky. Isto implica que num ponto umbilico a curvatura normal é a mesma em

todas as direcoes e por este fato, as direcoes principais sao indeterminadas.

Proposicao 5.1.1. Uma curva regular C' contida na superficie S € uma linha de curvatura

de S se, e somente se, existir uma parametriza¢io Y =Y (t) de C tal que

em que X = \(t) € uma fungao real. [ |

Uma prova para este resultado pode ser encontrada em [1|. Como consequéncia da
Proposicao 5.1.1 podemos obter as linhas de curvatura sobre a superficie S referente a
parametrizacao local X = X (u,v) no ponto p € S por equagoes diferenciais. Os pon-
tos umbilicos sao singularidades dos campos de direcoes principais. Para uma discussao

aprofundada sobre pontos umbilicos e linhas de curvatura veja |[8].
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5.2 Coordenadas de Ribaucour

Vamos considerar S C R3 uma superficie regular orientada de classe C” com r > 2
contendo a origem p = (0,0,0). Sejam X = X (u,v) uma parametrizagao local de S em p e
N : S — S? a aplicagao de Gauss tais que X (0,0) =pe N(p) = —N, em que N = (0,0, 1).
Isto implica que o plano tangente a superficie S em p, denotado por 7,5, é o plano gerado

pelos vetores (1,0,0) e (0,1,0) em R3.

Proposicao 5.2.1. Seja S uma superficie reqular de classe C", como a descrita acima.

Ezistem uma vizinhanga U C R? de (0,0) e fungoes Y : U — T,S e p: U — R tais que

X(u,v) + p(u,v)N(u,v) =Y (u,v) + Np(u,v), (u,v) € U. (5.1)

Além disso, dY (0,0) tem posto 2.

Demonstragao:  Por hipotese, temos que (N((0,0), N)) = N3(0,0) = —1. Como N é
uma aplicagao continua, podemos considerar U uma vizinhanca suficientemente pequena
do ponto (0,0) em R? de forma que (N(u,v), N) # 1, para todo (u,v) € U. Defina
Y:U—=T,5ep:U— R dados por

(X(u,v),NL
1 —(N(u,v),N)’ B
Y(u,v) = X(u,v)+ p(u,v)(N(u,v) — N), (u,v) € U.

pu,v) =

Vamos mostrar que as fun¢oes acima estdo bem definidas. Para tal, Y (u,v) € T,,S para

todo (u,v) € U. Com efeito,

(Y(u,v),N) = (X(u,v)+ p(u,v)(N(u,v) = N),N)

= (X(u,v),N)+ p(u,v) (N(u,v) — N,N)

Obviamente, as aplicagoes Y e p satisfazem a equacao 5.1. Como p(0,0) = 0 e dp(0,0) = 0,
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segue que
Ay (0,0) = dX(0,0)+ dp(0,0)(N(0,0) — N) + dN(0,0)p(0,0)
= dX(0,0)
Como dX(0,0) tem posto 2 entao dY (0,0) também tem. |

A fungao Y : U — T,S descrita na Proposicao 5.2.1, pode ser escrita na forma
Y(u,v) = (z(u,v),y(u,v),0) de forma a obter que ¥ é um difeomorfismo local com um
aberto U contendo a origem (0,0). As coordenadas (x,y) sdo chamadas de coordenadas
de Ribaucour. A fungao f = f(z,y) = p(Y !(x,y)) é chamada fungao de Ribaucour

associada a superficie S numa vizinhanca de p referente a parametrizacao X.

Proposi¢ao 5.2.2. Seja S C R® uma superficie reqular de classe C" comr>2ep € S,
como descrita anteriormente. A fun¢ao de Ribaucour f = f(x,y) associada a S € de classe

C" e a equacao diferencial das linhas de curvatura € dada por

oy (2, y)(d2? — dy?) + (fyy(2,y) — fou(z,y))d2dy = 0. (5.2)

Demonstracao: Denote a aplicagao normal de Gauss por meio de suas func¢oes coorde-

nadas N = (N, Ny, N3). Escrevendo a fun¢ao Y em coordenadas de Ribaucour obtemos

(,9,0) = Y(z,y)

Por um lado, obtemos (Y, (x,y), N(z,y)) = Ni(z,y) e por outro,

(Ya(z,y), N(z,y)) = (Xola,y) + fulz,y)(N(z,y) = N) + f(2,y)No(,y), N(z,y))
= fx(x>y) (||N(a:,y)||2—N3(x,y))
= fx(x7y> (1—N3($,y))

As equagoes acima implicam que podemos expressar as derivadas da funcao de Ribaucour
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por meio das funcoes coordenadas da aplicacao de Gauss, da seguinte forma

Nl(xvy)

folz,y) = m e fy(x,y) =

N2(x7y)
1 — Ng(l‘,y)

Como a funcao N & de classe C"~! segue que as derivadas parciais de f sao de classe C"*
e, portanto, f é de classe C". Vamos agora mostrar que as linhas de curvaturas podem
ser expressas pela equagao (5.2).

Note que as derivadas parciais de f, dadas acima, sao equivalentes a afirmacao que (f;, fy)
¢ a projecao estereografica de N a partir do polo norte. Entao, podemos escrever N a

partir de f, e f, usando a inversa da projecao estereografica, isto é,

1

Nz,y)=N=—

(2fe 2y 2+ 1) = D). (5.3)

Tomando o = 2 (1 + fZ+ fj)_1 obtemos que N = a(fs, fy, (f2 — f7 —1)/2). Este fato

implica na seguinte igualdade

AN = N%jLoz(dfx,dfy, Fudfs + £,d1,). (5.4)

Em coordenadas de Ribaucour podemos expressar X =Y — f(N — N), isto implica
dX = dY + Ndf — d(fN).

Como dX e dN estao contidos no 7,5 segue pela Proposigao 5.1.1 que a equacao diferencial

das linhas de curvatura pode ser representada pela equacao

0=W = det(N,dX,dN)

Ny Ny N3
= det | dX, dX, dX;
dNy dN; dNj;
N N, N3
= det | dx — Nydf — fdN, dy — Nodf — fdNy df — Nsdf — fdN

dN, dN, dNj3



84

Multiplique a primeira linha da matriz anterior por —df e some com a segunda linha,

depois multiplique a tltima linha por —f e some com a segunda linha. Assim, obtemos

Ny Ny N
0=W = det dxr dy df
dN; dN; dNj
Utilizando a equagao (5.4) obtemos
Ny No Nj
0=W = det dx dy df

N %+ adf, No®® +adf, N3% +o(f.df. + f,df,)
Ny N, N
= adet | dr dy df
df. dfy fedfs + f,df,

Pelas formulas na equacao (5.3), obtemos que N3 — f, N; — f,Na = —1. Por isso,

Ny Ny —1
dr dy
O0=W=adet| dr dy 0 = —adet = a(df,dy — df,dzx).
dfz dfy
df, df, 0

Portanto, como df, = fyzdx + fy,dx e df, = fy.dx + f,,dy, obtemos

0=W = foy(x,y)(da® — dy*) + (fyy(x,y) — foal, y))dxdy,

como queriamos demonstrar. [ |

Proposigao 5.2.3. Seja f : R? — R uma fungao de classe C™ com r > 2. Se f(0,0) =0
e df(0,0) = 0, entdo existe uma vizinhanca aberta U C R? de (0,0) tal que f |y € a funcdo

de Ribaucour de uma superficie reqular orientada S C R? de classe C.

Demonstragao: Seja a funciao f : R? — R de classe C", r > 2, tal que f(0,0) =0 e
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df(0,0) = 0. Defina as fungoes Y, X, N : R? — R? dadas por

Y(z,y) = (z,9,0),
1

N(z,y) = f:?(x,y)+fy2(x’y)+1(2fx(af,y),2fy(:v,y),f§(af,y)+fy2(x,y)—1),

X(LL’,y) = Y(x,y)—f(x,y)(N(x,y)—N), (x,y)€R2,

em que N = (0,0, 1). Entao,

2

1—Ng= —
SRR

N1 — (1 - Ng)fm, N2 — (1 - Ng)fy.

Como dY (0,0) = dX(0,0) tem posto 2, existe uma vizinhanga U C R? de (0,0) tal que
X |y & uma parametrizagio de classe C"' de S = X (U). Vamos mostrar que N | ¢ um

campo vetorial normal unitario sobre S e f | é a fungao de Ribaucour de S. Com efeito,

(X(z,y).N)  _ V(z,y) = flz,y)(N(z,y),N)
1 — (N(z,y). N) 1 — (N(z,y),N)
_ (Y(z,9),N) — f(z,y)(N(z,y) — N, N)
1—(N(z,y),N)
= flz,y), (x,y) € U.

Logo, mostramos que f é uma fungao de Ribaucour para S. Vamos agora mostrar a seguir

que N é um vetor unitario normal a superficie S.

<Xx($ay)’ N(l’,y)> = <Yx(x>y) - fx(x>y)(N($ay) - N) - f(a?,y)Nx(:E,y), N(:)s,y)>
= Nl(x7y> - fﬂc(xvy>(1 - N3(flf,y)) - f(xanym(%y)a N(l’,y)>
= Nl(x7y>_N1(x7y):0;

<Xy($ay)’ N(l’,y)> = N2(x>y) - fy(l’,y)(l - N3(x>y)) = 0’ (x,y) eU.

Vamos mostrar que S ¢ de classe C", para tal, defina a aplicagao ® : U x (—&,e) — R3
dada por ®(x,y,t) = X(z,y) + tN(x,y), para (z,y) € U e t € (—&,¢). Como a matriz
jacobiana de ® no ponto (0,0, 0) é invertivel, existe uma vizinhanga V' C U de (0,0, 0) tal
que @ |y é um difeomorfismo de classe C"! sobre um aberto W C R? contendo o ponto

®(0,0,0) = X(0,0) = Y(0,0) = (0,0,0).
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Fazendo U x (—¢,¢) suficientemente pequeno e V = ®&(U x (—e¢,¢)) segue que ¢ é um
difeomorfismo entre U x (—e,g) e V de classe C"™"!. Uma conta simples, mostra que
d9(0,0,1) = (Ny, No, N).

Considere a aplicagao m3 : U X (—¢,e) — R dada por m3(x,y,t) = t, para (z,y) € U e

t € (—¢,¢) e defina
h=mo0®d!:V R

Assim, h™1(0) = (w30 @7 1)710) = {®(z,y,0) : (z,y) € U} = S. Como (d®')(Vh) =
(0,0,1) segue que (Vh) |s= N |g. Isto no implica que Vh é de classe C"~! e portanto h &
de classe C". ]

5.3 Desigualdade de Lojasiewicz

Seja X : U — R? um campo de vetores de classe C", r > 1, em que U C R? ¢ uma
vizinhanga aberta da origem (0,0). Dizemos que o campo X satisfaz a desigualdade de
Lojasiewicz (ou simplesmente L-desigualdade) de ordem k em (0,0), quando existir
uma vizinhanca V' C U de (0,0), um namero real § > 0 e um namero natural k # 0 tais
que

IX (@l = ol ", (x,y) €V

Considere X um campo de vetores planares satisfazendo a L-desigualdade com um
equilibrio (0,0). Entao este é um equilibrio isolado. A reciproca deste resultado é valida
se supormos que o campo X é analitico. Uma demonstrac¢ao pode ser encontrada em [14].

Sejam S C R? uma superficie orientada de classe C”, com r > 3 e p € S um ponto
umbilico isolado. Vamos dizer que p é um ponto umbilico do tipo Lojasiewicz (ou
simplesmente um L-umbilico) de ordem k& com 1 < k < r — 3, quando a funcao de
Ribaucour f = f(x,y) associada a superficie S é tal que o campo vetorial de Loewner

relacionado & funcao f de ordem 2

L2(f)(£>y) = (fxx(zay) - fyy(zay)a Qfxy(l',y))

satisfaz a L-desigualdade de ordem k em (0,0).
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Proposicao 5.3.1. A definicao de um ponto L-umbilico nao depende da escolha da fungao

de Ribaucour associada a superficie S escolhida.

Demonstracao: Seja f = f(z,y) uma funcdo de Ribaucour associada a superficie
S definida numa vizinhanca U da origem. Basta mostrar que a definicao de um ponto

L-umbilico dada acima é invariante por uma rotacao do sistema de coordenadas. Defina,

T=uwxcost) —ysenf e 7T=uxsenf+ ycosb.

[sto nos implica

Tcosh +ysent) = (xcosh —ysenf)cost + (xsenld + ycosh)send
= xcos?f — ysenfcosb + xsen 20 + ycossen §

—_= x"

—Zsenf +ycos) = —(xcosl —ysenb)send + (xsenb + ycosl)cosb

= —xcosfsenf + ysen 26 + xsendcos b + y cos 6

As igualdades acima implicam nas seguintes

ox ox
i cos 6, 8—@ = sen 0,
dy dy

o = sen 0, a7 cosb.

Entao, no sistema de coordenadas (Z,7) o campo vetorial de Loewner de ordem dois

associada com a funcao f é dado por

S 20 —sen20
LinEy = | 7 g fm ) _ ) L
Ty sen COS

Denote por A a matriz na equacao acima. Suponhamos que Ly( f) satisfaca a L—inequagao

de ordem k em (0,0) nas coordenadas (x,y). Entdo, existe uma vizinhanca V' de (0,0)
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contida em U e 6 > 0 tal que

IZ2(f) (@, )l = ol (=, )I*.

Seja W uma vinhanca suficiente pequena da origem contida em U tal que (Z,7) € W,

para todo (x,y) € V. Como ||A| > 0, obtemos

L)@ = AL () (2, y)]
> O Allll G, y)lI*

= O||A|||[(Z cosf + Fsen d, —T sen O 4 7 cos 0) ||*

k
= 0||A|| (/(Tcos +Fsen 0)2 + (—T sen 0 —I—ycos9)2>

= JlAlE DI, (@7 eW

Mostrando que Ly( f) satisfaz a L—desigualdade de ordem k numa vizinhanga de (0, 0) nas
coordenadas (Z,7). Com raciocinio analogo, obtemos que a reciproca também é valida. B

Se supormos que S C R? é uma superficie analitica e p € S um ponto umbilico isolado,
entao, segue pela Proposicao 5.2.3 que a funcao f de Ribaucour associada a S também é
analitica. Como a equagao diferencial das linhas de curvatura em coordenas de Ribaucour
pode ser expressa pela equacao (5.2), obtemos que o campo vetorial de Loewner de ordem
2 associada a func¢ao f é um campo analitico com um equilibrio isolado na origem (0, 0).
Logo, (0,0) satisfaz a L—desigualdade de ordem k, para algum &k > 0 e, consequentemente,

p € um ponto L—umbilico de S.

Lema 5.3.1. Seja v : U — R? ser uma campo vetorial de classe C", comr > 1 e U uma
vizinhanga de (0,0), suficientemente pequena, em R?. Se (0,0) € um equilibrio isolado de
X satisfazendo a L—desigualdade de ordem k em (0,0), para algum 1 < k < r, entao o
polindomio de Taylor de ordem k em (0,0), denotado por 1y, satisfaz a L—desigualdade em
(0,0) e

i,(0,0) =iy, (0,0).

Demonstragao: Seja 1 < k <r. Escreva

Y(x,y) = iz, y) +E(x,y), (z,y) € U.



89

em que £ é resto de Taylor de ordem £ de ¢). Como 1 satisfaz a L—desigualdade de ordem
k em (0,0), existe uma vizinhanga V' C U de (0,0) e § > 0 tais que

()l = dll(z,I*,  (z,y) €V

Como ¢ é uma aplicagao de classe C", para todo 0 < ¢ < /4 dado, existe uma vizinhanga

W C U de (0,0) tal que

(@l <ell@ )l (z.y) €W

Pelas desigualdades acima, obtemos

oll(z, y)II*

IN

19 (2, )
[ (z w) || + 1€z, y)
< en(@ )l +ellzyl*  (zy) eWnV.

IA

Para todo (x,y) € WNV, segue entdo que ||[¢x(z,y)|| > (6—¢)||(z, y)||*, ou seja, ¥y, satisfaz
a L—desigualdade em (0,0). Portanto, a origem é um equilibrio isolado dos campos 1 e
Y. Vamos agora mostrar que o indice é o mesmo nestes dois campos vetoriais, e para tal,
utilizaremos homotopias.

Sejam B, C W NV uma bola aberta de raio n > 0, suficientemente pequeno, centrada na
origem e S, a fronteira de B,. Defina a familia de campos vetoriais o : U — R?, para

0 < X <1 dada por

ox(z,y) = Y, y) + X(2, ), (z,y) € Sh.

Por construgao, ¢, é uma deformagao continua entre ¢, e ¥ em .S,,. Vamos mostrar que
esta deformagao é de fato uma homotopia. Suponha que existam (z,y) € S, e 0 <A <1

tais que @y (x,y) = 0. Isto implica que,

e, )| = AE(z, )l = [z, y)ll = (6 = o)l (@, y)lI"

Consequentemente, eA > § — e implicando que (14 A) > §. Isto é um absurdo! Portanto,
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a deformacao ¢, é uma homotopia entre ¢, e ¥ em S, e via Proposicao 2.2.5 o indice na

origem destes campos sao iguais. [ |

Teorema 5.3.1. Seja S C R3 ser uma superficie de classe C" comr > 3. Sep € S €
um L—umbilico de ordem k, em que 1 < k <r — 2. Entao existe uma superficie analitica
S" C R3 tal que p é um ponto umbilico isolado de S’ tendo, em ambas superficies, o mesmo

indice.

Demonstracao: Seja 1 < k < r — 2. Vamos assumir que o vetor normal unitario a
Sem pé (0,0,—1). Seja f = f(x,y) a fungao de Ribaucour de classe C" associada a S
numa vizinhanca do ponto p. Como o ponto p é um L—umbilico de ordem £k, segue que a

origem do campo vetorial de Lowener de ordem 2 associada & fungao f,

L2(f)(£>y) = (fxx(zay) - fyy(l’ay)a 2f:cy(l”y))

satisfaz a L—desigualdade de ordem k em (0,0). Seja ¥ = ¥(x,y) o polinomio de Taylor
de ordem k+2 de f em (0,0). Por construgao, ¥ é uma funcao analitica e pela Proposi¢ao
5.2.3 existe uma superficie analitica S” tendo ¥ como sua fun¢ao de Ribaucour. Seja Lo(V)
o campo vetorial de Loewner de ordem 2 associada a funcao de V.
Com esta construcao obtemos que Lo(W¥) e o polinémio de Taylor de ordem k de f coin-
cidem. Pelo Lema 5.3.1, Ly(¥) tem um equilibrio isolado na origem e o indice na origem
Ly(f) e Lo(V) coincidem. Além disso, pela Proposigao 5.2.2 e pelo resultado acima obte-
mos que p ¢ um umbilico isolado de S’. [ |
Via Teorema 5.3.1 obtemos o seguinte corolario, no qual resulta numa resposta afir-

mativa para a Conjectura de Carathéodory para pontos L—umbilicos.

Corolério 5.3.1. Seja S C R?® um owvaldide de classe C" com r > 3 ep € S um
L—umbilico. Se a Conjectura de Loewner € wvdlida para superficies analiticas entao, S

possui outro ponto umbilico. [ |



Capitulo 6

Conclusao

O proposito desta dissertacao foi apresentar resultados que possam ser aplicados no
estudo da Conjectura de Carathéodory, tendo como norteador o campo vetorial de Lo-
ewner. Iniciamos apresentando e discutindo resultados sobre o indice de um ponto de
equilibrio isolado, em particular, provamos o Teorema de Indice de Bendixson utilizando
homotopias entre campos vetoriais e demonstramos formas de obter calculos algébricos
acerca do indice em casos particulares. Em seguida, expomos como é possivel obter uma
cota superior para o indice na origem do campo vetorial de Loewner utilizando uma de-
composi¢ao deste campo em componentes hamiltoniana e gradiente. O préximo passo
foi estudar o comportamento de campos vetoriais em R3. Utilizando compactificacoes
do plano passamos a estudar campos de vetores polinomiais na esfera S?, em particular
utilizamos a Compactificacao de Poincaré. Demonstramos o Teorema de Poincaré-Hopf
em S? e estudamos resultados curiosos sobre pontos criticos de polindmios reais em duas
variaveis. Por fim, utilizamos coordenadas e funcoes de Ribaucour de uma superficie regu-
lar, suficientemente suave, contida em R?® para descrever a equacao diferencial das linhas
de curvaturas com pontos L—umbilicos. Concluimos que se a Conjectura de Loewner é
valida sobre superficies analiticos, com tais condi¢oes acima, a de Carathéodory também
serd valida em superficies suaves.

Existem varios trabalhos interessantes acerca do assunto estudado nesta dissertacao.
Destacamos, como exemplo o trabalho de Garcia e Gutierrez (|7] em 2000) realizando
uma extensao da Conjectura de Carathéodory em um caso especial para superficies suaves

em R3. Sendo um pouco pretensioso, para trabalhos futuros, um estudo aprofundado do
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trabalho de Ivanov [11].

O Problema 4.5.1 foi colocado a partir de observagoes de varios exemplos utilizando
recursos computacionais como os softwares P4 e Maple. Ainda nao se sabe se existem res-
postas na bibliografia para os casos expostos, contudo acreditamos que sob boas hipoteses

podemos obter respostas afirmativas.
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