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Resumo

O objetivo desta dissertação é o estudo sobre o índi
e de um ponto de equilíbrio

isolado em um 
ampo de vetores planar de 
lasse C1
e o estudo do 
ampo vetorial

de Loewner. Dentre os resultados prin
ipais provaremos o Teorema de Índi
e de

Bendixson. Em 
ampos vetoriais polinomiais estudaremos a 
ompa
ti�
ação de

Poin
aré em S2
e apresentaremos uma prova do Teorema de Poin
aré-Hopf na esfera.

Os resultados obtidos da Teoria de Índi
e serão apli
ados no estudo de pontos 
ríti
os

para polin�mios reais em duas variáveis e na Conje
tura de Carathéodory sobre

pontos umbíli
os.

Palavras-
have: Índi
e de equilíbrios isolados, Teorema de Índi
e de Bendixson,

Campo vetorial de Loewner, Teorema de Poin
aré-Hopf, Pontos Umbíli
os, Conje
-

tura de Carathéodory.
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Abstra
t

The aim of this dissertation is the study of the index of an isolated equilibrium point

of C1
planar ve
tor �elds and the study of the Loewner ve
tor �eld. Among the

main results we prove the Bendixson Index Theorem. In polynomial ve
tor �elds we

study the Poin
aré 
ompa
ti�
ation in S2
and we exhibit a proof of Poin
aré-Hopf

Theorem in the sphere. The results in Index Theory will be applied in the study of


riti
al points of real polynomials in two variables and the Carathéodory Conje
ture

on umbili
 points.

Keywords: Index of isolated equilibrium points, Index Bendixson Theorem, Loew-

ner ve
tor �eld, Poin
aré-Hopf Theorem, Umbili
 points, Carathéodory Conje
ture.
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Capítulo 1

Introdução

O índi
e de um equilíbrio isolado em um 
ampo vetorial planar é um número inteiro que

nos propor
iona um modo de 
ompreender o 
omportamento do �uxo deste 
ampo numa

vizinhança a
er
a do ponto em questão. Pelo fato do equilíbrio ser isolado, 
onsideramos

uma pequena 
ir
unferên
ia 
entrada neste ponto e apli
amos o 
ampo vetorial restrito à

esta pequena 
ir
unferên
ia numa 
ir
unferên
ia unitária. O índi
e é de�nido pelo grau

topológi
o desta apli
ação.

Cál
ulos algébri
os para obtenção do índi
e são 
ompli
ados. Em 
ampos vetoriais

polinomiais homogêneos o índi
e é bem 
onhe
ido e relativamente simples para realização

de 
ál
ulos. Em 1962, Wei-xin desenvolveu um pro
edimento efetivo para o 
ál
ulo do

índi
e em 
ampos vetoriais polinomiais, utilizando o índi
e de Cau
hy e 
ál
ulos ra
ionais


om os 
oe�
ientes das equações diferen
iais. No 
aso de 
ampos vetoriais analíti
os há

resultados apenas sob 
ondições apropriadas.

Um dos prin
ipais resultados na Teoria de Índi
e é Teorema de Índi
e de Bendixson.

Este teorema rela
iona o índi
e 
om a quantidade de setores elípti
os e hiperbóli
os do

�uxo do 
ampo de vetores numa vizinhança su�
ientemente pequena do equilíbrio. No

Capítulo 2 apresentaremos mais detalhadamente esses resultados.

Outro modo de obter informações sobre o índi
e em um 
ampo vetorial polinomial é


ompa
ti�
á-lo numa esfera em R3
. Isto, também, nos permite estudar o 
omportamento

fora das partes 
ompa
tas do plano, ou seja, no in�nito. Poin
aré provou que a soma

dos índi
es de todas as singularidades isoladas numa esfera é igual à 2. Tal resultado, foi

generalizado por Hopf [10℄ em 1979 para 
ampos de direções em superfí
ies 
ompa
tas.

1
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No Capítulo 4 dis
utiremos este assunto 
om mais profundidade e apli
aremos alguns

resultados no estudo de polin�mios reais de duas variáveis.

Dentre uma das poten
ialidades da Teoria de Índi
e, desta
a-se um possível ataque à

Conje
tura de Carathéodory. Segundo Ovsienko e Taba
hnikov [15℄, por volta de 1920,

Carathéodory que estava em bus
a de uma versão para o Teorema de Quatro Vérti
es em

R3

onje
turou que uma superfí
ie suave 
onvexa e 
ompa
ta em R3

, isto é um ovalóide,

tem pelo menos dois pontos umbíli
os. Tal 
onje
tura possuiu uma história 
uriosa e um

pou
o 
ontroversa.

Para uma 
ompreensão preliminar, 
onsidere S uma superfí
ie suave em R3
. Em 
ada

ponto de S duas 
urvaturas prin
ipais podem ser de�nidas. Um ponto umbíli
o de S o
orre

quando as 
urvaturas prin
ipais 
oin
idem, nos demais pontos de S temos duas direções

prin
ipais ortogonais. Uma linha de 
urvatura é uma 
urva regular sobre a superfí
ie que

em 
ada ponto o vetor tangente está 
ontido numa das direções prin
ipais. Uma linha

de 
urvatura tem uma expressão diferen
ial. Pontos umbíli
os são as singularidades do


ampo de direções prin
ipais.

Desde então, vários matemáti
os a�rmam terem dado uma resposta positiva a Con-

je
tura de Carathéodory, porém re
entemente ainda é um motivo para dis
ussões. Em

1940, Hamburger apresentou a primeira prova para a Conje
tura de Carathéodory, para

superfí
ies analíti
as, em um longo artigo, publi
ado em três partes. Três anos após, Bol

apresentou uma prova mais 
urta e simpli�
ada. Em 1959, Klotz en
ontrou erros e apre-

sentou uma 
orreção na prova de Bol, 
ontudo a 
lareza destas provas foram questionadas

pela 
omunidade matemáti
a.

Bol tentou dar uma prova mais simples para este teorema. Klotz per-


ebeu que havia uma la
una na prova de Bol de modo que o 
aso geral

não estava 
oberto. Ela forne
eu argumentos adi
ionais para uma prova


ompleta, mas des
obriu-se que ela não teve su
esso 
ompleto. (S
herbel

[16℄, 1993).

Após a tentativa de Klotz, Titus em 1973 apresentou sua prova para superfí
ies ana-

líti
as que também foi motivo de questionamentos. A abordagem utilizada nessas provas

foram lo
ais. Seja x ∈ S um ponto umbíli
o isolado. Cada um dos 
ampos de direções

prin
ipais tem uma singularidade isolada no ponto x, impli
ando que este tem um índi
e.

Como uma 
urva integral de um 
ampo de direção prin
ipal é uma 
urva sem orientação,
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o índi
e de um ponto umbíli
o é da forma n/2, para algum n ∈ ZZ. Pelo Teorema de

Poin
aré-Hopf a soma dos índi
es sobre os pontos umbíli
os é igual a 
ara
terísti
a de

Euler do ovalóide, que é igual à 2. Consequentemente, a 
onje
tura estará provada se

mostrarmos que o índi
e em 
ada umbíli
o isolado é menor ou igual a um. Esta por sua

vez, se rela
iona 
om a Conje
tura de Loewner.

De a
ordo 
om Titus (apud Llibre e Martínez-Alfaro [13℄) em 1950 Loewner 
onje
tu-

rou: seja f é uma função analíti
a real sobre um dis
o unitário em R2
, se o 
ampo vetorial

∂nf/∂zn tem um equilíbrio isolado na origem, então o índi
e não é maior que n.

Em parti
ular, o 
aso n = 2 para umbíli
os na Conje
tura de Loewner, a�rma que o

índi
e de um ponto umbíli
o sobre uma superfí
ie em R3
é menor ou igual a um. Portanto,

uma resposta a�rmativa para o 
aso parti
ular da Conje
tura de Loewner impli
a numa

reposta a�rmativa para a de Carathéodory.

Alguns anos atrás, em 1999, os autores Sotomayor e Mello (em [18℄) publi
aram o

seguinte resultado: se a Conje
tura de Loewner é válida para superfí
ies analíti
as, então o


aso quando uma superfí
ie su�
ientemente suave tem um umbíli
o satisfazendo a 
ondição

de Lojasiewi
z também é. Este trabalho será des
rito detalhadamente no Capítulo 5. Logo,

após em 2002, Ivanov apresentou sua prova 
om a seguinte de
laração:

Primeiro, 
onsiderando superfí
ies analíti
as, nós a�rmamos 
om total

responsabilidade que Carathéodory estava 
orreto. Segundo, nós sabe-

mos 
omo prová-la rigorosamente. Ter
eiro, temos a intenção de exibir

aqui uma prova, a qual em nossa opinião, 
onven
erá todos os leitores

realmente prontos a empreender uma viagem longa e 
ansativa 
onos
o.

(Ivanov [11℄, 2002).

Segundo Mello, a prova de Ivanov para a Conje
tura de Carathéodory em superfí
ies

analíti
as não foi questionada, até o presente momento, pela 
omunidade matemáti
a.

Neste trabalho vamos obter propriedades sobre o índi
e em pontos de equilíbrio de um


ampo vetorial suave tendo 
omo norte o 
ampo vetorial de Loewner. Pela 
omplexidade

de formas efetivas para o 
ál
ulo do índi
e, a obtenção de 
otas superiores é uma ferramenta

importante. Em parti
ular, no Capítulo 3 des
reveremos 
om detalhes o trabalho de Llibre

e Martinez-Alfáro em [13℄, obtendo uma 
ota superior para o índi
e de um equilíbrio isolado

de um 
ampo vetorial planar C1
, utilizando uma de
omposição do 
ampo em 
omponentes

gradiente e hamiltoniana rela
ionada 
om o 
ampo de Loewner.



Capítulo 2

O índi
e de um equilíbrio planar

O índi
e de um ponto de equilíbrio de um 
ampo vetorial no plano é um inteiro o

qual nos propor
iona informações sobre a estrutura topológi
a deste equilíbrio, mais es-

pe
i�
amente, informações relevantes sobre a estrutura do �uxo do 
ampo vetorial numa

vizinhança próxima a este equilíbrio. Um dos prin
ipais resultados é o Teorema de Índi
e

de Bendixson. Este 
apítulo é baseado em um 
apítulo do livro [19℄. Como bibliogra�a

auxiliar foram utilizados os livros [3℄ e [12℄.

Na Seção 2.1 mostraremos alguns resultados sobre a estrutura lo
al de um ponto de

equilíbrio no plano. Na Seção 2.2 des
reveremos o número de rotação de um 
ampo vetorial


ontínuo, suas propriedades e a de�nição de homotopia entre dois 
ampos de vetores em

uma 
urva fe
hada. Na Seção 2.3 de�niremos o índi
e de um ponto de equilíbrio de um


ampo vetorial 
ontínuo utilizando o número de rotação deste 
ampo sobre a fronteira de

uma vizinhança do equilíbrio, apresentaremos algumas propriedades e exemplos simples.

Nas Seções 2.4-2.6 mostraremos té
ni
as para 
ál
ulo do índi
e em um 
ampo vetorial

analíti
o, mais espe
i�
amente, o índi
e de um ponto de equilíbrio isolado num 
ampo

analíti
o, em determinados 
asos, é igual ao índi
e na origem de seu 
ampo de equações

prin
ipais. Este, por sua vez, pode ser obtido utilizando resultados sobre o Índi
e de

Cau
hy e a té
ni
a de 
ál
ulo ra
ional de 
oe�
ientes de equações diferen
iais baseado no

trabalho de Gao Wein-xin em 1962. Finalmente, na Seção 2.7 enun
iaremos e provaremos

o Teorema de Índi
e de Bendixson.

4
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2.1 Estrutura lo
al de um ponto de equilíbrio

Neste 
apítulo apresentaremos alguns aspe
tos sobre a estrutura lo
al de um ponto de

equilíbrio isolado de um 
ampo de vetores de 
lasse C1
no plano. Consideremos v : U → R2

um 
ampo vetorial de 
lasse C1
, em que U ⊂ R2

é um 
onjunto aberto e não vazio. A

trajetória do 
ampo vetorial v passando pelo ponto (x0, y0) será denotada por γv(x0, y0) e

o �uxo asso
iado ao 
ampo v será denotado por ϕv.

Um ponto (x, y) ∈ U é 
hamado de um equilíbrio do 
ampo v quando v(x, y) = 0,


aso 
ontrário, dizemos que (x, y) é um ponto regular de v. Considere v1, v2 : U → R as

funções 
oordenas de v, ou seja, v(x, y) = (v1(x, y), v2(x, y)), para todo (x, y) ∈ U e seja

M0 ∈ U é um ponto de equilíbrio do 
ampo v. A matriz Ja
obiana do 
ampo v no ponto

M0 é dada por

Jv(M0) =




∂v1
∂x

(M0)
∂v1
∂y

(M0)

∂v2
∂x

(M0)
∂v2
∂y

(M0)




e é 
hamada parte linear do 
ampo vetorial v 
al
ulada em M0. O equilíbrio M0

é 
hamado de hiperbóli
o se 
ada um dos autovalores de Jv(M0) tem parte real não

nula. Caso 
ontrário, dizemos que M0 é não-hiperbóli
o. O equilíbrio M0 é 
hamado

não-degenerado quando 0 não é um autovalor de Jv(M0).

Uma separatriz do 
ampo vetorial v, referente ao equilíbrio M0, é uma órbita γ do


ampo v tendendo para o equilíbrio M0 possuindo uma tangên
ia bem de�nida, 
om isso

queremos dizer que, γ(t) →M0 quando t→ ∞ (ou t→ −∞) e

lim
t→∞

γ(t)−M0

‖γ(t)−M0‖

(
respe
tivamente, lim

t→−∞

γ(t)−M0

‖γ(t)−M0‖

)

existe.

Dizemos que o 
onjunto J ⊂ R2
é uma 
urva de Jordan quando existir uma apli
ação


ontínua y : [a, b] ⊂ R → J , em que y(b) = y(a) e y(s) 6= y(t), para todo a ≤ s < t < b.

Considere K ⊂ U uma vizinhança 
ompa
ta de M0, su�
ientemente pequena, tal que

∂K é uma 
urva regular de Jordan. Em outras palavras, existe uma apli
ação diferen
iável
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χ : I → ∂K, em que I um intervalo fe
hado da reta real R, satisfazendo as 
ondições de

uma 
urva de Jordan no plano e suas funções 
oordenadas tem derivadas não nulas para

todo t ∈ I. Para 
ada t ∈ I de�niremos os vetores

T (t) :=
χ′(t)

‖χ′(t)‖ e N(t) :=


 0 −1

1 0


T (t),

denominados vetores tangente e normal à 
urva ∂K no ponto t ∈ I, respe
tivamente.

A partir das de�nições a
ima, para 
ada (x, y) ∈ ∂K, existe um ponto t ∈ I tal que

χ(t) = (x, y). Dizemos que o vetor v(x, y) = v(χ(t)) aponta para fora de K quando

v(x, y) ·N(t) > 0; aponta para dentro de K quando v(x, y) ·N(t) < 0 e é tangente à


urva ∂K quando v(x, y) · N(t) = 0. O símbolo · representa o produto interno entre os

vetores.

De�niremos, a seguir, os setores do �uxo de um 
ampo vetorial numa vizinhança de

um equilíbrio isolado.

De�nição 2.1.1. Sejam v : U ⊂ R2 → R2
um 
ampo vetorial de 
lasse C1

e M0 ∈ U um

equilíbrio isolado de v. Se existir uma vizinhança 
ompa
ta K ⊂ U de M0 tal que ∂K é

uma 
urva regular de Jordan e o �uxo do 
ampo v restrito ao 
ompa
to K 
orresponder

um dos seguintes 
asos:

(i) um 
entro, se todas as órbitas em K \ {M0} são fe
hadas;

(ii) um fo
o ou nó atrator, se em todos os pontos de ∂K o 
ampo v aponta para dentro

de K e para todo (x, y) ∈ K \ {M0} temos que ω(x, y) =M0 e γv(x, y) ∩ ∂K 6= ∅;

(iii) um fo
o ou nó repulsor, se em todos os pontos de ∂K o 
ampo v aponta para fora

de K e para todo (x, y) ∈ K \ {M0} temos que α(x, y) =M0 e γv(x, y) ∩ ∂K 6= ∅.

Então, dizemos que o 
ampo de vetores v restrito ao 
ompa
to K possui uma de
omposi-

ção setorial trivial. Dizemos que v, restrito à K, possui uma de
omposição setorial

não-trivial �nita quando o 
ampo vetorial v não possuir uma de
omposição setorial tri-

vial, referente ao equilíbrio M0 e existir um número �nito de separatrizes, denotadas por

L0, . . . , Ln−1, 
ada uma inter
eptando ∂K transversalmente num ponto Pi e 
om a propri-

edade que entre Li e Li+1 (
om L0 = Ln), temos uma das seguintes situações referente ao

setor Σi de�nido pela região 
ompa
ta 
ompreendida por Li, Li+1, ∂K e M0:
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(i) Setor parabóli
o atrator: neste setor temos que o 
ampo vetorial v aponta para

dentro sobre a 
urva P̃iPi+1 ⊂ ∂K e para todo (x, y) ∈ Σi\{M0} temos que ω(x, y) =

M0 e γv(x, y) ∩ ∂K 6= ∅. Veja ilustração na Figura 2.1;

PSfrag repla
ements

LiLi+1

M0

∂K
Pi+1

Pi

Figura 2.1: Setor Parabóli
o Atrator.

(ii) Setor parabóli
o repulsor: neste setor temos que o 
ampo vetorial v aponta para

fora sobre a 
urva P̃iPi+1 ⊂ ∂K e para todo (x, y) ∈ Σi \ {M0} temos que α(x, y) =

M0 e γv(x, y) ∩ ∂K 6= ∅. Veja ilustração na Figura 2.2;

PSfrag repla
ements

LiLi+1

M0

∂K
Pi+1

Pi

Figura 2.2: Setor Parabóli
o Repulsor.
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(iii) Setor hiperbóli
o: neste setor existe um ponto Qi ∈ P̃iPi+1 ⊂ ∂K tal que sobre a


urva P̃iQi ⊂ ∂K o 
ampo aponta para dentro deste setor e sobre a 
urva Q̃iPi+1 ⊂
∂K o 
ampo vetorial aponta para fora deste setor. Sobre o ponto Qi o 
ampo vetorial

possui uma tangên
ia externa à ∂K, 
om isso queremos dizemos que γv(Qi) não entra

na região Σi. Além disso, para todo (x, y) ∈ Σi \ {Li ∪Li+1 ∪Qi} temos que γv(x, y)

e ∂K possui dois pontos de interseção. Veja a ilustração na Figura 2.3;

PSfrag repla
ements

Li
Li+1

M0

∂KPi+1

Pi

Qi

Figura 2.3: Setor Hiperbóli
o.

(iv) Setor elípti
o: neste setor existe um ponto Qi ∈ P̃iPi+1 ⊂ ∂K tal que γv(Qi) ⊂ K


om α(Qi) = M0 = ω(Qi). Para todo ponto (x, y) ∈ P̃iQi ⊂ ∂K o 
ampo vetorial

aponta para dentro e ω(x, y) =M0, para todo (x, y) ∈ Q̃iPi+1 ⊂ ∂K o 
ampo vetorial

aponta para fora deste setor e α(x, y) = M0. Nos demais pontos (x, y) deste setor

temos que γv(x, y) ⊂ K 
om α(x, y) = M0 = ω(x, y). Veja a ilustração na Figura

2.4.

Quando um 
ampo vetorial admitir uma de
omposição setorial não-trivial �nita em

um ponto de equilíbrio isolado, denotaremos por e, h e p o número de setores elípti
os,

hiperbóli
os e parabóli
os 
om respeito à este equilíbrio. No 
aso de uma de
omposição

setorial trivial não existem setores de um equilíbrio isolado, desta maneira, 
onsideremos

e = h = 0.

Exemplo 2.1.1. Considere o 
ampo vetorial v : R2 → R2
dado por v(x, y) = (x,−y). A

origem é um equilíbrio isolado deste 
ampo de vetores. Seja K a região 
ompa
ta de�nida
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PSfrag repla
ements

LiLi+1

M0

∂K

Pi+1

Pi

Qi

Figura 2.4: Setor Elípti
o.

pela 
ir
unferên
ia unitária 
entrada na origem de R2
. Existem quatro separatrizes em

K, sendo duas repulsores lo
alizadas na reta y = 0 e duas atratoras lo
alizadas na reta

x = 0. Logo, este equilíbrio de v possui quatro setores e observe que o 
omportamento em


ada setor é hiperbóli
o. Ou seja, temos e = 0, h = 4 e p = 0. A Figura 2.5 representa o

retrato de fase deste 
ampo vetorial.

Figura 2.5: Retrato de fase do 
ampo (x,−y).

Os 
on
eitos abordados nesta seção podem ser en
ontrados 
om mais detalhes em [3℄

e [9℄.



10

2.2 Número de rotação de um 
ampo vetorial 
ontínuo

Seja X = (X1, X2) : R
2 → R2

um 
ampo vetorial de 
lasse C1
e L ⊂ R2

uma 
urva

de Jordan tal que os pontos de L não são equilíbrios de X . De�niremos a orientação

positiva de L pelo sentido anti-horário. Dado p um ponto de L, 
onsideremos o vetor

X(p). Quando o ponto p per
orrer a 
urva L no sentido positivo a direção do vetor X(p)

irá mudando 
ontinuamente.

Considere a função 
ontínua T : L → S1
de�nida por

T (x, y) =
(X1(x, y), X2(x, y))

‖(X1(x, y), X2(x, y))‖
, (x, y) ∈ L.

Quando o ponto p per
orre uma volta 
ompleta, no sentido anti-horário, em L, o vetor

T (p) per
orrerá um número inteiro de voltas em S1
, tal número é 
hamado de grau da

apli
ação T . De�niremos o número de rotação do 
ampo de vetores X sobre a 
urva

L 
omo sendo o grau da apli
ação T e denotaremos por ρ(X,L) ou ρ((X1, X2),L).

Exemplo 2.2.1. Considere o 
ampo de vetores X : R2 → R2
dado por X(x, y) = (−x, y).

Seja L : θ ∈ [0, 2π] 7→ (cos θ, sen θ) uma 
urva fe
hada e suave em R2
. Vamos 
al
ular

ρ(X,L), para tal, de�na b0 = (1, 0), b1 = (0, 1), b2 = (−1, 0) e b3 = (0,−1) pontos na


urva L. Consequentemente,

T (b1) = T (1, 0) = (−1, 0),

T (b2) = T (0, 1) = (0, 1),

T (b3) = T (−1, 0) = (1, 0),

T (b4) = T (0,−1) = (0,−1).

Intuitivamente, quando um ponto p per
orre uma volta 
ompleta em L no sentido anti-

horário, obtemos que o vetor T (p) per
orre uma úni
a volta 
ompleta em S1
no sentido

horário, isto impli
a que, ρ((−x, y),L) = −1.

Proposição 2.2.1. O número de rotação de um 
ampo vetorial 
ontínuo, sobre uma 
urva

fe
hada e suave por partes, muda de sinal 
om uma transformação de re�exão (x, y) →
(−x, y) ou (x, y) → (x,−y) do 
ampo de vetores.
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Demonstração: SejamX = (X1, X2) um 
ampo vetorial 
ontínuo em R2
e L uma 
urva

fe
hada e suave por partes. De�na o 
ampo Y = (−X1, X2) e as apli
ações TX , TY : L → S1

dadas por

TX(x, y) =
(X1(x, y), X2(x, y))

‖(X1(x, y), X2(x, y))‖
, TY (x, y) =

(−X1(x, y), X2(x, y))

‖(−X1(x, y), X2(x, y))‖
, (x, y) ∈ L.

Considere p um ponto sobre a 
urva L, então o vetor TY (p) ∈ S1
é uma re�exão sobre o

eixo y do vetor TX(p). Quando o ponto p per
orre uma volta 
ompleta sobre a 
urva L, no
sentido anti-horário, temos que TX(p) e TY (p) per
orrerão um mesmo número inteiro de

voltas em S1
, porém em sentido 
ontrário. Isto impli
a que grau da apli
ação TX é igual

ao grau da apli
ação TY multipli
ado por -1. Portanto,

ρ((X1, X2),L) = −ρ((−X1, X2),L),

demostrando o resultado. O 
aso Z = (X1,−X2) é análogo.

Observe que a imagem da apli
ação T pode ser vista 
omo um 
aminho fe
hado em

S1
, de�nida no intervalo [t1, t2]. Uma função ângulo para o 
aminho T é uma função

â : [t1, t2] → R que satisfaz a igualdade T (t) = eiâ(t), para t ∈ [t1, t2]. Tal função é

determinada no seguinte sentido: se b̂ é outra função ângulo para o 
aminho T então

existe um inteiro n tal que â(t) = b̂(t) + 2nπ, para todo t ∈ [t1, t2].

Como T é um 
aminho fe
hado, temos que T (t1) = T (t2). Então,

eiâ(t1) = T (t1) = T (t2) = eiâ(t2),

isto impli
a que â(t2) − â(t1) é um múltiplo inteiro de 2π e não depende da es
olha da

função ângulo. O número de voltas que o 
aminho T dá em volta da origem, ou seja, o

grau da apli
ação T, é o número inteiro

â(t2)−â(t1)
2π

. Segue, portanto que

ρ(X,L) = â(t2)− â(t1)

2π
. (2.1)

Esta igualdade nos auxiliará na demonstração do seguinte resultado:
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Proposição 2.2.2. Seja X = (X1, X2) um 
ampo vetorial de 
lasse C1
. Então,

ρ(X,L) = 1

2π

∮

L

d arctan

(
X2

X1

)
.

Demonstração: Seja θ : [t1, t2] → R uma função ângulo para T . Pela de�nição da

apli
ação T , podemos es
rever T (t) = (x(t), y(t)), em que

x(t) =
X1(t)√

X2
1 (t) +X2

2 (t)
e y(t) =

X2(t)√
X2

1 (t) +X2
2 (t)

, t ∈ [t1, t2].

Como o 
ampo X não se anula sobre a 
urva L, segue que X2
1 (t) +X2

2 (t) 6= 0, para todo

t ∈ [t1, t2]. Isto mostra que as funções x, y estão bem de�nidas e são de 
lasse C1
, pois

X1, X2 também são.

Es
revendo x = r cos θ e y = r sen θ, em que r2 = x2 + y2, obtemos, as seguintes relações,

ao derivar x e y em função de t:

x′ = r′ cos θ − rθ′ sen θ,

y′ = r′ sen θ + rθ′ cos θ

Logo, utilizando a 
onstrução a
ima, obtemos

1

2π

∮

L

d arctan

(
X2

X1

)
=

1

2π

∮

L

d arctan
(y
x

)

=
1

2π

∫ t2

t1

(
xy′ − yx′

x2 + y2

)
dt

=
1

2π

∫ t2

t1

θ′(t)dt

=
θ(t2)− θ(t1)

2π
,

e o resultado segue por (2.1).

A seguir, enun
iaremos algumas proposições a respeito do número de rotação do 
ampo

X sobre ∂D, em que D é a região que será des
rita no parágrafo seguinte. Tais proposi-

ções serão muito úteis na seção seguinte para demonstrarmos propriedades interessantes

à respeito do índi
e de um ponto de equilíbrio do 
ampo vetorial X .

De�nição 2.2.1. Uma região limitada A ⊂ Rn
é simplesmente 
onexa quando A for
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onexo por 
aminhos e o grupo fundamental de A é o trivial. Uma região limitada que não

é simplesmente 
onexa é 
hamada multiplamente 
onexa.

Consideremos D ⊂ R2
uma região fe
hada simplesmente 
onexa ou multiplamente


onexa tal que X não tenha pontos de equilíbrio em ∂D e ∂D é 
omposta por número

�nito n de 
urvas de Jordan de 
lasse C1
(∂D =

⋃n
i=1 ∂Di). A orientação positiva de ∂Di

é de�nida de modo que em 
ada ponto de ∂Di os vetores tangente e normais à esta 
urva

formam uma base positiva para R2
e o vetor normal aponte sempre para dentro da região

D. Veja a ilustração na Figura 2.6. Desta maneira, vamos de�nir o número de rotação do


ampo vetorial X sobre ∂D 
omo sendo

ρ(X, ∂D) =

n∑

i=1

ρ(X, ∂Di). (2.2)

Figura 2.6: Orientação positiva da fronteira em uma região multiplamente 
onexa.

Proposição 2.2.3. Sejam X : R2 → R2
um 
ampo de vetores 
ontínuo. Se D = D1 ∪D2

em que D1, D2 são 
onjuntos fe
hados e 
onexos de R2
tais que intD1 ∩ intD2 = ∅, então

ρ(X, ∂D) = ρ(X, ∂D1) + ρ(X, ∂D2).

Demonstração: No 
aso em que D1 ∩D2 = ∅, o resultado segue diretamente de (2.2).

Caso 
ontrário, basta observar que na região de fronteira em 
omum a orientação dessas


urvas são opostas, assim via apli
ação T , o número de rotação do 
ampo X sobre ∂D1 e
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∂D2 anula-se, na fronteira em 
omum, ao somarmos ρ(X, ∂D1) + ρ(X, ∂D2).

Proposição 2.2.4. Sejam D um 
onjunto 
ompa
to de R2
e X : R2 → R2

um 
ampo

vetorial 
ontínuo. Se X não possuir pontos de equilíbrio em D, então ρ(X, ∂D) = 0.

Demonstração: Suponhamos que D seja simplesmente 
onexo. Como D é fe
hado e

limitado e X é um 
ampo 
ontínuo, não 
ontendo pontos de equilíbrio em D, então, existe

um aberto U 
ontendo D tal que X não possui equilíbrios em U .

Seja p ∈ D. Pela 
ontinuidade do 
ampo X , existe δp > 0 tal que B(p, δp) ⊂ U tal que

dado q ∈ S(P, δq) obtemos

X(q)

||X(q)|| 6= − X(r)

||X(r)|| ,

para todo r ∈ ∂S(p, δp). Segue, portanto que ρ(X, ∂D) = 0.

Para 
ada ponto p ∈ D 
onsidere B(p, δp) 
om a propriedade a
ima. Logo, a união das

bolas B(p, δp) é uma 
obertura aberta de D, 
omo D é 
ompa
to, existem pontos pi, tais

que a união das bolas B(pi, δpi), i = 1, ..., n formam uma 
obertura aberta para D. Por

uniões e interseções dessas bolas, é possível en
ontrar 
onjuntos, A1, ..., As tais que

D =
s⋃

j=1

Aj Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j

ρ(X, ∂Aj) = 0, j = 1, ..., s.

O resultado segue pela Propriedade 2.2.3. No 
aso, em que D é multiplamente 
onexo,

basta dividir a região em uma quantidade �nita de sub-regiões simplesmente 
onexas, usar

a primeira parte dessa demonstração e em seguida a Proposição 2.2.3.

De�nição 2.2.2. Sejam X, Y : R2 → R2

ampos vetoriais 
ontínuos e D ⊂ R2


ompa
to

tais que X e Y não possuam equilíbrios em ∂D. Uma deformação 
ontínua do 
ampo

X para o 
ampo Y sobre ∂D é uma família {Zλ : 0 ≤ λ ≤ 1} de 
ampos vetoriais 
ontínuos

em R2
que variam 
ontinuamente 
om respeito ao parâmetro λ tais que

Z0(x, y) = X(x, y) e Z1(x, y) = Y (x, y), (x, y) ∈ ∂D.

Se para 
ada 0 ≤ λ ≤ 1, o 
ampo de vetores Zλ não tem pontos equilíbrio em ∂D, dizemos

que os 
ampos vetoriais X e Y são homotópi
os em ∂D.
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Proposição 2.2.5. Sejam X, Y : R2 → R2

ampos vetoriais 
ontínuos e D ⊂ R2


om-

pa
to. Se X, Y são homotópi
os sobre ∂D, então ρ(X, ∂D) = ρ(Y, ∂D).

Demonstração: Seja Zλ a homotopia entre os 
ampos de vetores X e Y sobre ∂D.

Como o número de rotação de um 
ampo vetorial 
ontínuo sobre ∂D é um inteiro e Zλ

varia 
ontinuamente 
om relação à λ, o número de rotação permane
e 
onstante durante

a homotopia. Portanto,

ρ(X, ∂D) = ρ(Z0, ∂D) = ρ(Z1, ∂D) = ρ(Y, ∂D),


on
luindo a prova.

A seguir, apresentaremos uma 
onsequên
ia importante da Proposição 2.2.5.

Proposição 2.2.6. Sejam X, Y : R2 → R2

ampos vetoriais 
ontínuos e D ⊂ R2


om-

pa
to. Se X, Y não possuem equilíbrios sobre ∂D e são tais que

X(x, y)

‖X(x, y)‖ 6= − Y (x, y)

‖Y (x, y)‖ , (x, y) ∈ ∂D,

então ρ(X, ∂D) = ρ(Y, ∂D).

Demonstração: Podemos 
onstruir uma deformação 
ontínua entre X e Y em ∂D,

dada por

Zλ(x, y) = (1− λ)X(x, y) + λY (x, y), (x, y) ∈ R2.

A família {Zλ : 0 ≤ λ ≤ 1}, 
onstruída a
ima, é mais do que uma deformação 
ontínua é

uma homotopia ente X e Y na fronteira de D. De fato, suponha que existam 0 < λ < 1 e

(x, y) ∈ ∂D tais que 0 = Zλ(x, y) = (1− λ)X(x, y) + λY (x, y). Isto impli
a que

X(x, y)

‖X(x, y)‖ =
(1− λ)X(x, y)

(1− λ)‖X(x, y)‖ =
−λY (x, y)

λ‖Y (x, y)‖ = − Y (x, y)

‖Y (x, y)‖ ,

qual é uma 
ontradição. Nos 
asos, λ = 0 e λ = 1 o 
ampo Zλ é os 
ampos X e Y ,

respe
tivamente, e por hipótese não possuem equilíbrios na fronteira de D. Portanto,

utilizando a Proposição 2.2.5, o resultado segue.
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2.3 O índi
e de um ponto de equilíbrio

Seja X = (X1, X2) : R
2 → R2

um 
ampo vetorial 
ontínuo 
om um equilíbrio isolado

no ponto M0 = (x0, y0). Então existe r > 0 tal que o 
ampo X não tem outros pontos de

equilíbrios, a não ser M0, no fe
ho do 
onjunto B(M0, r). Consideremos 0 < δ1 < δ2 < r

quaisquer e os 
onjuntos B(M0, δ1) e B(M0, δ2). Então, utilizando a Proposição 2.2.3,

temos que

ρ(X, ∂B(M0, δ2)) = ρ(X, ∂(B(M0, δ2) \B(M0, δ1))) + ρ(X, ∂B(M0, δ1)).

Como o 
ampo X não possui pontos de equilíbrios na região B(M0, δ2) \B(M0, δ1), segue

pela Propriedade 2.2.4 que ρ(X, ∂(B(M0, δ2) \B(M0, δ1))) = 0. Portanto,

ρ(X, ∂B(M0, δ2)) = ρ(X, ∂B(M0, δ1)).

Isto nos mostra que o número de rotação do 
ampo X , sobre a 
ir
unferên
ia (x− x0)
2 +

(y − y0)
2 = δ2, é independe da es
olha de δ, 0 < δ < r.

De�nição 2.3.1. Seja X = (X1, X2) um 
ampo de vetores de 
lasse C1
de�nido no

plano R2

om um ponto de equilíbrio isolado em M0 ∈ R2

. Então, existe r > 0 tal que,

para todo 0 < δ < r, o número de rotação ρ(X, ∂B(M0, δ)) é 
onstante. Este inteiro,

ρ(X, ∂B(M0, δ)), será 
hamado índi
e do equilíbrio M0 do 
ampo X e o denotaremos por

iX(M0) ou i(X1,X2)(M0).

Enun
iaremos, a seguir, alguns resultados interessantes sobre o índi
e do equilíbrio

M0 = (x0, y0) do 
ampo vetorial X . Um resultado interessante é o Teorema de Poin
aré-

Bendixson, a demonstração que iremos apresentar para este resultado utilizando a teoria de

índi
e é bem mais simples do que a utilizada usualmente em livros de equações diferen
iais.

Proposição 2.3.1. Sejam X : R2 → R2
um 
ampo vetorial de 
lasse C1

e D ⊂ R2

uma região limitada simplesmente ou multiplamente 
onexa 
om fronteira 
omposta por

um número �nito de 
urvas de Jordan de 
lasse C1
. Se no interior de D existem uma

quantidade �nita de pontos de equilíbrio, digamos M1, ...,Mn e sobre a fronteira ∂D não
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há pontos de equilíbrios de X, então

ρ(X, ∂D) =

n∑

j=1

iX(Mj).

Demonstração: Como 
ada equilíbrio Mj do 
ampo X na região D é isolado, existe

δj tal que a bola Bj := B(Mj , δj) ⊂ D não 
ontêm outros pontos de equilíbrio de X , a

não ser o próprio Mj e Bj ∩ Bk = ∅, para j 6= k. Logo, pelas Proposições 2.2.3 e 2.2.4 e

pela de�nição de índi
e, obtemos

ρ(X, ∂D) = ρ

(
X, ∂

(
D \

n⋃

j=1

Bj

))
+ ρ

(
X, ∂

(
n⋃

j=1

Bj

))

=
n∑

j=1

ρ(X, ∂Bj)

=

n∑

j=1

iX(Mj).

Portanto, o resultado está demostrado.

Vamos supor que o 
ampo vetorial X tenha uma órbita fe
hada, digamos γ. Este fato,

nos impli
a que, em 
ada ponto de γ o 
ampo vetorial é tangente a esta órbita. Logo o

número de rotação do 
ampo X sobre a órbita fe
hada é 1. Então, de�nindo 
omo U a

região aberta no interior de γ e supondo que em U há uma quantidade �nita de pontos de

equilíbrio, digamos M1, ...,Mn segue diretamente da Proposição 2.3.1 que

n∑

j=1

iX(Mj) = 1.

Como 
onsequên
ia, o índi
e de um equilíbrio do tipo 
entro é 1. Além disso, este resultado

nos mostra que em U sempre há um equilíbrio do 
ampo, pois 
aso não haja, teríamos

pela Proposição 2.2.4 que o número de rotação sobre a órbita fe
hada seria zero, o que é

um absurdo. Portanto, demonstramos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1 (Teorema de Poin
aré-Bendixson). Seja X : R2 → R2
um 
ampo vetorial

de 
lasse C1
. Se X tem uma órbita fe
hada γ, então em U há pelo menos um ponto de

equilíbrio do 
ampo X, em que, U é a região aberta limitada por γ.
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Exemplo 2.3.1. Considere o 
ampo de vetores X1 : R
2 → R2

dado por X1(x, y) = (−y, x).
Este 
ampo tem a origem O 
omo o úni
o ponto de equilíbrio e este é do tipo 
entro.

Portanto, iX1
(O) = 1.

Nos resultados a seguir, será útil de�nirmos a função sgn : R → R dada por

sgn (x) =





−1, se x < 0;

0, se x = 0;

1, se x > 0;


onhe
ida 
omo a função sinal. As propriedades que serão enun
iadas a seguir, irão nos

auxiliar no 
ál
ulo do índi
e de equilíbrio de alguns 
ampos vetoriais planares. Consi-

deremos X : R2 → R2
um 
ampo vetorial de 
lasse C1

e M0 um equilíbrio isolado de

X .

Propriedade 2.3.1. i(aX1,X2)(M0) = sgn (a)i(X1,X2)(M0), para todo a 6= 0.

Demonstração: De�na o 
ampo de vetores Y : R2 → R2
dado por Y = (|a|X1, X2).

Observando que a 6= 0 obtemos que M0 também é um ponto de equilíbrio isolado para Y .

Logo, existe δ > 0 su�
ientemente pequeno tal que M0 é o úni
o ponto de equilíbrio para

os 
ampos X e Y no fe
ho do 
onjunto B(M0, δ). Sobre S(M0, δ) vamos 
onstruir uma

deformação 
ontínua entre os 
ampos X e Y dada por

Zλ(x, y) = ((1− λ(1− |a|))X1, X2), (x, y) ∈ R2, 0 ≤ λ ≤ 1.

Uma 
onta simples mostra que a deformação Zλ não possui pontos de equilíbrio sobre

S(M0, δ) para todo 0 ≤ λ ≤ 1. Isto impli
a que os 
ampos X e Y são homotópi
os sobre

S(M0, δ). Pela Proposição 2.2.5 obtemos

i(X1,X2)(M0) = i(|a|X1,X2)(M0).

A demonstração estará 
on
luída, utilizando a Proposição 2.2.1.

Propriedade 2.3.2. i(X1,X2)(M0) = −i(X2,X1)(M0).

Demonstração: Considere o 
ampo vetorial Y = (−X2, X1) de�nido em R2
. O ponto

M0 também é um equilíbrio isolado para Y . Então, existe δ > 0 su�
ientemente pequeno
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tal que M0 é o úni
o ponto de equilíbrio para os 
ampos X e Y no fe
ho do 
onjunto

B(0, δ). Suponhamos que exista um ponto (x, y) ∈ S(M0, δ) tal que

(X1(x, y), X2(x, y))

‖(X1(x, y), X2(x, y))‖
=

(−X2(x, y), X1(x, y))

‖(−X2(x, y), X1(x, y))‖
.

Isto nos impli
a que X1(x, y) = −X2(x, y) e X2(x, y) = X1(x, y) e assim obtemos que

X1(x, y) = X2(x, y) = 0, isto é, (x, y) é um equilíbrio para os 
ampos X e Y , o que um

absurdo. Logo, pela Proposição 2.2.6, segue que

i(X1,X2)(M0) = i(−X2,X1)(M0).

O resultado segue utilizando a Propriedade 2.3.1.

Propriedade 2.3.3. i(X1,X2)(M0) = i(X1+X2,X2)(M0).

Demonstração: Como M0 é um equilíbrio isolado do 
ampo X = (X1, X2) temos que

M0 também é um equilíbrio isolado do 
ampo Y = (X1 + X2, X2). Assim, existe r > 0

tais que X e Y não possuem outros pontos de equilíbrio no fe
ho do 
onjunto B(M0, r), a

não ser M0. Sobre S(M0, r) 
onsidere a deformação 
ontínua de X para Y dada por:

Zλ(x, y) = (X1(x, y) + λX2(x, y), X2(x, y)), (x, y) ∈ R2, 0 ≤ λ ≤ 1.

Observe que esta deformação é uma homotopia. Logo, via Propriedade 2.3.1 o resultado

é válido.

Vamos 
al
ular o índi
e de alguns 
ampos vetoriais lineares planares, utilizando as

propriedades mostradas a
ima.

Exemplo 2.3.2. Considere o 
ampo de vetores X2 : R2 → R2
dado por X2(x, y) =

(λ1x, λ2y), para λ1λ2 6= 0. Este 
ampo tem a origem O 
omo úni
o ponto de equilíbrio.

Observe que se λ1λ2 < 0, O é do tipo sela, e se λ1λ2 > 0, a origem é do tipo nó. Vamos
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al
ular o índi
e desse 
ampo utilizando as propriedades a
ima e o Exemplo 2.3.1.

iX2
(O) = i(λ1x,λ2y)(O) = sgn (λ1)i(x,λ2y)(O)

= − sgn (λ1)i(λ2y,x)(O)

= − sgn (λ1λ2)i(y,x)(O)

= sgn (λ1λ2)i(−y,x)(O)

= sgn (λ1λ2)iX1
(O) = sgn (λ1λ2).

Logo, no 
aso em que O é uma sela, o índi
e é igual à −1 e no 
aso em que O é um nó,

o índi
e é igual à 1.

Exemplo 2.3.3. Seja X3 : R2 → R2
um 
ampo vetorial dado por X3(x, y) = (µ1x −

µ2y, µ2x + µ1y), para µ1µ2 6= 0. Observe que a origem O é o úni
o ponto de equilíbrio

deste 
ampo e é do tipo fo
o. Como no exemplo anterior, vamos 
al
ular o índi
e desse


ampo utilizando as propriedades de índi
e e o Exemplo 2.3.1.

iX3
(O) = i(µ1x−µ2y,µ2x+µ1y)(O)

= i(µ2
1
x−µ1µ2y

µ1
,
µ2
2
x+µ1µ2y

µ2

)(O)

= sgn (µ1µ2)i(µ2
1
x−µ1µ2y,µ22x+µ1µ2y)

(O)

= − sgn (µ1µ2)i(−µ2
1
x−µ2

2
x+µ2

2
x+µ1µ2y,µ22x+µ1µ2y)

(O)

= sgn (µ1µ2)i(x,µ2
2
x+µ1µ2y)(O)

= − sgn (µ1µ2)i(µ2
2
x+µ1µ2y,µ22x)

(O)

= − sgn (µ1µ2)i(µ1µ2y,µ22x)(O)

= i(−y,µ2
2
x)(O) = i(−y,x)(O) = iX1

(O) = 1.

Portanto, o índi
e deste fo
o é 1.

Na Seção 2.6 mostraremos algumas té
ni
as para o 
ál
ulo do índi
e de pontos equilíbrio

isolados em 
ampos vetoriais analíti
os. Para tal, utilizaremos o índi
e de Cau
hy, o qual

iremos trabalhar na Seção 2.4.
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2.4 Índi
e de Cau
hy

Sejam p, q : R → R polin�mios reais dados por

p(t) =

k−1∑

i=1

ait
k−i, q(t) =

l−1∑

j=1

bjt
l−j, t ∈ R.

tais que a0 e b0 são não nulos. Dizemos que t0 é um ponto singular de mudança de

sinal para a função ra
ional q/p quando umas das seguintes situações a
onte
em:

lim
t→t−

0

q(t)

p(t)
= −∞, lim

t→t+
0

q(t)

p(t)
= ∞,

ou

lim
t→t−

0

q(t)

p(t)
= ∞, lim

t→t+
0

q(t)

p(t)
= −∞.

Sejam ti, para i = 1, ..., η1 e sj, para j = 1, ..., η2 os pontos singulares de mudança de

sinal de q/p tais que

lim
t→t−i

q(t)

p(t)
= −∞, lim

t→t+i

q(t)

p(t)
= ∞, i = 1, ..., η1;

lim
t→s−j

q(t)

p(t)
= ∞, lim

t→s+j

q(t)

p(t)
= −∞, j = 1, ..., η2.

O número inteiro η1 − η2 será denominado índi
e de Cau
hy para a função q/p e será

denotado por N(p, q).

Suponhamos que os polin�mios p e q de�nidos a
ima não tenham zeros reais em 
omum.

Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para t0 ser um ponto singular de mudança de sinal

para a função q/p é t0 ser um zero simples ou múltiplo ímpar do polin�mio p. De fato,

suponha que t0 é um zero de multipli
idade ímpar de p, 
omo t0 não é um zero para o

polin�mio q, obtemos que q(t0) < 0 ou q(t0) > 0. Suponhamos que q(t0) < 0, então

lim
t→t−

0

q(t)

p(t)
= ±∞, lim

t→t+
0

q(t)

p(t)
= ∓∞.

Logo, t0 é um ponto singular de mudança de sinal para a função q/p, o outro 
aso é
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análogo. Re
ipro
amente, suponha que t0 seja um ponto singular de mudança de sinal

para a função q/p e não seja um zero de multipli
idade ímpar para o polin�mio p. Então,

t0 não é um zero ou é um zero de multipli
idade par de p. Mas em qualquer um desses


asos t0 não será um ponto singular de mudança de sinal para q/p. Mas, isto é um absurdo

e, portanto, o resultado segue.

A seguir, enun
iaremos alguns resultados sobre o índi
e de Cau
hy. Tais resultados

serão úteis nas seções seguintes, em que bus
aremos en
ontrar uma fórmula para o índi
e

do equilíbrio de 
ertos 
ampos vetoriais utilizando o índi
e de Cau
hy.

Proposição 2.4.1. Sejam p, q : R → R polin�mios de graus k e l, respe
tivamente. Se p

e q não possuem zeros reais em 
omum, então N(p, q)− k é um inteiro par.

Demonstração: Suponhamos que k seja ímpar. Considere d 
omo sendo a quantidade

de zeros de multipli
idade ímpar do polin�mio p. Com k é ímpar, obtemos que d é

ímpar. Como p e q não tem zeros em 
omum, obtemos pela a�rmação a
ima, que a função

q/p possui d pontos singulares de mudança de sinal. Mas, d = η1 + η2 é ímpar, logo

N(p, q) = d− 2η2 é um número ímpar. De forma análoga, pode se mostrar este resultado

para k sendo um inteiro par.

Proposição 2.4.2. Sejam p, q : R → R polin�mios de graus k e l, respe
tivamente. Sejam

a0, b0 os 
oe�
ientes dos termos de maior grau de p e q, respe
tivamente. Então,

1

π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
q(t)

p(t)

)
=





sgn (a0b0)−N(p, q), se l − k > 0 inteiro ímpar.

−N(p, q), 
aso 
ontrário.

Demonstração: Sejam λ1, . . . , λs os pontos singulares de mudança de sinal da função

q/p. De�na

ε−i =





−1, se lim
t→λ−i

q(t)

p(t)
= −∞

1, se lim
t→λ−i

q(t)

p(t)
= ∞,

ε+i =





−1, se lim
t→λ+i

q(t)

p(t)
= −∞

1, se lim
t→λ+i

q(t)

p(t)
= ∞,
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ε− =





−1, se lim
t→−∞

q(t)

p(t)
= −∞

1, se lim
t→−∞

q(t)

p(t)
= ∞,

ε+ =





−1, se lim
t→∞

q(t)

p(t)
= −∞

1, se lim
t→∞

q(t)

p(t)
= ∞.

Quando t varia entre λi e λi+1, a tangente tan (q(t)/p(t)) varia entre

(
ε+i π/2, ε

−
i+1π/2

)
.

Este fato impli
a que

1

π

∫ λi+1

λi

d arctan

(
q(t)

p(t)

)
=

1

π

(π
2
ε−i+1 −

π

2
ε+i

)

=
ε−i+1 − ε+i

2
, i = 1, . . . , s.

Logo, obtemos

1

π

∫ λs

λ1

d arctan

(
q(t)

p(t)

)
=

1

2

s∑

i=1

(ε−i+1 − ε+i ).

Caso, l − k ≤ 0, temos que

lim
t→±∞

q(t)

p(t)

é �nito. De�nindo θ = limt→±∞ arctan (q(t)/p(t)) obtemos

1

π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
q(t)

p(t)

)
=

1

π

(∫ λ1

−∞

+

∫ ∞

λs

)
d arctan

(
q(t)

p(t)

)
+

1

2

s∑

i=1

(ε−i+1 − ε+i )

=
1

π

(π
2
ε−1 − θ + θ − π

2
ε+s

)
+

1

2

s∑

i=1

(ε−i+1 − ε+i )

=
1

2

(
ε−1 − ε+s

)
+

1

2

s∑

i=1

(ε−i+1 − ε+i )

=
1

2

s∑

i=1

ε−i − ε+i = −N(q, p).

Quando l−k é um inteiro positivo par, então ε− = ε+ e o resultado segue de forma análoga

ao 
aso anterior somando as integrais. Quando l − k é um inteiro ímpar positivo, então
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ε− = − sgn (a0b0) e ε
+ = sgn (a0b0). Neste 
aso, obtemos que

sgn (a0b0) =
1

2
(ε+ − ε−).

Segue que

1

π

(∫ λ1

−∞

+

∫ ∞

λs

)
d arctan

(
q(t)

p(t)

)
=

1

2
(ε−1 − ε+s ) + sgn(a0b0).

E o resultado segue somando as integrais.

Proposição 2.4.3. Sejam p, q : R → R polin�mios de graus k e l, respe
tivamente. As

seguintes a�rmações são verdadeiras:

i) N(p, q) +N(q, p) =
1− (−1)l−k

2
sgn (a0b0);

ii) |N(p, q)| ≤ min{k, l + 1}.

Demonstração: i) Da Proposição 2.4.2 obtemos que

1

π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
p(t)

q(t)

)
=





sgn (a0b0)−N(q, p), se k − l > 0 inteiro ímpar.

−N(q, p), 
aso 
ontrário.

Segue então que

1

π

∫ ∞

−∞

(
d arctan

(
q(t)

p(t)

)
+ d arctan

(
p(t)

q(t)

))
=

=





sgn (a0b0)−N(q, p)−N(p, q), se l − k > 0 inteiro ímpar;

−N(q, p)−N(p, q), se l − k > 0 inteiro par;

−N(q, p)−N(p, q), se l − k < 0 inteiro par;

sgn (a0b0)−N(q, p)−N(p, q), se l − k < 0 inteiro ímpar.

=





sgn (a0b0)−N(q, p)−N(p, q), se l − k inteiro ímpar;

−N(q, p)−N(p, q), se l − k inteiro par;

= sgn

(
(1− (−1)l−k)a0b0

)
−N(p, q)−N(q, p).

Agora vamos mostrar que o lado esquerdo da equação a
ima é zero. Por propriedades
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trigonométri
as, obtemos que

arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=





−π/2, x < 0

π/2, x > 0
,

isto impli
a que

1

π

∫ ∞

−∞

(
d arctan

(
q(t)

p(t)

)
+ d arctan

(
p(t)

q(t)

))
= 0,

e o resultado segue.

ii) Por um lado, os pontos singulares de mudança de sinal da função p/q são, ne
essa-

riamente, zeros do polin�mio p. Isto impli
a que |N(p, q)| = |η1 − η2| ≤ |η1 + η2| ≤ k. Por

outro lado, usando o item (i) desta proposição, obtemos

|N(p, q)| ≤ |N(q, p)|+ | sgn (a0b0)|

≤ l + 1.

Portanto, |N(p, q)| = min{k, l + 1}.

Proposição 2.4.4. Sejam p, q : R → R polin�mios de graus k e l, respe
tivamente.

Suponha que os polin�mios p e q não possuem zeros reais em 
omum e todos os zeros de

p sejam simples, digamos, t1, ..., ts. Então,

N(p, q) =

s∑

i=1

sgn (p′(ti)q(ti)).

Demonstração: Por hipótese, 
ada ti é um ponto singular de mudança de sinal para

q/p. De�na ε−i , ε
+
i 
omo no Teorema 2.4.2. Vamos provar que

sgn (p′(ti)q(ti)) =
1

2
(ε+i + ε−i ), i = 1, ..., s.

Considere ti de forma que

lim
t→t−i

q(t)

p(t)
= −∞ e lim

t→t+i

q(t)

p(t)
= ∞.
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Neste 
aso, ε−i = −1 e ε+i = 1, ou seja, temos que mostrar que sgn (p′(ti)q(ti)) = 1,

ou equivalentemente, p′(ti)q(ti) > 0. Suponha, por absurdo, que p′(ti) > 0 e q(ti) < 0.

Então, existe δ > 0, su�
ientemente pequeno tal que p é 
res
ente e q não tenha zeros em

(ti−δ, ti+δ). Além disso, q(t)/p(t) < 0 em (ti−δ, ti) e q(t)/p(t) > 0 em (ti, ti+δ). Então,

no intervalo (ti− δ, ti) obtemos que q(t) < 0, impli
ando que p(t) > 0, neste intervalo. Por

outro lado, em (ti, ti+ δ) obtemos que q(t) < 0 e isto impli
a que p(t) < 0, neste intervalo.

Resumindo, mostramos que p(t) é de
res
ente em (ti − δ, ti + δ), um absurdo. De forma

análoga, obtemos 
ontradições nos demais 
asos, validando o resultado.

Vamos realizar uma divisão de polin�mios da seguinte forma:

q = pw0 − u1

p = u1w1 − u2

u1 = u2w2 − u3
.

.

.

uj = uj+1wj+1 − uj+2, j = 1, . . . , r

.

.

.

ur+1 = 0.

Observe que esta 
onstrução é �nita, ou seja, existe um inteiro positivo r tal que ur+1 = 0.

Nesta 
onstrução, 
onsidere αjt
mj


omo sendo o termo líder do polin�mio wj, para todo

j = 1, . . . , r.

Proposição 2.4.5. Considere a divisão de polin�mios a
ima, então

N(p, q) =
r∑

j=1

(−1)mj − 1

2
sgn (αj).

Demonstração: Por 
onstrução, obtemos que

q(t)

p(t)
= w0(t)−

u1(t)

p(t)
,

impli
ando que N(p, q) = −N(p, u1). Observe que o quo
iente p/u1 tem 
omo termo líder
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α1t
m1
. Pela Proposição 2.4.3, obtemos que

N(p, u1) +N(u1, p) =
1− (−1)m1

2
sgnα1.

Logo, obtemos

N(p, q)−N(u1, p) =
(−1)m1 − 1

2
sgnα1.

Seguindo, fazendo o quo
iente do polin�mio p pelo polin�mio u1, obtemos

p(t)

u1(t)
= w1(t)−

u2(t)

u1(t)
,

impli
ando que N(u1, p) = −N(u1, u2). Como o quo
iente u1/u2 tem 
omo termo líder

α2t
m2
, segue pela Proposição 2.4.3 que

N(u1, u2) +N(u2, u1) =
1− (−1)m2

2
sgnα2,


onsequentemente,

N(u1, p)−N(u2, u1) =
(−1)m2 − 1

2
sgnα2.

Por um pro
esso de indução, obtemos

N(uj, uj−1)−N(uj+1, uj) =
(−1)mj+1 − 1

2
sgnαmj+1

, j = 2, 3, . . . , r − 1.

Mas, por 
onstrução da divisão de polin�mios a
ima, temos que ur−1 = ur(t)wr. Então, o

quo
iente ur−1/ur = wr, impli
ando que N(ur, ur−1) = 0. Portanto, segue que

N(p, q) =
(−1)m1 − 1

2
sgnα1 +N(u1, p)

=
(−1)m1 − 1

2
sgnα1 +

(−1)m2 − 1

2
sgnα2 +N(u2, u1)

.

.

.

=

r∑

j=1

(−1)mj − 1

2
sgnαj +N(ur, ur−1)

=
r∑

j=1

(−1)mj − 1

2
sgnαj.
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Como desejávamos, o resultado segue.

2.5 Cál
ulo do índi
e em 
ampos vetoriais analíti
os

Dizemos que o 
ampo de vetores Φ : R2 → R2
dado por Φ(x, y) = (f(x, y), g(x, y))

é analíti
o quando f, g forem funções analíti
as nas variáveis x, y. Seja Φ = (f, g) um


ampo vetorial analíti
o e M0 = (x0, y0) um ponto de equilíbrio isolado de Φ. Expandindo

f, g em série de Taylor ao redor do ponto M0 obtemos:

f(x, y) = Pm(x− x0, y − y0) + f̃(x− x0, y − y0)

g(x, y) = Qn(x− x0, y − y0) + g̃(x− x0, y − y0),

em que Pm, Qn são os termos de ordem m,n respe
tivamente, na série de Taylor de f e g,

e m,n são determinados 
omo os menores graus 
om 
oe�
ientes não nulos na expansão

para f e g. Em outras palavras, Pm é o menor polin�mio homogêneo 
om 
oe�
ientes

não nulos, na expansão em série de Taylor de f no ponto M0 e Qn é o menor polin�mio

homogêneo 
om 
oe�
ientes não nulos, na expansão em série de Taylor de g no ponto M0.

Assim, f̃ e g̃ são os termos de ordem superior, nas expansão de f e g.

O 
ampo vetorial V(x, y) = (Pm(x−x0, y−y0), Qn(x−x0, y−y0)) é 
hamado 
ampo de

vetores de equações prin
ipais para o 
ampo Φ referente ao equilíbrio M0 = (x0, y0).

Observe que a origem O é um ponto de equilíbrio do 
ampo V rela
ionado 
om o equilíbrio

M0 do 
ampo Φ.

Teorema 2.5.1. Seja Φ = (f, g) : R2 → R2
um 
ampo vetorial analíti
o e M0 = (x0, y0)

um equilíbrio de Φ. Se a origem é um equilíbrio isolado para o 
ampo vetorial V de

equações prin
ipais do 
ampo Φ rela
ionado 
om M0, então M0 é um equilíbrio isolado

para o 
ampo Φ. Além disso,

iΦ(M0) = i(Pm,Qn)(O).

Demonstração: Vamos 
onstruir uma deformação 
ontínua do 
ampo V para o 
ampo

Φ de�nida por Zλ(x, y) = (fλ(x, y), gλ(x, y)), em que
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fλ(x, y) = Pm(x− x0, y − y0) + λf̃(x− x0, y − y0)

gλ(x, y) = Qn(x− x0, y − y0) + λg̃(x− x0, y − y0), 0 ≤ λ ≤ 1.

Vamos mostrar que existe r > 0 tal que a deformação Zλ não se anule no dis
o fe
hado

B[M0, r], ex
eto em M0. Vamos provar este fato, por 
ontradição. Suponhamos que

existam uma sequên
ia {(xk, yk)} tendendo para a origem e uma sequên
ia {λk}, 
om
0 ≤ λ ≤ 1, em que

Zλk(xk, yk) = 0. (2.3)

Es
revendo,

xk − x0 = σk cos θk

yk − y0 = σk sen θk, k = 1, 2, . . .

obtemos limk→∞ σk = 0. Substituindo, essa es
rita na equação (2.3) en
ontramos

0 = fλk(xk, yk) = Pm(xk − x0, yk − y0) + λkf̃(xk − x0, yk − y0)

= Pm(σk cos θk, σk sen θk) + λkf̃(σk cos θk, σk sen θk)

= σmk Pm(cos θk, sen θk) + λkf̃(σk cos θk, σk sen θk)

= Pm(cos θk, sen θk) +
λk
σmk

f̃(σk cos θk, σk sen θk)

0 = gλk(xk, yk) = Qn(cos θk, sen θk) +
λk
σnk
g̃(σk cos θk, σk sen θk)

Na sequên
ia {(cos θk, sen θk)}, existe uma subsequên
ia 
onvergente, 
onvergindo para

(cos θ, sen θ) e na sequên
ia {λk}, também existe uma subsequên
ia 
onvergente, que


onverge para λ, em que 0 ≤ λ ≤ 1. Passando o limite, nas equações a
ima, obtemos

Pm(cos θ, sen θ) = 0 = Qn(cos θ, sen θ).

Consequentemente, todos os pontos sobre a linha y/ sen θ = x/ cos θ são equilíbrios do


ampo vetorial V, 
ontradizendo o fato que O é um equilíbrio isolado de V. Isto prova que
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a deformação 
ontínua Zλ não se anula em B[M0, r], ex
eto em M0 e é uma homotopia

entre os 
ampos vetoriais V e Φ sobre a 
urva S(M0, r). Portanto,

iΦ(x,y)(M0) = i(Pm(x−x0,y−y0),Qn(x−x0,y−y0))(O)

= i(Pm(x,y),Qn(x,y))(O).

A última igualdade, da equação a
ima, é válida, pois o número de rotação de um 
ampo

vetorial 
ontínuo é invariante a uma translação de eixos.

O Teorema 2.5.1 nos será muito útil, para determinar o índi
e em 
ampos vetoriais

analíti
os. Na seção seguinte, veremos 
omo 
al
ular o índi
e de pontos de equilíbrio

isolados de 
ampos vetoriais polinomiais, em espe
ial polin�mios homogêneos.

2.6 Cál
ulo do índi
e em 
ampos vetoriais polinomiais

Nesta seção, vamos obter informações sobre o índi
e de um equilíbrio em um 
ampo

vetorial polinomial.

Proposição 2.6.1. Seja (Pm, Qn) : R2 → R2
um 
ampo vetorial em que Pm e Qn são

polin�mios homogêneos de graus m e n, respe
tivamente. Se a origem O de R2
é um

equilíbrio isolado de (Pm, Qn). Então, Pm e Qn não tem fatores em 
omum e Pm(1, 0) e

Qn(1, 0) não podem se anular simultaneamente.

Demonstração: Como os polin�mios Pm e Qn são homogêneos podemos es
revê-los da

seguinte forma:

Pm(x, y) =

m∑

i=0

am−i ix
iym−i

Qn(x, y) =
n∑

j=0

bn−j jx
jyn−j.

Suponhamos que Pm e Qn tenham um fator em 
omum, digamos xkyl, para k ≥ 0, l ≥ 0

e k, l não se anulando simultaneamente. Então,

Pm(x, y) = xkylP̃ (x, y)

Qn(x, y) = xkylQ̃(x, y),
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mostrando que a reta x = 0 ou a reta y = 0 anulam os polin�mios Pm e Qn. Logo, a

origem não é um equilíbrio isolado do 
ampo (Pm, Qn), um absurdo. Vamos agora provar

a segunda parte desta proposição. Suponha que Pm(1, 0) = 0 = Qn(1, 0). Segue então

que, a0m = 0 = b0n. Logo, o termo y é um fator em 
omum para os polin�mios Pm e Qn,

pela primeira parte desta proposição temos um absurdo.

Proposição 2.6.2. Seja (Pm, Qn) : R2 → R2
um 
ampo vetorial em que Pm e Qn são

polin�mios homogêneos de graus m e n respe
tivamente, e a origem O de R2
um ponto

de equilíbrio isolado de (Pm, Qn). Neste 
aso, a origem é o úni
o ponto de equilíbrio do


ampo de vetores (Pm, Qn).

Demonstração: Suponhamos que (c, d) é outro equilíbrio do 
ampo (Pm, Qn) além da

origem. Então, (tc, td), para t ∈ R, é um equilíbrio de (Pm, Qn). Logo, a origem O não é

um equilíbrio isolado de (Pm, Qn), um absurdo!

Teorema 2.6.1. Seja (Pm, Qn) : R2 → R2
um 
ampo vetorial em que Pm e Qn são

polin�mios homogêneos de graus m e n respe
tivamente, e a origem O de R2
um ponto de

equilíbrio isolado de (Pm, Qn). Se a origem O é um equilíbrio isolado do 
ampo (Pm, Qn),

então

i(Pm,Qn)(O) =





0, se m+ n é ímpar;

N(Pm(t, 1), Qn(t, 1)), se m+ n é par e Pm(1, 0) 6= 0;

−N(Qn(t, 1), Pm(t, 1)), se m+ n é par e Qn(1, 0) 6= 0.

Demonstração: O índi
e do ponto de equilíbrio O é o número de rotação do 
ampo

(Pm, Qn) sobre a 
ir
unferên
ia x
2+ y2 = 1, já que no interior e sobre a 
ir
unferên
ia não

existem outros pontos de equilíbrios, ex
eto O. Pela Proposição 2.2.2, temos que

i(Pm,Qn)(O) =
1

2π

∫

x2+y2=1

d arctan

(
Qn(x, y)

Pm(x, y)

)

=
1

2π

∫ π

−π

d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)

=
1

2π

(∫ 0

−π

+

∫ π

0

)
d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)
,

em que na segunda igualdade da equação a
ima, realizamos uma mudança de 
oordenadas,

x = cos θ e y = sen θ 
om −π ≤ θ ≤ π. Realizando uma mudança de variável na primeira
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integral, tomando ϕ = θ + π obtemos

∫ 0

−π

d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)
=

∫ π

0

d arctan

(
Qn(cosϕ− π, senϕ− π)

Pm(cosϕ− π, senϕ− π)

)

=

∫ π

0

d arctan

(
Qn(− cosϕ,− senϕ)

Pm(− cosϕ,− senϕ)

)
.

Caso m+ n seja um inteiro ímpar, vamos assumir que m é ímpar e n é par (outro 
aso é

análogo). Como Pm e Qn são polin�mios homogêneos temos que

Pm(−x,−y) = −Pm(x, y)

Qn(−x,−y) = Qn(x, y), x, y ∈ R.

Portanto, obtemos

i(Pm,Qn)(O) =
1

2π

(∫ π

0

d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)
+

∫ π

0

d arctan

(
Qn(− cosϕ,− senϕ)

Pm(− cosϕ,− senϕ)

))

=
1

2π

(∫ π

0

d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)
+

∫ π

0

d arctan

(
−Qn(cosϕ, senϕ)

Pm(cosϕ, senϕ)

))

=
1

2π

(∫ π

0

d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)
−
∫ π

0

d arctan

(
Qn(cosϕ, senϕ)

Pm(cosϕ, senϕ)

))

= 0.

Caso m+n seja um inteiro par, a primeira integral �
a idênti
a a segunda integral depois

da substituição ϕ = θ + π. Por isso,

i(Pm,Qn)(O) =
1

π

∫ π

0

d arctan

(
Qn(cos θ, sen θ)

Pm(cos θ, sen θ)

)
.

De�na o inteiro b = (m− n)/2 e a mudança de variável t = cos θ/ sen θ. Então, obtemos

Pm(cos θ, sen θ) = sen

m θPm(t, 1)

Qn(cos θ, sen θ) = sen

n θQn(t, 1).
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Logo, obtemos

i(Pm,Qn)(O) = −1

π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
sen

n−m(θ)
Qn(cosθ/ sen θ, 1)

Pm(cosθ/ sen θ, 1)

)

= −1

π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
(t2 + 1)b

Qn(t, 1)

Pm(t, 1)

)
.

Se Pm(1, 0) 6= 0, grau do polin�mio Pm(t, 1) é m. Quando b > 0, temos que grau do

polin�mio (t2 + 1)bQn(t, 1) é sempre menor ou igual à 2b + n = m − n + n = m. Segue

então que,

grau

(
(t2 + 1)bQn(t, 1)

)
≤ grau (Pm(t, 1)) .

Pela Propriedade 2.4.2 obtemos que

i(Pm,Qn)(O) = −1

π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
(t2 + 1)b

Qn(t, 1)

Pm(t, 1)

)

= N(Pm(t, 1), (t
2 + 1)bQn(t, 1)).

Can
elando o fator (t2+1)b, que não in�uen
ia no 
ál
ulo do índi
e de Cau
hy, en
ontramos

i(Pm,Qn)(O) = N(Pm(t, 1), Qn(t, 1)), Pm(1, 0) 6= 0.

Similarmente, en
ontramos este resultado, quando b < 0. No 
aso Qn(1, 0) 6= 0, observe

que

i(Pm,Qn)(O) = −i(Qn,Pm)(O)

= −N(Qn(t, 1), Pm(t, 1)), Qn(1, 0) 6= 0,

provando o resultado.

Em resumo, se o índi
e do equilíbrio isoladoM0 do 
ampo vetorial analíti
o Φ admitir

um equilíbrio isolado na origem do 
ampo vetorial de equações prin
ipais referente ao

equilíbrioM0 = (x0, y0) para o 
ampo vetorial Φ, o 
ál
ulo do índi
e emM0 �
a totalmente

determinado pelos Teoremas 2.5.1 e 2.6.1.

Teorema 2.6.2. Suponha que O é um equilíbrio isolado para (Pm, Qn) e m + n é um

inteiro par. Então, o índi
e i(Pm,Qn)(O) tem a mesma paridade dos inteiros m e n e vale
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que

|i(Pm,Qn)(O)| ≤ min{m,n}.

Demonstração: Quando Pm(1, 0) 6= 0, temos que grau do polin�mio Pm(t, 1) é m e o

Teorema 2.6.1 a�rma que

i(Pm,Qn)(O) = N(Pm(t, 1), Qn(t, 1)).

Pela Propriedade 2.4.1 temos que iO(Pm, Qn) possui a mesma paridade dos inteiros m e

n. Pela Propriedade 2.4.3 temos que

∣∣i(Pm,Qn)(O)
∣∣ ≤ min{m,n+ 1}.

Se Qn(1, 0) = 0, então o polin�mio Qn(t, 1) tem grau menor ou igual à n− 1, impli
ando

que i(Pm,Qn)(O) 6= n. Caso Qn(1, 0) 6= 0, temos que i(Pm,Qn)(O) = −N(Qn(t, 1), Pm(t, 1)),

impli
ando que

∣∣i(Pm,Qn)(O)
∣∣ ≤ min{n,m+ 1}. Portanto,

|iO(Pm, Qn)| ≤ min{n,m},

o que termina a demonstração deste teorema.

Há 
asos em que o equilíbrio na origem do 
ampo de equações prin
ipais não é isolado.

Nestes 
asos, o Teorema 2.6.1 não se apli
a. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.6.1. Considere o 
ampo de vetores ((x − 1)(y − 1), (y − 1)2 − (x − 1)4). O


ampo de vetores de equações prin
ipais, neste 
aso, referente ao equilíbrio M0 = (1, 1) é

(P2(x, y), Q2(x, y)) em que

P2(x, y) = xy

Q2(x, y) = y2,

que não tem um equilíbrio isolado na origem.

Um método para 
al
ular o índi
e de pontos de equilíbrio em 
asos 
omo no Exem-

plo 2.6.1, será realizado, utilizando o método desenvolvido por Gao Wein-xin em 1962,
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onhe
ido 
omo 
ál
ulo ra
ional.

Sejam Pi, Qj : R2 → R polin�mios homogêneos de grau i e j, respe
tivamente, para

i = m, . . . , N1 e j = n, . . . , N2 e de�na

P (x, y) =

N1∑

i=m

Pi(x, y)

Q(x, y) =

N2∑

j=n

Qj(x, y), (x, y) ∈ R2.

Suponha que o 
ampo vetorial (P,Q) não tenha qualquer ponto de equilíbrio sobre a


ir
unferên
ia x2 + y2 = r2, r > 0 e todos seus pontos de equilíbrio em x2 + y2 < r2 são

isolados. Observe que P (0, r) e Q(0, r) não podem ser zeros simultaneamente, sem perda

de generalidade, vamos assumir que P (0, r) 6= 0.

Teorema 2.6.3. Considere o 
ampo vetorial (P,Q) de�nido a
ima. A soma dos índi
es

de todos pontos os equilíbrio do 
ampo (P,Q) em x2 + y2 < r2 é dada por

−1

2
N

[
N1∑

i=m

ri(t2 + 1)N1−iPi(2t, t
2 − 1),

N2∑

j=n

rj(t2 + 1)N2−jQj(2t, t
2 − 1)

]

Demonstração: Seja I a soma de todos os índi
es de pontos de equilíbrios do 
ampo

(P,Q) em x2 + y2 < r2, isto é, I é o número de rotação do 
ampo (P,Q) sobre a 
ir
unfe-

rên
ia x2 + y2 = r2, orientada no sentido positivo.

Sobre a 
ir
unferên
ia x2 + y2 = r2, 
onsidere x = r sen θ e y = −r cos θ 
om 0 ≤ θ ≤ 1.

De�nindo, t = tan(θ/2) obtemos

2tr

t2 + 1
=

2r tan
(
θ
2

)

tan2
(
θ
2

)
+ 1

=
2r tan

(
θ
2

)

sec tan
(
θ
2

) = 2r cos

(
θ

2

)
sen

(
θ

2

)
= r sen θ,

(t2 − 1)r

t2 + 1
=

r
(
tan2

(
θ
2

)
− 1
)

sec2
(
θ
2

) =
r
(
sen

2
(
θ
2

)
− cos2

(
θ
2

))

cos2
(
θ
2

) cos2
(
θ

2

)
= −r cos θ.
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Segue então

I =
1

2π

∮

x2+y2=r2
d arctan

(
Q(x, y)

P (x, y)

)

=
1

2π

∫ π

−π

d arctan

(
Q(r sen θ,−r cos θ)
P (r sen θ,−r cos θ)

)

=
1

2π

∫ ∞

−∞

d arctan



Q
(

2tr
t2+1

, (t
2−1)r
t2+1

)

P
(

2tr
t2+1

, (t
2−1)r
t2+1

)


 .

Como P (0, r) 6= 0 temos que o polin�mio P tem um termo 
om y apenas, sem x. Ou seja,

P
(

2tr
t2+1

, (t
2−1)r
t2+1

)

ontém algum termo da forma

(t2 − 1)

(t2 + 1)
ri, m ≤ i ≤ N1.

De�nindo,

u(t) = (t2 + 1)N1+N2P

(
2tr

t2 + 1
,
(t2 − 1)r

t2 + 1

)
,

v(t) = (t2 + 1)N1+N2Q

(
2tr

t2 + 1
,
(t2 − 1)r

t2 + 1

)
,

temos que grau do polin�mio u é igual à 2(N1 + N2 − i) + 2i = 2(N1 + N2). De modo

análogo, o polin�mio v tem grau menor ou igual à 2(N1 +N2), 
om igualdade somente se

Q(0, r) 6= 0. Ou seja, mostramos que grau v ≤ grau u. Pela Propriedade 2.4.2, obtemos

I =
1

2π

∫ ∞

−∞

d arctan



(t2 + 1)N1+N2Q

(
2tr
t2+1

, (t
2−1)r
t2+1

y
)

(t2 + 1)N1+N2P
(

2tr
t2+1

, (t
2−1)r
t2+1

)




=
1

2π

∫ ∞

−∞

d arctan

(
v(t)

u(t)

)

= −1

2
N(u, v)

= −1

2
N

[
(t2 + 1)N1+N2P

(
2tr

t2 + 1
,
(t2 − 1)r

t2 + 1

)
, (t2 + 1)N1+N2Q

(
2tr

t2 + 1
,
(t2 − 1)r

t2 + 1

)]
.
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No índi
e de Cau
hy a
ima, podemos 
an
elar os fatores (t2 + 1)N2
e (t2 + 1)N1

. Então,

I = −1

2
N

[
(t2 + 1)N1P

(
2tr

t2 + 1
,
(t2 − 1)r

t2 + 1

)
, (t2 + 1)N2Q

(
2tr

t2 + 1
,
(t2 − 1)r

t2 + 1

)]

= −1

2
N

[
N1∑

i=m

ri(t2 + 1)N1−iPi(2t, t
2 − 1),

N2∑

j=n

rj(t2 + 1)N2−jQj(2t, t
2 − 1)

]
.

Portanto, o teorema está provado.

Teorema 2.6.4. Considere o 
ampo (P,Q) de�nido anteriormente. Se a origem é um

equilíbrio isolado do 
ampo de vetores (PN1
, QN2

) e todos os equilíbrios de (P,Q) também

sejam isolados, então a soma dos índi
es de todos os equilíbrios de (P,Q) é dada por

I = i(PN1
,QN2

)(O).

Demonstração: Como a origem O é um equilíbrio isolado para o 
ampo (PN1
, QN2

) e

PN1
,QN2

são polin�mios homogêneos de grau N1 e N2, respe
tivamente, temos que não há

outros equilíbrios para este 
ampo vetorial.

Por hipótese, temos também que o 
ampo vetorial (P,Q) tem um número �nito de equilí-

brios, digamos Mk, para k = 1, . . . , s. Logo, existe r > 0, su�
ientemente grande, tal que

todos equilíbrios Mk de (P,Q) estejam 
ontidos em x2 + y2 < r2.

Vamos 
onstruir uma deformação 
ontínua de (PN1
, QN2

) para (P,Q) dada por

(
PN1

+ λ

N1−1∑

i=m

Pi, QN2
+ λ

N2−1∑

j=n

Qj

)
, 0 ≤ λ ≤ 1,

sobre a 
urva x2 + y2 = r2. Observe que,

(
PN1

(x, y) + λ

N1−1∑

i=m

Pi(x, y)

)2

+

(
QN2

(x, y) + λ

N2−1∑

j=n

Qj(x, y)

)2

6= 0,

para todo (x, y) ∈ {(u, v) : u2+v2 = r2} e todo 0 ≤ λ ≤ 1. Logo, (PN1
, QN2

) é homotópi
o

à (P,Q) e portanto o resultado está validado.
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Exemplo 2.6.2. Considere o 
ampo vetorial (P,Q), de�nido em todo R2
, dado por

P (x, y) = xy

Q(x, y) = y2 − x4.

Vamos 
al
ular o índi
e deste 
ampo na origem. Similar ao demostrado no Exemplo 2.6.1

o 
ampo de equações prin
ipais referente ao equilíbrio O do 
ampo (P,Q) não possui um

equilíbrio isolado na origem. Assim, vamos 
al
ular o índi
e usando o Teorema 2.6.3.

Observe que o 
ampo (P,Q) não possui outros equilíbrios a não ser a origem, im-

pli
ando que o índi
e deste equilíbrio é o número de rotação do 
ampo (P,Q) sobre a


ir
unferên
ia x2 + y2 = 1. Observe também que Q(0, 1) 6= 0. O Teorema 2.6.3 impli
a

que

i(P,Q)(O) =
1

2
N

[
4∑

j=2

(t2 + 1)4−jQj(2t, t
2 − 1), P2(2t, t

2 − 1)

]

=
1

2
N
(
(t2 + 1)2Q2(2t, t

2 − 1) +Q4(2t, t
2 − 1), P2(2t, t

2 − 1)
)

=
1

2
N
(
(t2 + 1)2(t2 − 1)2 − (2t)4, 2t(t2 − 1)

)

=
1

2
N
(
t8 − 18t4 + 1, 2t3 − 2t

)
= 2.

2.7 Teorema de Índi
e de Bendixson

Teorema 2.7.1 (Teorema de Índi
e de Bendixson). Seja X um 
ampo vetorial planar de


lasse C1
tendo a origem O 
omo um equilíbrio isolado. Então,

iX(O) = 1 +
e− h

2
,

em que e, h e p são o número de setores elípti
os, hiperbóli
os e parabóli
os, respe
tiva-

mente, do �uxo do 
ampo vetorial X numa vizinhança su�
ientemente pequena de O.

Demonstração: Suponha que o �uxo do 
ampo X numa vizinhança de O tenha uma

de
omposição setorial trivial, ou seja, o equilíbrio O de X é do tipo 
entro, fo
o ou nó.

Caso O seja um 
entro, então existe uma órbita fe
hada de X numa vizinhança su�
ien-

temente próxima de O. Logo, iX(O) = 1 e o resultado segue.
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Nos demais 
asos, sejam EO um dis
o aberto, su�
ientemente pequeno, 
entrado na origem

tal que a fronteira de EO é uma 
urva de Jordan de 
lasse C1
.

Suponha que O é um equilíbrio do tipo fo
o atrator, então O é um ponto ω-limite da

trajetória γX(x, y), para todo (x, y) ∈ EO \ {O}. Sobre ∂EO 
onstrua uma homotopia do


ampo X para um 
ampo Y tal que o 
ampo vetorial Y não é tangente à ∂EO. Logo,

1 = iY (O) = iX(O). Podemos pro
eder de forma análoga, nos 
asos em que o �uxo do


ampo X em EO é do tipo fo
o repulsor, nó atrator ou nó repulsor.

Vamos supor que o �uxo de X numa vizinhança O tenha uma de
omposição setorial não-

trivial. Como EO é uma 
urva de Jordan, X é um 
ampo vetorial de 
lasse C1
e a origem

é um equilíbrio isolado de X , existem um número �nito de setores do �uxo do 
ampo X

em EO, uma prova desta a�rmação pode ser en
ontrada em [9℄.

A prova desta resultado será feita supondo que o �uxo do 
ampo vetorial X numa vizi-

nhança da origem possui pelo menos um setor elípti
o, um hiperbóli
o e um parabóli
o.

Caso não exista algum destes tipos de setores na de
omposição do �uxo, basta des
onsi-

derar a parte 
onstruída, nesta demonstração, envolvendo-o.

Sejam L1, . . . , Ln, as separatrizes do 
ampo X em EO, sendo denotadas no sentido anti-

horário. Para 
ada r = 1, . . . , n, 
onsidere o ponto pr ∈ Lr de�nido da seguinte forma: se

Lr é uma semi-órbita atratora em EO, de�nimos pr 
omo sendo o último ponto de Lr que

inter
epta ∂EO, isto é, todos os pontos de Lr depois de pr quando t 
res
e �
am 
ontidos

no interior de EO. Analogamente, se Lr é uma semi-órbita repulsora em EO, de�nimos pr o

primeiro ponto de interseção de Lr 
om ∂EO. Logo, existe ǫ > 0 tal que o 
ampo vetorial

X nun
a tangên
ia a 
urva formada por ∂EO ∩ B(pr, ǫ), em que B(pr, ǫ) é o dis
o aberto


entrado em pr 
om raio ǫ.

Vamos de�nir âb o ar
o 
ir
ular indo do ponto a para o ponto b, em que a, b ∈ ∂EO.
Para 
ada k = 1, . . . , p, vamos de�nir ΣPk o setor parabóli
o do 
ampo X 
ontido em EO,
de�nido pelas separatrizes Lk e Lk+1. Neste setor parabóli
o 
onsidere p̂kpk+1 o ar
o 
ir
u-

lar indo de pk para pk+1 e es
olha os pontos pk ∈ ∂EO ∩B(pk, ǫ) e pk+1 ∈ ∂EO ∩B(pk+1, ǫ).

Para 
ada i = 1, . . . , h, vamos de�nir ΣHi o setor hiperbóli
o do 
ampo X 
ontido em EO,
de�nido pelas separatrizes Li e Li+1. Es
olha p

′′
i ∈ ∂EO ∩B(pi, ǫ) e p

′′
i+1 ∈ ∂EO ∩B(pi+1, ǫ)

tal que exista uma órbita γ do 
ampo X passando pelos pontos p′′i , p
′′
i+1. De�na a 
urva Ci

ini
iando no ponto p′′i que 
oin
ide 
om a órbita γ até o ponto p′′i+1. Considere, também,
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os ar
os 
ir
ulares p̂ip′′i e
̂p′′i+1pi+1.

Para 
ada j = 1, . . . , e, vamos de�nir ΣEj o setor elípti
o do 
ampo X 
ontido em EO,
de�nido pelas separatrizes Lj e Lj+1. Es
olha p

′
j ∈ ∂EO∩B(pj , ǫ) e p

′
j+1 ∈ ∂EO∩B(pj+1, ǫ)

tal que exista uma órbita γ do 
ampo X passando pelos pontos p′j, p
′
j+1. De�na a 
urva Dj

ini
iando no ponto p′j que 
oin
ide 
om a órbita γ até o ponto p′j+1. Considere, também,

os ar
os 
ir
ulares p̂jp′j e
̂p′j+1pj+1.

Vamos de�nir uma 
urva L da seguinte maneira:

PSfrag repla
ements

Lk Li Lj

Lk+1 Li+1
Lj+1

pk pi pj

pk+1 pi+1 pj+1

p′k
p′j p′i

p′k+1 p′j+1

p′i+1

ΣPk ΣHi ΣEj

Figura 2.7: Curva L em 
ada setor angular da origem.

L =

(
p⋃

k=1

p̂kpk+1

)
∪
(

h⋃

i=1

p̂ip
′′
i ∪ Ci ∪ ̂p′′i+1pi+1

)
∪
(

e⋃

j=1

p̂jp
′
j ∪Di ∪ ̂p′j+1pj+1

)

Observe que L é uma 
urva fe
hada, orientada no sentido anti-horário que não possui

pontos de equilíbrio em sua fronteira. Logo, iX(O) = ρ(X,L). Sobre a 
urva L vamos


onstruir uma deformação 
ontínua do 
ampo X tal que:

(i) a deformação não se altera nos pontos pk, pk+1, p
′′
i ,p

′′
i+1, p

′
j e p

′
j+1;

(ii) a deformação 
ontinua não tangen
ial nos ar
os 
ir
ulares p̂kpk, ̂pk+1pk+1, p̂ip
′′
i ,

̂p′′i+1pi+1,

p̂jp′j e
̂p′j+1pj+1;

(iii) o vetor unitário da deformação deve 
oin
idir 
om o vetor normal à ∂EO nos pontos

pk, pk+1, pi, pi+1, pj e pj+1;

(iv) a deformação não se altera no restante da 
urva L.
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De�na esta deformação por Y . Observe que

Y (x, y)

‖Y (x, y)‖ 6= − X(x, y)

‖X(x, y)‖ , (x, y) ∈ L.

Pela Proposição 2.2.6, obtemos que ρ(X,L) = ρ(Y,L). Vamos 
al
ular, agora, o número

de rotação do 
ampo Y sobre a 
urva L.
Em um setor parabóli
o

∑P
k , 
onsidere θk o ângulo na origem formado pelas retas geradas

pelos vetores normais nos pontos pk e pk+1. Logo, o ângulo de rotação do 
ampo Y sobre

a 
urva p̂kpk+1 é θk.

Em um setor hiperbóli
o

∑H
i , 
onsidere αi o ângulo na origem formado pelas retas geradas

pelos vetores normais nos pontos pi e pi+1 O ângulo de rotação do 
ampo Y sobre a 
urva

p̂ip′′i ∪ Ci ∪ ̂p′′i+1pi+1 é αi − π.

Em um setor elípti
o

∑E
j , 
onsidere βj o o ângulo na origem formado pelas retas geradas

pelos vetores normais nos pontos pj e pj+1. O ângulo de rotação do 
ampo Y sobre a 
urva

p̂jp
′
j ∪Dj ∪ ̂p′j+1pj+1 é βi + π.

Portanto, obtemos que

iY (O) = ρ(Y,L) =
1

2π

(
p∑

k=1

θk +

h∑

i=1

αi − π +

e∑

j=1

βj + π

)

= 1 +
e− h

2
,

já que

∑p
k=1 θk +

∑h
i=1 αi +

∑e
j=1 βj = 2π.



Capítulo 3

Uma 
ota superior para o índi
e de um

equilíbrio no plano

Neste 
apítulo, vamos apresentar uma 
ota superior para o índi
e de um ponto de

equilíbrio isolado em um 
ampo vetorial de 
lasse C1
. As ideias abordadas são provenientes

do artigo [13℄. Vamos mostrar que todo 
ampo vetorial v : R2 → R2
de 
lasse C1

pode ser

de
omposto numa diferença entre 
omponentes gradiente e hamiltoniano, numa vizinhança

EO, su�
ientemente pequena, do ponto de equilíbrio. A esta de
omposição vamos de�nir

o 
onjunto dos pontos Π ⊂ EO em que as 
omponentes gradiente e hamiltoniana são

linearmente dependentes. O número de ramos de Π nos dará uma 
ota superior para o

índi
e deste equilíbrio.

Na seção 3.1 iremos apresentar propriedades sobre o 
omportamento de 
ampos gra-

diente e hamiltoniano. Em seguida, mostraremos que é possível de
ompor um 
ampo

vetorial planar v de 
lasse C1
, numa vizinhança de um equilíbrio isolado, em 
omponentes

gradiente e hamiltoniana. Tal de
omposição está rela
ionada 
om o 
ampo vetorial de

Loewner. Na seção 3.2 apresentaremos propriedades do 
onjunto Π e de seus ramos, 
aso

existam. Mostraremos 
ertas propriedades sobre o 
omportamento das trajetórias de v

através das trajetórias do 
ampo hamiltoniano. A partir de tais informações, obteremos

resultados sobre o índi
e do equilíbrio. Na seção 3.3 apresentaremos alguns exemplos dos

resultados obtidos.

42
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3.1 Uma de
omposição de um 
ampo vetorial planar

Considere ∇f = (fx, fy) o 
ampo gradiente asso
iado à função f : R2 → R de 
lasse

C∞
. A função f é estritamente 
res
ente sobre as trajetórias de ∇f que não são pontos

de equilíbrio. De fato, seja (x(t), y(t)) uma trajetória de ∇f , então

d

dt
f(x(t), y(t)) =

∂

∂x
f · ∂x

∂t
+

∂

∂y
f · ∂y

∂t

=

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂f

∂y

∣∣∣∣
2

≥ 0.

Em parti
ular,

d
dt
f(x, y) = 0 se, e somente se, (x, y) for um equilíbrio de ∇f .

Suponha que M0 é um equilíbrio isolado do 
ampo ∇f , possuindo um setor elípti
o

na de
omposição setorial de seu �uxo, numa vizinhança su�
ientemente pequena de M0.

Deste modo,M0 é um ponto α− e ω−limite para as trajetórias de ∇f 
ontidas nesse setor

elípti
o. Como f é estritamente 
res
ente sobre as trajetórias que não são equilíbrios, temos

que as trajetórias que ini
iam emM0 não podem mais voltar paraM0. Isto 
ontradiz o fato

de M0 ter um setor elíti
o. Portanto, os equilíbrios de um 
ampo gradiente não possuem

setores elípti
os. Pela Fórmula de Bendixson,

iM0
(∇f) = 1− h

2
≤ 1.

Considere ∇ωh = (hy,−hx) o 
ampo hamiltoniano asso
iado à função h : R2 → R de


lasse C∞
. A divergên
ia de um 
ampo hamiltoniano é nula, pois

div(∇ωh) =
∂

∂x
hy +

∂

∂y
(−hx) = 0.

Pelo Teorema de Liouville, o �uxo de ∇ωh preserva área, impli
ando que ∇ωh não pode

possuir equilíbrios do tipo fo
o ou nó e nem possuir setores parabóli
os ou elípti
os. Seus

equilíbrios isolados são do tipo 
entro ou são formados por uma quantidade �nita de setores

hiperbóli
os. Pela Fórmula de Bendixson,

iM0
(∇ωh) = 1− h

2
≤ 1.

Vamos provar, a seguir, que todo 
ampo de 
lasse C1
pode ser lo
almente de
omposto
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em 
omponentes gradiente e hamiltoniana.

Teorema 3.1.1. Seja v : R2 → R2
um 
ampo vetorial de 
lasse C1

. Então, existem uma

vizinhança U ⊂ R2
da origem e funções f, g : U → R su�
ientemente suaves tais que

v(x, y) = ∇f(x, y)−∇ωg(x, y), (x, y) ∈ U.

Demonstração: Podemos obter uma vizinhança U ⊂ R2

ontendo a origem e a função

g : U → R de 
lasse Cr
, para algum r > 2, de modo que estes satisfaçam a seguinte

equação de Poisson

∆g = gxx + gyy = (v2)x − (v1)y.

Podemos, então, estabele
er f : U → R de 
lasse C1
a partir das equações fx = v1 + gy e

fy = v2 − gx. De fato, 
omo 
onsequên
ia da equação fx = v1 + gy, obtemos

f(x, y) =

∫
v1(x, y) + gy(x, y)dx+ F (y),

em que F é uma função real de�nida na reta real e podemos determiná-la tomando fy =

v2 − gx. Portanto,

∇f −∇ωg = (fx − gy, fy + gx) = (v1 + gy − gy, v2 − gx + gx) = (v1, v2) = v,


omo gostaríamos.

A de
omposição de um 
ampo vetorial planar, des
rita no Teorema 3.1.1, está rela-


ionada 
om o 
ampo vetorial de Loewner, no seguinte senso. Considere o operador de

Cau
hy-Riemann

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Seja h : U → R uma função de 
lasse Cr

om r ≥ 3, onde U é um aberto de R2

. Para


ada 1 ≤ n ≤ r , o 
ampo vetorial de Loewner Ln(h) : U → R2
asso
iado à função
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h de ordem n é dado por

Ln(h)(x, y) = 2n
(
Re

∂nh

∂zn
(x, y), Im

∂nh

∂zn
(x, y)

)
, (x, y) ∈ U.

De�nindo V r(R2) o 
onjunto dos 
ampos vetoriais planares de 
lasse Cr
, para r ≥ 1,

vamos de�nir a apli
ação

Λ : V r(R2) → V r−1(R2)

(f, g) 7→ ∇f −∇ωg,


onhe
ida 
omo apli
ação de Loewner. Esta apli
ação generaliza o 
ampo Ln(h) no

seguinte sentido:

Ln+1(h) = Λ(Ln(h)).

A demonstração dessa a�rmação é simples e segue por 
ál
ulo direto. Em parti
ular,

estaremos interessados em informações sobre o 
ampo vetorial de Loewner de ordem 2.

Observe que podemos es
revê-lo do seguinte modo

Λ (Λ(h, 0)) = (hxx − hyy, 2hxy) = L2(h).

Neste 
apítulo, pro
uraremos obter informações sobre o índi
e em um equilíbrio isolado

de um 
ampo vetorial planar de 
lasse C1
, utilizando a de
omposição do Teorema 3.1.1,


om o intuito de obtermos informações a
er
a do índi
e para o 
ampo vetorial de Loewner

de ordem 2.

3.2 Dinâmi
a em Λ(f, g)

Seja v : R2 → R2
um 
ampo de vetores de 
lasse C1

. Em toda esta seção vamos assumir

que a origem O é um equilíbrio isolado para v. Pelo Teorema 3.1.1, existem um dis
o EO

entrado na origem de R2


om raio su�
ientemente pequeno e funções f, g : EO → R tais

que v(x, y) = Λ(f(x, y), g(x, y)), para x, y ∈ EO.
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3.2.1 O 
onjunto Π

De�nimos Π o 
onjunto dos pontos (x, y) ∈ EO tais que ∇f(x, y) e∇ωg(x, y) são vetores

linearmente dependentes. Por uma 
onta simples, mostra-se que o 
onjunto Π pode ser

es
rito 
omo os zeros da função P : EO → R dada por

P (x, y) = ∇f(x, y) · ∇g(x, y), (x, y) ∈ EO.

Em outras palavras, (x, y) ∈ Π se, e somente se, P (x, y) = 0. Observe que o equilíbrio O

do 
ampo vetorial v é um elemento de Π.

Dizemos que uma 
urva é invariante pelo 
ampo vetorial se ela é 
omposta por 
urvas

soluções deste 
ampo de vetores. Se uma 
urva algébri
a 
ontida em EO é invariante por

v e por ∇f ou ∇ωg, então esta 
urva perten
e à Π. De fato, seja C = 0 uma 
urva

algébri
a em EO invariante pelos 
ampos v e ∇f . Supondo que (x, y) é um ponto desta


urva, obtemos

∇C(x, y) · v(x, y) = 0

∇C(x, y) · ∇f(x, y) = 0.

Deste modo, os vetores v(x, y) e ∇f(x, y) são ambos ortogonais à um mesmo vetor

∇C(x, y), impli
ando que v(x, y) e ∇f(x, y) são paralelos. Como v = Λ(f, g) em EO
segue que ∇f(x, y) e ∇ωg(x, y) são linearmente dependentes e 
omo (x, y) é um ponto

qualquer da 
urva algébri
a C = 0, esta perten
e à Π.

De�nição 3.2.1. Dada uma função h : R2 → R 
om h(0, 0) = 0, um ramo de h é

qualquer 
omponente 
onexa de dimensão 1 de h−1(k)\{O}, para algum k ∈ R, restrito à

um pequeno dis
o 
entrado na origem, 
om uma tangente bem de�nida na origem.

O 
onjunto Π pode ser es
rito pelos zeros da função P = ∇f ·∇g. Consequentemente,

podemos 
onsiderar os ramos de Π em EO. Como a estrutura de Π em relação aos seus

ramos pode ser muito 
ompli
ado, vamos trabalhar 
om três 
asos mais simples. Estes

são:

a) O é um ponto isolado de Π;
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b) O não é um ponto isolado de Π e existe uma quantidade �nita de ramos de Π ini
iando

em O. Neste 
aso, dizemos que a origem O é um ponto de rami�
ação de Π;


) P (x, y) = 0, para todo (x, y) ∈ Π.

Neste 
apítulo, vamos obter estimativas sobre o equilíbrio O do 
ampo v, 
onsiderando

os três 
asos 
itados a
ima na estrutura do 
onjunto Π. Para não gerar 
onfusão, reali-

zaremos algumas 
onvenções. No 
aso de existir um ramo de Π em EO, não ini
iando na

origem, vamos restringir EO à um dis
o 
entrado na origem de raio menor de forma 
om

que nenhum ponto deste ramo esteja 
ontido neste novo dis
o, que também denotaremos

por EO. Outro 
aso a ser 
onsiderado é a existên
ia de um ramo r de Π totalmente 
ontido

em EO, ini
iando e terminando na origem. Neste 
aso, restringimos EO à um dis
o 
entrado

na origem 
om raio menor que o anterior, de forma que, este ramo, se transforme em 2

ramos, r1 e r2 
omo ilustrado na Figura 3.1.

PSfrag repla
ements

EO

r1

r2

r

Figura 3.1: Um ramo duplo.

Realizadas estas 
onvenções obtemos que no 
aso a), a origem O é o úni
o ponto de Π

em EO. No 
aso b) podemos 
onsiderar que em EO há apenas k setores ini
iando na origem.

Assim, podemos dividir EO em k setores, 
hamados de setores angulares e denotá-los

por SΠi, i = 1, ..., k. No 
aso 
), obtemos que o 
ampo v pode ser um 
ampo hamiltoniano

e um 
ampo gradiente. Logo, o índi
e na origem é menor que 1, 
omo demonstrado na

Seção 3.1. O 
aso 
) não será 
onsiderado novamente.
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3.2.2 Propriedades bási
as

Para apresentarmos resultados sobre o índi
e para o equilíbrio O do 
ampo v, pre
i-

saremos provar alguns resultados preliminares. Vamos de�nir Ih(x, y) a 
urva de nível da

função h no ponto (x, y), ou seja, Ih(x, y) = h−1(x, y).

Proposição 3.2.1. Sobre EO\Π as trajetórias de γv(x, y) inter
eptam transversalmente

Ig(a), para todo a ∈ g(EO).

Demonstração: Como ∇ωg é um 
ampo hamiltoniano, suas trajetórias estão 
ontidas

nas 
urvas de nível da função g. Por este fato, basta mostrarmos que o 
ampo v não é

paralelo à ∇ωg(x, y), para todo (x, y) ∈ EO \ Π. Suponha que exista (x, y) ∈ EO \ Π tal

que v(x, y) é paralelo à ∇ωg(x, y). Como v = Λ(f, g) em EO, existe k 6= 0 real tal que

∇f(x, y) = k∇ωg(x, y), o que impli
a que (x, y) ∈ Π, um absurdo.

Proposição 3.2.2. Um ar
o da trajetória de γ∇ωg(x, y), 
ontido no interior de um setor

angular SΠi de EO\Π, não pode ser inter
eptado em dois pontos por um pedaço 
onexo da

órbita de γv(x, y), 
ompletamente 
ontido em SΠi.

Demonstração: Suponha que esta proposição não seja verdadeira. Seja a um ponto tal

que γv(a) inter
epta γ∇ωg(a) no ponto a e em outros pontos. Pela 
ondição de transversa-

lidade, a interseção desta 
urvas o
orre de maneira transversal. Então, podemos de�nir b

o próximo ponto de interseção desta 
urvas, isto é, de�nindo o ar
o âb ⊂ γ∇ωg(a) partindo

do ponto a para o ponto b, temos que não existem outros pontos de interseção do ar
o âb


om a órbita γv(a), além dos pontos �nais.

Vamos de�nir um homeomor�smo h : âb → âb da seguinte maneira. Seja p ∈ âb e 
onsidere

γv(p). De�na a região 
ompa
ta G de�nida pelas 
urvas âb e o ar
o da trajetória de γv(a)

do ponto a para o ponto b. Pela 
ondição de transversalidade, γv(p) inter
epta o ar
o âb

transversalmente entrando na região 
ompa
ta G. Como O é um equilíbrio isolado de v,

a trajetória γv(p) não pode permane
er em G e nem 
ruzar a trajetória γv(a). Logo, γv(p)

deve ter outro ponto de interseção 
om o ar
o âb, digamos q. De�na h(p) = q. Assim,

h está bem de�nido e inverte a orientação do ar
o âb. Portanto, h tem um ponto �xo,

mas neste ponto �xo, v e ∇ωg são paralelos, 
ontradizendo a 
ondição de transversalidade.

Veja a ilustração na Figura 3.2.2.
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Figura 3.2: Figura ilustrativa relativa à demonstração da Proposição 3.2.2.

Proposição 3.2.3. Seja p um equilíbrio de ∇ωg em EO e 
onsidere Σ um setor hiperbóli
o

de p 
ontido no interior de um setor angular SΠi do 
ampo vetorial v. Sejam s1,s2 as

separatrizes de Σ 
ontidas em SΠi. Se s1,s2 não são invariantes por v, então

a) Para todo (x, y) ∈ SΠi\{s1∪s2} a trajetória de γv(x, y) 
ruza s1∪s2 transversalmente.

b) Um ar
o de γv(x, y) 
ontido em SΠi não inter
epta s1 e s2.

Demonstração: Seja q ∈ s1 e 
onsidere γv(q). Como s1 não é invariante por v,

temos que γv(q) inter
epta s1 transversalmente. Se q′ ∈ Σ está perto o su�
iente de

q, por 
ontinuidade, obtemos que γv(q) inter
epta γ∇ωg(q
′) de forma transversal. Como

γ∇ωg(q
′) está perto o su�
iente de s1∪ s2, segue pela Proposição 3.2.2, que γv(q) não pode

inter
eptar novamente γ∇ωg(q
′). Logo, γv(q) não pode inter
eptar s1 ∪ s2 novamente. De

modo análogo, mostra-se o resultado para q ∈ s2.

Proposição 3.2.4. Sejam O um equilíbrio de ∇ωg e Σ1 Σ2 dois setores hiperbóli
os ad-

ja
entes do equilíbrio O de ∇ωg, 
ontidos em um mesmo setor angular SΠi do 
ampo

v em EO. De�na s1, s2 as separatrizes de Σ1 e s2,s3 as separatrizes de Σ2. Se s2 não é

invariante por v, então existe um setor hiperbóli
o do equilíbrio O de v 
ontido em Σ1∪Σ2.

Demonstração: Como s2 não é invariante por v, temos que as trajetórias de v inter-


eptam s2 de forma transversal, no mesmo senso da Proposição 3.2.3. Pela Proposição
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3.2.2 as trajetórias de v que 
ruzam s2 não podem tender para a origem e nem inter
eptar

s1 ou s3. Isto de�ne um setor hiperbóli
o para o equilíbrio O de v.

Proposição 3.2.5. Se O um equilíbrio de ∇ωg e Σ um setor hiperbóli
o do equilíbrio O

de ∇ωg 
ontido em um setor angular SΠi do 
ampo v. Então, em Σ podemos ter apenas

setores parabóli
os ou hiperbóli
os para o 
ampo v.

Demonstração: Suponha que na região Σ exista um setor elípti
o, então teremos uma


ontradição 
om a Proposição 3.2.2.

3.2.3 Resultados prin
ipais

Teorema 3.2.1. Seja O um ponto isolado de Π.

a) Se O não é um equilíbrio de ∇ωg, então o equilíbrio O de v tem dois setores hiperbóli
os

e no máximo dois setores parabóli
os. Logo, iO(v) = 0.

b) Se O é um equilíbrio de ∇ωg, então todos os setores do equilíbrio O de v são hiperbóli
os

e parabóli
os. Além disso, iO(v) ≤ iO(∇ωg) ≤ 1.

Demonstração: a) Suponha que a origem O não é um equilíbrio de ∇ωg. Como

EO ∩ Π = {O} segue que o 
ampo de vetores hamiltoniano ∇ωg não possui pontos de

equilíbrio em EO. Logo, a folheação F∇ωg(EO) é uma 
aixa de �uxo.

Considere c = g(O) e 
onsidere Ig(c) a 
urva de nível da função g passando pela origem

restrita à EO. Como∇ωg é um 
ampo hamiltoniano suas soluções estão 
ontidas nas 
urvas

de nível da função g. De�na âOb um ar
o da trajetória de ∇ωg 
ontido em Ig(c) em EO,
ini
iando num ponto a, passando pela origem e terminando num ponto b. Considere âO o

sub-ar
o de âOb, ini
iando em a e aberto à direita de O, e 
onsidere Ôb o sub-ar
o 
ontido

em âOb aberto à esquerda da origem e terminado em b, isto é, âO ∪ Ôb = âOb \ {O}.
Pela 
ondição de transversalidade, as trajetórias de v são transversais à F∇ωg(EO \ {O}).
Com isso, está bem de�nida a apli
ação ξ+ : âO ∪ Ôb → Υ+, em que Υ+ é um ar
o da

trajetória de∇ωg, perto o su�
iente de âOb, de�nida da seguinte maneira: para q ∈ âO∪Ôb

onsidere ξ+(q) = q+ = ϕv(q, ǫ) = γv(q) ∩Υ+, para um úni
o ǫ > 0.

Para não 
ontradizer nenhuma proposição da Subseção 3.2.2, observe que deve existir um

ponto ou um sub-ar
o aberto e 
onexo de Υ+, tais que, as trajetórias do 
ampo vetorial
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v tendem para a origem em algum sentido no tempo. Impli
ando que estes pontos de Υ+

não perten
em à imagem da apli
ação ξ+. Estes pontos de�nem uma separatriz ou um

setor parabóli
o do 
ampo v na origem.

De forma análoga, podemos de�nir a apli
ação ξ− : âO ∪ Ôb→ Υ−, em que Υ− é de�nido

da mesma forma que Υ+, mas 
om o tempo no sentido 
ontrário. Portanto, de�nimos

outro setor parabóli
o ou uma separatriz para o 
ampo v na origem. Por 
onstrução, EO
menos dois setores parabóli
os ou separatrizes, obtemos dois setores hiperbóli
os. Logo,

pelo Teorema de Bendixson, obtemos:

iO(v) = 1 +
−2

2
= 0.

b) Suponha que O é um equilíbrio de ∇ωg. Então O é um equilíbrio de ∇ωg do tipo


entro ou tem um número �nito de setores hiperbóli
os em EO. Se O é um equilíbrio de

∇ωg do tipo 
entro, então, pela 
ondição de transversalidade, O é um equilíbrio para o


ampo v do tipo atrator ou repulsor. Logo, pelo Teorema de Bendixson, obtemos:

iO(v) = 1 = iO(∇ωg).

Suponhamos que o retrato de fase lo
al do equilíbrio O de ∇ωg possui um número �nito de

setores hiperbóli
os. Pela Proposição 3.2.4 obtemos que o 
ampo vetorial v em O tem pelo

menos tantos setores hiperbóli
os quanto ∇ωg. Pela Proposição 3.2.5 segue que o 
ampo

v não possui setores elípti
os em relação a O. Portanto, pela Fórmula de Bendixson,

obtemos que iO(v) ≤ iO(∇ωg).

Vamos agora estudar o 
aso em que a origem é um ponto de rami�
ação de Π. Considere

o �uxo do 
ampo hamiltoniano em um setor angular SΠi do 
ampo v em EO, 
onforme a

�gura 3.3.

Proposição 3.2.6. Se O é um equilíbrio isolado do 
ampo hamiltoniano, o �uxo de ∇ωg,

em 
ada setor angular SΠi do 
ampo v em EO é do tipo Ca ou Cb ou uma 
ombinação

�nita de Cc e Cd.

Demonstração: Se O é um equilíbrio do 
ampo hamiltoniano do tipo 
entro, então,

SΠi é do tipo Cb. Caso 
ontrário, O é um equilíbrio tendo uma quantidade �nita de

setores hiperbóli
os em EO. Caso um desses setores 
oin
ida 
om SΠi temos o 
aso Ca.
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Figura 3.3: Fluxo ilustrativo do 
ampo hamiltoniano em um setor angular.

Se SΠi está 
ontido em um setor hiperbóli
o de ∇ωg temos o tipo Cb. Se o setor angular

e hiperbóli
o 
oin
idem, porém um não está 
ontido no outro, temos o tipo Cc, em que

o espaço vazio é preen
hido 
om outros setores hiperbóli
os do 
ampo hamiltoniano. Se

o setor angular 
ontém um setor hiperbóli
o, SΠi é do tipo Cd. Caso SΠi 
ontém vários

setores hiperbóli
os do 
ampo hamiltoniano, obtemos uma 
ombinação �nita entre Cc e

Cd.

Observe que se O é um ponto regular do 
ampo ∇ωg, então o �uxo do 
ampo hamil-

toniano em SΠi é do tipo Cb ou Cc.

Teorema 3.2.2. Assuma que em EO 
ontém k ramos ini
iando em O e que se O é um

equilíbrio de ∇ωg, este seja isolado. Então, o número máximo de setores elípti
os do

equilíbrio O de v em EO é k e

iO(v) ≤ 1 +
k

2
.

Demonstração: Considere SΠi do tipo Ca ou Cb. Se γv(p) é uma trajetória do 
ampo

v 
ontida em SΠi tendo O 
omo um 
onjunto α−limite, então para ǫ > 0 su�
ientemente

pequeno, temos que ϕv(p, ǫ) 
ruza uma órbita γ de ∇ωg 
ontida em SΠi, su�
ientemente

próximo à origem, de forma transversal. Pela Proposição 3.2.2, γv(p) não pode inter
eptar

novamente γ. Segue então que, γv(p) não pode voltar para a origem. Portanto, nestes


asos, não podemos ter um setor elípti
o do 
ampo v 
ompletamente 
ontido em SΠi.

Assuma que SΠi é do tipo Cc ou Cd ou uma 
ombinação �nita desses 
asos. Então, 
ontida

en SΠi há ao menos uma separatriz do 
ampo hamiltoniano. Como essa separatriz não é

invariante por v, obtemos pela Proposição 3.2.3 que está bem de�nido um setor hiperbóli
o

de v ou um sub
onjunto deste em SΠi. Além disso, todas as outras órbitas de v de�nem
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setores parabóli
os ou permane
em no setor angular. Logo, não pode haver um setor

elípti
o do 
ampo v 
ompletamente 
ontido em SΠi, nestes 
asos.

Portanto, para existir um setor elípti
o do 
ampo v na origem, este deve estar 
ontido, ao

menos, em dois setores angulares de v. Isto impli
a que o número de setores elípti
os de

v, não ex
ede o número de ramos de Π. Pela Fórmula de Bendixson,

iO(v) = 1 +
e− h

2
≤ 1 +

e

2
≤ 1 +

k

2

e o resultado segue.

3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.1. Considere o 
ampo vetorial v = (v1, v2) de�nido em todo plano dado por

v1(x, y) = −y + x3 − x2y + 8xy2

v2(x, y) = x− x3

3
+ 8x2y + y3,

que possui a origem 
om um equilíbrio isolado. A de
omposição do 
ampo v = ∇f −∇ωg

é dada por

f(x, y) =
1

12

(
3x4 − 4x3y + 48x2y2 + 3y4

)

g(x, y) =
1

2

(
x2 + y2

)
.

Logo, o 
onjunto Π é de�nido pela equação

0 = P (x, y) = x4 − 4

3
x3y + 16x2y2 + y4

= x2(x2 − 4

3
xy + 16y2) + y2.

Observando que P (x, y) − P (0, 0) > 0, para todo (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} obtemos que O é

um ponto de mínimo isolado da apli
ação P e, portanto, um ponto isolado de Π.

O 
ampo hamiltoniano é dado por ∇ωg = (−2y, 2x). Logo a origem é um equilíbrio
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isolado ∇ωg e é do tipo 
entro. Pela prova no Teorema 3.2.1, item b), obtemos que

iv(O) = 1.

Na Figura 3.4 ilustramos o retrato de fase lo
al, numa vizinhança da origem, do 
ampo de

vetores v = (−y + x3 − x2y + 8xy2, x− x3/3 + 8x2y + y3)

Figura 3.4: Retrato de fase do 
ampo (−y + x3 − x2y + 8xy2, x− x3/3 + 8x2y + y3).

Observe que o índi
e do 
ampo de vetores dado, no Exemplo 3.3.1, pode ser fa
ilmente

en
ontrado utilizando o Teorema 2.5.1. Apresentaremos no Exemplo 3.3.2 um 
ampo de

vetores 
om um equilíbrio isolado na origem, 
ujo o índi
e não pode ser 
al
ulado e nem

podemos obter uma 
ota superior utilizando os resultados 
onhe
idos no Capítulo 2.

Exemplo 3.3.2. Considere o 
ampo vetorial v = (v1, v2) : R
2 → R2

dado por

v1(x, y) = xy

v2(x, y) = −ex − y2 + 1.

Este 
ampo possui um equilíbrio isolado na origem. Considere as funções f, g : R2 → R
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de�nidas por

f(x, y) =
1

2
x2y − 1

3
y3 + y

g(x, y) = −ex − x3

2
.

Então, uma 
onta simples mostra que v = ∇f −∇ωg. O 
ampo hamiltoniano é dado por

∇ωg(x, y) = (0,−ex − 1
2
x2). Logo, a origem não é um equilíbrio de ∇ω. O 
onjunto Π é

dado pelos zeros da função P , então

0 = P (x, y) = fx(x, y)gx(x, y) + fy(x, y)gy(x, y)

= −1

2
xy(x2 + 2ex).

Logo, Π é formado por 4 ramos, dois lo
alizados no eixo x e dois lo
alizados no eixo y.

Pelo Teorema 3.2.2 obtemos que

iv(O) ≤ 1 +
4

2
= 3.

Como v é um 
ampo vetorial analíti
o, o 
ampo vetorial de equações prin
ipais asso-


iado ao equilíbrio O de v é dado por (xy,−x). Assim, não podemos apli
ar o Teorema

2.6.3. Utilizando um re
urso 
omputa
ional para plotar o retrato de fase do 
ampo v,

ilustrado na Figura 3.5, segue pelo Fórmula de Bendixson que iv(O) = −1.
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Figura 3.5: Retrato de fase do 
ampo (xy,−ex − y2 + 1).



Capítulo 4

Campos vetoriais polinomiais

Um 
ampo vetorial polinomial planar pode ser estudado em esferas no R3
a partir de

uma 
ompa
ti�
ação do plano. A 
ompa
ti�
ação nos permite estudar o 
omportamento

das trajetórias fora de regiões 
ompa
tas do plano, ou seja, no in�nito. Uma das vantagens

em estudar um 
ampo 
ompa
ti�
ado é o Teorema de Poin
aré-Hopf, o qual sob 
ertas

hipóteses garante que a soma dos equilíbrios em S2
é igual a dois. Estes assuntos serão

abordados nas Seções 4.1 e 4.2.

Em seguida, na Seção 4.3, apresentaremos uma pequena introdução do artigo de Cima

e Llibre [2℄ referente ao estudo de 
ampos vetoriais limitados. Neste trabalho os autores

des
revem o 
omportamento das trajetórias próximas à equilíbrios no in�nito de 
ampo

vetoriais polinomiais limitados planares e resultados de índi
e utilizando as 
ompa
ti�-


ações de Poin
aré e estereográ�
a. Contudo, utilizaremos apenas alguns dos resultados

obtidos pelos autores para uso em nas seções seguintes.

Finalizaremos este 
apítulo 
om o estudo sobre pontos 
ríti
os de polin�mios reais em

duas variáveis. Por resultados algébri
os mostraremos que há uma quantidade �nita de

pontos 
ríti
os dependendo do grau do polin�mio. Para 
ada ponto 
ríti
o iremos asso
iá-

lo a um equilíbrio do 
ampo gradiente rela
ionado ao polin�mio, deste modo, o índi
e

está bem de�nido por ser isolado. O índi
e de um polin�mio é de�nido 
omo a soma dos

equilíbrios do 
ampo gradiente e está rela
ionado 
om a geometria das 
urvas de nível e

do 
omportamento do 
ampo gradiente no in�nito. Os resultados abordados nestas seções

foram fundamentados em [4℄ e [5℄.

57
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4.1 Compa
ti�
ação de Poin
aré

Nesta seção des
reveremos a Compa
ti�
ação de Poin
aré. Isto nos permitirá

obter informações do 
omportamento de um 
ampo vetorial polinomial fora das partes


ompa
tas do plano, ou seja, no in�nito.

Consideremos X : R2 → R2
um 
ampo vetorial polinomial de grau d, , isto é,

d = max{grau P, grau Q}, dado por X(x1, x2) = (P (x1, x2), Q(x1, x2)). Consideraremos,

também, R2
o plano tangente à esfera

S2 = {y ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1}

no ponto (0, 0, 1). Considere o equador de S2
o 
onjunto S1 = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 = 0}.

Vamos de�nir para δ = {−,+} os 
onjuntos

Hδ = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : δy3 > 0}.

Os 
onjuntos H−
, H+

são 
hamados o hemisfério sul e o hemisfério norte de S2
,

respe
tivamente. A 
ada ponto (x1, x2) ∈ R2
podemos 
onsiderar a projeção de (x1, x2)

sobre Hδ
dadas pelas funções

f δ : R2 → Hδ

(x1, x2) 7→ f δ(x1, x2) =

(
δx1√

x21 + x22 + 1
,

δx2√
x21 + x22 + 1

,
δ√

x21 + x22 + 1

)
.

As funções f δ são difeomor�smos. Geometri
amente, a imagem da apli
ação f δ no

ponto (x1, x2) é o ponto de interseção da reta r 
om Hδ
, em que, a reta r é determinada

pelos pontos (x1, x2, 1) e (0, 0, 0) de R
3
. Observe que 
ada ponto de (x1, x2) em R2

está se

rela
ionando bijetivamente 
om um ponto em Hδ
.

A partir das derivadas de f δ podemos induzir um 
ampo de vetores sobre S2 \ S1
.

Consideremos

X(y) = Dfδ(x)X(x), y = f δ(x),


om x = (x1, x2). Então, X é um 
ampo de vetores em S2 \ S1
o qual é, em toda

parte, tangente à S2
. Em 
ada hemisfério Hδ

o 
ampo vetorial induzido é uma 
ópia do
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ampo X . Note que os pontos do in�nito de R2
, dois pontos para 
ada direção, estão em


orrespondên
ia bijetiva 
om os pontos de S1
. Vamos agora estender 
ampo vetorial X de

S2 \ S1
para S2

. Para tal, vamos 
obrir a esfera S2

om 6 
artas lo
ais, dadas por

Uk = {y ∈ S2 : yk > 0} e Vk = {y ∈ S2 : yk < 0},

e as 
orrespondentes apli
ações φk : Uk → R2
e ψk : Vk → R2

, para k = 1, 2, 3, dadas por

φk(y1, y2, y3) =

(
ym
yk
,
yn
yk

)
= −ψk(y1, y2, y3),

em que m < n e m,n 6= k. Vamos denotar por (u, v) os pontos φk(y) ou ψk(y) para

k = 1, 2. Nestas 
artas, os pontos de S1
são dados por v = 0. Vamos realizar os 
ál
ulos

sobre a 
arta lo
al U1 referente à H+
. Considere o 
ampo de vetores X |U1

de�nido por

Dφ1(y)X(y), y = f+(x). Então

Dφ1(y)X(y) = Dφ1(y) (Df+(x)X(x))

= Dφ1◦f+(x)X(x), y = f+(x).

Como φ1 ◦ f+(x) = (x2/x1, 1/x1), obtemos

X |U1
(x1, x2) =




−x2
x21

1

x1

−1

x21
0





 P (x1, x2)

Q(x1, x2)




=




−x2
x21

P (x1, x2) +
1

x1
Q(x1, x2)

−1

x21
P (x1, x2)



.

Realizando a mudança de 
oordenadas u = x2/x1 e v = 1/x1, obtemos
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X |U1
(u, v) =




−uvP
(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)

−v2P
(
1

v
,
u

v

)



.

Multipli
ando o 
ampo X |U1
pelo fator positivo

ρ(y) = yd−1
3 =

(
1√

x21 + x22 + 1

)d−1

= vd−1m(u, v),

em que m(u, v) = (1 + u2 + v2)1−d/2, segue

ρX |U1
(u, v) = vdm(u, v)




−uP
(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)

−vP
(
1

v
,
u

v

)



.

Deste modo, a extensão do 
ampo X sobre à esfera S2
é possível, já que, o 
ampo ρX

está bem de�nido em v = 0. Pro
edimento semelhante pode ser apli
ado às demais 
artas

lo
ais. Para simpli�
ar o 
ampo ρX podemos eliminar o fator m(u, v).

O 
ampo vetorial ρX induzido e estendido sobre S2
é 
hamado a 
ompa
ti�
ação de

Poin
aré de X e será denotado por p(X). O 
ampo p(X), referente à 
arta lo
al (U1, φ1),

é dado por

p(X)(u, v) =

(
−uvdP

(
1

v
,
u

v

)
+ vdQ

(
1

v
,
u

v

)
,−vd+1P

(
1

v
,
u

v

))
.

O 
ampo p(X), referente à 
arta lo
al (U2, φ2), é dado por

p(X)(u, v) =

(
vdP

(
u

v
,
1

v

)
− uvdQ

(
u

v
,
1

v

)
,−vd+1Q

(
u

v
,
1

v

))
.

O 
ampo p(X), referente à 
arta lo
al (U3, φ3), é dado por

p(X)(u, v) = (P (u, v), Q(u, v)) .
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A expressão de p(X) nas 
artas lo
ais (Vk, ψk) é a mesma de (Uk, φk) multipli
ada por

(−1)d−1
, para k = 1, 2, 3.

Vamos mostrar que equador é um 
onjunto invariante pelo �uxo de p(X). De fato,


onsidere y um ponto qualquer em S1
, então y3 = 0. Como v = y3/yi, para i = 1, 2,

obtemos que v = 0. Olhando a expressão de p(X) referentes às 
artas lo
ais Ui e Vi para

i = 1, 2 temos que a segunda 
omponente do vetor tangente em y sempre é nula. Logo, S1

é invariante.

Observe que não pre
isamos trabalhar 
om toda esfera para estudar o 
omportamento

nas partes �nitas e in�nitas do 
ampo vetorial X , é 
laramente su�
iente trabalharmos

sobre H+ ∪ S1
, que é 
onhe
ido 
omo dis
o de Poin
aré. Em [3℄ en
ontra-se uma

des
rição das ferramentas do software P4. Com este programa 
omputa
ional pode-se

obter o retrato de fase de 
ampos polinomiais 
ompletos utilizando a 
ompa
ti�
ação de

Poin
aré.

Os equilíbrios de p(X) lo
alizados em S2 \S1
são 
hamados pontos de equilíbrio �nitos

de X . Os pontos de equilíbrios de p(X) lo
alizados em S1
serão 
hamados de in�nitos.

Por 
onstrução se y ∈ S1
é um ponto de equilíbrio in�nito de X então −y também é.

Vamos estudar o retrato de fase lo
al de pontos de equilíbrio in�nitos. Considere (u, 0)

um equilíbrio de p(X) em S1
. Considere Pi e Qi os termos homogêneos de grau i em P

e Q, respe
tivamente, para i = 1, . . . , d. Então, (u, 0) ∈ S1 ∩ (U1 ∪ V1) é um equilíbrio

in�nito de X se, e somente se,

F (u) := Qd(1, u)− uPd(1, u) = 0.

Similarmente, (u, 0) ∈ S1 ∩ (U2 ∪ V2) é um equilíbrio in�nito de X se, e somente se,

G(u) := Pd(u, 1)− uQd(u, 1) = 0.

Tais resultados são fa
ilmente en
ontrados utilizando a expressão de p(X) em 
ada 
arta

lo
al.

Exemplo 4.1.1. Vamos esboçar o retrato de fase do 
ampo vetorial polinomial X : R2 →
R2

dado por X(x, y) = (x,−y), de grau 1, sobre o dis
o de Poin
aré. Este 
ampo tem um

úni
o ponto de equilíbrio �nito, lo
alizado na origem, e do tipo sela, 
onforme o Exemplo
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2.1.1. Considere P (x, y) = x e Q(x, y) = −y. A expressão de p(X)(u, v), referente à 
arta

lo
al (U1, φ1) é dada por

(
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

))
= (−2u,−v).

Logo, u = 0, v = 0 é o úni
o ponto de equilíbrio em U1 e este é um nó estável no in�nito.

Como o grau de X é ímpar temos que a origem em V1 é, também, um nó estável.

A expressão para p(X)(u, v), sobre a 
arta lo
al é (U2, φ2) = (2u, v). Então, a origem

de U2 e de V2 são nós instáveis. Veja ilustração da 
ompa
ti�
ação de Poin
aré do 
ampo

X na Figura 4.1.

Figura 4.1: Retrato de fase no dis
o de Poin
aré do 
ampo (x,−y).

4.2 O Teorema de Poin
aré-Hopf na esfera S2

Nesta seção, vamos apresentar alguns resultados sobre o índi
e de pontos de equilíbrios

em 
ampos vetoriais polinomiais tangentes à esfera S2 = {y ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1}. O
Teorema de Poin
aré-Hopf para a esfera, enun
iado a seguir, nos informa uma propriedade

sobre a soma dos índi
es dos equilíbrios de 
ampos vetoriais tangentes à S2
. O Teorema

de Poin
aré-Hopf é válido em 
asos mais gerais. Veja, por exemplo, [10℄.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Poin
aré-Hopf em S2
). Todo 
ampo de vetores 
ontínuo

tangente à esfera S2
possuindo uma quantidade �nita de pontos de equilíbrio tem a soma

dos índi
es dos pontos de equilíbrio igual à 2.
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Demonstração: Seja X : S2 → R3
um 
ampo vetorial tangente à S2

tendo um número

�nito de pontos de equilíbrio. Podemos en
ontrar uma 
ir
unferên
ia unitária 
ontida em

S2
que não possua equilíbrios, denote esta 
ir
unferên
ia por S1

. Considere E2 ⊂ R3
o

plano 
ontendo S1
, este plano divide S2

em duas metades e 
ontêm a origem de R3
. Con-

sidere N o vetor normal à E2
na origem e a reta r ⊂ R3

de�nida por N . O hemisfério

norte (sul) de S2
é a semi-esfera originada por E2

, 
omo des
rito a
ima, 
uja direção do

vetor normal N de S2
é positiva (negativa). O polo norte (sul) é o ponto de interseção da

reta r 
om o hemisfério norte (sul).

Projetando o 
ampo X estereogra�
amente restrito ao hemisfério norte de S2
a partir do

polo norte obtemos um 
ampo vetorial projetado X ′
em E2

. Projetando o 
ampo X este-

reogra�
amente restrito ao hemisfério sul de S2
a partir do polo sul obtemos outro 
ampo

vetorial projetado X ′′
sobre E2

.

Sejam q1, . . . , qn pontos de equilíbrio do 
ampo X no hemisfério norte 
om índi
es, res-

pe
tivamente, iguais à i1, . . . , in. Sejam q′1, . . . , q
′
m pontos de equilíbrio do 
ampo X no

hemisfério sul 
om índi
es, respe
tivamente, iguais à i′1, . . . , i
′
m. Vamos de�nir IX′

e IX′′


omo sendo a soma de todos os índi
es dos pontos de equilíbrio dos 
ampos X ′
e X ′′

,

respe
tivamente, em E2
. Então, obtemos IX′ = i1 + . . .+ in e IX′′ = i′1 + . . .+ i′m.

Seja C ⊂ E2
uma 
ir
unferên
ia su�
ientemente grande 
ontendo todos os equilíbrios de

X ′
e X ′′

. Considere as apli
ações TX′ : C → S1
e TX′′ : C → S1

dadas por

TX′(x, y) =
X ′(x, y)

‖X ′(x, y)‖ , TX′′(x, y) =
X ′′(x, y)

‖X ′′(x, y)‖ (x, y) ∈ S1.

Sejam ϕ′, ϕ′′ : [0, 1] → R funções ângulo, para os 
ampos X ′
e X ′′

, respe
tivamente, sobre

os pontos de S1
. Seja a : [0, 1] → S1

uma parametrização de S1
. Para 
ada a(t) em S1

obtemos, pela 
onstrução dos 
ampos X ′
e X ′′

, que X ′
e X ′′

são simétri
os em relação à

reta tangente à S1
no ponto a(t). Veja a ilustração na Figura 4.2. Obtemos então que

ϕ′(t) + ϕ′′(t)

2
= 2πt+

π

2
.
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PSfrag repla
ements

a(0)

a(t)

X ′′

X ′

S1

2πt+ π/2

ϕ′
ϕ′′

2πt

Figura 4.2: Teorema Poin
aré-Hopf

Utilizando a equação 2.1, obtemos que

i(X ′) + i(X ′′) =
ϕ′(1)− ϕ′(0) + ϕ′′(1)− ϕ′′(0)

2π

=
ϕ′(1) + ϕ′′(1)− ϕ′(0)− ϕ′′(0)

2π

=
5π − π

2π
= 2,

provando o resultado.

Para obter informações sobre o índi
e de pontos de equilíbrio isolados no in�nito de

S2
para 
ampos polinomiais, podemos utilizar a Compa
ti�
ação de Poin
aré apresentada

na Seção 4.1.

4.3 Campos vetoriais limitados

Des
reveremos, nesta seção, alguns resultados preliminares sobre o estudo de 
ampos

vetoriais polinomiais limitados. Não iremos nos aprofundar na teoria, pois os resultados

apresentados serão utilizados apenas para alguns resultados em seções seguintes. O leitor

que esteja interessado em obter mais detalhes veja o artigo [2℄. Neste trabalho, os autores

Cima e Llibre des
revem o 
omportamento lo
al dos equilíbrios isolados no in�nito para


ampos vetoriais polinomiais limitados e, 
onsequentemente, o índi
e destes equilíbrios.
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Ini
ialmente, vamos des
rever outra maneira de se obter uma 
ompa
ti�
ação de um


ampo vetorial polinomial denominada de Compa
ti�
ação Estereográ�
a.

Seja X = (P,Q) : R2 → R2
um 
ampo vetorial polinomial de grau d. Vamos de�nir

a esfera S2
s 
omo sendo o 
onjunto {y ∈ R3 : y21 + y22 + (y3 − 1/2)2 = 1/4}. Considere

o plano R2

omo sendo o plano tangente à S2

s no ponto (0, 0, 0) e seja pN = (0, 0, 1) o

polo norte de S2
s. Identi�que o plano R2


om a esfera S2
s \ {pN}. Esta identi�
ação é

realizada através da projeção estereográ�
a de S2
s a partir do polo norte no plano R

2
. Esta

projeção rela
iona 
ada ponto (x1, x2) ∈ R2

om o ponto (y1, y2, y3) ∈ S2

s \ {pN} através

das seguintes relações

x1 =
y1

1− y3
, x2 =

y2
1− y3

.

Seja X̃ = (F1, F2, F3) o 
ampo vetorial induzido em S2 \{pN}. Através das relações a
ima,

obtemos que as funções 
oordenadas Fi são dadas por

F1(y1, y2, y3) =

(
1− y3 − y21, P

(
y1

1− y3
,

y2
1− y3

)
− y1y2, Q

(
y1

1− y3
,

y2
1− y3

))
,

F2(y1, y2, y3) =

(
−y1y2, P

(
y1

1− y3
,

y2
1− y3

)
+ 1− y3 − y22, Q

(
y1

1− y3
,

y2
1− y3

))
,

F3(y1, y2, y3) =

(
y1(1− y3), P

(
y1

1− y3
,

y2
1− y3

)
+ y2(1− y3), Q

(
y1

1− y3
,

y2
1− y3

))
.

Este 
ampo não está de�nido no ponto pN mas podemos estendê-lo para toda esfera. Para

tal, basta realizar uma mudança de variável e 
onsiderar o 
ampo

S(X)(y1, y2, y3) = (1− y3)
n(F1(y1, y2, y3), F2(y1, y2, y3), F3(y1, y2, y3)).

O 
ampo s(X) de�nido a
ima é 
hamado deCompa
ti�
ação Estereográ�
a do 
ampo

X . Observe que pN é um ponto de equilíbrio de s(X).

Seja X : R2 → R2
um 
ampo vetorial C1

. Seja p ∈ R2
e γX : Ip → R2

uma órbita de

X tal que γX(0) = p, de�nida no intervalo maximal Ip 
ontendo a origem. Dizemos que

X é um 
ampo vetorial limitado se para todo p ∈ R2
, existir um 
ompa
to K ⊂ R2

tal

que γX(t) ∈ K, para 
ada t ∈ Ip ∩ (O,+∞).

Proposição 4.3.1. Seja X : R2 → R2
um 
ampo vetorial polinomial limitado. Se os

equilíbrios de X são �nitos, então a soma de seus índi
es é igual à 1.
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Demonstração: Considere s(X) a 
ompa
ti�
ação estereográ�
a de X . Como X é

um 
ampo vetorial limitado, não existem órbitas de s(X) tendo o polo norte (pn) 
omo


onjunto ω-limite. Portanto, temos que não existem setores elípti
os, hiperbóli
os e nem

parabóli
os em relação ao equilíbrio pn do 
ampo s(X). Pela Fórmula de Índi
e de Ben-

dixson, obtemos que

is(X)(pn) = 1.

Como todos os equilíbrios de s(X) são �nitos, obtemos pelo Teorema de Poin
aré-Hopf

que a soma dos índi
es dos equilíbrios em s(X) é igual à 2. Portanto, de is(X)(pn) = 1,

obtemos que a soma dos equilíbrios de X é igual à 1.

4.4 Pontos 
ríti
os

Seja f : R2 → R um polin�mio real de grau d. Dizemos que (x0, y0) é um ponto


ríti
o de f quando fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0, em que fx, fy são as derivadas par
iais

de f 
om relação à x e y, respe
tivamente. Seja (x0, y0) um ponto 
ríti
o de f , dizemos

que (x0, y0) é degenerado quando

det




∂2f

∂x2
(x0, y0)

∂2f

∂xy
(x0, y0)

∂2f

∂yx
(x0, y0)

∂2f

∂y2
(x0, y0)




= 0.

Caso 
ontrário, dizemos que o ponto 
ríti
o (x0, y0) é não-degenerado. Um ponto 
ríti
o

não-degenerado é sempre isolado e é do tipo máximo ou mínimo lo
al ou sela. Vamos


onsiderar

m = número de máximos lo
ais de f,

n = número de mínimos lo
ais de f,

s = número de selas de f.

Uma 
urva algébri
a real plana, ou simplesmente, uma 
urva algébri
a é o nível

zero de algum polin�mio real em de�nido no plano. De�nimos o grau de uma 
urva
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algébri
a plana real, pelo grau do polin�mio de menor grau que a de�ne.

Exemplo 4.4.1. Considere a 
ir
unferên
ia x2+y2 = a2, a > 0. Esta 
urva é uma 
urva

algébri
a de grau 2 no plano real, por ser o nível zero do polin�mio f(x, y) = x2 + y2− a2.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Bezout). Sejam A e B duas 
urvas algébri
as no plano real.

Se A e B não possuem 
omponentes em 
omum, então estas 
urvas se inter
eptam no

máximo ab vezes, em que a e b são os graus das 
urvas A e B, respe
tivamente.

Uma prova para o Teorema de Bezout pode ser en
ontrada em [6℄. Como 
onsequên
ia

deste teorema, obtemos que o polin�mio real f : R2 → R de grau d 
om pontos 
ríti
os

isolados possui no máximo (d− 1)2 pontos 
ríti
os, 
ontando as multipli
idades. De fato,

um ponto 
ríti
o de f pode ser visto 
omo um ponto de interseção das 
urvas algébri
as

fx = 0 e fy = 0, de graus (d−1). Estas 
urvas não possuem uma 
omponente em 
omum,

pois isto impli
aria que a 
omponente seria formada inteiramente por pontos 
ríti
os de f

e estes não seriam isolados. Logo, apli
ando o Teorema de Bezout, obtemos que existem

no máximo (d− 1)2 pontos de 
ríti
os de f .

Seja f : R2 → R um polin�mio real de grau d 
om pontos 
ríti
os isolados. Seja

∇f : R2 → R2
o 
ampo gradiente referente ao polin�mio f . Um ponto 
ríti
o de f é um

ponto de equilíbrio do 
ampo gradiente. Como a quantidade de pontos 
ríti
os de f é

�nita, o 
ampo ∇f tem uma quantidade �nita de pontos de equilíbrios. Então, existe uma


ir
unferên
ia C 
entrada na origem de raio su�
ientemente grande de modo que todos os

pontos 
ríti
os de f estejam 
ontidos no interior da região limitada por C. Consideremos

I o número de rotação do 
ampo gradiente em torno de C e M0, . . . ,Ms os pontos 
ríti
os

de f . Deste modo, obtemos

I =

s∑

k=1

i∇f(Mk).

De�nimos o índi
e do polin�mio f 
omo sendo o valor I. Caso os pontos 
ríti
os de f

sejam todos não-degenerados obtemos que

I = m+ n− s, (4.1)

pois, o índi
e do 
ampo gradiente num extremo lo
al é igual à 1 e numa sela é -1.
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Proposição 4.4.1. Seja f : R2 → R um polin�mio de grau d. Se os pontos 
ríti
os de f

são isolados e não degenerados, então

|I| ≤ d− 1.

Demonstração: O 
ampo gradiente ∇f asso
iado ao polin�mio f é horizontal sobre a


urva

D = {(x, y) ∈ R2 : fy(x, y) = 0}.

Os pontos sobre a 
ir
unferên
ia C em que o 
ampo gradiente é horizontal são os pontos

perten
entes à C ∩ D. Caso C seja uma 
omponente de D, obtemos que I = 0, já que

o 
ampo gradiente é 
ontínuo. Caso 
ontrário, as 
urvas C e D se inter
eptam em um

número �nito de vezes, digamos j. Pelo Teorema de Bezout,obtemos

j ≤ 2(d− 1).

Em 
ada um dos j pontos de C∩D o 
ampo gradiente é horizontal e aponta para o interior

da 
ir
unferên
ia C ou para direção oposta. Como não há equilíbrios de ∇f sobre a 
urva

C e pela 
ontinuidade do 
ampo gradiente, a 
ada dois pontos de C ∩ D 
ujo o 
ampo

gradiente aponta para o interior de C deve existir um ponto de C ∩D apontando para o

exterior de C, entre eles. Portanto, obtemos

2|I| ≤ j ≤ 2(d− 1).

Isto prova o resultado.

A seguir, en
ontra-se um exemplo de um polin�mio real de grau d satisfazendo a 
ota

inferior da Proposição 4.4.1, ou seja, 
om I = 1− d.

Exemplo 4.4.2. Considere o polin�mio real no plano dado por

f(x, y) = (y − a1x− b1)(y − a2x− b2) · · · (y − adx− bd),


om a1, . . . ad, b1 . . . bd ∈ R. As retas lk = (y − akx − bk), para k = 1, . . . , d são, tais que,

quaisquer duas tem um ponto de interseção e não há três ou mais retas se inter
eptando
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em um mesmo ponto. As retas se inter
eptam em

(d− 1)(d− 2) . . . 1 =
d(d− 1)

2
.

Cada reta é inter
eptada em d − 1 pontos, isto impli
a que existem d segmentos em 
ada

reta. Logo, o plano é dividido em d2 segmentos limitados ou ilimitados. Pelo Teorema de

Euler (fa
es - arestas + verti
es = 1) obtemos que há (d2 + d+ 2)/2 regiões limitadas ou

ilimitadas. Observamos que existem 2d regiões ilimitadas e então temos

d2 − 3d+ 2

2
=

(d− 1)(d− 2)

2

regiões limitadas. Pode-se mostrar que 
ada interseção das retas lk é um ponto 
ríti
o de

f do tipo sela. Então, existem no mínimo d(d− 1)/2 pontos de sela.

Seja D uma região aberta limitada no plano pelas retas lk. Sobre 
ada reta lk a função

f se anula e não há outros zeros, pela 
onstrução de f . Observe que D é um 
onjunto


ompa
to, pela 
ontinuidade de f deve existir um extremo lo
al de f em D. Mas, em D a

função f não muda de sinal, então existe em D pelo menos um ponto 
ríti
o de f . Como

existem (d− 1)(d− 2)/2 regiões há pelos menos outros (d− 1)(d− 2)/2 pontos 
ríti
os de

f , além dos pontos de sela, des
ritos a
ima. Então,

d(d− 1)

2
+

(d− 1)(d− 2)

2
=

d− 1

2
(d+ d− 2)

=
d− 1

2
(2d− 2)

= (d− 1)2,

que é o número máximo de pontos 
ríti
os que um polin�mio de grau d pode ter. Obtemos,

então, que s = d(d− 1)/2 e m+ n = (d− 1)(d− 2)/2. Portanto,

I = m+ n− s

=
(d− 1)(d− 2)

2
− d(d− 1)

2

=
d− 1

2
(−2)

= 1− d.
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Isto mostra que o índi
e I do polin�mio f é 1− d.

Um exemplo de um polin�mio real 
om I > 1 não é trivial. O polin�mio apresentado

no Exemplo 4.4.3 possui dois extremos lo
ais e nenhum outro ponto 
ríti
o, 
onsequente-

mente, este polin�mio tem índi
e igual a dois.

Exemplo 4.4.3. Considere o polin�mio

f(x, y) = x2y3 + y5 − y.

As derivadas par
iais de f são

∂f

∂x
(x, y) = 2xy3,

∂f

∂y
(x, y) = 3x2y2 + 5y4 − 1.

Os úni
os pontos 
ríti
os reais de f são P1 = (0,−5−1/4) e P2 = (0, 5−1/4). Vamos agora

tentar determinar o tipo de 
ada ponto 
ríti
o P1 e P2. As derivadas par
iais de segunda

ordem do polin�mio f são

∂2f

∂x2
(x, y) = 2y3,

∂2f

∂xy
(x, y) = 6xy2,

∂2f

∂y2
(x, y) = 6x2y + 20y3.

Logo, a apli
ação Hessiana é dada por H(x, y) = 2y3(6x2y + 20y3) − 36x2y4, impli
ando

que H(P1) = (8/5)
√
5 = H(P2). Isto mostra que P1 e P2 são extremos lo
ais de f e não

existe outro ponto 
ríti
o. Além disso, P1 é máximo lo
al e P2 é mínimo lo
al de f .

Teorema 4.4.2. Seja f : R2 → R um polin�mio real 
om pontos 
ríti
os isolados. Se as


urvas de nível de f são todas 
ompa
tas, então I = 1, em que I é a soma de todos os

índi
es do 
ampo ∇f .

Demonstração: Suponha que as 
urvas de nível de f sejam todas 
ompa
tas, então

o 
ampo hamiltoniano ∇ωf asso
iado a função hamiltoniana f é um 
ampo de vetores

limitado em R2
. Portanto, do Teorema 4.3.1 obtemos que a soma dos índi
es dos equilíbrios

do 
ampo hamiltoniano, asso
iado a f é igual à 1. Pela Propriedade 2.3.2 obtemos que a

soma dos índi
es dos equilíbrios do 
ampo gradiente de f é igual à 1, isto é, I = 1.

Seja f : R2 → R um polin�mio real de grau d 
om pontos 
ríti
os isolados. Considere

∇f o 
ampo gradiente de f o qual possui grau d − 1. Seja fx = Pm + · · · + PN1
e
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Figura 4.3: Grá�
o de f(x, y) = x2y3 + y5 − y.

fy = Qn + · · · + QN2
, em que Pi e Qj são polin�mios homogêneos de grau i e j, das

derivadas par
iais de f , respe
tivamente, para i = m, . . . , N1 e j = n, . . . , N2. Observe

que N1, N2 ≤ d− 1 e N1 = d− 1 ou N2 = d− 1.

Proposição 4.4.2. Seja f : R2 → R um polin�mio real 
om pontos 
ríti
os isolados de

grau d. Se o 
ampo vetorial (PN1
, QN2

) possuir um equilíbrio isolado na origem, então

I ≤ max{1, d− 3}.

Demonstração: Suponhamos que o 
ampo vetorial (PN1
, QN2

) tem um equilíbrio iso-

lado na origem. Segue do Teorema 2.6.4 que

I = i(PN1
,QN2

)(O).

Sem perda de generalidade, podemos supor N1 = d − 1. Considerando N2 < N1 
om

N1 + N2 é um inteiro ímpar, segue do Teorema 2.6.1 que i(PN1
,QN2

)(O) = 0. Portanto,

I = 0 e o resultado segue. Considerando N2 < N1 
om N1 +N2 um inteiro par, segue do

Teorema que i(PN1
,QN2

)(O) ≤ min{N1, N2} = N2. Se N1 é um inteiro par, então N2 é um

inteiro par e menor que N −1. Consequentemente, N2 ≤ N1−2 ≤ d−3. Logo, I ≤ d−3.

O mesmo a
onte
e se N1 é um inteiro ímpar.
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Consideremos, agora, N1 = N2. Neste 
aso, temos

PN1
=
∂fd
∂x

, QN2
=
∂fd
∂y

.

Logo, (PN1
, QN2

) é um 
ampo gradiente e 
onsequêntemente I = i(PN1
,QN2

)(O) ≤ 1.

O resultado da Proposição 4.4.2 é válido em geral. Uma prova para este resultado pode

ser en
ontrada em [4℄. Em resumo, se f : R2 → R é um polin�mio de grau d 
om pontos


ríti
os isolados, então

1− d ≤ I ≤ max{1, d− 3}.

4.5 Curva de tangên
ias

Seja f : R2 → R um polin�mio 
om pontos 
ríti
os isolados e 
onsidere o 
ampo

hamiltoniano ∇ωf = (fy,−fx) asso
iado à função f . De�na a apli
ação S : R2 → R dada

por

S(x, y) = −x∂f
∂y

(x, y) + y
∂f

∂x
(x, y).

Um ponto (x, y) ∈ R2
é um ponto 
ríti
o ou um ponto de tangên
ia de uma 
urva de nível

de f 
om uma 
ir
unferên
ia 
entrada na origem se, e somente se S(x, y) = 0. De fato,

seja (x, y) ∈ R2
e 
onsidere C uma 
ir
unferên
ia 
entrada na origem tal que (x, y) ∈ C.

O vetor ∇ωf(x, y) é tangente à C se, e somente se, S(x, y) = 0. Como as trajetórias do


ampo hamiltoniano estão 
ontidas nas 
urvas de nível de f , o resultado segue. A 
urva

algébri
a S = 0 é 
hamada 
urva de tangên
ias de f .

Vamos es
olher a 
ir
unferên
ia C su�
ientemente grande de modo a 
onter as 
om-

ponentes 
ompa
tas e pontos isolados de S = 0. No exterior de C a 
urva de tangên
ias

de f é a união de 
omponentes 
onexas, onde 
ada 
omponente 
onexa é um ar
o suave

tendendo para o in�nito. Vamos denominar 
ada uma dessas 
omponentes de um �m da


urva de tangên
ias de f . O 
onjunto dos �ns de S = 0 será denotado por Ef(S).

Vamos denotar por Ne(Nh) o 
onjunto dos pontos pi ∈ C tal que existe uma órbita

do 
ampo hamiltoniano ∇ωf , tangen
iando internamente (externamente) a 
urva C em

pi. Como as trajetórias do 
ampo hamiltoniano estão 
ontidas nas 
urvas de nível de

f , podemos 
onsiderar Ne(Nh) o 
onjunto dos pontos pi ∈ C tal que existe uma 
urva



73

de nível de f , tangen
iando internamente (externamente) C no ponto pi. Sejam ne e nh

as 
ardinalidades de Ne e Nh respe
tivamente. Em [9℄ mostra-se que ne, nh são inteiros

�nitos. Por uma prova análoga, dada na Fórmula de Bendixson, obtemos

I = 1 +
ne − nh

2
. (4.2)

Proposição 4.5.1. Podemos es
olher a 
ir
unferên
ia C su�
ientemente grande de modo

que seja válido a seguinte propriedade: seja β ∈ Ef(S) e p o ponto da interseção entre as


urvas C e β, então:

a) Se p ∈ Ne, então, para todo ponto q ∈ β existe uma 
ir
unferên
ia C ′

entrada na ori-

gem, 
ontendo o ponto q, de modo que existe uma 
urva de nível de f , tangen
iando

C ′
internamente no ponto q, isto é, q ∈ Ne.

b) Se p ∈ Nh, então, para todo ponto q ∈ β existe uma 
ir
unferên
ia C ′

entrada na ori-

gem, 
ontendo o ponto q, de modo que existe uma 
urva de nível de f , tangen
iando

C ′
externamente no ponto q, isto é, q ∈ Ne.


) Se p /∈ Ne ∪ Nh, então, para todo ponto q ∈ β existe uma 
ir
unferên
ia C ′

en-

trada na origem, 
ontendo o ponto q, de modo que existe uma 
urva de nível de f ,

tangen
iando C ′
no ponto q tal que q /∈ Ne ∪Nh.

Uma prova para a proposição a
ima pode ser en
ontrada em [4℄.

Considere a 
ir
unferên
ia C su�
ientemente grande, de modo que satisfaça a Propo-

sição 4.5.1. Para 
ada β ∈ Ef(S), seja pβ o ponto de interseção de β 
om a 
ir
unferên
ia

C. De�nimos o índi
e do �m β da 
urva de tangên
ias de f , denotado por if(β),


omo sendo

if (β) =





−1, se pβ ∈ Nh

0, se pβ /∈ Ne ∪Nh

1, se pβ ∈ Ne.

Considere p(∇f) a 
ompa
ti�
ação de Poin
aré de ∇f . Suponhamos que os equilíbrios

no in�nito de p(∇f) sejam todos isolados e 
onsidere I∞ a soma dos índi
es de todos os

equilíbrios no in�nito do 
ampo p(∇f). Pelo Teorema de Poin
aré-Hopf na esfera S2
e
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pela Equação 4.2, obtemos

I∞ = 2− 2I = nh − ne.

A partir do Exemplo 4.5.1 e de outros exemplos, �zemos algumas 
onsiderações in-

trigantes sobre a relação entre a 
urva de tangên
ias e o 
omportamento no in�nito do


ampo gradiente. Iremos enun
iar, a seguir, tais questionamentos.

Seja β ∈ Ef(S) a qual é uma 
urva suave em R2
. Considere Γβ ∈ S2

a 
urva 
or-

respondente à β através da projeção de R2
no hemisfério norte H+

de S2
realizada na


ompa
ti�
ação de Poin
aré.

Problema 4.5.1. Sejam f : R2 → R um polin�mio 
om pontos 
ríti
os isolados e Ef(S)

o 
onjunto dos �ns da 
urva de tangên
ia de f . Então:

a) A quantidade de equilíbrios no in�nito do 
ampo p(∇f) pode estar rela
ionada 
om a


ardinalidade do 
onjunto Ef (S)?

b) Seja β ∈ Ef (S) e 
onsidere Γβ a 
orrespondente 
urva sobre S2
. Um ponto limite em

S1
da 
urva Γβ no equador de S2

é um equilíbrio no in�nito de p(∇f)?


) Seja p um equilíbrio no in�nito de p(∇f), existe uma 
urva β ∈ Ef(S) tal que p seja

um ponto limite da 
urva Γβ no equador de S2
. Além disso, podemos obter alguma

relação entre o índi
e de um equilíbrio no in�nito 
om o índi
e da 
urva β?

Espera-se que, sob boas hipóteses, tais questionamentos sejam verdadeiros. Exporemos

estas questões em práti
a, no exemplo a seguir, utilizando re
ursos dos softwares P4 e

Maple.

Exemplo 4.5.1. Seja o polin�mio f : R2 → R dado por f(x, y) = y(xy − 1). Então,

∂f

∂x
(x, y) = y2,

∂f

∂y
(x, y) = 2xy − 1, (x, y) ∈ R2.

A partir das derivadas par
iais de f obtemos que f não possui pontos 
ríti
os. Logo, o


ampo gradiente não possui equilíbrios �nitos, impli
ando que I = 0. Pelo Teorema de

Poin
aré-Hopf, obtemos que I∞ = 2.
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PSfrag repla
ements

β1

β2

β3
β4

β5

β6
C

Figura 4.4: Curvas de nível e de tangên
ia de f(x, y) = y(xy − 1)

A 
urva de tangên
ias de f é dada pelo nível zero da função S : R2 → R dada por

S(x, y) = −2x2y + x+ y3.

Na Figura 4.4 ilustramos as 
urvas de tangên
ia e de nível de f e os �ns da 
urva de

tangên
ia em R2
. As 
urvas de nível de f estão representadas pela 
or verde e a 
urva de

tangên
ia de f , pela 
or vermelha. Existem 6 �ns da 
urva de tangên
ias denotadas por

βj, para j = 1, . . . , 6. Seja pj o ponto de interseção entre a 
urva βj e a 
ir
unferên
ia C.

Pelo 
omportamento das 
urvas de nível de f , obtemos que p1, p3, p4, p6 ∈ Nh e p2, p4 ∈ Ne.

Então, segue que

if (βj) =





−1, para j = 1, 3, 4, 6;

1, para j = 2, 5.

Considere p(∇f) a 
ompa
ti�
ação de Poin
aré do 
ampo de vetores polinomial ∇f .
Os equilíbrios no in�nito de p(∇f), referente as 
artas lo
ais U1 e V1, são dadas pelos

zeros da apli
ação F : R → R e referente as 
artas lo
ais U2 e V2 são zeros da apli
ação

G : R → R dados por

F (u) = 2u− u3 = u(−u2 + 2),

G(u) = −2u2 + 1.

Como G(0) 6= 0, existem 6 equilíbrios no in�nito do 
ampo p(∇f). Com auxílio do software

P4 vamos esboçar, na Figura 4.5, o retrato de fase sobre o dis
o de Poin
aré do 
ampo
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p(∇f).

Figura 4.5: Retrato de fase sobre o dis
o de Poin
aré referente ao Exemplo 4.5.1.

Observe que a matriz ja
obiana do 
ampo p(∇f), em termos de u, referente a 
arta

lo
al U1 é dada por 


−3 u2 + 2 0

0 −u2


 .

Referente à 
arta lo
al U1, quando u = ±
√
2 temos que o equilíbrio é do tipo nó estável e

quando u = 0 o equilíbrio é semi-hiperbóli
o. Como o grau do 
ampo ∇f é 2, segue que o


omportamento no in�nito do 
ampo p(∇f), referente à 
arta lo
al V1, é o mesmo que em

U1 multipli
ado por −1. Logo, referente à 
arta V1, u = ±
√
2 é nó instável e em u = 0

temos um equilíbrio semi-hiperbóli
o. Como I∞ = 2 e existem 4 nós, temos que os equilí-

brios no in�nito, em u = 0 tem índi
es iguais a -1. Com auxílio 
omputa
ional, obtemos

que estes equilíbrios são do tipo sela. Na Figura 4.5 os quadrados azuis e vermelhos são

referentes, respe
tivamente, aos equilíbrios não-degenerados do tipo nó estável e instável,

enquanto que, o triângulo verde se refere à um equilíbrio semi-hiperbóli
o do tipo sela.



Capítulo 5

Conje
tura de Carathéodory

Em superfí
ies regulares no espaço R3
de�nimos em 
ada um de seus pontos uma 
ur-

vatura normal asso
iada a 
ada direção do plano tangente no ponto �xado. Tal 
urvatura

normal é um número real e assume valores máximos e mínimos os quais denominamos


urvaturas prin
ipais. Em pontos umbíli
os as 
urvaturas prin
ipais 
oin
idem, ou seja, a


urvatura normal é a mesma em todas as direções. Pontos umbíli
os podem ser analisados


omo singularidades dos 
ampos de direções prin
ipais e 
onsequentemente em umbíli
os

isolados podemos trabalhar 
om índi
es.

Um ovalóide é uma superfí
ie regular suave 
ompa
ta e 
onvexa que é difeomorfa à

esfera S2
. O teorema de Poin
aré-Hopf a�rma que a soma dos índi
es em um ovalóide é

igual a dois, que é a 
ara
terísti
a de Poin
aré-Euler desta superfí
ie. Para mais detalhes

veja [10℄.

A Conje
tura de Carathéodory a�rma que em todo ovalóide de 
lasse Cr
, 
om r ≥ 3,

há no mínimo dois pontos umbíli
os. A Conje
tura de Loewner a�rma que o índi
e em

um umbíli
o isolado de um ovalóide é menor ou igual a um. Portanto, uma 
omprovação

da Conje
tura de Loewner impli
a na validade da Conje
tura de Carathéodory.

Assumindo a validade da Conje
tura de Loewner para superfí
ies analíti
as vamos,

nesta seção, provar que a Conje
tura de Carathéodory é válida para um ovalóide de 
lasse

Cr
, r ≥ 3, sobre pontos umbíli
os do tipo Lojasiewi
z. Este resultado foi provado em [18℄

por Sotomayor e Mello no ano de 1999.

77
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5.1 Pontos umbíli
os

Para 
ara
terizarmos pontos umbíli
os em superfí
ies regulares orientadas no espaço R3

é ne
essário e útil um estudo das linhas de 
urvaturas em 
ada ponto desta superfí
ie, em

parti
ular vamos de�nir as 
urvaturas prin
ipais desta superfí
ie. Existem algumas formas

equivalentes de de�nir as 
urvaturas prin
ipais em 
ada ponto da superfí
ie, a seguir, des-


reveremos dois métodos. No primeiro, iremos re
orrer a propriedades de 
urvas planares,

enquanto que no segundo modo, utilizaremos as formas fundamentais da superfí
ie.

Seja c : I → R2
uma 
urva regular de 
lasse C2

. De�nimos os vetores tangente e

normal da 
urva c, respe
tivamente, por

T (t) =
c′(t)

‖c′(t)‖ , N(t) =


 0 −1

1 0


T (t), t ∈ I.

A 
urvatura Kc da 
urva c em 
ada ponto t ∈ I é de�nida pela equação T ′(t) =

Kc(t)N(t).

Em toda nossa dis
ussão nesta seção, 
onsideremos S ⊂ R3
uma superfí
ie regular

orientada e p ∈ S. Seja X = X(u, v) uma parametrização lo
al de S em p tal que

p = X(0, 0).

De�nição 5.1.1. Para 
ada ponto p 
ontido na superfí
ie S podemos es
olher um vetor

Np ∈ R3
normal ao plano tangente TpS. Seja v ∈ TpS um vetor 
om norma unitária,


onsequentemente os vetores v e Np de�nem um plano, tal plano inter
epta a superfí
ie

S numa 
urva C. Lo
almente, C é uma 
urva planar e pode ser parametrizada por uma

apli
ação c : (−ε, ε) → C tal que c(0) = p e c′(0) = v. A 
urvatura normal da

superfí
ie S na direção de v em p, é de�nida por

Kv(p) := Kc(0)

A 
urvatura normal não depende da orientação da 
urva que a de�ne, mas sim da

orientação da superfí
ie. Denote

k1 := max
‖v‖=1

Kv(p) e k2 := min
‖v‖=1

Kv(p).
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As 
urvaturas normais máxima k1 e mínima k2, respe
tivamente, em um ponto p ∈ S são


hamadas de 
urvaturas prin
ipais da superfí
ie S em p. Em breve, justi�
aremos

o fato de k1 e k2 estarem bem de�nidas. As direções prin
ipais em p ∈ S são de�ni-

das pelas direções, sem 
onsiderarmos a orientação, dos vetores v ∈ TpS que de�nem as


urvaturas prin
ipais da superfí
ie em p ∈ S.

De�nição 5.1.2. Se C é uma 
urva regular sobre a superfí
ie S de modo que em 
ada

ponto p ∈ C a tangente à C em p está 
ontida em uma das direções prin
ipais da superfí
ie

então dizemos que C é uma linha de 
urvatura de S.

A primeira forma fundamental de S em p é a apli
ação Ip : TpS → R dada por

Ip(w1, w2) = 〈w1, w2〉, w1, w2 ∈ TpS,

em que TpS é o plano tangente à S em p. Os 
oe�
ientes da primeira forma fundamental

são de�nidos por

E = Ip(Xu(0, 0), Xu(0, 0)),

F = Ip(Xu(0, 0), Xv(0, 0)),

G = Ip(Xv(0, 0), Xv(0, 0)).

Seja N : S → S2
a apli
ação de Gauss e denote Np = N(p). A segunda forma

fundamental de S em p é dada pela apli
ação IIp : TpS → R dada por

IIp(w1, w2) = −〈dNp(w1), w2〉, w1, w2 ∈ TpS,

em que, a diferen
ial da apli
ação de Gauss dNp : TpS → TpS é uma transformação linear

auto-adjunta, a qual podemos representá-la pela matriz

(dN) = −


 e f

f g




 E F

F G




−1

,
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onde e, f, g são os 
oe�
ientes da segunda forma fundamental de�nidos por

e = IIp(Xu(0, 0), Xu(0, 0)),

f = IIp(Xu(0, 0), Xv(0, 0)),

g = IIp(Xv(0, 0), Xv(0, 0)).

Em [1℄ mostra-se que os autovalores k1 ≥ k2 do operador dNp são exatamente as


urvaturas prin
ipais de S em p e os vetores v1, v2 ∈ TpS que de�nem k1 e k2 são autovetores

asso
iados aos autovalores k1 e k2, respe
tivamente. O fato de dNp ser auto-adjunto,

justi�
a o fato de k1 e k2 estarem bem de�nidos e impli
a que v1 e v2 são ortogonais

quando k1 > k2.

A 
urvatura de Gauss de S em p é Kp = det dNp = k1k2 e a 
urvatura média de

S em p é Hp = −tr dNp/2 = (k1 + k2)/2. Observe que podemos es
rever estas 
urvaturas

em função dos 
oe�
ientes da primeira e segunda formas fundamentais da superfí
ie S no

ponto p.

Um ponto p ∈ S é 
hamado de umbíli
o quando suas 
urvaturas prin
ipais são iguais,

ou seja, k1 = k2. Isto impli
a que num ponto umbíli
o a 
urvatura normal é a mesma em

todas as direções e por este fato, as direções prin
ipais são indeterminadas.

Proposição 5.1.1. Uma 
urva regular C 
ontida na superfí
ie S é uma linha de 
urvatura

de S se, e somente se, existir uma parametrização Y = Y (t) de C tal que

N ′(t) = λ(t)Y ′(t),

em que λ = λ(t) é uma função real.

Uma prova para este resultado pode ser en
ontrada em [1℄. Como 
onsequên
ia da

Proposição 5.1.1 podemos obter as linhas de 
urvatura sobre a superfí
ie S referente a

parametrização lo
al X = X(u, v) no ponto p ∈ S por equações diferen
iais. Os pon-

tos umbíli
os são singularidades dos 
ampos de direções prin
ipais. Para uma dis
ussão

aprofundada sobre pontos umbíli
os e linhas de 
urvatura veja [8℄.
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5.2 Coordenadas de Ribau
our

Vamos 
onsiderar S ⊂ R3
uma superfí
ie regular orientada de 
lasse Cr


om r ≥ 2


ontendo a origem p = (0, 0, 0). Sejam X = X(u, v) uma parametrização lo
al de S em p e

N : S → S2
a apli
ação de Gauss tais que X(0, 0) = p e N(p) = −N , em que N = (0, 0, 1).

Isto impli
a que o plano tangente à superfí
ie S em p, denotado por TpS, é o plano gerado

pelos vetores (1, 0, 0) e (0, 1, 0) em R3
.

Proposição 5.2.1. Seja S uma superfí
ie regular de 
lasse Cr
, 
omo a des
rita a
ima.

Existem uma vizinhança U ⊂ R2
de (0, 0) e funções Y : U → TpS e ρ : U → R tais que

X(u, v) + ρ(u, v)N(u, v) = Y (u, v) +Nρ(u, v), (u, v) ∈ U. (5.1)

Além disso, dY (0, 0) tem posto 2.

Demonstração: Por hipótese, temos que 〈N((0, 0), N)〉 = N3(0, 0) = −1. Como N é

uma apli
ação 
ontínua, podemos 
onsiderar U uma vizinhança su�
ientemente pequena

do ponto (0, 0) em R2
de forma que 〈N(u, v), N〉 6= 1, para todo (u, v) ∈ U . De�na

Y : U → TpS e ρ : U → R dados por

ρ(u, v) =
〈X(u, v), N〉

1− 〈N(u, v), N〉
,

Y (u, v) = X(u, v) + ρ(u, v)(N(u, v)−N), (u, v) ∈ U.

Vamos mostrar que as funções a
ima estão bem de�nidas. Para tal, Y (u, v) ∈ TpS para

todo (u, v) ∈ U . Com efeito,

〈Y (u, v), N〉 =
〈
X(u, v) + ρ(u, v)(N(u, v)−N), N

〉

=
〈
X(u, v), N

〉
+ ρ(u, v)

〈
N(u, v)−N,N

〉

=
〈
X(u, v), N

〉
+
(〈
N(u, v), N

〉
− 1
) 〈X(u, v), N〉
1− 〈N(u, v), N〉

=
〈
X(u, v), N

〉
−
〈
X(u, v), N

〉
= 0.

Obviamente, as apli
ações Y e ρ satisfazem a equação 5.1. Como ρ(0, 0) = 0 e dρ(0, 0) = 0,



82

segue que

dY (0, 0) = dX(0, 0) + dρ(0, 0)(N(0, 0)−N) + dN(0, 0)ρ(0, 0)

= dX(0, 0)

Como dX(0, 0) tem posto 2 então dY (0, 0) também tem.

A função Y : U → TpS des
rita na Proposição 5.2.1, pode ser es
rita na forma

Y (u, v) = (x(u, v), y(u, v), 0) de forma a obter que Y é um difeomor�smo lo
al 
om um

aberto U 
ontendo a origem (0, 0). As 
oordenadas (x, y) são 
hamadas de 
oordenadas

de Ribau
our. A função f = f(x, y) = ρ(Y −1(x, y)) é 
hamada função de Ribau
our

asso
iada à superfí
ie S numa vizinhança de p referente à parametrização X .

Proposição 5.2.2. Seja S ⊂ R3
uma superfí
ie regular de 
lasse Cr


om r ≥ 2 e p ∈ S,


omo des
rita anteriormente. A função de Ribau
our f = f(x, y) asso
iada à S é de 
lasse

Cr
e a equação diferen
ial das linhas de 
urvatura é dada por

fxy(x, y)(dx
2 − dy2) + (fyy(x, y)− fxx(x, y))dxdy = 0. (5.2)

Demonstração: Denote a apli
ação normal de Gauss por meio de suas funções 
oorde-

nadas N = (N1, N2, N3). Es
revendo a função Y em 
oordenadas de Ribau
our obtemos

(x, y, 0) = Y (x, y)

= X(x, y) + f(x, y)(N(x, y)−N).

Por um lado, obtemos 〈Yx(x, y), N(x, y)〉 = N1(x, y) e por outro,

〈Yx(x, y), N(x, y)〉 =
〈
Xx(x, y) + fx(x, y)(N(x, y)−N) + f(x, y)Nx(x, y), N(x, y)

〉

= fx(x, y)
(
‖N(x, y)‖2 −N3(x, y)

)

= fx(x, y) (1−N3(x, y)) .

As equações a
ima impli
am que podemos expressar as derivadas da função de Ribau
our
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por meio das funções 
oordenadas da apli
ação de Gauss, da seguinte forma

fx(x, y) =
N1(x, y)

1−N3(x, y)
e fy(x, y) =

N2(x, y)

1−N3(x, y)
.

Como a função N é de 
lasse Cr−1
segue que as derivadas par
iais de f são de 
lasse Cr−1

e, portanto, f é de 
lasse Cr
. Vamos agora mostrar que as linhas de 
urvaturas podem

ser expressas pela equação (5.2).

Note que as derivadas par
iais de f , dadas a
ima, são equivalentes a a�rmação que (fx, fy)

é a projeção estereográ�
a de N a partir do polo norte. Então, podemos es
rever N a

partir de fx e fy usando a inversa da projeção estereográ�
a, isto é,

N(x, y) = N =
1

1 + f 2
x + f 2

y

(2fx, 2fy, f
2
x + f 2

y − 1). (5.3)

Tomando α = 2
(
1 + f 2

x + f 2
y

)−1
obtemos que N = α(fx, fy, (f

2
x − f 2

y − 1)/2). Este fato

impli
a na seguinte igualdade

dN = N
dα

α
+ α(dfx, dfy, fxdfx + fydfy). (5.4)

Em 
oordenadas de Ribau
our podemos expressar X = Y − f(N −N), isto impli
a

dX = dY +Ndf − d(fN).

Como dX e dN estão 
ontidos no TpS segue pela Proposição 5.1.1 que a equação diferen
ial

das linhas de 
urvatura pode ser representada pela equação

0 =W = det(N, dX, dN)

= det




N1 N2 N3

dX1 dX2 dX3

dN1 dN2 dN3




= det




N1 N2 N3

dx−N1df − fdN1 dy −N2df − fdN2 df −N3df − fdN3

dN1 dN2 dN3


 .
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Multiplique a primeira linha da matriz anterior por −df e some 
om a segunda linha,

depois multiplique a última linha por −f e some 
om a segunda linha. Assim, obtemos

0 = W = det




N1 N2 N3

dx dy df

dN1 dN2 dN3


 .

Utilizando a equação (5.4) obtemos

0 =W = det




N1 N2 N3

dx dy df

N1
dα
α
+ αdfx N2

dα
α
+ αdfy N3

dα
α
+ α(fxdfx + fydfy)




= α det




N1 N2 N3

dx dy df

dfx dfy fxdfx + fydfy


 .

Pelas fórmulas na equação (5.3), obtemos que N3 − fxN1 − fyN2 = −1. Por isso,

0 =W = α det




N1 N2 −1

dx dy 0

dfx dfy 0


 = −α det


 dx dy

dfx dfy


 = α(dfxdy − dfydx).

Portanto, 
omo dfx = fxxdx+ fxydx e dfy = fyxdx+ fyydy, obtemos

0 =W = fxy(x, y)(dx
2 − dy2) + (fyy(x, y)− fxx(x, y))dxdy,


omo queríamos demonstrar.

Proposição 5.2.3. Seja f : R2 → R uma função de 
lasse Cr

om r ≥ 2. Se f(0, 0) = 0

e df(0, 0) = 0, então existe uma vizinhança aberta U ⊂ R2
de (0, 0) tal que f |U é a função

de Ribau
our de uma superfí
ie regular orientada S ⊂ R3
de 
lasse Cr

.

Demonstração: Seja a função f : R2 → R de 
lasse Cr
, r ≥ 2, tal que f(0, 0) = 0 e
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df(0, 0) = 0. De�na as funções Y,X,N : R2 → R3
dadas por

Y (x, y) = (x, y, 0),

N(x, y) =
1

f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y) + 1
(2fx(x, y), 2fy(x, y), f

2
x(x, y) + f 2

y (x, y)− 1),

X(x, y) = Y (x, y)− f(x, y)(N(x, y)−N), (x, y) ∈ R2,

em que N = (0, 0, 1). Então,

1−N3 =
2

f 2
x + f 2

y + 1
, N1 = (1−N3)fx, N2 = (1−N3)fy.

Como dY (0, 0) = dX(0, 0) tem posto 2, existe uma vizinhança U ⊂ R2
de (0, 0) tal que

X |U é uma parametrização de 
lasse Cr−1
de S = X(U). Vamos mostrar que N |U é um


ampo vetorial normal unitário sobre S e f |U é a função de Ribau
our de S. Com efeito,

〈X(x, y), N〉
1− 〈N(x, y), N〉

=
〈Y (x, y)− f(x, y)(N(x, y), N〉

1− 〈N(x, y), N〉

=
〈Y (x, y), N〉 − f(x, y)〈N(x, y)−N,N〉

1− 〈N(x, y), N〉
= f(x, y), (x, y) ∈ U.

Logo, mostramos que f é uma função de Ribau
our para S. Vamos agora mostrar a seguir

que N é um vetor unitário normal à superfí
ie S.

〈Xx(x, y), N(x, y)〉 = 〈Yx(x, y)− fx(x, y)(N(x, y)−N)− f(x, y)Nx(x, y), N(x, y)〉

= N1(x, y)− fx(x, y)(1−N3(x, y))− f(x, y)〈Nx(x, y), N(x, y)〉

= N1(x, y)−N1(x, y) = 0;

〈Xy(x, y), N(x, y)〉 = N2(x, y)− fy(x, y)(1−N3(x, y)) = 0, (x, y) ∈ U.

Vamos mostrar que S é de 
lasse Cr
, para tal, de�na a apli
ação Φ : U × (−ε, ε) → R3

dada por Φ(x, y, t) = X(x, y) + tN(x, y), para (x, y) ∈ U e t ∈ (−ε, ε). Como a matriz

ja
obiana de Φ no ponto (0, 0, 0) é invertível, existe uma vizinhança V ⊂ U de (0, 0, 0) tal

que Φ |V é um difeomor�smo de 
lasse Cr−1
sobre um aberto W ⊂ R3


ontendo o ponto

Φ(0, 0, 0) = X(0, 0) = Y (0, 0) = (0, 0, 0).
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Fazendo U × (−ε, ε) su�
ientemente pequeno e V = Φ(U × (−ε, ε)) segue que Φ é um

difeomor�smo entre U × (−ε, ε) e V de 
lasse Cr−1
. Uma 
onta simples, mostra que

dΦ(0, 0, 1) = (N1, N2, N3).

Considere a apli
ação π3 : U × (−ε, ε) → R dada por π3(x, y, t) = t, para (x, y) ∈ U e

t ∈ (−ε, ε) e de�na

h = π3 ◦ Φ−1 : V → R.

Assim, h−1(0) = (π3 ◦ Φ−1)−1(0) = {Φ(x, y, 0) : (x, y) ∈ U} = S. Como (dΦ−1)(∇h) =

(0, 0, 1) segue que (∇h) |S= N |S. Isto no impli
a que ∇h é de 
lasse Cr−1
e portanto h é

de 
lasse Cr
.

5.3 Desigualdade de Lojasiewi
z

Seja X : U → R2
um 
ampo de vetores de 
lasse Cr

, r ≥ 1, em que U ⊂ R2
é uma

vizinhança aberta da origem (0, 0). Dizemos que o 
ampo X satisfaz a desigualdade de

Lojasiewi
z (ou simplesmente L-desigualdade) de ordem k em (0, 0), quando existir

uma vizinhança V ⊂ U de (0, 0), um número real δ > 0 e um número natural k 6= 0 tais

que

‖X(x, y)‖ ≥ δ‖(x, y)‖k, (x, y) ∈ V.

Considere X um 
ampo de vetores planares satisfazendo a L-desigualdade 
om um

equilíbrio (0, 0). Então este é um equilíbrio isolado. A re
ípro
a deste resultado é válida

se supormos que o 
ampo X é analíti
o. Uma demonstração pode ser en
ontrada em [14℄.

Sejam S ⊂ R3
uma superfí
ie orientada de 
lasse Cr

, 
om r ≥ 3 e p ∈ S um ponto

umbíli
o isolado. Vamos dizer que p é um ponto umbíli
o do tipo Lojasiewi
z (ou

simplesmente um L-umbíli
o) de ordem k 
om 1 ≤ k ≤ r − 3, quando a função de

Ribau
our f = f(x, y) asso
iada à superfí
ie S é tal que o 
ampo vetorial de Loewner

rela
ionado à função f de ordem 2

L2(f)(x, y) = (fxx(x, y)− fyy(x, y), 2fxy(x, y))

satisfaz a L-desigualdade de ordem k em (0, 0).
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Proposição 5.3.1. A de�nição de um ponto L-umbíli
o não depende da es
olha da função

de Ribau
our asso
iada à superfí
ie S es
olhida.

Demonstração: Seja f = f(x, y) uma função de Ribau
our asso
iada à superfí
ie

S de�nida numa vizinhança U da origem. Basta mostrar que a de�nição de um ponto

L-umbíli
o dada a
ima é invariante por uma rotação do sistema de 
oordenadas. De�na,

x = x cos θ − y sen θ e y = x sen θ + y cos θ.

Isto nos impli
a

x cos θ + y sen θ = (x cos θ − y sen θ) cos θ + (x sen θ + y cos θ) sen θ

= x cos2 θ − y sen θ cos θ + x sen 2θ + y cos θ sen θ

= x,

−x sen θ + y cos θ = −(x cos θ − y sen θ) sen θ + (x sen θ + y cos θ) cos θ

= −x cos θ sen θ + y sen 2θ + x sen θ cos θ + y cos2 θ

= y.

As igualdades a
ima impli
am nas seguintes

∂x

∂x
= cos θ,

∂x

∂y
= sen θ,

−∂y
∂x

= sen θ,
∂y

∂y
= cos θ.

Então, no sistema de 
oordenadas (x, y) o 
ampo vetorial de Loewner de ordem dois

asso
iada 
om a função f é dado por

L2(f)(x, y) =


 fxx − fyy

2fxy


 =


 cos 2θ − sen 2θ

sen 2θ cos 2θ


L2(f)(x, y).

Denote por A a matriz na equação a
ima. Suponhamos que L2(f) satisfaça a L−inequação
de ordem k em (0, 0) nas 
oordenadas (x, y). Então, existe uma vizinhança V de (0,0)
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ontida em U e δ > 0 tal que

‖L2(f)(x, y)‖ ≥ δ‖(x, y)‖k.

Seja W uma vinhança su�
iente pequena da origem 
ontida em U tal que (x, y) ∈ W ,

para todo (x, y) ∈ V . Como ‖A‖ > 0, obtemos

‖L2(f)(x, y)‖ = ‖A‖‖L2(f)(x, y)‖

≥ δ‖A‖‖(x, y)‖k

= δ‖A‖‖(x cos θ + y sen θ,−x sen θ + y cos θ)‖k

= δ‖A‖
(√

(x cos θ + y sen θ)2 + (−x sen θ + y cos θ)2
)k

= δ‖A‖‖(x, y)‖k, (x, y) ∈ W.

Mostrando que L2(f) satisfaz a L−desigualdade de ordem k numa vizinhança de (0, 0) nas


oordenadas (x, y). Com ra
io
ínio análogo, obtemos que a re
ípro
a também é válida.

Se supormos que S ⊂ R3
é uma superfí
ie analíti
a e p ∈ S um ponto umbíli
o isolado,

então, segue pela Proposição 5.2.3 que a função f de Ribau
our asso
iada à S também é

analíti
a. Como a equação diferen
ial das linhas de 
urvatura em 
oordenas de Ribau
our

pode ser expressa pela equação (5.2), obtemos que o 
ampo vetorial de Loewner de ordem

2 asso
iada à função f é um 
ampo analíti
o 
om um equilíbrio isolado na origem (0, 0).

Logo, (0, 0) satisfaz a L−desigualdade de ordem k, para algum k > 0 e, 
onsequentemente,

p é um ponto L−umbíli
o de S.

Lema 5.3.1. Seja ψ : U → R2
ser uma 
ampo vetorial de 
lasse Cr

, 
om r ≥ 1 e U uma

vizinhança de (0, 0), su�
ientemente pequena, em R2
. Se (0, 0) é um equilíbrio isolado de

X satisfazendo a L−desigualdade de ordem k em (0, 0), para algum 1 ≤ k ≤ r, então o

polin�mio de Taylor de ordem k em (0, 0), denotado por ψk, satisfaz a L−desigualdade em
(0, 0) e

iψ(0, 0) = iψk
(0, 0).

Demonstração: Seja 1 ≤ k ≤ r. Es
reva

ψ(x, y) = ψk(x, y) + ξ(x, y), (x, y) ∈ U.
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em que ξ é resto de Taylor de ordem k de ψ. Como ψ satisfaz a L−desigualdade de ordem
k em (0, 0), existe uma vizinhança V ⊂ U de (0, 0) e δ > 0 tais que

‖ψ(x, y)‖ ≥ δ‖(x, y)‖k, (x, y) ∈ V.

Como ψ é uma apli
ação de 
lasse Cr
, para todo 0 < ε < δ/4 dado, existe uma vizinhança

W ⊂ U de (0, 0) tal que

‖ξ(x, y)‖ ≤ ε‖(x, y)‖k, (x, y) ∈ W.

Pelas desigualdades a
ima, obtemos

δ‖(x, y)‖k ≤ ‖ψ(x, y)‖

≤ ‖ψk(x, y)‖+ ‖ξ(x, y)‖

≤ ‖ψk(x, y)‖+ ε‖(x, y)‖k (x, y) ∈ W ∩ V.

Para todo (x, y) ∈ W∩V , segue então que ‖ψk(x, y)‖ ≥ (δ−ε)‖(x, y)‖k, ou seja, ψk satisfaz
a L−desigualdade em (0, 0). Portanto, a origem é um equilíbrio isolado dos 
ampos ψ e

ψk. Vamos agora mostrar que o índi
e é o mesmo nestes dois 
ampos vetoriais, e para tal,

utilizaremos homotopias.

Sejam Bn ⊂W ∩ V uma bola aberta de raio n > 0, su�
ientemente pequeno, 
entrada na

origem e Sn a fronteira de Bn. De�na a família de 
ampos vetoriais ϕλ : U → R2
, para

0 ≤ λ ≤ 1 dada por

ϕλ(x, y) = ψk(x, y) + λξ(x, y), (x, y) ∈ Sn.

Por 
onstrução, ϕλ é uma deformação 
ontínua entre ψk e ψ em Sn. Vamos mostrar que

esta deformação é de fato uma homotopia. Suponha que existam (x, y) ∈ Sn e 0 ≤ λ ≤ 1

tais que ϕλ(x, y) = 0. Isto impli
a que,

ελ‖(x, y)‖k ≥ λ‖ξ(x, y)‖ = ‖ψk(x, y)‖ ≥ (δ − ε)‖(x, y)‖k.

Consequentemente, ελ ≥ δ− ε impli
ando que ε(1+λ) ≥ δ. Isto é um absurdo! Portanto,
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a deformação ϕλ é uma homotopia entre ψk e ψ em Sr e via Proposição 2.2.5 o índi
e na

origem destes 
ampos são iguais.

Teorema 5.3.1. Seja S ⊂ R3
ser uma superfí
ie de 
lasse Cr


om r ≥ 3. Se p ∈ S é

um L−umbíli
o de ordem k, em que 1 ≤ k ≤ r − 2. Então existe uma superfí
ie analíti
a

S ′ ⊂ R3
tal que p é um ponto umbíli
o isolado de S ′

tendo, em ambas superfí
ies, o mesmo

índi
e.

Demonstração: Seja 1 ≤ k ≤ r − 2. Vamos assumir que o vetor normal unitário à

S em p é (0, 0,−1). Seja f = f(x, y) a função de Ribau
our de 
lasse Cr
asso
iada à S

numa vizinhança do ponto p. Como o ponto p é um L−umbíli
o de ordem k, segue que a

origem do 
ampo vetorial de Lowener de ordem 2 asso
iada à função f ,

L2(f)(x, y) = (fxx(x, y)− fyy(x, y), 2fxy(x, y))

satisfaz a L−desigualdade de ordem k em (0, 0). Seja Ψ = Ψ(x, y) o polin�mio de Taylor

de ordem k+2 de f em (0, 0). Por 
onstrução, Ψ é uma função analíti
a e pela Proposição

5.2.3 existe uma superfí
ie analíti
a S ′
tendo Ψ 
omo sua função de Ribau
our. Seja L2(Ψ)

o 
ampo vetorial de Loewner de ordem 2 asso
iada a função de Ψ.

Com esta 
onstrução obtemos que L2(Ψ) e o polin�mio de Taylor de ordem k de f 
oin-


idem. Pelo Lema 5.3.1, L2(Ψ) tem um equilíbrio isolado na origem e o índi
e na origem

L2(f) e L2(Ψ) 
oin
idem. Além disso, pela Proposição 5.2.2 e pelo resultado a
ima obte-

mos que p é um umbíli
o isolado de S ′
.

Via Teorema 5.3.1 obtemos o seguinte 
orolário, no qual resulta numa resposta a�r-

mativa para a Conje
tura de Carathéodory para pontos L−umbíli
os.

Corolário 5.3.1. Seja S ⊂ R3
um ovalóide de 
lasse Cr


om r ≥ 3 e p ∈ S um

L−umbíli
o. Se a Conje
tura de Loewner é válida para superfí
ies analíti
as então, S

possui outro ponto umbíli
o.



Capítulo 6

Con
lusão

O propósito desta dissertação foi apresentar resultados que possam ser apli
ados no

estudo da Conje
tura de Carathéodory, tendo 
omo norteador o 
ampo vetorial de Lo-

ewner. Ini
iamos apresentando e dis
utindo resultados sobre o índi
e de um ponto de

equilíbrio isolado, em parti
ular, provamos o Teorema de Índi
e de Bendixson utilizando

homotopias entre 
ampos vetoriais e demonstramos formas de obter 
ál
ulos algébri
os

a
er
a do índi
e em 
asos parti
ulares. Em seguida, expomos 
omo é possível obter uma


ota superior para o índi
e na origem do 
ampo vetorial de Loewner utilizando uma de-


omposição deste 
ampo em 
omponentes hamiltoniana e gradiente. O próximo passo

foi estudar o 
omportamento de 
ampos vetoriais em R3
. Utilizando 
ompa
ti�
ações

do plano passamos a estudar 
ampos de vetores polinomiais na esfera S2
, em parti
ular

utilizamos a Compa
ti�
ação de Poin
aré. Demonstramos o Teorema de Poin
aré-Hopf

em S2
e estudamos resultados 
uriosos sobre pontos 
ríti
os de polin�mios reais em duas

variáveis. Por �m, utilizamos 
oordenadas e funções de Ribau
our de uma superfí
ie regu-

lar, su�
ientemente suave, 
ontida em R3
para des
rever a equação diferen
ial das linhas

de 
urvaturas 
om pontos L−umbíli
os. Con
luímos que se a Conje
tura de Loewner é

válida sobre superfí
ies analíti
os, 
om tais 
ondições a
ima, a de Carathéodory também

será válida em superfí
ies suaves.

Existem vários trabalhos interessantes a
er
a do assunto estudado nesta dissertação.

Desta
amos, 
omo exemplo o trabalho de Gar
ia e Gutierrez ([7℄ em 2000) realizando

uma extensão da Conje
tura de Carathéodory em um 
aso espe
ial para superfí
ies suaves

em R3
. Sendo um pou
o pretensioso, para trabalhos futuros, um estudo aprofundado do
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trabalho de Ivanov [11℄.

O Problema 4.5.1 foi 
olo
ado a partir de observações de vários exemplos utilizando

re
ursos 
omputa
ionais 
omo os softwares P4 e Maple. Ainda não se sabe se existem res-

postas na bibliogra�a para os 
asos expostos, 
ontudo a
reditamos que sob boas hipóteses

podemos obter respostas a�rmativas.
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