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Resumo

Nesta dissertação, em um primeiro momento, mostramos que um sistema diferencial

polinomial de ordem par não tem um centro global. Em seguida, caracterizamos todos

os sistemas polinomiais de Liénard tendo um centro global na origem. Em particular,

fornecemos uma expressão explícita de todos os sistemas polinomiais de Liénard de grau

três com um centro global na origem. Por �m, classi�camos todos os sistemas Kukles de

grau três e de grau cinco com um centro global na origem.

Palavras�chave: Centro Global, Sistema de Liénard, Sistema Kukles, Compacti�cação

de Poincaré, Blow-up.
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Abstract

In this dissertation, �rstly, we show that a polynomial di�erential system of even

order does not have a global center. Next, we characterize all Liénard polynomial systems

having a global center at the origin. In particular, we provide an explicit expression of all

Liénard polynomial systems of degree three with a global center at the origin. Finally, we

classify all degree three and degree �ve Kukles systems with a global center at the origin.

Keywords: Global Center, Liénard System, Kukles System, Poincaré Compacti�cation,

Blow-up.

iii



Sumário

Agradecimentos i

Resumo ii

Abstract iii

Índice iv

Lista de Figuras vi

1 Introdução 1

2 Preliminares 8

2.1 Estrutura Local dos Pontos de Equilíbrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Pontos de Equilíbrio Semi-Hiperbólicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 A Técnica do Blow-Up Homogêneo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4 A Técnica do Blow-up Quase-Homogêneo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.5 A Compacti�cação de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.6 Campos Topologicamente Equivalentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Centro Global de um Sistema Diferencial Polinomial de Grau Par 27

4 Centro Global de um Sistema de Liénard 32

4.1 A Caracterização de um Sistema de Liénard com um Centro Global . . . . 33

iv



v

4.2 A Caracterização de um Sistema de Liénard de Grau Três com um Centro

Global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5 Centro Global de um Sistema Kukles de Grau Três 41

5.1 A Caracterização de um Sistema Kukles com um Centro Global . . . . . . 41

5.1.1 Caso (a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.1.2 Caso (b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.1.3 Caso (c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.1.4 Caso (d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6 Centro Global de um Sistema Kukles de Grau Cinco 59

6.1 A Caracterização de um Sistema Kukles com um Centro Global . . . . . . 59

6.1.1 Caso (a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.1.2 Caso (b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.1.3 Caso (c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Conclusões 68

Referências Bibliográ�cas 69



Lista de Figuras

1.1 Os possíveis retratos de fase global de um sistema Kukles de grau três e de

grau cinco com um centro global. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1 Comportamento topológico local de um ponto de equilíbrio semi-hiperbólico. 12

2.2 Projeção central. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Cartas locais sobre a esfera de Poincaré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Setores de um ponto de equilíbrio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.5 h1 é um setor hiperbólico não degenerado do ponto de equilíbrio in�nito q1

e h2 é um setor hiperbólico degenerado do ponto de equilíbrio in�nito q2. . 24

3.1 Fluxo das órbitas numa vizinhança de (U, V ) = (0, 0). . . . . . . . . . . . . 30

4.1 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (4.8). . . . . . . . . . . . . 38

4.2 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (4.8). . . . . . . . . . . . . 39

4.3 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (4.8). . . . . . . . . . . . . 40

5.1 Os possíveis retratos de fase global de um sistema Kukles (5.1) com um

centro global. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 Diagrama apresentando todos os casos em que a origem do sistema (5.1) é

um centro global. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.3 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (5.3) quando a6 > 0 (acima)

e quando a6 < 0 (abaixo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.4 Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.3) quando a6 < 0. . . . 47

5.5 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (5.3) com a6 = 0 e a3 ̸= 0. 50

vi



vii

5.6 Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com −a22/4 < a6 < 0

e a4 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.7 Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com a6 = −a22/4 e

a4 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.8 Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com a6 = 0 e

−a22/8 < a4 < 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.9 Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com a6 = 0 e

a4 = −a22/8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.1 Diagrama apresentando todos os casos em que a origem do sistema (6.1) é

um centro global. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6.2 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (6.2) quando a5 > 0 (acima)

e quando a5 < 0 (abaixo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.3 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (6.5) quando a3 > 0 (acima)

e quando a3 < 0 (abaixo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.4 Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (6.5). . . . . . . . . . . . . 66



Capítulo 1

Introdução

A Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias inicia-se com os trabalhos

de Poincaré em 1881. Veja [23]. Dentro desta teoria, dizemos que um ponto de equilíbrio

p, de um campo vetorial no plano real, é um centro, se existe uma vizinhança V com

V \{p} preenchida por órbitas periódicas. Além disso, p é um centro global se V = R2, ou

seja, todo o plano é preenchido por órbitas periódicas, com exceção do ponto de equilíbrio

p. A noção de centro remonta dos manuscritos de Poincaré e Dulac. Veja [10] e [23].

Um dos problemas mais clássicos e trabalhosos da Teoria Qualitativa das Equações

Diferenciais no plano é a caracterização de centros, em particular os globais. Um programa

sistemático de estudo sobre centro global em sistemas polinomiais planares foi iniciado

por Conti e seus colaboradores. Veja [7].

Destacamos o importante problema colocado por Conti.

Problema 1.1. ([7], Problema 14.1, página 228) Identi�car todos os sistemas polinomiais

de grau ímpar tendo um centro global.

Existem diversos resultados na literatura sobre a caracterização de sistemas com um

centro global. Sistemas diferenciais polinomiais homogêneos cúbicos com centro global

foram caracterizados em [6]. Em [12], os autores classi�caram centros globais de campos

vetoriais da forma linear mais termos cúbicos homogêneos. A caracterização de centros

globais para campos vetoriais da forma linear mais termos homogêneos de grau cinco foi

dada em [18] e em [19].
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É bem conhecido que qualquer sistema polinomial quadrático (ou seja, n = 2) não

possui centro global. A prova deste resultado é bem extensa e baseia-se em classi�car

todos os centros dos sistemas quadráticos e depois veri�car que não são centros globais.

Veja [2], [3], [8], [24] e [26]. Mais recentemente, com técnicas mais modernas, os autores

de [17] mostraram que sistemas diferenciais polinomiais de grau par não possuem centro

global. Baseado no artigo [17], provaremos o seguinte teorema no Capítulo 3.

Teorema 1.1. Considere o sistema diferencial polinomial de grau d ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y).
(1.1)

O sistema (1.1), com d par, não possui centro global.

Em vista do Teorema 1.1 e do Problema 1.1, devemos voltar nossa atenção ao estudo

de centro global para sistemas polinomiais de grau ímpar. Visto que isto não é uma tarefa

fácil, apresentaremos um estudo de centro global para sistemas de grau ímpar particulares

e conhecidos na literatura.

Desta forma, no Capítulo 4, estudaremos o centro global em um sistema de Liénard.

Esse sistema foi estudado no �m da década de 1920 por Liénard, no estudo de oscilações

não lineares de fenômenos elétricos. Liénard obteve equações especiais de segunda ordem

para as quais ocorriam os ciclos limites, como havia idealizado Poincaré. Veja [15]. Nas

últimas décadas, esse sistema tem sido estudado intensamente e não há dúvidas sobre a

importância dele.

Considere a equação

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0, (1.2)

onde f e g são polinômios não nulos tal que g(x) = x+ g2(x) com g2(0) = 0 e g′2(0) = 0.

Como de costume, o ponto denota a derivada em relação ao tempo t.

A equação diferencial de segunda ordem (1.2) pode ser escrita como um sistema dife-

rencial de primeira ordem,

ẋ = −y, ẏ = x+ g2(x)− f(x)y (1.3)
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onde

g2(x) =
l∑

j=2

ajx
j, f(x) =

m∑
j=0

bjx
j,

com albm ̸= 0.

O sistema (1.3) é chamado de sistema diferencial polinomial generalizado de Liénard

ou simplesmente de sistema de Liénard.

Neste trabalho, nos dedicamos a caracterizar o sistema de Liénard de grau três com

um centro global na origem. Este estudo foi baseado no artigo [16]. Em outras palavras,

demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 1.2. Todo sistema de Liénard de grau três que possui um centro global na

origem, após um redimensionamento das variáveis x, y e um reescalonamento no tempo

t, pode ser escrito como

ẋ = −y, ẏ = x+ bx3 − xy, (1.4)

com b > 1/8.

Para a existência de um centro global, necessitamos primeiramente que a origem seja

um centro. Esse estudo, por si só, já não é uma tarefa fácil, pois está relacionado com o

famoso problema foco-centro da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordiná-

rias. Quando a linearização de um sistema, em um ponto de equilíbrio, tem autovalores

com partes reais e imaginárias não nulas, o ponto de equilíbrio é um foco (atrator ou

repulsor). Se, no entanto, os autovalores são imaginários puros, então a estabilidade do

ponto de equilíbrio depende dos termos não lineares de uma forma não trivial.

Um método geral, devido a Poincaré e Lyapunov, reduz o problema foco-centro ao de

resolver um sistema in�nito de equações polinomiais. Grosseiramente falando, precisamos

encontrar uma coleção de polinômios, chamados de coe�cientes de Lyapunov, tais

que a variedade algébrica do ideal gerado por esses polinômios caracteriza o centro. Um

exemplo desse estudo, para o sistema conhecido na literatura como sistema Kukles,

pode ser encontrado em [5] e [13].

Depois de caracterizar os centros locais, precisamos estudar as órbitas fora de partes

compactas, ou seja, no disco de Poincaré. Apresentamos uma introdução desta teoria no
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Capítulo 2.

Por �m, nos Capítulos 5 e 6, estudaremos o centro global em sistema Kukles. Este

sistema foi estudado pela primeira vez, por Kukles, em 1944. Veja [14]. O sistema é dado

por

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x
3 + a5x

2y + a6xy
2 + a7y

3 (1.5)

onde ai ∈ R para i = 1, . . . , 7 e o ponto denota a primeira derivada em relação ao tempo

t.

Nosso principal objetivo é encontrar condições, em termos dos coe�cientes ai, i ∈

{1, · · · , 7}, para que a origem seja um centro global. Este estudo foi estruturado de

acordo com o artigo [9]. Desta forma, no Capítulo 5, provaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.3. A origem é um centro global do sistema Kukles (1.5) se, e somente se,

alguma das seguintes condições são satisfeitas:

(i) a1 = a2 = a4 = a5 = a7 = 0 e a6 < 0, e todos os retratos de fase global são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(b).

(ii) a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = a7 = 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(c).

(iii) a2 = a5 = a7 = 0, a6 < 0 e a4 < −a21/4, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(a).

(iv) a2 = a3 = a5 = a6 = a7 = 0 e a4 < −a21/4 e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(a).

(v) a1 = a3 = a5 = a7 = 0, a4 < 0 e a6 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(a).

(vi) a1 = a3 = a4 = a5 = a7 = 0 e a6 < −a22/4, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(b).

(vii) a1 = a3 = a5 = a6 = a7 = 0 e a4 < −a22/8, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(a).
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Figura 1.1: Os possíveis retratos de fase global de um sistema Kukles de grau três e de

grau cinco com um centro global.

Através das técnicas vistas para o estudo de centro global, decidimos estudá-lo em um

sistema Kukles com a segunda componente na forma linear mais termos homogêneos de

grau cinco, ou seja, um sistema da forma

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
5 + a2x

4y + a3x
3y2 + a4x

2y3 + a5xy
4 + a6y

5 (1.6)

onde ai ∈ R para i = 1, . . . , 6.

Nesta dissertação, chamaremos de sistema Kukles de grau cinco o sistema Kukles

com a segunda componente na forma linear mais termos homogêneos de grau cinco, por

simplicidade. Novamente, nosso objetivo é encontrar condições, em termos dos coe�cientes

ai, i ∈ {1, · · · , 6}, para que a origem seja um centro global. Já iniciado o nosso estudo,

encontramos o artigo [19], em que os autores determinam todos os retratos de fase global

de um sistema Kukles da forma

ẋ = y, ẏ = −x+Q5(x, y),

onde Q5(x, y) é um polinômio homogêneo de grau cinco. Assim, basta olharmos dentre

todos os possíveis retratos de fase, quais são centros globais. Independente dos resultados

do artigo [19], obtivemos o seguinte teorema.

Teorema 1.4. A origem é um centro global do sistema Kukles (1.6) se, e somente se,

alguma das seguintes condições são satisfeitas:
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(i) a2 = a4 = a5 = a6 = 0 e a1, a3 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(a).

(i) a1 = a2 = a4 = a5 = a6 = 0 e a3 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(b).

(iii) a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0 e a1 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(a).

(iv) a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0, e todos os retratos de fase globais são topologica-

mente equivalentes ao dado pela Figura 1.1(c).

Em toda esta dissertação, consideramos conhecidos diversos conceitos e resultados

básicos da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias. Para mais detalhes

sobre esses conceitos, consultar as excelentes referências [1], [11] e [25].

Utilizamos também, alguns softwares para geração das �guras tais como o Mathema-

tica, o Inkscape e o P4.

Esta dissertação está estruturada da seguinte maneira:

� Capítulo 2: Apresentamos alguns conceitos preliminares como a estrutura local dos

pontos de equilíbrio, a compacti�cação de Poincaré e o blow-up.

� Capítulo 3: Apresentamos a demonstração do Teorema 1.1. Este estudo foi baseado

no artigo [17].

� Capítulo 4: Estudamos o centro global de um sistema de Liénard. Em particular,

apresentamos a demonstração do Teorema 1.2. Este estudo foi baseado no artigo

[16].

� Capítulo 5: Estudamos o centro global de um sistema Kukles de grau três. Em

particular, apresentamos a demonstração do Teorema 1.3. Este estudo foi baseado

no artigo [9].
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� Capítulo 6: Estudamos o centro global de um sistema Kukles de grau 5. Em par-

ticular, apresentamos a demonstração do Teorema 1.4. Este estudo foi baseado no

artigo [19].



Capítulo 2

Preliminares

Conforme dissemos na introdução, apresentaremos neste capítulo uma rápida revisão

dos principais tópicos da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias que

serão utilizados em toda esta dissertação.

2.1 Estrutura Local dos Pontos de Equilíbrio

Para uma leitura mais aprofundada dos tópicos apresentados, recomendamos os livros

[11] e [25].

De�nição 2.1. Seja p um ponto de equilíbrio do campo vetorial polinomial X(x, y) =

(P (x, y), Q(x, y)). Dizemos que

J(p) =

Px(p) Py(p)

Qx(p) Qy(p)


é a matriz Jacobiana do campo X no ponto de equilíbrio p, D(p) = Px(p)Qy(p) −

Py(p)Qx(p) é o determinante da matriz Jacobiana e T (p) = Px(p)+Qy(p) é o traço da

matriz Jacobiana. Assim, os autovalores da matriz Jacobiana no ponto p satisfazem

λ2 − T (p)λ+D(p) = 0

e são dados por

λ1 =
1

2

(
T (p)−

√
∆

)
e λ1 =

1

2

(
T (p) +

√
∆

)
8
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onde ∆ = T (p)2 − 4D(p). Note que T (p) = λ1 + λ2 e D(p) = λ1λ2.

De�nição 2.2. Dizemos que p é um ponto de equilíbrio:

(i) hiperbólico, se ambos os autovalores de J(p) possuem parte real não nula.

(ii) semi-hiperbólico, se exatamente um autovalor de J(p) é nulo.

(iii) nilpotente, se ambos os autovalores de J(p) são nulos, mas J(p) é uma matriz

cujas entradas são números reais não nulos.

(iv) linearmente nulo, se J(p) é uma matriz cujas entradas são nulas.

Agora, vamos de�nir os tipos de pontos de equilíbrio hiperbólicos a partir de D(p) e

T (p).

De�nição 2.3. Um ponto de equilíbrio hiperbólico p de X é chamado de nó se D(p) ≥ 0

e ∆ > 0. Se T (p) < 0, p é dito ser um nó atrator e se T (p) > 0, um nó repulsor.

De�nição 2.4. Um ponto de equilíbrio hiperbólico p de X é chamado de sela se D(p) < 0.

De�nição 2.5. Um ponto de equilíbrio hiperbólico p de X é chamado de foco se D(p) > 0

e ∆ < 0. Se T (p) < 0, p é dito ser um foco atrator e se T (p) > 0, um foco repulsor.

De�nição 2.6. Um ponto de equilíbrio p de X é chamado de centro se existe uma

vizinhança V com V \{p} preenchida por órbitas periódicas. E é chamado de centro do

tipo linear se os autovalores de J(p) são não nulos e imaginários puros.

Introduzimos a seguir a noção de conjugação topológica entre dois campos vetoriais,

a qual permite comparar seus retratos de fase.

De�nição 2.7. Sejam φ1 : Ω1 → R2 e φ2 : Ω2 → R2 os �uxos gerados pelos campos

X1 : U1 → R2 e X2 : U2 → R2, respectivamente. Dizemos que X1 é topologicamente

conjugado (resp. Cr-conjugado) a X2 quando existe um homeomor�smo (resp. um

difeomor�smo de classe Cr) h : U1 → U2 tal que h(φ1(t, p)) = φ2(t, h(p)), para todo t ∈ R e

p ∈ R2. O homeomor�smo h chama-se conjugação topológica (resp. Cr-conjugação)

entre X1 e X2.
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O teorema a seguir diz que, localmente, em torno de um ponto regular, todo campo

se comporta como um campo constante.

Teorema 2.1. (Fluxo Tubular) Sejam X : U → R2 um campo vetorial em um aberto

U ⊆ R2 e p um ponto regular de X. Então existe um difeomor�smo que conjuga X em

uma vizinhança de p com o campo constante Y = (1, 0) restrito a uma vizinhança da

origem.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [25].

Por �m, o teorema a seguir garante que o comportamento numa vizinhança de um

ponto de equilíbrio hiperbólico é sempre modelado pelo comportamento da parte linear

do campo.

Teorema 2.2. (Hartman-Grobman) Sejam X : U → R2 um campo vetorial em um

aberto U ⊆ R2 e p um ponto de equilíbrio hiperbólico. Então, existem vizinhanças V de p

em U e W de 0 em R2 tais que X|V é topologicamente conjugado a DX(p)|W .

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [25].

2.2 Pontos de Equilíbrio Semi-Hiperbólicos

Tendo em vista o Teorema de Hartman-Grobman, podemos considerar satisfatório

o conhecimento qualitativo local das órbitas de um campo vetorial em torno de pontos

de equilíbrio hiperbólicos. No caso de pontos de equilíbrio semi-hiperbólicos, usaremos

o Teorema 2.19, página 74, [11]. Este teorema é um resultado especí�co e muito útil

para determinar o comportamento local numa vizinhança de um ponto de equilíbrio semi-

hiperbólico.

Teorema 2.3. (Pontos de equilíbrio semi-hiperbólicos) Seja (0, 0) um ponto de

equilíbrio isolado do campo vetorial X dado por x′ = A(x, y),

y′ = λy +B(x, y)
(2.1)
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onde λ > 0 e A e B são funções analíticas em uma vizinhança de (0, 0), com seus desen-

volvimentos de Taylor, começando, pelo menos, com termos quadráticos em x e y. Seja

y = f(x) uma solução da equação λy + B(x, y) = 0 em uma vizinhança do ponto (0, 0)

e suponha que a função g(x) = A(x, f(x)) tem a forma amx
m +O(xm), onde m ≥ 0 e

am ̸= 0. Então, as seguintes a�rmações são verdadeiras:

(i) Se m é ímpar e am < 0, então (0, 0) é topologicamente uma sela. Veja Figura 2.1

(a). O sistema (2.1) é C∞- conjugado a x′ = −xm(1 + axm−1),

y′ = λy,
(2.2)

e C0- conjugado a  x′ = −x,

y′ = y.
(2.3)

(ii) Se m é ímpar e am > 0, então (0, 0) é topologicamente um nó instável. Veja Figura

2.1 (b). O sistema (2.1) é C∞- conjugado a x′ = xm(1 + axm−1),

y′ = λy,
(2.4)

e C0- conjugado a  x′ = x,

y′ = y.
(2.5)

(iii) Se m é par, então (0, 0) é uma sela-nó, ou seja, um ponto de equilíbrio cuja vizi-

nhança é a união de um setor parabólico e dois hiperbólicos. Veja Figura 2.1 (c). O

sistema (2.1) é C∞- conjugado a x′ = xm(1 + axm−1),

y′ = λy,
(2.6)

e C0- conjugado a  x′ = x2,

y′ = y.
(2.7)
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Figura 2.1: Comportamento topológico local de um ponto de equilíbrio

semi-hiperbólico.

2.3 A Técnica do Blow-Up Homogêneo

Quando o ponto de equilíbrio p é linearmente nulo, ou seja, a matriz Jacobiana em p

é nula, utilizaremos a técnica do blow-up para dessingularizar p. A técnica consiste em

�explodir� o ponto de equilíbrio linearmente nulo por meio de uma mudança de variáveis,

que não é um difeomor�smo, levando o ponto para algum dos eixos coordenados. Após

a mudança de coordenadas, cancelamos os fatores em comum no campo, e então o novo

campo apresenta novos pontos de equilíbrio no eixo, que serão mais simples que o ponto de

equilíbrio original. Se esses novos pontos de equilíbrio forem linearmente nulos, repete-se

o processo até obtermos pontos de equilíbrio elementares. As mudanças de variáveis que

usaremos são
T : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (u,w)
(2.8)

tal que:

� Na direção x, x = u e y = uw.

� Na direção y, x = uw e y = w.

Ao longo desta seção, tomaremos X : R2 → R2 como um campo de vetores polinomial
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com uma singularidade na origem, ou seja, ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y).
(2.9)

com P (0, 0) = Q(0, 0) = 0.

Proposição 2.1. Seja X : R2 → R2 como em (2.9). O campo, após a mudança de

coordenadas (2.8), tem a seguinte expressão.

� Na direção x,  u̇ = P (u, uw),

ẇ =
Q(u, uw)− wP (u, uw)

u
.

(2.10)

� Na direção y,  u̇ =
P (uw,w)− uQ(uw,w)

w
,

ẇ = Q(uw,w).
(2.11)

Demonstração. Obteremos apenas a expressão (2.10), já que na direção y a demonstração

é análoga. Temos que x = u e y = uw, logo ẋ = u̇ e ẏ = u̇w + uẇ. Como ẋ = P (x, y),

segue que u̇ = P (u, uw), e como ẇ = (ẏ − u̇w)/u e ẏ = Q(x, y), segue que

ẇ =
Q(u, uw)− wP (u, uw)

u

como queríamos.

As proposições seguintes mostram algumas propriedades dessas mudanças de variáveis.

Proposição 2.2. Seja T como em (2.8). Na direção x valem as seguintes a�rmações:

(i) T transforma a origem na reta u = 0.

(ii) A reta y = ax, com exceção da origem, é levada na reta w = a, com exceção da reta

u = 0.

(iii) O primeiro quadrante é levado no primeiro quadrante.
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(iv) O quarto quadrante é levado no quarto quadrante.

(v) O segundo quadrante é levado no terceiro quadrante.

(vi) O terceiro quadrante é levado no segundo quadrante.

Demonstração. (i) Os pontos os quais a origem é levada satisfaz o sistema u = 0,

uw = 0,

cuja solução é a reta u = 0.

(ii) O conjunto de pontos y = ax é levado em uw = au. Se x ̸= 0, então u ̸= 0 e assim

w = a, como queríamos.

(iii) Se x > 0 e y > 0, então u > 0 e w > 0 e, portanto, o primeiro quadrante é levado

no primeiro quadrante.

(iv) Se x > 0 e y < 0, então u > 0 e w < 0 e, portanto, o quarto quadrante é levado no

quarto quadrante.

(v) Se x < 0 e y > 0, então u < 0 e w < 0 e, portanto, o segundo quadrante é levado

no terceiro quadrante.

(vi) Se x < 0 e y < 0, então u < 0 e w > 0 e, portanto, o terceiro quadrante é levado no

segundo quadrante.

Proposição 2.3. Seja T como em (2.8). Na direção y valem as seguintes a�rmações:

(i) T transforma a origem na reta w = 0.

(ii) A reta x = by, com exceção da origem, é levada na reta u = b, com exceção da reta

w = 0.

(iii) O primeiro quadrante é levado no primeiro quadrante.
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(iv) O quarto quadrante é levado no terceiro quadrante.

(v) O segundo quadrante é levado no segundo quadrante.

(vi) O terceiro quadrante é levado no quarto quadrante.

Demonstração. A demonstração da Proposição 2.3 é análoga à da Proposição 2.2.

2.4 A Técnica do Blow-up Quase-Homogêneo

Embora a técnica do blow-up homogêneo aplicada de forma sucessiva seja su�ciente

para estudar as singularidades isoladas de um campo vetorial analítico, existe na literatura

a chamada técnica do blow-up quase-homogêneo, uma extensão da técnica clássica. É

muito útil, pois permite (geralmente) dessingularizar um ponto de equilíbrio linearmente

nulo com menos etapas. Ver [1] e [11] para mais detalhes. As mudanças de variáveis são

T : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (u,w)
(2.12)

tal que:

� Na direção positiva de x (resp. negativa), x = uα e y = uβw (resp. x = −uα e

y = uβw).

� Na direção positiva de y (resp. negativa), x = uwα e y = wβ (resp. x = uwα e

−wβ).

Os parâmetros α, β ∈ N são escolhidos convenientemente através do diagrama de

Newton. Embora não tenhamos nos aprofundado neste estudo, o leitor poderá encontrar

uma discussão sobre o assunto em [1] e [11]. Se α (resp. β) for ímpar, o blow-up na direção

positiva de x (resp. y) também fornece informações do blow-up na direção negativa de x

(resp. y). Se α = β = 1 recuperamos a mudança de variáveis de�nida na Seção 2.3.

Além disso, se β for ímpar, então a mudança de variáveis na direção x troca o segundo

e o terceiro quadrante; e se α é ímpar, a mudança de variáveis na direção y troca o terceiro

e o quarto quadrante.
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2.5 A Compacti�cação de Poincaré

A compacti�cação de Poincaré é utilizada para o estudo do comportamento no in�nito

de campos polinomiais e não somente em vizinhanças de pontos de equilíbrio.

De�nição 2.8. O grau do campo X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) é d = max{n,m}, onde n

e m são os graus dos polinômios P e Q, respectivamente.

Considere a esfera

S2 = {(y1, y2, y3) ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1},

a qual chamaremos de Esfera de Poincaré, e o plano

TPN
S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 1}

que é tangente a esfera S2 em PN = (0, 0, 1). Nesta seção, convencionaremos que as

coordenadas yi se referirão à esfera S2 e as coordenadas xi ao plano TPN
S2, i = 1, 2, 3.

De�nição 2.9. De�niremos

H+ = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H− = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 < 0}

como sendo hemisfério sul e

S1 = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 = 0}

como sendo o equador.

A compacti�cação de Poincaré de X consiste em fazer duas cópias do �uxo de X, uma

sobre H+ e outra sobre H−, usando a projeção central. Para isso, consideremos uma reta

L(t) que une a origem a um ponto de TPN
S2,

L(t) = (0, 0, 0) + t(x1, x2, 1) = t(x1, x2, 1), t ∈ R.
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Esta reta intercepta a esfera S2 em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no

hemisfério sul. Ver Figura 2.2.

Figura 2.2: Projeção central.

Agora, considerando a projeção do campo vetorial X de R2 ≈ TPN
S2 para S2 dada

pelas projeções centrais, temos dois difeomor�smos

f+ : TPN
S2 → H+ e f− : TPN

S2 → H−,

isto é, f+(p) (resp. f−(p)) é a intersecção da reta que passa pelo ponto p = (x1, x2, 1)

ligando a origem com o hemisfério norte (resp. sul) de S2, cujas expressões são dadas por

f+(x1, x2, 1) =
(x1, x2, 1)

△(x)
e f−(x1, x2, 1) = −(x1, x2, 1)

△(x)

onde △(x) =
√
x21 + x22 + 1.

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X de�nido no plano tangente

à esfera, isto é, X : TPN
S2 → TPN

S2 e, assim, é possível de�nir um novo campo em S2, ou

seja, o campo X̃ induzido em S2, a partir de X, através dos difeomor�smos f+ e f−.

O campo X̃ será dado por

X̃(y) = Df+(x)X(x) se y = f+(x) ∈ H+

e

X̃(y) = Df−(x)X(x) se y = f−(x) ∈ H−,
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respectivamente.

Destacamos que X̃ é um campo vetorial em S2 \ S1, que é tangente à esfera. Para

estudar o comportamento assintótico das órbitas não limitadas de X analisando X̃, é

necessário estender X̃ para o equador S1 obtendo, assim, um campo na esfera.

O estudo de X̃ em uma vizinhança do equador nos dará informações sobre o com-

portamento do campo X no in�nito. Entretanto, nem sempre é possível estender X̃ ao

equador. Veremos adiante que, quando X for um campo polinomial, podemos estender

X̃ analiticamente ao equador. Antes de estudar a extensão de X̃ ao equador, vamos esco-

lher um sistema de coordenadas conveniente para S2 e calcular a expressão de X̃ nessas

coordenadas.

Para S2, usaremos seis cartas locais dadas por

Uk = {y ∈ S2 : yk > 0}, Vk = {y ∈ S2 : yk < 0},

para k = 1, 2, 3. As aplicações locais correspondentes são dadas por ϕk : Uk → R2 e

ψk : Vk → R2 e de�nidas como

ϕk(y) = −ψk(y) =

(
ym
yk
,
yn
yk

)
,

para m < n e m,n ̸= k. Ver Figura 2.3.

Figura 2.3: Cartas locais sobre a esfera de Poincaré.

Queremos agora encontrar a expressão do campo na carta local (U1, ϕ1). Seja y ∈
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U1 ∩H+, então y = f+(x), x ∈ TPN
S2 e

(ϕ1 ◦ f+)(x) = ϕ1(f
+(x)) = ϕ1

(
x1

△(x)
,
x2

△(x)
,

1

△(x)

)
=

(
x2

△(x)

△(x)

x1
,

1

△(x)

△(x)

x1

)
=

(
x2
x1
,
1

x1

)
.

Portanto, ϕ1(x1, x2, 1) = (u, v), onde u = x2/x1 e v = 1/x1. Observe que como

y ∈ U1 ∩H+, então x1 ̸= 0. Como X̃(y) = Df+(x)X(x) quando y = f+(x), segue que

Dϕ1(y)X̃(y) = Dϕ1(y) ◦Df+(x)X(x)

= D(ϕ1 ◦ f+)(x)X(x).
(2.13)

Considere X̃(y)
∣∣
U1∩H+

denotando o sistema de coordenadas de�nido comoDϕ1(y)X̃(y)

e, portanto, segue da equação (2.13) que

X̃(y)
∣∣
U1∩H+ = D(ϕ1 ◦ f+)(x)X(x) =

−x2/x21 1/x1

−1/x21 0

P (x1, x2)
Q(x1, x2)


=

1

x21
(−x2P (x1, x2) + x1Q(x1, x2),−P (x1, x2)) .

Esta é a expressão de X̃ em U1∩H+, nas coordenadas ϕ1. Vamos colocá-las em função

de u e v para facilitar a análise. Tomando x1 = 1/v, x2 = u/v e substituindo na equação

acima, temos

X̃(y)
∣∣
U1∩H+ =

[
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

)]
.

Em geral, X̃ não permanece limitado quando nos aproximamos de S1. Mas, se mul-

tiplicarmos o campo pelo fator ρ(y) = yd−1
3 , onde d é o grau do campo X, a extensão se

torna possível. Então,

ρ(f+(x)) =
1

△(x)d−1
=

vd−1

△(z)d−1
,

onde z = (u, v). Assim, ρX̃ nas coordenadas (u, v) é dado por

ρX̃(u, v) =
vd−1

△(z)d−1

(
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

))
=

vd

△(z)d−1

(
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)
,−vP

(
1

v
,
u

v

))
.

(2.14)
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Logo, (2.14) é a expressão do campo em U1 \ S1. Veri�ca-se, facilmente que se y ∈

U1 ∩H−, obtém-se a mesma expressão.

Faremos agora, algumas considerações a respeito do que foi visto. Inicialmente, obser-

vamos que os pontos do equador S1∩U1 são representados por v = 0 nas coordenadas ϕ1.

Por outro lado, estes pontos correspondem ao in�nito do plano TPN
S2. Observe também,

que é possível fazer v = 0 na expressão (2.14), resultando em

ρX̃(u, 0) = (−uPd +Qd, 0),

onde Pd e Qd são os termos de maior grau em P e Q, respectivamente. Na expressão de

ρX̃(u, 0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto signi�ca que o vetor

ρX̃(u, 0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S2. Podemos concluir então, que

o equador S1 ∩ U1 é invariante pelo campo ρX̃.

Não é difícil remover o fator 1/△(z)d−1 de (2.14), através de um reescalonamento no

tempo. Assim, a expressão para o campo ρX̃ na carta local (U1, ϕ1) é dada por
u̇ = vd

[
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)]
,

v̇ = −vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
.

(2.15)

Podemos calcular, analogamente, a expressão do campo ρX̃ na carta (U2, ϕ2), que será

dada por 
u̇ = vd

[
P

(
u

v
,
1

v

)
− uQ

(
u

v
,
1

v

)]
,

v̇ = −vd+1Q

(
u

v
,
1

v

)
.

(2.16)

Finalmente, a expressão do campo ρX̃ na carta (U3, ϕ3) é dada poru̇ = P (u, v),

v̇ = Q(u, v).
(2.17)

Observação 2.1. As expressões para ρX̃ nas cartas (V1, ψ1), (V2, ψ2) e (V3, ψ3) terão, res-

pectivamente, as mesmas expressões que (2.15), (2.16) e (2.17) multiplicadas por (−1)d−1.

Observe que o fator (−1)d−1 desempenha um papel fundamental no estudo das estabilida-

des dos pontos de equilíbrio em S1. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos

do in�nito, basta olharmos as cartas (U1, ϕ1) e (U2, ϕ2).
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Proposição 2.4. Seja X um campo polinomial em R2 de grau d e de�na ρ : S2 → R

como ρ(y) = yd−1
3 . Considere X̃ o campo induzido em S2 \ S1 através de f+ e f− como

de�nido acima. Então, ρX̃ pode ser estendido a um campo analítico de S2 com equador

invariante.

Demonstração. Vimos acima que as expressões de ρX̃ nas cartas

(U1, ϕ1), (V1, ψ1), (U2, ϕ2) e (V2, ψ2)

são dadas por (2.15) e (2.16), respectivamente, onde podemos ainda multiplicar pelo fator

(−1)d−1, quando for o caso. Note que as expressões (2.15) e (2.16) estão bem de�nidas para

v = 0, isto é, no equador S1, e como tais expressões são analíticas, podemos estendê-las

analiticamente ao equador. Tomando v = 0 em (2.15) e (2.16), obtemos respectivamente

ρX̃(u, 0) = (−uPd +Qd, 0) e ρX̃ (u, 0) = (Pd, 0),

concluindo que o equador será invariante por X̃.

De�nição 2.10. O campo vetorial estendido na esfera S2 pelas cartas locais (Uk, ϕk) e

(Vk, ψk), chama-se compacti�cação de Poincaré de X e será indicado por P(X).

De�nição 2.11. A projeção de H+ ∪ S1 em R2 é chamada de disco de Poincaré.

De�nição 2.12. Chamamos de pontos de equilíbrio �nitos de X, os pontos de equi-

líbrio de P(X) em S2 \ S1.

De�nição 2.13. Chamamos de pontos de equilíbrio in�nitos de X, os pontos de

equilíbrio de P(X) em S1.

Vejamos alguns resultados para pontos de equilíbrio in�nitos. Já observamos que os

pontos de equilíbrio in�nitos são da forma (u, 0). Podemos escrever as componentes P e

Q do campo X da seguinte forma,

P (x, y) = Pm(x, y) + · · ·+ Pd(x, y) e Q(x, y) = Qm(x, y) + · · ·+Qd(x, y)

onde Pj e Qj são polinômios homogêneos de grau j de P e Q, com j = m, · · · , d e m > 0.
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Proposição 2.5. Seja X = (P,Q) um campo vetorial polinomial em R2. As seguintes

a�rmações são verdadeiras.

a) (u, 0) ∈ S1 ∩ (U1 ∪ V1) é um ponto de equilíbrio in�nito de P(X) se, e somente se,

F1(u) ≡ Qd(1, u)− uPd(1, u) = 0.

b) (u, 0) ∈ S1 ∩ (U2 ∪ V2) é um ponto de equilíbrio in�nito de P(X) se, e somente se,

F2(u) ≡ Qd(u, 1)− uPd(u, 1) = 0.

Demonstração. No item a), considere o campo P(X) na carta (U1, ϕ1). Da expressão

dada em (2.15), temos que

lim
v→0

vd
[
−uP

(
u

v
,
1

v

)
+Q

(
u

v
,
1

v

)]
= Qd(1, u)− uPd(1, u).

(⇒) Assumindo que (u, 0) ∈ S1 ∩ (U1 ∪ V1) é um ponto de equilíbrio in�nito de P(X),

então −uPd(1, u) +Qd(1, u) = 0.

(⇐) Agora, assumimos que F1(u) = 0. Da expressão (2.15), temos que

lim
v→0

−vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
= 0.

Logo, (u, 0) é um ponto de equilíbrio de S1 ∩ (U1 ∪ V1).

No item b), a prova para o caso (u, 0) ∈ S1 ∩ (U2 ∪ V2) é análoga.

2.6 Campos Topologicamente Equivalentes

Veremos como caracterizar os retratos de fase global no disco de Poincaré de sistemas

diferenciais polinomiais.

De�nição 2.14. Dizemos que dois campos vetoriais polinomiais X e Y são topologica-

mente equivalentes se existir um homeomor�smo em S2 preservando o in�nito S1 e levando

órbitas do �uxo induzido em P(X) em órbitas do �uxo induzido em P(Y ), preservando

ou invertendo, simultaneamente, o sentido de todas as órbitas.
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Uma separatriz de um campo vetorial P(X) no disco de Poincaré pode ser:

� Todas as órbitas de P(X) que estão na fronteira S1 do disco de Poincaré.

� Todos os pontos singulares �nitos de P(X).

� Todos os ciclos limites de P(X).

� Todas as separatrizes de setores hiperbólicos dos pontos singulares �nitos e in�nitos

de P(X).

Denotamos por S(P(X)) o conjunto formado por todas as separatrizes de P(X). Cada

componente conexa de S2\S(P(X)) é chamada de região canônica de P(X). A união

de S(P(X)) com uma solução escolhida (representante) de cada região canônica será

chamada de con�guração de separatriz.

De�nição 2.15. Dizemos que S(P(X)) e S(P(Y )) são equivalentes se existir um home-

omor�smo em S2 preservando o in�nito S1 e levando órbitas de S(P(X)) em órbitas de

S(P(Y )), preservando ou invertendo, simultaneamente, o sentido de todas as órbitas.

O seguinte teorema é devido a Markus [20], Neumann [21] e Peixoto [22].

Teorema 2.4. Os retratos de fase no disco de Poincaré de dois sistemas diferenciais

polinomiais compacti�cados P(X) e P(Y ), com pontos singulares isolados, são topolo-

gicamente equivalentes se, e somente se, suas con�gurações de separatrizes S(P(X)) e

S(P(Y )) são topologicamente equivalentes.

A seguir, sem entrar em muitos detalhes, apresentaremos o conceito de setores de um

ponto de equilíbrio.

De�nição 2.16. Chamamos de setor elíptico, setor parabólico e setor hiperbólico

de um ponto de equilíbrio, um setor que é topologicamente equivalente ao setor mostrado

na Figura 2.4 (a), (b) e (c), respectivamente.
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Figura 2.4: Setores de um ponto de equilíbrio.

De�nição 2.17. Seja q um ponto de equilíbrio in�nito e seja h um setor hiperbólico de

q. Dizemos que h é degenerado se suas duas separatrizes estão na fronteira do disco

de Poincaré, ou seja, em S1. Caso contrário, dizemos que h é um setor hiperbólico não

degenerado. Veja a Figura 2.5.

h1
q1

q2h2

Figura 2.5: h1 é um setor hiperbólico não degenerado do ponto de equilíbrio in�nito q1

e h2 é um setor hiperbólico degenerado do ponto de equilíbrio in�nito q2.

Considere um sistema diferencial polinomial em R2 com um único ponto de equilíbrio

�nito, que é um centro e cujo o S1 não é preenchido por pontos de equilíbrio. O resultado

a seguir caracteriza quando este centro é global.

Proposição 2.6. Considere um sistema diferencial polinomial em R2 com um único ponto

de equilíbrio �nito, que é um centro e cujo o S1 não é preenchido por pontos de equilí-

brio. Então este centro é global se, e somente se, todos os pontos de equilíbrio in�nitos,
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se existirem, forem tais que seus retratos de fase local sejam formados por dois setores

hiperbólicos degenerados.

Demonstração. Assuma que o sistema diferencial polinomial em R2 tem um único ponto

de equilíbrio �nito, que é um centro e que este é global. Então o limite externo das órbitas

periódicas deste centro é o S1. Consequentemente, como o S1 não é preenchido por pontos

de equilíbrio, se existe algum ponto de equilíbrio in�nito, este deve ser formado por dois

setores hiperbólicos degenerados.

Agora, suponha que o sistema diferencial polinomial em R2 tem um único ponto de

equilíbrio �nito, que é um centro, e que todos os pontos de equilíbrio in�nitos, se exis-

tirem, são tais que seus retratos de fase local são formados por dois setores hiperbólicos

degenerados. Em seguida, considere uma órbita periódica do centro. Seu limite interno é

o centro e o seu limite externo γ é uma curva homeomorfa a um círculo. Se o círculo γ

está contido em R2, visto que o único ponto de equilíbrio �nito é um centro, então γ deve

ser uma órbita periódica, mas a�rmamos que isso não é possível, ou seja, o círculo γ não

está contido em R2.

De fato, considere uma seção transversal local Σ à órbita periódica γ e a aplicação de

Poincaré π de�nida em Σ. Então π, na órbita periódica, é a identidade. Uma vez que π é

uma função analítica de uma variável, pois o sistema diferencial polinomial é um sistema

diferencial analítico, segue que π também é a identidade fora da órbita periódica. Então

γ está contido no interior da órbita periódica, uma contradição. Portanto, a a�rmação

está provada.

Como o círculo γ não pode estar contido em R2, o seu limite externo deve conter alguns

pontos de S1, mas como todos os pontos de equilíbrio in�nitos, se existirem, possuem seus

retratos de fase local formados por dois setores hiperbólicos degenerados, então γ é o

próprio S1. Portanto, o centro é global.

Proposição 2.7. Um ponto de equilíbrio in�nito q formado por dois setores hiperbólicos

degenerados, tem a matriz Jacobiana no ponto q identicamente nula.

Demonstração. A prova dessa proposição segue da observação que todos os retratos de
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fase locais de pontos de equilíbrio hiperbólicos, semi-hiperbólicos e nilpotentes estão com-

pletamente entendidos. Veja os Capítulos 2, 3 e os Teoremas 2.5, 2.19 e 3.5 de [11]. Como

nenhum desses retratos tem um ponto de equilíbrio formado por dois setores hiperbólicos

degenerados, concluímos que a matriz Jacobiana é nula.



Capítulo 3

Centro Global de um Sistema

Diferencial Polinomial de Grau Par

Sabemos que qualquer sistema polinomial quadrático (ou seja, n = 2) não possui

centro global. A prova deste resultado baseia-se em classi�car todos os centros dos siste-

mas quadráticos e depois veri�car que não são centros globais. Mostraremos agora, que

sistemas diferenciais polinomiais de grau par não possuem centro global.

Teorema 3.1. Considere o sistema diferencial polinomial de grau d ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y).
(3.1)

O sistema (3.1), com d par, não tem centro global.

Demonstração. Fixaremos a seguinte notação,

Gd(x, y) = yPd(x, y)− xQd(x, y).

Sabemos, pela Proposição 2.5, que os pontos de equilíbrio in�nitos do sistema (3.1) cor-

respondem aos fatores lineares que dividem Gd(x, y). Separamos a prova do Teorema 3.1

em duas partes, tratando dos casos em que Gd ̸≡ 0 e Gd ≡ 0.

27
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Caso 1: Gd ̸≡ 0

Primeiro, vamos tratar do caso em que Gd(x, y) não é o polinômio identicamente nulo.

Faremos a prova por contradição. Assuma que o sistema (3.1) com grau par tem um

centro global e Gd(x, y) ̸≡ 0. Sabemos que todo polinômio homogêneo de grau d pode ser

fatorado como
r1∏
i=1

(aix+ biy)
li

r2∏
k=0

(αkx
2 + βkxy + γky

2)jk

onde li ≥ 0 para todo i = 1, . . . , r1, jk ≥ 0 e β2
k − 4αkγk < 0 para k = 0, . . . , r2 e∑r1

i=1 li +
∑r2

k=0 2jk = d.

Como Gd(x, y) ̸≡ 0, temos que o equador da esfera de Poincaré não é formado apenas

por pontos de equilíbrio. Assim, por uma rotação de coordenada em relação à origem,

podemos assumir que todos os pontos de equilíbrio no in�nito estão nas cartas U1 ∪ V1.

Introduzimos a seguinte notação,

Gd−k(x, y) = yPd−k(x, y)− xQd−k(x, y), k = 0, 1, . . . , d.

Escrevendo o sistema (3.1) na carta U1, obtemos u̇ = −Gd(1, u) + vGd−1(1, u) + · · ·+ vd−1G0(1, u),

v̇ = −vPd(1, u)− v2Pd−1(1, u)− · · · − vdP0(1, u).
(3.2)

Considere (u, 0) um ponto de equilíbrio na carta U1, o qual existe pois Gd tem grau

(d + 1) (ímpar), isto é Gd(1, u) = 0. A matriz Jacobiana associada ao sistema (3.2) e

aplicada no ponto (u, 0) é dada por −∂Gd

∂u
(1, u) Gd−1(1, u)

0 −Pd(1, u)

 .
Como estamos assumindo que temos um centro global, pela Proposição 2.6, o ponto

(u, 0) deve ser formado por dois setores hiperbólicos degenerados. Pela Proposição 2.7, a

matriz Jacobiana no ponto deve ser linearmente nula, ou seja, temos que Gd(1, u) = 0 e

∂Gd(1, u)/∂u = 0, o que implica que o ponto (u, 0) deve ter multiplicidade dois como raiz

do polinômio Gd(1, u). Logo, Gd tem um fator linear real, com pelo menos multiplicidade
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dois e, assim, podemos reescrever Gd da seguinte forma

Gd =

r1∏
i=1

(aix+ biy)
li

r2∏
k=0

(αkx
2 + βkxy + γky

2)jk (3.3)

onde li ≥ 2 para todo i = 1, · · · , r1, jk ≥ 0 e β2
k − 4αkγk < 0 para k = 0, · · · , r2 e∑r1

i=1 li +
∑r2

k=0 2jk = d+ 1.

Como o grau de Gd é ímpar, existe pelo menos um i ∈ {1, . . . , r1} tal que li é ímpar,

pois, caso contrário, Gd teria grau par. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que

tal li ocorre para i = 1. Assim, devemos ter l1 ímpar e l1 ≥ 3. Então,

Gd(x, y) = (a1x+ b1y)
l1

r1∏
i=2

(aix+ biy)
li

r2∏
k=0

(αkx
2 + βkxy + γky

2)jk . (3.4)

Como assumimos que todos os pontos de equilíbrio no in�nito estão nas cartas U1∪V1,

então b1 ̸= 0. Na carta U1, o polinômio homogêneo Gd(x, y), dado em (3.4), se escreve

como

Gd(1, u) = (a1 + b1u)
l1

r1∏
i=2

(ai + biu)
li

r2∏
k=0

(αk + βku+ γku
2)jk .

Introduzindo uma nova variável, a1 + b1u = U em Gd(1, u), obtemos que

Gd

(
1,
U − a1
b1

)
= U l1Γ + · · · , (3.5)

onde

Γ =

r1∏
i=2

(
aib1 − bia1

b1

)li r2∏
k=0

(
αkb

2
1 − βka1b1 + γka

2
1

b21

)jk

̸̸= 0,

pois U = 0 tem exatamente multiplicidade l1 e · · · representa os termos de ordens supe-

riores, na variável U .

Considerando as novas variáveis (U, v = V ), segue de (3.2) e (3.5) que o sistema na

carta local U1, restrito a V = 0, pode ser escrito como

U̇ |v=0 = −(U l1Γ + · · · ), V̇ |v=0 = 0,

ou seja, o eixo U é invariante. Como l1 é ímpar, no semi eixo positivo {U > 0, V = 0},

numa vizinhança de (U, V ) = (0, 0), as órbitas �uem no sentido oposto às órbita no

semi-eixo negativo {U < 0, V = 0}. Veja a Figura 3.1.
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Assim o ponto (U, V ) = (0, 0) não pode ser formado por dois setores hiperbólicos

degenerados. Isso contradiz a nossa suposição que o sistema (3.1) tem um centro global.

Figura 3.1: Fluxo das órbitas numa vizinhança de (U, V ) = (0, 0).

Caso 2: Gd ≡ 0

Considere que Gd(x, y) é um polinômio identicamente nulo. Faremos essa parte da

prova por contradição novamente. Assuma que o sistema (3.1) tem um centro global e

Gd(x, y) ≡ 0.

Como Gd(x, y) ≡ 0, temos que o equador da esfera de Poincaré é formada apenas por

pontos de equilíbrio e que yPd(x, y) = xQd(x, y). Assim, existe um polinômio Rd(x, y) de

grau d− 1 ímpar tal que

Pd(x, y) = xRd(x, y) e Qd(x, y) = yRd(x, y).

Escrevendo o sistema (3.1) na carta U1, obtemos u̇ = vGd−1(1, u) + · · ·+ vd−1G0(1, u),

v̇ = −vRd(1, u)− v2Pd−1(1, u)− · · · − vdP0(1, u).
(3.6)

Como já sabíamos, a reta no in�nito v = 0 é formada por pontos de equilíbrio. Fazendo

um reescalonamento na variável temporal da forma ds = vdt, obtemos o sistema u̇ = Gd−1(1, u) + vGd−2(1, u) + · · ·+ vd−2G0(1, u),

v̇ = −Rd(1, u)− vPd−1(1, u)− · · · − vd−1P0(1, u).
(3.7)
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Como Rd(x, y) é um polinômio de grau d− 1(ímpar), temos que Rd(1, u) ̸≡ 0. Assim,

existe u tal que Rd(1, u) ̸= 0. Em outras palavras, temos que o ponto (u, 0) é um ponto

regular do sistema (3.7). Por outro lado, temos que

v̇|v=0 = −Rd(1, u) ̸≡ 0 e v̇|(v=0,u=u) = −Rd(1, u) ̸= 0,

e como (u, 0) é um ponto de equilíbrio do sistema (3.6), então (u, 0) é α-limite ou ω-limite

de alguma órbita desse sistema. Isso contradiz novamente a nossa suposição que o sistema

(3.1) tem um centro global.



Capítulo 4

Centro Global de um Sistema de

Liénard

Neste capítulo, apresentamos o sistema de Liénard e caracterizamos este sistema com

um centro global. Considere a equação diferencial de segunda ordem

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0 (4.1)

onde f e g são polinômios não nulos tal que g(x) = x+ g2(x) com g2(0) = 0 e g′2(0) = 0.

Como de costume, o ponto denota a primeira derivada em relação ao tempo t. A equação

(4.1) pode ser escrita como um sistema diferencial de primeira ordem,

ẋ = −y, ẏ = x+ g2(x)− f(x)y (4.2)

onde

g2(x) =
l∑

j=2

ajx
j, f(x) =

m∑
j=0

bjx
j,

com albm ̸= 0. Claramente, a origem é um ponto de equilíbrio do sistema (4.2). O

sistema (4.2) é chamado de sistema diferencial polinomial generalizado de Liénard ou

simplesmente de sistema de Liénard.

32
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4.1 A Caracterização de um Sistema de Liénard com

um Centro Global

O teorema a seguir se encontra em [4] e caracteriza de forma algébrica e efetiva o

sistema de Liénard (4.2) com um centro do tipo linear na origem.

Teorema 4.1. O sistema de Liénard (4.2), com f(x) e g(x) polinômios reais e g(0) = 0 e

g′(0) > 0, possui um centro do tipo linear na origem se, e somente se, existem polinômios

reais h, f1 e g1 tais que

f(x) = f1(h(x))h
′(x), g(x) = g1(h(x))h

′(x),

com h′(0) = 0 e h′′(0) ̸= 0.

A prova deste resultado utiliza ferramentas algébricas bastante especí�cas e não foram

estudadas nesta dissertação. Apenas utilizaremos o resultado. O principal teorema deste

capítulo será apresentado a seguir. O Teorema 4.2 caracteriza o sistema de Liénard (4.2)

com um centro global na origem e sua prova consiste em utilizar o Teorema 4.1 para

entender o centro na origem e as Proposições 2.6 e 2.7 para entender o in�nito.

Teorema 4.2. O sistema de Liénard (4.2), com f(x) e g(x) tal que g(0) = 0 e g′(0) > 0,

possui um centro global na origem se, e somente se, as seguintes condições são válidas:

(i) A única raiz real do polinômio g é x = 0.

(ii) Existem polinômios reais h, f1 e g1 tais que

f(x) = f1(h(x))h
′(x), g(x) = g1(h(x))h

′(x),

com h′(0) = 0 e h′′(0) ̸= 0.

(iii) grau(g) = l é ímpar e grau(g) > 1 + grau(f).

(vi) O retrato de fase local do ponto de equilíbrio localizado na origem do sistema

u̇ = uvl−1f
(u
v

)
− uvlg

(u
v

)
− vl−1, v̇ = vl

(
f
(u
v

)
− vg

(u
v

))
(4.3)

é formado por dois setores hiperbólicos degenerados.
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Demonstração. Primeiramente, mostraremos que é su�ciente o sistema (4.2) possuir um

centro global na origem para satisfazer as condições do teorema.

� Se o sistema (4.2) possui um centro global na origem, então a origem precisa ser o

único ponto de equilíbrio. Como g(0) = 0, então (x0, 0) com x0 ̸= 0 não é raiz de g,

ou seja, x = 0 deve ser a única raiz de g. Portanto, temos (i).

� Como o sistema de Liénard (4.2) com f(x) e g(x) tal que g(0) = 0 e g′(0) > 0 possui

um centro global na origem, então a origem é um centro do tipo linear, ou seja, o

Teorema 4.1 é satisfeito. Portanto, temos (ii).

� Do Teorema 3.1, se o sistema (4.2) tem um centro global, devemos assumir que o

grau do sistema é ímpar. Veja o Capítulo 3. Usando a equação (2.15), o sistema de

Liénard (4.2) na carta local U1 se escreve na forma
u̇ = u2vd−1 + vd−1 +

2n−1∑
j=2

ajv
d−j − u

m∑
j=0

bjv
d−1−j,

v̇ = uvd

(4.4)

onde d = max{l = 2n− 1,m+ 1}.

Vamos considerar três casos:

Caso 1:

Seja 2n − 1 > m + 1. Neste caso, temos d = 2n − 1 e a2n−1 ̸= 0, ou seja,

u̇|v=0 = a2n−1 ̸= 0. Portanto, não temos pontos de equilíbrio in�nitos na carta local

U1.

Caso 2:

Seja 2n− 1 = m+ 1. Neste caso, temos d = 2n− 1 = m+ 1 e a2n−1bm ̸= 0, ou

seja, u̇|v=0 = a2n−1 − ubm. Portanto, existe um único ponto de equilíbrio, a saber;
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(u∗, 0) = (a2n−1/bm, 0) na carta local U1. A matriz Jacobiana do sistema (4.4), no

ponto de equilíbrio (u∗, 0), é dada por−bm a2n−2 −
a2n−1

bm
bm−1

0 0

 .

Como a matriz Jacobiana não é identicamente nula, pelas Proposições 2.6 e 2.7,

sabemos que o ponto de equilíbrio (u∗, 0) não possui dois setores hiperbólicos dege-

nerados. Portanto, neste caso, a origem não pode ser um centro global.

Caso 3:

Seja 2n−1 < m+1. Neste caso, temos d = m+1 e bm ̸= 0, ou seja, u̇|v=0 = −ubm.

Portanto, existe um único ponto de equilíbrio (u∗, 0) = (0, 0) na carta local U1. A

matriz Jacobiana do sistema (4.4), no ponto de equilíbrio (u∗, 0), é dada por−bm ∗

0 0

 ,

onde ∗ pode ser 0 ou não. Novamente, como a matriz Jacobiana não é identicamente

nula, o ponto de equilíbrio (u∗, 0) não possui dois setores hiperbólicos degenerados.

Portanto, neste caso, a origem não pode ser um centro global.

Em resumo, como o sistema de Liénard (4.2) tem um centro global, ele deve estar

no Caso 1, isto é, temos a condição (iii).

� Note que o único ponto de equilíbrio in�nito sob a condição (iii) é exatamente a

origem da carta local U2. Como a expressão do sistema (4.2) na carta local U2 é o

sistema (4.3), �ca claro que a origem é um ponto de equilíbrio in�nito. Então, a

partir da Proposição 2.6, o retrato de fase local da origem da carta local U2 deve ser

formado por dois setores hiperbólicos degenerados, ou seja, temos a condição (iv).

Agora, mostraremos que é necessário o sistema (4.2) satisfazer as condições do teorema

para possuir um centro global.
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� Pela condição (i), a origem é o único ponto de equilíbrio �nito do sistema.

� Pela condição (ii), a origem é um centro do tipo linear.

� Pela condição (iii), a carta local U1 não possui pontos de equilíbrio.

� Pela condição (iv), o retrato de fase local da carta U2 é formado por dois setores

hiperbólicos degenerados.

Portanto, segue destas observações, que a origem do sistema (4.2) é um centro global.

4.2 A Caracterização de um Sistema de Liénard de

Grau Três com um Centro Global

Teorema 4.3. Todo sistema (4.2) de grau três que possui um centro global na origem,

após um redimensionamento das variáveis x, y e um reescalonamento no tempo t, pode

ser escrito como

ẋ = −y, ẏ = x+ bx3 − xy, (4.5)

com b > 1/8.

Demonstração. Como o grau(g) = l = 3 e o grau(f) = m = 1, então o grau(h) = 2. É

fácil ver que h(x) é da forma

h(x) = cx2

com c ̸= 0. Assim, pela condição (ii) do Teorema 4.2,

f(x) = f1(cx
2)2cx e g(x) = g1(cx

2)2cx.

Sendo m = 1, então f1(x) = a1, com a1 ̸= 0, pois, caso contrário, o sistema (4.2) não

seria um sistema de Liénard. Sendo l = 3 e g(x) = g1(cx
2)2cx = x + g2(x), então

g1(x) = b1x+ 1/2c, com b1 ̸= 0. Em resumo,

g(x) = x+ 2b1c
2x3 = x+ bx3 e f(x) = 2a1cx = ax
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onde b = 2b1c
2 e a = 2a1c.

Portanto, o sistema (4.2) de grau três satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii) do

Teorema 4.2 é da forma

ẋ = −y, ẏ = x+ bx3 − axy, (4.6)

com b > 0, pela condição (i), e a ̸= 0 para ser um sistema de Liénard.

Para reduzir o número de parâmetros de dois para um, faremos a reparametrização

(x, y, t) = (X/a, Y/a, t). Logo, o sistema (4.6) se escreve como

ẋ = −y, ẏ = x+ bx3 − xy, (4.7)

com b > 0, onde escrevemos x e y em vez de X e Y , respectivamente. Agora, estudaremos

quando o sistema (4.7) satisfaz a condição (iv) do Teorema 4.2. Segue da equação (2.16),

que o sistema (4.7), na carta local U2, é dado por

u̇ = −bu4 − v(u2(−1 + v) + v), v̇ = −v(bu3 + u(−1 + v)v). (4.8)

Claramente, a origem (u, v) = (0, 0) é um ponto de equilíbrio in�nito com a matriz

Jacobiana identicamente nula. Logo, para estudar seu retrato de fase local, devemos

aplicar a técnica do blow-up. Para mais detalhes, veja [1].

Iniciamos o estudo do retrato de fase local na origem do sistema (4.8) fazendo o blow-

up generalizado direcional (u, v) 7→ (u, u2w). Desta forma, o sistema (4.8) se escreve

como

u̇ = −u4(b+ w(−1 + w + u2w)), ẇ = u3w(b+ w(−1 + w(2 + u2))). (4.9)

Reescalonando a variável independente da forma dt1 = u3dt, para eliminar o fator comum

u3 entre u̇ e ẇ, obtemos o sistema

u̇ = −u(b+ w(−1 + w + u2w)), ẇ = w(b+ w(−1 + w(2 + u2))) (4.10)

onde, agora, o ponto denota a derivada em relação à nova variável independente t1.

Quando u = 0, os possíveis pontos de equilíbrio do sistema (4.10) são os pontos (0, w0)

tais que w0 são as raízes do polinômio w(2w2−w+b) = 0. Desta forma, temos os seguintes

pontos:

E0 = (0, 0) e E± =

(
0,

1±
√
1− 8b

4

)
.
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Observe que neste caso, o sistema (4.8), após os blow-ups direcionais

(u, v) 7→ (uw,±w2)

não possui pontos de equilíbrio. Em outras palavras, esses blow-ups não fornecem ne-

nhuma informação extra.

Figura 4.1: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (4.8).

Para facilitar o entendimento do retrato de fase local na origem da carta U2, separamos

o estudo em 3 casos, dependendo do parâmetro b.

Caso 1: b > 1/8

Assuma b > 1/8. Então, o sistema (4.10) tem E0 como único ponto de equilíbrio.

Os autovalores da matriz Jacobiana do sistema em E0 são ±b, ou seja, E0 é uma sela

hiperbólica. Efetuando o blow-down, o retrato de fase local na origem da carta local U2

é formado por dois setores hiperbólicos degenerados.

Resumindo, provamos o Teorema 4.3 se mostrarmos que, quando b ∈ (0, 1/8], o retrato

de fase local na origem do sistema (4.8) não é formado por dois setores hiperbólicos

degenerados.

Caso 2: b = 1/8

Assuma b = 1/8. Então, os pontos de equilíbrio E− e E+ colapsam dando origem ao

ponto de equilíbrio E = (0, 1/4). Como no Caso 1, a origem é uma sela hiperbólica.
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Note que os dois autovalores da matriz Jacobiana do sistema, no ponto de equilíbrio

E, são 0 e 1/16, ou seja, esse ponto de equilíbrio é semi-hiperbólico. Para estudar o

comportamento local de E, precisamos nos adequar as condições do Teorema 2.3.

Dessa forma, efetuando a mudança de variável (u,w) 7→ (w, u+1/4), o sistema (4.10)

se escreve da forma  u̇ = A(u,w),

ẇ = λw +B(u,w)
(4.11)

com

A(u,w) =
u2

2
+ 2u3 +

1

64

(
1 + 4u

)(
w + 4wu2w

)
,

B(u,w) = λw + λ(−8u+ 16u2 + (w + 4uw)2)

(4.12)

onde λ = 1/16. Na notação do Teorema 2.3, é fácil ver que f(u) ≡ 0 é solução de

λw +B(u,w). Logo,

g(u) = A(u, f(u)) =
u2

2
+ 2u3.

Concluímos que m = 2 e am = 1/2, ou seja, o retrato de fase local em E é uma sela-nó.

Assim, obtemos quatro setores parabólicos e dois setores hiperbólicos, assim o retrato

de fase local na origem da carta local U2 não é formado por dois setores hiperbólicos

degenerados. O blow-down é ilustrado na Figura 4.2.

Figura 4.2: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (4.8).
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Caso 3: b ∈ (0, 1/8)

Assuma b ∈ (0, 1/8). Então, o sistema (4.10) tem os três pontos de equilíbrio, E0 e

E±, na reta u = 0. Como nos Casos 1 e 2, o ponto de equilíbrio E0 é uma sela hiperbólica.

Tomando o determinante da matriz Jacobiana no ponto E+, no ponto E− e conside-

rando o produto dos determinantes temos

−b3(1/8− b) < 0.

Então temos uma sela hiperbólica e um nó hiperbólico. Como no Caso 2, a origem da

carta local em U2 não é formada por dois setores hiperbólicos degenerados. O blow-down

é ilustrado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (4.8).



Capítulo 5

Centro Global de um Sistema Kukles

de Grau Três

Neste capítulo, apresentamos o sistema conhecido na literatura como sistema Kukles de

grau três e, posteriomente, damos condições para que o sistema tenha um centro global.

Este estudo foi baseado no artigo [9]. Como já comentamos na introdução, o sistema

Kukles de grau três se escreve como

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x
3 + a5x

2y + a6xy
2 + a7y

3 (5.1)

onde ai ∈ R para i = 1, . . . , 7 e o ponto denota a primeira derivada em relação ao tempo

t.

5.1 A Caracterização de um Sistema Kukles com um

Centro Global

A�m de caracterizarmos o sistema Kukles (5.1) com um centro global, precisamos

saber primeiramente as condições sobre os coe�cientes ai para termos um centro e assim,

posteriormente, estudarmos o in�nito. O teorema a seguir se encontra em [5] e caracteriza

o sistema Kukles de grau três com um centro na origem. A prova deste teorema envolve

o cálculo da base focal do sistema (5.1), com a7 = 0. Os cálculos são bastante extensos e

41
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por esse motivo, usaremos apenas o resultado, sem muitos detalhes.

Teorema 5.1. A origem do sistema Kukles (5.1), com a7 = 0, é um centro se, e somente

se, uma das seguintes condições são válidas:

(a) a2 = a5 = 0;

(b) a1 = a3 = a5 = 0;

(c) a4 = a5 = a6 = 0, a1 + a3 = 0;

(d) a4 = (a1 + a3)a3, a5 = −(a1 + a3)a2, a6(a1 + 2a3) + a23(a1 + a3) = 0.

O principal teorema deste capítulo será apresentado a seguir. O Teorema 5.2 caracte-

riza o sistema Kukles (5.1) com um centro global na origem.

Teorema 5.2. A origem é um centro global do sistema Kukles (5.1) se, e somente se,

alguma das seguintes condições são satisfeitas:

(i) a1 = a2 = a4 = a5 = a7 = 0 e a6 < 0, e todos os retratos de fase global são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(b).

(ii) a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = a7 = 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(c).

(iii) a2 = a5 = a7 = 0, a6 < 0 e a4 < −a21/4, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(a).

(iv) a2 = a3 = a5 = a6 = a7 = 0 e a4 < −a21/4 e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(a).

(v) a1 = a3 = a5 = a7 = 0, a4 < 0 e a6 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(a).

(vi) a1 = a3 = a4 = a5 = a7 = 0 e a6 < −a22/4, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(b).
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(vii) a1 = a3 = a5 = a6 = a7 = 0 e a4 < −a22/8, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(a).

Figura 5.1: Os possíveis retratos de fase global de um sistema Kukles (5.1) com um

centro global.

Demonstração. Segue da equação (2.16), que o sistema (5.1), na carta local U2, é dado

por u̇ = −u(a7 + a6u+ a5u
2 + a4u

3) + v(v + u2v − a1u
3 − a2u

2 − a3u),

v̇ = −v(a7 + a3v + a6u+ a5u
2 + a4u

3 − uv2 + a1u
2v + a2uv).

(5.2)

A matriz Jacobiana do campo vetorial, que de�ne (5.2), na origem, é dada por

A =

−a7 0

0 −a7

 .

Se a7 ̸= 0, então a origem é um ponto de equilíbrio in�nito. Como os autovalores da

matriz Jacobiana são −a7, então a origem é um nó hiperbólico. Consequentemente, seu

retrato de fase local não é formado por dois setores hiperbólicos degenerados. Portanto,

pela Proposição 2.6, a condição a7 = 0 é uma condição necessária para que o sistema

(5.1) tenha um centro global. Com isso, estamos nas hipóteses do Teorema 5.1. A seguir,

encontraremos condições para que a origem do sistema (5.1) seja um centro global para

cada um dos casos do Teorema 5.1. O diagrama a seguir ilustra todos os casos em que a

origem do sistema (5.1) é um centro global.
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Figura 5.2: Diagrama apresentando todos os casos em que a origem do sistema (5.1) é

um centro global.

5.1.1 Caso (a)

O sistema (5.1), com as condições a2 = a5 = a7 = 0, é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
2 + a3y

2 + a4x
3 + a6xy

2. (5.3)

Os candidatos a pontos de equilíbrio �nitos do sistema (5.3) são (x0, 0), com x0 uma raiz

de x(a4x2 + a1x− 1) = 0. Dividimos a análise deste caso em dois subcasos.
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Subcaso 1: a4 = 0

Neste caso, temos a1 = 0, pois a origem deve ser o único ponto de equilíbrio �nito.

Consideramos dois subcasos diferentes.

Subcaso 1.1: a6 ̸= 0

Neste subcaso, na carta local U2, o sistema (5.3), com a1 = a4 = 0, é dado por

u̇ = v(v + u2v − a3u)− a6u
2, v̇ = −v(a6u+ a3v − uv2). (5.4)

Quando v = 0, a origem é um ponto de equilíbrio do sistema (5.4) com a matriz Jacobiana

identicamente nula. Usaremos o blow-up para descrever a dinâmica local neste ponto.

Como podemos considerar apenas o blow-up direcional (u, v) 7→ (u, uw), com esta

mudança de variáveis, obtemos o seguinte sistema

u̇ = u2(−a6 − a3w + w2 + u2w2), ẇ = −uw3. (5.5)

Reescalonando a variável independente da forma dt1 = udt, para eliminar o fator comum

u em u̇ e ẇ, obtemos o sistema

u̇ = u(−a6 − a3w + w2 + u2w2), ẇ = −w3 (5.6)

onde, agora, o ponto denota a derivada em relação à nova variável independente t1.

Quando u = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio in�nito do sistema (5.6). Neste

caso, a origem é um equilíbrio semi-hiperbólico, pois os autovalores da matriz Jacobiana

na origem são −a6 ̸= 0 e 0. Para estudar o comportamento local da origem, precisamos

nos adequar as condições do Teorema 2.3.

Dessa forma, considere a mudança de coordenada (u,w) 7→ (w, u). Logo, o sistema

(5.6) é dado por  u̇ = A(u,w),

ẇ = λw +B(u,w),
(5.7)

com

A(u,w) = −u3 e B(u,w) = λw − a3uw + u2w + u2w3
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onde λ = −a6. Se a6 < 0, então, na notação do Teorema 2.3, é fácil ver que f(u) ≡ 0 é

solução de λw +B(u,w). Logo,

g(u) = A(u, f(u)) = −u3.

Concluímos então, que m = 3 e am = −1, ou seja, o retrato de fase local da origem é uma

sela. Por outro lado, se a6 > 0, reescalonando a variável independente da forma dt = −dt,

obtemos o sistema

u̇ = −u(−a6 − a3w + w2 + u2w2), ẇ = w3

e dessa maneira, podemos aplicar novamente o Teorema 2.3. Assim, concluímos que o

retrato de fase local da origem é um nó estável. Efetuando o blow-down, o retrato de fase

local da origem da carta local U2 é formado por dois setores hiperbólicos degenerados se

a6 < 0 e por dois setores elípticos se a6 > 0. Ver Figura 5.3.

Portanto, se a6 > 0, o sistema (5.3) não tem um centro global.

Figura 5.3: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (5.3) quando a6 > 0

(acima) e quando a6 < 0 (abaixo).
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A partir do estudo na carta local U2, basta estudar o sistema (5.3), na carta local U1

quando a6 < 0. Neste caso, o sistema (5.3), na carta local U1, é dado por

u̇ = −(1 + u2)v2 + a3u
2v + a6u

2, v̇ = −uv3. (5.8)

Quando v = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio e é linearmente nulo. Portanto,

precisamos aplicar a técnica do blow-up para entender seu comportamento local. Consi-

derarando apenas o blow-up direcional (u, v) 7→ (u, uw) e eliminando o fator comum u

em u̇ e ẇ, obtemos

u̇ = u(a6 + a3uw − w2 − u2w2), ẇ = −a6w + w3 − a3w
2u. (5.9)

Quando u = 0, os candidatos aos pontos de equilíbrio do sistema (5.9) são os pontos

(0, w0) com w0 sendo uma raiz de w(w2 − a6) = 0. Como a6 < 0, a origem é o único

ponto de equilíbrio do sistema (5.9) e é uma sela hiperbólica. Através do blow-down, o

retrato de fase local da origem da carta local U1 é formado por dois setores hiperbólicos

degenerados. Ver Figura 5.4.

Portanto, provamos a a�rmação (i) do Teorema 5.2.

Figura 5.4: Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.3) quando a6 < 0.

Subcaso 1.2: a6 = 0

Na carta local U2, se v = 0, temos uma reta de equilíbrios. Fazendo um reescalona-

mento na variável temporal da forma dt = vdt, o sistema (5.3) na carta local U2, com

a6 = 0, é da forma

u̇ = −a3u+ v + u2v, v̇ = −a3v + uv2. (5.10)
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Neste caso, a origem é um nó hiperbólico do sistema (5.10) se a3 ̸= 0 e, consequentemente,

algumas órbitas começam ou terminam na origem da carta local U2. Portanto, o sistema

(5.3) não poderia ter um centro global, ou seja, devemos assumir a3 = 0 e, assim, provamos

a a�rmação (ii) do Teorema 5.2.

Subcaso 2: a4 ̸= 0

Neste caso, o sistema (5.3) tem a origem como o único ponto de equilíbrio se, e somente

se, a4 < −a21/4. Em particular, segue que a4 < 0. Na carta local U1, o sistema (5.3) é

dado por

u̇ = −(1 + u2)v2 + (a1 + a3u
2)v + a6u

2 + a4, v̇ = −uv3. (5.11)

Quando v = 0, os candidatos aos pontos de equilíbrio do sistema (5.11) são os pontos

(±
√

−a4/a6, 0). Observe que, como a4 < 0, o sistema (5.11) possui pontos de equilíbrio

se, e somente se, a6 > 0. Assim, a matriz Jacobiana do campo vetorial que de�ne (5.11),

nos pontos (±
√

−a4/a6, 0), é dada por

J± =

±2

√
−a4
a6

a1a6 − a3a4
a6

0 0

 .

Concluímos que a matriz J± não é nula. Portanto, o sistema (5.3) não tem um centro

global se a6 > 0. Se a6 ≤ 0, o sistema (5.11) não possui pontos de equilíbrio, então temos

que estudar a carta local U2. Nós a estudamos em duas subseções diferentes.

Subcaso 2.1: a6 < 0

Na carta local U2, o sistema (5.3) é dado poru̇ = v(v + u2v − a1u
3 − a3u)− u2(a4u

2 + a6),

v̇ = −v(a3v + a6u− uv2 + a1u
2v + a4u

3).
(5.12)

Quando v = 0, a origem é um ponto de equilíbrio do sistema (5.12), cuja parte linear é

nula. Portanto, precisamos fazer um blow-up para descrever a dinâmica local neste ponto.

Realizando o blow-up direcional (u, v) 7→ (u, uw) e eliminando o fator comum u em u̇ e
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ẇ, obtemos

u̇ = −u(a6 + a3w + a4u
2 − w2 + a1u

2w − u2w2), ẇ = −w3. (5.13)

Quando u = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio in�nito do sistema (5.13). Neste

caso, a origem é um equilíbrio semi-hiperbólico, pois os autovalores da matriz Jacobiana

do campo vetorial que de�ne o sistema (5.13), na origem, são −a6 e 0. Como a6 < 0,

pelo Teorema 2.3, obtemos uma sela. Efetuando o blow-down, o retrato de fase local da

origem da carta local U2 é formado por dois setores hiperbólicos degenerados. A �gura

5.4 ilustra este caso trocando a carta local U1, sistemas (5.9) e (5.8) pela carta local U2,

sistemas (5.13) e (5.12), respectivamente. Assim, a a�rmação (iii) do Teorema 5.2 está

provada.

Subcaso 2.2: a6 = 0

Na carta local U2, o sistema (5.3) com a6 = 0 é da formau̇ = v2 + u2v2 − a1u
3v − a3uv − a4u

4,

v̇ = −v(a3v − uv2 + a1u
2v + a4u

3).
(5.14)

Quando v = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema (5.14), cuja parte

linear é nula. Portanto, precisamos fazer um blow-up para descrever a dinâmica local

neste ponto. Suponha primeiro que a3 ̸= 0. Neste caso, faremos os blow-ups direcionais

(u, v) 7→ (u, u3w) e (u, v) 7→ (uw,w3).

Considere a mudança de variáveis (u, v) 7→ (u, u3w). Após a eliminação do fator

comum u3 em u̇ e ẇ, obtemos u̇ = −u(a4 + a3w + a1u
2w − u2w2 − u4w2),

ẇ = w(2a4 + 2a3w + 2a1u
2w − 3u2w2 − 2u4w2).

(5.15)

Quando u = 0, o sistema (5.15) tem a origem e (0,−a4/a3) como pontos de equilíbrio.

É fácil ver que a origem é uma sela hiperbólica do sistema (5.15), desde que a4 ̸= 0,

enquanto que o outro ponto de equilíbrio é uma sela semi-hiperbólica.
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Agora, considere a mudança de variáveis (u, v) 7→ (uw,w3). Após a eliminação do

fator comum w3 em u̇ e ẇ, obtemos
u̇ =

(2u2w4 + w2(3− 2u3a1)− 2u(a3 + u3a4))

3
,

ẇ =
w(uw4 − u2w2a1 − a3 − u3a4)

3
.

Quando w = 0, temos a origem como ponto de equilíbrio. É fácil ver que a origem é um

nó hiperbólico. Neste caso, estamos interessados apenas no comportamento do sistema

restrito ao eixo w.

O blow-up da origem da carta local U2 e o retrato de fase local do sistema (5.14),

com a3 ̸= 0, na origem são mostrados na Figura 5.5. Consequentemente, algumas órbitas

começam ou terminam na origem da carta local U2 e, portanto, o sistema (5.3) não tem

um centro global.

Figura 5.5: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (5.3) com a6 = 0 e a3 ̸= 0.

Suponha agora que a3 = 0. Neste caso, faremos o blow-up generalizado direcional

(u, v) 7→ (u, u2w). Após a eliminação do fator comum u3 em u̇ e ẇ, temos

u̇ = −u(a4 − w2 + a1uw − u2w2), ẇ = w(a4 − 2w2) + u(a1w
2 − w3u). (5.16)
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Quando u = 0, os possíveis pontos de equilíbrio do sistema (5.16) são (0, w0) com w0 uma

raiz de w(a4 − 2w2) = 0. Como a4 < 0, a origem é o único ponto de equilíbrio in�nito do

sistema (5.16) na carta local U2. Note que a origem é uma sela hiperbólica. Efetuando

o blow-down, a origem de U2 é formada por dois setores hiperbólicos degenerados. No-

vamente, a ilustração deste caso é apresentada na Figura 5.4 alterando a carta local U1,

condição a6 < 0 e os sistemas (5.9) e (5.8) pela carta local U2, condição a4 < 0 e sistemas

(5.16) e (5.14) com a3 = 0, respectivamente.

Observe que, neste caso, o sistema (5.14), após os blow-ups direcionais

(u, v) 7→ (uw,±w2),

não possui pontos de equilíbrio. Em outras palavras, esses blow-ups não fornecem ne-

nhuma informação extra. Por �m, substituindo os valores de ai obtidos anteriormente,

ou seja, a2 = a3 = a5 = a6 = a7 = 0 e a4 < −a21/4 no sistema (5.3), provamos a a�rmação

(iv) do Teorema 5.2.

5.1.2 Caso (b)

O sistema (5.1) com as condições a1 = a3 = a5 = a7 = 0 é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a2xy + a4x
3 + a6xy

2. (5.17)

É fácil ver que a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema (5.17) se, e somente se,

a4 ≤ 0. Portanto, consideraremos a4 ≤ 0 no estudo do comportamento dos pontos de

equilíbrio no in�nito via compacti�cação de Poincaré. Dividiremos este estudo em três

subcasos: a6 ̸= 0; a6 = 0 e a4 < 0; e �nalmente, a4 = a6 = 0.

Subcaso 1: a6 ̸= 0

Começamos com a análise do comportamento da origem da carta local U2. O sistema

(5.17) na carta local U2 é dado por

u̇ = v(v + u2v − a2u
2)− u2(a4u

2 + a6), v̇ = −uv(a6 + a2v − v2 + a4u
2). (5.18)
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Portanto, a origem de U2 é um ponto de equilíbrio in�nito. Como a parte linear do sistema

(5.18) na origem é identicamente nula, devemos fazer um blow-up para determinar seu

retrato de fase local. Consideramos apenas o blow-up direcional (u, v) 7→ (u, uw). Após

a eliminação do fator comum u em u̇ e ẇ, obtemos

u̇ = u((1 + u2)w2 − uwa2 − u2a4 − a6), ẇ = −w3. (5.19)

Quando u = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio in�nito do sistema (5.19). Neste

caso, a origem é um equilíbrio semi-hiperbólico, pois os autovalores da matriz Jacobiana

do campo vetorial, que de�ne o sistema (5.19), na origem são −a6 e 0. Pelo Teorema

2.3, obtemos uma sela se a6 < 0 e um nó estável se a6 > 0. Efetuando o blow-down, o

retrato de fase local na origem da carta local U2 é formado por dois setores hiperbólicos

degenerados se a6 < 0 e por dois setores elípticos se a6 > 0. A ilustração deste blow-down

é apresentada na Figura 5.3 alterando os sistemas (5.9) e (5.8) pelos sistemas (5.19) e

(5.18), respectivamente. Portanto, se a6 > 0, o sistema (5.17) não tem um centro global.

Na carta local U1, o sistema (5.17) com a condição a6 < 0 é dado por

u̇ = −v((1 + u2)v − a2u) + a4 + a6u
2, v̇ = −uv3. (5.20)

Quando v = 0, os possíveis pontos de equilíbrio do sistema (5.20) são (±
√

−a4/a6, 0).

Lembre-se que estamos assumindo a4 ≤ 0. Logo, se a4 < 0, o sistema (5.20) não tem

pontos de equilíbrio, caso em que provamos a a�rmação (v) do Teorema 5.2. Por outro

lado, se a4 = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio. Assim, precisamos estudar a carta

local U1 quando a6 < 0 e a4 = 0. Neste caso, temos

u̇ = −v((1 + u2)v − a2u) + a6u
2, v̇ = −uv3. (5.21)

Note que a origem é linearmente nula e novamente, precisamos de um blow-up para

entender seu comportamento local. Fazendo o blow-up direcional (u, v) 7→ (u, uw) e

eliminando do fator comum u em u̇ e ẇ, obtemos

u̇ = u(a6 + a2w − w2 − u2w2), ẇ = −a6w − a2w
2 + w3. (5.22)

Quando u = 0, os possíveis pontos de equilíbrio do sistema (5.22) são

E0 = (0, 0), E± =

(
0,
a2 ±

√
4a6 + a22
2

)
.
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Como a6 < 0, o ponto E0 é uma sela hiperbólica. Se a6 < −a22/4, então o sistema

(5.22) tem apenas E0 como ponto de equilíbrio. Efetuando o blow-down, obtemos que

o retrato de fase local em E0 (origem da carta local U1) é formado por dois setores

hiperbólicos degenerados. A ilustração deste blow-down é apresentada na Figura 5.4

alterando os sistemas (5.9) e (5.8) pelos sistemas (5.22) e (5.21), respectivamente. Desta

forma, concluímos a prova da a�rmação (vi) do Teorema 5.2. Por outro lado, se −a22/4 <

a6 < 0 então temos dois casos a considerar:

Se a2 < 0, então E− é uma sela semi-hiperbólica e E+ é um nó semi-hiperbólico

atrator. Por outro lado, se a2 > 0, então E− é um nó semi-hiperbólico atrator e E+ é

uma sela semi-hiperbólica. Em ambos os casos, o blow-down é ilustrado na Figura 5.6.

Figura 5.6: Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com

−a22/4 < a6 < 0 e a4 = 0.

Finalmente, se a6 = −a22/4, então os pontos E− e E+ colapsam, dando origem ao

ponto de equilíbrio E = (0, a2/2) linearmente nulo. Logo, faremos o blow-up generalizado

direcional (u, v) 7→ (u, u2w). Assim, obtemos quatro setores parabólicos e dois setores

hiperbólicos para o retrato de fase local na origem da carta local U1. O blow-down é
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ilustrado na Figura 5.7.

Observe que neste caso, o sistema (5.21), após os blow-ups direcionais

(u, v) 7→ (uw,±w2)

não possui pontos de equilíbrio. Em outras palavras, esses blow-ups não fornecem ne-

nhuma informação extra.

Nestes dois últimos casos, efetuando o blow-down, temos que o nó ou o equilíbrio

linearmente nulo fornecem órbitas que terminam ou começam na origem da carta local

U1, e novamente, neste caso, o sistema (5.17) não tem um centro global.

Figura 5.7: Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com a6 = −a22/4 e

a4 = 0.

Subcaso 2: a6 = 0 e a4 < 0

É fácil ver que o sistema (5.17) na carta local U1, com a6 = 0 e a4 < 0, não tem pontos

de equilíbrio. Assim, precisamos estudar o sistema (5.17), com a6 = 0 e a4 < 0, na carta

local U2. Neste caso, o sistema é dado por

u̇ = v(v + u2v − a2u
2)− a4u

4, v̇ = −uv(a2v − v2 + a4u
2). (5.23)
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Portanto, a origem de U2 é um ponto de equilíbrio linearmente nulo. Fazendo o blow-

up generalizado direcional (u, v) 7→ (u, u2w) e eliminando o fator comum u3 em u̇ e ẇ,

obtemos

u̇ = −u(a4 + a2w − w2 − u2w2), ẇ = a4w + a2w
2 − 2w3 − w3u2. (5.24)

Quando u = 0, os candidatos aos pontos de equilíbrio do sistema (5.24) são (0, w0) com

w0 uma raiz de w(−2w2 + a2w + a4) = 0. Denotamos esses pontos de equilíbrio por

E0 = (0, 0), E± =

(
0,
a2 ±

√
8a4 + a22
4

)
.

Como a4 ̸= 0, o ponto de equilíbrio E0 é uma sela hiperbólica. Se a4 < −a22/8, então E0

é o único ponto de equilíbrio do sistema (5.24). Através do blow-down, obtemos que E0

(origem da carta local U2) é formado por dois setores hiperbólicos degenerados. Portanto,

concluímos a prova da a�rmação (vii) do Teorema 5.2. Por outro lado, se −a22/8 < a4 < 0

então temos dois casos a considerar:

Se a2 < 0, então E− é um nó hiperbólico atrator e E+ é uma sela hiperbólica. Por

outro lado, se a2 > 0, então E− é uma sela hiperbólica e E+ é um nó hiperbólico atrator.

Em ambos os casos, o blow-down é ilustrado na Figura 5.8.

Observe que neste caso, o sistema (5.23), após os blow-ups direcionais

(u, v) 7→ (uw,±w2)

não possui pontos de equilíbrio. Em outras palavras, esses blow-ups não fornecem ne-

nhuma informação extra.
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Figura 5.8: Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com a6 = 0 e

−a22/8 < a4 < 0.

Finalmente, se a4 = −a22/8 então os pontos E− e E+ colapsam, dando origem a uma

sela-nó. O blow-down é ilustrado na Figura 5.9. Nestes dois últimos casos, através do

blow-down, o nó ou a sela-nó fornecem órbitas que terminam ou começam na origem da

carta local U2, e novamente, neste caso, o sistema (5.17) não tem um centro global.

Figura 5.9: Blow-up da origem da carta local U1 do sistema (5.17) com a6 = 0 e

a4 = −a22/8.
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Subcaso 3: a6 = a4 = 0

O sistema Kukles (5.17) com a4 = 0 e a6 = 0 é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a2xy. (5.25)

Se a2 ̸= 0, a origem não é um centro global, já que o campo vetorial polinomial que

de�ne (5.17) é par. Ver Teorema 3.1.

Portanto, ai = 0 para i = 1, . . . , 7, e obtemos o centro do tipo linear dado na a�rmação

(ii) do Teorema 5.2.

5.1.3 Caso (c)

O sistema (5.1) com as condições a4 = a5 = a6 = a7 = 0 e a1 + a3 = 0 é dado por

u̇ = y, ẏ = −x+ a1x
2 + a2xy − a1y

2. (5.26)

Se a1 ̸= 0, então o sistema (5.26) tem mais um ponto de equilíbrio além da origem. Logo,

a1 deve ser igual a zero.

Portanto, o sistema (5.26) coincide com o sistema (5.25). Neste caso, o centro do tipo

linear é o único sistema com um centro global na origem e assim, obtemos a a�rmação

(ii) do Teorema 5.2 novamente.

5.1.4 Caso (d)

O sistema (5.1) com as condições a4 = (a1 + a3)a3, a5 = −(a1 + a3)a2, a7 = 0 e

a6(a1 + 2a3) + a23(a1 + a3) = 0 é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
2 + a2xy + a3y

2 + (a1 + a3)a3x
3 − (a1 + a3)a2x

2y + a6xy
2. (5.27)

Os possíveis pontos de equilíbrio do sistema (5.27) são (x0, 0) com x0 uma raiz de x(1 +

a3x)(a3x+ a1x− 1) = 0. Se a1 ou a3 forem diferentes de zero, então o sistema (5.27) tem

outro ponto de equilíbrio além da origem. Logo, a1 e a3 devem ser iguais a zero. Então,

o sistema (5.27) é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a2xy + a6xy
2. (5.28)
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Neste caso, o sistema (5.28) é escrito como o sistema (5.17), mas com a4 = 0. Portanto, o

estudo deste sistema coincide com a análise feita no Subcaso 1, com a4 = 0, e no Subcaso

3 do Caso (b). Em resumo, obtemos novamente as a�rmações (vi) e (ii) do Teorema 5.2.



Capítulo 6

Centro Global de um Sistema Kukles

de Grau Cinco

Como já comentamos na introdução, chamaremos de sistema Kukles de grau cinco

o sistema Kukles com a segunda componente na forma linear mais termos homogêneos

de grau cinco, por simplicidade. Neste capítulo, apresentamos o sistema Kukles de grau

cinco e, posteriormente, damos condições para que o sistema tenha centro global. Tal

sistema é da forma

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
5 + a2x

4y + a3x
3y2 + a4x

2y3 + a5xy
4 + a6y

5, (6.1)

onde ai ∈ R para i = 1, . . . , 6.

6.1 A Caracterização de um Sistema Kukles com um

Centro Global

A �m de caracterizarmos o sistema Kukles (6.1) com um centro global, precisamos

saber primeiramente as condições sobre os coe�cientes ai para termos um centro e assim,

posteriormente, estudarmos o in�nito. O teorema a seguir se encontra em [13] e caracteriza

o sistema Kukles (6.1) com um centro na origem. Novamente, a prova deste teorema

envolve o cálculo da base focal do sistema (6.1) e por esse motivo, usaremos apenas o

59
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resultado, sem muitos detalhes.

Teorema 6.1. A origem do sistema Kukles (6.1) é um centro se, e somente se,

a2 = a4 = a6 = 0.

O teorema a seguir caracteriza o sistema Kukles (6.1) com um centro global na ori-

gem. Durante o nosso estudo, encontramos o artigo [19] com o mesmo resultado. A

demonstração que apresentaremos foi obtida de forma independente.

Teorema 6.2. A origem é um centro global do sistema Kukles (6.1) se, e somente se,

alguma das seguintes condições são satisfeitas:

(i) a2 = a4 = a5 = a6 = 0 e a1, a3 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(a).

(ii) a1 = a2 = a4 = a5 = a6 = 0 e a3 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(b).

(iii) a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0 e a1 < 0, e todos os retratos de fase globais são

topologicamente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(a).

(iv) a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0, e todos os retratos de fase globais são topologica-

mente equivalentes ao dado pela Figura 5.1(c).

Demonstração. O diagrama a seguir ilustra todos os casos em que a origem do sistema

(6.1) é um centro global.
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Figura 6.1: Diagrama apresentando todos os casos em que a origem do sistema (6.1) é

um centro global.

O sistema (6.1) com as condições a2 = a4 = a6 = 0 é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
5 + a3x

3y2 + a5xy
4. (6.2)

Os candidatos a pontos de equilíbrio �nitos do sistema (6.2) são (x0, 0), com x0 uma raiz

de x(−1 + a1x
4) = 0. Para que a origem seja o único ponto de equilíbrio �nito, devemos

ter a1 ≤ 0.

Na carta local U2, o sistema (6.2) é dado por

u̇ = (1 + u2)v4 − u2(a1u
4 + a3u

2 + a5), v̇ = −uv(−v4 + a1u
4 + a3u

2 + a5). (6.3)

Quando v = 0, a origem é um ponto de equilíbrio do sistema (6.3) com a matriz Jacobiana

identicamente nula. Usaremos o blow-up para descrever a dinâmica local neste ponto.

Neste caso, faremos os blow-ups direcionais (u, v) 7→ (±u2, uw). Considere, primeira-

mente, a mudança de variáveis (u, v) 7→ (u2, uw). Após a eliminação do fator comum u2
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em u̇ e ẇ, temos 
u̇ =

−u(−((1 + u4)w4) + a1u
8 + a3u

4 + a5)

2
,

ẇ =
−w(−((1 + u4)w4) + a1u

8 + a3u
4 + a5)

2
.

(6.4)

Quando u = 0, os possíveis pontos de equilíbrio do sistema (6.4) são (0, w0) com w0 uma

raiz de
1

2
w

(
a5 + w4

)
= 0.

Como a matriz Jacobiana do campo vetorial que de�ne (6.4) é dada por

J =

−a5/2 0

0 −a5/2

 ,

então se a5 > 0, temos apenas a origem como ponto de equilíbrio, sendo este um nó

hiperbólico. Por outo lado, se a5 < 0, temos a origem e mais dois pontos como equilí-

brios, a saber; (0,± 4
√
−a5). Neste caso, a origem é um nó hiperbólico e os outros dois

pontos de equilíbrio são selas hiperbólicas. Por �m, considere a mudança de variáveis

(u, v) 7→ (−u2, uw). Analogamente, chegamos a mesma conclusão. O blow-down é ilus-

trado na Figura 6.2. Observe que, neste caso, o sistema (6.3), após o blow-up generalizado

direcional (u, v) 7→ (uw2, w), não possui pontos de equilíbrio. Em outras palavras, esse

blow-up não fornece nenhuma informação extra. Portanto, em qualquer um destes casos,

algumas órbitas começam ou terminam na origem da carta local U2, consequentemente a

origem não é um centro global do sistema (6.3).

Assumiremos, daqui em diante, a condição a5 = 0. Dividiremos o restante da demons-

tração em casos.



63

Figura 6.2: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (6.2) quando a5 > 0

(acima) e quando a5 < 0 (abaixo).

6.1.1 Caso (a)

Agora, considere o sistema (6.1) com as condições a2 = a4 = a5 = a6 = 0 e a3 ̸= 0.

Logo, o sistema (6.1) é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
5 + a3x

3y2. (6.5)

Na carta local U2, o sistema (6.5) é dado por

u̇ = (1 + u2)v4 − u4(a1u
2 + a3), v̇ = v(uv4 − a1u

5 − a3u
3). (6.6)

Quando v = 0, a origem é um ponto de equilíbrio do sistema (6.6) com a matriz Jacobiana

identicamente nula. Usaremos o blow-up para descrever a dinâmica local neste ponto.
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Considere o blow-up direcional (u, v) 7→ (u, uw). Após a eliminação do fator comum

u3 em u̇ e ẇ, temos

u̇ = u((1 + u2)w4 − a1u
2 − a3), ẇ = −w5. (6.7)

Quando u = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema (6.7). Neste caso, a

origem é um equilíbrio semi-hiperbólico, pois os autovalores da matriz Jacobiana do campo

vetorial que de�ne o sistema (6.7), na origem, são −a3 e 0. Para estudar o comportamento

local da origem, precisamos nos adequar às condições do Teorema 2.3.

Dessa forma, considere a mudança de coordenada (u,w) 7→ (w, u). Logo, o sistema

(6.7) é dado por  u̇ = A(u,w),

ẇ = λw +B(u,w),
(6.8)

com

A(u,w) = −u5 e B(u,w) = λw + w((1 + w2)u4 − a1w
2)

onde λ = −a3. Se a3 < 0, então, na notação do Teorema 2.3, é fácil ver que f(u) ≡ 0 é

solução de λw +B(u,w). Logo,

g(u) = A(u, f(u)) = −u5.

Concluímos então, que m = 5 e am = −1, ou seja, o retrato de fase local da origem é uma

sela. Por outro lado, se a3 > 0, reescalonando a variável independente da forma dt = −dt,

obtemos o sistema

u̇ = −u((1 + u2)w4 − a1u
2 − a3), ẇ = w5.

e dessa maneira, podemos aplicar novamente o Teorema 2.3. Assim, concluímos que o

retrato de fase local da origem é um nó estável. Efetuando o blow-down, o retrato de fase

local da origem da carta local U2 é formado por dois setores hiperbólicos degenerados se

a3 < 0 e por dois setores elípticos se a3 > 0. Concluímos que quando a3 > 0, o sistema

(6.5) não tem um centro global. Por outro lado, quando a3 < 0, temos que continuar

nossa análise pela carta U1. Ver Figura 6.3.
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Figura 6.3: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (6.5) quando a3 > 0

(acima) e quando a3 < 0 (abaixo).

Na carta local U1, o sistema (6.5) com a condição a3 < 0 é dado por

u̇ = −((1 + u2)v4) + a1 + a3u
2, v̇ = −uv5. (6.9)

Se a1 < 0, então a origem não é um ponto de equilíbrio na carta local U1, ou seja, o

sistema (6.5) tem um centro global. Por outro lado, se a1 = 0, a origem é o único ponto

de equilíbrio na carta local U1 com a matriz Jacobiana identicamente nula. Usaremos o

blow-up para descrever a dinâmica local neste ponto.

Neste caso, faremos os blow-ups direcionais (u, v) 7→ (±u2, uw). Considere, primeira-

mente, a mudança de variáveis (u, v) 7→ (u2, uw). Após a eliminação do fator comum u2

em u̇ e ẇ, temos

u̇ =
u(−(1 + u4)w4) + a3)

2
, ẇ =

−w((−1 + u4)w4 + a3)

2
. (6.10)

Quando u = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema (6.10) e é uma sela hi-

perbólica. Agora, considere o a mudança de variáveis (u, v) 7→ (−u2, uw). Analogamente,

chegamos á mesma conclusão. O blow-down é ilustrado na Figura 6.4.
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Observe que, neste caso, o sistema (6.5), após o blow-up generalizado direcional

(u, v) 7→ (uw2, w),

não possui pontos de equilíbrio. Em outras palavras, esse blow-up não fornece nenhuma

informação extra.

Portanto, provamos as a�rmações (i) e (ii) do Teorema 6.2.

Figura 6.4: Blow-up da origem da carta local U2 do sistema (6.5).

6.1.2 Caso (b)

Agora, considere o sistema (6.1) com as condições a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0 e

a1 < 0. Logo, o sistema (6.1) é dado por

ẋ = y, ẏ = −x+ a1x
5. (6.11)

Na carta local U2, o sistema (6.11) é dado por

u̇ = (1 + u2)v4 − a1u
6, v̇ = uv5 − a1u

5v. (6.12)

Quando v = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema (6.12) com a matriz

Jacobiana identicamente nula. Usaremos o blow-up para descrever a dinâmica local neste

ponto.

Neste caso, considere o blow-up generalizado direcional (u, v) 7→ (u, u2w). Após a

eliminação do fator comum u5 em u̇ e ẇ, temos

u̇ = u3w4 + u5w4 − a1u, ẇ = −2u2w5 − u4w5 + a1w. (6.13)
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Quando u = 0, a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema (6.13). Neste caso, a

origem é uma sela hiperbólica. Observe que, neste caso, o sistema (6.12), após os blow-ups

direcionais

(u, v) 7→ (uw,±w2),

tem a origem como o único ponto de equilíbrio com a matriz Jacobiana identicamente

nula. Logo, devemos usar o blow-up novamente, para descrever a dinâmica local neste

ponto. Através da mudança de variáveis, concluímos que a origem é uma sela hiperbólica.

Logo, a origem da carta local U2 é formada por dois setores hiperbólicos degenerados.

Na carta local U1, o sistema (6.11) é dado por

u̇ = −((1 + u2)v4) + a1, v̇ = −uv5.

Note que, como a1 < 0, a origem não é um ponto de equilíbrio da carta local U1.

Portanto, provamos a a�rmação (iii) do Teorema 6.2.

6.1.3 Caso (c)

Por �m, o sistema (6.1) com ai = 0 para i = 1, . . . , 6 é dado por

ẋ = y, ẏ = −x. (6.14)

Assim, obtemos o centro do tipo linear dado na a�rmação (iv) do Teorema 6.2.



Conclusões

Nesta dissertação, apresentamos um estudo sobre centro global de sistemas diferenciais

polinomiais. Primeiramente, mostramos que um sistema polinomial de grau par não

tem centro global, resultado este encontrado em [17]. Em seguida, caracterizamos todos

os sistemas polinomiais de Liénard tendo um centro global na origem e obtivemos uma

caracterização explícita desses sistemas com grau três. Este resultado pode ser encontrado

em [16]. Por �m, caracterizamos todos os sistemas Kukles de grau três e cinco tendo um

centro global na origem. Este estudo foi baseado nos artigos [9] e [19].
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