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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo da teoria abstrata de sistemas dindmicos multi-
vocos monodtonos em um espago métrico completo abstrato, e da aplicacao desta teoria a

uma equagao diferencial sem unicidade de solugao.

Palavras—chave: Sistemas dindmicos, Semigrupo multivoco mono6tono, Atrator global,

Aplicagao.
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Abstract

In this work, we present a study of the abstract theory of multivalued monotone
dynamical systems on a complete metric space and the application of this theory to a

differential equation without uniqueness of solution.

Keywords: Dynamic systems, Monotone multivalued semigroup, Global attractor, Ap-

plication.
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Capitulo 1

Introducao

A proposta deste trabalho é reunir um texto com resultados abstratos sobre sistemas
dindmicos multivocos mondtonos em espagos métricos completos, sendo o artigo [2| a parte
central e as referéncias [3,9] complementacoes da teoria. Apresentamos uma definigdo
precisa de um semigrupo multivoco monoétono (ou preservador de ordem), denominado
GG, com amplas aplicagoes em diversos modelos.

Demonstramos sob certas condigoes a existéncia de equilibrios maximos e minimos em
um atrator global compacto, fornecendo informacoes sobre a estabilidade desses equilibrios
e a estrutura do atrator. Em particular, sob algumas condi¢des mostramos a existéncia
de dois equilibrios que atraem todos os conjuntos limitados alocados, respectivamente,
‘acima’ ou ‘abaixo’ desses valores.

Por fim, aplicamos nossa teoria a um sistema modelado por uma equagao diferencial
ordinaria sem unicidade de solugao, de modo que o semigrupo multivoco associado a esse
sistema, sob certas condigoes ¢ monétono. Portanto, podemos aplicar nossos resultados.
Neste trabalho adotamos a convengao [ | para indicar onde podem ser encontradas as
defini¢oes e resultados, caso o leitor queira saber mais detalhes. Esta dissertagao esté
organizada da seguinte forma: No Capitulo 2, enunciamos algumas defini¢oes e resulta-
dos de Anélise Matemaética, Analise Funcional, Espacos Métricos, Equacoes Diferenciais
Ordinarias e Topologia. No Capitulo 3, apresentamos a teoria abstrata de sistemas dina-

micos multivocos monoétonos. Finalmente no Capitulo 4, aplicaremos nossa teoria em um



sistema modelado por uma equacao diferencial ordinédria sem unicidade de solucao.



Capitulo 2

Pré-Requisitos

2.1 Uma Coletanea de Resultados

Nesta se¢ao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes que serao uti-

lizados para o desenvolvimento deste trabalho.

Definigao 2.1.1. /8] Uma relagio R em um conjunto nao vazio X é chamada relagdo

de ordem em X, se R satisfaz as trés propriedades a sequir:
(i) Reflezividade.

Sex € X, entdao vRx.
(i) Antissimétrica.

Sex,y € X, xRy e yRx, entao x = y.
(iii) Transitividade.

Sex,y,z€ X, xRy e yRz, entao xRz.
Costuma-se dizer que X € ordenado por R.

Usaremos para as relagoes de ordem, aos invés de R, como notagao <.

Definigao 2.1.2. [6/ Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que uma mélrica sobre

X € uma fungio d : X x X — R, que associa cada par ordenado (z,y) € X x X a um

3



nimero real d(z,y), o qual chamamos de distincia de x a y, de modo que satisfaca as

sequintes propriedades para quaisquer x,y,z € X:

(i) d(z,y) =0, sex =y.

(ii) d(z,y) > 0, se x # y.

(iii) d(z,y) = d(y, z).

(iv) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Definigao 2.1.3. /6] Um espago métrico X é um conjunto munido de uma métrica. Em
outras palavras, é um par (X,d), onde X é um conjunto nao vdzio e d é uma métrica

sobre X .

Definigao 2.1.4. [6] Dizemos que um espag¢o métrico (X, d) € completo se toda sequéncia

de Cauchy em X converge a um elemento desse espaco.

Teorema 2.1.5. [5/ Se f,g : X — R sao fungoes continuas no ponto a € X e f(a) <

g(a), entao existe 6 > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X com |z — a| < 4.

Corolario 2.1.6. /5] Sejam f : X — R continua no ponto a € X e k € R uma constante.

Se f(a) < k, entao existe um 0 > 0 tal que f(x) < k para todo x € X com |x — a|] < 4.

Definigao 2.1.7. [6] Seja (X,d) um espago métrico. Um subconjunto M de X chama-
se limitado quando existe uma constante C' > 0 tal que d(my,my) < C para quaisquer

mq, mo € M.

Corolario 2.1.8. [6/ Um subconjunto M de um espago métrico (X,d) € dito fechado, se

e somente se, para toda sequéncia &, € M com &, — £ € X, tem-se £ € M.
n—oo

Proposicao 2.1.9. [6] Sejam XY espagos métricos. Uma aplicagio f: X —'Y € dita

continua num ponto x € X se, e somente se, toda sequéncia x, — x em X implique
n—oo

f(zy) e f(z) emY.



Definigao 2.1.10. [6/ Um espago métrico (X,d) € dito compacto se, para toda cobertura

J
aberta {Ax}32, existe uma subcobertura finita {Ay,, ..., Ay, } tal que X C U Ay, , ou seja,
n=1

um espago métrico € compacto quando toda cobertura aberta possui uma subcobertura

finita.
De maneira equivalente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.11. [6] Um espago métrico (X, d) é compacto se toda sequéncia (x,) em

X possui uma subsequéncia convergente.

Proposicao 2.1.12. [6] Todo subconjunto fechado de um espago métrico compacto é
compacto. Reciprocamente, um subconjunto compacto de qualquer espago métrico € fe-

chado.

Corolario 2.1.13. [6] Um subconjunto K C RN é compacto se, e somente se, € limitado

e fechado.

Definigao 2.1.14. [6] Um espago métrico (X,d) é sequencialmente compacto, se toda

sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente.

Proposicao 2.1.15. [6] Um espago métrico é sequencialmente compacto, se e somente

se, € compacto.

Proposicao 2.1.16. (Weierstrass) [6] Se X ¢é compacto, toda funcao real continua
f: X — R € limitada e atinge seus valores mdzrimo e minimo em X. Mais precisamente:

Ezistem xg,x1 € X tais que f(xo) < f(z) < f(x1) para qualquer x € X.

Definigao 2.1.17. [10] Seja (X,d) um espago métrico. Um conjunto A C X € relativa-

mente compacto se seu fecho Aé compacto.
Equivalentemente a esta definicao tem-se:

Teorema 2.1.18. [10] Um conjunto A em um espago métrico (X,d) € relativamente
compacto se, e somente se, toda sequéncia (x,) em A possui wma subsequencia conver-

gente.



Definigao 2.1.19. [10] Seja (X,d) um espago métrico. Um conjunto A C X € dito
precompacto se, e somente se, para cada € > 0, existe um conjunto finito de pontos em X,

X1, To, ..., Ty, tal que A estd contido na unido de bolas abertas B(x;,€), i =1,...,n, onde
B(z,e) = {z : d(z,z;) < e}.

Teorema 2.1.20. [10/ Um conjunto relativamente compacto em um espa¢o métrico é

precompacto.

Teorema 2.1.21. [10] Um conjunto A em um espago métrico completo (X,d) € relati-

vamente compacto se, e somente se, € precompacto.

Definicao 2.1.22. [6] Um subconjunto K C C([a,b],X) ={f :[a,b] = X; f € continua}
¢ dito equicontinuo em ty € [a,b], se dado um € > 0, existe 6 > 0 tal que p(x,ty) < J em
[a,b] implique p(f(z), f(to)) < €, para toda f € K. Dizemos que K ¢ equicontinuo em

[a,b] se ele é equicontinuo em cada t € [a, b].

Teorema 2.1.23. (Ascoli-Arzeld) [6] Um subconjunto K C C([a,b], X) € relativamente

compacto se, e somente se, K € equicontinuo em [a,b] e para cada t € [a, b

K(t) ={f(t); f € K}
€ relativamente compacto em X.

Lema 2.1.24. (Desigualdade de Young) [4] Sejam 0,0 € (0,400) expoentes conjuga-

dos, ou seja, % + % = 1. Entao para quaisquer numeros reais positivos a,b, temos

1, 1.,
abgga +@b )

Lema 2.1.25. (Gronwall) [1] Sejam u,v : [a,b] — R fung¢des continuas com v > 0 e

seja c € R. Se

u(t) < c—l—/ u(s)v(s)ds

para qualquer t € [a,b], entao

< / ' o(s)ds

— Y



para qualquer t € [a,b].

Definigao 2.1.26. [6] Seja (X,d) um espago métrico. Definimos o didmetro de um

conjunto limitado M C X como sendo o nimero real
diam (M) = sup{d(m, ms); my, mg € M}.

Lema 2.1.27. (Nimero de Lebesgue) [7] Seja A uma cobertura aberta de um espago
métrico (X,d). Se X é compacto, existe um § > 0 (chamado nimero de Lebesque da cober-
tura A) tal que cada subconjunto de X tendo didmetro menor do § > 0 estd inteiramente

contido em algum elemento de A.

Lema 2.1.28. (Lema da colagem) [7] Seja X = A|JB, com A e B subconjuntos
fechados em X. Sejam f: A—Y eg: B —Y fungoes continuas. Se f(x) = g(x) para
todo x € A(\ B, entao [ e g combinadas geram uma func¢dao continua h : X — 'Y definida

tomando-se h(x) = f(z) sex € A e h(x) = g(x) sex € B.

Proposicao 2.1.29. [6/ A composta de duas aplicagoes continuas € continua. Mais
precisamente, se f 1 X — Y € continua no ponto x e g : Y — Z € continua no ponto

f(x), entdo go f : X — Z € continua no ponto x.

Corolario 2.1.30. [6/ Toda restricao de uma aplicagao continua € continua. Mais pre-
cisamente, se f : X — Y € continua no ponto m € M C X, entio flpy - M — Y €

continua no ponto m.

Teorema 2.1.31. (Teorema fundamental do cdlculo) [5] Seja f : [a,b] — R uma

fungao continua no intervalo [a,b]. Entao sao equivalentes:

(1) a fungao
F(z) :/mf(t)dt,a <z <),

¢ continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) e satisfaz F(x) = f(z), ou equivalente-

mente,



(2) F ¢é uma primitiva de f e
/bf(x)dx — F(b) - Fla).

e Solugoes e problemas de valor inicial de uma equacgao diferencial ordinaria:
Dada uma fungao continua f : D — R” num aberto D C R x R", consideramos a equagao

diferencial ordinaria
i = f(t,7) (2.1)

onde a incognita desta equagao é a funcao z = x(t).

Definigao 2.1.32. [1] Dizemos que uma fungdo x :]a, b[— R™ de classe C* (com extremos

do intervalo a > —oo e b < 4+00) € uma solug¢io da equagao diferencial (2.1) se:
(1) (¢t,z(t)) € D para cada t €]a,b];

(i) @(t) = f(t,z(t)) para cada t €]a, b|.

Definicao 2.1.33. [1] Para cada (ty,yo) € D, o problema de valor inicial

T = f(t,x)

z(to) = Yo

(2.2)

consiste em determinar um intervalo aberto |a,b| que contém o instante ty e uma
solugao x :la,b[— R" da equacio (2.1) tal que z(ty) = yo. Chamamos z(ty) = yo a

condi¢cao inicial do problema.

Teorema 2.1.34. (Peano) [1] Se f : D — R" € uma fungao continua num aberto
D C R x R™, entao para cada (to,yo) € D, existe pelo menos uma solu¢io do problema

de valor inicial (2.2) em algum intervalo aberto contendo t.



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos Multivocos

Mono6tonos

Neste capitulo, apresentamos a teoria de sistemas dinamicos multivocos monotonos.
Essa teoria é usada para estudar o comportamente de sistemas que evoluem ao longo
do tempo, sendo assim muito importante para aplicacoes em diversas areas, como na
matematica aplicada, na modelagem de fenémenos fisicos, quimicos, biologicos, entre

outros.

3.1 Preliminares

Sejam (X, p) um espago métrico completo e P(X) o conjunto de todos os subconjuntos

nao-vazios de X. Usaremos a partir dessa secao as seguintes notacoes:

B(X):={Ae€P(X):Aé¢limitado}.
C(X):={AeP(X): Aé fechado}.
K(X):={AeP(X):Aécompacto}.

A distancia entre quaisquer dois conjuntos A, B C X é dada por:

dist(A, B) = sup{p(z, B)}

T€EA
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com p(z, B) = inf ep{p(x,y)}. Além disso, para cada e > 0 e A € P(X), definiremos o
conjunto O.(A) = {x € X : p(z, A) < £} como sendo uma e-vizinhanga de A. Observamos

que pode acontecer dist(A, B) # dist(B, A).

Definigao 3.1.1. /2] Uma funcgio G : R x X — P(X) € dita ser um semigrupo multivoco

em X se:
(1) G(0,.) = Id € a aplicagao identidade;
(il)) G(t+ s,x) C G(t,G(s,x)) para todo x € X, t,s € R,.
Sendo que
GG = | Gl
yeG(s,x)
Definicao 3.1.2. /2] O semigrupo multivoco € chamado de estrito (ou exato) se na

Definicao 3.1.1, tivermos

G(t+ s,xz) = G(t,G(s,x)).

Definigao 3.1.3. [3/ Dado x € X. A semitrajetdria positiva do ponto x € definida por
v (@) = JG(r ).t >0.
>t
Definigao 3.1.4. [3/ Dado A C X, A # ¢. A semitrajetoria positiva do conjunto A é
definida por
) = U@ =6t A),7 >0

€A t>T
Definicao 3.1.5. [3/ Dados A C X, A # ¢ e x € X, definimos o conjunto w-limite de

A e x como sendo

w(A) = (7@ ew) =7 @.

>0 t>0

Lema 3.1.6. [9] O conjunto w(A) = {f €EX:¢= liI_I‘_l én, &n € G(tn, A), t, — oo}.
n—-+0o0

n—o0
Demonstragao: Encontra-se em | Proposi¢ao 2.1.2, pg. 11 em [9]].
O leitor que nao estiver habituado com a teoria de semigrupos nao lineares poderé ver

defini¢oes béasicas sobre o caso univoco no Apéndice A.
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3.2 Semigrupos Multivocos Moné6tonos

Nesta se¢ao, introduziremos o conceito de semigrupo multivoco mono6tono (ou preser-
vador de ordem). Esta propriedade tem possibilitado a prova de algumas importantes
propriedades sobre o comportamento assintético de solugoes para problemas ordinarios e

equagoes diferenciais parciais.

Definicao 3.2.1. [2/ Dizemos que um semigrupo multivoco G : Ry x X — C(X) € dito
mondtono se existe uma relagio de ordem “X” tal que, se o =< yo, entio G(t,xy) =

G(t,v0), para todo t > 0, no sentido de que
(a) Ewiste z(t) € G(t, x0) tal que

z(t) 2 y(t), para todo y(t) € G(t, o).

(b) Eziste y(t) € G(t,yo) tal que

z(t) 2 y(t), para todo x(t) € G(t,xy).

Observagao 3.2.2. [2/

(1) Note que x(t) depende somente de o e independe de yo com xy =< Yo € To # Yo

Analogamente, 3(t) depende somente de yo e independe de xo com xg = Yo € To F Yo-

(ii) Note que pela propriedade da reflexividade da rela¢io de ordem, temos que xq = .
Dai, seque como caso particular dos itens (a) e (b) da Definigao 3.2.1 que o conjunto

G(t,xo) tem um elemento minimo e um elemento mdzimo.

Definigao 3.2.3. /2] Dizemos que a ordem em X € compativel com a topologia em X

se!

(1) qualquer subconjunto limitado B de X estd contido num intervalo |a,b] := {x € X :

a=<x=b}comabeX.

(2) z) — z, Yy —> Yy €Ty XYy, entao x 2 y.
n—oo n—oo
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(3) sex =y =<z, entao p(x,y) = p(x,2) e p(y, z) = p(z,2) para todo x,y,z € X.
Observagao 3.2.4. [2] De (1) e (2) implica que qualquer intervalo [a,b] € fechado.

De fato, seja uma sequéncia qualquer (z,)n,>1 C |a,b] com x, — x. Vamos mostrar
- n—oo

que = € [a,b)].
Usando (1), temos para cada n que a = x, < b. Como a sequéncia constante z, = a

converge para a, T, — T € z, = T, para todo n, temos de (2) que
n—oo

a=ux.

Analogamente, conclui-se que x =< b. Portanto, = € [a,b].

Vamos assumir neste capitulo que a ordem em X é compativel com a topologia em X.

3.3 Atratores Globais para Semigrupos Multivocos Mo-
noétonos

Neste secao, apresentamos alguns conceitos e resultados importantes da teoria de

atratores para semigrupos multivocos.

Definigao 3.3.1. /2] Seja um semigrupo multivoco G : Ry x X — P(X). Um conjunto

A C X € dito ser um atrator global associado a G se:

(i) (negativamente invariante)

A C G(t,A), para todo t > 0.

(i) (atracao) A atrai qualquer subconjunto limitado D C X, i.e,

lim dist(G(t, D), A) = 0.

t—+o00

Geometricamente, o item (ii) significa que dado € > 0, existe um ¢y = to(e, D) > 0 tal

que

G(t, D) C O.(A),Vt > t,.
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Definigao 3.3.2. [9] Dizemos que o conjunto A € positivamente invariante em relagao

ao semigrupo multivoco G, se G(t, A) C A para todo t > 0.

Definig¢ao 3.3.3. [9] Dizemos que o conjunto A € invariante em relagao ao semigrupo

multivoco G, se ele € negativamente invariante e positivamente invariante, ou seja, A =

G(t, A) para todo t > 0.

Observacao 3.3.4. Em aplicagoes € desejdvel que o atrator A seja um conjunto compacto

em X e invariante.

Definicao 3.3.5. [2] Dizemos que o semigrupo multivoco G : Ry x X — P(X) € semi-
continuo superiormente, se para todo t > 0, dado x € X e uma vizinhanga O(G(t,x)) de

G(t,x), existe 6 > 0 tal que se p(x,y) < . Entao
G(t,y) C O(G(t, x)).

Observagao 3.3.6. (i) Se na Definigao 3.3.5 trocar a vizinhan¢a O(G(t, x)) por O (G(t, x)),

entao diremos que G : Ry x X — P(X) € fracamente semicontinua superiormente.

(ii) Se G(t,.) for univoca, i.e, G : X — X, entao a defini¢ao de fracamente semicontinua

superiormente € equivalente a definicao de fungao continua no sentido usual.

Agora apresentaremos condigoes suficientes que garantem a existéncia de um atrator
global para semigrupos multivocos. Dado um semigrupo multivoco G : R, x X — P(X),

consideraremos as seguintes condig¢oes:

(H1) G é B-dissipativo, ou seja, existe By € B(X) tal que para todo B € B(X), existe
t(B) > 0 para o qual

G(t,B) C By, para todot > t(B).

(H2) A semitrajetoria positiva

v (B) = ]G B)

>0

¢ limitada para todo B € B(X). Além disso, G é assintoticamente compacto, ou
seja, qualquer sequéncia &, € G(t,, B), onde t,, — 400, é precompacta para todo

n—oo
B e B(X).
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(H3) G: Ry x X — C(X) é semicontinua superiormente.
No Apéndice B apresentamos condigoes que implicam na B-dissipatividade da G.

Proposigao 3.3.7. [9] Sejam G um semigrupo multivoco e A wm atrator global associado

a G. Entao sao verdadeiras as sequintes propriedades:
(i) para qualquer conjunto B limitado e negativamente invariante em X, tem-se B C A.

(ii) se A € limitado, entao para qualquer atrator global M fechado, tem-se A C M.
Portanto, se A é também fechado, ele é o minimal entre todos os atratores globais

fechados.
Demonstragao: [Ver proposi¢ao 2.2.4, pg.16 em [9]].

Proposicao 3.3.8. [9] Se uma aplicagao multivoca G(t,.) for semicontinua superior-

mente e tem valores fechados, ou seja, G(t,.) : X — C(X), entio o grifico de G(t,.) é
fechado.

Demonstragao: [Ver proposi¢ao 2.1.4, pg. 12 em [9]].

Teorema 3.3.9. [2/ Se as condig¢oes (H1) — (Hs) sao verdadeiras, entdo G tem um
atrator global compacto A # @ que € o minimal entre todos os atratores globais fechados
que atraem conjuntos limitados de X. Além disso, se G € um semigrupo estrito, entiao A

€ mwuariante.

Demonstragao. Suponha que as condigoes (Hi) — (Hs) sejam verdadeiras. Entdo pela
condigdo (H1), existe um conjunto By € B(X) tal que para todo B € B(X), existe
t(B) > 0 para o qual

G(t,B) C By, para todo t > t(B).

Pela condigao (Hsz), temos que v (By) ¢ limitada. Defina B; = g (By) e A = w(By).
Afirmagao 1: A é um conjunto nao vazio.
De fato, seja uma sequéncia qualquer &, € G(t,, By) com t, — oo. Pela condigao
n—o0

(H2), G & um semigrupo multivoco assintoticamente compacto, entdo existe uma sub-

sequéncia {&,, }>1 de {&,}n>1 tal que &,, — £. Entao pelo Lema 3.1.6, { € w(B;) = A.
- - J—00
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Portanto, A # @.

Afirmagao 2: A é um atrator global.

(i) A ¢é negativamente invariante:

realmente, sejam £ € A et > 0 arbitrarios. Entao pelo Lema 3.1.6, existe uma
sequéncia &, € G(t,, By) com t, — oo tal que
n—o0

E= lim &,.

n—-+o0o

Assim, para todo t,, > t temos que G(t,,, B1) = G(t,+t—t, B1) C G(t,G(t,—t, By)).
Entao para alguma sequéncia 6,, € G(t, —t, By) tem-se &, € G(t,0,). Como G é
assintoticamente compacto e t, —t — 00, existe uma subsequéncia {0,,, }.n>1 de

n—oo

{0}n>1 tal que 6, — 6 € A. Como G ¢é semicontinua superiormente e tem
- m—0o0

valores fechados, temos pela Proposi¢ao 3.3.8 que o grafico de G(t,.) é fechado.
Portanto,

£eG(to) C Gt A.

Como ¢ e t foram arbitrarios, concluimos que A C G(t,.A), para todo ¢t > 0.

(ii) A atrai conjuntos limitados de X:
mostraremos primeiramente que A atrai Bj.

Com efeito, suponha por contradi¢ao, que A nao atrai B;. Entao existe algum

g0 > 0 e alguma sequéncia &, € G(t,, By) com t,, — oo tal que
n—oo

dist(&,,.A) > eo. (3.1)

Como G é um semigrupo multivoco assintoticamente compacto, existe uma sub-

sequéncia {&,, }j>1 de {{n}n>1 tal que &, — £ € A (Pelo Lema 3.1.6). Logo,
- - J—00

dist(&n,, A) < €0, para todo j suficientemente grande, o que contradiz (3.1). Por-

tanto, A atrai Bj.

Agora mostraremos que A atrai qualquer conjunto limitado de X.
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De fato, como G é B-dissipativo, ja sabemos que para todo conjunto limitado B C
X, existe T'(B) > 0 tal que G(t, B) C By, para todo t > T(B). Visto que A atrai
By, entao dado € > 0, existe T'(g, By) > 0 tal que

G(t,B1) C O.(A).
Entao dado um conjunto limitado B C X arbitrario, temos
G(t,B) C By C v, (By) = By, Vt > T(B).
Tomando Ty (B,¢) :=T(B)+T(e,B;) et > T1(e, B), obtemos
G(t,B) C O(A),Vt > T(e, B).

Portanto, A atrai B. Como B é um conjunto limitado arbitrario, concluimos que A

atrai qualquer limitado de X.

Afirmagao 3: A é compacto.
De fato, seja {z, },>1 uma sequéncia qualquer em A. Entdo pelo Lema 3.1.6, para cada
n € N, existe uma sequéncia {z7};en C G(t7, By) tal que z,, = lim 2! com ¢ — oo.
J J Jj—4oo J J Jj—o0

Considere a seguéncia formada pela diagonal em:

n=1: 2z 23 23 - — T1
n=2 z7 T2
n=3 21 T3
J— . m m m

n=m : 2" 2 2 ... T

Note que {2l'}nen C G(t7, By). Como G ¢ um semigrupo multivoco assintoticamente
compacto e " —> oo, existe uma subsequéncia {zn’ }jeny de {27 }nen tal que 2,) — 2 €
n—o0 j—o0
A. Observe que para concluirmos que A é compacto, basta mostrarmos que z,,;, — 2.
J—00

Com efeito, dado € > 0, existe jo € N tal que

) ) 9 3 . .
Pn;s 2) < plang, 237) + ple 2) < 5+ 5 =€¥) 2 Jo.

J
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Logo, y, S Portanto, existe uma subsequéncia {w,;};>1 de {z,},>1 que converge
em A. Como {z,},>1 ¢ arbitraria, concluimos que A é compacto.
Afirmagao 4: A é o atrator global minimal fechado que atrai limitados de X.

De fato, como A é um atrator global limitado e fechado (pois é compacto), entao
pelo item (ii) da Proposigao 3.3.7, para qualquer outro atrator global fechado M tem-se
A C M. Portanto, A é o atrator minimal entre todos os atratores globais fechados que
atrai conjuntos limitados de X.

Suponhamos agora que G' é um semigrupo multivoco estrito, i.e,
G(t+s,x) =G(t,G(s,z)),Vr € X,t,s € R;.

Afirmagao 5: A é invariante, ou seja, A = G(t,.A), para todo ¢t > 0.

De fato, ja sabemos que A é negativamente invariante, i.e, 4 C G(t,.A), para todo t >
0. Agora mostraremos que A é positivamente invariante, i.e, G(t,.A) C A, para todo ¢t >
0.

Com efeito, seja t > 0 fixado. Como A C G(s,.A), para todo s > 0, temos
G(t,A) C G(t,G(s,A)) =G(t+s,A),¥s > 0.

Como A é um atrator global compacto, em particular ¢ um conjunto limitado. Visto que

A atrai limitados de X, entao para todo € > 0, existe S(e,.4) > 0 tal que
G(t+ S(e, A), A) C O(A).
Como € > 0 foi arbitréario, temos

G(t,A) C [)O.(A) = A=A

e>0

Logo, G(t, A) C A, para todo t > 0. Portanto, A = G(t,.A), para todo t > 0. ]

Proposigao 3.3.10. [3] O atrator global compacto e invariante A do Teorema 3.53.9 € o
maximal compacto e invariante que atrai limitados de X . Portanto, A € o atrator global

minimal fechado e maximal compacto invariante que atrai limitados de X .
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Demonstracao. Seja M um conjunto compacto e invariante qualquer associado ao semi-
grupo multivoco G de X. Mostraremos que M C A.

De fato, temos A é um atrator compacto e invariante. Como M ¢ invariante, segue
que

G(t,M)= M,vt > 0.
Por outro lado, como M ¢é limitado e A é um atrator global, temos que para todo € > 0,
existe t(e, M) > 0 tal que

M = G(t(e, M), M)) C O.(A).

Como ¢ > 0 foi arbitrario, temos que M C m O.(A) = A= A. Logo M C A. Portanto,

e>0
A é o atrator global maximal compacto e invariante que atrai limitados de X. O

Definigao 3.3.11. /2] Dizemos que um ponto x € X € ponto de equilibrio (ou ponto fixo)

de um semigrupo multivoco G, se:
x € G(t,x), para todot > 0.

O seguinte resultado fornece condigoes suficientes para a existéncia de equilibrios ma-
ximal e minimal no atrator, bem como algumas informagoes sobre a estrutura do atrator

global.

Teorema 3.3.12. [2/ Sejam G um semigrupo multivoco estrito mondtono satisfazendo
as condi¢oes (H1) — (Hs) e A o atrator global compacto invariante associado a G. Entdo

existem equilibrios x,.,y* € A de modo que:
(1) z. <y* e
A C [z, y7]. (3.2)

(2) x. € minimal e y* maximal no sentido de que qualquer outros pontos fizos de G estao

contidos no intervalo [x.,y*].

Se as solugoes correspondentes as condigoes iniciais x., y* sao unicas, ou seja, se

G(t,xy) = x4 e G(t,y*) = y*, para todo t € R, entdo:
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(3) . atrai globalmente de baizo, ou seja, para todo v € X com v =< x,, temos que

lim dist(G(t,v),z,) = 0.

t——+o0

(4) y* atrai globalmente de cima, ou seja, para todo v € X com y* < v, temos que

lim dist(G(t,v),y") = 0.

t——+o0

Demonstracao. (1): Note que A é limitado, pois é um conjunto compacto. Assim, pelo
item (1) da compatibilidade da ordem com a topologia em X na Definigao 3.2.3, existem

zeyem X comz <7 tal que A C [z,7]. Logo,
xr =2 u =7y, para todo u € A.

Como G é um semigrupo multivoco mondétono, G(t,x) < G(t,u) = G(t,7), para todo t >
0, de modo que existam z(t,u) € G(t,z) e Y(t,u) € G(t,7) tais que

z(t,u) < 2 2 7y(t,u), para todo z € G(t,u),u € A.

Note que G(t,z) < G(t,x), para todo x € X. Logo G(t,z) tem um elemento minimal e
maximal. Usando isto para z e 7, temos que existem x™"(t) € G(t,z) e y™**(t) € G(t,7)

tais que
2™ (t) = z(t,u) < 2 2yt u) Y (t), para todo z € G(t,u),u € A.

Assim, z™"(t) < 2 X y™*(t), para todo z € G(t,u),u € A.

Visto que A é negativamente invariante, i.e, A C G(t,.A), para todo t > 0, entao
2™ (t) < u <" (t), para todo u € A.

Como A é um atrator global, ele atrai os conjuntos limitados unitarios {z} e {y}. Logo,

tli+m dist(G(t,z), A) = 0 e tli+m dist(G(t,7),A) = 0. Uma vez que z™"(t) € G(t,z)

—+o00 —+00

e 7" (t) € G(t,7), temos que lim dist(z™"(t), A) = 0 e lim dist(y"**(¢),.A) = 0.
t——+o00 t——+o00

Assim, dado € = 1 (n € N), existe ¢, > 0 tal que ™" (t,) € O1(A). Logo, existe uma

sequéncia z, € A tal que

- 1
p(z™"(t,), x,) < —, para todo n € N.
n
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Assim, como {z,} C A e A é compacto, existe uma subsequéncia de {z,},., em A que
continuaremos chamando de {z,}, -, e z. € A tal que z, — x,.
- n—oo

Afirmagao: z™"(t,) — ..
n—oo

De fato,

n—o0

. . 1
L™ (tn), 1) < (@™ (tn), 2n) + p(2n, 22) < — A+ p(@n, ) — 0.

Portanto, ™" (t,) — ..
n—oo

Analogamente, existe y* € A tal que y™*(t,) — y*. Assim, pelo item (2) da
n—oo

compatibilidade da ordem com a topologia em X na Definicao 3.2.3, temos que
., S u = y*, paratodou € A. (3.3)

Portanto, A C [z,,y*] com z, = y*.
Afirmacgao: x, e y* sao pontos de equilibrios de G, i.e, z, € G(t,x,) e y* € G(t,y*), para
todo t > 0.

Mostraremos primeiramente a unicidade de z, e y* em (3.3).

1

*

Realmente, suponha que existam ! e 22 em A satisfazendo (3.3), entao

xijxfexzjd.

Portanto, x! = 2. Analogamente, mostra-se a unicidade de y*.
Como A é negativamente invariante e G' ¢ um semigrupo multivoco monédtono, existem

z(t) € G(t,x,) e y(t) € G(t,y*), t > 0, tais que
z(t) 2 u < 7(t), para todo u € A.

De fato, dado um arbitrario u € A C G(t,.A), para todo ¢t > 0, existe u = y(t) € G(t,u),
para algum @ € A. Note que de (3.3), z, < u. Como G é monétono, G(t,z,) =<
G(t,u), para todo t > 0, ie, existe um z(t) € G(t,z,) tal que z(t) = z(t), para todo
2(t) € G(t,uw). Em particular, z(t) < y(t) = u. Analogamente, u < 7(t), para todo
u € A. Portanto, z(t) < u < g(t), para todo u € A.

Por outro lado, A é positivamente invariante, assim temos que

z(t) € G(t,xz.) C G(t, A) C A.
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Analogamente, y(t) € A. Assim, pela unicidade de x, e y*, temos que z(t) = =, e

y(t) = y*. Como t > 0 foi arbitréario, concluimos que
z, € G(t,z,) e y* € G(t,y"), para todo t > 0.

(2) : Seja z, um ponto de equilibrio qualquer de G, i.e, z, € G(t, z,), para todo t > 0.

Visto que z, = u < y*, para todo u € A. Basta mostrarmos que z, € A.

De fato, como A é um atrator global, ele atrai os conjuntos limitados de X. Em
particular, ele atrai o conjunto unitéario {z,.}. Logo, dado e > 0, existe t; := t1(g,{z:}) > 0
tal que

ze € G(t,z.) C O (A), para todo t > t;.

Como ¢ > 0 foi arbitréario, temos que
7 €[ )O(A) = A=A
>0
Portanto, z, € A.
A partir de agora suponhamos que as solugoes correspondentes as condigoes z, e y*
s@o Unicas, i.e, G(t,x.) = z, e G(t,y*) = y*, para todo ¢t > 0.

(3): Seja v € X qualquer com v < z,. Queremos mostrar que

lim dist(G(t,v),x,) = 0. (3.4)

t——4o00

De fato, da monotonicidade do semigrupo multivoco G, temos
G(t,v) X G(t,z.) = x,, para todo t > 0. (3.5)

Como A é um atrator global, ele atrai o conjunto limitado unitario {v}, ou seja,

tlil;n dist(G(t,v), A) = 0. Entao, dado € > 0, existe t(e, {v}) > 0 tal que
—400

sup inf {p(z,w)} < e, para todo t > t(e, {v}). (3.6)
2€G(t,w) WEA

Note por (3.5) que z =< z,, para todo z € G(t,v), para todo t > 0. Além disso, note

que para cada arbitrario z; € G(t,v), tem-se que inf,ca{p(z:,w)} < e, para todo t >
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t(e,{v}), pois vale (3.6).
Afirmacao: inf,eca{p(z:,w)} = p(z, x.), para cada t > t(e, {v}).

De fato, como z; =< x, =< w para todo w € A, entao pela compatibilidade da ordem
com a topologia em X na Defini¢ao 3.2.3, item (3), p(z;, z.) =< p(2, w), para todo w € A.
Em particular, temos que p(z;, x.) < inf,ea{p(z:, w)}, para cada t > t(e, {v}).

Como z, € A, obtemos que

Pz, T4) < ina{p(zt,w)} = p(z, x,), para cada t > t(e, {v}).
we

Portanto, inf,c4{p(z:,w)} = p(2¢, x.), para cada t > t(e, {v}). Logo, dist(G(t,v),x,) =
SUD,,cc(0)1P(2t, T4) } < €, para todo t > t(g,{v}) . Portanto, vale (3.4).

(4): Dado v € X com y* < v. Mostraremos que

lim dist(G(t,v),y") = 0. (3.7)

t——+o00

Com efeito, da monotonicidade do semigrupo multivoco GG, temos
y"=G(t,y") = G(t,v), para todo t > 0. (3.8)

Como A é atrator global, ele atrai o conjunto limitado unitario {v}, ou seja,
tLiinoo dist(G(t,v), A) = 0. Em outras palavras, dado € > 0, existe t(¢,{v}) > 0 tal que
sup inf {p(z,w)} < e, para todo t > t(e,{v}). (3.9)
2€G(t,w) WEA

Note por (3.8) que y* = z, para todo z € G(t,v), para todo ¢t > 0. Além disso, note por
(3.9) que para qualquer z; € G(t,v), o inf,ca{p(z,w)} < e, para todo t > t(e, {v}).
Afirmagao: inf,ca{p(z, w)} = p(z,y*), para cada t > t(e, {v}).

De fato, como w = y* < 2, para todo w € A. Entao pela compatibilidade da ordem
com a topologia em X na Defini¢ao 3.2.3, item (3), p(y*, z;) =< p(w, z;), para todo w € A.
Em particular, temos que p(y*,z;) =< inf,ea{p(w,2)}, para cadat > t(e,{v}). Como

y* € A, obtemos que

ply" %) = inf {p(w, 2)} = p(y", ), para cada £ > 1(z, {v}).

Portanto, p(y*,z;) = inf,ea{p(w, z)}, para cada t > t(e). Logo, dist(G(t,v),y*) =
SUP,,cq0 102, ¥*)} < €, para todo t > t(g, {v}). Portanto, vale (3.7). O
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Figura 3.1: Representagao Geométrica do Atrator Global do Teorema 3.3.12. Nesta

ilustracao v <z, e y* < 2.



Capitulo 4

Aplicacao: Equacoes Diferenciais

Ordinarias com Lado Direito Continuo

Neste capitulo, aplicaremos nossa teoria a um sistema modelado por uma equacao
diferencial ordinéaria sem unicidade de solugao, de modo que um semigrupo multivoco

correspondente ¢ mondtono, para que nossos resultados anteriores possam ser aplicados.

4.1 Caso N-Dimensional: Um Sistema Cooperativo.
Considere a ordem usual em R”Y, ou seja,
r<y<=ux; <vy;, paratodoi=1,..., V.

Dizemos que z < y, se v < y e existe j € {1,..., N} tal que z; < y,.

Agora vamos considerar o sistema

(A1)
z(0) = xy,
com f: RN — RY continua e satisfazendo a hipotese
(f(z),2) <cil|z]]? + o1 € R, g > 0. (4.2)

24
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As notagoes (-, -) e ||-|| sdo respectivamente, o produto interno e a norma em R . Suponha

também a seguinte hipotese de monotonicidade em f :
fz(x) S fz(y)J se T,y € RNaxi =Y ex S yal = 17 s N. (4'3)
Observagao 4.1.1. [1] Note que x(t) € solugao de (4.1) se, e somente se,

z(t) = xo + /Otf(:t(s))ds.
Exemplo. Dois exemplos de fungoes que satisfazem as hipdteses (4.2) e (4.3) :
(a) a funcdo identidade f: RN — RN dada por f(x) = x;
(b) a funcao f:RY — RY dada por f(x) = kiz + ko, onde ky, ky € R.

Agora apresentaremos um exemplo de uma funcao que satisfaz apenas a condicao de

continuidade e monotonicidade.

Exemplo. Considere a funcio f: R* — R? dada por f(x1,22) = (23 + 9, 11 + 23)
Verificaremos primeiramente que f € continua. Para isso, mostraremos que as fungoes
coordenadas de f sao continuas.
De fato, mostraremos que fi € continua (para fy é andloga). Seja uma sequéncia

qualquer (1, &,) € R? tal que

(Ys &) — (1,6 (4.4)

Mostraremos que fi(¢n, &) — f1(¥, ).
Realmente, f1(tn, &) = V2 +&,. Passando o limite em ambos os lados com n — oo e

usando a convergéncia em (4.4), obtemos

: 2 T 2 : 2 _
i Tim (92 +€) = Tim Y2+ lm & =P+ E= (1)
Portanto, f, € continua.

Agora mostraremos que fi(z) < fi(y), sempre que x; = y; e x <y com x,y € R% ou

seja, a monotonicidade da f.

Considere x,y € R* com z < y.
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(1) Se x1 = y1, vamos mostrar que fi(x) < fi(y).

De fato, suponha que x1 = y1, entao temos
file) =2t +a =y + 22 <yl 2 = fi(y).
(2) Suponha agora que xo = ys. Temos
folw) =1+ a5 =21 +y3 <y + 95 = fa(y).

Observagao 4.1.2. [1] Pelo Teorema de Peano (2.1.54), o problema (4.1) tem ao menos

uma solucao local.

Proposigao 4.1.3. [2] Se a fungdo continua f : RY — RY satisfaz a condigao (4.2),
entao qualquer solugao de (4.1) € definida globalmente no tempo e para qualquer T > 0, o
conjunto das solugdes no intervalo [0, T] € uniformemente limitado em conjuntos limitados

de dados iniciais.

Demonstracao. Seja T > 0 fixado arbitrariamente. Seja B C X um conjunto limitado
qualquer e seja z(-) uma solugao arbitraria do problema (4.1) com x(0) = 25 € B. Como
B ¢ limitado, existe um r > 0 tal que ||b|| < r, para todo b € B. Em particular, ||zo|| < r.

Observe agora que

—a(t), x(t)) + (x(t), —w(t)) = 2(2(t), z(1)).  (4.5)

Fazendo o produto interno da equagao em (4.1) com z(t) e usando a condi¢ao (4.2),

obtemos
——|lz@®)|)? = (@(t),z(t)) = (f(x(t), 2(t)) < c1||z(t)]]* 4+ c2, onde ¢; ER e ¢y > 0.

Integrando de 0 a t < T', temos pelo Teorema Fundamental do Célculo que

1 1 !
§Hx(t)||2 — §Hx(0)||2 < 01/0 llz(s)||* ds + cot, onde ¢; € R e ¢y > 0.

Logo,

t
lz(t)]]? < r? + 2T + 201/ llz(s)||? ds, Vt € [0,77.
0
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Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos

lz(@)||]2 < (7% + 2e2T)e2 o 1ds = (r2 4 20, T) et

< (” +26,7)e T = C(B,T), vt € [0,7].

Tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade anterior, obtemos

~

()l < \/E(B.T) = C(B,T), vt € 0.7].
Portanto, sup ||z(¢)|| < C(B,T). Como queriamos demonstrar. O
te[0,T]
Denote por S(zy) C C([0,400),RY) o conjunto de todas as solugées com condi¢ao
inicial xg.

Defina também o conjunto
S(x,T) = {z(-) € C([0,T],RY) : 2(-) é uma solucao de (4.1) com x(0) = x¢}.
Proposigao 4.1.4. [2] O conjunto S(xo,T) € relativamente compacto em C([0,T], RY).

Demonstragao. Basta mostrarmos que S(zg,T') satisfaz as hipoteses do Teorema Ascoli-

Arzela, ou seja:
1 S(zo,T) é equicontinuo [0, 7.

2 S(xg, T)(t) = {z(t) : z(-) € S(xo,T)} ¢é relativamente compacto em RY, para cada

t€0,7].

Mostraremos primeiramente que S(xg,T") é equicontinuo em [0, 7.
Dado € > 0. Sejam t, s € [0,7T] quaisquer com s < t e considere x(-) € S(x,T) uma

solucao arbitraria. Assim,

—azo—i-/f ))dr e z(s) —a:o—i-/f

Mostraremos que ||z(t) —z(s)|| < e, sempre que |t—s| < ¢ (para algum § > 0 que depende

de € > 0 e independe de z(+)).
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De fato, seja r > 0 tal que ||z(7)|| < r, para todo 7 € [0,T]. Assim, z(7) € B(0,r) C
RY, para todo 7 € [0,7]. Defina K = B(0,r) e considere a restrigao f|r : K — RY.

Como f|x é continua e K é compacto, existe M = max {||f(z(7))||} < +oo. Entéo,
T

Jott) — ()] = H / ety - / Jar)ar

sempre que [t—s| < § := 47, para todo x(-) € S(xo,T). Portanto, S(zy,T’) é equicontinuo
em [0, 7.
Por fim, mostraremos que S(zo,7)(t) é relativamente compacto (¢t € [0, 7] fixado).

De fato, basta mostrarmos que o fecho S(zg, T)(t) ¢ limitado em RY.

Fixe um ¢ > 0. Suponha por contradicao que S(TT)(t) nao seja limitado. Entao

existem pelo menos duas fungoes g1, g2 € S(xo, T)(t) tal que
d(gl(t)ng(t» > M? VM > 0. (46>

Fixando um K > 0, existem solugdes z1(+), z2(+) € S(wo, T) tais que d(gi(t), z1(t)) < £ e
d(ga(t), x2(t)) < 5. Logo,

d(g1(t), g2(t))

IN

Agr(6),2(6) + d(a(0) 22(6)) + (1), g2(1)
S D dlan (D), ma(1)

A\

+

IN

K +d(2:1(1),0) + d(0, (1))
< K A [faa ()] + (2 (0)]]

Uma contradigdo com (4.6). Portanto, S(xo,T)(t) é limitado. O
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Definigao 4.1.5 (Concatenacao). [9] Sejam as aplicagoes ¢, : [0,400) — X com
¥(0) = ¢(m). Definimos a aplica¢ao concatenada 0 : [0, 4+00) — X dada por

(1) , se0< t<m
Yt —m) , set>m. '

Proposigao 4.1.6. [2] A funcio G : Ry x RN — P(RY), definida por
G(t, mo) = {x(t) : 2(-) € S(x0)},
assume valores compactos.

Demonstragao. Dado (t,79) € Ry x RY. Mostraremos que de fato G(t,zo) € K(RY).
Tome T > t. Observe que G(t,x¢) = S(xo,T)(t) e pela Proposi¢ao 4.1.3, temos que
G(t,zo) ¢ limitado.
Mostraremos agora que G(t, zg) ¢ fechado.
De fato, seja uma sequéncia qualquer &, = u,(t) € S(xo, T)(t) com &, —_ &, Mos-
traremos que § € S(zo,T)(t), ou seja, & = u(t) com u(-) € S(zo,T).
Considerando a sequéncia de solugoes {u, () }nen C S(xo, T'), obtemos pelo Teorema de
Ascoli-Arzela, que existe uma subsequéncia {uy, }ren de {un(+) }rnen tal que u,, (+) = u(-)

em C([0,T],RY). Como u,, () é solugao, sabemos que

iy (0) / (i (7

u(t) / fu

Eny, = Un, (1) —> € e up,(t) —> u(t).

k—o0 k—o0

quando k — oco. Assim,

Pela unicidade do limite, temos £ = u( ). Portanto, €€ S(xo, T)(t).
Afirmagao: / [, (1))dT — / f(u(r))dr quando k — oo, V¢ € [0, T].

Dadoe>0e (€ [0, T] fixado, mostraremos que existe k. > 0 tal que

[ st [ st

<e,Vk > k..




Note que se ¢ = 0, é evidente.
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Suponha agora que ¢ € (0,7]. Como u,, () — u(:) em [0,7] e f é continua, entao

k—o0

existe k. > 0 tal que

1 (e, (7)) = F(u(m)]| < . quando k > k., ¥r € [0,7].
Temos
V4 L V4
\Afmmmm—Aﬂwmw::Auwmw—mwmw
V4
< i 1f (tny, (1)) = fu(T))|| dT
¢ 9 19 ¢
:/0 ZdT:ZToza,
VEk > k..

Observagao 4.1.7. [2] A fungio G : Ry x RN — K(RY) ¢ um semigrupo multivoco

estrito.

De fato, mostraremos que G satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 3.1.1:

(1) G(0,20) = {2(0) - z(-) € S(x0)} = {20} = 0.

(ii) Considere z € RNV et,s € R,. Tomey € G(t+s,2),logoy = z(t+s) com z(-) € S(z).

Note que y = ¢*°(t) com ¢° € S(z(s)) sendo definida por ¢*(¢) = x(s + £).

Note também que z(s) € G(s,z). Assim,
y € Glt,a(s)) C Glt,G(5,2).

Mostraremos agora que G é estrito.

Dadoz € RN et,s € R,. Tomey € G(t,G(s,2)). Logoy = y(t) com y(0) € G(s, 2).

Entao existe ¢(-) € S(z) tal que y(0) = ¥ (s).

Considere a fungao concatenada

9(7){¢<T) ,seOSTgs;‘

y(tr—s) , seT>s.
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Pelo Lema da colagem, 6 é uma fungao continua e temos que 6(0) = z e
0(r) = f(6(r)),vr > 0.

Portanto, y = 0(t +s) € S(z,T)(t +s) = G(t + s,z). Como y foi arbitrario,
G(t,G(s,2)) C G(t+ s, 2).

Observacao 4.1.8. [2] Note que o conjunto dos pontos fizos do semigrupo multivoco G

coincide com o conjunto dos zeros da fun¢do continua f.

De fato, seja 2o € RY um ponto fixo de G, i.e, 29 € G(t,x0), para todot > 0.
Mostraremos que f(zg) = 0. Suponha, por contradigdo, que f;(xg) # 0, para algum
i € {1,...,N}. Suponhamos agora sem perda de generalidade que f;(z9) > 0 (o caso
fi(zo) < 0 é andlogo). Usando a continuidade da f; oz com z(-) € S(zg) qualquer, existe
um § > 0 tal que #;(t) = fi(z(t)) > 0, para t € [0,d]. Portanto, z;(t) > z;(0) = x, em
t € (0,0] e zg ¢ G(t,x0), 0 que é uma contradi¢ao. Portanto, f(zg) = 0.

Por outro lado, se f(xg) = 0, entdo z(t) = zy, para todo t > 0, é uma soluc¢ao de
(4.1). Assim, xy € G(t, ), para todo t > 0. Portanto, xy ¢ ponto fixo de G.

Em muitas aplicacgoes fisicas e biologicas as varidveis x; precisam ser nao negativas.
Portanto, precisamos definir um semigrupo multivoco no espago de fase ]Rf em vez de

RY.
Teorema 4.1.9. [2] Suponha que
fiz) >0,Vi e x € RY tal que x; = 0. (4.7)

Entao para qualquer xo > 0 (i.€,xo, > 0,Vi), existe pelo menos uma solugao global tal que

x(t) > 0, para qualquer t > 0.

Demonstracao. Defina as fungoes aproximadas f¢(z) = f(z) + ed,e > 0, onde d =
(1,...,1). Note que ff(z) > ¢, paratodoi e x € Rf tal que z; = 0. Considere a

seguinte familia de problemas (em € > 0):

(4.8)
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Mostraremos que para cada ¢ > 0 fixado, z°(f) > 0, para todot > 0. Sem perda de
generalidade, assumiremos que ¢ < 1.
Suponha, por contradi¢do, que exista um ¢, > 0 tal que 2°(tg) # 0, i.e, existe iy €

{1,..., N} tal que x§ (to) < 0. Como z (-) é continua, existe 6 > 0 tal que
x; (t) <0, para todo t € (to — d,to +6). (4.9)

Além disso, como 5 (-) é solucao de (4.8), x5 (0) > 0 de modo que pela continuidade de
x5 (+), existe t; € [0,1p — 6) tal que x5 (t1) = 0. Logo, &5 (t1) = f; (z°(t1)) > 0. Assim,
existe 7 > 0 tal que x§ (¢) > 0, para todo t € (¢, — v,%1 + ), o que contradiz (4.9).
Portanto, 2¢(t) > 0, para todo t > 0.

Dado t > 0, tome T' > t. Como f é continua, temos que f° também é. Note que f¢

satisfaz a condigao (4.2):

(f(@),z) = (f(z) +ed, z)
= (f(z), x) + (ed, x) (4.10)
< allz|® + e +e(d, z)

— CleHQ + ¢y + 6(361 + ...+ ajn)_
Pela desigualdade de Young, temos

(fe(x),z) < izl + ea +e(ay + ... + )

1 1 1 1
< 2 - 2 - Oy - 2 -
_QMH+@+G%%+2+ +2%+2)

€ 1
= (1 + 5) ||| + (co +N§g)
—— ————
ok Go®
1 N
< (a+ )l + (2 + 3)
N—— N——
61 C'~2
= élHiUHQ +ég

Note que pela Proposigao 4.1.3, °(+) é uniformemente limitada em C([0, 7], RY).

Afirmacao 1: 41°(¢) ¢ uniformemente limitada em C([0, T],R™Y).
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De fato,

1 a0l = 1)
e
1)) + e
(+7(1)
(

+ &d||

IN

t

£ (@ ()| + VN
If (@ (@) + VN
C+V/N,Ve > 0,Vt € [0,T].

IN

IN

Pois, 2°(t) € B(0,C(Cy,Cy, 20, T)) =: K e f & continua no compacto K. Portanto, possui
méaximo e minimo.
Afirmacao 2: 2°(-) é equicontinua em [0, 7).

De fato, dado v > 0, temos pelo Teorema Fundamental do Célculo

o)~ = | [ o

</
S

< (C+VN)(t —s) <v,Ve >0,

d €
%I' (T)

dr

sempre que [t — s| < 4§ := 7= com ¢, s € [0,T]. Assim, 2°(-) ¢ equicontinua em [0, 7.

Tome ¢, = % + €. Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, existe uma subsequéncia de
{2 () }nen (que continuaremos chamando da mesma forma) tal que x°"(-) — z(+) em
C([0,T],RY). Note que para cada t € [0,T], x(t) = nh%r{olo x°"(t) > 0. Resta justificar que
x(+) € solugao de (4.8).

De fato, como x°"(+) é solugao de (4.8), temos pela Observagao 4.1.1, que

n(t) = my + /Ofa"(l'E"(T))dT

4 {
z(t) = zo + /Of(x(T))dT

quando n — oo e ¢ — 0. A passagem do limite pode ser justificada de forma analoga

como foi feita na demonstragdo da Proposi¢ao 4.1.6. Portanto, z(-) é solugdo de (4.1),
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para todo t € [0,7T]. Repetindo o mesmo processo nos intervalos [T, 2T, [2T, 3T}, etc, e
usando o argumento diagonal, obtemos uma solu¢ao globalmente definida z(-) tal que

x(t) > 0. Portanto, x(-) € S(yo,T'), onde z(t) > 0. O

Observagao 4.1.10. [2/ Note que o Teorema 4.1.9 ndo garante que todas as solugoes

sejam nao negativas, como pode ser verificado no sequinte exemplo.

Exemplo. Considere o sequinte problema de valor inicial

#(t) = sign(x)y/[a]

(4.11)
z(0) =0
onde,
-1, sex <0
sign(z) = 0 , sex=0;
1, sex>0.

Tomando f(x) = sign(xz)\/|z|, note que f(x) > 0, para todo x € R, tal que © = 0
(pois f(0) = 0). Assim, f satisfaz as hipdteses do teorema anterior. Por outro lado,
note que as sequintes funcoes x1(-), z2(+) e x3(+) sao solugoes do problema de valor inicial

(4.11), para todo t > 0:
(1) z1(t) =0, para todo t > 0.
De fato, 21(t) = 0, para todo t > 0. Assim, temos

F1(t) = 0= f(a1(t)) e 2:1(0) = 0,

(2) xo(t) = %, para todo t > 0.

De fato, 25(t) = %, para todo t > 0. Assim, temos

ialt) = 5 = [(@a(1)) ¢ 22(0) =0,
(3) x3(t) = —%, para todo t > 0.

De fato, 25(t) = —%, para todo t > 0. Assim, temos

Za(t) = —% — fas(t)) e 25(0) = 0.
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Portanto, x1(-), z2(+) e x3(+) sao solugdes de (4.11), com x1(t), z2(t) > 0, para todo t > 0,

mas x3(t) < 0, para todo t > 0.

Denote por D(zg) C C([0,+00),RY) o conjunto de todas as solugdes com condigao
inicial zo, de modo que z(t) > 0, para todo ¢t > 0.
Defina também o conjunto D(zg,T) = {x : [0,T] — RY;2(-) € D(z)}.

Proposigao 4.1.11. [2] O conjunto D(x¢,T) € um subconjunto fechado de S(xq,T).

Portanto, é compacto, pois S(xg,T) é compacto.

Demonstrag¢ao. Dado t > 0, tome T" > t. Note primeiramente que D(zg,T) C S(zo,T),
pois qualquer £ = u(-) € D(zo,T), tem-se que & € S(zo,T).
Mostraremos que D(z,T") é fechado.

De fato, seja uma sequéncia qualquer &, = u,(-) € D(zo,T) com &, _ &. Mostrare-
mos que & € D(xg,T), ou seja, que existe u(-) € D(xg,T) tal que u(-) = &.

Considerando que u,(-) € D(x¢,T) C S(x¢,T) e S(x¢,T) & compacto, existe uma
subsequéncia {u,, (-)};>1 de {un(-) bnx1 tal que uy,, (-) j:z u(-) em C([0,T],R").

Note que para cadat € [0,T], u(t) = Jll)r(r)lo Uy, (t) > 0, pois uy,, (t) > 0, para todo ¢t > 0.

Como uy, (+) € solugao do problema de valor inicial (4.1), temos pela Observacao 4.1.1,

i, (0) / (1, (7

!

u(t) / f(u

quando j — oo. Portanto, u(-) € D(zo,T). Assim, obtemos que

que

ny = Un, (1) — &(1) € uy, (1) — u(t), para todo t € [0, T].

J—o0
Pela unicidade do limite, temos que &(¢) = wu(t), para todo ¢ > 0. Portanto, { = u €
D(zo,T), concluindo assim que D(zo,T") é fechado em S(z¢,T). Portanto, D(zo,T) &

compacto. O]
Proposigao 4.1.12. /2] A funcio U : Ry x RY — P(RY), definida por

U(t,zo) = {=(t) : 2(-) € D(x0)},
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assume valores compactos.

Demonstragao. Dado (t,zo) € Ry x RY. Mostraremos que de fato U(t,z9) € K(RY).
Tome T > t e observe que U(t,xo) = D(xo,T)(t), onde D(xo,T)(t) = {x(t) : z(-) €
D(zo,T)}. Mostraremos que D(z¢,T)(t) € limitado e fechado em RY.
Mostraremos primeiramente que D(zg,7")(t) é limitado.

De fato, seja t; € [0,7] fixado. Sejam &, 7 € D(xo,T)(t;) arbitrarios, ou seja, { =
uy(ty) e m = ug(ty) com wuy(-),us(-) € D(xo,T). Mostraremos que existe um K > 0 tal
que

d(ul(tl), ’LLz(tl)) < K.

Considerando que uy(+),us(:) € D(xg,T) e D(xo,T) é compacto, existe um K > 0 tal que
d(u1(t),us(t)) < K, para todo t € [0,T].

Em particular, vale para ¢;. Portanto, D(zo,T)(t1) é limitado.
Agora mostraremos que D(xq,T)(t) é fechado.

De fato, seja t; € [0,7] fixado. Seja uma sequéncia qualquer &, € D(xo,T)(t1)
com &, @5, ou seja, & = u,(ty) n_>—0>o£ com u,(-) € D(xg,T). Mostraremos que
€ € D(xo,T)(t1), ou seja, que & = u(ty) com u(-) € D(xo, T).

Como D(xo,T) ¢ compacto e u,(-) € D(xo,T'), existe uma subsequéncia {u,, (-)};>1
de {un(-)}n>1 tal que u,, (-) v u(+) em C([0,T],RY).

Note que para cada t € [0, 7], u(t) = ILIEIO Un, () > 0, pois up, (t) > 0, para todo ¢ > 0.
Assim, como uy,(+) ¢ solugao do problerila de valor inicial (4.1), temos pela Observagao

4.1.1, que
Uy (0 / Pl (7
+

u(t) / fu

quando j — oo. Portanto, u(-) € D(xo,T). Entdo obtemos que

—00

n; = Un, (t1) o2 § e up,(t) — u(t), para todo t € [0,7].
J—00
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Pela unicidade do limite, temos que £ = u(t;). Assim, £ € D(xo,T)(t;). Como t; e &,
foram arbitrarios, concluimos que D(xq, T)(t) é fechado. Portanto, D(zq, T)(t) é compacto

para todo t € [0,7]. O que equivale a U(t, zy) também ser compacto. O

Observacao 4.1.13. [2] A fun¢io U : Ry x RY — K(RY) é um semigrupo multivoco

estrito.

De fato, mostraremos primeiramente que a funcao U satisfaz as condig¢oes da Defini¢ao

3.1.1:

(i) U(0,2¢) = {x(0) : (-) € D(z0)} = {0} = wo.

(ii) considere z € RY et,s € Ry. Tome y € U(t + s,2), logo y = z(t + s) com z(-) €
D(z).
Note que y = ¢*(t) com ¢°(-) € D(z(s)) sendo definida por ¢*(¢) = z(s + £). Além
disso, note que z(s) € U(s, z). Assim,

yeU(t,x(s)) C U, U(s,2)).

Mostraremos agora que U é estrito:

dadoz e RY et,s € Ry, tomey € U(t,U(s, z)). Logo, y = z(t) com z(0) € U(s, 2).
Entao existe ¢(-) € D(z) tal que z(0) = ¢(s).

Considere a fungao concatenada

6(r) = o(7) ,se0< 7 <s; |

x(r—s) ,seT>s.
Pelo Lema da colagem, # é uma fungao continua e temos que 6(0) = z e
(1) = f(8(7)),¥r > 0.

Portanto, y = 6(t + s) € D(z,T)(t + s) = U(t + s,2z). Como y foi arbitrario,

U(t,G(s,z)) CU(t+ s,z). Portanto, U é um semigrupo multivoco estrito.

Vamos mostrar que os semigrupos multivocos estritos G e U preservam a ordem. Co-

megaremos com o semigrupo multivoco estrito G.
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Teorema 4.1.14. [2] Suponha que as condigoes (4.2) e (4.3) sejam verdadeiras . Entdo

para qualquer xo < yo, existem duas solugoes () € S(T,yo) e x(-) € S(T,xg), tais que:
(1) z(t) <7(t), para todo t € [0,T] e x(-) € S(xo, T).

(2) z(t) <y(t), para todo t € [0,T] e y(-) € S(yo, T).

Portanto, G € um semigrupo multivoco estrito mondtono.

Demonstragdo. Sejam xg, 1y € RY quaisquer com zy < 1. Mostraremos primeiramente
a existéncia do y(t).

Defina as fungoes aproximadas ¢°(z) = f(x) + de,e > 0, onde d = (1,...,1). Note
que ¢°(-) é continua, pois f é continua. Além disso, note que da condigao (4.3), ¢°(+)

satisfaz a seguinte desigualdade:
9;(y) > fi(z) +e, sex <yewx =y (4.12)

De fato, sejam x,y € RY quaisquer com x < y e x; = ;. Entao por (4.3), fi(x) < fi(y).

Assim,

9 () = fily) + € > fi(x) + <. (4.13)

Considere y°(-) a solugao do seguinte problema de valor inicial

(4.14)

Dado t > 0, tome T > t. Seja agora uma solucao arbitraria x(-) € S(xg,T).
Afirmagao: y°(t) > x(t), para todo t € [0,T].

Suponha, por contradi¢do, que exista t; € (0,7) tal que y*(t1) # (1), i.e, existe
ig € {1,..., N} tal que y; (t1) < 2;,(t1). Seja t; o menor dos t; descritos acima. Assim,

existe ¢y € (0,71) tal que
T4, (to) = ¥, (to), ¥ (to) > x(to) € y;, () < 4y(t), Yt € (to, to + ] (4.15)

para algum § > 0. Note que de (4.12), obtemos g5, (y°(to)) > fi,(z(to)) + €.
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Como ¢°(-) e f s@o fungdes continuas, existe 6 >0, com é < § tal que

95,7 (1) = fun(2(1)) = &, ¥t € [to, o + ).

Entéo, para todo t € [ty, to + 0), temos

@0 0) — 210(0)) = G5 (7 (1) — f(a(t)) 2 € >0,
Assim, y; () — z4(t) > y5 (to) — 24 (to) = 0, para todo t € [to, 1o + 9). Logo, s, (1) >
;,(t), para todo t € [to,to + ), 0 que é uma contradicdo com (4.15). Portanto, y°(t) >
x(t), para todo t € [0,T].

Visto que ¢°(-) ¢ uma fungao continua, temos analogamente a (4.10), que g°(-) satisfaz a
condicdo (4.2) e pela Proposigao 4.1.3, 4°(-) ¢ uniformemente limitada em C([0, 7], RY).
Note também que analogamente a demonstracao da Afirmacao 1 do Teorema 4.1.9,
£y7(t) é uniformemente limitada em C([0,7], RY).

Além disso, temos analogamente a demonstracao da Afirmacgao 2 do mesmo teorema
que y°(-) é equicontinua em [0,7]. Tome ¢, = % + e. Pelo Teorema de Ascoli-Arzelé,
existe uma subsequéncia de {y°"(-)},>1 (que continuaremos chamando da mesma forma)
tal que y°~ () —_ 7(-) em C([0,T],RY).

Note que para cada t € [0,T], y(t) = nlgglo Yy (t) > x(t), pois y= (t) > x(t).

Para concluir o item (1), resta mostrar que y(-) € S(yo,T):

Como y*(+) é solucao de (4.14), temos analogamente a Observagao 4.1.1, que

quando n — oo. Portanto, 7(-) é solugao de (4.14) com F(t) > x(t), para todo t € [0, T].
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¢
Assim, tomando o limite sobre §(¢) = yo + / g°(@(7))dr com & — 0, obtemos
0

l
70 =+ liy [ (r)dr
E—> 0
l
—un+ [ tmg(ar))ar
0 E—r

l
et [ () + deyir

0
—_——~

¢ ¢
:?Jo—i—/o li_{%f(@(T))dT-}-/o li_rf(l)dédT
¢
=yo+/0 f(y(r))dr, Vte[0,T].

Portanto, 5(-) € S(yo,T), onde 3(t) > x(t), para todo t € [0,T], para o < yo. Entao
existe J(-) € S(yo,T) tal que y(t) > z(t), paratodot € [0,T] e z(-) € S(xo,T), con-
cluindo assim, a existéncia de 7(t).
Agora mostraremos de maneira semelhante a existéncia do x(t).

Defina as fungdes aproximadas ¢°(z) = f(z) —ed,e > 0, onde d = (1,...,1). Note
que analogamente a demonstragao do item (1), ¢°(-) é continua e satisfaz a seguinte

desigualdade:
9 (y) > filx) —¢, sex <yewx; =y (4.16)

Considere z°(+) a solu¢ao do seguinte problema de valor inicial

(4.17)
2¢(0) = .
Dado t > 0, tome T' > t. Seja uma solucao arbitraria y(-) € S(yo, T).
Afirmacao: z°(t) < y(t), para todo t € [0,T].
Suponha, por contradi¢do, que exista t; € (0,7) tal que z°(t;) £ y(t1), i.e, existe
ig € {1,..., N} tal que x5 (t1) > i, (t1). Seja t; o menor dos t; descritos acima. Assim,

existe um ¢y € (0, ;) tal que y;,(to) = x5 (to), y(to) > 2°(to) e

75 (t) > Y, (1), Vt € (to,to + 0), para algum & > 0. (4.18)
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Note que de (4.16), obtemos g5 (y(to)) > fi,(z°(t0)) — €.

Usando a continuidade de f e g°(-), temos que existe 6> 0com é <4 tal que
95, (y(t)) = fiy(2°(t)) = —¢, para todo t € (to, to + 9)

Entéo, para todo t € [ty, 1o + 8), obtemos

@ (1) — 25,0) = Falw(t)) — 0 (2°(0)

= g5 (y(t)) + e — (fio (z°(t)) — €)
= g5, (y(t)) — fio(2°(t)) + 2¢
> —e+ 2

=e>0.

Assim, y;,(t) — x5, (t) > yi,(to) — 25, (to) = 0, para todo t € [to,to + 0), ou seja, Yy, (t) >
x5 (t), para todo t € [to,to + 0), 0 que é uma contradicdo com (4.18). Portanto, 2°(t) <
y(t), vt € [0, 7).

Considerando que ¢°(-) é uma funcao continua, temos analogamente ao (4.10), que
g°(+) satisfaz a condigao (4.2) e pela Proposigao 4.1.3, 2°(-) é uniformemente limitada em
C([0,T],RY). Além disso, temos analogamente a Afirmagao 1 do Teorema 4.1.9, que
4 2¢(t) é uniformemente limitada em C([0,T],R") e analogamente a Afirmacao 2 do
mesmo teorema que z°(-) é equicontinua em [0, 7).

Portanto, tomando novamente ¢, = % + ¢ temos pelo Teorema de Ascoli Arzela que
existe uma subsequéncia z°(-) —_ z(+) em C([0,T],RY). Note que para cada t € [0, 7],
£(0) = Jim 4% (1) < y{t), pois 2% (1) < y(0).

Para concluir o item (2), mostraremos que z(-) € S(xg,T):

Como z°"(+) & solugao de (4.17), temos analogamente a Observagao 4.1.1, que

l
) = o+ [ e
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quando n — oo. Portanto, z(+) é solugao de (4.17) com y(t) > z(t), para todo t € [0, T].
i

Logo, tomando o limite sobre z(f) = zo + / g°(z(7))dr com £ — 0, obtemos
0

¢ ¢
:x0+/ limf(g(7’))d7’+/ lim dedr
0

e—0

¢
= Zo —1—/0 f(z(r))dr, ¥lel0,T].

Portanto, z(-) é solugao de (4.1), ou seja, z(-) € S(zo,T"), com y(t) > x(t) para todo t €
[0, T, para zy < yo. Assim, concluimos a existéncia de z(t). Portanto, G ¢ um semigrupo

multivoco estrito monoétono. O

Temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.15. [2] Suponha que as condigoes (4.2) e (4.3) sejam verdadeiras. Assuma
também que as condigoes (Hi) e (Ha) do Capitulo 3 sejam verdadeiras. Entao, G também

satisfaz a condigao (Hs) e a afirmagao do Teorema 3.53.12 é verdadeira.

Observagao 4.1.16. [2] Neste caso, a condi¢io (Hz) € equivalente ao fato do conjunto

Ya (B) ser limitado para qualquer conjunto B limitado.

Demonstraremos agora o teorema anterior.

Demonstragdo. Dado (t,z) € Ry x RN, tome T > t. Pela Proposicao 4.1.6, G(t,x) ¢ um

conjunto compacto em R,

Agora, para concluir a condi¢ao (Hs), mostraremos que G é semicontinua superiormente.
De fato, suponha por contradi¢ao, que GG nao seja semicontinua superiormente, i.e,

existem ty € Ry, 79 € RY e alguma vizinhanca O (G(ty, 1)) de G(tg, xo) tais que para

todo § > 0, existe algum y € RY com p(zy,y) < d de modo que

G(to,y) O (G(to, 70)) -
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Dado n € N, considere ¢, = 711 Assim, podemos considerar uma sequéncia ¥, €

G(to, xn), T, — xo e uma vizinhanga N de G(ty, xo) tal que

n—o0

yn € N, para todo n. (4.19)
Considerando que y,, € G(tg, x,), existe uma solucao z, € S(z,) tal que
2,(0) = 2, € Y, = 2, (Lo). (4.20)
Note que z,(-) é solugao do seguinte problema de valor inicial:

Zn(t) = f(zn(t))

2n(0) = zp,

(4.21)

com f: RY — RY continua e satisfazendo as condigoes (4.2) e (4.3).

Afirmagao 1: z,(-) é uniformemente limitada em C'([0, 7], RY):
como z,, ¢ convergente, x,, ¢ limitada, i.e, existe r > 0 tal que ||x,|| < r, para todo n.
Analogamente a (4.5), temos

d , d . d L
1O = 2 (2 (), za(0) = (Z2n(t), 2n(8)) + (zn(t), - 2n(0)) = 2020 (8), 2a(t)-

Fazendo o produto interno da equagao em (4.21) com z,(t) e usando a condi¢ao (4.2),
obtemos

=l = (2alt), 2 (0) = (b)), (D) < erllza@)]* + 3, onde e € Re e > 0.

Integrando de 0 a t < T', temos pelo Teorema Fundamental do Calculo que

1 2 1 2 ' 2

§||zn(t)|| — §||zn(0)|| <1 | ||za(s)||* ds + cot, onde ¢ € R e ¢ > 0.

0
Logo,
t
|zn(D)|)? < 72 + 2¢,T + 201/ llz(s)||* ds, ¥t € [0,T).
0

Pelo Lema de Gronwall, obtemos

(]2 < (2 + 2e5T)eho 145 = (42 4 2¢,T) %!

< (r? 4 26,T)e* " = C(r,T),Vt € [0,T] e Vn € N.
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Assim, tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade anterior, obtemos

-~

llzn(D)|| <A/ C(r,T)=:C(r,T),¥t € [0,T] en € N.

Logo, sup [|z.(t)|| < C(r,T). Portanto, z,(-) ¢ uniformemente limitada C'([0, 7], RY).
Aﬁrrrfeelza(]) 2: 42,(t) ¢ uniformemente limitada em C([0, T],RY):
como z,(+) é uniformemente limitada, existe 7 > 0 tal que ||z,(¢)|| < 7, para todo ¢ €
[0, T], para todo n > 0. Assim, 2,(t) € B(0,7), para todo t € [0,T] com B(0,7) C RV.
Defina K = B(0,7) e considere a restricdo f|x : K — RY. Como f|x ¢ continua e K

é compacto, existe

M = maX{llf(zn( DI} < +oo.

t€[0,7)
Entao,
H—Zn( ) = 11f ()] < M,VE € [0,T],Vn > 1.
Portanto, %2,(t) é uniformemente limitada em C([0, T],R").

Afirmacao 3: z,(-) é equicontinua em [0, 77:

dado v > 0, temos pelo Teorema Fundamental do Célculo
td
Iant) =)l = | [ Son(r)ir

t
d
< [ |72

< M(t—s) <~v,VneN,

dr

sempre que t,s € [0,T] com [t — s| < § := ;. Logo, z,(+) é equicontinua em [0, T’.
Portanto, pelo Teorema de Ascoli-Arzela, existe uma subsequéncia {z,,(-)};>1 de
{za(-)} tal que 2z,,(-) — 2(-) em C([0,T],RY). Como z,,(-) é solucdo de (4.21), te-
j—00

mos pela Observacao 4.1.1, que

G l/me

2(0) (/f
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quando j — oo. Portanto, z(-) € S(x¢,T) e 2(t) € G(t,zp), paratodot > 0. Em
particular, vale para t = t,. Assim, por (4.20), obtemos y,, = 2y, (o) J:Z z(to), ou seja,
Yn; € N para j suficientemente grande, o que ¢ uma contradigao com (4.19). Portanto,
G(t,-) é semicontinua superiormente. Logo, a condi¢ao (Hz) é verdadeira.

Como G é um semigrupo multivoco estrito que satisfaz as condi¢oes (H1 — Hs), entao
pelo Teorema 3.3.9, existe um atrator global compacto A # & invariante que é o minimal
entre todos os atratores globais fechados que atrai conjuntos limitados de RY. Portanto,

levando em consideragao o Teorema 4.1.14, podemos aplicar o Teorema 3.3.12. O]

Observagao 4.1.17. [2] Note que se tentarmos repetir a mesma demonstra¢ao do Te-
orema 4.1.14 para a fungao U, podemos obter analogamente ao item (1) desse teorema,
a existéncia da solug¢io F(-) € D(yo,T). No entanto, a prova da ezisténcia da solu¢ao
z(-) falha, pois quando tomarmos a fungao aprorimada ¢°(x) = f(x) —ed,e > 0, onde

d=(1,...,1), as solugoes do sequinte problema de valor inicial

2¢(0) = xo,
com g° : RV — RY continua, ndo necessariamente sao todas nao negativas.

Seremos capazes de provar que o semigrupo multivoco estrito U é mondtono sob con-
digoes mais restritivas.

Vamos usar a seguinte condi¢ao de monotonicidade para a fungao continua f:
fiz) < fiy), sex,y e RN i =y e x <. (4.22)

Teorema 4.1.18. [2/ Suponha que as condigoes (4.2),(4.7) e (4.22) sejam verdadeiras
e que o conjunto U(t,x) possui um elemento mdzimo e um elemento minimo para qual-
quer (t,x). Entao, U é um semigrupo multivoco mondtono (ou preserva a ordem). Além
disso, se assumirmos que as condi¢oes (Hy) e (Hz) do Capitulo 8 sao verdadeiras, en-
tao a condigao (Hs) também é verdadeira. Portanto, a afirmac¢ao do Teorema 3.3.12 é

verdadeira.
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Demonstragao. Provaremos primeiramente que U é um semigrupo multivoco monétono:
sejam o, Yo € RY com xg < yo e T > 0 arbitrarios. Mostraremos que U(T, ) <
U(T,yo) no sentido da Defini¢ao 3.2.1:
mostraremos primeiramente a existéncia de y(7') € U(T, y)-
De fato, sejam 7 e y, respectivamente o elemento maximo e minimo de U (T, yo). Como
y € U(T,yo), existe uma solugao y(-) € D(yo) tal que y(7T') = y. Considere uma solugao
qualquer x(-) € D(xo,T).
Primeiro Caso: Existe ty € [0, 7] tal que y(to) = x(to):

Considere

y(t) se0 <t <t,
y(t) = (4.23)
z(t) setg<t<T.

Observe que y(-) € D(yo,T) e y(T) € U(T,ys). Como G(T') é elemento maximal de
U(T, o), y(T) <y(T). De (4.23), y(T') = «(T). Logo,

z(T) <y(T).

Segundo Caso: 7(t) # x(t), para todo t € [0,T7:
suponha, por contradi¢do, que z(T) £ y(T). Entao existe ig € {1,..., N} tal que
zio(T) > Y;,(T). Como o, < yo, , pela continuidade das fungdes w;,(-) e ¥, (+), temos

que existe to € [0,7) tal que

Tio (to) = iy (to), Y(to) # x(to), z(to) < Y(to)

x4, (t) > 7y, (1), Vt € (to, to + 6], para algum § > 0. (4.24)
Observe que pode existir mais do que um par de fungoes coordenadas

(z;(-),7;(*)) que se cruzam. Usamos iy para aquele par de fungoes que

se cruzam primeiro no tempo tg.

Assim, pela condigao (4.22), temos

fio(x(to)) < fi,(W(to)), i-e, fio(x(to)) — fis(@(to)) <O.
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Como f;,(x(-)) = fi,(W(-)) é uma funcéo continua, existe 0 < § < 8, tal que
Fiol(t)) = fio (B(1)) < 0,91 € (to,ty + ).

Como () e 7;,(+) sdo solucoes do problema de valor inicial (4.1), temos

d

7 (@i (1) = Ty (1)) = fio(@(1)) = fio(G(1)) < 0Vt € [to, 1o +9),

o que implica que z;,(-) =7, (+) € estritamente decrescente em [, Zo + 9). Logo, para todo

t € [to,to +0)
Tig (1) — i, (1) < w45 (t0) — ¥, (to) = 0.

Assim, x;,(t) < ¥, (1), Vt € [to,to + 5), o que é uma contradigdo com (4.24). Portanto,
y(T) = x(T).

A prova da existéncia de z(T') € U(T, zy) é semelhante a prova anterior, repetindo o
argumento para y. Portanto, U é um semigrupo multivoco monotono.

Analogamente a demonstracao do Teorema 4.1.15, obtemos que a condi¢ao (Hs) é

verdadeira. Portanto, a afirmagao do Teorema 3.3.12 é verdadeira. [

Mostraremos a seguir uma ilustracao do atrator global compacto para o caso parti-
cular N = 2. Lembrando que a relacao de ordem nesse caso é: para quaisquer w =

(wy,ws) € z = (21, 29), temos que w < z <= w; < 21 € Wy < 2.



Figura 4.1: ITlustagao do Atrator Global Para o Caso N = 2.
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Apéndice A
Teoria de Semigrupos Nao-Lineares

Nesta secao, apresentamos defini¢oes e resultados da teoria de semigrupos nao-lineares
para melhor entendimento da teoria de semigrupos multivocos. Os resultados podem ser

encontrados em |[3].

Definigao A.0.1. Seja (X, d) um espago métrico completo. Um semigrupo € uma familia

de operadores {V;,t € Ry, X}, Vi : X — X continuo, satisfazendo:
(i) Vo =1 (identidade em X ),
(i) Vizs =ViV;, ¥V t,s>0,

Observacao A.0.2. O semigrupo € nao-linear quando X nao for espaco vetorial ou se

existe to > 0 tal que V;, : X — X € nao-linear.

Definicao A.0.3. Dado x € X, a semitrajetoria positiva do ponto x, € definida por
) ={Vi(z): t e R} = | |Vi(a)
Y t + t
>0
Definicao A.0.4. Dado A C X, A # ¢. A semitrajetoria positiva do conjunto A, €
definida por

v = J @) = V).

€A t>0
Definicao A.0.5. Uma trajetoria completa v(x) através do ponto x é a curva x(t), —oo <

t < 00, satisfazendo as sequintes condigoes:

49
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(i) x(t) € X para todo t € R;
(i) x(0) = x;
(i1i) Vi (x(t)) = z(t+ 1), para todot € R e 7 € R,.

Definigao A.0.6. Dado A C X, A # ¢. A é positivamente invariante (em relagao ao
semigrupo {Vi}i>o) se Vi(A) C A para todo t > 0; negativamente invariante se A C V;(A)

para todo t > 0; invariante se Vi,(A) = A para todo t > 0.

Definicao A.0.7. Sejam A e M subconjuntos nao-vazios de X. A atrai M (pelo semi-
grupo {Vi}i>0) se para qualquer € > 0, existe t(e, M) > 0 tal que Vi(M) C O-(A) para
todo t > t(e, M), com O.(A) :={zx € X : d(z,A) < e}.

Definicao A.0.8. Seja A é um subconjunto nao-vazio de X. A € um atrator global de
pontos se A atrai cada ponto x € X; A € um B-atrator global se A atrai cada conjunto
limitado de X; A € um B-atrator global minimal fechado (ou um atrator global de pontos
minimal fechado) se A é um B-atrator global fechado (ou um atrator global de pontos
fechado) e qualquer subconjunto préprio fechado de A nao é um B-atrator global (ou um

atrator global de pontos).

Denotaremos por M e M o atrator global de pontos minimal fechado e o B-atrator

global minimal fechado, respectivamente.

Definicao A.0.9. O semigrupo {V;}i>o € pontualmente dissipativo se {V;}i>o possui um
atrator global de pontos limitado; B-dissipativo se {V;}i>o possui um B-atrator global li-

mitado.
Definiremos B := {B ¢ um conjunto nao-vazio e limitado em X}.

Definicao A.0.10. Um semigrupo {V;}i>o € limitado se v©(B) € B para cada B € B; é

B-limitado se para cada B € B, existe um t(B) > 0 para o qual ’y:EB) € B.

Definicao A.0.11. Um semigrupo {V;}i>o € de classe K, se V; : X — X € um operador

compacto para cada t>0.



o1

Teorema A.0.12. Seja {V;}i>0 um semigrupo de classe IC. Suponha que o semigrupo é
B-dissipativo ou limitado e pontualmente dissipativo. Entdao, {Vi}i>o tem um B-atrator

global minimal fechado M, que é compacto e invariante.



Apéndice B
Complementacao da Secao 3.3

O objetivo aqui é apresentar uma proposigao que forneca condigoes que impliquem na

B-dissipatividade de G.

Defini¢ao B.0.1. /2] Seja G um semigrupo multivoco. Dizemos que G € ponto dissipa-
tiwo, se existe um By € B(X) tal que para todo x € X, existe um t; := t1(x) > 0 para o

qual
G(t,z) C By, para todo t > ty.

Lema B.0.2. [9] Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente compacto. Entao
para qualquer B € B(X) tal que 7;(3)(3) € B(X), para algum T(B) > 0, temos que
w(B) € K(X) e atrai B.

Demonstracao: Encontra-se em [Teorema 2.2.1, pg.13 em [9]].

Lema B.0.3. (Conjectura) [3] Seja G um semigrupo multivoco e semicontinuo superi-
ormente e ponto dissipativo. Se g (B) € B(X) para cada B € B(X), entio existe um
conjunto limitado By C X tal que para cada conjunto compacto K C X, existem e(K) > 0,
T(K) >0 tal que

G(t,O.k)(K)) C By, para todo t > T(K)

e G(t, By) C By, para todo t > 0.
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Demonstragdo. Suponha que v (B) € B(X) para cada B € B(X). Como G é ponto

dissipativo, existe um By € B(X) tal que para todo z € X, existe t(z) > 0 para o qual
G(t,x) C Bs, para todo t > t(z).

Dado &5 > 0 fixado, considere By := O,(Bs) e By := 74 (B;). Note que By ¢ limitado,
pois B é limitado.

Seja K € K(X) qualquer. Como para todo x € X, existe t(z) > 0 tal que
G(t,l?) C BQ C O€2<B2) = Bl,Vt Z t(.ﬁ(:)

Como B; é um conjunto aberto e G é semicontinuo superiormente, existe Og(,)(z) para

algum (z) > 0 tal que G(t(), O«(z)(r)) C B;. Entao,
Gt +t(x), O (2)) C G(t, G(t(z), Oy (x)) C G(t, B1) C v (B1) = By, Vt > t(x).

Note que U O.(z)(x) forma uma cobertura aberta do conjunto compacto K. Assim,

zeK
existem finitos x4, ..., z, tais que

G(t + t(x:), Oc(up (21)) C By, ¥t > t(x;) € K C | J Oty (1), comi =1,....,n.

i=1
Tome T(K) := max{t(z1), ..., t(z,)}. Pela compacidade de K, existe e(K) := £ > 0 (onde

d é o namero de Lebesgue da cobertura) tal que
Oy (K) C O Oc@ny(@i),i=1,...,n.
i=1
Logo, temos
G(t, Oy (K)) C By, Vt > T(K).
Além disso,
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Proposicao B.0.4. (Conjectura) [3] : Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente
compacto semicontinuo superiormente. Suponha que i (B) € limitada para todo B €

B(X). Se G é ponto dissipativo, entdo G € B-dissipativo.

Demonstragao. Suponha que 77 (B) € B(X) para cada B € B(X) e que G seja ponto
dissipativo. Em particular, existe um By € B(X) tal que para todo x € X, existe t(z) > 0

para o qual
G(t,z) C By, para todo t > t(x).

Dado &5 > 0 fixado, considere B; := O.,(Bs) e By := 7, (B;). Note que By ¢ limitado,
pois B é limitado. Mostraremos que para todo B € B(X), existe t(B) > 0 tal que

G(t, B) C By, Vt > t(B).
De fato, ja sabemos que para todo x € X, existe t(z) > 0 tal que
G(t,.ﬁﬂ) C B2 C 052<BQ> = Bl,Vt 2 t(l’)

Como B; é um conjunto aberto e G' é semicontinuo superiormente, existe O (,(x) para

algum e(z) > 0 tal que G(t(z), O-(»)(z)) C B;. Entao,
G{t + (), 0w (1)) C Gt Glt(x), O (2) € Gt By) € 7 (By) = Bo, ¥t > ().

Como para todo conjunto B € B(X), temos que v (B) € B(X), entao pelo Lema B.0.2,
w(B) é compacto e atrai B. Portanto, para todo £; > 0, existe um ¢; := t;(e1, B) > 0 tal

que
G(t,B) C O, (w(B)),Vt > t;. (B.1)
Além disso, pelo Lema B.0.3, existe e(w(B)) > 0 e T(w(B)) > 0 tal que
G(t, Oxw(m) (W(B))) C Bo, ¥t > T(w(B)). (B.2)
Aplicando (B.1) e (B.2) para &1 := ¢(w(B)), obtemos que
G(t+t1,B) C By, Vt > T(w(B)).

Logo, G(t,B) C By, VB € B(X) et > t; + t(w(B)). Portanto, G ¢ B-dissipativo. O
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