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Resumo

Neste trabalho daremos uma prova detalhada do Principio Variacional que estabelece que
a entropia topologica de uma aplicagao continua definida num espago métrico compacto
¢é igual ao supremo das entropias de medidas invariantes. Também estabeleceremos re-
sultados da entropia topolégica, métrica e condicional de maneira mais explicita. Todo o
anterior foi feito tendo como referencia . Ademais mostraremos um exemplo sobre o
Principio Variacional o qual mostra que a entropia dos conjunto de pontos nao errantes
e 0 mesmo que a entropia do espaco, ou seja a entropia de um conjunto esta carregada

sobre o conjunto de pontos errantes.

Palavras—clave: Entropia Métrica, Entropia Topolégica, Principio Variacional, Entropia

Condicional.
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Abstract

In this paper we will give a detailed proof of the Variational Principle which states that
the topological entropy of a continuous application defined in a compact metric space
is equal to the supremum of the entropies of invariant measures. We will also establish
topological, metric and conditional entropies in a more explicit way. All of was done with
reference to . We will also show an example of the Variational Principle which shows
that the entropy of the set of non-errant points is the same as the entropy of the set of
non-errant points is the same as the entropy of space, that is, the entropy of a set is loaded

on the set of wandering points.

Keywords:Metric Entropy, Topological Entropy, Variational Principle, Conditional En-

tropy.
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Introducao

O pioneiro e fundador da termodinamica o alemao Rudolf Clausius (1822-1888), inventou
a palavra entropia em 1865. Em fisica, entropia é uma magnitude que mede a parte da
energia que nao pode ser usada para realizar um trabalho e que em consequéncia se perde.
O termo entropia é utilizado em diversas disciplinas do conhecimento , tais como a fisica,
a quimica, a matemaética, a astrofisica, a linguistica, a computacao, para fazer referéncia
a medida de “desordem” que tem um sistema.

Em 1948 em se estabelece a primeira nogao de entropia por parte de Claude E.
Shannon (1916-2001), que foi matemético, engeniero e criptografo estado-unidense, ele
define a entropia de probabilidade de um vector P = (py, ..., p,) de valores nao negativos

cuja soma é 1 e que pode descrever-se como:
H(P) == pilogp;
i=1

Com respeito a entropia topolégica, definimos um conjunto X # ) e uma funcao
continua f : X — X, para cada v € X se define sua orbita {f'(x)}3°,. Se toma-se dois

pontos x,y € X, entao se pode definir uma métrica assim:
! (x,y) = max{d(f*(x), f*(y)) : 0 < k <n —1}.

Esta nova distancia mede a distancia das orbitas de = e y.

Neste contexto a entropia topologica definida como:

1
hiap(f) = lim lim sup ~ log Ny(f, e, ),

e—0n—oo n

viii
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Onde N4(f,e,n) é o maximo cardinal de um conjunto (n, )-separado contido em X,
onde X é um espaco métrico compacto, é o invariante mais importante, pois representa a
taxa de crescimento exponencial do ntimero de segmentos de orbita.

Por outro lado, na década de 60, com a contribuicao conjunta entre Goodwyn,
Dinaburg , Goodman[@ﬂ, mostraram resultados muito importantes relacionado a en-
tropia, este resultado é conhecido como Principio Variacional. Faremos brevemente
uma apresentac¢ao do principio variacional, considere o espago métrico compacto (X, d),
¢é possivel associar uma algebra de Borel isto é, a o-algebra gerada por todas a bolas
abertas By(z,e) com z € X e ¢ > 0, considere também M (X) o espago de todas as
medidas de probabilidade sobre esta g-algebra e T': X — X uma transformacao continua
mensuravel. Definamos a entropia de Kolmogorov-Sinai (que é a antropia com medida ou
entropia métrica) ou seja

hu(T) = e hu(T,P)

onde P é uma particao mensuravel do espaco e o principio variacional nos diz que:
hiop(T) = sup{hy(T) |1 € M(X, T)}.

onde hypy(7') € uma outra entropia, que nao usa medida, apenas a topologia do espaco e

a dinamica de 7', conhecida como entropia topologica.



Capitulo 1

Preliminares

Nosse primeiro capitulo, daremos uma breve introducao dos conceitos que serao de muita
importancia para entender os demais capitulos que aqui apresentaremos, os temas que

trataremos sao: espagos métricos, topologia e teoria da medida. Muitos dos conceitos

foram estudados de [12], e [14).

1.1 Espacos Meétricos

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto. Uma métrica sobre X é uma funcaod : X x X — R,

tal que:

1. d(z,y) >0,

2. d(z,y) =0 sé, e somente se, x =y,

3. d(z,y) =d(y,x) e

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdade triangular),
para todo x,y,z € X.

Se d é uma métrica sobre X dizemos que (X,d) é um espago métrico. A fungao d
é conhecida como fungao distancia e para cada x,y de X, se diz d(z,y) é a distancia

entre x e y.



Exemplos:

e Se X é um conjunto qualquer, a funcao d : X x X — R definida por:

0 :se z=y
d(z,y) =
1 :1se x#y

é chamada métrica discreta.

e O plano R?, junto com a funcao d; definida por:

di((z1,91), (T2, 92)) = |21 — 22| + |11 — 32|
é chamada a métrica da soma.

Definigao 1.1.2. Seja (X,d) um espago métrico, z € X ee > 0. O conjunto
B(z,e) = {y € X : d(z,y) < €} chama-se a bola aberta centrada em = com raio . O
conjunto Blx,e] = {y € X : d(x,y) < €} chama-se a bola fechada centrada em x com

Q10 €.

Definicao 1.1.3. Seja (X, d) um espago métrico. Se A € um subconjunto nao vazio de
X entao o digmetro de A, diam(A) € sup{d(z,y) : z,y € A}. Se diam(A) < oo entao

dizemos que o conjunto A e limitado. Por convengao, o diam(0)) = 0.

Observacao: Da definicao se tem que o espaco métrico X é limitado se a fungao d é

limitada.

Definigao 1.1.4. Seja (X,d) um espago métrico. Se A é um conjunto nao vazio de X
entao a distancia d(z, A) de um ponto x € X ao conjunto A € definido como o infimo dos

numeros d(x,a) onde a € A; isto é,
d(xz,A) =inf{d(z,a):a € A}.

Definigao 1.1.5. Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricos. Uma fungio f : X —'Y é
continua em um ponto rog € X se dado ¢ > 0,30 > 0 tal que se d(z,z¢) < & entao
d'(f(x), f(zo)) < e. Se a fungao f € continua em cada ponto de X, dizemos simplesmente

que [ € continua.



Proposigao 1.1.1. Sejam (X, d) um espago métrico e A C X, A # (. Entao, a fungao

de X nos nimeros reais definida por x — d(x, A) € continua.
Prova: Seja g € X e e > 0. Se d(x,z9) < €, entdo para cada a € A, tem-se que:

dz,A) < d(z,a)
< d(x,x0) + d(z9,a)

< e+ d(zg,a).

Entao,d(z, A) — e < d(z¢,a),V a € A. Entao d(z, A) — e < d(x, A), obtendo

d(xz,A) — d(zg, A) < e. Usando o mesmo raciocinio podemos obter
d(zg, A) —d(z, A) < e.

Concluindo, |d(z, A) — d(xo, A)| < &, mostrando o desejado.

1.2 Topologia

Definicao 1.2.1. Seja X um conjunto. Uma colecao 7 de subconjuntos de X tal que
1. ) e X pertencem a T;
2. Se Aq,..., A, €T, entao A;N..NA, ET;

3. Para qualquer familia arbitraria de abertos {Ax}rer, com Ay € T para cada A € L,

temos U Ay €T

AeL

€ uma topologia sobre X.

Um espago topologico é um par (X, 7), onde X é um conjunto e 7 uma topologia de X.
Observemos que todo espag¢o métrico (X, d) pode ser considerado um espago topologico,

onde 7 ¢é formada pelos subconjuntos abertos de X.



Definicao 1.2.2. Sejam X e Y dois espacos topologicos. Uma funcio f : X — Y €

continua se f~1(A) é um conjunto aberto em X para cada conjunto aberto A de'Y .

Definicao 1.2.3. Sejam X e Y dois espagos topologicos. Uma funcao f : X — Y €
continua em um ponto x € X se para cada aberto V de f(x) em 'Y existe um aberto U de

x em X tal que f(U) C V.

Definicao 1.2.4. Uma colegio A de subconjuntos do espago X se diz que cobre X ,ou é
uma cobertura de X, se a uniao dos elementos de A coincide com X.Dizemos que A €
uma cobertura aberta de X se € uma cobertura de X formado por conjuntos abertos de

X.

Definicao 1.2.5. Dizemos que um espaco X € compacto se de cada cobertura aberta A

de X podemos extrair uma subcolegcao finita que também cobre X.

Definicao 1.2.6. Seja X um espaco topologico . Um subconjunto F' de X € um conjunto

fechado em X se seu complementar F'¢ € um conjunto aberto.

Teorema 1.2.1. Seja X um espago métrico e K C X compacto. Toda sequéncia

(Tn)nen € K tem uma sub-sequéncia (x,, )i € N que converge para algum zo € K.

Prova: Seja (z,)neny uma sequéncia em K. Suponha que para cada x € K,3 e, > 0
para o qual existe m, € N tal que z,, ¢ B(x,e,),V n > m,.
Note que a familia de conjuntos {B(z,e,) : * € K,e, > 0} formam uma cobertura

aberta de K, como K é compacto existem x1, z9, ..., £} tais que
K C B(ZL’l,eEzl) U B(l’g,&m) U...u B(Ik,ézk),

entdo, z,, ¢ K, para n > max{my,, My,, ..., My, } 0 qual é uma contradicao.

Portanto, 3 zy € K tal que V € > 0, existe xy € B(xo,¢).

Agora para cada j € N, existe z,, € B(x¢,1/j) tal que n; > n;_; a sequéncia x,, é
uma sub-sequéncia de x,,, note que d(z,,,z¢) < 1/, para todo z,, ¢ uma sub-sequéncia
que converge para .

O



Teorema 1.2.2. Sejam X um espaco topologico e K C X compacto, se F' C K fechado,

entao F' € compacto.

Prova: Seja {U,}.c; uma cobertura aberta de F', como F é fechado, entao F° é
aberto em X. Suponha que existe z € K \ F', entdo x € F°, isto prova que
KcFulJUs
acl

Assim, temos que F*¢U U U, é uma cobertura aberta para K, pela compacidade de K
acl

n
existem Uy, ..., U, tais que K C F°U UUZ" como F C K, entao

=1

FcrulJu,

acl

n
como ' ¢ F° entao F' C UUi‘ Assim, para toda cobertura aberta de F', existe uma

i=1
sub-cobertura aberta finita tal que F' estd contido. Portanto, F' é compacto.

1.3 Teoria da Medida

Definicao 1.3.1. Uma colecao ¥ de subconjuntos de um conjunto X € uma o-
dlgebra em X se;

e X )eXx

e Se A€ X entao A° € .

o Se A, €¥,j=1,2,3,.., entao (UAj) €.
j=1

Definicao 1.3.2. Se ¥ € uma o-dlgebra em X, entao X é chamado espa¢o mensurdvel

e 0s elementos de Y sao chamados conjuntos mesurdveis de X .

Definigao 1.3.3. Sejam (X, B,u) e (Y,C,p) espagos de probabilidade. Dizemos que
uma aplicacao T : X — Y € uma transformacao mensurdvel que preserva a medida de

probabilidade jn em X se u(T~(C)) = p(C).



Definicao 1.3.4. A o-dlgebra de Borel B ou boreliana de um espaco topoldgico € a o-

dalgebra gerada pela topologia, isto €, a menor o-dlgebra que contém todos os subconjuntos

abertos de X.

Seja (X, Y) um espago mensuravel. Uma medida em (X, ¥) ¢ uma fungao p: ¥ — RT

tal que p(0) =0 e

M( QAj> = iM(Aj)

para quaisquer conjunto A; € X disjuntos dois a dois. A segunda propriedade é chamada
de o-aditividade.

A tripla (X, 3, ) é chamado de espago de medida. Além disso quando temos pu(X) < oo,
dizemos que p ¢é finita e, se u(X) = 1 entao dizemos que p é uma medida de probabilidade

e (X, X, u) é um espago de probabilidade.
Proposicao 1.3.1. Se E € um conjunto mensurdvel e se

1; se xek
Xe(z) =
0; se z¢F

entao xg € uma funcao mensurdvel.
Prova: Seja A um aberto de R, entao pode ocorrer:
1.Se0¢ Ael¢ A entdo x5 (A) = 0 que é mensurdvel em X.
2. Se0c Aeld¢ A, entdo x5'(A) = E° que é mensuravel em X.
3.5e0¢ Ael€ A, entdo xz'(4) = E que é mensuravel em X.
4. Se0€ Ael€ A, entdo x5'(A) = X que é mensuravel.

Portanto yg é una fungao mensuravel.



Definigao 1.3.5. Uma funcao s : (X,X) — R € uma fungcao simples se assume um
numero finito de valores, ou seja, existem Ei, .., E, com F1U..UE, =X eaq,...,a, em

R de modo que

n

(@) = > aju, (o).

j=1
Proposicao 1.3.2. O limite pontual (supondo que exista) de uma sequéncia f, de fungoes

mensurdveis € mensurdvel.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Convergéncia Monétona). Seja 0 < f; < fo < f3 <

... < 00 uma sequéncia crescente de fungoes mensurdveis em (X, %, 1) e suponha f,(z) —

f(x);n — oo,V x € X. Entao f = lim f, é mensurdvel e / Jdp = lim [ f.du.
n—o00 X X

n—o0

Prova: Temos pela proposic¢ao (1.3.2) que f é mensuravel. Como f, < fo11 < ... < f

temos que:

/ fudis < / fodp < . < / fdp, .
X X X

Entao, o := lim/ fndp existe e
b's

ag/deu. (1.1)

Seja 0 < s < f uma funcao simples mensuravel, para 0 < ¢ < 1 considere
E, = {x; fu(z) > cs(x)}.

Note que F, C E,41 C ... € U E, = X ou seja, dado x € X, se f(z) = 0, entao
n=1

s(x) = 0, assim © € F;. Se f(x) > 0 entdo cs(z) < f(z) visto que ¢ < 1, portanto,
x € E, para algum n.

Assim, / fndp > fndp 2/ csdu:c/ sdu, entao,
X En n n

lim [ fu.dpu > c lim sdp > c lim @g(E,) = c ps(X) = c/ sdju.
n—oo

n—oo X n—oo En X
Pois s ¢ uma medida.

Tomando sup na desigualdade de acima, obtemos,
0<s<f



lim fnd,u > c/ fdu.

n—oo

Como 0 < ¢ < 1 é arbitrario, logo

n—o0

a = lim fndu > /dep. (1.2)

Logo de (1.1) e (1.2) temos que:

Jdp = lim fndu
X

n—o0

Lema 1.3.1 (Lema de Fatou). Se f, : (X, %, ) — [0, 00] mensurdveis, entdo,

lim inf/ fadp >/ hm inf f,)du

Teorema 1.3.2 (Convergéncia dominada). Seja f, : (X, %, u) — C uma sequéncia de
fungées mensurdveis e g : (X, %, u) — [0,00] em L, (X) de forma que | fu(x)| < g(x);n =
1,2,..,x e X e f(x) = lim f,(x) existe V x € X. Entdo,

n—oo

1. feLY(X)
2. hm/]fn fldp =0

3. hm fndu / fdu

Prova:

1. Pela hipotese temos que |f,| < ¢ entdo |f| < g, logo / |fldu < / gdp < oo.
X X
Assim, f € L (X).

2. Como temos que |f,| < g Vn, entdo |f| < g, logo,

\fo = fl < |ful +1f] < g+ g =2g;V n entao,



2g — |fn — f| =0, pelo Lema de Fatou (1.3.1),

[ 20 = [ i int(2g 11, - )
X n [ee}

X

n—oo

< lim inf/X(Qg— | fo — fl)dp

= / 2gdp — lim sup/ | fo — fldp
X n—o0 X

Portanto,

0 > lim SUP/Ifn—fIdM
n—o0 X

Tomaremos W,, = / | fr — f|dp. Entao, lim/ | fn — fld = 0. Pois se uma sequén-
X X
cia de nuimeros reais nao negativa neste caso IW,, nao converge para 0, entao o

lim sup W,, > 0.

n—o0

1 [ g [l =1 [ (= 0ydul = [ 11~ Sl =0 quando n = oo, pelo

item anterior.

Definigao 1.3.6 (Medidas Invariantes). Sejam (X, %, u) um espago de medida e

f X — X uma transformacao mensurdvel. Dizemos que a medida i e f-invariante se

Para todo conjunto mensurdvel 2 C X. Também dizemos que f preserva p.

Teorema 1.3.3. Seja (X, d) um espago méltrico compacto e f : X — X continua. Entdo

f admite ao menos uma medida de probabilidade boreliana f—invariante.

Definicao 1.3.7. Um ponto v € X € nao-errante se para toda vizinhanca U de x existe
n €N tal que U N f*(U) # 0. Caso contrario diremos que x € errante. Denotamos por

Q(f) o conjunto de todos os pontos nao-errantes.
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Teorema 1.3.4 (Teorema de Recorréncia de Poincaré versao mensuravel). Seja
f: X — X uma transformacao mensurdvel € p uma medida finita invariante por f. Seja
E C X qualquer conjunto mensurdvel com p(FE) > 0. Entao, para p — qtp x € E existem

infinitos de valores de n para os quais f"(x) também estd em E.

Prova: Seja (X,> ., f) e E C X um conjunto mensuravel. Considere agora

(ﬂ fFUE))NE=E={x¢cE|f*(z) ¢ E;V ncN}. Mostraremos que u(E) = 0.
neN
Afirmacgao: As pre-imagens f~" sao disjuntas duas a duas.

Prova da afirmagao: Suponha que existem m,n > 1 e m > n tais que
f(E) N f™(E) # 0. Sejaz € (f™(E)N f™(E)) e sejay = f*(z). Entdo y € E,
() = fr(e) ou seja 1 (y) = fr(f (@) = f™(x) € B, dado que E C E.

O argumento anterior implica que y volta a F pelo menos uma vez. Este fato contradiz
a definicdo de E, mostrando o desejado.

Como temos pela hipétese que p é invariante por f, entao,

plf(E)) = w(E),¥ n €N,

Conclui-se que se u(E) > 0, logo,

0o > u(X)=1>pu(|JF™E) =D u(f™E)=>_ wE) =oc
n=1 n=1 n=1
Isto forca que pu(E) = 0;, mostrando o desejado.
Seja F' = {x € E|f"(z) € E, para finitos valores de n}. Logo como consequéncia
da defini¢do inicial temos que todo ponto # € F tem algum iterado f*(z) € E e f(x)

nao pertence a E para n > k. Ou seja
Fcl]re. (1.3)
k=0

Logo, tomando p em (1.3) temos que u(F') = 0, como se desejava.

Seja X um espaco topolégico munido com sua o-algebra de Borel B.

Definicao 1.3.8. Dizemos que um ponto x € X chama-se recorrente para uma transfor-

magao f: X — X, se existe uma sequéncia nj — oo em N tal que f™(x) — x.
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Teorema 1.3.5 (Teorema de Recorréncia de Poincaré versao Topologica). Supo-
nha que X admite uma base enumerdvel de abertos. Seja f: X — X uma transformacgao
mensurdvel e seja p uma medida finita em X e invariante por f. Entao, u-qtp x € X €

recurrente para f.

Prova: Consideremos uma base enumeravel de abertos Uy de X, onde k € N. Para
cada k, representamos por Uy ao conjunto de pontos = € Uy, que néo regressam a Uy,. Pelo

teorema de Poincaré versao mensuravel sabemos que

1(Uk) =0,
consequentemente,
U= U Us, logo se deduze que pu(U) = 0.
keN

Afirmacgao: Todo ponto = ¢ U ¢ recurrente.

Sejax € (U )¢ e seja U uma vizinhanga qualquer de z. Por defini¢ao da topologia gerada
por basicos, existe algum elemento U da base de abertos tal que x € U, e U, C U. Como
2 ndo estd em U, também temos que x ¢ Uk, V k. Em outras palavras, In > 1 tal que
f™(z) esta em Uy. Em particular, f"(x) também esta em U.

Como a vizinhanga U é arbitraria, isto prova que x € um ponto recurrente. Mostrando

o desejado.

1.4 Variedades Topolbgicas

Definicao 1.4.1. Seja M um espago topologico. Um sistema de coordenadas locais
ou uma carta local em M ¢é um homeomorfismo ¢ : U — p(U) de um subconjunto aberto
U € M sobre um aberto de R™. Diz-se que m = m(U) € a dimensao de ¢ : U — p(U).
Para cada x € U tem-se o(z) = (p*(z),...,9"(x)). Os mimeros ' = ¢'(z),i = 1,....,m

sao chamados de coordenadas do ponto x € M no sistema .
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Definicao 1.4.2. Um atlas de dimensao m sobre um espaco topologico M € uma cole¢io
A de sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ em M, cujos dominios U cobrem
M. Os dominios U dos sistemas de coordenadas ¢ € A sao chamados as vizinhangas

coordenadas de A.

Definicao 1.4.3. Um espaco topoldgico M é localmente euclidiano de dimensao m se
cada ponto x em M tiver uma vizinhanca U tal que exista um homeomorfismo o de U
para um subconjunto aberto de R™. Chamamos o par (U, : U — R™) de carta, U de
wizinhanga coordenada ou conjunto aberto coordenado, e ¢ de func¢ao de coordenadas ou

sistema de coordenadas em U. Dizemos que uma carta (U, @) € centrado em x € U se

p(z) = 0.

Definicao 1.4.4. Uma variedade topologica é um espaco de Hausdorff, sequndo con-
tavel, localmente euclidiano. Diz-se que € de dimensao n se for localmente euclidiano de

dimensao n.

Dados os sistemas de coordenadas ¢ : U — R™ e ¢ : V. — R™ no espago topologico
M, tais que U NV # (), cada ponto x € U NV tem coordenadas ¢; = ¢;(x) no sistema ¢
e coordenadas 1; = 1;(x) no sistema ).

A correspondéncia (p'(z),...,0™(z)) <> (Y1(2),...,9™(z)) estabelece um homeomor-

fismo ¢y = o™ 1 p(UNV) = p(UNV) que é chamado mudancga de coordenadas.

1.5 Variedades diferenciaveis

Definigao 1.5.1. Duas cartas locais (U, ), (v, V) num espago topolégico M sao ditas
compativeis se o(UNV) e (UNV) sio abertos em R™ e aplicagio de transi¢ao 1o @™

€ um difeomorfismo.

! ser um difeomorfismo implica que ¢ o ¢~! também

Note que a condicao de ¥ o p~
seja um difeomorfismo.
Observagao: A nogao de compatibilidade para cartas locais (U, ) e (V%) faria sen-

tido também na situagdo mais geral em que p(U) é um aberto de R™ e ¢(V') é um aberto
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R™ onde, ao principio, m nao precisa ser igual a n mais se U NV # (), tal compatibilidade
implicaria na existéncia de um difeomorfismo de um aberto nao-vazio de R™ sobre um

aberto de R™ o que implicaria que m = n.

Definicao 1.5.2. Um atlas A de dimensao n num espaco topolégico M € uma cole¢ao
A ={(Uy, pa);a € I} de cartas locais em M, duas a duas compativeis, onde cada v, (Uy)
€ aberto em R™, e tal que M = U U,.

acl

Um atlas A sobre um espago topoldgico M é um atlas diferenciavel de classe C",r > 1,
se todas as mudancas de coordenadas ¢,,, com ¢, € A, sao aplicacoes C". Escreve-se
entao A € C".

Como ¢y = (Pyy)~t, 08 Gy sao, de fato difeomorfismo de classe C". Seja A um
atlas de dimensao m e classe C" num espaco topologico M. Um sistema de coordenadas
¢ : W — R™ em M diz-se admissivel relativamente ao atlas A se, para todo sistema
de coordenadas locais ¢ : U — R™, pertence a A, com UNW # (), as mudancas de
coordenadas ¢y, € ¢y, sao C" em M. Em outras palavras, se AU {¢} é ainda um atlas
de classe C" em M.

Um atlas A de dimensao m e classe C" sobre M diz-se maximal quando contém todos
os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a A.

Todo atlas de classe C” em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar um atlas

méximo de classe C": basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 1.5.3. Uma variedade diferencidvel, de dimensao m e classe C" é um par
ordenado (M, A), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel e

A é um atlas mdzximo de dimensao m e classe C™ sobre M.



Capitulo 2
Entropia Topologica

Neste capitulo vamos definir a entropia topolégica de um sistema dinamico. E necessério
deixar claro que de agora em diante todo espago métrico X serd considerado compacto,
a menos que se mencione o contrario. As demonstragoes tem como referéncia , , .
Além disso, para contextualizar o leitor, vamos a inserir algumas defini¢oes sobre os
sistemas dinamicos que serao usados ao longo do desenvolvimento deste capitulo.

Um sistema dinAmico em um tempo discreto, consiste de um conjunto X # ) e
uma fungao f : X — X. Paran € N, a n—ésima iterada de f é a n—upla composicao f" =
fo...of n—vezes ou n—tempos; definiremos f° como a funcao identidade, denotaremos por
fO=1d. Se f & invertivel, entao f~" = f~lo...o f~! (n—vezes). Como f"™ = f"o f™

estas iteragoes formam um grupo se f for invertivel e um semigrupo caso contrario.

Definigao 2.0.1. Um ponto p € X € fixo se f(p) = p. O conjunto de todos os pontos
fizos serd denotado por Fiz(f).

Defini¢ao 2.0.2. Um ponto y € X ¢é periddico se existe n € Z* tais que f"(y) = y. Se
n =min{k : f*(y) = y; k € Z*}, n é chamado periodo e, neste casoy é chamado periddico

de periodo n. O conjunto de todos os pontos periddicos serd denotados por Per(f).

Defini¢ao 2.0.3. Para uma transformagao f : X — X, escreveremos P,(f) como o
numero de pontos periddicos de f com periodo n (ndo necessariamente minimo), ou seja,

o numero de pontos fixos de f".

14
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A medida mais natural do crescimento assintotico do niimero de pontos peridédicos é

a taxa de crescimento exponencial p(f) para a sequéncia P,(f):

p(f) = lim sup &M, D)

n—o0 n

(2.1)

Escrevemos max (P,(f),1) em vez P,(f) para evitar tomar log 0.
Iniciando propriamente o assunto da entropia, seja f : X— X uma funcao continua
de um espaco métrico compacto X, com distancia d. Para cada n € N, introduzimos uma

nova distancia em X por:
df (x,y) = max{d(f*(x), f*(y)) : 0 < k <n —13 (2.2)

Em outras palavras, d/ mede a distancia entre o segmento de érbita I7 = {z, ... " *(x)}
e Il ={y,.... /" '(y)}. Denota-se a bola aberta {y € X : d}(x,y) < e} por By(x,e,n).

Um subconjunto A C X é (n,e) — separado se dois pontos distintos quaisquer de A,
estao separados por pelos menos £ na métrica d,. Seja Ny(n,€) o maior cardinal de um

conjunto (n,e) — separado, que é finito pela compacidade.

Definicao 2.0.4. Suponha que f : X — X € uma transformacao continua num espago
métrico compacto X. Dado x € X,n > 1 ee >0, chamamos bola dindmica de n—nivel

e rato € em torno de x o conjunto:

Bu(z.e) = {yeX|d(f'(z),f'(y) <e; 0<i<n—1}

n—1
= [ (B(f().9).
i=0
Observacao: Para fins de esclarecimento, apresentamos as seguintes notagoes para
uma d,, —bola dinamica.
By(x,e,n) = By(v,¢) = B! (2,¢) = B(z,¢,n).
Definicao 2.0.5. A entropia topologica de f ¢ definida por:

1
hiop(f) = lim lim sup —log Ny(n, €). (2.3)
n

e—0n—o0

Notemos que a fungao
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€ lim sup% log Ny(f,e,m)
n—oo

é nao decrescente, o limite em (2.3), quando ¢ — 0 esta bem definido.

Outras definigoes de entropia

Agora vamos descrever outras caracterizacoes alternativas importantes da entropia e
algumas equivaléncias.
Para iniciar, é necessario falar de alguns conjuntos de muita importancia;

e Um subconjunto £ C X ¢ chamado de (n,e) — expansivo se X C U B¢(z,e,n).

ek
Seja Sy(f,e,m) o cardinal minimo de um (n, ) — expansivo.

e Seja S C X é um (n,e) — gerador se para cada z € X existe y € 5, tal que

dn(z,y) < e. Seja G4(n,e) o menor ntumero de pontos de um (n, &) — gerador.

e Seja My(f,e,n) o minimo namero de pontos py, ..., p,, de X tal que as bolas By(p1, €),

cobrem X.

Podemos também definir a entropia topologica da seguinte forma:

. . 1

huop(f) = limy lim sup —log Su(f, &, n); (2.4)
1

hiop(f) = lim lim sup —log G4(f,¢e,n); (2.5)
e—0n—o0 n
. . 1

hiop(f) = ll—% nll_{al() sup log My(f,e,m). (2.6)

Proposigao 2.0.1. Para todo n € N e para todo ¢ > 0, o nimero My(f,n,e) € igual a

quantidade minima de bolas dindmicas By(p,e,n) necessdrias para cobrir X.

Prova: Seja uma cobertura {B(n,&,p1), ..., B(n, &, py)} com uma quantidade minima
m de bolas dinamicas de raio ¢ e centros py, ..., p,,, respectivamente. Por ser um cobertura,
dado qualquer ponto x € X, existe p; tais que z € B(p;,&,n). Logo, por definigdo de
bola dinamica, d,(z,p;) < e, dizemos que {p1,...,pn} é um (n,e)—gerador. Entdo, a
quantidade de pontos My(f,e,n) de um (n,e)—gerador minimal e menor ou igual que m.

Revelando que

My(f,e,n) < m. (2.7)

...,Bd(pm,€)
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Agora provaremos a desigualdade oposta. Seja pi,...,pp um (n,e)—gerador mini-
mal. Entao, My(f,e,n) = k; onde k é a quantidades minima de pontos do conjunto
(n,e)—gerador.

Consideremos as bolas dinamicas B(n, e, p1), ..., B(n, €, pr). Como qualquer ponto x €

X estd a uma d,—distancia menor que £ de algum p;, resulta que z € B(n,¢,p;) para
k
algum 7. Donde X = UB(pi,é,n), ou seja {B(n,e,p1), ..., B(n,e,pr)} € um cobertura

i=1
para X.

Portanto, k£ é maior ou igual que a quantidade minima m de bolas dinamicas de raio

€ necessarias para cobrir X. Assim , obtemos
My(f,e,n) > m. (2.8)

De (2.7) e (2.8)) obtemos que My(f,e,n) = m.
Il

Teorema 2.0.1. Seja f: X — X uma funcao continua. Se d' é outra métrica de X que

define a mesma topologia que d, entao hqg (f)=ha(f).
Demostragao: Denotamos a fungao identidade como:
Ij: X - X,

que I; ¢ um homeomorfismo. Logo da compacidade de X, também é uniformemente
continua. Dado £ > 0, existe J. tal que, se d'(x1,x2) < 0., entdo d(xy,x2) < €, para
x1, 9 € X, isto significa que; By (x1,0.) C By(x1,€). Pela continuidade uniforme temos

que o mesmo vale também para d’,,/ e d/, ou seja,
By (f'(1),0:) C Ba(f'(21),€);0<i<n— 1.

Como X é compacto, entao podemos recobrir o espaco por uma quantidade finita de

bolas By e By, o que significa que:

Sd/(f7 587”) > Sd(f787n)'
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Logo,

Jim sup—long/(f 5.m) > lim sup long(fgn)
ha(f,02) > ha(f,e)
fim ha(f,0:) = lim ha(f€)
ha(f) = ha(f.€)
limhe (f) = limha(f, €)
ha(f) > ha(f).

Assim obtivemos uma das desigualdades. A outra desigualdade segue de modo ana-

logo.

Definicao 2.0.6. Sejam X e Y espacos métricos. Dadas duas fungoes continuas
f: X —=>Xeg:Y =Y dizemos que sio topologicamente conjugadas se existe um
homeomorfismo h : X — Y tal que para todo x € X tem-se que h(f(x)) = g(h(x)). Onde

h é chamada conjugagao topologica.

Corolario 2.0.1. Sejam f e g fungoes continuas. A entropia topoldgica é um invariante

por conjugagao topologica.

Demostragao: Seja f: X — X e g: Y — Y topologicamente conjugadas através de
um homeomorfismo h : X — Y. Fixemos uma métrica d em X e definimos d’ em Y, isto
¢, d'(y1,y2) = d(h™ (y1), " (y2)), entdao h ¢ uma isometria e aplicando o Teorema ({2.0.1)
temos: ha (f) = ha(g).

Proposicao 2.0.2. Sejam X um espago métrico compacto e f : X — X wma funcgao

continua.

1. Se A C X € um congunto fechado f-invariante, entdo hioy(f|a) < hiop(f)-
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2. Se X = UA,-, onde A;; 1 = 1,...,n, sao conjuntos fechados f-invariantes entao,

=1
-

htop(f) = 112?22 htop(

3. htop(fm) = mhtop(f)'

Prova:

1. Em primeiro lugar, é evidente que A é compacto, assim temos que A C U By, (z,€,n)
zEN

e que X C U By(z,e,n), assim,
zeX

Sd(f’A7€>n) S Sd(f7€>n)
e, aplicando (2.4) temos

lim lim sup — long(f|A,s n) < lim lim sup — long(f g,n)

e—0n—o0 e—0n—o0

htop(f|A) < htoz)(f)-

Como se desejava.

2. Mostraremos primeiro que: hy,(f) < max hiop(fla;)- A unido de conjuntos (n, €) —expansivos
<i<n
para A}s ¢ um conjunto (n,e)—expansivo para X. Portanto, Sy(f|a,,€,n) € o car-

dinal minimo de um (n, e)—expansivo de A;, entao
m
< . < ) .
Sd(”: g, f) = Zl Sd(f|/\m €, n) =m lglf%}fn Sd(fl/\“ €, ’I’L)
1=

Assim temos que: Sy(n, e, f) <m max Sa(f|a,»€,n), logo aplicando |D obtemos

1<i<
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1 1
lim lim sup —log Sa(f,e,n) < lim lim sup —logm max Su(fla;,€n)
1
< lim lim sup -~ logm + lim lim sup log max Sd(f|A , M)
e—0n—o0 e—+0n—o0
i < i )
fphihe) = 0 Ty o U <)
htop(f) < max htop(f|/\ ) (29)

1<i<m

A segunda desigualdade é evidente, ou seja como cada A; sao subconjuntos de X,

entao particularmente,

1@?}7{;@ o (f

A) < hiop(f). (2.10)

Mostrando o desejado. Agora de (2.9) e (2.10) obtemos que:

-

htop(f) = MaXj<i<m htop(

3. Mostraremos que hyop(f™) < mhiop(f). Temos que:

dl" (z,y) = max{d(f™(z),d(f™(y)));0 <i<n—1}

< max{d(f'(¢), d(f'(y))):0 < i <mn — 1}

- dfzm(xa y)'

Portanto, qualquer df" ¢ — bola contém uma d;,, & — bola.

Ou seja B(f,e,nm) C B(f™,e,n), assim temos que, Sq(f™,e,n) < Sy(f,e,mn),



aplicando (2.4), obtemos,

IN

1
lim lim sup—log Sa(f™,e,n)

e—=0n—o0 e—=0n—o0

IN

e—0 n—o0

ht0p<fm) < mhtop(f)'

21

1
lim lim sup — log Sa(f,e, mn)

1
mlim lim sup — log Sy(f, e, mn)
mn

(2.11)

Mostrando assim a desigualdade desejada. Agora mostraremos a desigualdade

oposta, ou seja, fuoy(f™) = My (f)-

Dado que f é uniformemente continua, para cada ¢ > 0 existe d(¢) > 0 com d(¢) €

(0,¢) tal que d? (z,y) < & quando d(z,y) < d(¢) ou seja, B(x,d(g)) C By(z,e,m).

Dado que d/ (z,y) = max{d(f"™(x), f™(y)); 0 <i<mn— 1} assim, d/ (2,y) <¢e

quando df" (z,y) < d(¢) ou seja

n—1

Bym(,6(c),n) = ﬂf*@'mB(f"m(x),é(e))

n—1
- ﬂ f_ime(fim(x)vgam)

i=0
= By(x,e,mn),

isto é, Bym(x,0(g),n) C By(x,e,mn).

Assim,
Sd(f> g, mn) S Sd(fma 5(5)a n)

Aplicando ([2.4)), temos que

lim lim sup — log Sa(f,e,mn) < lim lim sup log Sa(f™,

e—0n—o0 e—0n—o0

d(¢),n)
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1 1
mlim lim sup — log Sy(f,e,mn) < lim lim sup —log Sy(f™,d(g),n)

e—0n—o0 mn e—=0n—o0 n

Mhion(f) < hiop(S™). (2.12)

De (2.11) e (2.12) se conclui que hio,(f™) = mhey,(f). Concluindo a prova da
proposicao. [

Lembre-se que o d — diametro de um conjunto A C X é o nimero

sup{d(z,y); z,y € A}.

Dado € > 0, seja Dy(f,n, ) o menor nimero de conjuntos de d-didmetro menor que €

necessarios para cobrir X.

Proposicao 2.0.3. Para cadan € N e e > 0, temos que:
Dd(f7 287 Tl) < Md<f7 €, n) < Nd(f7 €, n) < Md(f7 8/27 n) < Dd(f7 8/27 n)
Prova:

e Provaremos que: Dy(f,2¢,n) < My(f,e,n). Tomemos os pontos pi, ..., pm € X tal
que para cada r € X temos que d/(x,p;) < € para algum 4,. Claramente, as d/ —
bolas abertas Bj(p;,e,n) cobrem todo X. Logo como By(p;,e,n) tem df —diametro

menor ou igual a 2¢, entdo podemos concluir que, Dy(f,2¢e,n) < My(f,e,n).

e Provaremos que: My(f,e,n) < N4(f,e,n). Agora tomemos um conjunto de pontos
D1y -y Dm € X tais que d,(pi, pj) > € para i # j. Note que X — {p1, ..., p, } satisfaz
que d,(z,p;) < € para algum i, logo, My(f,e,n) < Ny(f,e,n).

e Provaremos que: Ny(f,e,n) < My(f,e/2,n).

Nesta desigualdade, podemos ver que nenhuma d, —bola de raio €/2 pode conter dois

pontos a uma d,, —distancia de e, portanto, é evidente que Ny(f,e,n) < My(f,e/2,n).
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e Finalmente, provaremos que: My(f,e/2) < Dy(f,e/2,n). Tomemos agora uma
cobertura para X, digamos que A, ..., A, é tal cobertura por conjuntos de d,,—

didmetro menor que 2. Agora tomemos um ponto p; € A;, para cada i. Logo,
m

A; C Bu(pi,e/2) e | Bu(piie/2) D X. Assim, My(f,e/2,n) < Da(f,£/2,n).
=1

O

Lema 2.0.1. Se (a,)nen € uma sequéncia de nimeros positivos tal que apim < an + ap,

para cada n,m € N, entao
. ag . ag
L — — > 0. .
kll_}l{)lok 1nf{k kGN}_O (2.13)

Prova: Como a sequéncia é uma sequéncia de nimeros positivos, logo é limitada

inferiormente por zero.

. Qp, S .
Definamos ¢ = inf {—}; quando n > 1, a ideia é mostrar que lim % = c.
n n—00

Seja € > 0 qualquer e k € N tais que ¢ < % < c—i—%. Seja R = max {a;1 <i<k—1}.
Dado n € N existem ¢ > 0 er € {0,....,.k — 1} tal que n = gk +r.

% Qqk+tr
gk +r

Qgk; + Ay
gk +r

IN

qay + a,
qk +r

IN

qag R

gk+r n

= () () B
N (qk—l—r)(k)—i_n'

Dado que n = ¢k + r, podemos obter ¢k = n — r, assim;

= (n— r) (%)4—@. Onde,
n k n

IN
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. an, . n—r ay R
limsup — < limsup { — | +— }
n—oo TN n—00 n k n

= i < c+ e

Assim,

. Qp .
limsup— < ¢, ou seja
n—oo N

. an .. Qyp,
limsup— < liminf —
n—oo N n—oo 11

Por outro lado, sempre vale que

.. a . a
liminf = < limsup —.

n—oo 7 n—oo T
Concluindo finalmente que:
. n .. o 0n
limsup— = liminf —,
n—oo 1 n—oo 1
ou seja,
. Gp
lim — = ¢
n—oo N

Lema 2.0.2. Dados m,n € N e € > 0, temos que,
Dd(fv g, m+ 7’L) S Dd(fa Ean)Dd(fa 57m>'

Prova: Seja U uma cobertura para X por Dgy(f,&,n) conjuntos de df—diametro
menor que ¢, ou seja, sup{d’ (x,y) < e;x,y € U;; U; € U} e W outra cobertura de X por
Dy(f,e,m) conjuntos de df,—diametro, ou seja, sup{d/ (z,r) < &; 2,7 € W;; W; € W}.

Logo o conjunto,
V=UUT"(W,),U;eUeW; e W

tem d,,,,—didmetro menor que ¢.
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Isto & duin (2, y) = sup{dn(z, y), dum(f"(2), ["(y))} <&
Logo V' contém no méximo D,(f,e,n)D4(f,e,m) conjuntos e V' também é uma co-
bertura para X.

Portanto,
Dy(f,e,m+mn) < Da(f,e,n)Da(f,€,m).

O
Exemplo 1:
Seja A uma matriz com entradas enteiras de 2 x 2 com determinante igual a 1 e
valores proprios A, A= com |\ > 1; e seja A : T?> — T? o automorfismo toral hiperbolico
associado, entao hy,(A) = log(\).

Solugao:

e Definamos a projecao natural: 7 : R? — T? que é um homeomorfismo local satisfa-

zendo mA = Ar.

e Qualquer métrica d em R? invariante sobre traslacoes inteiras, induz uma métrica
f o T ik Ao . - -
d em T?, onde d(x,y) ¢ a d-distancia entre os conjuntos 7= (z), 7~ (y), para estas

métricas 7 é uma isometria local.

e Sejam vy e vy 0s vetores proprios de A de comprimento 1 correspondentes ao valores
proprios A\, AL

e Para x,y € R? escrevemos x —y = ajv; + agv e definimos d(x,y) = max(|ay], |az|).

e Uma d-bola de raio ¢ é um paralelogramo cujos lados sao de comprimento 2¢ e

paralelos a vy e vy.
As bolas abertas sao;

. {y € T2/d(Ai(z), Ai(y)) < &30 = {0, ...,n — 1}}.

e Na métrica d, (definida por E) ¢ um paralelogramo de raio € com comprimento

2¢|A|™™ na dire¢do vy e 2¢ na dire¢ao vs.
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Qual é o volume de uma bola aberta?

Observe que o volume desta bola aberta é

42
V, = (2.14)
Al
e Logo precisamos de pelo menos:
A"
k=—— 2.15
e (2.15)

bolas, para cobrir o toro.

e Para garantir que todo o toro seja coberto, vamos definir um pequeno deslocamento

1 1
da forma (z + =Y + 5) onde (z,y) sao os centros das bolas no toro.

e Com o anterior deslocamento obtivemos outro recobrimento com o mesmo cardinal

que o primeiro.

Portanto temos que para fazer um recobrimento total do toro precisamos de k;

bolas, de forma que

2A" A
ki = = 2.1
P ger T 22 (2.16)
e Assim temos de (2.14) e (2.15) que:
k= AP < Ni(A,e,n) < AP = k. (2.17)
4e? e 2e?

1
Finalmente aplicando: lim lim sup — log encontramos o desejado:
e—=0n—o0 n

hioplA) = log(A).

Agora daremos uma demostracao de um caso mais geral do automorfismo hiperbélico

do toro.

Proposicao 2.0.4. Seja A uma matriz inteira de m X m, com polindémio carateristico

irredutivel sobre Q e com todas raizes reais simples, tal que det(A) = +1. Considere

A1, ..., As 08 autovalores de Z, tais que |N;| > 1,0 =1,...,s. Considere A o automorfismo

de T™ induzido de A, entio hy,y(A) = Zlog(!)\i\).
i=1
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Prova: Seja a proje¢ao m : R™ — T™ que é um homeomorfismo local e satisfaz
TA = Ar. Qualquer métrica d definida em R™, induz uma métrica d em T™, dado que
¢ um invariante por traslacoes, onde d(z,y) ¢ a d—distancia entre os conjuntos 7~ !(z) e
mH(y).

Sejam vy, ..., vs 0s autovetores onde; |v;| = 1;4 = 1, ..., s, correspondentemente a os au-
tovalores A1, ..., \s. Definamos agora uma dy-bola dinAmica assim, {y € T™; d(A7(z), A’ (y)) <
g;7=0,...,N—1} e sejam z = (21,...,Tm) € Yy = (Y1, ..., Ym), onde x e y estdo em coor-
denadas dadas por uma base de autovetores de norma 1. Logo faremos as iteracoes da

seguinte forma:

d(AO(x)7AO<y)) <g <= max{|y1 - I1|7 |y2 - I2|’ ceey |ym - xm|}

d(Al(x)>Al(y)) <e <= max{Aly; — 21|, Alys — 22|, ..., Alym — Tp|}

e
d(AY N (2), AV (y) <e = max{AV Yy — a1, AV Mys — 2o, o, AV Ty — |}
Do anterior temos que:
i —a| < ¢
[Ym — Tm| < €
Como Ay, ..., A\; > 1, entao,
[Avi[ = [Af|or] > v
[Avs| = | Asl[vs] > vs

(2.18)
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Assim temos que:

9
Ay —m| <e <= ]Alllyl—x1|<s<:>\y1—x1|<m
1
_ _ €
AN 1|ym—$m|<€ — ’)\S‘N 1|ym_3;m <g<:>|ym—$m’<|>\|ﬁ
S

Generalizando o raciocinio

€
-2 < =
Y1 1 A

£
[Ym — Tm| < W

Entao o comprimento de cada aresta da bola dindmica paralela a v;; ¢ = 1,...,m tem

comprimento dado respectivamente por

2e 2e
I
2N€N
Calculando o volume de uma bola dindmica Vi, = |A1]-|Ag| ... [As] = B LR
1 Ce [ Ag

Agora, calculando a quantidade de bolas dindmicas para realizar o primeiro recobrimento

NN
k > 1.
<|/\1|N'~-~'|>\s|N) -

MY Y
2NN

temos k € R tal que

k>

Como cada bola dindmica é uma bola aberta, entao parte de T™ nao fica totalmente
coberto, para isso é preciso fazer um novo recobrimento que consiste em uma pequena

translacao, assim a cardinalidade do novo recobrimento é:

2% > (2>‘1‘N‘---'|>\S\N>

NN
ALY Y
= ON—1_N

Agora, seja S3(A, N,¢) a cardinalidade de um conjunto (N, ¢)—expansivo, entao temos

MY Y MY Y
ON N ON—1-N

< SJ(A7N7€) <
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Logo, fazendo uso da definigdo da entropia obtemos que: hy,,(A) = Z log | A;| mostrando
i=0
o desejado. O

2.1 Finitude da entropia das aplicacoes de Lipschitz

Uma classe importante das fungoes continuas sao as func¢oes de Lipschitz. De fato toda

transformacao C! entre variedades compactas é Lipschitz.

Definigao 2.1.1. Seja (X, d) um espago métrico, f : X — X wuma func¢ao continua
Lipschitz. A constante de Lipschitz L(f) que é definida por
115) e sy W10
a#y (z,y)
Definicao 2.1.2. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e b(e) o menor cardinal de
uma cobertura de X por € — bolas. FEntao,

, log b(¢)
D(X) =1
(X) = limsup 5 o]

€ RU{o0}. (2.19)
€ chamado dimensao esférica de X.

Teorema 2.1.1. Sejam (X,d) um espago métrico compacto de dimensao esférica finita

D(X) e f: X — X uma aplica¢io de Lipschitz continua. Entao,
hiop(f) < D(X) max(0,log L(f)).

Prova: Seja 1 < max{(1, L(f))}, entdo L > 1 para qualquer caso, entao

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y) < ¢ e realizando as itera¢oes temos,
d(f™(x), f"(y)) < .. < L"(z,y) <e, entdo,
A" (@), 7)) < . < day) < L < e

Em particular, pela continuidade temos que f™(B(x, L"¢)) C B(f™(x),¢e), portanto
B(z, L)) C B(f(x),e), quando 0 < m < n.
Logo temos que, S(f,n,e) < b(L"¢).
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A prova desta ultima desigualdade segue agora.

Seja f™(B((x),eL™)) C B(f™,eL™) C B(f™(x),e); 0 < m < n. Seja K C X
¢ (n,e) — expansivo se, e somente se, Vy € X,3k € K tal que d(fi(z), f'(y)) < &
0<i<n-—1,entdo S(f,e,n) = min{#k; k € X}.

Logo, B(x, L") é uma cobertura para X por L~ " bolas, tal que os centros das bolas

formam um conjunto (n, ) — expasivo, portanto,
S(f,n,e) < b(n, L"e).
Por outra parte, analisaremos |log(L~"¢)|, entao,
[log(L™"e)| = [log(L™") +log(e))|

= | —nlog(L) + log(e)|

= |nlog(L) —log(e)].

Logo se n ¢ um valor muito grande, temos que nlog(L) — log(¢) > 0, portanto, isto, é o

mesmo que:
|nlog(L) —log(e)| = nlog(L) — log(e).
Assim,
|log(L~"¢)| = nlog(L) — log(e).
Despejando n temos:

| log(L™"¢)[ + log(e)
log(L)

| log(L™"e)| +log(e) [log(L™"¢)|
log(L) | log(L~"¢))

log(L™")| | log(z) __[log(L"e)
[log(Z2)] " Tlog(Le)] " Tog(L~"2)
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logc) |log(L")]

"= T ee@) —log(e) | Tlog(@)]

1y logle)  |log(L )]
b ( )1og<L> " Tlog(e) [log(D)

- (o))

Lembre que :

log S(f,e,n) log b(L™"¢)

n n
log S(f,e,n) < log b(L™"¢)

— log(L—ne)|*

o o) B

Aplicando limites temos:

log(L) - log b(L~™¢)

1
limsup lim —log S(f,e,n) < limsup lim

e—0 n—o00 M, — e=0 n—00 (1 + O(%))‘ lOg(Lfné“)‘
log(L logb(L™"
e—0 n—00 (]_ —+ O(;)) e—0 n—o0o | log(L—n€)|

hiop(f) < log(L)- D(X).

.
No seguinte exemplo faze uma aplicagao das fungoes de Lipschitz e mostrara a dimen-
sao de um retangulo em R2.
Exemplo 2: Seja A um retangulo em R? e tome um recobrimento por bolas abertas

com a métrica do maximo, onde x = (x1,22),y = (y1,92) € R%

Aax (T, y) := max{|r; — xa|, |1 — Yo}

Tome o recobrimento de cardinalidade n x n = n? bolas (ver Figura 2.1). Como as

fronteiras de cada bola é aberta, entao, precisamos de um novo recobrimento. Basta
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y A
A B
6 T T T 1 n/n
L L _1_-d(Dn
| | | I
5 = - === - == + —|— -4 (n-2)/n
I 1 1 |
| | | 1
4 | 1 | |
I | | |
| | | |
| 1 | |
8 [ (I
1 | 1 |
| | | I
2 L — - - ——— + —I— 42/
| | | |
i B Sl Wit el ALLLL
4 D J | | c
n/n (n-1)/n (n-2)/n 2/n 1/n
0 1 2 3 4 5 6 7 X

Figura 2.1: Retangulo A C R2.

tomar o dobro do primeiro, logo o cardinal do novo recobrimento é 2n?. Assim se pode

estabelecer a seguinte desigualdade
n® < b(e) < 2n>. (2.20)

. . 1 .
Por outra parte temos que os raios das bolas tem comprimento € = o entao
n

log(b(e)) _ log(b(e))
log(e) log(55)




A ultima igualdade se tem dado que para n suficientemente grande o log(2n) > 0.

Logo aplicando lim sup lim em (2.20) temos
e—0 n—00

log(n? log(b log(2n?
lim sup lim og(n’) < limsup lim M < limsup lim M
e—0 n—o0 lOg(@) e—0 n—oo 10g<5) e—0 n—o0 log(g)

1 2 1 b 1 2 2
lim sup lim og(n’) < limsup lim _og( (€)) < lim sup Lim og(2n?) .
e—0 n—00 10g(2) -+ log(n) e—0 n—00 log(e) e—=0 n—oo 10g(2) + 10g(n)

Aplicando limites infinitos temos

1
2 < Timsup 228D o
€0 log(e)
2 < D(A) <2

Portanto, a D(A) é 2.

2.2 Funcoes expansivas

Definigao 2.2.1. Um homeomorfismo (correspondentemente uma func¢ao continua)
f: X — X se chama expansivo se existe uma constante 6 > 0 tal que se,

d(f™(x), f"(y)) < 0, para todo n € Z(correspondentemente, n € Ny), entdo, x = y.
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O numero méaximo Jp que satisfaz esta propriedade é chamada constante de ex-

pansividade do sistema dinamico. Pela compacidade, a propriedade de ser expansivo

nao depende da escolha particular de uma métrica sobre X que define uma topologia

dada, e portanto ¢ um invariante por conjugacao topologica. Entretanto, a constante de

expansividade depende da escolha da métrica.

Lema 2.2.1. Seja X um espago métrico compacto e f : X — X um homeomorfismo

0
expansivo com constante de expansividade &g. Entao para 0 < e < 50 ed >0, existe C. 5

tal que para todo n € N, temos
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Nd(f, 57 n) < CJ,sNd(fa &, Tl)

)
Prova: Para(0 < e < 50, seja N € Ne a > 0 tal que dgNH(f_N(x),f_N(y)) <2 =
d(w,y) <8 ed(r,y) < a= dhy, (f (), V() <0

Para mostrar as implicagoes anteriores é necessario demostrar o seguinte lema:

]
Lema 2.2.2. Seja f : X — X um homeomorfismo dy- expansivo. Sejam 0 < € < 50, 0>0

entio existe N = N(e,0); N > 0 tal que djyj<n(f'(2), f'(y)) < 2, entio d(z,y) < .
Prova: Como X é compacto entao existem subsequéncias z,, e y,, convergentes em
X a pontos T e y respetivamente. Suponha por absurdo que para cada n € Ny, existe
T, Y tais que d<n(f'(zn), f'(yn)) < 2, entdo d(z,y) > 6. Como X é compacto entdo
existem subsequéncias x, , y,, convergentes em X a pontos T e y respetivamente.

Entao
A(Tpy s Yn,) > 20 = d(Z,7) > 20 > 0. (2.21)

Assim, T # .

O anterior é possivel dado que aplicamos limite quando k — oo e a continuidade da
funcao distancia.

Escolha m € Z, m > 0. Seja ko tal que ng, > |m|. Considere k > ko, temos
d(f (@), [ (yn,)) < 2e,Vk > ko, entao

A(f' (@0, )s [ (yn) < 26 = d(f"(@ny), [ (Yny) < 26,5k > Ko

— (™), f™(5) < 2¢ < 6. (2.22)

De (2.21) e (2.22) temos que T # y entao d(f™(z), f™(y)) < do,Vm € Z o que é um

absurdo! Logo f nao é expansivo.

Portanto,

By (@), f V() <26 = d(z,y) <ded(a,y) <a=djy (f (), f V() <
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A existéncia de N é dada pela expansividade e a existéncia de a é dada pela continuidade
uniforme.

Seja F um conjunto (n,e) — separado maximal e ' um conjunto (n,d) — separado
maximal. Para todo x € E existe z(x) € F tal que df(z,2(z)) < e.

De fato, se nao acontece isto, entao, para um certo & € E ocorre que
d!(z,2(2)) > e,Vz € F = FU{%} ¢ (n,e)—separado o que é um absurdo, pois contradiz
a maximalidade de F'.

Portanto, Card(E) < ). . Card(E.), onde E, := {zx € E | 2(z) = 2} e a afirmacao
se deduz uma vez que encontremos um limite em Card(E,) que nao dependa de n.

Observe que, paran > 2N valeque N < n—N < n,entaon > 2N. Parax,y € F, tem-
se que df (z,y) < 2e pela defini¢do de E,. Portanto, d(f*(z), fi(y)) < J, parai € [N,n—N]
pela escolha de N e portanto, pela escolha de a e dado que {z,y} é (n,d)- separado,
d(z,y) > a oud(f"(z), ["(y)) > a.

Portanto,

card(E,) = card{(z, f*(x))|z € E.}
< max{cardA|[A C X x X eV a,b € A, d(a,b) > a} := M.

desde que o (z, f"(x)) forma exatamente um conjunto a-separado.

OJ

Corolario 2.2.1. Se f : X — X ¢ expansivo com constante de expansividade dgy, e

0<d< %, entdo ha(f,d) = hiop(f).

0
Prova: Sejam ¢,6 > 0 tal que 0 < § < 50 onde dg é a constante de expansividade.

)
Existem C’g’e, C(%E, constantes. Aplicando o Lema (2.2.1), temos que 0 < § < 50, entao

existe Cj, tal que:
Nd(f7 67 n) S C§75Nd(f7 g, n)

Logo aplicando definicao de entropia temos:



1 1
lim Sup_log(Nd(fv 57 n)) < lim Sup_log(C;sNd<f787n))
n—+00 n ’

n—o0 n

hd(fv 5) < hd(fv 5)
De maneira analoga e usando ng obtemos

hd(fa 6) S hd(fa 5)

Revelando que hq(f,e) = hq(f,0). Finalmente,

lim ha(f.€) = lim ha(f,0)

hiop(f) = D(f,0).
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OJ

Proposigao 2.2.1. p(f) < hp(f) para um homeomorfismo expansivo f de um espago

métrico compacto.

Prova: Seja 0y a constante de expansividade, logo Fiz(f") é (n,dy) — separado, para

n €Nz #£ye Fix(f").

Seja S : max{d(f'(z), f(y)) | 0 < i < n};xz # y. Observe que § > §y, pois

d(fi(x), fi(y)) > do porém dado que § é o maximo d(f*(x), fi(y)) < 4.

Seja € > 0 tal que §y > ¢ entao temos que d(f'(z), fi(y)) > €,z # vy, logo temos um

conjunto Ny(f,n,e) — separado. Assim, temos que
N<f7n760> S N(f7n78>'
aplicando a defini¢ao de entropia concluimos que:

p(f) < htop(f)-
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Proposicao 2.2.2. Se f : X — X ¢ expansivo, onde oy € a constante de expansividade.
h: X — X uma fungao continua tal que d(xz,h(x)) < do,Vx e foh = ho f; entao h é

wgual a funcgao identidade.

Prova: Considere que existem f e h como no enunciado , mas que h(x) = y # x ou seja
h nao é a identidade. Pela definigdo de expansividade temos entao que, d(f™(z), f"(y)) >
Jo.

Logo temos que: f"(y) = f*(h(x)) = h(f"(z)), dado que f o h = ho f. Chamaremos
f™(z) = z, entdo d(z,h(z)) > do, isto contradiz que f é expansiva. Revelando que, h ¢é a
identidade.

Il

Teorema 2.2.1 (Teorema de Misiurewicz-Przytycki). Se M é uma variedade suave

compacta orientdvel e f: M — M de classe C*, entao hy,(f) > log|grau(f)].
Algumas defini¢oes antes de iniciar a demostracao.

Definigao 2.2.2 (Grau de f). Seja M um conjunto compacto e conexo. Seja f: M — M

uma aplicagao de recobrimento, entao dado y € M temos que:

#1Y{y}) = n,Vy € M.Definimos n = grau(f).

Defini¢ao 2.2.3 (Ponto Regular). Seja f : N — M de classe C*,onde M e N sdio
variedades suaves. Um ponto x € N € chamado um ponto regular (para f) se Dy €
invertivel em z. x € X é chamado valor regular (de f) se f~*({x}) consistir em pontos

requlares e caso contrario, um valor singular.

Outra forma de definir o grau de f, é:

Um elemento w de volume positivo em M é uma n — forma continua. Se diz que w

/wzl
M

Pode-se mostrar que /f*w = k onde k = grau,(f);z é regular.

esta normalizado se:

As defini¢oes de grau com mais detalhes estao nas paginas 310-313 de nossa referéncia

[1].
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Definigao 2.2.4. (Teorema de Sard). Se f € C'(M,N), entdo o conjunto de valores

singulares de f tem medida de Lebesque zero.

Prova: Teorema de Misiurewicz-Przytycki

Seja w uma forma de volumem em M, o € (0,1) arbitrario . Seja
L :=sup,cx Jf(z) < 0o, pois f é de classe C".

Agora sejam ¢ = L™*/*"!' e B:= {z | |Jf(z)| > }. Cubra B por abertos, sobre os
quais f é injetiva e tome ¢ o niimero de Lebesgue da cobertura.

Fixemos n € N e seja

A={ze M| #Bn{a, f(@), (), ... f*()}) < an}.

Note que, se x € A,
an ijfz <€1 oanLom,::L
Segue também que, se x € A, entao,

#({x, f(x), fA(z),.... " H2)}n BC) > (1 —a)n. (2.23)

onde B ={z € M | |Jf(z)| < e}.

Por (2.22) podemos selecionar (1 — a)n valores de i tais que Jf(f'(x)) < &, e para os
outros valores an de i, Jf(f(z)) < L.

Portanto, o volume f"(A) é menor que o volume de M e pelo Teorema de Sard
(2.2.4), existe um valor regular z € M \ f"(A4) de f*. Seja S o conjunto dos pon-

tos singulares de f, entao vol(S) = 0 e como f & C' entao vol(f*(S)) = 0, portanto,
vol U f(S)) = 0. Como x & ponto regular de f", entdo x é regular em f, esta afirmacao

é dada pela aplicagao da regra da cadeia.

Dado f~"({x}) escolhemos o maior subconjunto (n,d) — separado.

Uma vez que x ¢ regular, entao #f~'({z}) ¢ pelo menos N, onde N = grau(f) ou
seja, N é o numero de pré-imagens. Se N pré-imagens de x estao em B, tomemos ()q
exatamente N pre-imagens de x em B (transicdo boa). Caso contrario tome ()7 como

uma Unica pré-imagem fora de B (transigao ruins).
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Afirmagao: @, é (n,d) — separado.
Prova: Sejam 11,9, € Q,, tais que d(f*(y1), f'(y2)) < ;i =10,....,n—1. Onde § ¢ o
nimero de Lebesgue

Tomando, 2 = n — 1 temos:

a o= ")

o= ()

1. Se 21,23 € B, entao z; = 29 ¢ f" Y1) = [ Hya).

2. se 21,20 € B ed(z1,22) <0, f(z1) = f(22) = z, pois como f ¢ injetiva em B, entao

21 = Z9.

Em qualquer caso para a escolha de quaisquer z, com n € N, se tem que z; = 29 =

23 = .. =z, = z Agora bem, se tomamos i = n — 2 temos:

wy = fn72(y1)

wy = [ ().

Pelo mesmo raciocinio conclui-se que w; = ws.
Aplicando recursivamente este argumento, concluimos que y; = y,. Ou seja, se y; # Yo
entao d(f*(y1), f{(y2)) > §; para algum i = 0, ...,n — 1, portanto, Q,, é (n,d) — separado.
OJ
Agora, Qu € F({a}) C F(M\ f7(A)) € M\ A, logo, QuNA = 0, ou seja Q, C A°.
Por defini¢ao existem no méaximo de an valores de k, onde k € {0,...,n — 1} tais que
f*(y) € B, para passar de ¥ a y € @, existem pelo menos m := an+1 "boas transi¢oes",
pois as "transi¢oes ruins"passan fora de B.

Finalmente, #@Q,, > N™ > N®" implicando que N4(f,d,n) > N*" logo
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1 1
lim sup —log Ny(f,d,n) > lim sup —log N*"

n—oo n n—oo n

1
hiop(f) > lim sup —loganN

n—00 n

> alog N
> log N

— log|grau(f). 0

Exemplo 3. Seja f : C — C uma funcdo racional da esfera de Riemann.
Seja f(z) = P(2)/Q(z) onde P,Q polindémios primos relativos. Assim C = S2, entdo
f:5%— 52 onde f é C'e S? compacta.

Nestas condigoes o grau(R,(z)) = max(grauP, grau@). Agora, considere a equagdo

Pz)
Q(z)
Escolha w tal que R(w) = 0 nao tenha raizes multiplas.
Logo
fz) = w
Plz) _
Q) —
P(z) = Q(z)w
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Logo Ry (2) = P(z) —wQ(z) = 0. Agora temos que escolher w tal que o termo lider de
w@(z) ndo anule o termo lider de P (0s w que satisfazem isso tem medida total).

Afirmagao: w é tal que R,(z) = 0 tem raiz multipla, entdo w é imagens de um valor
singular de f; w = f(29) onde 2 é valor singular de f ou seja f'(zy) = 0.

Prova: suponha R, (z9) = 0 e zp uma raiz multipla. Agora tomando

P(z) —wQ(z) =0 (1)
P'(z) —w@'(z) =0. (2)

Logo, multiplicando a equagao (1) e (2) por Q'(20) e Q(z0) respectivamente

P(z0) —wQ(z0) = 0(Q'(20))
P'(2) —wQ'(20) = 0(Q(20))

fazendo a substracao se tem,
P'(20)Q(20) — P(20)Q'(20) = 0.

/
P
Entao <§> (z0) = 0, ou seja, f'(z9) = 0. Do anterior temos que

P(z0) — wQ(z) = 0 = (g) (20) = w = f(20) = w

mostrando que de fato w é imagem de um valor singular. Portanto, o grau de f é igual

ao maximo dos graus algébricos de P e (). Pelo Teorema (2.2.1)) temos que
hiop(f) > log max(grauP, grau@).

De fato, a desigualdade inversa hi,,(f) > log max(grauP, grau@)) também se tem, logo

concluimos que

hiop(f) = log max(grauP, grau@).

Definicao 2.2.5. Uma func¢ao continua f : M — M ¢é chamada expansora se para algum

w>1,e0>0ecadax,ye X comx#y edz,y) <ey setemd(f(x), f(y)) > pd(z,y).
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Exemplo 4. Seja M um variedade riemanniana compacta e f : M — M uma funcao

expansora de classe C'. Mostrar que:

hiop(f) = log |grau(f)].

Prova: Seja f : M — M, C', expansora. Tomemos D = |grau(f)| = n de pre-

imagens de qualquer ponto. Pelo Teorema (2.2.1)) temos que

hiop(f) = log [grau(f)]. (2.24)

Ent&o, somente temos que mostrar que: A, (f) < log |grau(f)|.

Seja € > 0,n > 0 inteiro, dado Sy € M um conjunto (0,e)—gerador ou seja dado
y €M, x e S, tal que d(z,y) < e.

Seja S, = f~"(5).

Afirmagao: S, é um conjunto (n,e)—gerador.

Prova da afirmagao: Como f" ¢é sobrejetora, dado y € M, existe = tal que f™(z) = y.

Seja z € Sy tal que d(z,y) < e, entdo existe w € S, tal que f"(w) = z. Portanto,
d(f"(w), [ (z)) <e.

Usando a hipotese que f é expansora, temos que:

e Seja A > 1o fator de expansao de f, existe w,_; € f~1(f"(w)) tal que d(w,_1, f* () <

3

T

e Seja A > 1o fator de expansao de f, existe w,_» € f~2(f"(w)) tal que d(w,_o, f*2(x)) <

£
F.

Continuando de maneira indutiva temos,

e Seja A > 1 o fator de expansio de f, existe w,_, = wy € f~"(2) tal que d(wy, ) <

£
V<€.

Logo assim, S,, é (n,e)— gerador, mostrando a prova da afirmagao.

Seja a o cardinal de conjuntos (0, )—gerador de Sy, entdao o cardinal de S, = D"«

Logo tomando M (n,e)=min{#K|K ¢ (0, €)- gerador}< D"a.
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Agora aplicando a defini¢ao de entropia

1 1
lim lim sup — log M(n,e) < lim lim sup — log(D” )

e—=0n—oo0 e—=0n—o0

hiop(f) < hr% lim sup — log(D") + hr% lim sup —log( )

e—~Un—oo e—=0n—o0
o 1

= lim lim sup — log(D")
e—=0n—o0 n

1

= lim lim sup nlog(D)
e—0n—o0

= lim lim suplog(D)
e—0n—o0

= log(D)

= log|grau(f)].

Assim obtemos que:
hiop(f) < log|grau(f)|. (2.25)

Logo de ([2.24) e (2.25)) obtemos o desejado.



Capitulo 3

Entropia Métrica

No Capitulo 3, definiremos inicialmente que uma particao de X, é uma colecao finita
de conjuntos (¢) essencialmente disjuntos mensuraveis C; (chamados elementos de (),
cuja uniao cobre todo X a menos de medida zero. Dizemos que uma particao ¢’ é um

refinamento de ¢ e escrevemos ¢ < ¢’ (ou ¢’ < ().
e Entropia métrica

Seja (X, A, ;1) um espago mensuravel com pu(X) = 1.

Definigao 3.0.1. Dizemos que uma familia finita & C A é um parti¢ao de X (com respeito

de 1) se:

1Ll Jo) =1

Ceg
2. u(CN D) =0 para quaisquer C,D € & com D # C.

Definigao 3.0.2. A entropia de uma parti¢cio mensurdvel § de X (com respeito de 1) é

dada por:
H, () = =Y _ u(C)log u(C). (3.1)

ceg

com a convengao que 0log(0) = 0.

44
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Pois se f(z) = zlogx, entao,

. . logx
limzlogz = lim ——.
x—0 x—0 p

Dado que obtemos uma indeterminacao, usando a regra de L’Hopital, obtendo assim;

lim[—z] = 0.
z—0

Obtendo a convencao.
Exemplo 2: Considere o espago X = [0,1] com a medida de Lebesgue u. Ademais,

para cada k € N, considere a particao mensuravel,

0.1) = {C; = [% (j—;;l));j 0, k1)

1
de X, que consiste de k intervalos de igual medida p(C;) = A

Temos:
k-1

Hy(&) = — Y ul(Cy)log u(Cy)

= —(=log(k))

= log(k).
Seja ¢ : [0,1] — R uma fungao continua definida por:

—zlogzr ;se 0<x <1
Y(z) = (3.2)

0 ;se x = 0.
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Calculando a segunda derivada obtemos: " = —— < 0, para x > 0, entao a fungao ¢ é
x

estritamente concava e portanto;

gaiwwi) < w(éaa;) (3.3)

p
Para quaisquer nimero xy, ..., Tp, a1, ..., a, € [0,1] tal que Zai = 1.
i=1
Em particular, a desigualdade anterior permite dar um limite superior para a entropia

em termos da cardinalidade de £. Se k = card &, obtemos:

AGIEIS S (e))

ceg

INA
I
<
—
g

‘E\
ol
—

- w3 (uUe)]

1
= kv ()]
= logk

= log(card &).

Finalmente, H,(¢) < log(card &).

Definicao 3.0.3. Sejam duas parti¢coes mensurdveis & e nn de X, dizemos que 1 € um

refinamento de £ se para cada D € n existe C € £ tal que u(D \ C) = 0.
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Proposicao 3.0.1. Seja & e n particoes mensurdveis de X. Se n € um refinamento de &,

entao:

Prova: Como 7 é um refinamento, podemos escrever:

Hy(n) = Y v(u(D)).

Den

Entao dado tal refinamento, temos que D C C' logo escrevemos

H,n) = > Y v(u(D))

Cee DCC

Para cada C € &, temos

> (D) = ()

DcC

(@) = ¢ (Z (M(D))>

DcC

= =3 u(D)log 3 u(D)

DcC DcC

A
|
=
S
=)
o
=
S

Logo temos

(3.4)
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Finalmente aplicando somatorio as desigualdades temos

S wwE) < 3 vu(D)

Ce¢ Ce¢ DCC

H,(€) < H,(n).
Mostrando o desejado.

Dadas duas partigoes mensuraveis £ e  de X, definimos a particao mensuravel:
Evn={CnD:Ce&Den}. (3.5)

Podemos supor que os elementos da particao & V 1 tem medida positiva.
Esta particao ¢ um refinamento de ambas parti¢oes e £ V 7 é a particao mais pequena

em termos de cardinalidades.

Proposicao 3.0.2. Se T : X — X € uma transformagao mensurdvel que preserva a

medida de probabilidade p em X e & € uma particao mensurdvel de X, entao:

1 1
Tim () = inf —H, (&) (3.6)
existe, quando;
n—1
=\ THO)=6vT O V..vT (), (3.7)
k=0

para todo n € N.
Para mostrar esta proposicao é preciso provar os seguintes lemas:

Lema 3.0.1. Se & e n sao partigoes mensurdveis de X, entao

Hy(§Vn) < Hu(&) + Hu(n). (3.8)



Prova:

H,((vn) = Y ¥(u(CnD))

ceg,Den

= — Z u(C N D)logu(CND)

Ceg,Den

= — Z u(CﬂD)log(u(C’ﬂD}M>

Cceg,Den

. u(CﬂD)log<M(i(g)D)>— S 1€ D)logu(C)

Ce¢,Den Ceg,Den

= > M(C)w(M(CQ,)D)>— > wCND)logu(C)

ceg,Den 'u( Ceg,Den

) ice < CﬂD) S 3" 1€ N D) log (C).

Den Ce€ Cce¢ Den

Fixemos D € n no primeiro termo e fixemos também C' € £ no segundo termo

IN

Zw(Zm

Den ceg

) > u(C)log u(C

Ceg

= Zw(ZmomD) > u(C)log u(C

Den ce¢ ceg

= D Uu(D) =Y w(u(0)

Den ceg

Mostrando finalmente que: H,({ V) < H,(n) + H,(&).
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Agora consideremos a particao mensuravel
T&) ={T"C:Cekt}. (3.9)
Lema 3.0.2. Se & € uma partigao mensurdvel de X, entdo

Hy(T7"€) = Hy(8), (3.10)
para todo n € N.

Prova: A prova sera feita por indugao.

e Paran=1.

H,(T7HE) = > (T

Ceg

= =) u(T7'C)logu(T7'C)
ceg

= — Z w1(C) log 1u(C); pela invariancia de T.
Cet

= —> ¥uc

ceg

u(&).

e Suponha valido para n = k, entao temos que:

H,(T™(€) = Hu(9).

e Provaremos paran =k + 1.



o1

S (T (E))

ceg

= (T 7F1(©)) log (T +7(€)))

ceg

=5 WTHTHE)) log(W(T (T (€))))

Cceg

- Z (T7F(E) log(p(T*(€))); pela invarianza de T.

O que conclui a prova do lema.

Agora vamos realizar uma observagao mais profunda sobre as parti¢oes da forma des-

crita em ({3.7]).

Dados n,m € N, temos

Podemos escrever;

§n+m = gn \ T_nfm
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n+m—1
Sntm = { T7C;: C; € € para cada j.}

Jj=0

n—1 n+m—1
= { (ﬂ T_jCj>ﬂ< ﬂ T‘j0j>: C; € & para cada j}
7=0 j=n

n—1 m—1
= { (ﬂ TjCj> nTr—" ( ﬂ Tka>: C;, Dy, € € para cada 7, k}
k=0

j=0

= VT E,.
Usando as observacoes e os lemas anteriores, obtemos,

Hy(&nm) = Hul&a VT (&)
= Hu(&) + Hy(T7"(n))

= H,(&)+ H,(&), para todo n,m € N.

Definicao 3.0.4. Seja T : X — X € uma transformac¢ao mensurdvel que preserva a
medida de probabilidade p em X. Definimos a Entropia Métrica de T' com respeito a

i e a particao mensurdvel £ de X por:

h(T,€) = lim ~H, (&), (3.11)

n—oo M,

com &, como em . Finalmente, definimos a entropia métrica de'l’ com respeito de p

por
h,(T) = sup{h,(T,&) : & € uma particio mensurdvel de X }.
Proposigao 3.0.3. Temos h,(T*) = kh,(T) para cada k € N.

Prova: Primeiro mostraremos que h,(T*) < kh,(T), para cada k € N. E claro que



nk—1 n—1
\/ T7%¢ é um refinamento de \/ T~*¢. Portanto, pela Proposicio
i=0 1=0

n—1 nk—1
(i) = (Vo
=0 =0
nk—1
Ji 2 A, (\/T’”f) < o (V)

Por (3.7) temos que,

nk—1
1
lim —H ({) < lim — ( \/ T"f)
n—oo M n—oo Nk

Pela Definigao (3.0.4)) temos;

nk—1
ho(T* €) < lim Ly ( \/ Ti§>.
=0

n—oo N

Da expressao do lado direito temos nk iteracoes, implicando,

h,(T*,€) < lim Lo (\/T g) = kh, (T, ).

n—oo M,

Assim,

h (T &) < kh,(T,€).

3.0.1

temos,

Tomando o sup em &, implica que h,(T*) < kh,(T, &), provando o desejado.

Agora provaremos que h,(T*) > kh,(T,¢).

n—1 nk—1

Observe que \/ T, = \/ T, logo fazendo n — oo,
=0
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lim —H

n—oo M,

Y

n\/T k@g)

h’M(Tk> gk’)

Mostrando que h,(T*) > kh, (T, £).

Portanto,

T (T*)

o4

nk—1
- Jm L, (\/ d f)
= khM(Tag)

= sup hu(T*, €)

Vv

up h(T*, &)

= ksuph,(T,§)
3

= khN(T’ 5)



Capitulo 4

Entropia Condicional

A ideia neste capitulo é dar a conhecer o concito de entropia condicional. Com a nogao
que a entropia condicional é a entropia de uma particao com respeito de uma medida de
probabilidade da particao digamos ¢ de X condicionada a outra particao de X digamos
7, se pode estabelecer uma caracterizacao da entropia métrica. Estas no¢oes sara usadas

no proximo capitulo.

Definicao 4.0.1. Dadas duas particoes mensurdveis & en de X, definimos a entropia

condicional de & com respeito de n por:

u(C'ND)

Hy(Eln) = - > n(CnND)log D)

ceg,Den

(4.1)

A nocgao de entropia condicional pode ser usada para dar a seguinte caracterizacao da

entropia métrica.

Teorema 4.0.1. Se T : X — X ¢ uma transformagao mensurdvel que preserva a medida

de probabilidade p em X e & € uma particao mensurdvel de X entao:

P(T.6) = Tim H (€] \/ T(6) (12)

Para estabelecer a existéncia do limite em (4.2), usaremos os seguintes resultados
n—1

auxiliares mostrando que a sequéncia H,(&| \/ T(€)) é ndo decrescente.
i=0
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Lema 4.0.1. Se n ¢ um refinamento de (, entao

H,(§ln) < H,(§lC), para qualquer particao §.

Demostragio:
H,(€l0) = —C;ec 1(C N D)log <M(2)D>

- 3 i ()

< % wen(SHE )

s oo

Ceg Een

ZM

De¢

CmD)

Agora como temos que ¢ é um refinamento de 7, entao:

De¢

Dai obtemos:

> n

Cceg Een

u(CND)
= 2 b
_ pCNE)
B
wCnD)\ uw(CNE)
(Z ) - C%EJ(EW( (E) )
o CmE) HCnE)
= - 2 BT g e

Ceg, Een

26
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L o MICNE)
_ agg@ﬂajmﬁnlg (B
= Hu(f’n)-

Para finalizar a prova do Teorema (4.0.1)), precisamos do seguinte resultado.

Lema 4.0.2. Se &, n e  sao particoes mensurdveis de X, entdo

H,(EV Cln) = Hu(€lC vV n) + Hyu(Cln).-

Demostracao:
Hy(Ev¢n) = — > pCNDNE)log

ceé,De¢,Een

w(CNDNE)
1(E)

MCmDmm<MDmEv>

= — Z u(CﬂDﬂE)log( i)

ceg,De, Fen

_ wW(CNDNE)(pu(DNE)
- _ Z u(CﬂDﬂE)log( DN E) ( ) ))

ceg,Ded,Een

B w(CNDNE) w(DNE)

ceg,De¢,Een

= - Z u(CﬁDﬂE)log(%)

Cceg,Ded Fen

u(DNE)
- Z w(CNDNE) log<W>

ceg,Ded,Een

_ pCNDNE w(DNE
- — Z ,u(C’ﬁDﬂE)log(W)— Z u(DﬂE)log(W)

ceg,De¢,Een De(,Een

= H,(ICVn)+ Hu(C|n).



Em particular, para a parti¢ao trivial n = { X} segue-se do Lema ({3.0.1)) que:

H/L(f \% C) = Hu(f‘o + Hu(C)-

Agora usaremos indugao para provar que:

H,,(6) = Hu(§) +

o Paran =1 ¢ evidente.

o Paran = 2.

= H,(EVTY)

H,,(€2)

= Hu(&) + Hu(§|T7E).

e Para n=35.

H,(&) = Hu(vaT—fS).

n—

> Hu(él

J=1

\/ T7%).
=0

Agora tomando ay = T71(&;) ou seja ag = TV T2,

Hu(f?)) =

H,(§V az)

H,(a2) + Hy(8lag)

H, (T &) + H,(§|ow)

Hu(&?) + Hu

TV T

H,(&) + Hy(§|T716) + H,(g|T e v T

2

Hy()+)

j=1

J
H,(€l\/ T™).
=1

o8

(4.3)

(4.4)
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e Suponha para n =k, entdo:
H,(&) = H,(&)+ ZH (¢l \/T—zs
e Provaremos para n =k + 1

Tomando 0, = T1(&,) ou seja O, = T-1E VT 26V ... v T*¢. Entao:
Hy(ka) = Hu(EVOr)
= H,(0k) + H,(E[6k)
= Hu(T7'(&)) + H,u(&]6k)

= Hu(gk) + Hu(ﬂek)

k—
= Z §|\/T ‘€) + H, E!\/T i€)

- Hu<5>+ZHu<f|\/T—is>.

Dado que a sequéncia H,, (€| \/ T'¢) converge, se deduz de: H,(&,) = Z (¢ \/ T7)

=1 j=
que:

h,(T,§) = lim H (&), pela Definigao (3.0.4)).

n—oo 1N,

= i (1 +ZH 5'\/T‘Zf)

= Jim ~(H,( +J;H;onZH (f‘\/T ¢)
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J:ﬂ;onzﬂ <f|\/T"f)

n—1
1 .

Como lim — H (§| \/T Z{“) = hm H (5\ \/ T’f), entao, temos finalmente

n—oo M = =1

n—1

que:

n—1
(T, = Jim (6 V ).
OJ
Dada uma partigdo mensuravel ¢ de X, denotaremos por A({) a o-dlgebra gerada
por &, que é a mais pequena c-dlgebra que contém todos os elementos de &. Ademais,

denotaremos por \/ A(&,) a o-algebra gerada pela partigao mensurével &, para n € I.
nel

Teorema 4.0.2. Seja T : X — X uma transformacao que preserva a medida de pro-

babilidade 1 em X. Se (an)neny € uma sequéncia de parti¢oes mensurdveis de X com
[o¢]

\/ Aay) = A tal que a1 € um refinamento de o, para cada n € N, entdo;

h,(T) = lim h,(T, a,) = sup h, (T, o).

n—o0 neN
n—1 n—1
Demostragao: Seja \/ T ay,+1 um refinamento de \/ T 'a,,. Pela Proposicio
i=0 i=0

(3.0.1)) temos:
n—1 n—1
Hﬂ( \/ T’bgm) < Hu( \/ Tiaerl) ; Para qualquer m,n € N.
i=0 i=0
<
Jim L, (\/ rian) < im (\/ T )

Pelo Teorema ([4.0.1]), obtemos;

h(T, o) < by (T, v1); para cada m € N.
Uma vez que a sequéncia h, (T, a,,) é ndo decrescente temos que

lim h, (T, o,) = sup h, (T, ov,).
n—o0 neN
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Agora estabeleceremos trés resultados auxiliares, que combinados daré os resultado

desejado.

Lema 4.0.3. (Lema indutivo).

Fizada uma particao B vale que:

\/T‘Zogw Z W(T7alB); (4.5)

Vn > 2 e qualquer particao a.
Demonstracao:

e Provaremos para n=2.

1
H,(\/T7alf) = H,(T 'aVa|p)
=0

= H,(T'alaV )+ Hy(alp)

IN

H,(T™"a|f) + H(al|B)

- Z H,(T™"a|B).
=0

e Suponha para n = k, entao
k—1

k-1
Hu(\/TiiO“ﬁ) < ZHAL(Tﬂ'O‘W)-
i=0 i=0

e Provemos paran =%k +1

k k
H,(\/T7al) = H,(\/T aVva|p)
=0

= H,(\/T 'alaV B)+ H,(a|B)

=1

k
< H,(\/ T7a|8) + H,(al8).



Agora tomando;

0 = T la,
T-'0 = T 2q,
T—k+16a — T—ka

Entao temos:

H,(\/ T™'a|8) + Hy(al) =

IN

Mostrando o desejado.
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k—1

HM(\/ T70|8) + H,(a|B)

e

-1

H,(T'08) + H,(a|B)

I
o

e

-1

HM(T_i(T_la)|ﬁ) + H,(a|B)

@
Il
=)

ST H(T7al8) + Hy(al).

1=0

Lema 4.0.4. Se n e ( sao partigoes mensurdveis de X, entdao

hu(T ) < hu(T, Q) + Hyu(n]€).

Demonstragao: Seja,
HM(”n) < Hu(nn>+Hu(Cn)

= Hu(nn Vv Cn)>
ou seja;

Hu(nn) < Hu(nn \ Cn) = Hu(nnKn) + Hu(gn)v



onde,
n—1 n—1
mm=\T"ne ¢G=\T7%
i=0 i=0

Agora dadas «a, 8 e  parti¢goes qualquer de X pelo Lema (3.0.1]) temos

Hu(a\/ﬂ) = HN(Q|BV’7)+HM(B|’7)

< Hyu(aly) + Hu(B1)-

Para qualquer partigdo mensuravel a, § e v de X. Portanto, por (4.7) e (4.8]) e
Lema ({3.0.1)) obtemos;

Hu(nn) < Hu(nn)+Hu<Cn)

n—1
< Hu(n) + Y Hu(T (G,
=0
n—1 ' )
< Hy(m) + Y Hu(T79|T7¢)
1=0

= Hyu(nn) +nHu(n[C).

Usando a invariancia de p para a tltima igualdade, finalmente obtemos:

lim L) < lim S (H, () + 0, (1]C)

n—oo M n—oo M,

63
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Lema 4.0.5. Para qualquer particio mensurdvel n de X, temos H,(n|co,) — 0, quando

n — oQ.

Demostragao: Considere n = {C4, Cy, ..., Cy} uma particdo mensuravel de X. Para

n € N suficientemente grande e i = 1, ..., k, seja D C C; um conjunto em A(«,) tal que
k

w(C; \ D) — 0 quando n — oo. Seja B, = {Df, D}, ...,Dp} onde Dj = X\UD?.
i=1
Claramente, M(Ci U D?) — 0 quando n — oco. Desde que

para i =1,....k e i # j, obtemos

k k
u(C; N DY)
k n k n
= — ) 1 M C; 7Y 1 “(CimDO)
k
= ZZ_;M(QQDO)IOg (D)

= = w(CinDy)(logu(C; N Dy) —log u(Dy))

=1

k k
= = ulCinDy)log u(C; N DF) + > p(C: N D) log u(Dy)

i=1 =1

k

= > ¢(u(CinDy)) + Y u(Cin Dy)log (D)

i=1 i=1

¥ (u(Ci N DF)) + pu(C; N D) log M(DS‘))

(
2 <¢(M(Ci N Dy)) + u(Dy) logu(DS))
(
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k
Agora temos: H,(n|f,) = Z (1[1(;1(0, NnDy)) — 1[1(;1(173))) — 0 quando n — oo.

i=1
Finalmente, dado que «,, é um refinamento de 3,. Entao finalmente temos

H,(n|aw,) < H,(n|B,) = 0 quando n — oo.

Mostrando o desejado.
Da Equagao (4.6]) temos, h,(T,n) < h,(T,¢) + H,(n|¢), entdo tomando { = o, temos

que,

hu(T,n) < hu(TaO‘n)"_Hu(mO‘n)

lim h,(T,n) < lim h,(T, o) + lim H,(n]ay)
n—oo

n—oo n—oo

h,(T,n) < lim h,(T,a).

n—oo
Agora, h,(T) = sup{h,(T,n)} = E e h,(T,n) < lim h,(T, ,) = a, ou seja,
n—oo
Por outra parte temos que, h,(T,7n) < a : Vn, entdao h,(T) < a, ou seja,
E <a. (4.10)

Finalmente, de (4.9) e (4.10) conclui-se que

h,(T,n) = lim h,(T, o), como desejavamos.
n—oo



Capitulo 5

Principio Variacional

Neste capitulo final daremos uma prova detalhada do principio variacional para a entropia.
Provaremos que a entropia topologica é igual ao supremo das entropias métricas sobre
todas as medidas T'—invariantes de probabilidade de borel, tal conjunto de medidas as
notaremos por M (X).

Ademais, daremos um exemplo da aplicacao do principio variacional. O objetivo do
exemplo é mostrar que o conjunto de puntos nao errantes que sera denotado por Q(f),

carrega com toda a complexidade do sistema.

Teorema 5.0.1. Se T : X — X € uma transformacao continua de um espag¢o métrico

compacto, entao

hiop(T) = sup{h,(T): p € uma medida T-invariante em M(X), onde M(X) € conjunto

de todas as medidas de probabilidade borelianas e T-invariantes}

Demonstracao: Primeiro provaremos que h,(T) < hy,(T) (a entropia métrica é
menor ou igual que a entropia topologica) para qualquer medida de probabilidade T-

invariante p em X. Seja
n= {Cly CZa ceey Ck‘}

uma particao mensuravel de X. Dado § > 0, para cada i = 1, ..., k, seja D; C C;, um

conjunto compacto tal que:
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w(Ci\D;) <6 e D;ND; =0, parai # j.

k
Agora seja f = {Dq, Dy, ..., Dy} onde Dy = X \ UD“ claramente § é uma particao
i=1
mensuravel de X. Procedendo da mesma forma que no Lema (4.0.5) e substituindo D}

por D;, obtemos

n—1

Hy(n|B8) = > 9 (u(Ci N Dy)) = ¢ (1(Dy)).

j=1
Por construgao, temos que u(C; N Dy) < §, pois

k
=1

k
= Cn()D; c CGinD{ =C;\ D

i=1

Logo tomando a medida temos que:

w(C;N Dy) < u(C;\ D;) < 6 e dado que 1 é nao decrescente perto de zero, concluimos
que H,(n|f) < 1, para qualquer § muito pequeno, portanto, pelo Lema ({4.0.4)), obtemos

que

hu<Ta 77) < h#(T, 5) + Hu(ﬁ’ﬁ) < hu(Ta 5) +1,

este resultado é dado, pois 7 e [ sao partigoes mensuraveis de X.
Agora construiremos uma sequéncia de coberturas abertas, de tal forma que nos per-
mita relacionar a entropia métrica e a entropia topologica.

Considere as coberturas abertas de X dadas por

Z/I - {DO U Dl,Do U DQ, ---,DO U Dk}

n—1
Z/{n — {m T_zUz : UO; Ula "'7Un—1 € Z/{},
=0
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para cada n € N. Seja M (U,) a minima cardinalidade de uma subcobertura de U,.
n—1

Desejamos relacionar N'(U,,) com a cardinalidade das parti¢oes 3, = \/ T7%3. Primeiro
i=0

perceba que
Tﬁi(Do @) D]) = T71<D0) U TﬁZ(DJ)

Para j = 1,....,k e 7= € N, cada elemento de U, é uniao de maximo 2" elementos de
B,. Daremos uma demostragao do argumento anterior, tal demostragao sera feita por

indugao, entao, para n = 1, se tem

L[l - TO(U())

= DyUD;Dg € fBye Dy € pr.

Portanto, cada elemento de U é unido de maximo 2! = 2 elementos de 3;.
Suponha para n = k, assim o conjunto pode ser escrito como uniao de maximo 2F!
elementos de (3.

Agora mostraremos para n = k + 1. Seja V um aberto de U1, entao,

ﬂT—"(Ui) = (hT—i(Ui))mT—’f(Uk)

k-1 2k
pela hipotese temos que: m T7YU;) = U A;; A; € B entao,
i=0 i=1
k 2k
T = (U AZ-) N T (U)
i=0 i=1

U Ai> N T7*(Dy U Dy)
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2k
Logo, U A; NT7*Dy é unido do maximo 2% elementos de Br+1 € 0 mesmo argumento
i=1
2k

e valido para (U AN T_ka) . Portanto, temos que esta unido tem no méaximo 2% + 2%
elementos de ﬁ;:ll , ou seja 2" elementos. Assim obtemos o desejado.

Além disso, como os elementos de (3, sao disjuntos, cada elemento de 3, estéd contido
em algum elemento de qualquer subcobertura de U,,. Portanto, cardp, < 2"N(U,)

Logo temos,
H,(B,) < logcard(B,)

< log(2"(NV(Un))
= log(2") + log N (U,)

= nlog(2) + log N'(Uy).

Por outro lado, pela teoria de espagos métricos sabemos que como X é compacto,
existe € > 0 tal que toda bola de raio maximo ¢ esté contida em algum elemento de U.
Ademais, se pode verificar facilmente que se € é o numero de Lebesgue de U, também ¢é o
nimero de Lebesgue de U,, com respeito da distancia d,.

De fato pela definicao de d,, temos,

n—1

By, (x,e) = (T (Ba(T"(2),2)).

i=0
E como € ¢ o niimero de Lebesgue de U, cada By, (T(x),c) esta contida em algum

elemento U; de U, portanto,

By, (z,¢) ﬂT‘zUZ,

n

e a contencao anterior é obtida dado que:

n—1

By, (z,2) C [T/ (Ba(T'(x ﬂTzU

=0

Agora tome pontos 1, 2, T3, ..., , € X tal que



70

{Bdn(l’l,&), Bdn(x27€>, ceey Bdn(xp,e)},

forme uma cobertura aberta de X com p = My(f,e,n). Como ¢ é o numero de Lebesgue
de U,, com respeito a distancia d,,, para cada i = 1,...,p se pode escolher um elemento
U; € U tal que By, (z;,¢) C U;.

E claro que a colecdo de conjuntos abertos {U; : 1 <4 < p} formam uma subcobertura

de U,, que cobre X e portanto,
N(Uy,) < card{U; : 1 <i < p} <p= My(f,e,n)

Como H,(5,) < logcard(p,) < nlog2 + log N (U,), pela Definigao (3.0.5) temos que:

1 1
h,(T,5) = lim —H,(B,) < lim log(2)+ lim —log My(f,e,n)
n—oo N, n—o00 n—oo N
Ou seja;
1
< 1 i _
ho(T,5) < nh_)rgo log(2) + 7}1_{20 sup log My(n, )

Tomando lim obtemos;
e—0

hM(T7 B) < 10g(2) + htop(T)‘

Ademais como temos que
h(T,n) < h,(T,5)+ 1, entdo h,(T,n) < h,(T,B) + hiop(T) + 1.
Tomando, h,(T) = sup{h,(T,n);n é uma particdo mensuravel de X}, entao,

ho(T) < 10g(2) + huop(T) + 1. (5.1)

Para obter esta desigualdade, nao precisamos nada da transformacao 7" mais que o
fato que seja continua e que a medida u seja T-invariante.
Portanto, a Desigualdade (5.1) segue sendo valida quando se substitui 7" por 7™,

entao,

hu(T™) < hygp(T™) +log(2) + 1, para todo m € N.
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Pela Proposicao (2.0.2) e a Proposigao (3.0.3)) obtemos,
1
hM(T) = Ehtop(Tm); VmeN

IN

%(hwp(Tm) Flog(2) + 1)

L log@) + 1)

1 m
= Ehtop(T )+E

— Doy (T) + %(log(Z) +1).

Tomando, T)]Ll_rgo obtemos que h, (1) < hyop(T') que é a desigualdade desejada.

Agora mostraremos a desigualdade contraria ou seja, hyp(1") < sup h, (1), para isto,
mostraremos que hyy, (1) < sup,, h, (T').

Dado ¢ > 0, para cada n € N, consideremos o conjunto F, de pontos a uma d,-

distancia pelo menos ¢ tal que card(E,) = Nq(f,e,n).

Definamos as seguintes medidas,

n—1
1 1 ,

n — 61 € n — — T: n

g CCLTdEn :JcEZE 8 n ; :

onde §, é a medida delta de Dirac e T v, é definida como segue:
(Tiv,)(A) = v, (THA).

Dado que o conjunto de todas as medidas de probabilidade de Borel sobre um espaco
métrico compacto é um espaco metrizavel compacto, portanto, para cada sequéncia de
medidas tem uma subsequéncia convergente. Além disso, uma sequéncia de medidas p,

converge a uma medida g se e somente se

/sodun%/ @ dp (5.2)
X X

quando n — oo, para toda funcao continua .
Dada uma sequéncia (k,)neny C N tal que

1 1
lim — log cardEy, = lim sup —logcardFE,. (5.3)
n—oo n

n—o0 n
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Seja (€n)nen uma subsequéncia de (ky)nen tal que (py, )nen converge para alguma
medida de probabilidade .

Provaremos que p é T- invariante. Primeiro estabeleceremos um resultado auxiliar
Lema 5.0.1. A transformagao T, : M(X) — M(X) definida por
(Tup)(A) = (T A),
€ continua.

Prova: Demostraremos que se u,, — p, entao Ty, — Ty p, estabelecendo a continui-

dade de T,. Primeiro demostraremos a seguinte afirmacgao

Afirmacao: / odTp = / (poT)du,; Vo € C(X) e p € M(X).
X X

Prova da afirmacgao: Provaremos inicialmente a continuidade, assuma,

/sodT*u=/wdun i € C(X), onde ¢p = poT.
X X

Entao, assim temos que,

/ odTyu = / Y dp,, logo por (5.2) temos que
X X

/wdun%/wdu@/wdﬂun%/wﬂu-
X X X X

Provando o desejado.

Agora por outro lado, provaremos que a afirmagao é valida para fungoes simples

[ it = @

= w(T™'A)

= / 1T*1A du
X

_ /X(leT)d,u.

Dada ¢ € C(X), existem ¢1, g, ..., pp... fungdes simples tais que ¢, — ¢ pontual-

mente, e m < ¢ < M. Pelo Teorema de Convergéncia Dominada (T.C.D) (1.3.2)),
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/sondu—>/ @ dp. Logo,
X X

| et > [ i, (5.4)

[ end@) = [ (onoT)d (5.5)
X X
Dado ¢, — ¢, como T' é continua entao ¢, o T"— ¢ o T pontualmente. Assim,

m < @oT < M. Pelo (T.C.D)

/){(gpnoT)du—)/X(gpoT)du.

Agora pela unicidade do limite de (5.4) e (5.5) obtemos que:

/X pd(Top) = /X (0o T)dp

Finalmente, quando n — oo, temos que (Ty iy, )nen converge para T p. Isto mostra que
a transformacao 7T, é continua. Assim finaliza a demostracao da afirmacao.

Agora provaremos que p ¢ um ponto fixo de T, e portanto, T-invariante.

Podemos escrever;

1 ln—1
Ti(pe,) = T (E_ Tﬁ%)

1=

1
= T, (f_ <l/gn + T*Vgn + TEV&L + ...+ Tf"ll/gn)>

1
= - (T*y@n + T2, +T3v, + ..+ Tf"ygn>

b1
1

— i+1
- e T* yﬁn
ly

=0
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1= ny v
; (i (i
— . TZ * n o _ _tn
AP
=0
Logo, fazendo n — oo,
m (Top) = i L Lo v,
nheo ) = B\ T T T T,
Tt
= lim ( e, | + lim D V) gy (Y

Finalmente, obtemos que T, = p como se desejava.

Agora vamos considerar alguma parti¢do mensuravel particular. Seja { By, ..., By} uma
cobertura de X por bolas de raio inferior a g tal que u(0B;) =0 para i = 1, .., k, onde
0B; denota a fronteira de B;. Isto é possivel sempre, dado que para cada x € X hé no
maximo um nimero contavel de valores de r > 0, tal que ,u(@B (x, 7“)) > 0. Definimos una
partigao & = {C1, ..., Cy} de X dada por

i1
C’1:EeC’i:E\UEparaz’:Z...,k.

j=1

Lema 5.0.2. Seja X um espag¢o métrico compacto e pp € M(X) uma medida de probabi-
lidade.

1. Sex € X ed >0, entao existe &' < § tal que ,u(aB(x,(S’)) =0.

2. Se & > 0, entao eziste uma particao finita & = {Aq,..., Ay} de (X, M) tal que
diam(A;) <6 e p(0A;) =0, para cada j.
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Prova: 1.A prova de o Item 1, sera feita por contra-positiva. Vamos supor que
1(0B(z,8")) # 0 para todo &' < & com &' > 0.

Consideremos a cole¢ao C = {0(B(z,d'));8" < d Ad’ > 0}. Note que C ¢ uma cole¢do
disjunta de conjuntos de medida positiva. Sabendo que toda colecao disjunta de con-
juntos com medida positiva com relagao a uma medida finita do espago X é no méaximo
enumeravel, ou seja, suponha que para cada x € X existem incontaveis 8(B (x, 5')) tais

1
que O(B(z,d")) > — para cada n € N.

1
Observemos que Z - < Zu(B(x, ¢')), também temos que B(z,d) = U dB(x,0")

~ 6'<d
entao,
u(se.0) = u( Uosw)
§'<8
— Zu(@B(az,(S’)).
Finalmente,

00 = Z% < ZM(B@,(S’)) = p(B(z,6)) < p(X) < oo.

logo, temos feita a prova de 1.
2. Dado que X é um espaco métrico compacto, entao existe uma sub-cobertura finita
por bolas abertas, digamos que § = {Bjy, ..., B} é tal cobertura finita formada por bolas

)
de raio menor que 5 eporo item (1), temos que p(0B;) = 0 para j = {0, ..., 7}.
n—1
Seja A; = B; e paran > 1, seja A, = B, \ U By, entdo & = {Ay, ..., A} é uma parti-
i=1

cao de (X, M) com diam(A,) < §. Agora como dA, C U 0B;, temos que 0 < p(0A,,) < Z uoB; =0
i=1
entdo, u(0A,) = 0 para todo n € N. Provando assim o item (2) e finalmente o lema.
k

Entao diam(C;) < € e u(0C;) = 0 para cada i desde 9C; C U 0B;. Além disso, dado
j=1
n—1
que diam(C;) < €, cada elemento §,, = \/ T ¢ tem d,—diametro menor que €, e portanto
=0
cada elemento de &, contém no maximo um ponto em FE,. Portanto, existe exatamente,

um numero cardF, de elementos de &, com v,- medida igual a e portanto,

1
ardF,
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Hun(gn) = - Z Vn(c) log (Vn(o))

Ceén
= log (cardE,).

Dado m,n € N, podemos escrever n = ¢gm +r, onde ¢ > 0 e 0 < r < m. Temos entao

q—1 gm—+r—1
& =Eqmir =\ T7"m v \/ T
j=0 j=qm

e portanto, para cada ¢ = 0,...,m — 1 a particao mensuravel
q—1 gm~+r—1
ni = \/ T m vV ( \/ ¢V fz’)
Jj=0 Jj=qm

¢ um refinamento de &,. Note que

gm—+r—1
card( \/ T¢vV @-) < card(&)*™.

Jj=qm
A ultima desigualdade se verifica da seguinte forma:
Seja ay, ..., a, partigoes tais que o; = {AY, ..., AL}, cada o; tem tantos elementos como
a partigao &, entao card(a; V ...V a,) < (card§)” < (card§)™;r < m. de maneira analoga

i—1

como &; = \/ T7"¢, entdo, card(¢) < (card€)?, logo

qm+r—1k_0 gm+r—1
\/ T¢veg = ( \ T-ﬂf) Vv
J=qm Jj=qm
Note que,
gm—+r—1 )
card(( \/ T_j§> \/§Z~> < (cow“dg)mJrZ
J=qm

< (cardf ) mem

= (cardf ) o,



O seguinte segue da Proposic¢ao -7 Lema e Exemplo (2) que

H,,(&) <

IN

<

q—1 gm—+r—1
zu(VTWH@v V/T%WQ
=0 j=qm

H,

H,

H,

q—1
—Jjm—1
n \/ T J fm
=0
q—1
—Jjm—1
n \/ T I fm
Jj=0

q—1
—Jjm—1
n \/ T I gm
Jj=0

7 T¢v fi)

gm—+r—1
+ Hyn( \V

Jj=qm

+ log(card £)*™

+ 2mlog(card)

q—1
Zan (T‘jm_i§m> + 2mlog(cards).
=0

Agora observemos que dado que a fungéo 1) é concava, temos que

mlql

—Zijm%)s

=0 j5=0

IN

- Z Hun Kgm

Hy, (&m)-

77
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E dado que em (5.3) se cumpre para i = 0,...,m — 1, obtemos

2 2
%HVn(gn) S Hun (Sm) + % log card f,

isto é

H 2
M _|_ _mlogcard 5
m n

1
_Hun (fn) S
n

Por outro lado temos

1 1
—logcard E, = —H,, (&,).
n n

Substituindo n por ¢,, temos

1 1 H m 2
. logcard E,, = ZHW" (&) < % + €—T log card &
Por outro lado, por (4.3), tomando n — oo obtemos
1 1
lim sup —logcard E, = lim sup —log N4(n,¢)
n—00 n n—oo n
i 1
= lim sup —logcard E, (5.7)
n—00 14

n

1
< — lim sup Hy, (&m)-

m n—oo
Agora faremos uso do seguinte lema para mostrar que o limite da ultima linha de (5.7)

converge para H,(&,,) e usaremos o requisito de que p(0B;) =0 para i = 1,..., k.

Lema 5.0.3. Seja (in)neny uma sequéncia de medidas convergentes para p e seja & uma

particao mensurdvel tal que p(0A) = 0;V A € &, entao

lim sup H,,(§) = lim H,, (§) = H,(&).

n—oQ n—oo

Prova: Seja A um conjunto mensurével de £. Dado que (uy,)nen converge para p,
se g : X — [0,1] é uma sequéncia de fungoes continuas decrescendo para y; quando

k — oo, entao

lim sup H,, (A) < lim sup/ O Aty
X

n—oo n—o0

= /sokdu-
X
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Por outra parte e usando o Teorema da Convergéncia Monotona (T.C.M)(1.3.1),

k—o0 k—o0

= /XAdM
X

= u(A).

lim pdy = /lim Yk du
X b's

Dado que p(0A) = 0; isto é,

Assim,

lim sup j,(A) < lim sup p,(A) < p(A) = p(intA) = p(A). (5.8)

n— oo n—oo

Concluindo que
lim sup 1,(A4) < p(A).

n—oo

Por outro lado, sabendo que (X \ A) = 9(A), também temos
lim sup 41, (X \ A) < p(X\ A).
n—oo

e finalmente obtemos que

lim inf p,(A) > p(A). (5.9)

n—o0



80

Entao, de (5.8]) e (5.9) concluisse que,
lim p,(A) = pu(A). (5.10)

n—oo

Agora usando a continuidade de 1 temos o seguinte;

lim H,,(¢) = lim Y ¢(ua(A))

n—o0
Agg

Para finalizar a demostragao, temos que se u(9C) = 0;V C' € &, temos que
w(0C) = 0; para C € &,.

Logo, usando o Lema ({5.0.3)) em (/5.7]), obtemos,

1
lim sup —log Ny(n,e) < EHu(fm)

n— 00 n

1 1
lim lim sup —log Ny(n,e) < lim —H, (&)
n

m—00 N—00 m—o0 M,

1
lim sup —log Ny(n,e) < h,(T,§)

n—00 n

IN

hyu(T)

= sup{h,(T,&);& é partigao de X }.

(5.12)
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Portanto,

1
lim sup —log N(d,,e) < suph,(T)

n—00 n

1
lim lim sup —log N(d,,e) < suph,(T)
n v

e—0n—o0

hiop(T) < suph,(T).
Assim, finalmente obtemos o resultado esperado
hiop(T)= sup{h,(T): p é¢ uma medida T-invariante em M (X)}.
OJ

Teorema 5.0.2. Seja (X, d) um espago métrico compacto e f : X — X continua. Entdo

htop(f) = htr)p(f‘ﬂ(f)>

Antes de mostrar o Teorema ([5.0.2]) mostraremos alguns lemas que serao de utilidade

para provar o Teorema.

Lema 5.0.4. Seja f : X — X uma aplicacao continua e X um espacio métrico compacto.

O conjunto Q(f) € fechado.

Prova: Basta mostrar que o conjunto dos pontos errantes é aberto.

Seja r um ponto errante arbitrario, entao existe uma vizinhanca U de x tal que
unf™U)=0,¥neN.

Dado z € U, tomemos W uma vizinhanga de z, de tal forma que W C U, como te-
mos que (W) C f*(U), entao f"(W)NW C f(U)NU = 0, logo z ¢ um ponto interior de
fH(U)NU. Assim, Q(f) é fechado.

Observacao: Do lema imediatamente anterior, se mostra facilmente que o conjunto

Q(f) é compacto.

Lema 5.0.5. O conjunto Q(f) € invariante.
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Prova: Seja z € Q(f). Considere V uma vizinhanga de f(x). Portanto, U = f~(V)

é uma vizinhanga de x, assim existe m € N tal que f™(U)NU # . Como

0#r(rmU)nu) c W) NfU)

= UV NFTHV))

- V)NV,

Segue que f(x) € Q(f).

Observagao: Se f é um homeomorfismo Q(f) é completamente invariante.
Lema 5.0.6. O conjunto Q(f) € nao vazio.

Para mostrar este lema, daremos em primeiro lugar a definicdo de Omega limite
(wr()).

Definicao 5.0.1. Para um ponto x € X o seu conjunto w — limite € o conjunto de todos

0s pontos de acumulacao da sua orbita positiva,
wr(z) = {y € X|3Ing — oo tal que f™ — y}.
Lema 5.0.7. O conjunto ws(z) C Q(f).

Prova: E claro que se X é compacto, entdo wy(z) # 0 ou seja, dada (7,)nen uma
sequéncia, existe uma subsequéncia (z,, )reny convergente a y € X, logo f™(z) — vy,
portanto y € wy(z).

Seja € X fixo e y € wy(x). Consideremos U uma vizinhanca de y. Basta encontrar
um k € N tal que f*(U)NU # 0 ou em outras palavras devemos encontrar um z € U tal
que f*(z) e U.

Seja k, — oo tal que f*»(x) — y, portanto, existem ko < k; tal que
f¥i(z) € U;i = 0,1. Tomando z = f*(z) e k = k; — ko assim conseguimos que f*(z) € U,
logo f*(U)NU # 0; implicando que wy(z) C Q(f). Portanto Q(f) é nao vazio.
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Corolario 5.0.1. Para qualquer medida f invariante de probabilidade boreliana pu, vale
que p(QU(f)) = 1.
Prova: Primeiro definiremos o conjunto de pontos errantes como sigue:
(Q(f))c = {z € X|3 U aberto que contem z, V n > 0 tal que f*(U)NU = 0}.

Agora podemos escrever X = Q(f) U ((f))¢, logo aplicando p temos:

p(X) = Q) U Q)

L= p(Q() + 1((Q0))%).

Pelo teorema de Recorréncia versao topologica temos que

L= p(Q(f)) +0.

Logo u(2(f)) = 1, para qualquer p invariante.
O
Prova do Teorema : Seja f : X — X é uma fungao e X um espago métrico
compacto. Pelo Corolario (5.0.1) temos que p(Q(f)) = 1, Vi medida de probabilidade f-
invariante.

Seja A C X entao,

p(A) = w(ANQ(f)) +u(AN Q)

= w(ANQ(f))+0

= wANQ(f)).

Seja g = flagy : Qf) = Q(f). Dado que p é f- invariante e definindo
v (A) = n(ANQ(f)), obtemos que v, é g- invariante, ou seja u — v,. Logo
1(A) = vu(A).

Seja P uma partigdo de X, P = {p;}I,, entao,
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n

Z p(pi) log(1(pi)) = > vu(ps) log(vu(pi)).

=1

Obtendo que hy,(f) = h,,(g),entdo,

Logo, htop(f) < htop(g)'

Também temos que:
htop(f) S htop(Q) - htop(f|Q(f)) S htop(f)'
Logo, hiop(g) < huop(f), obtendo que :

htop(f) = htop(g)'



Referéncias Bibliograficas

[1] A. Katok, B. Hosselblatt, Introduction to the Modern Theory of Dinamical

Systems. Cambrigde University Press (1996).

[2] M. Brin, G. Stuck, Introduction to Dynamical Systems. Cambrigde University
Press (2002).

[3] P. Walters, Introduction to Ergodic Theory. Graduate Text In Mathematics.
Springer Verlag, New York-Berlin, (1982).

[4] C. Shannon, A Mathematical Theory of comunication, Bell Systems Technical

Journal (1948).

[5] K. Oliveira, M. Viana. Foudations of Ergodic Theory, Cambridge University
Press, 2016.

[6] Adler, R., Konheim, A. e Mcandrew, H. “Topological Entropy.” Transactions of
the American Mathematical Society, vol. 114, no. 2, 1965, pp. 309-319.

[7] Dinaburg, E. I. A correlation between topological entropy and metric en-

tropy. Doklady Akademii Nauk SSSR, v. 190, n. 1, p. 19-22, 1970.

[8] Goodwyn, L. W. Topological entropy bounds measure-theoretic entopy. Pro-
ceedings of the American Mathematical Society, v. 23, n. 3, p. 679-688, 1969.

[9] Goodman, T. N. T. Relating topological entropy and measure entropy. Bul-
letin of the London Mathematical Society, v. 3, n. 3, p. 176-180, jul. 1971.

85



36

[10] Bowen, R. Entropy for group endomorphism and homogeneous spaces. Tran-

sactions of the American Mathematical Society, n. 153, p. 401-414, Jan 1971.

[11] Casimiro, J.P. Metric Entropy and Topological Entropy: The Variational
Principle. Dissertagao (Mestrado em mateméticas e aplacagoes)-Departamento de

matematica. Universidade Técnica de Lisboa, (2014).

[12] Melo, K. Difeomorfismos de Anosov. Dissertacao (Mestrado em matemaéticas).

Uberlandia-MG, (2016).

[13] Neira, C. Topologia general. Bogota, Colombia: Universidad Nacional de Colom-
bia. 2011.

[14] Munkres,J. R. Topology a first course, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New
Jersey, 1975.

[15] Lima, E. L. Curso de analise, volume 1. 15* Edi¢ao. Rio de Janeiro: IMPA, 2022.



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Índice
	Introdução
	Preliminares 
	Espaços Métricos 
	Topologia 
	Teoria da Medida
	Variedades Topológicas
	Variedades diferenciáveis

	Entropia Topológica 
	Finitude da entropia das aplicações de Lipschitz
	Funções expansivas

	Entropia Métrica  
	Entropia Condicional 
	Princípio Variacional 
	Bibliografia

