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Resumo

Neste trabalho daremos uma prova detalhada do Principio Variacional que estabelece que

a entropia topológica de uma aplicação contínua definida num espaço métrico compacto

é igual ao supremo das entropias de medidas invariantes. Também estabeleceremos re-

sultados da entropia topológica, métrica e condicional de maneira mais explicita. Todo o

anterior foi feito tendo como referencia [11]. Ademais mostraremos um exemplo sobre o

Principio Variacional o qual mostra que a entropia dos conjunto de pontos não errantes

e o mesmo que a entropia do espaço, ou seja a entropia de um conjunto esta carregada

sobre o conjunto de pontos errantes.

Palavras–clave: Entropia Métrica, Entropia Topológica, Principio Variacional, Entropia

Condicional.
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Abstract

In this paper we will give a detailed proof of the Variational Principle which states that

the topological entropy of a continuous application defined in a compact metric space

is equal to the supremum of the entropies of invariant measures. We will also establish

topological, metric and conditional entropies in a more explicit way. All of was done with

reference to [11]. We will also show an example of the Variational Principle which shows

that the entropy of the set of non-errant points is the same as the entropy of the set of

non-errant points is the same as the entropy of space, that is, the entropy of a set is loaded

on the set of wandering points.

Keywords:Metric Entropy, Topological Entropy, Variational Principle, Conditional En-

tropy.
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Introdução

O pioneiro e fundador da termodinâmica o alemão Rudolf Clausius (1822-1888), inventou

a palavra entropia em 1865. Em física, entropia é uma magnitude que mede a parte da

energia que não pode ser usada para realizar um trabalho e que em consequência se perde.

O termo entropia é utilizado em diversas disciplinas do conhecimento , tais como a física,

a química, a matemática, a astrofísica, a linguística, a computação, para fazer referência

a medida de “desordem” que tem um sistema.

Em 1948 em [4] se estabelece a primeira noção de entropia por parte de Claude E.

Shannon (1916-2001), que foi matemático, engeniero e criptógrafo estado-unidense, ele

define a entropia de probabilidade de um vector P = (p1, ..., pn) de valores não negativos

cuja soma é 1 e que pode descrever-se como:

H(P ) = −
n∑
i=1

pi log pi

Com respeito a entropia topológica, definimos um conjunto X ̸= ∅ e uma função

continua f : X → X, para cada x ∈ X se define sua orbita {f i(x)}∞i=0. Se toma-se dois

pontos x, y ∈ X, então se pode definir uma métrica assim:

dfn(x, y) = max{d(fk(x), fk(y)) : 0 ≤ k ≤ n− 1}.

Esta nova distância mede a distância das orbitas de x e y.

Neste contexto a entropia topológica definida como:

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logNd(f, ε, n),

viii
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Onde Nd(f, ε, n) é o máximo cardinal de um conjunto (n, ε)-separado contido em X,

onde X é um espaço métrico compacto, é o invariante mais importante, pois representa a

taxa de crescimento exponencial do número de segmentos de orbita.

Por outro lado, na década de 60, com a contribuição conjunta entre Goodwyn[8],

Dinaburg [7], Goodman[9], mostraram resultados muito importantes relacionado a en-

tropia, este resultado é conhecido como Principio Variacional. Faremos brevemente

uma apresentação do principio variacional, considere o espaço métrico compacto (X, d),

é possível associar uma álgebra de Borel isto é, a σ-álgebra gerada por todas a bolas

abertas Bd(x, ε) com x ∈ X e ε > 0, considere também M(X) o espaço de todas as

medidas de probabilidade sobre esta σ-álgebra e T : X → X uma transformação contínua

mensurável.Definamos a entropia de Kolmogorov-Sinai (que é a antropia com medida ou

entropia métrica) ou seja

hµ(T ) = sup
P:finita

hµ(T,P)

onde P é uma partição mensurável do espaço e o principio variacional nos diz que:

htop(T ) = sup{hµ(T )|µ ∈ M(X,T )}.

onde htop(T ) é uma outra entropia, que não usa medida, apenas a topologia do espaço e

a dinâmica de T , conhecida como entropia topológica.



Capítulo 1

Preliminares

Nosse primeiro capítulo, daremos uma breve introdução dos conceitos que serão de muita

importância para entender os demais capítulos que aqui apresentaremos, os temas que

trataremos são: espaços métricos, topologia e teoria da medida. Muitos dos conceitos

foram estudados de [12], [13] e [14].

1.1 Espaços Métricos

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto. Uma métrica sobre X é uma função d : X ×X → R,

tal que:

1. d(x, y) ≥ 0,

2. d(x, y) = 0 sé, e somente se, x = y,

3. d(x, y) = d(y, x) e

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (desigualdade triangular),

para todo x, y, z ∈ X.

Se d é uma métrica sobre X dizemos que (X, d) é um espaço métrico. A função d

é conhecida como função distância e para cada x, y de X, se diz d(x, y) é a distância

entre x e y.

1
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Exemplos:

• Se X é um conjunto qualquer, a função d : X ×X → R definida por:

d(x, y) =

 0 : se x = y

1 : se x ̸= y

é chamada métrica discreta.

• O plano R2, junto com a função d1 definida por:

d1((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|.

é chamada a métrica da soma.

Definição 1.1.2. Seja (X, d) um espaço métrico, x ∈ X e ε > 0. O conjunto

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} chama-se a bola aberta centrada em x com raio ε. O

conjunto B[x, ε] = {y ∈ X : d(x, y) ≤ ε} chama-se a bola fechada centrada em x com

raio ε.

Definição 1.1.3. Seja (X, d) um espaço métrico. Se A é um subconjunto não vazio de

X então o diâmetro de A, diam(A) é sup{d(x, y) : x, y ∈ A}. Se diam(A) < ∞ então

dizemos que o conjunto A e limitado. Por convenção, o diam(∅) = 0.

Observação: Da definição se tem que o espaço métrico X é limitado se a função d é

limitada.

Definição 1.1.4. Seja (X, d) um espaço métrico. Se A é um conjunto não vazio de X

então a distância d(x,A) de um ponto x ∈ X ao conjunto A é definido como o ínfimo dos

números d(x, a) onde a ∈ A; isto é,

d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A}.

Definição 1.1.5. Sejam (X, d) e (Y, d′) espaços métricos. Uma função f : X → Y é

contínua em um ponto x0 ∈ X se dado ε > 0,∃δ > 0 tal que se d(x, x0) < δ então

d′(f(x), f(x0)) < ε. Se a função f é contínua em cada ponto de X, dizemos simplesmente

que f é contínua.
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Proposição 1.1.1. Sejam (X, d) um espaço métrico e A ⊂ X,A ̸= ∅. Então, a função

de X nos números reais definida por x 7−→ d(x,A) é contínua.

Prova: Seja x0 ∈ X e ε > 0. Se d(x, x0) < ε, então para cada a ∈ A, tem-se que:

d(x,A) ≤ d(x, a)

≤ d(x, x0) + d(x0, a)

< ε+ d(x0, a).

Então,d(x,A)− ε < d(x0, a),∀ a ∈ A. Então d(x,A)− ε ≤ d(x0, A), obtendo

d(x,A)− d(x0, A) ≤ ε. Usando o mesmo raciocínio podemos obter

d(x0, A)− d(x,A) ≤ ε.

Concluindo, |d(x,A)− d(x0, A)| ≤ ε, mostrando o desejado.

□

1.2 Topologia

Definição 1.2.1. Seja X um conjunto. Uma coleção τ de subconjuntos de X tal que

1. ∅ e X pertencem a τ ;

2. Se A1, ..., An ∈ τ , então A1 ∩ ... ∩ An ∈ τ ;

3. Para qualquer família arbitraria de abertos {Aλ}λ∈L com Aλ ∈ τ para cada λ ∈ L,

temos
⋃
λ∈L

Aλ ∈ τ.

é uma topologia sobre X.

Um espaço topológico é um par (X, τ), onde X é um conjunto e τ uma topologia de X.

Observemos que todo espaço métrico (X, d) pode ser considerado um espaço topológico,

onde τ é formada pelos subconjuntos abertos de X.
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Definição 1.2.2. Sejam X e Y dois espaços topológicos. Uma função f : X → Y é

contínua se f−1(A) é um conjunto aberto em X para cada conjunto aberto A de Y .

Definição 1.2.3. Sejam X e Y dois espaços topológicos. Uma função f : X → Y é

contínua em um ponto x ∈ X se para cada aberto V de f(x) em Y existe um aberto U de

x em X tal que f(U) ⊂ V.

Definição 1.2.4. Uma coleção A de subconjuntos do espaço X se diz que cobre X,ou é

uma cobertura de X, se a união dos elementos de A coincide com X.Dizemos que A é

uma cobertura aberta de X se é uma cobertura de X formado por conjuntos abertos de

X.

Definição 1.2.5. Dizemos que um espaço X é compacto se de cada cobertura aberta A

de X podemos extrair uma subcoleção finita que também cobre X.

Definição 1.2.6. Seja X um espaço topológico . Um subconjunto F de X é um conjunto

fechado em X se seu complementar F c é um conjunto aberto.

Teorema 1.2.1. Seja X um espaço métrico e K ⊆ X compacto. Toda sequência

(xn)n∈N ⊆ K tem uma sub-sequência (xnk
)k ∈ N que converge para algum x0 ∈ K.

Prova: Seja (xn)n∈N uma sequência em K. Suponha que para cada x ∈ K, ∃ εx > 0

para o qual existe mx ∈ N tal que xn /∈ B(x, εx),∀ n ≥ mx.

Note que a família de conjuntos {B(x, εx) : x ∈ K, εx > 0} formam uma cobertura

aberta de K, como K é compacto existem x1, x2, ..., xk tais que

K ⊂ B(x1, εx1) ∪B(x2, εx2) ∪ ... ∪B(xk, εxk),

então, xn /∈ K, para n ≥ max{mx1 ,mx2 , ...,mxk} o qual é uma contradição.

Portanto, ∃ x0 ∈ K tal que ∀ ε > 0, existe xk ∈ B(x0, ε).

Agora para cada j ∈ N, existe xnj
∈ B(x0, 1/j) tal que nj > nj−1 a sequência xnj

é

uma sub-sequência de xn, note que d(xnj
, x0) < 1/j, para todo xnj

é uma sub-sequência

que converge para x0.

□
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Teorema 1.2.2. Sejam X um espaço topológico e K ⊂ Xcompacto, se F ⊂ K fechado,

então F é compacto.

Prova: Seja {Uα}α∈I uma cobertura aberta de F , como F é fechado, então F c é

aberto em X. Suponha que existe x ∈ K \ F , então x ∈ F c, isto prova que

K ⊂ F c ∪
⋃
α∈I

Uα

Assim, temos que F c ∪
⋃
α∈I

Uα é uma cobertura aberta para K, pela compacidade de K

existem U1, ..., Un tais que K ⊂ F c ∪
n⋃
i=1

Ui, como F ⊂ K, então

F ⊂ F c ∪
⋃
α∈I

Uα

como F ̸⊂ F c, então F ⊂
n⋃
i=1

Ui. Assim, para toda cobertura aberta de F , existe uma

sub-cobertura aberta finita tal que F está contido. Portanto, F é compacto.

□

1.3 Teoria da Medida

Definição 1.3.1. Uma coleção Σ de subconjuntos de um conjunto X é uma σ-

álgebra em X se;

• X, ∅ ∈ Σ

• Se A ∈ Σ então Ac ∈ Σ.

• Se Aj ∈ Σ, j = 1, 2, 3, ..., então
( ∞⋃
j=1

Aj

)
∈ Σ.

Definição 1.3.2. Se Σ é uma σ-álgebra em X, então X é chamado espaço mensurável

e os elementos de Σ são chamados conjuntos mesuráveis de X.

Definição 1.3.3. Sejam (X,B, µ) e (Y,C, ρ) espaços de probabilidade. Dizemos que

uma aplicação T : X −→ Y é uma transformação mensurável que preserva a medida de

probabilidade µ em X se µ(T−1(C)) = ρ(C).
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Definição 1.3.4. A σ-álgebra de Borel B ou boreliana de um espaço topológico é a σ-

álgebra gerada pela topologia, isto é, a menor σ-álgebra que contém todos os subconjuntos

abertos de X.

Seja (X,Σ) um espaço mensurável. Uma medida em (X,Σ) é uma função µ : Σ → R+

tal que µ(∅) = 0 e

µ

( ∞⋃
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

µ(Aj)

para quaisquer conjunto Aj ∈ Σ disjuntos dois a dois. A segunda propriedade é chamada

de σ-aditividade.

A tripla (X,Σ, µ) é chamado de espaço de medida. Além disso quando temos µ(X) <∞,

dizemos que µ é finita e, se µ(X) = 1 então dizemos que µ é uma medida de probabilidade

e (X,Σ, µ) é um espaço de probabilidade.

Proposição 1.3.1. Se E é um conjunto mensurável e se

χE(x) =


1; se x ∈ E

0; se x /∈ E

então χE é uma função mensurável.

Prova: Seja A um aberto de R, então pode ocorrer:

1. Se 0 /∈ A e 1 /∈ A, então χ−1
E (A) = ∅ que é mensurável em X.

2. Se 0 ∈ A e 1 /∈ A, então χ−1
E (A) = Ec que é mensurável em X.

3. Se 0 /∈ A e 1 ∈ A, então χ−1
E (A) = E que é mensurável em X.

4. Se 0 ∈ A e 1 ∈ A, então χ−1
E (A) = X que é mensurável.

Portanto χE é una função mensurável.

□
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Definição 1.3.5. Uma função s : (X,Σ) → R é uma função simples se assume um

número finito de valores, ou seja, existem E1, .., En com E1 ∪ ...∪En = X e a1, ..., an em

R de modo que

s(x) =
n∑
j=1

ajχEj
(x).

Proposição 1.3.2. O limite pontual (supondo que exista) de uma sequência fn de funções

mensuráveis é mensurável.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Convergência Monótona). Seja 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤

... ≤ ∞ uma sequência crescente de funções mensuráveis em (X,Σ, µ) e suponha fn(x) →

f(x);n→ ∞,∀ x ∈ X. Então f = lim
n→∞

fn é mensurável e
∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Prova: Temos pela proposição (1.3.2) que f é mensurável. Como fn ≤ fn+1 ≤ ... ≤ f

temos que: ∫
X

fndµ ≤
∫
X

fn+1dµ ≤ ... ≤
∫
X

fdµ,∀n.

Então, α := lim

∫
X

fndµ existe e

α ≤
∫
X

fdµ. (1.1)

Seja 0 ≤ s ≤ f uma função simples mensurável, para 0 < c < 1 considere

En := {x; fn(x) ≥ cs(x)}.

Note que En ⊂ En+1 ⊂ ... e
∞⋃
n=1

En = X ou seja, dado x ∈ X, se f(x) = 0, então

s(x) = 0, assim x ∈ E1. Se f(x) > 0 então cs(x) < f(x) visto que c < 1, portanto,

x ∈ En para algum n.

Assim,
∫
X

fndµ ≥
∫
En

fndµ ≥
∫
En

csdµ = c

∫
En

sdµ, então,

lim
n→∞

∫
X

fndµ ≥ c lim
n→∞

∫
En

sdµ ≥ c lim
n→∞

φs(En) = c φs(X) = c

∫
X

sdµ.

Pois φs é uma medida.

Tomando sup
0≤s≤f

na desigualdade de acima, obtemos,
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lim
n→∞

∫
X

fndµ ≥ c

∫
X

fdµ.

Como 0 < c < 1 é arbitrário, logo

α = lim
n→∞

∫
X

fndµ ≥
∫
X

fdµ. (1.2)

Logo de (1.1) e (1.2) temos que:∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

□

Lema 1.3.1 (Lema de Fatou). Se fn : (X,Σ, µ) → [0,∞] mensuráveis, então,

lim
n→∞

inf

∫
X

fndµ ≥
∫
X

( lim
n→∞

inf fn)dµ.

Teorema 1.3.2 (Convergência dominada). Seja fn : (X,Σ, µ) → C uma sequência de

funções mensuráveis e g : (X,Σ, µ) → [0,∞] em L1
µ(X) de forma que |fn(x)| ≤ g(x);n =

1, 2, ..., x ∈ X e f(x) = lim
n→∞

fn(x) existe ∀ x ∈ X. Então,

1. f ∈ L1
X(X)

2. lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0

3. lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

Prova:

1. Pela hipótese temos que |fn| ≤ g então |f | ≤ g, logo
∫
X

|f |dµ ≤
∫
X

gdµ <∞.

Assim, f ∈ L1
µ(X).

2. Como temos que |fn| ≤ g ∀n, então |f | ≤ g, logo,

|fn − f | ≤ |fn|+ |f | ≤ g + g = 2g;∀ n então,
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2g − |fn − f | ≥ 0, pelo Lema de Fatou (1.3.1),∫
X

2gdµ =

∫
X

lim
n→∞

inf(2g − |fn − f |)dµ

≤ lim
n→∞

inf

∫
X

(2g − |fn − f |)dµ

=

∫
X

2gdµ− lim
n→∞

sup

∫
X

|fn − f |dµ

Portanto,

0 ≥ lim
n→∞

sup

∫
X

|fn − f |dµ

TomaremosWn =

∫
X

|fn − f |dµ. Então, lim
∫
X

|fn − f |dµ = 0. Pois se uma sequên-

cia de números reais não negativa neste caso Wn não converge para 0, então o

lim
n→∞

supWn > 0.

3. |
∫
X

fndµ−
∫
X

fdµ| = |
∫
X

(fn − f)dµ| ≤
∫
X

|fn − f |dµ→ 0 quando n → ∞, pelo

item anterior.

□

Definição 1.3.6 (Medidas Invariantes). Sejam (X,Σ, µ) um espaço de medida e

f : X → X uma transformação mensurável. Dizemos que a medida µ e f -invariante se

µ(E) = µ(f−1(E)).

Para todo conjunto mensurável E ⊂ X. Também dizemos que f preserva µ.

Teorema 1.3.3. Seja (X, d) um espaço métrico compacto e f : X → X contínua. Então

f admite ao menos uma medida de probabilidade boreliana f−invariante.

Definição 1.3.7. Um ponto x ∈ X é não-errante se para toda vizinhança U de x existe

n ∈ N tal que U ∩ fn(U) ̸= ∅. Caso contrario diremos que x é errante. Denotamos por

Ω(f) o conjunto de todos os pontos não-errantes.
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Teorema 1.3.4 (Teorema de Recorrência de Poincaré versão mensurável). Seja

f : X → X uma transformação mensurável é µ uma medida finita invariante por f . Seja

E ⊂ X qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0. Então, para µ− qtp x ∈ E existem

infinitos de valores de n para os quais fn(x) também está em E.

Prova: Seja (X,
∑
, µ, f) e E ⊂ X um conjunto mensurável. Considere agora

(
⋂
n∈N

f−n(Ec)) ∩ E = Ẽ = {x ∈ E|fn(x) /∈ E; ∀ n ∈ N}. Mostraremos que µ(Ẽ) = 0.

Afirmação: As pre-imagens f−n são disjuntas duas a duas.

Prova da afirmação: Suponha que existem m,n ≥ 1 e m > n tais que

f−n(Ẽ) ∩ f−m(Ẽ) ̸= ∅. Seja x ∈ (f−n(Ẽ) ∩ f−m(Ẽ)) e seja y = fn(x). Então y ∈ Ẽ,

fm−n(y) = fm(x) ou seja fm−n(y) = fm(f−n(fn(x)) = fm(x) ∈ E, dado que Ẽ ⊂ E.

O argumento anterior implica que y volta a E pelo menos uma vez. Este fato contradiz

a definição de Ẽ, mostrando o desejado.

Como temos pela hipótese que µ é invariante por f , então,

µ(f−n(Ẽ)) = µ(Ẽ),∀ n ∈ N,

Conclui-se que se µ(Ẽ) > 0, logo,

∞ > µ(X) = 1 ≥ µ
( ∞⋃
n=1

f−n(Ẽ)
)
=

∞∑
n=1

µ(f−n(Ẽ)) =
∞∑
n=1

µ(Ẽ) = ∞

Isto força que µ(Ẽ) = 0;, mostrando o desejado.

Seja F = {x ∈ E|fn(x) ∈ E, para finitos valores de n}. Logo como consequência

da definição inicial temos que todo ponto x ∈ F tem algum iterado fk(x) ∈ E e fn(x)

não pertence a E para n > k. Ou seja

F ⊂
∞⋃
k=0

f−k(Ẽ). (1.3)

Logo, tomando µ em (1.3) temos que µ(F ) = 0, como se desejava.

□

Seja X um espaço topológico munido com sua σ-álgebra de Borel B.

Definição 1.3.8. Dizemos que um ponto x ∈ X chama-se recorrente para uma transfor-

mação f : X → X, se existe uma sequência nj → ∞ em N tal que fnj(x) → x.
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Teorema 1.3.5 (Teorema de Recorrência de Poincaré versão Topológica). Supo-

nha que X admite uma base enumerável de abertos. Seja f : X → X uma transformação

mensurável e seja µ uma medida finita em X e invariante por f . Então, µ-qtp x ∈ X é

recurrente para f .

Prova: Consideremos uma base enumerável de abertos Uk de X, onde k ∈ N. Para

cada k, representamos por Ũk ao conjunto de pontos x ∈ Uk que não regressam a Uk. Pelo

teorema de Poincaré versão mensurável sabemos que

µ(Ũk) = 0,

consequentemente,

Ũ =
⋃
k∈N

Ũk, logo se deduze que µ(Ũ) = 0.

Afirmação: Todo ponto x /∈ Ũ é recurrente.

Seja x ∈ (Ũ)c e seja U uma vizinhança qualquer de x. Por definição da topologia gerada

por básicos, existe algum elemento Uk da base de abertos tal que x ∈ Uk e Uk ⊂ U . Como

x não está em Ũ , também temos que x /∈ Ũk, ∀ k. Em outras palavras, ∃n ≥ 1 tal que

fn(x) está em Uk. Em particular, fn(x) também está em U .

Como a vizinhança U é arbitrária, isto prova que x é um ponto recurrente. Mostrando

o desejado.

□

1.4 Variedades Topológicas

Definição 1.4.1. Seja M um espaço topológico. Um sistema de coordenadas locais

ou uma carta local em M é um homeomorfismo φ : U → φ(U) de um subconjunto aberto

U ∈ M sobre um aberto de Rm. Diz-se que m = m(U) é a dimensão de φ : U → φ(U).

Para cada x ∈ U tem-se φ(x) = (φ1(x), ..., φm(x)). Os números φi = φi(x), i = 1, ...,m

são chamados de coordenadas do ponto x ∈M no sistema φ.
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Definição 1.4.2. Um atlas de dimensão m sobre um espaço topológico M é uma coleção

A de sistemas de coordenadas locais φ : U → Rm em M , cujos domínios U cobrem

M . Os domínios U dos sistemas de coordenadas φ ∈ A são chamados as vizinhanças

coordenadas de A.

Definição 1.4.3. Um espaço topológico M é localmente euclidiano de dimensão m se

cada ponto x em M tiver uma vizinhança U tal que exista um homeomorfismo φ de U

para um subconjunto aberto de Rm. Chamamos o par (U,φ : U → Rm) de carta, U de

vizinhança coordenada ou conjunto aberto coordenado, e φ de função de coordenadas ou

sistema de coordenadas em U. Dizemos que uma carta (U,φ) é centrado em x ∈ U se

φ(x) = 0.

Definição 1.4.4. Uma variedade topológica é um espaço de Hausdorff, segundo con-

tável, localmente euclidiano. Diz-se que é de dimensão n se for localmente euclidiano de

dimensão n.

Dados os sistemas de coordenadas φ : U → Rm e ψ : V → Rm no espaço topológico

M , tais que U ∩ V ̸= ∅, cada ponto x ∈ U ∩ V tem coordenadas φi = φi(x) no sistema φ

e coordenadas ψi = ψi(x) no sistema ψ.

A correspondência (φ1(x), ..., φm(x)) ↔ (ψ1(x), ..., ψm(x)) estabelece um homeomor-

fismo ϕφψ = ψ ◦φ−1 : φ(U ∩V ) → ψ(U ∩V ) que é chamado mudança de coordenadas.

1.5 Variedades diferenciáveis

Definição 1.5.1. Duas cartas locais (U,φ), (ψ, V ) num espaço topológico M são ditas

compatíveis se φ(U ∩V ) e ψ(U ∩V ) são abertos em Rm e aplicação de transição ψ ◦φ−1

é um difeomorfismo.

Note que a condição de ψ ◦ φ−1 ser um difeomorfismo implica que φ ◦ ψ−1 também

seja um difeomorfismo.

Observação: A noção de compatibilidade para cartas locais (U,φ) e (V, ψ) faria sen-

tido também na situação mais geral em que φ(U) é um aberto de Rm e ψ(V ) é um aberto
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Rn onde, ao principio, m não precisa ser igual a n mais se U ∩V ̸= ∅, tal compatibilidade

implicaria na existência de um difeomorfismo de um aberto não-vazio de Rm sobre um

aberto de Rn o que implicaria que m = n.

Definição 1.5.2. Um atlas A de dimensão n num espaço topológico M é uma coleção

A = {(Uα, φα);α ∈ I} de cartas locais em M , duas a duas compatíveis, onde cada φα(Uα)

é aberto em Rm, e tal que M =
⋃
α∈I

Uα.

Um atlas A sobre um espaço topológico M é um atlas diferenciável de classe Cr, r ≥ 1,

se todas as mudanças de coordenadas ϕφψ, com φ, ψ ∈ A, são aplicações Cr. Escreve-se

então A ∈ Cr.

Como ϕφψ = (ϕψφ)
−1, os ϕφψ são, de fato difeomorfismo de classe Cr. Seja A um

atlas de dimensão m e classe Cr num espaço topológico M . Um sistema de coordenadas

ϕ : W → Rm em M diz-se admissível relativamente ao atlas A se, para todo sistema

de coordenadas locais φ : U → Rm, pertence a A, com U ∩ W ̸= ∅, as mudanças de

coordenadas ϕφψ e ϕψφ são Cr em M . Em outras palavras, se A ∪ {ϕ} é ainda um atlas

de classe Cr em M .

Um atlas A de dimensão m e classe Cr sobre M diz-se maximal quando contém todos

os sistemas de coordenadas locais que são admissíveis em relação a A.

Todo atlas de classe Cr emM pode ser ampliado, de modo único, até se tornar um atlas

máximo de classe Cr: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissíveis.

Definição 1.5.3. Uma variedade diferenciável, de dimensão m e classe Cr é um par

ordenado (M,A), onde M é um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável e

A é um atlas máximo de dimensão m e classe Cr sobre M .



Capítulo 2

Entropia Topológica

Neste capítulo vamos definir a entropia topológica de um sistema dinâmico. É necessário

deixar claro que de agora em diante todo espaço métrico X será considerado compacto,

a menos que se mencione o contrário. As demonstrações tem como referência [1], [2], [3].

Além disso, para contextualizar o leitor, vamos a inserir algumas definições sobre os

sistemas dinâmicos que serão usados ao longo do desenvolvimento deste capítulo.

Um sistema dinâmico em um tempo discreto, consiste de um conjunto X ̸= ∅ e

uma função f : X → X. Para n ∈ N, a n−ésima iterada de f é a n−upla composição fn =

f◦...◦f n−vezes ou n−tempos; definiremos f 0 como a função identidade, denotaremos por

f 0 = Id. Se f é invertível, então f−n = f−1 ◦ ... ◦ f−1 (n−vezes). Como fn+m = fn ◦ fm,

estas iterações formam um grupo se f for invertível e um semigrupo caso contrário.

Definição 2.0.1. Um ponto p ∈ X é fixo se f(p) = p. O conjunto de todos os pontos

fixos será denotado por Fix(f).

Definição 2.0.2. Um ponto y ∈ X é periódico se existe n ∈ Z+ tais que fn(y) = y. Se

n = min{k : fk(y) = y; k ∈ Z+}, n é chamado período e, neste caso y é chamado periódico

de período n. O conjunto de todos os pontos periódicos será denotados por Per(f).

Definição 2.0.3. Para uma transformação f : X → X, escreveremos Pn(f) como o

número de pontos periódicos de f com período n (não necessariamente mínimo), ou seja,

o número de pontos fixos de fn.

14
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A medida mais natural do crescimento assintótico do número de pontos periódicos é

a taxa de crescimento exponencial p(f) para a sequência Pn(f):

p(f) = lim
n→∞

sup
log (max (Pn(f), 1))

n
. (2.1)

Escrevemos max (Pn(f), 1) em vez Pn(f) para evitar tomar log 0.

Iniciando propriamente o assunto da entropia, seja f : X−→ X uma função contínua

de um espaço métrico compacto X, com distância d. Para cada n ∈ N, introduzimos uma

nova distância em X por:

dfn(x, y) = max{d(fk(x), fk(y)) : 0 ≤ k ≤ n− 1} (2.2)

Em outras palavras, dfn mede a distância entre o segmento de órbita Ifx = {x, ...fn−1(x)}

e Ify = {y, ..., fn−1(y)}. Denota-se a bola aberta {y ∈ X : dfn(x, y) < ε} por Bf (x, ε, n).

Um subconjunto A ⊂ X é (n, ε) − separado se dois pontos distintos quaisquer de A,

estão separados por pelos menos ε na métrica dn. Seja Nd(n, ε) o maior cardinal de um

conjunto (n, ε)− separado, que é finito pela compacidade.

Definição 2.0.4. Suponha que f : X → X é uma transformação contínua num espaço

métrico compacto X. Dado x ∈ X,n ≥ 1 e ε > 0, chamamos bola dinâmica de n−nível

e raio ε em torno de x o conjunto:

Bn(x, ε) = {y ∈ X| d(f i(x), f i(y)) < ε; 0 ≤ i ≤ n− 1}

=
n−1⋂
i=0

f−i(B(f i(x), ε)
)
.

Observação: Para fins de esclarecimento, apresentamos as seguintes notações para

uma dn−bola dinâmica.

Bf (x, ε, n) = Bn(x, ε) = Bf
n(x, ε) = B(x, ε, n).

Definição 2.0.5. A entropia topológica de f é definida por:

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logNd(n, ε). (2.3)

Notemos que a função
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ε 7→ lim
n→∞

sup 1
n
logNd(f, ε, n)

é não decrescente, o limite em (2.3), quando ε→ 0 está bem definido.

Outras definições de entropia

Agora vamos descrever outras caracterizações alternativas importantes da entropia e

algumas equivalências.

Para iniciar, é necessário falar de alguns conjuntos de muita importância;

• Um subconjunto E ⊂ X é chamado de (n, ε) − expansivo se X ⊂
⋃
x∈E

Bf (x, ε, n).

Seja Sd(f, ε, n) o cardinal mínimo de um (n, ε)− expansivo.

• Seja S ⊂ X é um (n, ε) − gerador se para cada x ∈ X existe y ∈ S, tal que

dn(x, y) ≤ ε. Seja Gd(n, ε) o menor número de pontos de um (n, ε)− gerador.

• SejaMd(f, ε, n) o mínimo número de pontos p1, ..., pm deX tal que as bolasBd(p1, ε), ..., Bd(pm, ε)

cobrem X.

Podemos também definir a entropia topológica da seguinte forma:

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f, ε, n); (2.4)

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logGd(f, ε, n); (2.5)

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logMd(f, ε, n). (2.6)

Proposição 2.0.1. Para todo n ∈ N e para todo ε > 0, o número Md(f, n, ε) é igual a

quantidade mínima de bolas dinâmicas Bf (p, ε, n) necessárias para cobrir X.

Prova: Seja uma cobertura {B(n, ε, p1), ..., B(n, ε, pm)} com uma quantidade mínima

m de bolas dinâmicas de raio ε e centros p1, ..., pm respectivamente. Por ser um cobertura,

dado qualquer ponto x ∈ X, existe pi tais que x ∈ B(pi, ε, n). Logo, por definição de

bola dinâmica, dn(x, pi) < ε, dizemos que {p1, ..., pm} é um (n, ε)−gerador. Então, a

quantidade de pontos Md(f, ε, n) de um (n, ε)−gerador minimal e menor ou igual que m.

Revelando que

Md(f, ε, n) ≤ m. (2.7)
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Agora provaremos a desigualdade oposta. Seja p1, ..., pk um (n, ε)−gerador mini-

mal. Então, Md(f, ε, n) = k; onde k é a quantidades mínima de pontos do conjunto

(n, ε)−gerador.

Consideremos as bolas dinâmicas B(n, ε, p1), ..., B(n, ε, pk). Como qualquer ponto x ∈

X está a uma dn−distância menor que ε de algum pi, resulta que x ∈ B(n, ε, pi) para

algum i. Donde X =
k⋃
i=1

B(pi, ε, n), ou seja {B(n, ε, p1), ..., B(n, ε, pk)} é um cobertura

para X.

Portanto, k é maior ou igual que a quantidade mínima m de bolas dinâmicas de raio

ε necessárias para cobrir X. Assim , obtemos

Md(f, ε, n) ≥ m. (2.8)

De (2.7) e (2.8) obtemos que Md(f, ε, n) = m.

□

Teorema 2.0.1. Seja f : X → X uma função contínua. Se d′ é outra métrica de X que

define a mesma topologia que d, então hd′(f)=hd(f).

Demostração: Denotamos a função identidade como:

Id : X → X,

que Id é um homeomorfismo. Logo da compacidade de X, também é uniformemente

contínua. Dado ε > 0, existe δε tal que, se d′(x1, x2) < δε, então d(x1, x2) < ε, para

x1, x2 ∈ X, isto significa que; Bd′(x1, δε) ⊂ Bd(x1, ε). Pela continuidade uniforme temos

que o mesmo vale também para d′nf e dfn, ou seja,

Bd′(f
i(x1), δε) ⊂ Bd(f

i(x1), ε); 0 ≤ i ≤ n− 1.

Como X é compacto, então podemos recobrir o espaço por uma quantidade finita de

bolas Bd′ e Bd, o que significa que:

Sd′(f, δε, n) ≥ Sd(f, ε, n).
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Logo,

lim
n→∞

sup
1

n
logSd′(f, δε, n) ≥ lim

n→∞
sup

1

n
logSd(f, ε, n)

hd′(f, δε) ≥ hd(f, ε)

lim
δε→0

hd′(f, δε) ≥ lim
δε→0

hd(f, ε)

hd′(f) ≥ hd(f, ε)

lim
ε→0

hd′(f) ≥ lim
ε→0

hd(f, ε)

hd′(f) ≥ hd(f).

Assim obtivemos uma das desigualdades. A outra desigualdade segue de modo aná-

logo.

□

Definição 2.0.6. Sejam X e Y espaços métricos. Dadas duas funções contínuas

f : X → X e g : Y → Y dizemos que são topologicamente conjugadas se existe um

homeomorfismo h : X → Y tal que para todo x ∈ X tem-se que h(f(x)) = g(h(x)). Onde

h é chamada conjugação topológica.

Corolário 2.0.1. Sejam f e g funções contínuas. A entropia topológica é um invariante

por conjugação topológica.

Demostração: Seja f : X → X e g : Y → Y topologicamente conjugadas através de

um homeomorfismo h : X → Y . Fixemos uma métrica d em X e definimos d′ em Y, isto

é, d′(y1, y2) = d(h−1(y1), h
−1(y2)), então h é uma isometria e aplicando o Teorema (2.0.1)

temos: hd′(f) = hd(g).

Proposição 2.0.2. Sejam X um espaço métrico compacto e f : X → X uma função

contínua.

1. Se Λ ⊂ X é um conjunto fechado f-invariante, então htop(f |Λ) ≤ htop(f).
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2. Se X =
n⋃
i=1

Λi, onde Λi; i = 1, ..., n, são conjuntos fechados f-invariantes então,

htop(f) = max
1≤i≤n

htop(f |Λi
).

3. htop(fm) = mhtop(f).

Prova:

1. Em primeiro lugar, é evidente que Λ é compacto, assim temos que Λ ⊂
⋃
z∈Λ

Bf |Λ(z, ε, n)

e que X ⊂
⋃
x∈X

Bf (x, ε, n), assim,

Sd(f |Λ, ε, n) ≤ Sd(f, ε, n)

e, aplicando (2.4) temos

lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f |Λ, ε, n) ≤ lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f, ε, n)

htop(f |Λ) ≤ htop(f).

Como se desejava.

2. Mostraremos primeiro que: htop(f) ≤ max
1≤i≤n

htop(f |Λi
). A união de conjuntos (n, ε)−expansivos

para Λ′
is é um conjunto (n, ε)−expansivo para X. Portanto, Sd(f |Λi

, ε, n) e o car-

dinal mínimo de um (n, ε)−expansivo de Λi, então

Sd(n, ε, f) ≤
m∑
i=1

Sd(f |Λi
, ε, n) ≤ m max

1≤i≤m
Sd(f |Λi

, ε, n).

Assim temos que: Sd(n, ε, f) ≤ m max
1≤i≤m

Sd(f |Λi
, ε, n), logo aplicando (2.4), obtemos
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lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f, ε, n) ≤ lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
logm max

1≤i≤m
Sd(f |Λi

, ε, n)

≤ lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logm+ lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
log max

1≤i≤m
Sd(f |Λi

, ε, n)

lim
ε→0

h(f, ε) ≤ 0 + lim
ε→0

max
1≤i≤m

h(f |Λi
, ε)

htop(f) ≤ max
1≤i≤m

htop(f |Λi
). (2.9)

A segunda desigualdade é evidente, ou seja como cada Λi são subconjuntos de X,

então particularmente,

max
1≤i≤m

htop(f |Λi
) ≤ htop(f). (2.10)

Mostrando o desejado. Agora de (2.9) e (2.10) obtemos que:

htop(f) = max1≤i≤m htop(f |Λi
).

3. Mostraremos que htop(fm) ≤ mhtop(f). Temos que:

df
m

n (x, y) = max{d(f im(x), d(f im(y))); 0 ≤ i ≤ n− 1}

≤ max{d(f i(x), d(f i(y))); 0 ≤ i ≤ mn− 1}

= dfnm(x, y).

Portanto, qualquer dfmn ε− bola contém uma dfnm ε− bola.

Ou seja B(f, ε, nm) ⊂ B(fm, ε, n), assim temos que, Sd(fm, ε, n) ≤ Sd(f, ε,mn),
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aplicando (2.4), obtemos,

lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f

m, ε, n) ≤ lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f, ε,mn)

≤ m lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

mn
logSd(f, ε,mn)

htop(f
m) ≤ mhtop(f). (2.11)

Mostrando assim a desigualdade desejada. Agora mostraremos a desigualdade

oposta, ou seja, htop(fm) ≥ mhtop(f).

Dado que f é uniformemente contínua, para cada ε > 0 existe δ(ε) > 0 com δ(ε) ∈

(0, ε) tal que dfm(x, y) < ε quando d(x, y) < δ(ε) ou seja, B(x, δ(ε)) ⊂ Bf (x, ε,m).

Dado que dfmn(x, y) = max{d(f im(x), f im(y)); 0 ≤ i ≤ n− 1} assim, dfmn(x, y) < ε

quando dfmn (x, y) < δ(ε) ou seja

Bfm(x, δ(ε), n) =
n−1⋂
i=0

f−imB(f im(x), δ(ε))

⊂
n−1⋂
i=0

f−imBf (f
im(x), ε,m)

= Bf (x, ε,mn),

isto é, Bfm(x, δ(ε), n) ⊂ Bf (x, ε,mn).

Assim,

Sd(f, ε,mn) ≤ Sd(f
m, δ(ε), n).

Aplicando (2.4), temos que

lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f, ε,mn) ≤ lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f

m, δ(ε), n)
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m lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

mn
logSd(f, ε,mn) ≤ lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
logSd(f

m, δ(ε), n)

mhtop(f) ≤ htop(f
m). (2.12)

De (2.11) e (2.12) se conclui que htop(f
m) = mhtop(f). Concluindo a prova da

proposição. □

Lembre-se que o d− diametro de um conjunto A ⊂ X é o número

sup{d(x, y);x, y ∈ A}.

Dado ε > 0, seja Dd(f, n, ε) o menor número de conjuntos de d-diâmetro menor que ε

necessários para cobrir X.

Proposição 2.0.3. Para cada n ∈ N e ε > 0, temos que:

Dd(f, 2ε, n) ≤Md(f, ε, n) ≤ Nd(f, ε, n) ≤Md(f, ε/2, n) ≤ Dd(f, ε/2, n).

Prova:

• Provaremos que: Dd(f, 2ε, n) ≤ Md(f, ε, n). Tomemos os pontos p1, ..., pm ∈ X tal

que para cada x ∈ X temos que dfn(x, pi) < ε para algum i,. Claramente, as dfn −

bolas abertas Bf (pi, ε, n) cobrem todo X. Logo como Bf (pi, ε, n) tem dfn−diâmetro

menor ou igual a 2ε, então podemos concluir que, Dd(f, 2ε, n) ≤Md(f, ε, n).

• Provaremos que: Md(f, ε, n) ≤ Nd(f, ε, n). Agora tomemos um conjunto de pontos

p1, ..., pm ∈ X tais que dn(pi, pj) ≥ ε para i ̸= j. Note que X − {p1, ..., pm} satisfaz

que dn(x, pi) < ε para algum i, logo, Md(f, ε, n) ≤ Nd(f, ε, n).

• Provaremos que: Nd(f, ε, n) ≤Md(f, ε/2, n).

Nesta desigualdade, podemos ver que nenhuma dn−bola de raio ε/2 pode conter dois

pontos a uma dn−distância de ε, portanto, é evidente queNd(f, ε, n) ≤Md(f, ε/2, n).
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• Finalmente, provaremos que: Md(f, ε/2) ≤ Dd(f, ε/2, n). Tomemos agora uma

cobertura para X, digamos que A1, ..., An é tal cobertura por conjuntos de dn−

diâmetro menor que 2ε. Agora tomemos um ponto pi ∈ Ai, para cada i. Logo,

Ai ⊂ Bn(pi, ε/2) e
m⋃
i=1

Bn(pi, ε/2) ⊃ X. Assim, Md(f, ε/2, n) ≤ Dd(f, ε/2, n).

□

Lema 2.0.1. Se (an)n∈N é uma sequência de números positivos tal que an+m ≤ an + am

para cada n,m ∈ N, então

lim
k→∞

ak
k

= inf
{ak
k

: k ∈ N
}
≥ 0. (2.13)

Prova: Como a sequência é uma sequência de números positivos, logo é limitada

inferiormente por zero.

Definamos c = inf {an
n
}; quando n ≥ 1, a ideia é mostrar que lim

n→∞
an
n
= c.

Seja ϵ > 0 qualquer e k ∈ N tais que c ≤ ak
k
< c+

ϵ

2
. Seja R = max {ai; 1 ≤ i ≤ k − 1}.

Dado n ∈ N existem q ≥ 0 e r ∈ {0, ..., k − 1} tal que n = qk + r.

an
n

=
aqk+r
qk + r

≤ aqk + ar
qk + r

≤ qak + ar
qk + r

≤ qak
qk + r

+
R

n

=

(
qk

qk + r

)(
ak
k

)
+
R

n
.

Dado que n = qk + r, podemos obter qk = n− r, assim;

=

(
n− r

n

)(
ak
k

)
+
R

n
. Onde,
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lim sup
n→∞

an
n

≤ lim sup
n→∞

{(n− r

n

)(
ak
k

)
+
R

n

}

=
ak
k
< c+ ϵ.

Assim,

lim sup
n→∞

an
n

≤ c, ou seja

lim sup
n→∞

an
n

≤ lim inf
n→∞

an
n

Por outro lado, sempre vale que

lim inf
n→∞

an
n

≤ lim sup
n→∞

an
n
.

Concluindo finalmente que:

lim sup
n→∞

an
n

= lim inf
n→∞

an
n
,

ou seja,

lim
n→∞

an
n

= c.

Lema 2.0.2. Dados m,n ∈ N e ε > 0, temos que,

Dd(f, ε,m+ n) ≤ Dd(f, ε, n)Dd(f, ε,m).

Prova: Seja U uma cobertura para X por Dd(f, ε, n) conjuntos de dfn−diâmetro

menor que ε, ou seja, sup{dfn(x, y) < ε;x, y ∈ Ui;Ui ∈ U} e W outra cobertura de X por

Dd(f, ε,m) conjuntos de dfm−diâmetro, ou seja, sup{dfm(z, r) < ε; z, r ∈ Wj;Wj ∈ W}.

Logo o conjunto,

V = Ui ∪ T−n(Wj);Ui ∈ U e Wj ∈ W

tem dm+n−diâmetro menor que ε.
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Isto é dm+n(x, y) = sup{dn(x, y), dm(fn(x), fn(y))} < ε.

Logo V contém no máximo Dd(f, ε, n)Dd(f, ε,m) conjuntos e V também é uma co-

bertura para X.

Portanto,

Dd(f, ε,m+ n) ≤ Dd(f, ε, n)Dd(f, ε,m).

□

Exemplo 1:

Seja Ã uma matriz com entradas enteiras de 2 × 2 com determinante igual a 1 e

valores próprios λ, λ−1 com |λ| > 1; e seja A : T2 → T2 o automorfismo toral hiperbólico

associado, então htop(A) = log(λ).

Solução:

• Definamos a projeção natural: π : R2 → T2 que é um homeomorfismo local satisfa-

zendo πÃ = Aπ.

• Qualquer métrica d̃ em R2 invariante sobre traslações inteiras, induz uma métrica

d em T2, onde d(x, y) é a d̃-distância entre os conjuntos π−1(x), π−1(y), para estas

métricas π é uma isometria local.

• Sejam v1 e v2 os vetores próprios de A de comprimento 1 correspondentes ao valores

próprios λ, λ−1.

• Para x, y ∈ R2, escrevemos x− y = a1v1+ a2v2 e definimos d̃(x, y) = max(|a1|, |a2|).

• Uma d̃-bola de raio ε é um paralelogramo cujos lados são de comprimento 2ε e

paralelos a v1 e v2.

As bolas abertas são;

•
{
y ∈ T2/d̃(Ai(x), Ai(y)) < ε; i = {0, ..., n− 1}

}
.

• Na métrica d̃n (definida por Ã) é um paralelogramo de raio ε com comprimento

2ε|λ|−n na direção v1 e 2ε na direção v2.
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• Qual é o volume de uma bola aberta?

Observe que o volume desta bola aberta é

Vn =
4ε2

|λ|n
(2.14)

• Logo precisamos de pelo menos:

k =
|λ|n

4ε2
(2.15)

bolas, para cobrir o toro.

• Para garantir que todo o toro seja coberto, vamos definir um pequeno deslocamento

da forma (x+
1

5
, y +

1

5
) onde (x, y) são os centros das bolas no toro.

• Com o anterior deslocamento obtivemos outro recobrimento com o mesmo cardinal

que o primeiro.

Portanto temos que para fazer um recobrimento total do toro precisamos de k1

bolas, de forma que

k1 =
2|λ|n

4ε2
=

|λ|n

2ε2
(2.16)

• Assim temos de (2.14) e (2.15) que:

k =
|λ|n

4ε2
⩽ Nd̃(A, ε, n) ⩽

|λ|n

2ε2
= k1. (2.17)

Finalmente aplicando: lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
log encontramos o desejado:

htop(A) = log(λ).

Agora daremos uma demostração de um caso mais geral do automorfismo hiperbólico

do toro.

Proposição 2.0.4. Seja Ã uma matriz inteira de m × m, com polinômio caraterístico

irredutível sobre Q e com todas raízes reais simples, tal que det(Ã) = ±1. Considere

λ1, . . . , λs os autovalores de Ã, tais que |λi| > 1, i = 1, . . . , s. Considere A o automorfismo

de Tm induzido de Ã, então htop(A) =
s∑
i=1

log(|λi|).
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Prova: Seja a projeção π : Rm → Tm que é um homeomorfismo local e satisfaz

πÃ = Aπ. Qualquer métrica d̃ definida em Rm, induz uma métrica d em Tm, dado que

é um invariante por traslações, onde d̃(x, y) é a d̃−distância entre os conjuntos π−1(x) e

π−1(y).

Sejam v1, ..., vs os autovetores onde; |vi| = 1; i = 1, ..., s, correspondentemente a os au-

tovalores λ1, ..., λs. Definamos agora uma dN -bola dinâmica assim, {y ∈ Tm; d(Aj(x), Aj(y)) <

ε; j = 0, ..., N − 1} e sejam x = (x1, ..., xm) e y = (y1, ..., ym), onde x e y estão em coor-

denadas dadas por uma base de autovetores de norma 1. Logo faremos as iterações da

seguinte forma:

d(A0(x), A0(y)) < ε ⇐⇒ max{|y1 − x1|, |y2 − x2|, ..., |ym − xm|}

d(A1(x), A1(y)) < ε ⇐⇒ max{A|y1 − x1|, A|y2 − x2|, ..., A|ym − xm|}

... ⇐⇒ ...

d(AN−1(x), AN−1(y)) < ε ⇐⇒ max{AN−1|y1 − x1|, AN−1|y2 − x2|, ..., AN−1|ym − xm|}

Do anterior temos que:

|y1 − x1| < ε

...

|ym − xm| < ε

Como λ1, ..., λs > 1, então,

|Av1| = |λ1||v1| > v1
...

|Avs| = |λs||vs| > vs

(2.18)
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Assim temos que:

A|y1 − x1| < ε ⇐⇒ |λ1||y1 − x1| < ε⇐⇒ |y1 − x1| <
ε

|λ1|
...

AN−1|ym − xm| < ε ⇐⇒ |λs|N−1|ym − xm| < ε⇐⇒ |ym − xm| <
ε

|λs|N−1

Generalizando o raciocínio

|y1 − x1| <
ε

|λ1|N−1

...

|ym − xm| <
ε

|λs|N−1
.

Então o comprimento de cada aresta da bola dinâmica paralela a vi; i = 1, ...,m tem

comprimento dado respectivamente por

2ε

|λ1|N−1
, ...,

2ε

|λs|N−1
.

Calculando o volume de uma bola dinâmica VdN = |λ1|·|λ2|·...·|λs| =
2NεN

|λ1|N · ... · |λs|N
.

Agora, calculando a quantidade de bolas dinâmicas para realizar o primeiro recobrimento

temos k ∈ R tal que

k

(
2NεN

|λ1|N · ... · |λs|N

)
≥ 1.

k ≥ |λ1|N · ... · |λs|N

2NεN

Como cada bola dinâmica é uma bola aberta, então parte de Tn não fica totalmente

coberto, para isso é preciso fazer um novo recobrimento que consiste em uma pequena

translação, assim a cardinalidade do novo recobrimento é:

2k ≥
(
2λ1|N · ... · |λs|N

2NεN

)
≥ |λ1|N · ... · |λs|N

2N−1εN
.

Agora, seja Sd̃(A,N, ε) a cardinalidade de um conjunto (N, ε)−expansivo, então temos

|λ1|N · ... · |λs|N

2NεN
≤ Sd̃(A,N, ε) ≤

|λ1|N · ... · |λs|N

2N−1εN
.
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Logo, fazendo uso da definição da entropia obtemos que: htop(A) =
s∑
i=0

log |λi| mostrando

o desejado. □

2.1 Finitude da entropia das aplicações de Lipschitz

Uma classe importante das funções contínuas são as funções de Lipschitz. De fato toda

transformação C1 entre variedades compactas é Lipschitz.

Definição 2.1.1. Seja (X, d) um espaço métrico, f : X → X uma função contínua

Lipschitz. A constante de Lipschitz L(f) que é definida por

L(f) := sup
x ̸=y

d(f(x), f(y))

d(x, y)
.

Definição 2.1.2. Sejam (X, d) um espaço métrico compacto e b(ε) o menor cardinal de

uma cobertura de X por ε− bolas. Então,

D(X) := lim sup
ε→0

log b(ε)

| log(ε)|
∈ R ∪ {∞}. (2.19)

é chamado dimensão esférica de X.

Teorema 2.1.1. Sejam (X, d) um espaço métrico compacto de dimensão esférica finita

D(X) e f : X → X uma aplicação de Lipschitz contínua. Então,

htop(f) ≤ D(X)max(0, logL(f)).

Prova: Seja 1 < max{(1, L(f))}, então L > 1 para qualquer caso, então

d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y) < ε e realizando as iterações temos,

d(fm(x), fm(y)) ≤ ... ≤ Lnd(x, y) < ε, então,

d(fm(x), fm(y)) ≤ ... ≤ d(x, y) ≤ L−nε < ε.

Em particular, pela continuidade temos que fm(B(x, Lnε)) ⊂ B(fm(x), ε), portanto

B(x, Lnε)) ⊂ B(f(x), ε), quando 0 ≤ m ≤ n.

Logo temos que, S(f, n, ε) ≤ b(Lnε).
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A prova desta última desigualdade segue agora.

Seja fm(B((x), εL−n)) ⊂ B(fm, εL−n+m) ⊂ B(fm(x), ε); 0 ≤ m ≤ n. Seja K ⊂ X

é (n, ε) − expansivo se, e somente se, ∀y ∈ X, ∃k ∈ K tal que d(f i(x), f i(y)) < ε;

0 ≤ i ≤ n− 1, então S(f, ε, n) = min{#k; k ∈ X}.

Logo, B(x, Lnε) é uma cobertura para X por L−nε bolas, tal que os centros das bolas

formam um conjunto (n, ε)− expasivo, portanto,

S(f, n, ε) ≤ b(n, Lnε).

Por outra parte, analisaremos | log(L−nε)|, então,

| log(L−nε)| = | log(L−n) + log(ε))|

= | − n log(L) + log(ε)|

= |n log(L)− log(ε)|.

Logo se n é um valor muito grande, temos que n log(L) − log(ε) > 0, portanto, isto, é o

mesmo que:

|n log(L)− log(ε)| = n log(L)− log(ε).

Assim,

| log(L−nε)| = n log(L)− log(ε).

Despejando n temos:

n =
| log(L−nε)|+ log(ε)

log(L)

n =
| log(L−nε)|+ log(ε)

log(L)
· | log(L

−nε)|
| log(L−nε)|

n =
| log(L−nε)|
| log(L−nε)|

+
log(ε)

| log(L−nε)|
· | log(L

−nε)|
| log(L−nε)|
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n = 1 +
log(ε)

n log(L)− log(ε)
· | log(L

−nε)|
| log(L)|

n = 1 +

(
1

n

)
log(ε)

log(L)− 1
n
log(ε)

· | log(L
−nε)|

| log(L)|

n =

(
1 +O

(
1

n

))
· | log(L

−nε)|
| log(L)|

Lembre que :

logS(f, ε, n)

n
≤ log b(L−nε)

n

logS(f, ε, n)

n
≤ log b(L−nε)(

1 +O
(
1
n

))
· | log(L−nε)|

| log(L)|

.

Aplicando limites temos:

lim
ε→0

sup lim
n→∞

1

n
logS(f, ε, n) ≤ lim

ε→0
sup lim

n→∞

log(L) · log b(L−nε)(
1 +O

(
1
n

))
| log(L−nε)|

≤ lim
ε→0

sup lim
n→∞

log(L)(
1 +O

(
1
n

)) · lim
ε→0

sup lim
n→∞

log b(L−nε)

| log(L−nε)|

htop(f) ≤ log(L) ·D(X).

□.

No seguinte exemplo faze uma aplicação das funções de Lipschitz e mostrará a dimen-

são de um retângulo em R2.

Exemplo 2: Seja ∆ um retângulo em R2 e tome um recobrimento por bolas abertas

com a métrica do máximo, onde x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2.

dmax(x, y) := max{|x1 − x2|, |y1 − y2|}.

Tome o recobrimento de cardinalidade n × n = n2 bolas (ver Figura 2.1). Como as

fronteiras de cada bola é aberta, então, precisamos de um novo recobrimento. Basta
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Figura 2.1: Retângulo ∆ ⊂ R2.

tomar o dobro do primeiro, logo o cardinal do novo recobrimento é 2n2. Assim se pode

estabelecer a seguinte desigualdade

n2 ≤ b(ε) ≤ 2n2. (2.20)

Por outra parte temos que os raios das bolas tem comprimento ε =
1

2n
, então

log(b(ε))

log(ε)
=

log(b(ε))

log( 1
2n
)

=
log(b(ε))

−| log( 1
2n
)|

=
log(b(ε))

| log(2n)|

=
log(b(ε))

log(2n)
.
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A última igualdade se tem dado que para n suficientemente grande o log(2n) > 0.

Logo aplicando lim
ε→0

sup lim
n→∞

em (2.20) temos

lim
ε→0

sup lim
n→∞

log(n2)

log(ε)
≤ lim

ε→0
sup lim

n→∞

log(b(ε))

log(ε)
≤ lim

ε→0
sup lim

n→∞

log(2n2)

log(ε)

lim
ε→0

sup lim
n→∞

log(n2)

log(2) + log(n)
≤ lim

ε→0
sup lim

n→∞

log(b(ε))

log(ε)
≤ lim

ε→0
sup lim

n→∞

log(2n2)

log(2) + log(n)
.

Aplicando limites infinitos temos

2 ≤ lim
ε→0

sup
log(b(ε))

log(ε)
≤ 2

2 ≤ D(∆) ≤ 2.

Portanto, a D(∆) é 2.

2.2 Funções expansivas

Definição 2.2.1. Um homeomorfismo (correspondentemente uma função contínua)

f : X → X se chama expansivo se existe uma constante δ > 0 tal que se,

d(fn(x), fn(y)) < δ, para todo n ∈ Z(correspondentemente, n ∈ N0), então, x = y.

O número máximo δ0 que satisfaz esta propriedade é chamada constante de ex-

pansividade do sistema dinâmico. Pela compacidade, a propriedade de ser expansivo

não depende da escolha particular de uma métrica sobre X que define uma topologia

dada, e portanto é um invariante por conjugação topológica. Entretanto, a constante de

expansividade depende da escolha da métrica.

Lema 2.2.1. Seja X um espaço métrico compacto e f : X → X um homeomorfismo

expansivo com constante de expansividade δ0. Então para 0 < ε <
δ0
2

e δ > 0, existe Cε,δ

tal que para todo n ∈ N, temos
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Nd(f, δ, n) ≤ Cδ,εNd(f, ε, n).

Prova: Para 0 < ε <
δ0
2

, seja N ∈ N e α > 0 tal que df2N+1(f
−N(x), f−N(y)) < 2ε =⇒

d(x, y) < δ e d(x, y) ≤ α =⇒ df2N+1(f
−N(x), f−N(y)) ≤ δ.

Para mostrar as implicações anteriores é necessário demostrar o seguinte lema:

Lema 2.2.2. Seja f : X → X um homeomorfismo δ0- expansivo. Sejam 0 < ε <
δ0
2

, δ > 0

então existe N = N(ε, δ);N ≥ 0 tal que d|i|≤N(f i(x), f i(y)) < 2ε, então d(x, y) < δ0.

Prova: Como X é compacto então existem subsequências xnk
e ynk

convergentes em

X a pontos x̄ e ȳ respetivamente. Suponha por absurdo que para cada n ∈ N0, existe

xn, yn tais que d|i|≤N(f i(xn), f i(yn)) ≤ 2ε, então d(x, y) ≥ δ. Como X é compacto então

existem subsequências xnk
, ynk

convergentes em X a pontos x̄ e ȳ respetivamente.

Então

d(xnk
, ynk

) ≥ 2δ =⇒ d(x̄, ȳ) ≥ 2δ > 0. (2.21)

Assim, x̄ ̸= ȳ.

O anterior é possível dado que aplicamos limite quando k → ∞ e a continuidade da

função distância.

Escolha m ∈ Z, m ≥ 0. Seja k0 tal que nk0 ≥ |m|. Considere k ≥ k0, temos

d(f i(xnk
), f i(ynk

)) ≤ 2ε,∀k ≥ k0, então

d(f i(xnk
), f i(ynk

) ≤ 2ε =⇒ d(fm(xnk
), fm(ynk

) ≤ 2ε,∀k ≥ k0

=⇒ d(fm(x̄), fm(ȳ) ≤ 2ε < δ0. (2.22)

De (2.21) e (2.22) temos que x̄ ̸= ȳ então d(fm(x̄), fm(ȳ)) < δ0,∀m ∈ Z o que é um

absurdo! Logo f não é expansivo.

□

Portanto,

df2N+1(f
−N(x), f−N(y)) ≤ 2ε =⇒ d(x, y) < δ e d(x, y) ≤ α =⇒ df2N+1(f

−N(x), f−N(y)) < δ.



35

A existência de N é dada pela expansividade e a existência de α é dada pela continuidade

uniforme.

Seja E um conjunto (n, ε) − separado maximal e F um conjunto (n, δ) − separado

maximal. Para todo x ∈ E existe z(x) ∈ F tal que dfn(x, z(x)) < ε.

De fato, se não acontece isto, então, para um certo x̄ ∈ E ocorre que

dfn(x̄, z(x̄)) ≥ ε,∀z ∈ F =⇒ F ∪{x̄} é (n, ε)−separado o que é um absurdo, pois contradiz

a maximalidade de F .

Portanto, Card(E) ≤
∑

z∈F Card(Ez), onde Ez := {x ∈ E | z(x) = z} e a afirmação

se deduz uma vez que encontremos um limite em Card(Ez) que não dependa de n.

Observe que, para n > 2N vale queN < n−N < n, então n > 2N . Para x, y ∈ Ez tem-

se que dfn(x, y) ≤ 2ε pela definição de Ez. Portanto, d(f i(x), f i(y)) ≤ δ, para i ∈ [N, n−N ]

pela escolha de N e portanto, pela escolha de α e dado que {x, y} é (n, δ)- separado,

d(x, y) > α ou d(fn(x), fn(y)) > α.

Portanto,

card(Ez) = card{(x, fn(x))|x ∈ Ez}

≤ max{cardA|A ⊂ X ×X e ∀ a, b ∈ A, d(a, b) > α} :=M.

desde que o (x, fn(x)) forma exatamente um conjunto α-separado.

□

Corolário 2.2.1. Se f : X → X é expansivo com constante de expansividade δ0, e

0 < δ <
δ0
2

, então hd(f, δ) = htop(f).

Prova: Sejam ε, δ > 0 tal que 0 < δ <
δ0
2

onde δ0 é a constante de expansividade.

Existem C1
δ,ε, C

2
δ,ε, constantes. Aplicando o Lema (2.2.1), temos que 0 < δ <

δ0
2

, então

existe C1
δ,ε tal que:

Nd(f, δ, n) ≤ C1
δ,εNd(f, ε, n).

Logo aplicando definição de entropia temos:
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lim
n→∞

sup
1

n
log(Nd(f, δ, n)) ≤ lim

n→∞
sup

1

n
log(C1

δ,εNd(f, ε, n))

hd(f, δ) ≤ hd(f, ε)

De maneira análoga e usando C2
δ,ε obtemos

hd(f, ε) ≤ hd(f, δ).

Revelando que hd(f, ε) = hd(f, δ). Finalmente,

lim
ε→ 0

hd(f, ε) = lim
ε→ 0

hd(f, δ)

htop(f) = h(f, δ).

□

Proposição 2.2.1. p(f) ≤ htop(f) para um homeomorfismo expansivo f de um espaço

métrico compacto.

Prova: Seja δ0 a constante de expansividade, logo Fix(fn) é (n, δ0)− separado, para

n ∈ N;x ̸= y ∈ Fix(fn).

Seja S : max{d(f i(x), f i(y)) | 0 ≤ i < n};x ̸= y. Observe que δ > δ0, pois

d(f i(x), f i(y)) ≥ δ0 porém dado que δ é o máximo d(f i(x), f i(y)) ≤ δ.

Seja ε > 0 tal que δ0 ≥ ε então temos que d(f i(x), f i(y)) ≥ ε, x ̸= y, logo temos um

conjunto Nd(f, n, ε)− separado. Assim, temos que

N(f, n, δ0) ≤ N(f, n, ε).

aplicando a definição de entropia concluímos que:

p(f) ≤ htop(f).

□
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Proposição 2.2.2. Se f : X → X é expansivo, onde δ0 é a constante de expansividade.

h : X → X uma função contínua tal que d(x, h(x)) < δ0,∀x e f ◦ h = h ◦ f ; então h é

igual a função identidade.

Prova: Considere que existem f e h como no enunciado , mas que h(x) = y ̸= x ou seja

h não é a identidade. Pela definição de expansividade temos então que, d(fn(x), fn(y)) ≥

δ0.

Logo temos que: fn(y) = fn(h(x)) = h(fn(x)), dado que f ◦ h = h ◦ f . Chamaremos

fn(x) = z, então d(z, h(z)) ≥ δ0, isto contradiz que f é expansiva. Revelando que, h é a

identidade.

□

Teorema 2.2.1 (Teorema de Misiurewicz-Przytycki). Se M é uma variedade suave

compacta orientável e f :M →M de classe C1, então htop(f) ≥ log |grau(f)|.

Algumas definições antes de iniciar a demostração.

Definição 2.2.2 (Grau de f). Seja M um conjunto compacto e conexo. Seja f :M →M

uma aplicação de recobrimento, então dado y ∈M temos que:

#f−1({y}) = n,∀y ∈M .Definimos n = grau(f).

Definição 2.2.3 (Ponto Regular). Seja f : N → M de classe C1,onde M e N são

variedades suaves. Um ponto x ∈ N é chamado um ponto regular (para f) se Df é

invertível em x. x ∈ X é chamado valor regular (de f) se f−1({x}) consistir em pontos

regulares e caso contrario, um valor singular.

Outra forma de definir o grau de f, é:

Um elemento ω de volume positivo em M é uma n − forma contínua. Se diz que ω

esta normalizado se: ∫
M

ω = 1

Pode-se mostrar que
∫
f ∗ω = k onde k = graux(f);x é regular.

As definições de grau com mais detalhes estão nas paginas 310-313 de nossa referência

[1].
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Definição 2.2.4. (Teorema de Sard). Se f ∈ C1(M,N), então o conjunto de valores

singulares de f tem medida de Lebesgue zero.

Prova: Teorema de Misiurewicz-Przytycki

Seja ω uma forma de volumem em M , α ∈ (0, 1) arbitrário . Seja

L := supx∈X Jf(x) <∞, pois f é de classe C1.

Agora sejam ε = L−α/α−1 e B := {x | |Jf(x)| ≥ ε}. Cubra B por abertos, sobre os

quais f é injetiva e tome δ o número de Lebesgue da cobertura.

Fixemos n ∈ N e seja

A = {x ∈M | #(B ∩ {x, f(x), f 2(x), ..., fn(x)}) ≤ αn}.

Note que, se x ∈ A,

Jfn(x) =
n−1∏
j=0

Jf(f i(x)) < ε(1−α)nLαn = 1.

Segue também que, se x ∈ A, então,

#
(
{x, f(x), f 2(x), ..., fn−1(x)} ∩Bc

)
> (1− α)n. (2.23)

onde Bc = {x ∈M | |Jf(x)| < ε}.

Por (2.22) podemos selecionar (1− α)n valores de i tais que Jf(f i(x)) < ε, e para os

outros valores αn de i, Jf(f i(x)) < L.

Portanto, o volume fn(A) é menor que o volume de M e pelo Teorema de Sard

(2.2.4), existe um valor regular x ∈ M \ fn(A) de fn. Seja S o conjunto dos pon-

tos singulares de f , então vol(S) = 0 e como f é C1 então vol(f i(S)) = 0, portanto,

vol
( ∞⋃
i=1

f i(S)
)
= 0. Como x é ponto regular de fn, então x é regular em f , esta afirmação

é dada pela aplicação da regra da cadeia.

Dado f−n({x}) escolhemos o maior subconjunto (n, δ)− separado.

Uma vez que x é regular, então #f−1({x}) é pelo menos N , onde N = grau(f) ou

seja, N é o número de pré-imagens. Se N pré-imagens de x estão em B, tomemos Q1

exatamente N pre-imagens de x em B (transição boa). Caso contrário tome Q1 como

uma única pré-imagem fora de B (transição ruins).
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Afirmação: Qn é (n, δ)− separado.

Prova: Sejam y1, y2 ∈ Qn tais que d(f i(y1), f i(y2)) ≤ δ; i = 0, ..., n − 1. Onde δ é o

número de Lebesgue

Tomando, i = n− 1 temos:

z1 = fn−1(y1)

z2 = fn−1(y2)

1. Se z1, z2 ∈ Bc, então z1 = z2 e fn−1(y1) = fn−1(y2).

2. se z1, z2 ∈ B e d(z1, z2) < δ, f(z1) = f(z2) = x, pois como f é injetiva em B, então

z1 = z2.

Em qualquer caso para a escolha de quaisquer zn com n ∈ N, se tem que z1 = z2 =

z3 = ... = zn = z Agora bem, se tomamos i = n− 2 temos:

w1 = fn−2(y1)

w2 = fn−2(y2).

Pelo mesmo raciocínio conclui-se que w1 = w2.

Aplicando recursivamente este argumento, concluímos que y1 = y2. Ou seja, se y1 ̸= y2

então d(f i(y1), f i(y2)) ≥ δ; para algum i = 0, ..., n− 1, portanto, Qn é (n, δ)− separado.

□

Agora, Qn ⊂ f−n({x}) ⊂ f−n(M \fn(A)) ⊂M \A, logo, Qn∩A = ∅, ou seja Qn ⊂ Ac.

Por definição existem no máximo de αn valores de k, onde k ∈ {0, ..., n− 1} tais que

fk(y) ∈ B, para passar de x a y ∈ Qn, existem pelo menos m := αn+1 "boas transições",

pois as "transições ruins"passan fora de B.

Finalmente, #Qn ≥ Nm ≥ Nαn implicando que Nd(f, δ, n) ≥ Nαn, logo
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lim
n→∞

sup
1

n
logNd(f, δ, n) ≥ lim

n→∞
sup

1

n
logNαn

htop(f) ≥ lim
n→∞

sup
1

n
logαnN

≥ α logN

≥ logN

= log |grau(f)|. □

Exemplo 3. Seja f : C → C uma função racional da esfera de Riemann.

Seja f(z) = P (z)/Q(z) onde P,Q polinômios primos relativos. Assim C ∼= S2, então

f : S2 → S2, onde f é C1 e S2 compacta.

Nestas condições o grau(Rw(z)) = max(grauP, grauQ). Agora, considere a equação

P (z)

Q(z)
= w.

Escolha w tal que R(w) = 0 não tenha raízes múltiplas.

Logo

f(z) = w

P (z)

Q(z)
= w

P (z) = Q(z)w

P (z)−Q(z)w = 0.
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Logo Rw(z) = P (z) − wQ(z) = 0. Agora temos que escolher w tal que o termo líder de

wQ(z) não anule o termo líder de P (os w que satisfazem isso tem medida total).

Afirmação: w é tal que Rw(z) = 0 tem raiz múltipla, então w é imagens de um valor

singular de f ; w = f(z0) onde z0 é valor singular de f ou seja f ′(z0) = 0.

Prova: suponha Rw(z0) = 0 e z0 uma raiz múltipla. Agora tomando

 P (z0)− wQ(z0) = 0 (1)

P ′(z0)− wQ′(z0) = 0. (2)

Logo, multiplicando a equação (1) e (2) por Q′(z0) e Q(z0) respectivamente

 P (z0)− wQ(z0) = 0(Q′(z0))

P ′(z0)− wQ′(z0) = 0(Q(z0))

fazendo a substração se tem,

P ′(z0)Q(z0)− P (z0)Q
′(z0) = 0.

Então

(
P

Q

)′

(z0) = 0, ou seja, f ′(z0) = 0. Do anterior temos que

P (z0)− wQ(z0) = 0 =⇒

(
P

Q

)
(z0) = w =⇒ f(z0) = w

mostrando que de fato w é imagem de um valor singular. Portanto, o grau de f é igual

ao máximo dos graus algébricos de P e Q. Pelo Teorema (2.2.1) temos que

htop(f) ≥ logmax(grauP, grauQ).

De fato, a desigualdade inversa htop(f) ≥ logmax(grauP, grauQ) também se tem, logo

concluímos que

htop(f) = logmax(grauP, grauQ).

Definição 2.2.5. Uma função contínua f :M →M é chamada expansora se para algum

µ > 1, ε0 > 0 e cada x, y ∈ X com x ̸= y e d(x, y) < ε0 se tem d(f(x), f(y)) > µd(x, y).
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Exemplo 4. Seja M um variedade riemanniana compacta e f :M →M uma função

expansora de classe C1. Mostrar que:

htop(f) = log |grau(f)|.

Prova: Seja f : M → M , C1, expansora. Tomemos D = |grau(f)| = n de pre-

imagens de qualquer ponto. Pelo Teorema (2.2.1) temos que

htop(f) ≥ log |grau(f)|. (2.24)

Então, somente temos que mostrar que: htop(f) ≤ log |grau(f)|.

Seja ε > 0, n > 0 inteiro, dado S0 ∈ M um conjunto (0, ε)−gerador ou seja dado

y ∈M , ∃ x ∈ S0 tal que d(x, y) < ε.

Seja Sn = f−n(S0).

Afirmação: Sn é um conjunto (n, ε)−gerador.

Prova da afirmação: Como fn é sobrejetora, dado y ∈M , existe x tal que fn(x) = y.

Seja z ∈ S0 tal que d(z, y) < ε, então existe w ∈ Sn tal que fn(w) = z. Portanto,

d(fn(w), fn(x)) < ε.

Usando a hipótese que f é expansora, temos que:

• Seja λ > 1 o fator de expansão de f , existe wn−1 ∈ f−1(fn(w)) tal que d(wn−1, f
n−1(x)) <

ε

λ
.

• Seja λ > 1 o fator de expansão de f , existe wn−2 ∈ f−2(fn(w)) tal que d(wn−2, f
n−2(x)) <

ε

λ2
.

Continuando de maneira indutiva temos,

• Seja λ > 1 o fator de expansão de f , existe wn−n = w0 ∈ f−n(z) tal que d(w0, x) <
ε

λn
< ε.

Logo assim, Sn é (n, ε)− gerador, mostrando a prova da afirmação.

Seja α o cardinal de conjuntos (0, ε)−gerador de S0, então o cardinal de Sn = Dnα.

Logo tomando M(n, ε)=min{#K|K é (0, ε)- gerador}≤ Dnα.
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Agora aplicando a definição de entropia

lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logM(n, ε) ≤ lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
log(Dnα)

htop(f) ≤ lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
log(Dn) + lim

ε→0
lim
n→∞

sup
1

n
log(α)

= lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
log(Dn)

= lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
n log(D)

= lim
ε→0

lim
n→∞

sup log(D)

= log(D)

= log |grau(f)|.

Assim obtemos que:

htop(f) ≤ log |grau(f)|. (2.25)

Logo de (2.24) e (2.25) obtemos o desejado.



Capítulo 3

Entropia Métrica

No Capítulo 3, definiremos inicialmente que uma partição de X, é uma coleção finita

de conjuntos (ζ) essencialmente disjuntos mensuráveis Ci (chamados elementos de ζ),

cuja união cobre todo X a menos de medida zero. Dizemos que uma partição ζ ′ é um

refinamento de ζ e escrevemos ζ ≤ ζ ′ (ou ζ ′ ≤ ζ).

• Entropia métrica

Seja (X,A, µ) um espaço mensurável com µ(X) = 1.

Definição 3.0.1. Dizemos que uma família finita ξ ⊂ A é um partição de X (com respeito

de µ) se:

1. µ(
⋃
C∈ξ

C) = 1.

2. µ(C ∩D) = 0 para quaisquer C,D ∈ ξ com D ̸= C.

Definição 3.0.2. A entropia de uma partição mensurável ξ de X (com respeito de µ) é

dada por:

Hµ(ξ) = −
∑
C∈ξ

µ(C) log µ(C). (3.1)

com a convenção que 0 log(0) = 0.

44
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Pois se f(x) = x log x, então,

lim
x→0

x log x = lim
x→0

log x
1
x

.

Dado que obtemos uma indeterminação, usando a regra de L’Hopital, obtendo assim;

lim
x→0

[−x] = 0.

Obtendo a convenção.

Exemplo 2: Considere o espaço X = [0, 1] com a medida de Lebesgue µ. Ademais,

para cada k ∈ N, considere a partição mensurável,

[0, 1) = {Cj :=
[
j

k
,
(j + 1)

k

)
; j = 0, ..., k − 1}

de X, que consiste de k intervalos de igual medida µ(Cj) =
1

k
.

Temos:

Hµ(ξk) = −
k−1∑
j=0

µ(Cj) log µ(Cj)

= −
k−1∑
j=0

1

k
log
(1
k

)

= −
k−1∑
j=0

1

k
(log(1)− log(k))

= −
(
k
1

k
(log(1)− log(k)

)

= −(− log(k))

= log(k).

Seja ψ : [0, 1] → R uma função contínua definida por:

ψ(x) =

 −x log x ; se 0 < x ≤ 1

0 ; se x = 0.
(3.2)
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Calculando a segunda derivada obtemos: ψ′′ = −1

x
< 0, para x > 0, então a função ψ é

estritamente concava e portanto;

p∑
i=1

aiψ(xi) ≤ ψ

( p∑
i=1

aixi

)
. (3.3)

Para quaisquer número x1, ..., xp, a1, ..., ap ∈ [0, 1] tal que
p∑
i=1

ai = 1.

Em particular, a desigualdade anterior permite dar um limite superior para a entropia

em termos da cardinalidade de ξ. Se k = card ξ, obtemos:

Hµ(ξ) = k
∑
C∈ξ

1

k
ψ
(
µ(C)

)

≤ kψ
(∑
C∈ξ

µ(C)

k

)

= kψ
( ∞∑
i=1

µ(Ci)

k

)

= kψ
[1
k

( ∞∑
i=1

µ(Ci)
)]

= kψ
[1
k

(
µ
( ∞⋃
i=1

Ci
))]

= kψ
[1
k
(1)
]

= log k

= log(card ξ).

Finalmente, Hµ(ξ) ≤ log(card ξ).

Definição 3.0.3. Sejam duas partições mensuráveis ξ e η de X, dizemos que η é um

refinamento de ξ se para cada D ∈ η existe C ∈ ξ tal que µ(D \ C) = 0.
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Proposição 3.0.1. Seja ξ e η partições mensuráveis de X. Se η é um refinamento de ξ,

então:

Hµ(ξ) ≤ Hµ(η). (3.4)

Prova: Como η é um refinamento, podemos escrever:

Hµ(η) =
∑
D∈η

ψ(µ(D)).

Então dado tal refinamento, temos que D ⊂ C logo escrevemos

Hµ(η) =
∑
C∈ξ

∑
D⊂C

ψ(µ(D))

Para cada C ∈ ξ, temos∑
D⊂C

(µ(D)) = µ(C)

ψ(µ(C)) = ψ

(∑
D⊂C

(µ(D))

)

= −
∑
D⊂C

µ(D) log
∑
D⊂C

µ(D)

≤ −
∑
D⊂C

µ(D) log µ(D)

=
∑
D⊂C

ψ(µ(D)).

Logo temos

ψ(µ(C)) ≤
∑
D⊂C

ψ(µ(D)).
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Finalmente aplicando somatório as desigualdades temos

∑
C∈ξ

ψ(µ(C)) ≤
∑
C∈ξ

∑
D⊂C

ψ(µ(D))

Hµ(ξ) ≤ Hµ(η).

Mostrando o desejado.

□

Dadas duas partições mensuráveis ξ e η de X, definimos a partição mensurável:

ξ ∨ η = {C ∩D : C ∈ ξ,D ∈ η}. (3.5)

Podemos supor que os elementos da partição ξ ∨ η tem medida positiva.

Esta partição é um refinamento de ambas partições e ξ ∨ η é a partição mais pequena

em termos de cardinalidades.

Proposição 3.0.2. Se T : X −→ X é uma transformação mensurável que preserva a

medida de probabilidade µ em X e ξ é uma partição mensurável de X, então:

lim
n→∞

1

n
Hµ(ξn) = inf

n∈N

1

n
Hµ(ξn) (3.6)

existe, quando;

ξn =
n−1∨
k=0

T−k(ξ) = ξ ∨ T−1(ξ) ∨ ... ∨ T−(n−1)(ξ), (3.7)

para todo n ∈ N.

Para mostrar esta proposição é preciso provar os seguintes lemas:

Lema 3.0.1. Se ξ e η são partições mensuráveis de X, então

Hµ(ξ ∨ η) ≤ Hµ(ξ) +Hµ(η). (3.8)
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Prova:
Hµ(ξ ∨ η) =

∑
C∈ξ,D∈η

ψ(µ(C ∩D))

= −
∑

C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D) log µ(C ∩D)

= −
∑

C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D) log

(
µ(C ∩D)

µ(C)

µ(C)

)

= −
∑

C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D)

(
log

µ(C ∩D)

µ(C)
+ log µ(C)

)

= −
∑

C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D) log

(
µ(C ∩D)

µ(C)

)
−

∑
C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D) log µ(C)

=
∑

C∈ξ,D∈η

µ(C)ψ

(
µ(C ∩D)

µ(C)

)
−

∑
C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D) log µ(C)

=
∑
D∈η

∑
C∈ξ

µ(C)ψ

(
µ(C ∩D)

µ(C)

)
−
∑
C∈ξ

∑
D∈η

µ(C ∩D) log µ(C).

Fixemos D ∈ η no primeiro termo e fixemos também C ∈ ξ no segundo termo

≤
∑
D∈η

ψ

(∑
C∈ξ

µ(C)
µ(C ∩D)

µ(C)

)
−
∑
C∈ξ

µ(C) log µ(C)

=
∑
D∈η

ψ

(∑
C∈ξ

µ(C ∩D)

)
−
∑
C∈ξ

µ(C) log µ(C))

=
∑
D∈η

ψ(µ(D))−
∑
C∈ξ

ψ(µ(C).

Mostrando finalmente que: Hµ(ξ ∨ η) ≤ Hµ(η) +Hµ(ξ).
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Agora consideremos a partição mensurável

T−n(ξ) =
{
T−nC : C ∈ ξ

}
. (3.9)

Lema 3.0.2. Se ξ é uma partição mensurável de X, então

Hµ(T
−nξ) = Hµ(ξ), (3.10)

para todo n ∈ N.

Prova: A prova sera feita por indução.

• Para n = 1.

Hµ(T
−1(ξ)) =

∑
C∈ξ

ψ(µ(T−1(C)))

= −
∑
C∈ξ

µ(T−1C) log µ(T−1C)

= −
∑
C∈ξ

µ(C) log µ(C); pela invariância de T .

= −
∑
C∈ξ

ψ(µ(C))

= Hµ(ξ).

• Suponha válido para n = k, então temos que:

Hµ(T
−k(ξ)) = Hµ(ξ).

• Provaremos para n = k + 1.
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Hµ(T
−1(ξ)) =

∑
C∈ξ

ψ(µ(T−(k+1)(ξ)))

= −
∑
C∈ξ

µ(T−k−1(ξ)) log(µ(T−k−1(ξ)))

= −
∑
C∈ξ

µ(T−1(T−k(ξ))) log(µ(T−1(T−k(ξ))))

= −
∑
C∈ξ

µ(T−k(ξ)) log(µ(T−k(ξ))); pela invarianza de T.

=
∑
C∈ξ

ψ(µ(T−k(ξ)))

= Hµ(T
−k(ξ))

= Hµ(ξ).

O que conclui a prova do lema.

Agora vamos realizar uma observação mais profunda sobre as partições da forma des-

crita em (3.7).

Dados n,m ∈ N, temos

ξn+m = ξn ∨ T−nξm.

Podemos escrever;
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ξn+m =

{
n+m−1⋂
j=0

T−jCj : Cj ∈ ξ para cada j.

}

=

{(
n−1⋂
j=0

T−jCj

)
∩

(
n+m−1⋂
j=n

T−jCj

)
: Cj ∈ ξ para cada j

}

=

{(
n−1⋂
j=0

T−jCj

)
∩T−n

(
m−1⋂
k=0

T−kDk

)
: Cj, Dk ∈ ξ para cada j, k

}

= ξn ∨ T−nξm.

Usando as observações e os lemas anteriores, obtemos,

Hµ(ξn+m) = Hµ(ξn ∨ T−n(ξn))

= Hµ(ξn) +Hµ(T
−n(ξm))

= Hµ(ξn) +Hµ(ξn), para todo n,m ∈ N.

Definição 3.0.4. Seja T : X −→ X é uma transformação mensurável que preserva a

medida de probabilidade µ em X. Definimos a Entropia Métrica de T com respeito a

µ e a partição mensurável ξ de X por:

hµ(T, ξ) = lim
n→∞

1

n
Hµ(ξn), (3.11)

com ξn como em (3.7). Finalmente, definimos a entropia métrica de T com respeito de µ

por

hµ(T ) = sup{hµ(T, ξ) : ξ é uma partição mensurável de X}.

Proposição 3.0.3. Temos hµ(T k) = khµ(T ) para cada k ∈ N.

Prova: Primeiro mostraremos que hµ(T k) ≤ khµ(T ), para cada k ∈ N. É claro que
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nk−1∨
i=0

T−iξ é um refinamento de
n−1∨
i=0

T−kiξ. Portanto, pela Proposição (3.0.1) temos,

Hµ

( n−1∨
i=0

T−kiξ

)
≤ Hµ

( nk−1∨
i=0

T−iξ

)

lim
n→∞

1

n
Hµ

( n−1∨
i=0

T−kiξ

)
≤ lim

n→∞

1

n
Hµ

( nk−1∨
i=0

T−iξ

)
.

Por (3.7) temos que,

lim
n→∞

1

n
Hµ

(
ξn

)
≤ lim

n→∞

1

nk
Hµ

( nk−1∨
i=0

T−iξ

)
.

Pela Definição (3.0.4) temos;

hµ(T
k, ξ) ≤ lim

n→∞

1

n
Hµ

( nk−1∨
i=0

T−iξ

)
.

Da expressão do lado direito temos nk iterações, implicando,

hµ(T
k, ξ) ≤ lim

n→∞

1

n
Hµ

( n−1∨
i=0

T−iξ

)
= khµ(T, ξ).

Assim,

hµ(T
k, ξ) ≤ khµ(T, ξ).

Tomando o sup em ξ, implica que hµ(T k) ≤ khµ(T, ξ), provando o desejado.

Agora provaremos que hµ(T k) ≥ khµ(T, ξ).

Observe que
n−1∨
ℓ=0

T−kℓξk =
nk−1∨
i=0

T−iξ, logo fazendo n→ ∞,
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lim
n→∞

1

n
Hµ

(
n−1∨
i=0

T−kℓξk

)
= lim

n→∞

1

n
Hµ

(
nk−1∨
i=0

T−iξ

)

hµ(T
k, ξk) = khµ(T, ξ)

hµ(T
k) = sup

ξ
hµ(T

k, ξ)

≥ sup
ξ
hµ(T

k, ξk)

= k sup
ξ
hµ(T, ξ)

= khµ(T ).

Mostrando que hµ(T k) ≥ khµ(T, ξ).

Portanto,

hµ(T
k) = khµ(T, ξ).

□



Capítulo 4

Entropia Condicional

A ideia neste capítulo é dar a conhecer o concito de entropia condicional. Com a noção

que a entropia condicional é a entropia de uma partição com respeito de uma medida de

probabilidade da partição digamos ξ de X condicionada a outra partição de X digamos

η, se pode estabelecer uma caracterização da entropia métrica. Estas noções sará usadas

no próximo capitulo.

Definição 4.0.1. Dadas duas partições mensuráveis ξ e η de X, definimos a entropia

condicional de ξ com respeito de η por:

Hµ(ξ|η) = −
∑

C∈ξ,D∈η

µ(C ∩D) log
µ(C ∩D)

µ(D)
. (4.1)

A noção de entropia condicional pode ser usada para dar a seguinte caracterização da

entropia métrica.

Teorema 4.0.1. Se T : X → X é uma transformação mensurável que preserva a medida

de probabilidade µ em X e ξ é uma partição mensurável de X então:

hµ(T, ξ) = lim
n→∞

Hµ(ξ|
n−1∨
i=0

T−i(ξ)). (4.2)

Para estabelecer a existência do limite em (4.2), usaremos os seguintes resultados

auxiliares mostrando que a sequência Hµ(ξ|
n−1∨
i=0

T−i(ξ)) é não decrescente.
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Lema 4.0.1. Se η é um refinamento de ζ, então

Hµ(ξ|η) ≤ Hµ(ξ|ζ), para qualquer partição ξ.

Demostração:

Hµ(ξ|ζ) = −
∑

C∈ξ,D∈ζ

µ(C ∩D) log
µ(C ∩D)

µ(D)

= −
∑

C∈ξ,E∈η

µ(E)
∑
D∈ζ

µ(D)

µ(E)

µ(C ∩D)

µ(D)
log

µ(C ∩D)

µ(D)

=
∑

C∈ξ,E∈η

µ(E)
∑
D∈ζ

µ(D)

µ(E)
ψ

(
µ(C ∩D)

µ(D)

)

≤
∑

C∈ξ,E∈η

µ(E)ψ

(∑
D∈ζ

µ(D)

µ(E)

µ(C ∩D)

µ(D)

)

=
∑

C∈ξ,E∈η

µ(E)ψ

(∑
D∈ζ

µ(C ∩D)

µ(E)

)
.

Agora como temos que ζ é um refinamento de η, então:

∑
D∈ζ

µ(C ∩D)

µ(E)
=

∑
D∈ζ,D⊂E

µ(C ∩D)

µ(E)

=
µ(C ∩ E)
µ(E)

.

Dai obtemos:∑
C∈ξ,E∈η

µ(E)ψ

(∑
D∈ζ

µ(C ∩D)

µ(E)

)
=

∑
C∈ξ,E∈η

µ(E)ψ

(
µ(C ∩ E)
µ(E)

)

= −
∑

C∈ξ,E∈η

µ(E)
µ(C ∩ E)
µ(E)

log
µ(C ∩ E)
µ(E)
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= −
∑

C∈ξ,E∈η

µ(C ∩ E) log µ(C ∩ E)
µ(E)

= Hµ(ξ|η).
Para finalizar a prova do Teorema (4.0.1), precisamos do seguinte resultado.

Lema 4.0.2. Se ξ, η e ζ são partições mensuráveis de X, então

Hµ(ξ ∨ ζ|η) = Hµ(ξ|ζ ∨ η) +Hµ(ζ|η).

Demostração:

Hµ(ξ ∨ ζ|η) = −
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E) log µ(C ∩D ∩ E)
µ(E)

= −
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E) log

(
µ(C ∩D ∩ E)

µ(E)

(
µ(D ∩ E)
µ(D ∩ E)

))

= −
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E) log

(
µ(C ∩D ∩ E)
µ(D ∩ E)

(
µ(D ∩ E)
µ(E)

))

= −
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E)

(
log

(
µ(C ∩D ∩ E)
µ(D ∩ E)

)
+

(
log

µ(D ∩ E)
µ(E)

))

= −
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E) log

(
µ(C ∩D ∩ E)
µ(D ∩ E)

)

−
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E) log

(
µ(D ∩ E)
µ(E)

)

= −
∑

C∈ξ,D∈ζ,E∈η

µ(C ∩D ∩ E) log

(
µ(C ∩D ∩ E
µ(D ∩ E)

)
−

∑
D∈ζ,E∈η

µ(D ∩ E) log

(
µ(D ∩ E
µ(E)

)

= Hµ(ξ|ζ ∨ η) +Hµ(ζ|η).
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Em particular, para a partição trivial η = {X} segue-se do Lema (3.0.1) que:

Hµ(ξ ∨ ζ) = Hµ(ξ|ζ) +Hµ(ζ). (4.3)

Agora usaremos indução para provar que:

Hµ(ξn) = Hµ(ξ) +
n−1∑
j=1

Hµ(ξ|
j∨
i=0

T−iξ). (4.4)

• Para n = 1 é evidente.

• Para n = 2.

Hµ(ξ2) = Hµ(ξ ∨ T−1ξ)

= Hµ(ξ) +Hµ(ξ|T−1ξ).

• Para n=3.

Hµ(ξ3) = Hµ(ξ ∨
2∨
j=1

T−jξ).

Agora tomando α2 = T−1(ξ2) ou seja α2 = T−1ξ ∨ T−2ξ,

Hµ(ξ3) = Hµ(ξ ∨ α2)

= Hµ(α2) +Hµ(ξ|α2)

= Hµ(T
−1ξ2) +Hµ(ξ|α2)

= Hµ(ξ2) +Hµ(ξ|T−1ξ ∨ T−1)

= Hµ(ξ) +Hµ(ξ|T−1ξ) +Hµ(ξ|T−1ξ ∨ T−1)

= Hµ(ξ) +
2∑
j=1

Hµ(ξ|
j∨
i=1

T−iξ).
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• Suponha para n = k, então:

Hµ(ξk) = Hµ(ξ) +
k−1∑
j=1

Hµ(ξ|
j∨
i=0

T−iξ).

• Provaremos para n = k + 1

Tomando θk = T−1(ξk) ou seja θk = T−1ξ ∨ T−2ξ ∨ ... ∨ T−kξ. Então:

Hµ(ξk+1) = Hµ(ξ ∨ θk)

= Hµ(θk) +Hµ(ξ|θk)

= Hµ(T
−1(ξk)) +Hµ(ξ|θk)

= Hµ(ξk) +Hµ(ξ|θk)

= Hµ(ξ) +
k−1∑
j=1

Hµ(ξ|
j∨
i=1

T−iξ) +Hµ(ξ|
j∨
i=1

T−iξ)

= Hµ(ξ) +
k∑
j=1

Hµ(ξ|
j∨
i=1

T−iξ).

Dado que a sequênciaHµ

(
ξ|

n∨
i=1

T−iξ
)

converge, se deduz de: Hµ(ξn) = Hµ(ξ) +
n−1∑
j=1

Hµ

(
ξ|

j∨
i=1

T−iξ
)

que:

hµ(T, ξ) = lim
n→∞

1

n
Hµ(ξn), pela Definição (3.0.4).

= lim
n→∞

1

n

(
Hµ(ξ) +

n−1∑
j=1

Hµ

(
ξ|

j∨
i=1

T−iξ
))

= lim
n→∞

1

n
(Hµ(ξ) + lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=1

Hµ

(
ξ|

j∨
i=1

T−iξ

)
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= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=1

Hµ

(
ξ|

j∨
i=1

T−iξ

)
.

Como lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=1

Hµ

(
ξ|

j∨
i=1

T−iξ

)
= lim

n→∞

1

n
Hµ

(
ξ|
n−1∨
i=1

T−iξ

)
, então, temos finalmente

que:

hµ(T, ξ) = lim
n→∞

1

n
Hµ

(
ξ|
n−1∨
i=1

T−iξ

)
.

□

Dada uma partição mensurável ξ de X, denotaremos por A(ξ) a σ-álgebra gerada

por ξ, que é a mais pequena σ-álgebra que contém todos os elementos de ξ. Ademais,

denotaremos por
∨
n∈I

A(ξn) a σ-álgebra gerada pela partição mensurável ξn para n ∈ I.

Teorema 4.0.2. Seja T : X → X uma transformação que preserva a medida de pro-

babilidade µ em X. Se (αn)n∈N é uma sequência de partições mensuráveis de X com
∞∨
n=1

A(αn) = A tal que αn+1 é um refinamento de αn para cada n ∈ N, então;

hµ(T ) = lim
n→∞

hµ(T, αn) = sup
n∈N

hµ(T, αn).

Demostração: Seja
n−1∨
i=0

T−1αm+1 um refinamento de
n−1∨
i=0

T−1αm. Pela Proposição

(3.0.1) temos:

Hµ

( n−1∨
i=0

T−iαm

)
≤ Hµ

( n−1∨
i=0

T−iαm+1

)
; Para qualquer m,n ∈ N.

lim
n→∞

1

n
Hµ

( n−1∨
i=0

T−1αm

)
≤ lim

n→∞

1

n
Hµ

( n−1∨
i=0

T−1αm+1

)
.

Pelo Teorema (4.0.1), obtemos;

hµ(T, αm) ≤ hµ(T, αm+1); para cada m ∈ N.

Uma vez que a sequência hµ(T, αn) é não decrescente temos que

lim
n→∞

hµ(T, αn) = sup
n∈N

hµ(T, αn).
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Agora estabeleceremos três resultados auxiliares, que combinados dará os resultado

desejado.

Lema 4.0.3. (Lema indutivo).

Fixada uma partição β vale que:

Hµ(
n−1∨
i=0

T−iα|β) ≤
n−1∑
i=0

Hµ(T
−iα|β); (4.5)

∀n ≥ 2 e qualquer partição α.

Demonstração:

• Provaremos para n=2.

Hµ(
1∨
i=0

T−iα|β) = Hµ(T
−1α ∨ α|β)

= Hµ(T
−1α|α ∨ β) +Hµ(α|β)

≤ Hµ(T
−1α|β) +Hµ(α|β)

=
1∑
i=0

Hµ(T
−iα|β).

• Suponha para n = k, então

Hµ(
k−1∨
i=0

T−iα|β) ≤
k−1∑
i=0

Hµ(T
−iα|β).

• Provemos para n = k + 1

Hµ(
k∨
i=0

T−iα|β) = Hµ(
k∨
i=1

T−iα ∨ α|β)

= Hµ(
k∨
i=1

T−iα|α ∨ β) +Hµ(α|β)

≤ Hµ(
k∨
i=1

T−jα|β) +Hµ(α|β).
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Agora tomando;

θ = T−1α,

T−1θ = T−2α,
... =

...

T−k+1θ = T−kα.

Então temos:

Hµ(
k∨
i=1

T−iα|β) +Hµ(α|β) = Hµ(
k−1∨
i=0

T−iθ|β) +Hµ(α|β)

≤
k−1∑
i=0

Hµ(T
−iθ|β) +Hµ(α|β)

=
k−1∑
i=0

Hµ(T
−i(T−1α)|β) +Hµ(α|β)

=
k∑
i=0

Hµ(T
−iα|β) +Hµ(α|β).

Mostrando o desejado.

Lema 4.0.4. Se η e ζ são partições mensuráveis de X, então

hµ(T, η) ≤ hµ(T, ζ) +Hµ(η|ζ). (4.6)

Demonstração: Seja,
Hµ(ηn) ≤ Hµ(ηn) +Hµ(ζn)

= Hµ(ηn ∨ ζn),
ou seja;

Hµ(ηn) ≤ Hµ(ηn ∨ ζn) = Hµ(ηn|ζn) +Hµ(ζn), (4.7)
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onde,

ηn =
n−1∨
i=0

T−iη e ζn =
n−1∨
i=0

T−iζ (4.8)

Agora dadas α, β e γ partições qualquer de X pelo Lema (3.0.1) temos

Hµ(α ∨ β) = Hµ(α|β ∨ γ) +Hµ(β|γ)

≤ Hµ(α|γ) +Hµ(β|γ).

Para qualquer partição mensurável α, β e γ de X. Portanto, por (4.7) e (4.8) e

Lema (3.0.1) obtemos;

Hµ(ηn) ≤ Hµ(ηn) +Hµ(ζn)

≤ Hµ(ηn) +
n−1∑
i=0

Hµ(T
−iη|ζn)

≤ Hµ(ηn) +
n−1∑
i=0

Hµ(T
−iη|T−iζ)

= Hµ(ηn) + nHµ(η|ζ).

Usando a invariância de µ para a última igualdade, finalmente obtemos:

lim
n→∞

1

n
Hµ(ηn) ≤ lim

n→∞

1

n
(Hµ(ηn) + nHµ(η|ζ))

= lim
n→∞

1

n
(Hµ(ζn)) + lim

n→∞

1

n
n(Hµ(η|ζ))

= lim
n→∞

1

n
(Hµ(ζn)) +Hµ(η|ζ)

hµ(T, η) ≤ hµ(T, ζ) +Hµ(η|ζ).

□
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Lema 4.0.5. Para qualquer partição mensurável η de X, temos Hµ(η|αn) → 0, quando

n→ ∞.

Demostração: Considere η = {C1, C2, ..., Ck} uma partição mensurável de X. Para

n ∈ N suficientemente grande e i = 1, ..., k, seja Dn
i ⊂ Ci um conjunto em A(αn) tal que

µ(Ci \ Dn
i ) → 0 quando n → ∞. Seja βn = {Dn

0 , D
n
1 , ..., D

n
k} onde Dn

0 = X \
k⋃
i=1

Dn
i .

Claramente, µ
(
Ci ∪Dn

i

)
→ 0 quando n→ ∞. Desde que

Ci ∩Dn
i = Dn

i e µ(Ci ∩Dn
i ) = 0

para i = 1, ..., k e i ̸= j, obtemos

Hµ(η|βn) = −
k∑
i=1

k∑
j=0

µ
(
Ci ∩Dn

j

)
log

µ(Ci ∩Dn
j )

µ(Dn
j )

= −
k∑
i=1

µ(Dn
i ) log

µ(Dn
i )

µ(Dn
i )

−
k∑
i=1

µ
(
Ci ∩Dn

0

)
log

µ(Ci ∩Dn
0 )

µ(Dn
0 )

= −
k∑
i=1

µ(Ci ∩Dn
0 ) log

µ(Ci ∩Dn
0 )

µ(Dn
0 )

= −
k∑
i=1

µ(Ci ∩Dn
0 )
(
log µ(Ci ∩Dn

0 )− log µ(Dn
0 )
)

= −
k∑
i=1

µ(Ci ∩Dn
0 ) log µ(Ci ∩Dn

0 ) +
k∑
i=1

µ(Ci ∩Dn
0 ) log µ(D

n
0 )

=
k∑
i=1

ψ
(
µ(Ci ∩Dn

0 )
)
+

k∑
i=1

µ(Ci ∩Dn
0 ) log µ(D

n
0 )

=
k∑
i=1

(
ψ
(
µ(Ci ∩Dn

0 )
)
+ µ(Ci ∩Dn

0 ) log µ(D
n
0 )

)

=
k∑
i=1

(
ψ
(
µ(Ci ∩Dn

0 )
)
+ µ(Dn

0 ) log µ(D
n
0 )

)

=
k∑
i=1

(
ψ
(
µ(Ci ∩Dn

0 )
)
− ψ

(
µ(Dn

0 )
))
.
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Agora temos: Hµ(η|βn) =
k∑
i=1

(
ψ
(
µ(Ci ∩Dn

0 )
)
− ψ

(
µ(Dn

0 )
))

→ 0 quando n → ∞.

Finalmente, dado que αn é um refinamento de βn. Então finalmente temos

Hµ(η|αn) ≤ Hµ(η|βn) → 0 quando n→ ∞.

Mostrando o desejado.

Da Equação (4.6) temos, hµ(T, η) ≤ hµ(T, ζ) +Hµ(η|ζ), então tomando ζ = αn temos

que,

hµ(T, η) ≤ hµ(T, αn) +Hµ(η|αn)

lim
n→∞

hµ(T, η) ≤ lim
n→∞

hµ(T, αn) + lim
n→∞

Hµ(η|αn)

hµ(T, η) ≤ lim
n→∞

hµ(T, αn).

Agora, hµ(T ) = sup{hµ(T, η)} = E e hµ(T, η) ≤ lim
n→∞

hµ(T, αn) = a, ou seja,

hµ(T, η) ≤ a ≤ E. (4.9)

Por outra parte temos que, hµ(T, η) ≤ a : ∀η, então hµ(T ) ≤ a, ou seja,

E ≤ a. (4.10)

Finalmente, de (4.9) e (4.10) conclui-se que

hµ(T, η) = lim
n→∞

hµ(T, αn), como desejávamos.

□



Capítulo 5

Princípio Variacional

Neste capítulo final daremos uma prova detalhada do principio variacional para a entropia.

Provaremos que a entropia topológica é igual ao supremo das entropias métricas sobre

todas as medidas T−invariantes de probabilidade de borel, tal conjunto de medidas as

notaremos por M(X).

Ademais, daremos um exemplo da aplicação do principio variacional. O objetivo do

exemplo é mostrar que o conjunto de puntos não errantes que será denotado por Ω(f),

carrega com toda a complexidade do sistema.

Teorema 5.0.1. Se T : X → X é uma transformação contínua de um espaço métrico

compacto, então

htop(T )= sup{hµ(T ): µ é uma medida T-invariante em M(X), onde M(X) é conjunto

de todas as medidas de probabilidade borelianas e T-invariantes}

Demonstração: Primeiro provaremos que hµ(T ) ≤ htop(T ) (a entropia métrica é

menor ou igual que a entropia topológica) para qualquer medida de probabilidade T -

invariante µ em X. Seja

η = {C1, C2, ..., Ck}

uma partição mensurável de X. Dado δ > 0, para cada i = 1, ..., k, seja Di ⊂ Ci, um

conjunto compacto tal que:
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µ(Ci \Di) < δ e Di ∩Dj = ∅, para i ̸= j.

Agora seja β = {D0, D1, ..., Dk} onde D0 = X \
k⋃
i=1

Di, claramente β é uma partição

mensurável de X. Procedendo da mesma forma que no Lema (4.0.5) e substituindo Dn
i

por Di, obtemos

Hµ(η|β) =
n−1∑
j=1

ψ(µ(Ci ∩D0))− ψ(µ(D0)).

Por construção, temos que µ(Ci ∩D0) < δ, pois

Ci ∩D0 = Ci ∩ (X \
k⋃
i=1

Di)

= Ci ∩
k⋂
i=1

Dc
i ⊂ Ci ∩Dc

i = Ci \Di

=⇒ Ci ∩D0 ⊂ Ci \Di.

Logo tomando a medida temos que:

µ(Ci∩D0) ≤ µ(Ci \Di) < δ e dado que ψ é não decrescente perto de zero, concluímos

que Hµ(η|β) < 1, para qualquer δ muito pequeno, portanto, pelo Lema (4.0.4), obtemos

que

hµ(T, η) ≤ hµ(T, β) +Hµ(η|β) < hµ(T, β) + 1,

este resultado é dado, pois η e β são partições mensuráveis de X.

Agora construiremos uma sequência de coberturas abertas, de tal forma que nos per-

mita relacionar a entropia métrica e a entropia topológica.

Considere as coberturas abertas de X dadas por

U = {D0 ∪D1, D0 ∪D2, ..., D0 ∪Dk}.

e

Un =

{
n−1⋂
i=0

T−iUi : U0, U1, ..., Un−1 ∈ U

}
,
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para cada n ∈ N. Seja N (Un) a miníma cardinalidade de uma subcobertura de Un.

Desejamos relacionar N (Un) com a cardinalidade das partições βn =
n−1∨
i=0

T−iβ. Primeiro

perceba que

T−i(D0 ∪Dj) = T−i(D0) ∪ T−i(Dj).

Para j = 1, ..., k e i ∈ N, cada elemento de Un é união de máximo 2n elementos de

βn. Daremos uma demostração do argumento anterior, tal demostração sera feita por

indução, então, para n = 1, se tem

U1 = T 0(U0)

= U0

= D0 ∪D1;D0 ∈ β1 e D1 ∈ β1.

Portanto, cada elemento de U1 é união de máximo 21 = 2 elementos de β1.

Suponha para n = k, assim o conjunto pode ser escrito como união de máximo 2k−1

elementos de βk.

Agora mostraremos para n = k + 1. Seja V um aberto de Uk+1, então,
k⋂
i=0

T−i(Ui) =

(
k−1⋂
i=0

T−i(Ui)

)
∩ T−k(Uk)

pela hipótese temos que:
k−1⋂
i=0

T−i(Ui) =
2k⋃
i=1

Ai; Ai ∈ βk então,

k⋂
i=0

T−i(Ui) =

(
2k⋃
i=1

Ai

)
∩ T−k(Uk)

=

(
2k⋃
i=1

Ai

)
∩ T−k(D0 ∪Dk)

=

(
2k⋃
i=1

Ai

)
∩

(
T−kD0 ∪ T−kDk

)

=

(
2k⋃
i=1

Ai ∩ T−kD0

)
∪

(
2k⋃
i=1

Ai ∩ T−kDk

)
.
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Logo,
2k⋃
i=1

Ai ∩ T−kD0 é união do máximo 2k elementos de βk+1 e o mesmo argumento

e valido para

(
2k⋃
i=1

Ai ∩ T−kDk

)
. Portanto, temos que esta união tem no máximo 2k +2k

elementos de βk+1, ou seja 2k+1 elementos. Assim obtemos o desejado.

Além disso, como os elementos de βn são disjuntos, cada elemento de βn está contido

em algum elemento de qualquer subcobertura de Un. Portanto, cardβn ≤ 2nN (Un)

Logo temos,
Hµ(βn) ≤ log card(βn)

≤ log(2n(N (Un))

= log(2n) + logN (Un)

= n log(2) + logN (Un).
Por outro lado, pela teoria de espaços métricos sabemos que como X é compacto,

existe ε > 0 tal que toda bola de raio máximo ε está contida em algum elemento de U .

Ademais, se pode verificar facilmente que se ε é o número de Lebesgue de U , também é o

número de Lebesgue de Un com respeito da distância dn.

De fato pela definição de dn temos,

Bdn(x, ε) =
n−1⋂
i=0

T−i(Bd(T
i(x), ε)).

E como ε é o número de Lebesgue de U , cada Bdn(T
i(x), ε) está contida em algum

elemento Ui de U , portanto,

Bdn(x, ε) ⊂
n−1⋂
i=0

T−iUi,

e a contenção anterior é obtida dado que:

Bdn(x, ε) ⊂
n−1⋂
i=0

T−i(Bd(T
i(x), ε)) ⊂

n−1⋂
i=0

T−iUi.

Agora tome pontos x1, x2, x3, ..., xp ∈ X tal que
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{
Bdn(x1, ε), Bdn(x2, ε), ..., Bdn(xp, ε)

}
,

forme uma cobertura aberta de X com p =Md(f, ε, n). Como ε é o número de Lebesgue

de Un com respeito a distância dn, para cada i = 1, ..., p se pode escolher um elemento

Ui ∈ U tal que Bdn(xi, ε) ⊂ Ui.

É claro que a coleção de conjuntos abertos {Ui : 1 ≤ i ≤ p} formam uma subcobertura

de Un que cobre X e portanto,

N (Un) ≤ card{Ui : 1 ≤ i ≤ p} ≤ p =Md(f, ε, n)

Como Hµ(βn) ≤ log card(βn) ≤ n log 2 + logN (Un), pela Definição (3.0.5) temos que:

hµ(T, β) = lim
n→∞

1

n
Hµ(βn) ≤ lim

n→∞
log(2) + lim

n→∞

1

n
logMd(f, ε, n)

Ou seja;

hµ(T, β) ≤ lim
n→∞

log(2) + lim
n→∞

sup
1

n
logMd(n, ε)

Tomando lim
ε→0

obtemos;

hµ(T, β) ≤ log(2) + htop(T ).

Ademais como temos que

hµ(T, η) ≤ hµ(T, β) + 1, então hµ(T, η) ≤ hµ(T, β) + htop(T ) + 1.

Tomando, hµ(T ) = sup{hµ(T, η); η é uma partição mensurável de X}, então,

hµ(T ) ≤ log(2) + htop(T ) + 1. (5.1)

Para obter esta desigualdade, não precisamos nada da transformação T mais que o

fato que seja contínua e que a medida µ seja T -invariante.

Portanto, a Desigualdade (5.1) segue sendo valida quando se substitui T por Tm,

então,

hµ(T
m) ≤ htop(T

m) + log(2) + 1, para todo m ∈ N.
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Pela Proposição (2.0.2) e a Proposição (3.0.3) obtemos,

hµ(T ) =
1

m
htop(T

m); ∀ m ∈ N

≤ 1

m
(htop(T

m) + log(2) + 1)

=
1

m
htop(T

m) +
1

m
(log(2) + 1)

= htop(T ) +
1

m
(log(2) + 1).

Tomando, lim
m→∞

obtemos que hµ(T ) ≤ htop(T ) que é a desigualdade desejada.

Agora mostraremos a desigualdade contraria ou seja, htop(T ) ≤ suphµ(T ), para isto,

mostraremos que htop(T ) ≤ supν hν(T ).

Dado ε > 0, para cada n ∈ N, consideremos o conjunto En de pontos a uma dn-

distância pelo menos ε tal que card(En) = Nd(f, ε, n).

Definamos as seguintes medidas,

νn =
1

cardEn

∑
x∈En

δx e µn =
1

n

n−1∑
i=0

T i∗νn

onde δx é a medida delta de Dirac e T i∗νn é definida como segue:

(T i∗νn)(A) = νn(T
−iA).

Dado que o conjunto de todas as medidas de probabilidade de Borel sobre um espaço

métrico compacto é um espaço metrizável compacto, portanto, para cada sequência de

medidas tem uma subsequência convergente. Além disso, uma sequência de medidas µn

converge a uma medida µ se e somente se∫
X

φdµn →
∫
X

φdµ (5.2)

quando n→ ∞, para toda função contínua φ.

Dada uma sequência (kn)n∈N ⊂ N tal que

lim
n→∞

1

kn
log cardEkn = lim

n→∞
sup

1

n
log cardEn. (5.3)
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Seja (ℓn)n∈N uma subsequência de (kn)n∈N tal que (µℓn)n∈N converge para alguma

medida de probabilidade µ.

Provaremos que µ é T - invariante. Primeiro estabeleceremos um resultado auxiliar

Lema 5.0.1. A transformação T∗ : M(X) → M(X) definida por

(T∗µ)(A) = µ(T−1A),

é contínua.

Prova: Demostraremos que se µn → µ, então T∗µn → T∗µ, estabelecendo a continui-

dade de T∗. Primeiro demostraremos a seguinte afirmação

Afirmação:
∫
X

φdT∗µ =

∫
X

(φ ◦ T ) dµn; ∀φ ∈ C(X) e µ ∈ M(X).

Prova da afirmação: Provaremos inicialmente a continuidade, assuma,∫
X

φdT∗µ =

∫
X

ψ dµn ;φ ∈ C(X), onde ψ = φ ◦ T .

Então, assim temos que,∫
X

φdT∗µ =

∫
X

ψ dµn, logo por (5.2) temos que∫
X

ψ dµn →
∫
X

ψ dµ⇐⇒
∫
X

φdT∗µn →
∫
X

φdT∗µ.

Provando o desejado.

Agora por outro lado, provaremos que a afirmação é valida para funções simples∫
X

1A dT∗µn = (T∗µ)(A)

= µ(T−1A)

=

∫
X

1T−1A dµ

=

∫
X

(1A ◦ T ) dµ.

Dada φ ∈ C(X), existem φ1, φ2, ..., φn... funções simples tais que φn → φ pontual-

mente, e m ≤ φ ≤M . Pelo Teorema de Convergência Dominada (T.C.D) (1.3.2),



73

∫
X

φn dµ→
∫
X

φdµ. Logo,

∫
X

φn d(T∗µ) →
∫
X

φd(T∗µ), (5.4)

e

∫
X

φn d(T∗µ) →
∫
X

(φn ◦ T ) dµ. (5.5)

Dado φn → φ, como T é contínua então φn ◦ T → φ ◦ T pontualmente. Assim,

m ≤ φ ◦ T ≤M . Pelo (T.C.D)∫
X

(φn ◦ T ) dµ→
∫
X

(φ ◦ T ) dµ.

Agora pela unicidade do limite de (5.4) e (5.5) obtemos que:∫
X

φd(T∗µ) =

∫
X

(φ ◦ T ) dµ.

Finalmente, quando n→ ∞, temos que (T∗µn)n∈N converge para T∗µ. Isto mostra que

a transformação T∗ é contínua. Assim finaliza a demostração da afirmação.

Agora provaremos que µ é um ponto fixo de T∗, e portanto, T -invariante.

Podemos escrever;

T∗(µℓn) = T∗

(
1

ℓn

ℓn−1∑
i=o

T i∗νℓn

)

= T∗

(
1

ℓn

(
νℓn + T∗νℓn + T 2

∗ νℓn + ...+ T ℓn−1
∗ νℓn

))

=
1

ℓn

(
T∗νℓn + T 2

∗ νℓn + T 3
∗ νℓn + ...+ T ℓn∗ νℓn

)

=
1

ℓn

ℓn−1∑
i=0

T i+1
∗ νℓn
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=
1

ℓn

(
ℓn−1∑
i=0

T i∗νℓn + T ℓn∗ νℓn − νℓn

)

=
1

ℓn

ℓn−1∑
i=0

T i∗νℓn +
T ℓn∗ νℓn
ℓn

− νℓn
ℓn
.

Logo, fazendo n→ ∞,

lim
n→∞

(T∗µℓn) = lim
n→∞

(
µℓn +

T ℓn∗ νℓn
ℓn

− νℓn
ℓn

)

= lim
n→∞

(
µℓn

)
+ lim

n→∞

(
T ℓn∗ νℓn
ℓn

)
− lim

n→∞

(
νℓn
ℓn

)

= µ.

Finalmente, obtemos que T∗µ = µ como se desejava.

Agora vamos considerar alguma partição mensurável particular. Seja {B1, ..., Bk} uma

cobertura de X por bolas de raio inferior a
ε

2
tal que µ(∂Bi) = 0 para i = 1, .., k, onde

∂Bi denota a fronteira de Bi. Isto é possível sempre, dado que para cada x ∈ X há no

máximo um número contável de valores de r > 0, tal que µ
(
∂B(x, r)

)
> 0. Definimos una

partição ξ = {C1, ..., Ck} de X dada por

C1 = B1 e Ci = Bi \
i−1⋃
j=1

Bj para i = 2, ..., k.

Lema 5.0.2. Seja X um espaço métrico compacto e µ ∈ M(X) uma medida de probabi-

lidade.

1. Se x ∈ X e δ > 0, então existe δ′ < δ tal que µ
(
∂B(x, δ′)

)
= 0.

2. Se δ > 0, então existe uma partição finita ξ = {A1, ..., Ak} de (X,M) tal que

diam(Aj) < δ e µ(∂Aj) = 0, para cada j.
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Prova: 1.A prova de o Item 1, será feita por contra-positiva. Vamos supor que

µ
(
∂B(x, δ′)

)
̸= 0 para todo δ′ < δ com δ′ > 0.

Consideremos a coleção C = {∂
(
B(x, δ′)

)
; δ′ < δ ∧ δ′ > 0}. Note que C é uma coleção

disjunta de conjuntos de medida positiva. Sabendo que toda coleção disjunta de con-

juntos com medida positiva com relação a uma medida finita do espaço X é no máximo

enumerável, ou seja, suponha que para cada x ∈ X existem incontáveis ∂
(
B(x, δ′)

)
tais

que ∂
(
B(x, δ′)

)
≥ 1

n
para cada n ∈ N.

Observemos que
∑ 1

n
≤
∑

µ
(
B(x, δ′)

)
, também temos que B(x, δ) =

⋃
δ′<δ

∂B(x, δ′)

então,

µ
(
B(x, δ)

)
= µ

( ⋃
δ′<δ

∂B(x, δ′)

)

=
∑

µ
(
∂B(x, δ′)

)
.

Finalmente,

∞ =
∑ 1

n
≤
∑

µ
(
B(x, δ′)

)
= µ

(
B(x, δ)

)
< µ(X) <∞.

logo, temos feita a prova de 1.

2. Dado que X é um espaço métrico compacto, então existe uma sub-cobertura finita

por bolas abertas, digamos que β = {B1, ..., Br} é tal cobertura finita formada por bolas

de raio menor que
δ

2
e por o item (1), temos que µ(∂Bj) = 0 para j = {0, ..., r}.

Seja A1 = B1 e para n > 1, seja An = Bn \
n−1⋃
i=1

Bi, então ξ = {A1, ..., Ar} é uma parti-

ção de (X,M) com diam(An) < δ. Agora como ∂An ⊂
n⋃
i=1

∂Bi, temos que 0 ≤ µ(∂An) ≤
∑

µ∂Bi = 0

então, µ(∂An) = 0 para todo n ∈ N. Provando assim o item (2) e finalmente o lema.

Então diam(Ci) < ε e µ(∂Ci) = 0 para cada i desde ∂Ci ⊂
k⋃
j=1

∂Bj. Além disso, dado

que diam(Ci) < ε, cada elemento ξn =
n−1∨
i=0

T−1ξ tem dn−diâmetro menor que ε, e portanto

cada elemento de ξn contém no máximo um ponto em En. Portanto, existe exatamente,

um número cardEn de elementos de ξn com νn- medida igual a
1

cardEn
e portanto,
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Hνn(ξn) = −
∑
C∈ξn

νn(C) log
(
νn(C)

)

= log (cardEn).

Dado m,n ∈ N, podemos escrever n = qm+ r, onde q ≥ 0 e 0 ≤ r < m. Temos então

ξn = ξqm+r =

q−1∨
j=0

T−jmξm ∨
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ

e portanto, para cada i = 0, ...,m− 1 a partição mensurável

ηi =

q−1∨
j=0

T−jm−iξm ∨

(
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ ∨ ξi

)

é um refinamento de ξn. Note que

card

(
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ ∨ ξi

)
≤ card(ξ)2m.

A última desigualdade se verifica da seguinte forma:

Seja α1, ..., αr partições tais que αi = {Ai1, ..., Aiθ}, cada αi tem tantos elementos como

a partição ξ, então card(α1 ∨ ...∨αr) ≤ (cardξ)r ≤ (cardξ)m; r < m. de maneira análoga

como ξi =
i−1∨
k=0

T−kξ, então, card(ξ) ≤ (cardξ)i, logo

qm+r−1∨
j=qm

T−jξ ∨ ξi =

(
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ

)
∨ ξi

Note que,

card

((
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ

)
∨ ξi

)
≤

(
cardξ

)m+i

≤
(
cardξ

)m+m

=
(
cardξ

)2m
.
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O seguinte segue da Proposição (3.0.1), Lema (3.0.1) e Exemplo (2) que

Hνn(ξn) ≤ Hνn(ηi)

= Hνn

(
q−1∨
j=0

T−jm−iξm ∨
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ ∨ ξi

)

= Hνn

(
q−1∨
j=0

T−jm−iξm

)
+Hνn

(
qm+r−1∨
j=qm

T−jξ ∨ ξi

)

≤ Hνn

(
q−1∨
j=0

T−jm−iξm

)
+ log(card ξ)2m

= Hνn

(
q−1∨
j=0

T−jm−iξm

)
+ 2m log(cardξ) (5.6)

≤
q−1∑
j=0

Hνn

(
T−jm−iξm

)
+ 2m log(cardξ).

Agora observemos que dado que a função ψ é concava, temos que
1

n

m−1∑
i=0

q−1∑
j=0

Hνn

(
T−jm−iξm

)
≤ 1

n

n−1∑
ℓ=0

Hνn(T
−ℓξm)

=
∑
A∈ξm

n−1∑
ℓ=0

1

n
ψ
(
νn(T

−ℓ(A))
)

≤
∑
A∈ξm

ψ

(
n−1∑
ℓ=0

(
1

n
νn(T

−ℓ(A))

))

=
∑
A∈ξm

ψ

(
1

n

n−1∑
ℓ=0

(T∗νn)(A)

)

=
∑
A∈ξm

ψ
(
µn(A)

)

= Hµn(ξm).
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E dado que em (5.3) se cumpre para i = 0, ...,m− 1, obtemos
m

n
Hνn(ξn) ≤ Hµn(ξm) +

2m2

n
log card ξ,

isto é

1

n
Hνn(ξn) ≤

Hµn(ξm)

m
+

2m

n
log card ξ.

Por outro lado temos

1

n
log card En =

1

n
Hνn(ξn).

Substituindo n por ℓn temos

1

ℓn
log card Eℓn =

1

ℓn
Hνℓn

(ξℓn) ≤
Hµℓn

(ξm)

m
+

2m

ℓn
log card ξ

Por outro lado, por (4.3), tomando n→ ∞ obtemos

lim
n→∞

sup
1

n
log card En = lim

n→∞
sup

1

n
logNd(n, ε)

= lim
n→∞

sup
1

ℓn
log card Eℓn (5.7)

≤ 1

m
lim
n→∞

supHµℓn
(ξm).

Agora faremos uso do seguinte lema para mostrar que o limite da última linha de (5.7)

converge para Hµ(ξm) e usaremos o requisito de que µ(∂Bi) = 0 para i = 1, ..., k.

Lema 5.0.3. Seja (µn)n∈N uma sequência de medidas convergentes para µ e seja ξ uma

partição mensurável tal que µ(∂A) = 0; ∀ A ∈ ξ, então

lim
n→∞

supHµn(ξ) = lim
n→∞

Hµn(ξ) = Hµ(ξ).

Prova: Seja A um conjunto mensurável de ξ. Dado que (µn)n∈N converge para µ,

se φk : X → [0, 1] é uma sequência de funções contínuas decrescendo para χA quando

k → ∞, então

lim
n→∞

supHµn(A) ≤ lim
n→∞

sup

∫
X

φk dµn

=

∫
X

φk dµ.
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Por outra parte e usando o Teorema da Convergência Monótona (T.C.M)(1.3.1),

lim
k→∞

∫
X

φk dµ =

∫
X

lim
k→∞

φk dµ

=

∫
X

χA dµ

= µ(A).

Dado que µ(∂A) = 0; isto é,

0 = µ(∂A)

= µ(A\intA)

= µ(A)− µ(intA)

= µ(A) = µ(intA) = µ(A).

Assim,

lim
n→∞

supµn(A) ≤ lim
n→∞

supµn(A) ≤ µ(A) = µ(intA) = µ(A). (5.8)

Concluindo que

lim
n→∞

supµn(A) ≤ µ(A).

Por outro lado, sabendo que ∂(X \ A) = ∂(A), também temos

lim
n→∞

supµn(X \ A) ≤ µ(X \ A).

e finalmente obtemos que

lim
n→∞

inf µn(A) ≥ µ(A). (5.9)
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Então, de (5.8) e (5.9) concluísse que,

lim
n→∞

µn(A) = µ(A). (5.10)

Agora usando a continuidade de ψ temos o seguinte;

lim
n→∞

Hµn(ξ) = lim
n→∞

∑
A∈ξ

ψ
(
µn(A)

)

=
∑
A∈ξ

ψ
(
lim
n→∞

µn(A)
)

=
∑
A∈ξ

ψ
(
µn(A)

)

= Hµ(ξ).

Para finalizar a demostração, temos que se µ(∂C) = 0; ∀ C ∈ ξ, temos que

µ(∂C) = 0; para C ∈ ξn.

Logo, usando o Lema (5.0.3) em (5.7), obtemos,

lim
n→∞

sup
1

n
logNd(n, ε) ≤ 1

m
Hµ(ξm)

lim
m→∞

lim
n→∞

sup
1

n
logNd(n, ε) ≤ lim

m→∞

1

m
Hµ(ξm)

lim
n→∞

sup
1

n
logNd(n, ε) ≤ hµ(T, ξ)

≤ hµ(T )

= sup{hµ(T, ξ); ξ é partição de X }.

(5.12)
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Portanto,

lim
n→∞

sup
1

n
logN(dn, ε) ≤ sup

ν
hν(T )

lim
ε→0

lim
n→∞

sup
1

n
logN(dn, ε) ≤ sup

ν
hν(T )

htop(T ) ≤ sup
ν
hν(T ).

Assim, finalmente obtemos o resultado esperado

htop(T )= sup{hµ(T ): µ é uma medida T -invariante em M(X)}.

□

Teorema 5.0.2. Seja (X, d) um espaço métrico compacto e f : X → X contínua. Então

htop(f) = htop(f |Ω(f))

Antes de mostrar o Teorema (5.0.2) mostraremos alguns lemas que serão de utilidade

para provar o Teorema.

Lema 5.0.4. Seja f : X → X uma aplicação contínua e X um espacio métrico compacto.

O conjunto Ω(f) é fechado.

Prova: Basta mostrar que o conjunto dos pontos errantes é aberto.

Seja x um ponto errante arbitrário, então existe uma vizinhança U de x tal que

U ∩ fn(U) = ∅,∀ n ∈ N.

Dado z ∈ U , tomemos W uma vizinhança de z, de tal forma que W ⊂ U , como te-

mos que fn(W ) ⊂ fn(U), então fn(W )∩W ⊂ fn(U)∩U = ∅, logo z é um ponto interior de

fn(U)∩U . Assim, Ω(f) é fechado. □

Observação: Do lema imediatamente anterior, se mostra facilmente que o conjunto

Ω(f) é compacto.

Lema 5.0.5. O conjunto Ω(f) é invariante.
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Prova: Seja x ∈ Ω(f). Considere V uma vizinhança de f(x). Portanto, U = f−1(V )

é uma vizinhança de x, assim existe m ∈ N tal que fm(U) ∩ U ̸= ∅. Como

∅ ≠ f(fm(U) ∩ U) ⊂ fm(f(U)) ∩ f(U)

= fm(f(f−1(V )) ∩ f(f−1(V ))

= fm(V ) ∩ V.

Segue que f(x) ∈ Ω(f). □

Observação: Se f é um homeomorfismo Ω(f) é completamente invariante.

Lema 5.0.6. O conjunto Ω(f) é não vazio.

Para mostrar este lema, daremos em primeiro lugar a definição de Ômega limite

(ωf (x)).

Definição 5.0.1. Para um ponto x ∈ X o seu conjunto ω− limite é o conjunto de todos

os pontos de acumulação da sua órbita positiva,

ωf (x) = {y ∈ X|∃nk → ∞ tal que fnk → y}.

Lema 5.0.7. O conjunto ωf (x) ⊂ Ω(f).

Prova: É claro que se X é compacto, então ωf (x) ̸= ∅ ou seja, dada (xn)n∈N uma

sequência, existe uma subsequência (xnk
)k∈N convergente a y ∈ X, logo fnk(x) → y,

portanto y ∈ ωf (x).

Seja x ∈ X fixo e y ∈ ωf (x). Consideremos U uma vizinhança de y. Basta encontrar

um k ∈ N tal que fk(U) ∩ U ̸= ∅ ou em outras palavras devemos encontrar um z ∈ U tal

que fk(z) ∈ U .

Seja kn → ∞ tal que fkn(x) → y, portanto, existem k0 < k1 tal que

fki(x) ∈ U ; i = 0, 1. Tomando z = fk0(x) e k = k1−k0 assim conseguimos que fk(z) ∈ U ,

logo fk(U) ∩ U ̸= ∅; implicando que ωf (x) ⊂ Ω(f). Portanto Ω(f) é não vazio.

□
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Corolário 5.0.1. Para qualquer medida f invariante de probabilidade boreliana µ, vale

que µ(Ω(f)) = 1.

Prova: Primeiro definiremos o conjunto de pontos errantes como sigue:

(Ω(f))c = {x ∈ X|∃ U aberto que contem x, ∀ n > 0 tal que fn(U) ∩ U = ∅}.

Agora podemos escrever X = Ω(f) ∪ (Ω(f))c, logo aplicando µ temos:

µ(X) = µ(Ω(f) ∪ (Ω(f))c)

1 = µ(Ω(f)) + µ((Ω(f))c).

Pelo teorema de Recorrência versão topológica temos que

1 = µ(Ω(f)) + 0.

Logo µ(Ω(f)) = 1, para qualquer µ invariante.

□

Prova do Teorema (5.0.2): Seja f : X → X é uma função e X um espaço métrico

compacto. Pelo Corolário (5.0.1) temos que µ(Ω(f)) = 1,∀µ medida de probabilidade f -

invariante.

Seja A ⊂ X então,

µ(A) = µ(A ∩ Ω(f)) + µ(A ∩ (Ω(f))c)

= µ(A ∩ Ω(f)) + 0

= µ(A ∩ Ω(f)).

Seja g = f |Ω(f) : Ω(f) → Ω(f). Dado que µ é f - invariante e definindo

νµ(A) = µ(A ∩ Ω(f)), obtemos que νµ é g- invariante, ou seja µ 7−→ νµ. Logo

µ(A) = νµ(A).

Seja P uma partição de X, P = {pi}ni=1, então,
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n∑
i=1

µ(pi) log(µ(pi)) =
n∑
i=1

νµ(pi) log(νµ(pi)).

Obtendo que hµ(f) = hνµ(g),então,

htop(f) = sup
µ∈M(f)

{hµ(f)} = sup
µ∈M(f)

{hνµ(g)} ≤ sup
ν∈M(g)

{hν(g)} = htop(g).

Logo, htop(f) ≤ htop(g).

Também temos que:

htop(f) ≤ htop(g) = htop(f |Ω(f)) ≤ htop(f).

Logo, htop(g) ≤ htop(f), obtendo que :

htop(f) = htop(g).

□
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