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Resumo

Este trabalho tem por objetivo classificar os retratos de fase estruturalmente esta-
veis apresentados pelos sistemas competitivos Lotka-Volterra tridimensionais, dados pelo

sistema de equagoes diferenciais

3
v = Fi(z) = x; (bi - Z%‘j%) , 1=1,2,3, (1)

j=1

onde w1, 22,3 representam trés populagoes competindo por recursos, a;; > 0 sao os
coefeicientes de competicao da espécie j contra a espécie i e b; > 0 é a taxa de reproducao
da espécie i. O trabalho é baseado na anélise feita por Mary Lou Zeeman em sua tese
de doutorado intitulada Hopf bifurcations in competitive three dimensional Lotka-Volterra
systems, de 1993, e em seus artigos posteriores |1, 2.

A ideia inicial do estudo consiste na observacao de que os possiveis retratos de fase
sao, inicialmente, determinados pelas posigoes relativas das isoclinas do sistema (1). Além
disso, usa-se um resultado de Morris Hirsch [3], que garante que todas as trajetorias do
sistema (1) sdo atraidas para uma superficie de dimensao dois contendo os equilibrios
de (1). Esta superficie ¢ homeomorfa ao simplexo unitario em R?, e é denominada de
simplexo de suporte e denotada por . Com isto, a dindmica ¢ restrita a duas dimensoes
e pode-se aplicar o Teorema de Poincaré-Bendixson para garantir que os atratores do
sistema serao pontos de equilibrio ou ciclos limites em X.

A partir desta abordagem, mostra-se que existem 33 classes de equivaléncia repre-

sentando 33 retratos de fase estruturalmente distintos, cuja uniao é um conjunto aberto

v



denso no espago de todos sistemas Lotka-Volterra tridimensionais. Para obter estas 33
classes, foram usadas técnicas de combinatoéria e agdo de grupos, o teorema de Poincaré-
Hopf para determinar a existéncia e a natureza de pontos equilibrio interiores em 3, e
resultados que relacionam a fronteira das bacias de atragao de equilibrios assintoticamente
estaveis com as variedades estaveis de pontos de sela que estejam em tal fronteira. Das 33
classes encontradas, 25 possuem apenas pontos de equilibrio como conjuntos limites. Em
2 das 8 classes restantes, usando uma generalizacao do critério de Dulac para sistemas
tridimensionais, prova-se que nao existem oOrbitas periédicas. Por fim, para o estudo das
demais 6 classes, mostra-se que os autovalores da matriz jacobiana associada ao ponto de
equilibrio interior cruzam o eixo imaginario e, usando o Teorema de Bifurcacao de Hopf,
garante-se a existéncia de orbitas periddicas no interior de . Por fim, apresentamos um
breve panorama da pesquisa atual concernente ao estudo do niimero maximo de ciclos

limites em cada uma dessas 6 classes, que é atualmente desconhecido.

Palavras—chave: Lotka-Volterra, Anélise qualitativa, Bifurcagoes de Hopf, Estabilidade

estrutural.



Abstract

The aim of this work is to classify the structurally stable phase portraits presented by
three-dimensional competitive Lotka-Volterra systems given by the system of differential

equations
3
x; = Fi(z) = z; (bi - Z%%) yi=1,2,3, (2)
j=1

where x1, x5, x3 represent three populations competing for resources, a;; > 0 is the com-
petition coefficient of species j against species i, and b; > 0 is the reproduction rate of
species ¢©. The work is based on the analysis made by Mary Lou Zeeman in her doctoral
thesis titled Hopf bifurcations in competitive three-dimensional Lotka-Volterra systems,
1993, and in her subsequent articles [1, 2].

The initial idea of the study consists of the observation that the possible phase por-
traits are, initially, determined by the relative positions of the nullclines of system (2).
Furthermore, a result by Morris Hirsch [3] is used, which guarantees that all trajecto-
ries of system (2) are attracted to a two-dimensional surface containing the equilibria of
(2). This surface is homeomorphic to the unit simplex in R? and is called the support
simplex, denoted by . With this, the dynamics is restricted to two dimensions and the
Poincaré-Bendixson Theorem can be applied to ensure that the system’s attractors will
be equilibrium points or limit cycles in X.

From this approach, it is shown that there are 33 equivalence classes representing 33
structurally distinct phase portraits whose union is an open dense set in the space of

all three-dimensional Lotka-Volterra systems. To obtain these 33 classes, combinatorial
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techniques and group actions were used and also the Poincaré-Hopf theorem to determine
the existence and nature of interior equilibrium points in Y, and results that relate the
boundary of the basins of attraction of asymptotically stable equilibria with the stable
manifolds of saddle points that are on such boundary. Of the 33 classes found, 25 have
only equilibrium points as limit sets. In 2 of the remaining 8 classes, using a generalization
of Dulac’s criterion for three-dimensional systems, it is proven that there are no periodic
orbits. Finally, for the study of the remaining 6 classes, it is shown that the eigenvalues
of the jacobian matrix associated with the interior equilibrium points cross the imaginary
axis and, using a Hopf Bifurcation Theorem, the existence of periodic orbits inside ¥ is
guaranteed. Lastly, we present a brief overview of the current research concerning the
study of the maximum number of limit cycles in each of these 6 classes, which is currently

unknown.

Keywords: Lotka-Volterra, Qualitative analysis, Hopf bifurcations, Structural stability.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, modelos matematicos sao frequentemente empregados para entender feno-
menos na natureza. Esses modelos simplificam e destacam o que é importante sobre um
determinado fenémeno. A aplicacao de métodos matematicos na area da biologia é espe-
cialmente interessante, pois permite a analise, compreensao e previsao do comportamento
de sistemas biolégicos. Por exemplo, usamos modelos matematicos para entender como
populacoes de animais ou plantas crescem e interagem em seu ambiente.

Um exemplo disso é o modelo Lotka-Volterra formulado nos primeiros anos do sé-
culo XX de maneira independente por Alfred J. Lotka (1880-1949) [4, 5] e Vito Volterra
(1860-1940) [6]. Eles usaram equagdes matematicas para criar um modelo que nos ajuda
a entender como as populagoes de presas e predadores interagem em um determinado
ambiente. Apresentamos a seguir um breve panorama sobre modelos populacionais e suas
caracteristicas até chegarmos ao modelo de Lotka-Volterra n-dimensional.

Uma equacao diferencial que modela o crescimento de uma populagao, cujo o niimero

de individuos no tempo ¢ é z(t), é dada por

t=xzN(x), x >0, (1.1)

onde N(z) é chamada a taxa de crescimento per capita e sua expressao depende das
hipoteses biologicas sobre a populagdo. Aqui @(t) ¢ a derivada de z(t) em relagdo ao

tempo.



O caso mais simples é aquele em que a taxa de crescimento ¢ constante, N(z) = r.

Neste caso equagao (1.1) fica

T=rx, x>0,

cuja solugao é x(t) = x(0)e™. Assim, temos crescimento exponencial ilimitado se r > 0,
decaimento exponencial para zero se r < 0 e populagao constante se r = 0. Esse tipo de
crescimento exponencial ¢ valido para uma populacao real apenas por um curto periodo
de tempo. Em modelos mais realistas, o crescimento exponencial inicial é seguido de uma
desaceleracao e saturacao, devidas ao fato dos recursos de um ambiente serem limitados.
Para capturar essa dinamica, consideramos o caso em que a taxa per capita de crescimento
populacional diminui linearmente com o aumento da densidade populacional x, o que pode
ser descrito por N(z) = r(1 —z/k). Assim, o modelo resultante é conhecido como modelo

logistico ou modelo de Verhulst e ¢ dado por

jzrm(l—%), x>0, (1.2)

onde r ainda representa a taxa de crescimento populacional e k representa a capacidade
de suporte do ambiente para esta populacao. Nesta equacgao, o fator de crescimento
exponencial rx ¢ reduzido pelo fator rz?/k. Isso implica em duas situagoes: para x
pequeno, a dinamica populacional assemelha-se ao crescimento exponencial observado
anteriormente; para x grande, os membros da espécie competem entre si por recursos
limitados.

A Figura 1.1 ilustra o comportamento de solugoes tipicas de (1.2). Para z(0) < k,
x(t) aumenta e se aproxima de k quando t se aproxima do infinito. Para x pequeno, o
crescimento inicial é semelhante ao exponencial. Quando z(0) > k, a populagao diminui

e se aproxima de k a medida que t tende para o infinito.



Crescimento Logistico com Condig¢des Iniciais Variadas
Populagéo

Tempo

Figura 1.1: Representagao grafica da dindmica do modelo de crescimento logistico (1.2).

O modelo de Verhulst considera uma populagao isolada sem interagao com outras.
Contudo, nos ecossistemas reais, varias espécies interagem de maneiras complexas. As-
sim, modelos para interagao de varias populacoes sao importantes para explorar fenéme-
nos como coexisténcia, extinc¢ao e a influéncia de recursos compartilhados no crescimento
populacional. Para descrever as interagoes entre n populagoes, utilizamos o modelo gene-

ralizado:

i; = Fy(z) = ;Ny(z), i=1,2,...,n,

onde cada x; representa a abundancia da populagdo i e x = (x1, T, ..., 2,). Assim, a taxa
de crescimento per capita N;(x) de cada popula¢ao i, ndo depende apenas dela mesma,
mas das interagoes com as demais

Um dos mais importantes modelos populacionais n-dimensionais ¢ o modelo Lotka-
Volterra. No contexto anterior, o modelo Lotka-Volterra generaliza o modelo de Verhulst
e assume que a taxa de reproducao per capita de cada populacao diminui ou aumenta

linearmente nao s6 em fungao da propria populagao, mas também de cada uma das outras



populacoes, ou seja,

NZ(ZE) =T (bl + Zaijxj> R 1= 1, o, n.
j=1

Assim, o modelo Lotka-Volterra para n populagoes pode ser escrito como

n
z; = Fi(z) = o;N;(x) = rx; (bi + Zaijxj> ,i=1,..,n,
j=1
onde cada coeficiente a;; representa o efeito da populacao j na populagao 7, o o coeficiente
b; é o coeficiente de crescimento da populacao 7 na auséncia das demais populagoes.

O modelo Lotka-Volterra é especialmente ttil no contexto bioldgico. Suas aplicacoes
vao desde modelagem de crescimento de populacoes de presas e predadores, passando
por dindmica de micro-organismos, até o tratamento de cancer. Uma das caracteristicas
principais do modelo Lotka-Volterra esta na capacidade de nos mostrar como diferentes
espécies se relacionam na natureza e como mudangas em uma populagao podem afetar
todas as demais. Sua simplicidade e versatilidade sao motivagoes suficientes para explorar
o modelo. Mais detalhes sobre o modelo Lotka-Volterra podem ser encontrados em textos
que abordam Biologia Matematica como o livro de Leah Edelstein-Keshet [7], o livro
de Holfbauer e Sigmund [8], e o texto especializado em Sistemas Lotka-Volterra, de Y.
Takeuchi [9)].

A din&mica de sistemas Lotka-Volterra bidimensionais (n = 2) ¢ bem compreendida:
no caso genérico, nao hé orbitas periddicas, e todas as trajetérias limitadas do fluxo
convergem para um ponto de equilibrio. Para n > 3, pouco se sabe sobre a dindmica dos
sistemas Lotka-Volterra. Existem exemplos isolados de sistemas com oOrbitas periddicas,
assim como sistemas com oscilagoes nao periddicas.

O objetivo desta dissertacao é estudar os sistemas Lotka-Volterra com n = 3. Mais
especificamente, pretendemos classificar os retratos de fase dos sistemas Lotka-Volterra
tridimensionais com base em critérios algébricos dados por relacoes entre os parametros

a;j e b;. Nosso estudo se baseia nos trabalhos de Mary Lou Zeeman, que no fim do século



passado classificou os sistemas Lotka-Volterra tridimensionais em 33 classes distintas [1].
Essa classificagao proporciona uma compreensao simples, porém completa das diferen-
tes possibilidades que trés populacoes interagindo podem seguir, baseando-se apenas no
estudo dos parametros de reproducao e competicao.

Iremos explorar em detalhes os artigos de Zeeman |1, 2| que utilizam de maneira muito
interessante varios resultados de topologia, geometria e teoria qualitativa. No trabalho
original, particularmente, a etapa descrevendo como se chega a cada uma das 33 classes se
apresenta um tanto resumida e sem muitos detalhes, de modo que pode ser um pouco dificil
entender como obter estes resultados. Deste modo, apresentamos um foco especial a esta
parte dedicada a existéncia e contagem das classes, visando esclarecer os pontos omitidos.
Para isto, introduzimos uma notacao e métodos proprios para chegar ao resultado de
Zeeman.

Identificaremos as 33 classes estaveis, e mostraremos que em 25 delas todos os con-
juntos limites tém a forma de pontos de equilibrio. Aprofundaremos nossa analise das
8 classes restantes e mostraremos que 2 delas nao possuem oOrbitas periddicas. Por fim,
provaremos alguns resultados que garantem a existéncia de Bifurcacoes de Hopf nas seis
classes restantes, o que implica na existéncia de érbitas periddicas em cada uma delas.

Ao longo das demonstracoes dos resultados nesta dissertacao, iremos assumir conhe-
cidos conceitos e defini¢oes da Teoria Qualitativa de EDOs, como sistema auténomo,
solucao, fluxo, ponto regular, érbita de um ponto, semidrbitas positiva e negativa, con-
juntos « e w-limite, ponto de equilibrio, linearizagao, matriz jacobiana, estabilidade local,
invariancia, Teorema de Hartman-Grobman, Teorema de Poincaré-Bendixon, entre outros
conceitos que podem ser revisados em [10] e [11]. Alguns outros conceitos e resultados
mais especificos, que serao necessarios ao longo de algumas demonstragoes, estao incluidos
nos Anexos.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentamos o
Teorema de Hirsch e sua aplicacao a sistemas Lotka-Volterra. No Capitulo 3 faremos uma
analise do modelo Lotka-Volterra bidimensional. No Capitulo 4 estenderemos a anéalise do

capitulo anterior para os sistemas Lotka-Volterra tridimensionais e apresentaremos as 33



classes isoclinas estaveis. No Capitulo 5 trataremos da existéncia de Bifurcagoes de Hopf
nas classes 26-33. No Capitulo 6 daremos um breve panorama da pesquisa sobre ciclos
limites nas classes 26-31. Por fim, apresentamos as consideragoes finais em Conclusoes.

As referéncias bibliograficas sao listadas na ordem em que elas sao citadas no texto.



Capitulo 2

O Teorema de Hirsch e o Simplexo

Suporte

Neste capitulo temos como objetivo apresentar o Teorema de Hirsch [3, 12|, que sus-
tenta toda a teoria que sera desenvolvida ao longo desta dissertagao. Primeiro,enunciaremos
o Teorema de Hirsch de uma maneira geral. Depois, mostraremos como ele pode ser apli-

cado ao modelo Lotka-Volterra.

2.1 O Teorema de Hirsch

Definicao 2.1. Dado o sistema

a matriz DN = [ON;/0x;] com j =1,2,...,n, € chamada matriz comunidade.

As derivadas parciais ON;/0z; nos fornecem informacoes sobre a interacao entre as
populagoes i e j. Denotando por sgn(z) o sinal do ntimero real z, isto é, sgn(z) = —1
se z < 0, sgn(z) = 0se z=0esgn(z) =1sez >0, temos o seguinte. Assumindo
sgn(0N;/0x;) # 0 para todos i e j, se sgn(ON;/0z;) # sgn(0N;/0z;), entao as populagoes
i e j possuem relagao do tipo presa-predador. Se sgn(9dN;/0x;) = sgn(0ON;/0x;), entdo a



relagao entre as populagoes ¢ e j é€ de competigao caso o sinal seja negativo, e de cooperagao
caso o sinal seja positivo.
No que segue abaixo, e em geral em toda a dissertacao, F' ¢ um campo vetorial definido

em um aberto U de R”.

Definicao 2.2. O sistema & = F(x) € dito competitivo se OF;/0x; < 0 para todo z € U e
i # j, e cooperativo se OF;/0x; > 0 para todo x € U ei # j, onde F; e x; sGo componentes

de F' e x, respectivamente.

Definicao 2.3. O sistema & = F(x) € dito dissipativo se houver um conjunto compacto
invariante S que atrai uniformemente cada conjunto compacto de condicoes iniciais, ou
seja, para todo compacto K C U e todo xy € K, tem-se w(xg) C S, onde w(xg) € o

conjunto w-limite de x.

Definicao 2.4. Dado dois vetores x,y € R™, escrevemos

x <y sewx; <y; para todo i.

Também escrevemos

r<y sex; <y; para todo 1.
Ainda, um vetor w € R™ € estritamente positivo se w; > 0.

Definigao 2.5. Dois pontos u,v € R? estio relacionados se u—v ouv—u for estritamente

positivo, e sao nao-relacionados caso contrdrio.

Definicao 2.6. Um conjunto S é chamado de balanceado se nenhum par de pontos dis-
tintos em S estd relacionado.

Teorema 2.7. (Teorema de Hirsch). Seja @ = F(x) = x;N;(z), i = 1,2,...,n, um
sistema competitivo e dissipativo em R, onde a origem 0 € um ponto de equilibrio repul-
sor, e suponha que DN possui entradas estritamente negativas em todos os demais (uma
quantidade finita) pontos de equilibrio. Entdo, toda trajetoria em R’ \ {0} € assintdtica

a uma trajetoria em X, onde ¥ € uma subvariedade balanceada e Lipschitz, homeomorfa

ao simplezo em R} via projecao radial.



Vamos agora definir os sistemas Lotka-Volterra n-dimensionais e aplicaremos o Teo-

rema de Hirsch obtendo, assim, a existéncia do simplexo de suporte X para estes sistemas.

Definicao 2.8. Um sistema Lotka-Volterra n-dimensional € um sistema dado pelas equa-

coes diferenciais
T = (bﬁzazj%) , t=1,....n, (2.2)
j=1

comb; >0 ea;; €Rparai,j=1,2,...,n. O espago de fase de (2.2) é o conjunto
RY ={o = (z1,29,...,2,) ER" 1 2; > 0 para i =1,2,...,n}.

Note que a matriz A = [a;j] é a matriz comunidade DN. Assim, se a relacdo entre
a populagao 7 e a populagao j com j # i for de competicdo ou cooperagao, entao o
padrao de sinais de (a;;, a;;) torna-se (—, —) ou (+, +), respectivamente. Para o caso de
predador-presa, temos (+, —) ou (—,+). Os elementos diagonais a;; de A sao geralmente
nao positivos, uma vez que descrevem a relacao entre as mesmas espécies e refletem o

recurso limitado.

Definicao 2.9. Um sistema Lotka-Volterra competitivo n-dimensional é um sistema dado

pelas equagoes diferenciais

T = ; (bz‘_zaz‘j%) ;o t=1.0n, (2:3)

Jj=1

comb; >0 ea;; >0parai,j=1,2,...,n. O espago de fase de (2.3) € o conjunto
RY ={z = (z1,22,...,2,) €ER" 12, 20 parai=1,2,...,n}.

Definicao 2.10. O espacgo dos sistemas Lotka-Volterra competitivos n-dimensionais é

dado por

CLV(TL) = {F € X(Ri) Fl(ill') = Q?l(bl — Zaij:cj);aij,bj > O,i,j = 1,2, c. ,n},

j=1
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onde X (R'}) denota o conjunto dos campos vetoriais definidos em R}

A seguir enunciaremos o famoso principio de comparacao de Kamke [13, 8], que uti-
lizaremos para provar o resultado principal desta secao. Em termos simples, o principio
de Kamke nos diz que o fluxo de um sistema cooperativo preserva uma certa ordenacao
de vetores.

A forma do principio de comparacao de Kamke que usaremos é a seguinte.

Teorema 2.11. (Principio de comparagao de Kamke) Sejam x(t),y(t) solugoes do sistema

(2.1) definidas para a <t < b.
(A) Suponha que o sistema € cooperativo. Se x(a) < y(a), entao x(b) < y(b).

(B) Suponha que o sistema é competitivo. Se z(a) e y(a) sao nao relacionados, entio

x(b) e y(b) também sao nao relacionados.

Com estas ferramentas, o Teorema de Hirsch pode ser aplicado aos sistemas Lotka-

Volterra competitivos n-dimensionais. Este é o contetiddo do seguinte teorema.

Teorema 2.12. Seja F' € CLV(n). Entao, toda trajetoria do sistema & = F(x) em
R% \ {0} € assintdtica a uma trajetoria em 3, onde ¥ é uma subvariedade Lipschitz

homeomorfa ao simplexo unitdirio em R™ wvia projecao radial.
Jr

Demonstracao.

Dado F' € CLV (n), temos F;(x) = x;N;(x) com

Temos que F' é competitivo, pois

al’j

= —a;;x; <0, para ¢ # j.

Além disso, temos que
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ON;(z)
al’j

= —a;; <0, para i # j.

Em particular, DN possui entradas estritamente negativas em todos pontos de equilibrio
de F', com exce¢ao da origem.
Calculando todas as derivadas parciais de F', temos

OF;(x) = OF;(x) o
8$i = bz — Q5 — ;aijxj, (§ 8—% = =TG5, 1 7£ 7]

Assim, a matriz jacobiana Jp(z) = [0F;(z)/0z;] calculada na origem é uma matriz dia-
gonal e todos os seus autovalores sdo positivos (dados por b;), de modo que a origem é
um equilibrio repulsor para o campo F.

Escrevendo

E(l’) = T; (bz - Z aija:j> y Qjj, bz > 0,

j=1
vemos que para |z| suficientemente grande, F(x) é um vetor negativo. Vamos mos-
trar que o fluxo de —F, ¢_;(x), é tal que |¢p_4(x)| é monotonamente crescente com t,
e limy_, |¢_¢(z)| = oo, tornando o sistema dissipativo.

De fato, o principio de Kamke é aplicado aqui ao campo —F, que é cooperativo, uma
vez que F' é competitivo, por hipotese. Note que, para |z| suficientemente grande, F' é
negativo, entdo, —F' é positivo. Assim, existe r > 0 tal que |z|> r implica —F(z) > 0.
Seja S := {x € R} : |z[> r}. A regido S é invariante por —F, pois —F aponta para
o interior dessa regiao, pois —F é positivo. Tome um z € S§. Sejam t, > t; > 0.
Vamos mostrar que |¢_4, (z)|> |¢—+, (2)] 0 que vai implicar em |¢_,(z)| ser monotonamente
crescente. De fato, pelo Teorema do Valor Médio, existe t* € (t1,t2) tal que ¢4, () —
Oy, () = d/dt(d_i(x))|1=¢+ (ta — t1), onde d/dt(¢_(z))|i= € a derivada de ¢_4(x) com
respeito a t calculada em t = t*. Pela definicao de fluxo temos que d/dt(¢_())|i==
—F(¢_+(x)) que é positivo, pois pertence a regiao S. Como ty > t1, segue que ¢_y,(x) —
¢y, (x) > 0. Isso mostra que |¢_,(z)| € monotona crescente.

Portanto, © = F'(x) é um sistema dissipativo. Agora, podemos aplicar o Teorema Hirsch
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e o resultado segue. ]

Assim, ao aplicarmos o Teorema de Hirsch nos sistemas Lotka-Volterra n-dimensionais

obtemos o conjunto ¥ que sera a base de toda a nossa discussao nesta dissertacgao.

Definigao 2.13. Dado F € CLV(n), chamaremos de simplezo suporte a subvariedade
Y} dada pelo Teorema 2.12, que € uma subvariedade Lipschitz homeomorfa ao simplexo
unitdario em R’y via projecdo radial, e, tal que, toda trajetdria do sistema & = F(z) em

R% \ {0} ¢ assintotica a uma trajetoria em X.

Em decorrencia do Teorema 2.12, o simplexo suporte ¥ de um dado F' € C'LV(n)
possui dimensao n — 1 e contém todos os conjuntos w-limite das condigoes iniciais fora da
origem e, consequentemente, contém todos os pontos de equilibrio do sistema, com excegao
da origem. Portanto, a dinamica restrita a > nos fornece um entendimento completo da
dindmica do sistema no espaco todo.

Além disso, ele € homeomorfo a um simplexo unitario, o que facilita nossa compre-
ensao da dinamica global de maneira simplificada. Para os sistemas Lotka-Volterra com
dimensao n = 2, o simplexo suporte serd uma curva, e os conjuntos limites sao pontos de
equilibrio.

Para n = 3, o simplexo suporte serd uma superficie bidimensional, homeomorfa &
parte do plano x; + x9 + x3 = 1 situada em Rf’r. Além disso, pelo Teorema de Poincaré-
Bendixson, todo conjunto limite é um ponto de equilibrio, uma 6rbita periédica ou uma
uniao finita de pontos de equilibrio unidos por érbitas regulares. Esses resultados serao

de extrema importancia nos préoximos capitulos.



Capitulo 3

Analise Geométrica dos Sistemas

Lotka-Volterra Bidimensionais

O objetivo deste capitulo é compreender em duas dimensoes como a andlise das iso-
clinas dos sistemas Lotka-Volterra competitivo determina completamente os possiveis re-
tratos de fase. Para obtermos os pontos de equilibrio, basta encontrar as intersecoes das
isoclinas do sistema. Para analisar a estabilidade destes, em dimensao n = 2, os célculos
algébricos do processo de linearizagao e estudo dos autovalores seriam possiveis e factiveis.
No entanto, para dimensoes maiores, o mesmo método é inviavel. Dessa forma, recorrere-
mos & analise geométrica das is6clinas e do fluxo do sistema para determinar a estabilidade
dos equilibrios e, assim, definir uma relagao de equivaléncia que divide C' LV (2) em classes
com diferentes configuragoes de isdclinas. Denominaremos essa relacao de equivaléncia de
“Equivaléncia por Isoclinas”. Vamos mostrar que as classes de equivaléncia obtidas por
essa relacao nao apenas nos fornecem a localizacao dos equilibrios, mas também o retrato

de fase completo do sistema.

3.1 Andalise do sistema Lotka-Volterra bidimensional

Recordemos agora o que é a i-ésima isoclina de um sistema de equagoes diferenciais.

Definigao 3.1. Seja U C R", aberto, sejam x = (x1,...,2,) € U e um campo vetorial

13
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F(x) = (Fi(),...,F,(x)) € CY(U). Dado o sistema z; = Fy(z),i=1,2,...n, ai-ésima

isoclina do sistema € o conjunto de pontos x tal que F;(x) = 0.

Em duas dimensoes, o sistema Lotka-Volterra competitivo é escrito como
& = Fi(r) = 24(b; — (Ax),), (3.1)

onde x = (z1,%2), F' = (F1, F3) e A = [a;j] ¢ uma matriz 2 x 2 com entradas estritamente
positivas. Aqui e em toda a dissertagao, a notagao (Ax); refere-se a i-ésima componente
do vetor (Ax), que é o vetor resultante da aplicagdo da matriz A ao vetor x.
Comegamos determinando as isoclinas de (3.1), que sdo os conjuntos de pontos onde
Fi(z) =0, ou seja,
zi(b; — (Ax);) =0 < x; =0 ou b; = (Ax);.

Portanto, as isoclinas de (3.1) sao

I = Ny U Xy,

Iy = Ny U Xy,

onde
= {(x1,x2): @111 + a1972 = b1 };

{
{

To = }

(21, 72):
(21, 22): anx1 + gy = by };
(w1, 22):
(21, 72):

= {(z1,29): 21 = 0}.
Os equilibrios do sistema (3.1) estdo nas intersegoes das duas isoclinas. Genericamente,

podem existir até 4 dessa interse¢oes em R% . Podemos classificé-las em 3 tipos como segue:
i) A origem O = (0,0).
ii) Os equilibrios nos eixos coordenados Ry = (by/a11,0) e Ry = (0,by/ass).

iii) O equilibrio interior P = (py, p2), que é a intersecao das retas Ny e Ns.
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Os equilibrios O, Ry e Ry sempre pertencem a R? . O equilibrio interior P nem sempre

possui todas as coordenadas positivas.

Observagao 3.2. Quando det(A) # 0, o equilibrio P € solugdao do sistema linear Ax = B,
ou seja,
a11r1 + appry = by,

2121 + a2T2 = by

e € dado por

p— (p1,p2) _ ( a22b1 — ajaby a11be — a1 by ) .

11022 — Q12021 (11022 — (12021

Vamos agora analisar a estabilidade dos equilibrios usando a geometria das is6clinas.
Para sistemas Lotka-Volterra bidimensionais os equilibrios sao todos hiperbélicos quando
det(A) # 0. Inicialmente, observamos que os eixos coordenados X; e X, s@o invariantes.
De fato, fazendo z; = 0, temos z; = 0, de modo que solug¢oes comecando em cada
eixo permanecem neste eixo. Ainda, restrita ao eixo X;, a dindmica de (3.1) é dada
por &; = x;(b; — a;x;), que é equivalente ao modelo logistico #; = rx;(1 — x;/K), com
r; =b; e K =b;/a;. Como as solugbes do modelo logistico convergem para a capacidade
suporte se x;(0) > 0, vemos que cada equilibrio R; = (b;/a;;)e; atrai todas as solu¢oes no
eixo X; exceto a origem, onde e; é o vetor com 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais
coordenadas. Assim, R; é atrator ao longo de cada eixo X;.

Para determinar se R; atrai ou repele em outra direcao transversal ao eixo X;, vamos
usar a geometria das isoclinas. Vamos particionar R2 pela reta Ny (veja Figura 3.1.a), ou
seja, dividimos R% em dois subconjuntos. O primeiro subconjunto é o conjunto limitado
onde & > 0 de R? que denotaremos por C'Ly. O segundo subconjunto é a componente
ilimitada de ]Ri onde &5 < 0, que denotaremos por C'I,. Voltemos nossa atencao para a
posicao em que o equilibrio R se encontra depois de particionarmos o Ri. Se R, pertence
ao conjunto limitado, entdo &5 > 0 em uma vizinhanca de Ry em R% que intersecta ¥ e,
assim, R; possui uma dire¢ao repulsora ao longo de ¥, de modo que é um ponto de sela
do sistema em R? e repulsor ao longo de 3. Em outras palavras, se By € C'Ly \ N», entdo
R; é uma sela. Por outro lado, se Ry € Cly\ Ny, entdo o < 0 numa vizinhanga de R;

em R? que intersecta X e, assim, R; possui uma direcao atratora ao longo de X, de modo
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que R; é um equilibrio localmente assintoticamente estavel.

Analogamente, dividimos R? em dois subconjuntos também pela reta N (veja a Figura
3.1.b). O primeiro subconjunto é o conjunto limitado onde #; > 0 de R?%, que denota-
remos por C'L;. O segundo subconjunto é a componente ilimitada de Ri onde z; < 0,
que denotaremos por C'I; (veja a Figura 3.1.b). Agora, analisando o posicionamento do
equilibrio Ry depois de particionarmos Ri por Ni, podemos inferir o comportamento do
sistema em uma vizinhanga de Ry. Analogamente ao caso anterior, se Ry € CLy \ Ny,
entdo R; é um equilibrio tipo sela e repulsor ao longo de ¥, porém, se Ry € CI; \ Ny,

entao Ry é um equilibrio atrator do sistema e atrator ao longo de 3.

Xy
Xo
Ry 1\
\\
~——
\\ a7, N, _R
\\ cr,
N
N e
m\ N -
arh \ | Gt N
N N\
N \\
— AN
& X ! Ny X
N, B

(a) Regides do R? definidas através da particdo (b) Regides do R? definidas através da partigao
pela reta No. Se R; se encontra na regiao li- pela reta Ni. Se Rs se encontra na regiao limi-
mitada C'Ly (laranja), Ry é um equilibrio tipo tada C'L; (verde), Ry é um equilibrio tipo sela.
sela. Se R estd na regido ilimitada C'Is (azul), Se Rj esta na regido ilimitada C'I; (marrom),
entdo R; é um equilibrio estavel (atrator). entdo R ¢ um equilibrio estavel (atrator).

Figura 3.1: Regioes definidas pelas particoes de Ri pelas retas Ny e N,.

Com as observacoes anteriores, geometricamente, caracterizamos como a posi¢ao re-
lativa em que as is6clinas intersectam os eixos coordenados determina a estabilidade dos

equilibrios R; e Rs. Portanto, podemos enunciar a seguinte proposicao.
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Proposicao 3.3. A configuracao das isoclinas determina o comportamento dindmico do

fluxo nos equilibrios R; e, consequentemente, no ]Ri.

Agora, vamos traduzir este processo geométrico de determinar a posicao relativa dos
equilibrios em relagao as isoclinas para um estudo algébrico do sinal de uma expressao
envolvendo parametros do modelo. Por exemplo, no eixo X; as intersecoes com as retas
N; e N, sao dadas, respectivamente, pelos pontos Ry = (by/a11,0) e (ba/as,0). Assim,

precisamos analisar o sinal da seguinte diferenca

by by

ail a1

Por outro lado, como a;; > 0 para todo i, j, temos que

sgn (ﬁ - 5—2) = sgn (“2161 - b2> = sgn((ARy)s — by). (3.2)

ai a1 ai

Definigao 3.4. Seja F' € CLV(2). A configuragao das isoclinas de F' € dada pelos valores
de
oij = sgn((ARy); —b;), parai# j,i,j = 1,2,

modulo permutacao de indices.

As consideragoes geométricas e algébricas anteriores permitem concluir o seguinte

resultado.

Proposicao 3.5. Ocorre 0;; = 1 se, e somente se, R; estd na componente ilimitada CI;
para i # j e, portanto, atrai ao longo de X. Analogamente, o,; = —1 se, e somente se,

R; estd na componente limitada C'L; para i # j e, portanto, R; repele ao longo de ¥.

Com a determinacao do comportamento de cada R; ao longo de ¥, podemos deter-
minar quando o equilibrio interior P irad existir ou nao e também saber sua estabilidade.
De fato, pela aplicagao do Teorema de Hirsch a sistemas Lotka-Volterra competitivos,
vista no capitulo anterior, o simplexo de suporte > ¢ uma curva invariante globalmente
atrativa, homeomorfa ao simplexo unitario em Ri por proje¢ao radial. Como » é unidi-

mensionalglobalmente atrativo, os conjuntos limites nao vazios fora da origem, consistem
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em equilibrios que pertencem a X, e s6 podem ser Ry, Ry e eventualmente P. Assim, a
dindmica ao longo de ¥ préoxima dos equilibrios R; determina a dindmica no restante de
2.

Nosso objetivo agora é cobrir todos os casos possiveis de combinacoes para o5 € 0.

Os casos possiveis sao:
1) o2 =1,001=—leop=—-1,001 =1 2) o2 = 1,091 = 1; 3) o2 = —1,09;1 = —1.

No Caso 1) pela Proposigao 3.5, se 015 = 1,091 = —1, ent@o temos que R; é atrator
e Ry é repulsor em . Isso quer dizer que o equilibrio R, estd na componente ilimitada
de Ri \ N; e, portanto, atrai ao longo de 3. Por outro lado, R; estd na componente
limitada de R% \ N; e, portanto, repele ao longo de X. Se 012 = —1,09; = 1 ocorre o
caso contrario. O equilibrio R; é repulsor e Ry é atrator em Y. O equilibrio R; esta na
componente limitada de Ri \ N e, portanto, repele ao longo de ¥. Por outro lado, R;
estd na componente ilimitada de Ri \ NV e, portanto, atrai ao longo de X.

Em ambos os casos as retas isoclinas N1 e Ny nao se intersectam em Ri e, portanto,
nao existe ponto de equilibrio interior P. Um dos R; ¢ globalmente atrator, excetuando o
eixo X, ¢ # j. Observe que os dois casos sao equivalentes via permutacao de indices. Os

retratos de fase ficam entao completamente determinados e sao ilustrados na Figura 3.3.
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X, X,
R2 R2
N
O Xl - X1
R,
(a) Campo qualitativo para o Caso 1.1. (b) Retrato de fase para o Caso 1.1.

Figura 3.2: Campo e retrato de fase para o Caso 1.1. Sobe uma 6tica biologica uma tnica
populagao sobreviveria enquanto a outra seria extinta.
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(a) Campo qualitativo para o Caso 1.2. (b) Retrato de fase para o Caso 1.2.

Figura 3.3: Campo e retrato de fase para o Caso 1.2. Sobe uma 6tica bioldégica uma tnica
populagao sobreviveria enquanto a outra seria extinta.

No Caso 2), pela Proposigao 3.5, como 015 = 1 € 091 = 1 temos que R; e Ry atratores
em Y. Isto quer dizer que cada R; estd em uma componente ilimitada de Ri \ N; para
t # j. Assim, cada R; atrai ao longo de ¥ e deve existir um outro conjunto repelindo
as solugdes em Y. Nesse caso, as retas N; necessariamente se cruzam em Int(R3) para
que P € Int(Ri) e 0 X seja composto pelos pontos de equilibrio Ry, Ry e P, unidos por
variedades estaveis dos R;. Portanto, P ¢ uma sela que repele ao longo de X, e possui
uma variedade estavel que separa as bacias de atracao de Ry e Ry. O retrato de fase fica

entao completamente determinado, e ¢é ilustrado na Figura 3.4.



21

X
Ry
N,
P
AN
—— X1
Ry
(a) Campo qualitativo para o Caso 2. (b) Retrato de fase para o Caso 2.

Figura 3.4: Regioes definidas pelas partigoes usando as isoclinas. Neste caso o desenvol-
vimento de uma espécie depende da condicao inicial.

No Caso 3), pela Proposicao 3.5, temos que Ry e Ry repelem ao longo . Assim, deve
haver um outro conjunto atraindo as solugoes em .. Nesse caso, as retas /V; necessaria-
mente se cruzam em Int(R?) para que P € Int(R?%), e 0 I seja composto pelos pontos de
equilibrio Ry, Ry e P, unidos por variedades instéveis dos R;. Portanto, P atrai ao longo
de X, e como X esta atraindo globalmente em Int(R%r), P é um atrator global. O retrato

de fase fica entao completamente determinado, e é ilustrado na Figura 3.5.
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X2 X2

X

(a) Campo qualitativo para o Caso 3. (b) Retrato de fase para o Caso 3.

Figura 3.5: Regioes definidas pelas parti¢oes usando as iséclinas. Todas as solugoes com
condicoes iniciais interiores em ]R%r convergem para o ponto interior P.

Assim, cobrimos todos os casos possiveis, ou seja, qualquer conjunto de parametros
que define um campo F' € CLV(2), com excegao dos casos degenerados com o;; = 0, vai
gerar um dos casos anteriores. Em outras palavras, separamos o espago C'LV (2), que é
um espago de dimensdo 6, em trés conjuntos abertos, cuja unidao é densa em CLV(2),
mais suas fronteiras, que sao os conjuntos o;; = 0. Portanto, podemos dizer quando dois

campos sao isoclina-equivalentes.

Definicao 3.6. Seja F,G € CLV(2). Dizemos que F' e G sao isdclina-equivalentes se, e

somente se, elas possuem a mesma configuracao de isoclinas.
Observe que definimos uma relagao de equivaléncia em C LV (2).

Definigao 3.7. Seja F' € CLV(2). Dizemos que F € isoclina estdvel se, e somente se,

existe uma vizinhanga de F em CLV (2) de campos com retratos de fase equivalentes.

Proposigao 3.8. Seja F' € CLV (2). Entao, F € isoclina estdvel se, e somente se,

sgn((AR;); — bj) # 0,
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para it # j, 1,5 =1,2.

A demonstracao segue direto das definicoes.

Pequenas perturbacoes nos parametros mantém a estrutura do sistema, em particular,
mantém a configuracao das isoclinas. Por exemplo, se um equilibrio R; esta a “direita”
da reta Ns, ele ¢ um ponto de sela. Com uma pequena perturbagao nos parametros, ele
continuard sendo uma sela, e a reta Ny continuara a “direita” em relacao ao ponto R;.
Em resumo, uma vez escolhido um ponto no espago de parametros, existe uma vizinhanca
que mantém a estrutura do sistema, a configuracao das iséclinas e, consequentemente, o
sinal que a proposi¢ao pede. Observe também que as classes isoclinas estaveis (trés para
o caso bidimensional) sao classes abertas, pois sdo definidas por desigualdades estritas. A
tnica possibilidade de ocorrer (AR;); —b; = 0 é quando R; € Nj, e o equilibrio deixa de

ser hiperboélico.

Corolario 3.9. Existem trés classes isoclinas estdveis e elas possuem unidao densa em

CLV(2).

Figura 3.6: Classes isoclinas em C'LV(2).

Por fim, vamos demonstrar um resultado que garante que as classes iséclinas bidi-

mensionais ilustradas na Figura 3.6 sao topologicamente estaveis. Em outras palavras,
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queremos dizer que dados F,G € C'LV(2) pertencentes a uma mesma classe isoclina, po-
demos levar solugoes de F' em solugoes de G por meio de um homeomorfismo preservando
a orientacao do tempo.

Isso significa que, embora os sistemas possam ter aparéncias diferentes em termos
de seus parametros, e, consequentemente, de seus retratos de fase, as estruturas das
trajetorias sao essencialmente as mesmas do ponto de vista topologico, devido a terem a

mesma estrutura nas isoclinas.

Teorema 3.10. Em CLV(2), as classes isdclinas estdveis coincidem precisamente com

as classes topologicas estdveis.

Demonstragao.

Primeiramente vamos mostrar que todo campo vetorial F' € CLV(2) tem uma fungao
de Lyapunov Vr em Ri que varia continuamente de acordo com os parametros de F.
Vamos mostrar também que P é o tinico ponto critico de Vr e determinar as curvas de
nivel de V. A partir deste ponto usaremos a estrutura das curvas de nivel juntas com as
estruturas dadas pelos conjuntos de nivel de Vp para construir a equivaléncia topologica
entre isoclinas estaveis e os equivalentes campos vetoriais.

Seja F' € CLV(2) com a matriz A = [a;;], dado por

2
E(CE) = ; (bz — Zaijxj) s 1= 1, 2,
j=1

e considere a funciao quadratica Vi : R? — R definida por
2 2
VF($) = 211 <Z a1;T5 — 2b1> + a1222 <Z A2;Tj — 2b2> .
j=1 j=1
Calculando o gradiente de Vg(x), temos

2&21 (Z?’:l aljxj — b1>

2@12 <ZJ2~:1 Qo5 — bQ)
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Assim,

V(Vp(z) =06 2= ( Ggob1 — a1oby G110y — azby ) _p

Y
a11G22 — Q12021 G11G22 — A12021
Desse modo, vemos que P é o tnico ponto critico de V. Ainda, calculando as derivadas
parciais de segunda ordem em P e construindo a matriz hessiana de Vr em P temos

2a11a91 2a12a21

H(Ve(P)) =

2a12a21 2a12a92
Logo,
det(H(VF(P))) = 4&11&22&12&21 — 4(&12&21)2
= 4G12a21(a11a22 - G12G21)
= 4&12&21 det(A)

Portanto, se det A > 0, o grafico de Vx é um paraboloide com minimo em P e se det A < 0,

Vp tem um ponto de sela em P. Note ainda que por (3.2) temos

bia
ol =1e 251
beaiy
baa
g = 1 e 202 4
biag
e b
a
0'12:—1<Z>121<17
byaiy
baa
oy = —1 e 202
biag
Assim,
bias baa
12l 272 S 1S agians — apias > 0 < det(A) < 0.
baay1 byasge
Analogamente,
birasy baa
1721 22712 | & agraq9 — Q11099 < 0 < det(A) > 0.
boaqy biags
Logo, na classe isoclina 2 onde o153 = 091 = —1 e P & atrator, temos det(A) > 0 e P

é ponto de minimo de Vg, e na classe isoclina 3 onde 015 = 091 = 1 e P é sela, temos
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det(A) < 0 e P é ponto de sela de V.

Vejamos agora que Vi é uma fungao de Lyapunov para F. Para z € R%, temos

2 2 2 2
VF = VVF(QT) F(IL‘) = —2@21.731 (bl — Z aljx]) —26112172 (bg — Zagjl’j> < O, (33)

j=1 j=1

uma vez que asy,a;p > 0. Ainda, vemos que VVp(z) - F(x) = 0 se, e somente se, &
é um ponto de equilibrio de F. Assim, Vr é uma funcao de Lyapunov global para F|,
significando que o valor de VF diminui com o tempo ao longo de 6rbitas nao constantes
de F' e essas oOrbitas sao transversais aos conjuntos de niveis de V.

Agora, escolha dois campos vetoriais isoclina estaveis equivalentes F Fe CLV(2). Para
fixar as ideias, assuma que F) F estao na classe de isoclina estavel 3, conforme a Figura
3.7. Entao, F' tem um simplexo suporte > com pontos de equilibrio atratores R, Ry e um
ponto de sela em P, enquanto F' tem um simplexo de suporte 3 com pontos de equilibrio

atrativos Ry, Ry e um ponto de sela em P.

Figura 3.7: Campos F e F isoclinas equivalentes.

Sejam V e V as funcoes de Lyapunov para F' e F , respectivamente, ou seja, V = Vg e

V' = Vi como definido anteriormente. Usaremos V' e V' para construir um homeomorfismo
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de R% que leva orbitas de F' em 6rbitas de F' de maneira orientada. Como V ¢ uma fungio

de Lyapunov para F', pela evolugao de V' ao longo do tempo, sabemos que
0=V(0)>V(P)>V(Ry),V(Ry),

e, similarmente,

0=V(0)>V(P)>V(R),V(R,).

onde os valores de V(R;y) e V(Ry) podem satisfazer V(Ry) > V(Rz) ou V(R;) < V(Ry)
e 0 mesmo ocorre para V(Ry) e V(Ry).

Dai, apos qualquer permutacio necessaria dos eixos, ou perturbacio de V ou V para
fungdes de Lyapunov proximas, podemos assumir sem perda de generalidade que, V(Ry) >
V(R;) e V(R;) > V(Ry). Assim, existe um homeomorfismo h : R — R (veja Figura 3.8)
tal que

h(0) =0, h(V(P)=V(P), eh(V(R))=V(R;), i=12.

Figura 3.8: Homeomorfismo h.
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Agora, escolha r € R tal que V(P) < r < 0, e considere o conjunto de nivel V~!(r)
de V. A escolha de r junto com o fato de que V é fungao de Lyapunov e estamos na
classe 3 onde P & ponto de sela, garante que V~!(r) ¢ uma hipérbole, com centro em P.
Ainda, esta hipérbole intersecta uma tnica vez, e de maneira transversal, cada trajetoria
de F em RI\X U {0}. De fato, a condigao (3.3) garante que F' nao ¢ perpendicular a
VVe(x) nos ponto regulares de F. Logo, a pré-imagem de V (que nesse caso sao as
hipérboles) intersecta cada o6rbita de maneira transversal. Em particular, sejam Sj,Ss
(com |S;| < |Ss]) os dois pontos onde a variedade estavel de P, W9(P), encontra V=1(r).

Veja a Figura 3.9.

Figura 3.9: Imagens inversas de V' para um sistema na classe isoclina 3.

Da mesma forma, por ser h homemorfismo, temos V(P) < h(r) < 0 e, entdao, V=1 (h(r))

também é uma hipérbole intersectando uma tnica vez e de maneira transversal as érbitas

de F em R2\X U {0} e encontra a variedade estével de P em Sy, Sy, onde [S;| < |S,

Seja h, : V7'(r) — V~'(h(r)) um homeomorfismo entre as hipérboles, preservando os
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eixos, e tal que h, (S;) = S;, 1 = 1,2. Agora podemos usar h e h, para definir o homeo-

morfismo H de R? da seguinte forma. Em R?\X U {0}, defina

H(z) = O (h, (O(2) N V71 (1)) NV (A(V(2))),

onde O(z) e O(z) denotam as orbitas de  sob F e F, respectivamente. Veja a Figura

3.10.

Figura 3.10: Construcao do Homeomorfismo H.

Portanto, H : R2\X U {0} — R2\XU{0} leva 6rbitas de F para orbitas de F' e conjuntos
de niveis de V para conjuntos de nivel de V. Pela transversalidade dessa estruturas, H
¢ continua em todo o ponto e isso se estende para um homeomorfismo no R%. De fato,
observe que isso ocorre devido a transversalidade das estruturas nas curvas de nivel de V'
e V nos dominios dos campos F' e F. Tome um ponto x (como exemplificado na Figura
3.10) e considere N(z), uma vizinhanca aberta de z. Conduza todos os pontos de N(z)
pelo fluxo até a curva de nivel V~1(r) e denote o conjunto obtido por C(N(z)). As 6rbitas
dos pontos em N(z) sempre interceptam V~!(r) devido a transversalidade. Realizando
o processo analogo para H(z) e V~(r), obtemos o conjunto C(N(H(x))) C V='(r),
onde N(H(x)) é uma vizinhanca aberta de H(x). Através do homeomorfismo h, (ho-

meomorfismo entre hiperbéles), considere h, ' (C(N(H(z)))) C V~'(r). Considere agora
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a interse¢ao C(N(z)) N h, Y(C(N(H(z)))) e retorne no tempo. Como o conjunto obtido
é aberto, usando a definicao de continuidade em termos de pré-imagens de conjuntos

abertos, concluimos que H é continua.



Capitulo 4

Analise Geométrica dos Sistemas

Lotka-Volterra Tridimensionais

Neste capitulo, iniciaremos a classificacao dos sistemas Lotka-Volterra tridimensionais.
Inicialmente veremos como as iséclinas determinam certas propriedades dos equilibrios
nos eixos e, em seguida, definiremos as classes de equivaléncia no espaco dos sistemas

tridimensionais.

4.1 Iséclinas e a estabilidade dos equilibrios R; e Q);

Adicionar uma dimensao ao modelo Lotka-Volterra de duas dimensoes estudado na
secao anterior acarreta o acréscimo de 6 parametros, ou seja, dobramos os parametros do
caso bidimensional. Isso significa que uma analise algébrica tradicional seria exaustiva
e fora do escopo desta dissertacao. O nosso objetivo nesta secao é estabelecer classes
de equivaléncias no conjunto C'LV(3) e analisar o comportamento de cada uma delas.

Especificamente, vamos considerar os campos da forma

onde z = (x1, g, x3), F' = (F1, Iy, F3), b > 0 e A = [a;;] € uma matriz 3 x 3 com entradas

estritamente positivas.

31
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Como no caso bidimensional, para obtermos algumas informacgoes necessarias sobre o
sistema, vamos analisar as isoclinas, que sdo os conjuntos de pontos onde Fj(x) = 0, ou
seja, z;(b; — (Ax);) = 0 e, assim, ou z; = 0 ou b; = (Az),;. Desse modo, a i-ésima iséclina

¢ a uniao do i-ésimo plano coordenado

Gi = {(1’1,$2,.’L’3) X = 0}7

com o plano definido por

N; = {(z1, 22, 3): a1 + @ioxa + ajzr3 = b;}.

Observe que cada plano N; possui o vetor normal positivo ¢; = (a;1, a2, a;3) € sua intersegao
com os eixos coordenados ocorre nos pontos (b;/a;1,0,0), (0,b;/a;2,0) e (0,0,bs3/a;3).

As isoclinas sao os seguintes conjuntos

L = N1UG1;
I, = N2UG2;
Iy = N3 | JGs.

Os pontos de equilibrio do sistema estao nas intersecoes das trés isoclinas. Gene-
ricamente, podem existir até 8 dessas intersecoes em Ri. Podemos classificid-los em 4

tipos:
i) A origem O = (0,0,0).

ii) Os pontos de equilibrio nos eixos coordenados Ry = (b1/a11,0,0), Ry = (0, by/ass,0)
e Ry = (0,0,b3/a33). Estes pontos sdo as intersegoes dos planos N; com os eixos

axiais X;, 1 = 1,2, 3.

iii) As intersegOes entre os planos N; e N}, com o plano G;, para j # k # i. Chamaremos

estes pontos de Q);, 1 = 1,2, 3.

iv) O ponto de equilibrio interior P = (p1, p2, p3), que é a interse¢ao dos planos Ny, Ny e
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N3. Note que AP = B se det(A) # 0.

Os pontos O, Ry, Ry e Rs sempre pertencem a R . O equilibrio interior P e os pontos
Q1, Q2 € Q3 nem sempre pertencem a R? | pois nem sempre possuem todas as coordenadas

positivas.

4.1.1 Estudo dos equilibrios R;

Vamos iniciar com a analise dos equilibrios R;. De modo anélogo ao caso bidimen-
sional, os eixos coordenados Xi, X, e X3 s@o invariantes. De fato, fazendo x; = 0,
temos @; = 0. Ainda, lembre-se que restrita ao eixo X;, a dindmica de (4.1) é dada por
t; = x;(b; — a;x;), que é equivalente ao modelo logistico &; = r;x;(1 — z;/K), com r; = b;
e K = b;/a;;. Como as solu¢oes do modelo logistico convergem para a capacidade suporte
se z;(0) > 0, vemos que cada equilibrio R; atrai todas as solugoes no eixo X; exceto a
origem. Assim, R; é atrator ao longo de cada eixo X;.

Vamos agora estender o método empregado previamente no contexto bidimensional.
Para isto vamos analisar a posicao do equilibrio I?; em relacao a cada plano ;. O plano
N; divide o espago R? em duas componentes distintas: uma limitada e outra ilimitada.
Denotaremos essas regioes por C'L; (a regido limitada) e C'I; (a regido ilimitada).

A posicao relativa de cada equilibrio do tipo R; em relagao aos planos N; ¢ determinada

pelo seguinte sinal, de modo semelhante ao caso bidimensional

son (15— 2 ) =sen (AR, ~ )

Qi Qji

para i # j, onde (AR;); representa a j-ésima componente de AR;.

Vejamos agora como a posi¢ao de R; em relacao a essas regioes determina sua estabi-
lidade (veja Figura 4.1). Se R; pertence ao conjunto C'L;, com i # j, podemos afirmar
que, em uma vizinhanca de R; no espaco tridimensional Ri, a derivada temporal da co-
ordenada x; ¢ nao negativa, ou seja, &; > 0. Neste caso, R; ¢ repulsor em . Por outro
lado, se R; estiver em CI;, com ¢ # j, entao em uma vizinhanca de R; em Ri, temos

que a derivada temporal de x; é nao positiva, ou seja, #; < 0. Neste caso, I; é atrator
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em Y. Concluimos que a posicao relativa dos I; em relagao aos planos N; determina sua

estabilidade e que esta posi¢do é determinada pela expressao sgn ((AR;); — b;).

(a) R; € CIj. (b) R; € CLj.

Figura 4.1: Posigao relativa do equilibrio R; em relagao ao plano Nj.

4.1.2 Estudo dos equilibrios Q;

Estudaremos agora a estabilidade dos equilibrios ();. Considere um ponto de equili-
brio @);. A invariancia dos planos coordenados G; por I’ assegura a existéncia de dois
autovetores da jacobiana de F' em Q;, Jp(Q);), paralelos a esse plano. Como a restri¢ao de
F' a cada plano G; é um sistema Lotka-Volterra bidimensional, isso implica que o compor-
tamento dindmico em cada um dos planos coordenados é diretamente influenciado pela
dindmica dos equilibrios axiais presentes nesse plano, como no capitulo anterior. Assim,
no plano G;, o comportamento do sistema ¢é inteiramente determinado pela natureza dos
equilibrios R; e Ry, de maneira analoga ao caso bidimensional. Ainda, no plano Gj;, o
ponto @; pode ser visto como o analogo do ponto interior P do caso bidimensional.

Adotaremos um método semelhante ao que utilizamos para analisar a estabilidade dos
equilibrios R;. E importante observar que se @; pertence a N;, entdo temos (AQi); = b;.

Dessa forma, podemos analisar a posicao relativa de cada equilibrio (); em relacao ao
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plano N; por meio do estudo do sinal

sgn ((AQi)i — bs),

onde (AQ);); representa a i-ésima componente de AQ);. Note que se sgn ((AQ;); — b;) = 1,
entao (); esta na componente limitada C'L; e se sgn ((AQ;); — b;) = —1, entao @); esté na
componente ilimitada C'I;.

Calculando a matriz jacobiana de F' em um ponto ();, por exemplo, ¢ = 3, uma vez

que Q3 € G3 e portanto tem a forma Q3 = (1, x2,0), obtemos

by — 2a1171 — a2 —Q1271 —Qa1371
JF(QB) = —a21T2 by — ag1x1 — 209279 —Aa23T2
0 0 by — az171 — a3

Ao analisarmos Jr(Q3), notamos que o fluxo do sistema em uma vizinhanga de @3 apre-
senta duas diregoes paralelas ao plano (3, devido a presenca de dois autovetores neste
plano. Além disso, ha uma tnica dire¢do em que z3 # 0, conforme previamente discu-
tido no texto. Vemos que o autovalor associado a esse autovetor é bs — az1x1 — azoxs =
bs — (AQ3)s. Assim, podemos analisar seu sinal e definir condigoes para determinarmos
a natureza de @); na dire¢ao do autovetor transversal a G;. Como sgn ((AQ;); — b;) =

—sgn (b; — (AQ;);), podemos agora generalizar nosso exemplo. Temos,

i) Se @Q; pertence a regiao C'L; entao sgn((AQ;); — b;) = —1 e, consequentemente, Q;

repele na direcao do autovetor transversal a G;.

ii) Se Q; pertence a regidao CI; entao sgn((AQ;); — b;) = 1 e, consequentemente, ); atrai

na dire¢ao do autovetor transversal a G;.

Portanto, a posicao relativa dos equilibrios (); em relacao ao plano N; determina

sua estabilidade. Ainda, podemos determinar esta posi¢ao por meio do estudo do sinal

sgn ((AQ;); — b;).
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4.2 As classes isoclinas

Até aqui, vimos que as estabilidades dos pontos R; e (); dependem das posigoes relati-
vas dos mesmos em relagoes as isoclinas do sistema e, que estas se traduzem em termos de
sinais. Assim, podemos definir as configuragoes e classes de isoclinas, e veremos através

de um exemplo as conclusoes que ja podemos obter a respeito da dinamica do sistema.

Definigao 4.1. Seja FF € CLV(3). A configurag¢ao das isdclinas de F é dada pelos
valores de 0;; = sgn((AR;); — b;) para i # j e n; = sgn((AQ;); — b;) para i = 1,2,3,

modulo permutagao de indices.

As consideragoes da sec¢ao anterior sobre a estabilidade dos pontos R; e J; nos permite

concluir o seguinte.

Proposigao 4.2. A configuracao de isoclinas determina o comportamento dindmico do

o - 3
fluzo nos pontos de equilibrio R; e Q; e, consequentemente, na fronteira de R7.
Seja U C R3. Denote por U, a fronteira do conjunto U.

Exemplo 4.3. Considere o sistema em que a configurac¢ao das isoclinas € dada como na
Figura 4.2.
Usando a deﬁmg:do temos: 012 = —1,0'21 = 1,0'23 = 1,0'32 = 1,0’13 = 1,0'31 =—1le

m = 1. Podemos entao obter as sequintes informagoes:

i) Ry € CLy e Ry € CI3. Logo, Ry repele em 0XNG3 e atrai em 0% N Go. Portanto, Ry

€ um ponto de sela.

ii) R3 € CLy e Ry € Cly. Logo, R3 repele em 0¥ N Gy e atrai em 0% N G1. Portanto,

R3 € um ponto de sela.

iii) Ry € CI, e Ry € Cl3. Assim, Ry atrai em 0X N Gy e atrai em 0% N G5. Portanto,

Ry € um ponto atrator.

iv) Q1 € CI;. Assim, Q; atrai na dire¢ao transversal ao plano Gy. Portanto, Q1 € um

ponto de sela.
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Figura 4.2: O comportamento em cada um dos pontos de equilibrio em 0.

No exemplo observamos que as retas No N G7 e N3 N G, intersectam-se no ponto
de equilibrio planar @ que pertence a R . Neste exemplo especifico, Q)1 encontra-se no
conjunto invariante C'[;. Portanto, é valido afirmar que (); é atrator na direcao transversal
ao plano GG7. Dado que a dindmica restrita ao plano G; é governada pelo comportamento
dos pontos de equilibrio axiais Ry e R3, e ambos demonstram ser atratores, podemos
concluir que ()1 é uma sela no sistema bidimensional restrita a GGy e, assim, uma sela no
sistema tridimensional.

Com as consideracoes até aqui, as informacgoes disponiveis sobre a dindmica dentro de
Y. e nas proximidades de um eventual ponto de equilibrio interior P sao limitadas. Este
topico serda abordado com mais detalhes no préximo capitulo.

Vamos direcionar nossa atencao para a representacao grafica de ¥. Como discutido
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anteriormente, o Teorema de Hirsch assegura que X captura todo o comportamento di-
namico do sistema e é homeomorfo ao simplexo unitario em R®. Assim, o retrato de fase
e, consequentemente, o fluxo de F' restrito a 3 podem ser representados graficamente de
maneira mais simplificada, por meio de um triangulo. Usando como exemplo a confi-
guracao da Figura 4.1, os pontos R;, Ry e R3 estao localizados nos vértices, o ponto de
equilibrio planar @; esta na borda (lado do triangulo) entre Ry e R3. Pode existir um
ponto de equilibrio interior, mas nao sabemos o comportamento na sua vizinhanca. A

representacao do simplexo unitario para este caso ¢ dada na Figura 4.3.

Figura 4.3: O comportamento no simplexo suporte ¥ representado no simplexo unitério.
A notagao de ponto de equilibrio é como na Figura 4.2, enquanto o simbolo ® representa
regiao interior de X possui dindmica desconhecida.

Com a definicao de configuragao das iséclinas, definimos assim uma relacao de equi-

valéncia em C'LV(3).

Definigao 4.4. Sejam F,G € CLV(3). Dizemos que F' e G sao isdclina-equivalentes se,

e somente se, elas possuem a mesma configuracao de isoclinas.

Definicao 4.5. Seja F' € CLV(2). Dizemos que F ¢é isdclina-estdvel se F' possui uma

vizinhanga em C'LV (3) onde todos os campos sao isdclina-equivalentes a F.
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Observacao 4.6. A definicao anterior nos diz que para cada ponto no espago de pardme-
tros que define um campo F, se ele for isoclina-estdvel, existira uma vizinhanga aberta no
espaco de pardmetros que preserva o comportamento das isoclinas. Portanto, quando nos-

sas classes satisfazem a esse requisito, sao denominadas como classes isoclinas-estdveis.

Proposigao 4.7. Se F' € CLV (3) € isdclina-estdvel e tem um equilibrio interior P, entdo

P ¢ um equilibrio simples.

Demonstracao.

O ponto de equilibrio P é simples se, e somente se, det(DFp) # 0, ou seja, se a matriz
jacobiana de F' no ponto P nao possui autovalores reais nulos. Isto ¢, 0 nao ¢ um autovalor.
Como F ¢ dado por Fi(x) = z;(b; — (Ax);) e AP = b, temos que DFp = —PP A onde
PP = [p;;] ¢ a matriz diagonal com elementos p;; = P;. De fato, calculando a jacobiana

de F' em P e, observando que b; = a;1 Py + a;o P> + a;3P5, temos

—Piay; —Piais —Piags
JF(P) - —Pyag; —FPeazy —Phags =-PPA

—Psaz; —Psazy —Psass

Assumindo que det(DFp) = 0, entdao det(A) = 0. Isso implica a existéncia de uma
dependéncia linear entre as linhas de A. Além disso, os planos N;, que se encontram em
P, compartilham pelo menos uma reta. Isso significa que F' possui uma reta de pontos

de equilibrio, o que contradiz a estabilidade das is6clinas.

Observacao 4.8. O que a proposicio anterior nos diz € que se existir um equilibrio
interior P, esse equilibrio é simples, ou seja, é um equilibrio hiperbdlico ou um centro.

Nao existem outras possibilidades.

Proposicao 4.9. Seja F € CLV (3). Entao, F' € isdclina estdvel se, somente se

oij =sgn((AR;); —b;) #0, en; = sgn((AQi)i — b;) # 0 para i # j.
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A demonstragao segue direto das definigoes 4.4 e 4.5 e da observagao 4.6.
Corolario 4.10. As classes isoclinas-estdveis tém uniao aberta densa em C'LV (3).

O corolério vem do fato que as classes isoclinas sao definidas através de desigualdades
estritas sobre parametros.

O proximo resultado tem uma demonstragao bastante trabalhosa, que nao é apresen-
tada no artigo original [1|. A seguir, explicaremos passo a passo o processo que utilizamos

para demonstra-lo.

Teorema 4.11. FExistem 33 classes isoclinas-estaveis e elas possuem uniao densa em

CLV(3).

Para encontrar as 33 classes isoclinas-estaveis, faremos uso de vérios resultados mate-
maéaticos conhecidos, cujas demonstracoes serao omitidas, visto que nao constituem o foco
central deste trabalho. O método que adotaremos para obter os 33 casos tem as seguintes
etapas: contagem das classes, expansao em subclasses, e eliminagao de casos inexistentes.

Inicialmente, vamos calcular os casos possiveis de dinamicas restritas a 9%, isto €, des-
considerando o comportamento dos equilibrios (); na dire¢ao interna ao simplexo suporte
(e transversal ao plano G;).

Note que cada equilibrio R; nos vértices é representado pelos valores de o0;; e pode
manifestar-se em duas formas: atrator ou repulsor, em relacao a cada uma das dire¢oes
consideradas. Dado que temos trés pontos do tipo R; e cada um deles possui duas diregoes
de agdo, temos um total de 6 possiveis valores de o;; (veja a Figura 4.4 (a)).Vamos
estabelecer uma ordem especifica para a interpretacao dos simbolos, atribuindo valores
de 0y, @ # j, 1,J = 1,2,3, para as 6 posi¢oes nos vértices do simplexo. Iniciaremos no
sentido anti-horario com o valor de o3 na posicao 1, seguido por o5 na posicao 2, ooy,
093, 032 Nas posicoes 3, 4 e b respectivamente e, finalmente, 03; na posigao 6. Cada uma

dessas posigoes e o sentido de interpretagao sao ilustrados na Figura 4.4 (b).
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(a) Possiveis comportamentos para
cada R; em cada direcao da fronteira. (b) Sentido de interpretagao.

Figura 4.4: Representacao do simplexo.

Para simplificar nossos calculos, iremos condensar as 6 variaveis em 3 novas. Os sinais
o;; em cada vértice R; do simplexo serao representados por um dos simbolos A, O, O e

X, representando um par de sinais, onde:

O = {+1,+1},
x = {~1,-1},
O = {+1,-1},
A ={-1,+1}.

Por exemplo, se o vértice com o equilibrio Ry (posi¢ao 1 e 2 de acordo com a Figura
4.4 (b)) é marcado pelo simbolo (), isso implica que o153 = 1 e 015 = 1, indicando que
R, atrai dos dois lados da fronteira ao qual pertence. Se o vértice Ry (posi¢ao 3 e 4 de
acordo com a Figura 4.4 (b)) é representado pelo simbolo X, isso significa que 9 = —1
e 093 = —1, indicando que R, repele dos dois lados da fronteira ao qual pertence. Por
fim, se R3 (posigao 5 e 6 de acordo com a Figura 4.4 (b)) é marcado pelos simbolos [J ou
A\, isso implica que, no primeiro caso, o3z = 1 e 031 = —1, e no segundo caso, o3, = —1 e
031 = 1. Portanto, R3 atrai em uma diregao e repele na outra. Veja a Figura 4.5.

A partir de agora, optaremos por nao mais referenciar os equilibrios R; como posi¢oes
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R3 Ry

R, Ry R, Ry

(a) Ox0O (b) O x A

Figura 4.5: Exemplos de possiveis dindmicas restritas a 0.

de vértices, mas sim utilizar os termos associados as posigoes 1, 2 e 3 do simplexo. Neste
contexto, a posicao 1 denota o vértice localizado na base a esquerda, a posicao 2 indica o

vértice na base a direita e a posigao 3 refere-se ao vértice restante.

4.3 Classes geradoras

Devido as rotagoes que podem ocorrer no simplexo, nao é viavel utilizar métodos
simples de contagem. Portanto, faremos uso de um resultado da teoria de agoes de grupos.

A demonstragao esta em [14] e uma série de aplicagoes desse podem ser consultadas em

[15].

Teorema 4.12. (Lema de Burnside) Seja G um grupo finito que atua sobre um conjunto
X. Para cada g em G, seja X9 o conjunto de elementos em X que sao fixados por g
(também dito invariante a esquerda por g), ou seja, X9 = {x € X:g.x = x}. Entao, o

numero de classes €

1
X/G1= g 21X

geG
onde |G| € a cardinalidade de G e | X/G| é o nimero de orbitas do conjunto X pela agdo
de G. A orbita de um elemento x € X € o conjunto de elementos em X para os quais x

pode ser movido pela agcao dos elementos de G.
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Para utilizarmos o Lema de Burnside, é necessario definir o grupo de agao GG. Vamos
utilizar o grupo de rotagdo G = {R", R~, Id}, onde R™ representa a rotagao horaria, R~
indica a rotagao anti-horaria e /d denota a rotagao identidade. O conjunto X no qual
G atua é formado por todas as combinagoes dos simbolos A, (), [J e x ordenados em
grupos de trés.

O proximo passo € calcular, para cada g € GG, o conjunto de elementos invariantes
sob a agao de g. Para o elemento Id, precisamos determinar o nimero de combinagoes
possiveis dos simbolos A, (), O e X, levando em consideragao que temos trés posicoes a

serem preenchidas. Portanto, utilizando combinacao simples, temos
|X7|= 4 x 4 x 4 = 64.

Para as rotagoes representadas pelos elementos RT e R™, somente quatro elementos
sao fixados: AAA, O O O, 000 e x x x. Qualquer outra combinagao de simbolos é

alterada pela rotacao. Portanto,
X |=4e|XT |=4.
Aplicando o Lema de Burnside, temos
1
| X/G|= 5(64 +4+4) =24

Portanto, o ntimero de o6rbitas apds remover as rotagoes para as combinacoes que
estamos interessados é 24. As orbitas sao representadas pelos seguintes conjuntos: AAA,
O0O,UOH, xxx, OO, 000, 00A, xxO, xxO, x x A, AAO, AAX,
AAL, OO0, OOA, O0x, OxO0,00x, Ox A, OUA, OAx, OAL, AxOe AOX.

O proximo passo é classificar as 24 combinagoes de acordo com a quantidade de equi-
librios do tipo ); que elas geram. O processo consiste em percorrer as 24 combinagoes
e analisar os pares de simbolos dois a dois em cada uma delas. Lembrando que cada

(QQ; é anélogo ao ponto interior P do sistema bidimensional, os pares que geram (); sao
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os seguintes: O, OO, xx, xA, AL, AQ),Ux,HA. Os pares que nao geram (); sao:
Ox,OA, xO, xO, Ax, AA,O0,00.
Neste momento, ao analisar cada uma das 6rbitas que encontramos ao aplicar o Lema

de Burnside, considere as possiveis rotagoes das combinacoes de simbolos. Por exemplo,

Alx & xAl < O x A.

Em cada uma das orbitas, contabilize o ntimero de pares que geram os equilibrios Q);.

Assim, obtemos a seguinte classificagao:

i) Combinagoes com 1 Q;: O O x, AAQ, AAXx, OO0, O0x, x x O, OAO, A x O.
ii) Combinagdes com 2 Q;: OO A, OO0, x x A, x xO, AADO, OOA, OOx, O x A.
iii) Combinagoes com 3 @Q;: O O O, x x x, QUA, ADx.

iv) Combinagoes com nenhum @Q;: AAA, OO0, O x O, OAX.

Para facilitar o entendimento, podemos visualizar as 24 combinagoes divididas em
grupos de acordo com a quantidade de equilibrios do tipo @); na fronteira, como mostrado

nas Figuras 4.6 a 4.9.
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Figura 4.7: Fronteiras de simplexos possiveis com 2 equilibrios do tipo ;.

45



46

OO0 X X X (@]MPAN AOx

Figura 4.8: Fronteiras de simplexos possiveis com 3 equilibrios do tipo @);.

AAA ooog Ox0O OAx

Figura 4.9: Fronteiras de simplexos possiveis sem nenhum equilibrio do tipo @);.

Ainda, podemos remover 8 combinagoes de simbolos que sao equivalentes a outra por
reflexao em algum eixo do simplexo. Por exemplo, ()()A é equivalente & combinac¢ao ()
(1. Com isto, restam 16 combinagoes possiveis, que serao referidas como classes geradoras,
mostradas na Figura 4.10. E importante observar que essas 16 classes representam todos os
possiveis comportamentos qualitativos na fronteira de ¥ quando projetamos no simplexo

unitario.
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{ ] v
A d_.._/._\H
v VI VII VIir

Figura 4.10: Classes geradoras das combinagoes qualitativas na fronteira de X

Para cada uma das 16 classes geradoras, conduzimos um estudo detalhado das possiveis
posicoes relativas de cada equilibrio (); em relacao ao plano N;. Ou seja, consideramos
todas as possibilidades para o comportamento dos equilibrios @); (atrator ou repulsor) em
relacao ao interior do simplexo. Por exemplo, a classe 11 gera duas classes distintas,
conforme ilustrado na Figura 4.11. Na classe derivada [1I — 1, ele é atrator, enquanto,
na classe derivada I'I1 — 2, é do tipo sela.

Aplicando o processo de forma analoga em todas as 16 classes geradoras obtivemos 50

diferentes possibilidades, as quais denominamos de classes derivadas (veja Figura 4.12).
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Exemplo das possiveis classes derivadas da classe I11.
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Figura 4.11:
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VIi—1 VIl -2 VII—3 VII—4
VIII -1 VIII -2 VIII -3 VIII —4
IX -1 IX -2 IX -3 IX -4
X -1 X -2 X -3 X -4
XI—-1 XI -2 XI—-3 XI—14

XII—-1 XIT—2 XII-3 XII -4
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AN LA LA LA

XIIIr—-1 XIII—-2 XIIr—-3 XIITr—4
XIII -5 XIII —6 XIV —1 X1V -2
&; zﬁx
XIV —3 XIV —4 XIV -5 XIV —6

“lXV—l: =XV[1L

Figura 4.12: 50 Classes derivadas.

E importante notar que a geracdo destas classes derivadas se baseia em percorrer
todos os possiveis casos. Assim, cada uma das classes representa um eventual conjunto
de desigualdades que define um subconjunto no espaco de parametros correspondente a
CLV(3). Das 50 classes derivadas, 17 serao excluidas por nao possuirem consisténcia
intrinseca, ou seja, por corresponderem a subconjuntos vazios, como mostraremos mais
adiante. Portanto, apresentamos a seguir uma analise mais detalhada das 50 classes

derivadas construidas, eliminando as 17 que na verdade sao inexistentes.
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4.4 Analise geométrica das classes derivadas

O processo que faremos a partir de agora consiste em realizar uma anélise geométrica
nas classes derivadas. A finalidade é retirar classes derivadas que nao possuem sentido
matemético em nosso contexto, ou seja, encontrar as classes derivadas das 17 classes
geradoras que nao sao realizadas por nenhum conjunto de valores de parametros.

Primeiramente, explicaremos como a dindmica no contexto tridimensional de um equi-
librio @); é diretamente influenciada pelos comportamentos dos planos coordenados aos
quais o equilibrio planar @); nao pertence, ou seja, G; e G. Mais especificamente, se
em um subsistema bidimensional existir um equilibrio interior em um dos planos coor-
denados, sabemos que este plano é membro das classes isoclinas-estaveis 2 ou 3 do caso
bidimensional como descritas na Figura 3.6. Como o ponto (); pode pertencer a regiao
C1I; ou CL;, podemos determinar geometricamente suas possiveis naturezas analisando o
comportamento nos outros dois planos G e Gjy,.

Para ilustrar o que queremos fazer, atente-se ao seguinte exemplo.

Exemplo 4.13. Considere a classe geradora 1X. FEsta classe possui dois equilibrios do
tipo QQ;. Para facilitar nosso entendimento, vamos considerar a nomenclatura natural nos
pontos de equilibrio do simplexo como na Figura 4.13.

Precisamos determinar em quais componentes determinadas pela divisao do R3 pelos
planos N1 e Ny estao os equilibrios ()1 e Qo e, assim, determinar suas naturezas, ou seja,
determinar os valores de 1, e ny. O comportamento de cada um dos lados do simplexo
captura a dindmica em cada plano coordenado como representado na Figura 4.14.

Para isso, além de destacar que os pontos R; sao da forma R; = (b;/a;;)e;, destacamos
os pontos m;; = (bj/aji)e;. Estes pontos serdo nossa referéncia para relacionar as dindmi-
cas planares, que sao de certa maneira disjuntas, em uma unica dindmaica tridimensional
coesa.

Como wisto anteriormente, o;; = sgn (b;/a; — bj/aj;) e, ainda, 0,5 =1 se, e somente
se, R; € atrator no plano Gy, para i # j # k. Assim, 019 =1, 091 = —1, 093 =1, 035 = 1,
031 = —1 e 013 = —1. Queremos usar estes valores para determinar os valores de n; e

n2. No contexto atual, quando dissermos que R; é “menor” ou “maior” que m;; queremos
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Rs
Q2 Q1
R1 < < RQ
IX

Figura 4.13: Representacao da classe geradora [.X.

dizer que a i-ésima coordenada de cada um destes pontos possui tal relagao de diferenca.
Por exemplo, 015 = —1 significa que Ry € menor que mo;.

Cada plano N; possui intercessao com os planos coordenados G; e este conjunto €
uma reta. Chamaremos essa reta de n;. Em cada plano Gy, estamos interessados na
reta ng. Observe que no plano coordenado Gy, estas retas tém como pontos de intercessao
com os eixos coordenados os pontos my; e my;, respectivamente nos eixos X; e X;. O
que precisamos fazer agora € simplesmente “ligar os pontos” e analisar onde os equilibrios
planares residem.

Para o equilibrio (Q1 precisamos de informacoes sobre mis € myz. Sabemos que 91 =
—1 e 031 = —1, assim mqs € maior que Ry e my3 € maior que R3. Do mesmo modo,
o120 =1 e o3y =1, asstim moy € menor que Ry e mog € menor que Rs. Portanto, com essas
configuragoes especificas de isoclinas, temos que myy > Ro > mas, mi3 > R3 > Moz, myz >
R3 > mos3, e mgy > Ry > moy. Logo, necessariamente teremos ()1 na componente limitada
determinada por N1, e Qo estd na componente ilimitada determinada por No, ou Q1 € C'Ly
e Qs € Cly como € ilustrado na Figura 4.15.

E importante observar que ndo é somente nesse caso especifico que essa andlise funci-

ona. Num sistema bidimensional, se o equilibrio interior P for atrator, ele estard sempre
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mi2 RQ mis

Ry

ma . me
Ry a3 R R ms1

Figura 4.14: Configuracao de is6clinas em cada plano coordenado seguindo a classe ge-
radora I X. Da esquerda para a direita: plano G3 = X; X X5, plano G; = X5 x X3 e 0
plano G5 = X; x X3, respectivamente.

acima da reta que liga os equilibrios axiais, e se ele for uma sela, estard abaixo desta reta.

Concluimos que com essa configuragao de isoclinas devemos necessariamente ter n; =
1 eny = —1. Assim, a classe geradora I X tem somente uma classe derivada matema-
ticamente vidvel que € a classe derivada IX — 1. As classes derivadas IX — 2, IX — 3
e IX — 4 sao excluidas simplesmente porque nao podem ocorrer. Na Figura 4.16 temos
em trés dimensoes o processo que acabamos de realizar, com cada plano coordenado se

interligando com os demais planos.

O processo de analise geométrica segue os mesmos moldes do exemplo anterior para
todas as classes geradoras. Basicamente, vamos analisar os dois lados do simplexo na classe
geradora que nao contém o equilibrio ); em questao. Ao realizar as analises nas 16 classes
geradoras, percebemos que padroes nas configuragoes de isoclinas podem ser facilmente
identificados no simplexo da classe geradora. Em resumo, ao estudar um equilibrio do tipo
(i, precisamos dos valores de 0j; e oy;. Existem trés padroes possiveis de configuracoes de
isoclinas que estamos considerando: oj; = oy = 1, 0j; = o = —1, e 0j; # oK. Através
da simples visualizagao dos lados opostos do simplexo, listados na tabela da Figura 4.17,
podemos determinar as possiveis naturezas dos equilibrios planares no lado oposto, que

sao listadas do lado esquerdo da tabela. Na Figura 4.17, no lado esquerdo da tabela, temos
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m32
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Figura 4.15: Tlustracao da configuragao de iséclinas para ()1 e (02 na classe geradora I.X.
A esquerda a dinamica restrita ao plano GG e a direita a dindmica restrita ao plano Gs.

os trés casos discutidos anteriormente. Por exemplo, 0;; = o; = 1 implica em uma das
trés possiveis configuracoes de “lados” do simplexo, ilustradas do lado direito da tabela.
Esses lados representam as possiveis dinamicas restritas aos planos Gy e G, enquanto o
equilibrio planar @); esta no lado restante que representa a dindmica no plano G;. Assim,
pelo mesmo processo descrito anteriormente, concluimos que a natureza de um equilibrio
@Q); atrator na dindmica em G; (representado por e no simplexo) deve ser repulsor na
direcao transversal ao plano, isto é, n = —1. Analogamente, um equilibrio repulsor na
dindmica em G; (representado por o no simplexo) pode ser atrator ou repulsor, ou seja,
7; pode ser 1 ou —1. Os outros dois casos e os lados que os representam sao listados de
maneira similar na Figura 4.17.

Ao concluir esta analise geométrica para cada uma das 16 classes geradoras, excluimos
as 11 seguintes classes derivadas: I11—2,1V —1,IX -2, I1X -3, IX -4, XIII—4, XII]—
5, XIIT —6,XIV -3, XIV —4e XIV —5.

Como caso especial, vamos estudar o seguinte exemplo.

Exemplo 4.14. Considere a classe geradora XIV. Observe que até agora excluimos

X1V — 3, XIV —4 e XIV — 5, pois o unico equilibrio planar repulsor na dindmica
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Figura 4.16: Representacao em trés dimensoes da classe derivada I X — 1, a tnica classe
derivada viavel gerada pela classe geradora [X. Os planos isoclinos e as retas n; estao
coloridas e destacadas na figura.
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O'ji:O'kizl
e =1
o m=%1

oji =0 = —1
o ==l
o n=+1
Ujﬁ’éUki
® 7 ==+l
o n;==1

Figura 4.17: Tabela com representagao dos possiveis configuracoes de “lados” G; e Gy, do
simplexo e seus efeitos no comportamento do equilibrio @; (quando existe) no lado res-
tante. Considere também as reflexdes que possuem o mesmo comportamento. O simbolo
o representa equilibrios (); do tipo repulsor com a dindmica restrita a fronteira de . O
simbolo e representa equilibrios @); do tipo atrator com a dindmica restrita a fronteira de

Y.

restrita a fronteira de % deve ser repulsor na diregdo transversal ao plano coordenado que
este estda contido. Quando consideramos os outros dois equilibrios planares pela andlise
geométrica basica dos lados, vemos que estes por sua vez podem assumir a natureza tanto
atratora quanto repulsora. Para facilitar o nosso estudo, considere a nomenclatura para

os equilibrios como na Figura 4.18.
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Figura 4.18: Possiveis comportamentos dos equilibrios planares de dinamicas geradas pela
classe geradora X1V.

Na classe derivada X1V — 6, todos os equilibrios planares sao repulsores na direg¢ao
transversal ao plano que estes pertencem. Mostraremos agora que esta classe derivada nao
pode existir. A andlise geométrica ilustrada na Figura 4.19 € a sequinte: se considerarmos
Q1 sendo repulsor na diregao transversal, obrigatoriamente Qs vai ser atrator na diregdo
transversal. Isso se deve ao fato que mog > mq3. Poderia também ocorrer mo3 < myz € a
natureza dos equilibrios seria trocada. Observe que se ocorrer Moz > My3 0U Moz < M3,
nao muda o fato que o91 # 031 € 019 # 032. Em resumo, Q1 e Qo nao podem ser repulsores
stmultaneamente na classe derivada X1V — 6 e, portanto, esta classe derivada deve ser

excluida.
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Figura 4.19: Representacao da classe geradora X1V quando consideramos ()7 sendo re-
pulsor. Observe que obtemos a classe derivada X1V — 1.

Com o exemplo anterior, além das 11 classes ja excluidas, eliminamos a XIV — 6.
A classe derivada XIII — 3 por ser o fluxo inverso de X1V — 6 também é excluida.
Assim, eliminamos 13 classes derivadas. As classes derivadas X1 — 3, XI —4, XII — 3,
XII — 4 também podem ser excluidas por uma anélise semelhante & que fizemos no
exemplo anterior, porém optamos por explorar algumas ferramentas novas para obter
as classes isoclinas-estaveis em C'LV(3). Estas ferramentas estao detalhadas nas segoes
seguintes.

Resumindo, das 50 classes derivadas, excluimos as classes [11—2, IV —1,1X -2, 1 X —
3, IX —4, XTI -4, XI1T -3, XII —4,XIII -3, XII] —4,XIII] —5 XIII —6,XIV —
3, XIV —4, XIV —5e XIV — 6. Restam agora 37 classes. Destas ainda excluiremos 4
classes: XI —3,XI —4,XII —3e XII —4. Teremos, entao, as 33 classes.
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4.5 Teorema de Poincaré-Hopf e existéncia de pontos
de equilibrio interiores

Aplicaremos agora a Teoria dos Indices para estudar a dinamica no simplexo suporte
¥.. A ideia central consiste em empregar o Teorema de Poincaré-Hopf [16] para determinar
quais das 50 classes derivadas possuem pontos de equilibrio no interior de Y. Isso, por
consequéncia, nos permitird descartar algumas classes que nao existem de fato. Um
resumo da Teoria de Indices e o enunciado do Teorema de Poincaré-Hopf para a esfera
podem ser encontrados no Anexo A.

Para evitar ambiguidades topolégicas ao calcular o indice em uma superficie com
bordo, vamos projetar o simplexo suporte ¥ na esfera S? e refletir em todos os planos
coordenados, conforme o processo ilustrado passo a passo na Figura 4.20. E importante
notar que se um ponto de equilibrio interior P existir, o seu indice sera contabilizado oito

vezes, uma vez em cada octante, e denotaremos seu indice por I(P).

(a) X referente a classe deri- (b) Projecao do simplexo ¥ (c) Reflexao da projegao de &
vada V — 1. em S2. em todos os octantes de S2.

Figura 4.20: O processo para o calculo de I(p).

Dado que o indice de um atrator ou repulsor é 1 e o indice de sela é —1, e como a soma

dos indices do fluxo induzido na esfera é 2, pelo Teorema de Poincaré-Hopf, concluimos que
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RN

V-1 °

Figura 4.21: Projecao e reflexao da classe derivada V — 1 na esfera S2.

para cada uma das 37 classes derivadas restantes, a seguinte equacao deve ser satisfeita:

la+1r — 1s+ 8i(P) = 2, (4.2)

onde a, r e s representam os numeros de equilibrios atratores, repulsores e selas no sim-
plexo suporte X, respectivamente, e i(P) é o indice de P contabilizado em S? ao proje-
tarmos o simplexo suporte . Observe que esta equagao nos informa a quantidade e o
comportamento dos pontos de equilibrio interiores.

Para facilitar os calculos em cada uma das classes derivadas ainda restantes, utilizamos

as seguintes observagoes:

i) Pontos de equilibrio do tipo R; nos vértices do simplexo tém sua quantidade multipli-

cado por 2.

ii) Pontos de equilibrio do tipo @; nos lados do simplexo tém sua quantidade multiplicado

por 4.

Para facilitar o entendimento veja os seguintes exemplos.

Exemplo 4.15. Consideremos a classe derivada V — 1. Toda a informacao de X estd
contida no simplexo unitdrio, o que nos permite utilizda-lo para construir a projecao em

S2. O processo ocorre da sequinte maneira.
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Os pontos de equilibrio sdo contabilizados da sequinte maneira, ilustrada na Figura
4.21: os pontos R; nos vértices sao duplicados, e os pontos QQ; nos eizos sao quadruplica-
dos. Logo, Como Ry e R3 sao selas, Ry € repulsor e QQ3 € atrator, temos a =4, r =2 e

s =4. Assim, sequndo a equagao (4.2), utilizando esses valores, obtemos:

1(4) + 1(2) — 1(4) + 8i(P) =2 & 2+ 8i(P) = 2 < i(P) = 0.

Portanto, pelo Teorema de Poincaré-Hopf, nao existem pontos de equilibrio interiores,
pois i(P) = 0. Em outras palavras, os pontos interiores a 3 sao pontos requlares para a

dindmica do sistema.

Exemplo 4.16. Considere a classe derivada V — 2. FEsta classe possui um ponto de
equilibrio repulsor e duas selas do tipo R; e uma sela do tipo Q;. Logo, temos a = 0,1 = 2

e s = 8. Aplicando a formula (4.2), resulta que

1(2) + 1(0) — 1(8) + 8i(P) = 2 = i(P) = 1.

Logo, sequndo o Teorema de Poincaré-Hopf, o ponto de equilibrio interior deve existir

para a classe derivada V — 2, e deve ser do tipo atrator ou repulsor.

Fazendo os calculos para cada uma das classes derivadas restantes obtemos as seguintes

conclusoes:

i) Classes derivadas que nao possuem pontos de equilibrio no interior de X:
I—1,11-2111—-1,1v -2V -1,VI-1VI[ -1, VII =2 VII] —1,VIII] —
2,IX -1, X-2 X -3, XI—-1,XIIT—-1,XII—1,XIV—-1,XV—1.

ii) Classes derivadas que possuem pontos de equilibrio no interior de ¥ com comporta-
mento de sela:

[ -2, VI—2,VII -3 VIIT —3,X —4,XI —4, XIT — 4, XIIT —2,XIV — 2.

iii) Classes derivadas que possuem pontos de equilibrio no interior de ¥ com comporta-

mento atrator ou repulsor:
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IT—1,V =2, VII —4VIIT—4,X —1,XI -2, XIT—2,XVI—1.

iv) Classes derivadas que sao excluidas pelo Teorema de Poincaré-Hopf:

XI—3,XIT—3.

Observacao 4.17. Um pequeno adendo sobre as classes derivadas excluidas pelo Teorema
de Poincaré-Hopf e pela teoria dos indices € que nas classes listadas no item (iv), exis-
tem indices com comportamentos nao usuais, ou seja, indices que nao tém interpretacao
matemdtica significativa em nosso contexto. Por exemplo, consideremos a classe derivada
X1I-3. Ao realizar os cdlculos, obtemos para este caso i(P) = —2, o que nao possui uma
interpretacao coerente, visto que, esse indice contraria o fato do unico ponto de equilibrio

P no interior de 3 ser simples, conforme a Proposi¢cao 4.7.

Neste estagio, temos ainda 35 das 50 classes derivadas que comegamos. A proxima
secao fornece um método alternativo para excluir as duas classes derivadas restantes, que
envolve a aplicacao de um resultado de teoria qualitativa de um ponto de vista topologico

sobre as fronteiras das bacias de atracao.

4.6 Analise qualitativa-topoloégica via bacias de atracao

O processo que faremos a partir de agora é aplicar os resultados descritos no Anexo
B nas classes derivadas XI — 4 e XII — 4 que ainda precisam de analise. O método
serd excluir sistemas que apresentam patologias em sua estrutura, como contradigoes
ao Teorema da Bacia de Atracao. Este teorema fornece critérios para determinar quais

equilibrios pertencem a fronteira da bacia de atracao de um equilibrio x*.

Exemplo 4.18. Analisaremos agora a classe deriwada X1I —4. O Teorema de Poincaré-
Hopf garante a existéncia de um ponto de equilibrio no interior, no entanto, esse ponto
do tipo P é uma sela. Na Figura 4.22, visualizamos o simplexo unitdrio que contém a

dindmica de 2 de acordo com a classe derivada X 11 — 4.
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Figura 4.22: Representacao da classe derivada X 11 —4. Observe que o ponto de equilibrio
interior P do tipo sela esta contido na fronteira da bacia de atragao de Ry, mas W#(P) ¢

OB(Ry).

Observa-se que o ponto de sela interior P estd na fronteira da bacia de atragao de
um dos equilibrios atratores do sistema. No entanto, uma das componentes de W?*(P)
nao esta contida na fronteira de B(7), onde v é um equilibrio atrator. De acordo com o
Teorema da Fronteira da Bacia de Atragao essa classe derivada nao pode existir.

Se considerarmos o fluxo inverso na classes derivada X I1—4, obtemos, a classe derivada
X 1—4. Portanto, por meio da mesma anélise, concluimos que essa classe derivada também

deve ser excluida.

4.7 As 33 classes isOclinas-estaveis

Chegamos, assim, as 33 classes isoclinas-estaveis para C'LV (3). E importante notar
que s@o as mesmas classes obtidas no artigo de referéncia [1]. As classes estao representa-

das na Figura 4.23. Observe que foram adicionadas as variedades estaveis e instaveis dos
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pontos de sela. A notacao permanece a mesma que ji tinhamos introduzido.
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20
21 22 23 24
25
26 27 28 29
@)
30 31 32 33

Figura 4.23: 33 classes isoclinas-estaveis para C'LV(3). O simbolo ® representa uma
regiao de dinamica desconhecida. O simbolo e representa um ponto de equilibrio atrator
e o simbolo o representa um ponto de equilibrio repulsor.
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Observacao 4.19. Note que as classes de 1 a 25 possuem dindmicas no interior de X
que sao bastante “comportadas” no sentido em que podemos compreender completamente
o comportamento do sistema ao analisar apenas a configura¢ao das isoclinas. Entretanto,
nas classes de 26 a 33, todas apresentam equilibrios no interior de X e, devido ao es-
tado atual da teoria, mao podemos fornecer uma descricio detalhada da dindmica nas

proximidades desses equilibrios.

Proposicao 4.20. Nao existem orbitas periodicas nas classes isoclinas-estdveis de 1 a

25.

Demonstracao.

As classes de 1 a 18 nao possuem pontos de equilibrios interiores e as classes 19 a 25
possuem pontos de equilibrio com natureza de sela. Aplicando a teoria de Poincaré-
Bendixon, concluimos que nao pode haver érbitas periddicas nas classes isoclinas-estaveis

de 1 a 25. [ |

Observacao 4.21. O significado ecoldgico da Proposi¢ao 4.20 € que os sistemas com
configuracgoes de isoclinas referentes as classes 1 a 25, eventualmente levam a extingao de
uma ou mesmo duas das espécies. Em outras palavras, nestas 25 classes nao pode haver

coexisténcia estdvel, mesmo de natureza oscilatoria, das trés espécies.

Ao analisarmos as 33 classes isoclinas-estaveis em C'LV(3) e tragarmos um paralelo
com as classes isoclinas-estaveis em C'LV (2), que por sua vez sdo topologicamente esté-
veis, podemos refletir sobre quais das classes em C'LV(3) também sao topologicamente
estéaveis. Diferentemente da conjectura do artigo original [1], reformulamos para o seguinte

enunciado.

Conjectura 4.22. As classes isoclinas-estdveis 1 a 25 sao topologicamente estdveis. As

classes 32 e 33 também sao topologicamente estdvers.

No proximo capitulo mostraremos que as classes de 26 & 31 sao divididas em subclasses
de acordo com a existéncia de érbitas periédicas. Mostraremos também alguns resultados

que justificam que as classes 32 e 33 nao possuem Orbitas periddicas.
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4.8 Exemplos

[lustraremos agora como podemos utilizar toda a teoria vista neste capitulo para

encontrar a classe de um campo F € CLV(3) dado. Vamos calcular os o;;, dados por
045 = sgn((ARl)j — b])

Além disso, lembramos que o caso 0;; = 0j; implica na existéncia do equilibrio ()5 no

plano Gy, e para isso devemos calcular também o valor de 7, dado por

i = sgn((AQq); — bi).

Exemplo 4.23. Considere o sequinte sistema Lotka-Volterra &; = x;(b; — (AX);) com o

sequinte conjunto de pardmetros:

1 1,1 0,8 1
A=111 1 08|, B=]|1]. (4.3)
1,01 1,01 1 1

Queremos saber a qual das 33 classes isoclinas este sistema pertence. Precisamos, entao,
calcular os valores de o;; para i,j = 1,2,3, com i # j, en; para i = 1,2,3 caso existam.
Fazendo os cdlculos obtemos os sequintes wvalores: o9 = 1,,091 = 1,013 = 1,031 =
—1,039 = —1,093 = 1. Como 015 = 091, existe o ponto de equilibrio Q)s.

Com 1isso, concluimos que a dindmica em cada plano coordenado é:
i) No plano Gi: Ry € atrator e Rz € repulsor.
ii) No plano Gy: Ry € atrator e Ry é repulsor.
iii) No plano G5: Ry, Ry sdo atratores e existe um ponto Q3 repulsor.

Vemos que esta configuragio dos o;; corresponde a classe geradora I (Figura 4.10),

que gera as classes 18 e 19 (Figura 4.23). Para decidir qual das duas, calculamos ns.
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Calculando, obtemos que n3 = —1. Observe que neste caso, o valor obtido de n3 implica
na existéncia de um ponto de equilibrio interior P com natureza de sela.

Com os valores calculados e analisando as 33 classes isoclinas dadas pela Figura 4.23
podemos afirmar que este sistema pertence a classe 19. Na Figura 4.24 temos uma simu-

lagao numérica com os pardmetros fornecidos.

Figura 4.24: Retrato de fase do sistema Lotka-Volterra tridimensional com os parametros
dados em (4.3).

Exemplo 4.24. Considere o sequinte sistema Lotka-Volterra &; = x;(b; — (AX);) com o

sequinte conjunto de pardmetros:

1 1,1 0,8 1
A=|1,1 1 08|, B=]1]. (4.4)
1,1 1,1 1 1



Fazendo os cdlculos obtemos os sequintes valores: o159 = 1,091 = 1,013 = 1,031 =
—1,030 = —1,093 = 1. Observe que sao os mesmos valores obtidos no Fxemplo 4.3.
Novamente temos a configuracao da classe geradora I. Porém, fazendo os cdilculos temos
que n3 = 1. Neste caso Q3 atrai na direcao do interior de ¥. Portanto, o sistema faz
parte da classe 13. Na Figura 4.25 temos uma simulagao numérica com os pardmetros

fornecidos.

Figura 4.25: Retrato de fase do sistema Lotka-Volterra tridimensional com os parametros
dados em (4.4).

Nos exemplos anteriores podemos notar que, embora a dindmica na fronteira de X
seja a mesma para os conjuntos de parametros (4.3) e (4.4), uma pequena alteragao na
matriz A (no nosso caso adicionamos 0,09 nas entradas as; e agy ), muda totalmente o
comportamento no interior de . A diferenca principal entre os representantes da classe
19 e os da classe 13 é que na classe 19 o equilibrio )3 é repulsor na dire¢ao interior de X

enquanto é atrator na classe 13 na mesma direcao. Além disso, existe um ponto de sela
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no interior de ¥ na classe 19, o que nao ocorre na classe 13.

Exemplo 4.25. Neste ezemplo apresentamos um modelo para cincer de prdstata baseado
em um sistema Lotka-Volterra de trés populacoes. O modelo e os dados apresentados aqui
foram retirados de [17].

O cincer de prostata é um tumor maligno que atinge a prostata. Geralmente, no inicio
da doencga nao hd sintomas, o que dificulta o diagndstico precoce dos pacientes. Existem
alguns erxames que auxiliam na identificacao deste cancer, sendo um deles a andlise da
quantidade de PSA no corpo, também conhecido como Antigeno Prostdtico FEspecifico.

O tratamento com Abiraterona trata o cdincer de prostata metastdtico resistente a
castra¢ao quimica, inibindo a producao de CYPI17TA, uma enzima que auzilia na autopro-
dugao de testosterona. Em [17|, os autores apresentam um modelo para a terapia com

Abiraterona, considerando trés diferentes populacoes de células tumorais:

i) T+, a populagao de células que depende da testosterona para sobrevivéncia.

ii) TP, a populagao de células que produz testosterona para sobrevivéncia.

iii) T—, a populagao de células que nao depende da testosterona para sobrevivéncia.

Os autores utilizaram um modelo Lotka-Volterra tridimensional competitivo para mo-
delar as interagoes entre os tipos de células T+, TP e T—. O numero de células dos tipos

T+, TP e T'— serd representado por x1, xo € x3, respectivamente. O modelo € dado por

3
. 1 .
Ti = Ti%; (1 - _F,'i jEZl Cij%’) ;o 1=1,2,3. (4.5)

Aqui, C' = (c;j), € a matriz composta pelos coeficientes de competicao da populagio j
sobre a i, conforme mostrado na Tabela 4.1. O modelo também possui como pardmetros
as taras de crescimento, r;, € as capacidades de suporte, K;, de cada populacao i, para
1=1,2 e 3.

Note que a estrutura deste modelo € diferente da notacao apresentada neste trabalho,

equagio (2.3). Contudo, € facil ver que os dois modelos sdo equivalentes, se utilizarmos
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T+ | TP | T—
T+ | cin | ci2 | ci3
TP |coy |co | Co3
T— | c31 | c3a | C33

Tabela 4.1: Coeficientes de competicao.

as sequintes relacoes entre os pardmetros:

Cijri

K, "

CLZ'J' =

Os wvalores de pardmetros utilizados sao c; = 1, enquanto os c¢;;, para i # j, baseiam-

se nas inequacgoes apresentadas na Tabela 4.2. FEstas desigualdades foram derivadas da
literatura e do julgamento profissional de oncologistas, conforme justificado no artigo [17].
Além disso, as diferentes disposicoes da matriz de competiciao podem representar variabi-

lidade entre diferentes pacientes. Foram utilizados os sequintes valores para os c;;: 0,4,

0,5, 0,6, 0,7, 0,8 ¢ 0,9.

c31 > C91 | Efeito de x1 em x3 é maior que de x; em x5
c32 > 12 | Efeito de x5 em x5 é maior que de x5 em x;
c13 > c91 | Efeito de x3 em xq é maior que de x; em x5
c13 > c1o | Efeito de x3 em x1 é maior que de x5 em x4
Co3 > Co1 | Efeito de x5 em x5 é maior que de x1 em x5
c32 > c31 | Efeito de x9 em x5 é maior que de x; em x3

Tabela 4.2: Inequagoes entre os coeficientes de competicao.

As tazas de crescimento intrinseco, r;, foram parametrizadas usando 10% do tempo de
duplicacao in vitro de cada tipo de célula, desta forma que os autores obtiveram os valores
r1 = 0,00278, ro = 0,00355 e r3 = 0,00665.

Os autores assumem que a terapia aplicada modifica as capacidades de suporte de cada
tipo de maneira diferente. A capacidade de suporte Ky, de T+, durante o tratamento é
dada por K1 = 0,5K5, uma vez que na auséncia de testosterona a sobrevivéncia das células
T+ derwa inteiramente de utilizar o testosterona disponivel produzido pelas células T'P.

Na auséncia de tratamento temos K1 = 1,5K5, devido as condigoes ideais para que as
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células T+ utilizem a testosterona produzida pelas TP.

O tratamento causa a morte das células T'P pela falta de testosterona. Assim, quando
a terapia € introduzida, a capacidade de suporte das células TP é Ky = 100; e quando a
terapia nao € administrada, Ko = 10000. Independente da terapia estar ativa ou nao, a
capacidade de suporte das células T— € K3 = 10000, pois a terapia nao afeta diretamente
o crescimento de xs.

Com todas estas hipdteses, variando os valores de c;; nos valores possiveis e satisfa-
zendo as desigualdades dadas pela Tabela 4.2, chega-se a um total de 22 possibilidades de
valores para a matriz C = (¢;j). Cada uma das 22 possibilidades gera um retrato de fase
diferente para o sistema (4.5). A lista completa das 22 parametrizagoes vdlidas para c;; €

apresentada na Tabela 4.3.

Parametrizacoes | ci1o | €13 | Co1 | Co3 | €31 | €33
1 04107]05]061]08|0.9
2 04108]05(0.71]06/|0.9
3 0410805106 1]0.7]0.9
4 05107104106 1]08]0.9
5) 0.5/108]041(0.71]0.6/|0.9
6 0.5/08]04]061]0.7|0.9
7 06107]041]05]08|0.9
8 060804071051 0.9
9 06]08]04|051]0.7]0.9
10 0710804106 1]05]|0.9
11 0.7/08]041(051]0.6 0.9
12 04109]05(0.71]06|0.8
13 04109]05]081]0.6|0.7
14 04109]05(061]0.7|0.8
15 051090407 ]06]0.8
16 051090408061 0.7
17 0.5109]04]061]0.7|0.8
18 06109]041(0.7]05|0.8
19 06109]|04]081]0.5]|0.7
20 06109]041]05]0.7|0.8
21 0.7/09]104]061]0.5|0.8
22 07109104105 ]06]0.8

Tabela 4.3: 22 parametrizagoes validas para os parametros c;;.
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De posse dos parametros podemos calcular os valores de 0;; e n; e classificar os sistemas
que eles representam e discutir as propriedades dindmicas desses sistemas. Os wvalores
de 0;; e m; na auséncia de tratamento sao listados na Tabela 4.4. Os valores de o;;
e n; durante o tratamento sao listados na Tabela 4.5. Os cdlculos foram feitos usando
o software Wolfram Mathematica, mas podem ser realizados manualmente sequindo as

formulas para o;; e n;.

Parametrizacao | 013 | 012 | 021 | 023 | 032 | 031 | ;3 | M1 | 12 | Classe isoclina
1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]1-111 10
2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-1]-1 12
3 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-11-1 10
4 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-1]1 10
5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12
6 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-11-1 10
7 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1]-1 10
8 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12
9 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-11-1 10
10 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-1]-1 12
11 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-1]-1 12
12 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12
13 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12
14 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-1]-1 10
15 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-1]-1 12
16 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-1]-1 12
17 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-11-1 10
18 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-1]-1 12
19 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12
20 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 ]-11-1 10
21 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12
22 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 (-11-1 12

Tabela 4.4: Valores dos parametros para diferentes parametrizagoes sem tratamento.

Podemos classificar os sistemas sem tratamento com os valores de pardmetros dados

na Tabela 4.4 em dois grupos.

S].) ((713 = —170'12 = —1,0'21 = —1,0'23 = —1,0'32 = —1,0'31 = —1,773 = 1,771 = —1,772 = —1)

Parametrizacoes: 2, 5, 8, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 18, 19, 21, 22.
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Parametrizacao | 13 | 012 | 091 | 093 | 032 | 031 | ;3 | 1 | m2 | Classe isoclina
1 1 1 -1 ] -1 1 1 |-1111]1 13
2 -1 1 -1 -1 1 1 [-1]1 |1 1
3 1 1 -1 ] -1 1 1 [-1|1 11 13
4 1 1 0 | -1 1 1 [-1)11]1 -
5 -1 1 0 | -1 1 1 [-1]1 1 -
6 1 1 0 | -1 1 1 [-1]1 |1 -
7 1 1 1 -1 1 1 |-1111]1 15
8 -1 1 1 -1 1 1 |-1111]1 3
9 1 1 1 -1 1 1 [-1]1 1 1
10 -1 1 1 -1 1 1 [-1|11]1 3
11 -1 1 1 -1 1 1 |11 11 3
12 -1 1 -1 -1 1 1 [-11 1 1
13 -1 1 -1 ] -1 1 1 [-1]1 1 1
14 1 1 -1 ] -1 1 1 |-1111]1 13
15 -1 1 0 | -1 1 1 |-1111]1
16 -1 1 0 | -1 1 1 |11 11 -
17 1 1 0 | -1 1 1 [-1|11]1 -
18 -1 1 1 -1 1 1 |-1111]1 3
19 -1 1 1 -1 1 1 [-1]1 |1 3
20 1 1 1 -1 1 1 [-1]1 |1 1
21 -1 1 1 -1 1 1 |-1111]1 3
22 -1 1 1 -1 1 1 |-1111]1 3

Tabela 4.5: Valores dos parametros para diferentes parametrizagoes durante o tratamento.
O simbolo “—" na coluna “classe isoclina” significa que o sistema com aquela parametri-
zagao ¢ um caso degenerado.

S2) (0'13 = 1,012 = —1,021 = —1,0’23 = —1,0‘32 = —1,031 = —1,773 = 1,771 = —1)

Parametrizacoes: 1, 3, 4, 6, 7, 9, 14, 17, 20.

Precisamos fazer pequenas observagoes sobre essa classificacao. A primeira observagao
€ sobre as parametrizacoes 1 e 4. Observe que, nessas parametrizagoes, o valor de ny =1,
enquanto nas demais parametrizagoes que compoem o grupo (S2), possui-se ny = —1;
contudo, isso € irrelevante em nosso caso, pois, como oi13 # 031 em todas as parametriza-
¢oes do grupo (i1), isso significa que Qo ¢ ]Ri, conforme discutido na teoria. A sequnda
observagio € que os valores de o;; e m; obtidos nos grupos (S1) e (S2) indicam que as

parametrizagoes nesses grupos sao representantes, respectivamente, das classes isoclinas
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12 e 10, conforme a Figura 4.23. Por fim, a terceira observacao € sobre o significado bi-
ologico da dindmica do sistema. Assumimos que, no diagndstico, pelo menos uma células
de cada tipo estd presente, de forma que as condig¢oes iniciais estao sempre no interior.
O primeiro grupo, cujo comportamento qualitativo € o da classe 12, possui trés equilibrios
aziais (R;) repulsores. Os equilibrios planares Q1 e Qo sao selas; neste caso, atraem em
00X N Gy e 0% N Gy respectivamente e repelem na direcao interior de Y. O equilibrio Q3
€ um atrator global para a dindmica no interior do simplexo. Toda essa informagao ge-
nérica dos sistemas na classe 12 pode ser traduzida para nosso caso da sequinte maneira:
Como todos os equilibrios aziais R; sdo repulsores e representam a sobrevivéncia de um
unico tipo de populagdo na sua capacidade de suporte (R; = (b;i/a;;)e; = (K;)e;), isso sig-
nifica que, para condigoes iniciais genéricas na auséncia de uma das populacoes, as duas
populagoes restantes seriam levadas & coexisténcia. Analisando o sistema (4.5), sabemos
que Ry, Ry e R3 representam, respectivamente, a sobrevivéncia na capacidade de suporte
das populagoes T+, TP e T—, respectivamente. Como Q3 € um atrator global para a
dindmica interior no simplexo de suporte, isso significa que qualquer condi¢do inicial que
envolva as trés populagoes evoluird para uma coexisténcia estdavel das populagoes T'y e T'P.
Isso quer dizer que, em condi¢oes normazis, grande parte da populacao de células tumorais
seria composta basicamente de células dos tipos T e T'P.

No grupo (52), que representa a classe iséclina 10, teriamos a sequinte dindmica: Em
condicoes iniciais com as trés populacoes, o sistema evoluiria para a coexisténcia das po-
pulagoes T+ e TP, assim como observado no grupo (ii). Em resumo, o modelo nos mostra
que na auséncia do tratamento a populacao de células tumorais seria majoritariamente
composta por células do tipo T+ e TP. A Figura 4.26 ilustra os possiveis comportamentos
qualitativos para as parametrizagoes sem o tratamento.

Para os sistemas com tratamento com Abiraterona podemos classificar em 6 grupos

distintos.
T]_) (013 = 1,012 = 1,021 = —1,0’23 = —1,0’32 = 1,0’31 = 1,’)73 = —1,7’]1 = —1,772 = —1)
Parametrizagoes: 1, 3, 14.

T2) (013 =—1,012=1,001 = —1,093 = —1,030=1,091 = 1)
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Grupo (S1) Grupo (52)

Figura 4.26: Comportamento qualitativo do sistema usando nos grupos (S1) e (52) se-
gundo o estudo dos seus parametros.

Parametrizagoes: 2, 12, 15.

T3) (013 =1,019=1,0091 =1,093=—1,035=1,051 =1,m3 =—1,mp = 1)

Parametrizagoes: 7, 9, 20.

T4) (0'13 = —].,0'12 = ].,0'21 = ].,0'23 = —170'32 = 170'31 = 1,7]3 = —].>

Parametrizagoes: 8, 10, 11, 18, 19, 21, 22.

T5) (013 =1,012=1,091 =0,093 = —1,030=1,051 =1,m3 = —1,mp = 1)

Parametrizagoes: 4, 6, 17.

T6) (013 = —1,(712 = 1,0’21 = 0,0'23 = —1,0'32 = 1,0’31 = 1,773 = —1)

Parametrizagoes: 5, 15, 16.

As parametrizagoes dos grupos (T'1), (T2), (T'3) e (T'4) sao representantes das classes
18, 1, 15 e 3, respectivamente, conforme indicado na Figura 4.23. Por outro lado, as pa-
rametrizagoes dos grupos (T'5) e (T6) representam casos degenerados de sistemas que ndao

se enquadram em nenhuma das classes isoclinas estdveis, ou seja, uma pequena pertur-
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bacao nos parametros pode alterar completamente a dindmica do sistema. Discutiremos
mais sobre 1sso adiante neste exemplo.

Para o grupo (T'1), sendo representantes da classe 13, temos que R3 e Ry sdo atratores
na dindmica, e Ry € repulsor. Além disso, Q2 € uma sela que atrai na direcao do interior
do simplexo e repele na fronteira. Isso implica a existéncia de uma variedade instdvel
deste ponto, que conecta ao equilibrio repulsor Ry e separa as bacias de atragao de R3 e
Ry. A evolucao do sistema, portanto, dependeria das condi¢oes iniciais.

Para o grupo (T2), representantes da classe 1, Rs € um atrator global para a dind-
mica no interior do simplexQ, enquanto Ry e Ry sao repulsores. Nao existem equilibrios
planares que permitam a coexisténcia entre duas populagoes. Em interagoes onde uma
populagao € ausente, a populagcao T'— prevaleceria sobre as outras, alcancando sua capa-
cidade de suporte enquanto as demais sertam extintas.

Para o grupo (T'3), representantes da classe 15, tanto R3 quanto Ry sdo atratores, en-
quanto Ry € uma sela. Qo também é uma sela que atrai na diregdo do interior do simplexo
e repele na fronteira, e QQ3 € repulsor. A dindmica resultante depende fortemente das con-
dicoes iniciais e da auséncia de determinadas populacoes, podendo levar a sobrevivéncia
de T+ enquanto TP seria extinta.

Para o grupo (T4), representantes da classe 3, Ry e Ry sao selas e Rs é um atrator
global para a dindmica envolvendo todas as trés populacoes. Q3 € repulsor, indicando
que qualquer dindmica competitiva entre T+ e TP seria decidida pelas condicoes inici-
ais, enquanto as demais condigcoes levariam a predomindncia de T— e a extingao das
competidoras.

Os grupos (T5) e (T6) possuem integrantes que geram sistemas degenerados, ou seja,
sistemas que nao pertencem a nenhuma das 33 classes isoclinas estdveis. O valor o9 =0
contraria a Proposicio 4.9. Assim, nao podemos fornecer muitas informacoes sobre o
comportamento qualitativo do sistema apenas com a andlise dos pardametros. Aqui cabe
uma pequena observacao: o “problema” dessas parametrizacoes vem da propria estrutura

do modelo, jd que K1 = 0,5K5 e c1o = 0,5, resultando no cdlculo de o971 como:
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K
021 = sgn (7“1012?2 - 7“1) = sgn (7”1(2012 - 1)) =0.
1

Como a teoria prevé, uma pequena alteracdao nos pardmetros nesses casos muda a
dindmica do sistema. Se considerarmos cis = 0,5 4+ ¢, com € > 0 pequeno, para as
parametrizagoes do grupo (T'5) teriamos a dindmica da classe 15, com a mesma estrutura
descrita para o grupo (T'3). Analogamente, se considerarmos c12 = 0,5 —¢, com e > 0
pequeno, teriamos a dindmica da classe 13, com a mesma estrutura descrita para o grupo
(T'1). Para as parametrizagoes do grupo (T6), se considerarmos c1o = 0,5+ ¢, teriamos a
dindmica da classe 1, conforme descrito para o grupo (T2); e se c1o = 0,5 — &, resultaria
na dindmica da classe 3, como descrito para o grupo (T4). A Figura 4.27 ilustra os
possiveis comportamentos qualitativos para as parametrizacoes com tratamento.

Podemos concluir que em parametrizagoes diversas sem tratamento com Abiraterona,
obteriamos com o passar do tempo uma populagcao composta basicamente de células tumo-
rais dos tipos T+ e TP. Com a administragao da terapia, o cendrio muda e podemos obter
casos em que o sistema se desenvolve para a hegemonia das células T—, que € o objetivo
do tratamento, ou para a sobrevivéncia de células do tipo T+. Segundo o modelo, em am-
bos os casos, com e sem tratamento, a coexisténcia estdvel das trés populacoes de células
tumorais nao € possivel. Com isso, podemos ver que a abordagem geométrica proposta por
Zeeman, que foi traduzida para uma abordagem puramente algébrica, nos permite classi-
ficar todos os possiveis retratos de fase para o tratamento do cincer de pristata, com ou

sem terapia, apenas estudando as desigualdades entre os pardametros.
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& &

T+ X TP T+ X TP
Grupo (T'1), Grupo (T5)(c12 — ¢€) Grupo (12), Grupo (T6)(c12 +¢)

< >

T4 TP T+ ) g TP

Grupo (T'3), Grupo (T5)(c12 +¢€) Grupo (T4), Grupo (T6)(c12 —€)

Figura 4.27: Comportamento qualitativo do sistema usando nos grupos (7'1), (12), (T3),
(T4), (T5) e (16) segundo o estudo dos seus parametros.



Capitulo 5

Bifurcacoes de Hopf nos Sistemas

Lotka-Volterra Tridimensionais

No capitulo anterior, estudamos a dinamica dos sistemas Lotka-Volterra Tridimensio-
nais por meio das propriedades geométricas das isoclinas, e vimos que estas propriedades
sao suficientes para estabelecer as 33 classes isoclinas e determinar completamente a di-
namica nas classes 1 a 25. Neste capitulo, estudamos as classes 26 a 33 e investigamos
quais delas tém ou nao orbitas periddicas.

Vamos mostrar inicialmente que as classes 26 a 33 sempre contém um sistema repre-
sentante sem orbitas periddicas. Isso mostra que a ocorréncia de 6rbitas periddicas em um
sistema dado nao pode ser prevista apenas pelas isoclinas desse sistema. Ainda, usando
uma generalizagao do Critério de Dulac para sistemas tridimensionais, mostraremos que
as classes 32 e 33 nao possuem orbitas periddicas. Finalmente, mostraremos nas secoes
seguintes que as isoclinas podem ser usadas para prever a ocorréncia de bifurcagoes de

Hopf, e, portanto, érbitas peridédicas, em representantes das classes 26 a 31.

5.1 Representantes sem o6rbitas peridédicas

Proposicao 5.1. Para um sistema correspondente a uma das classes 26 a 33, podemos

assumir que o ponto de equilibrio interior P € (1,1,1).

80
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Demonstracao.
Note que as classes 26 a 33 sempre possuem um ponto de equilibrio interior P (Figura

4.23). Lembramos que as componentes do campo vetorial F' sao
Fi(z) = x;(b; — (Ax);), i =1,2,3. (5.1)

Uma vez que AP = B, temos que

(AP); = b;. (5.2)

Substituindo, (5.2) em (5.1) temos que

Fi(x) =z;((AP); — (Ax);) = z;(A(P — x));. (5.3)
Faremos a mudanca linear de coordenadas x — & = Dz, onde D = (D;;) é a matriz
diagonal com D;; = P;. Note que P; > 0, pois P esta no interior de Y. Denotaremos
e=(1,1,1). Assim, seja

De (5.3) temos

— —(Pa,(A(P - Da)),)

P
1

= 5 (Pai(A(De - Dx)),)
1

= xi(fl(e —x));,

onde A = AD. Assim, temos uma equivaléncia topologica entre F' e F , uma vez que
F(Z) = D7'F(Dz) e o novo sistema Lotka-Volterra E agora tem o equilibrio interior
e = (1,1,1). Ainda, podemos ver que F' e F isoclina-equivalentes pois uma vez que D é

diagonal, temos de (5.3) e (5.4) que F;(Z) = 0 se, e s6 se, Fy(x) = 0. |
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Com a proposicao anterior, reduzimos o nimero de parametros de 12 para 9, simpli-
ficando o sistema. Além disso, eliminamos a necessidade de considerar os parametros b;,

simplificando ainda mais as componentes de F', dadas agora por

de modo que agora F' é determinado exclusivamente pela matriz A.
Também conseguimos obter uma expressao simplificada para a matriz jacobiana Jg(P).

Agora, Jp(P) = —A, obtendo uma relagao direta com a matriz A. De fato,

Fi(x) =x1(A(e — )1 = 21((1 — x1)ann + (1 — z2)arz + (1 — 23)ai3)

e, assim,

OF,

ek —z1a11 + (1 — x1)a; + (1 — x9)ags + (1 — z3)a3,
1

OF _ 10

8952 — 1U12,

OF,

—— = —xya13.

B4 1013

Calculando em P = e, temos que

0F,

a—xj(@) = —Tja1; = —ay,

para j = 1,2, 3. Analogamente, calculamos as demais derivadas parciais e construimos a

matriz jacobiana Jr(P), que é dada por

—a11; —Q12 —ai13
JF(P): —ag1 —Q22 —a23 = —A

—a3; —a32 —ass

Agora, utilizaremos o Teorema de Perron-Frobenius, que afirma que uma matriz real
quadrada com entradas positivas tem um tnico maior autovalor, que é positivo, tendo seu

correspondente autovetor com coordenadas estritamente positivas. A demonstragao pode
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ser consultada em [18].

Definigao 5.2. O espectro de uma matriz quadrada A, n X n, € o conjunto de seus
autovalores, e € denotado por o(A). O raio espectral de A, denotado por p(A), € definido
por p(A) = max{|A|, A € 0(A4)}.

Teorema 5.3. (Teorema de Perron-Frobenius) Se A é uma matriz quadrada e todas as

suas entradas sao positivas, entao:

(A) p(A)>0.

(B) p(A) € um autovalor de A.

(C) Eziste um vetor x com todas suas entradas positivas e Ax = p(A)x.

(D) A< p(A) para todo autovalor A de A tal que A # p(A), ou seja, p(A) € o unico

autovalor de maior maodulo.
Usaremos o Teorema de Perron-Frobenius para demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 5.4. Para qualquer sistema correspondente a uma das classes 26 a 33, tem-se

det(Jp(P)) < 0.

Demonstracao.

Pela Proposigao 4.7 temos que o det(Jp(P)) # 0. Sabemos que o determinante de uma
matriz é o produto dos seus autovalores. Como A é uma matriz com entradas estritamente
positivas, pelo Teorema de Perron-Frobenius, temos que A; = p(A) é um autovalor de A
associado a um autovetor V; com entradas estritamente positivas. Assim, como Jp(P) =
—A, temos que —\; é um autovalor negativo de Jp(P) associado ao mesmo autovetor
positivo V.

Como o simplexo ¥ é invariante e transversal a todos os vetores estritamente positivos,
temos que V; é transversal a X. Como Y é uma superficie de dimensao dois, dois auto-
valores de Jp(P) sao tais que os autovetores correspondentes devem ser tangentes a X
em P, pela invariancia do fluxo em . Em outras palavras, os autovalores Ay e A3 sao
relacionados com os autovetores V5, e V5 que sao tangentes a > em P. Como o indice de

P é 1, temos os seguintes casos:
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i) P atrai em ambas as diregoes e, entao Ay < 0e A3 < 0;
ii) P repele em ambas as diregoes e, entao Ay > 0e A3 > 0;
iii) P é neutro e, entdo Re(Ag) =0 e Re(A3) = 0.

Em todos os casos o produto Az A3 é positivo e, consequentemente, det(Jp(P)) = M3 <

0. |

Observagao 5.5. As Proposicoes 5.1 e 5.4 juntas mostram que os sistemas das classes

26 a 33 sao caracterizadas por

com det(A) = — det(Jp(P)) > 0.

Observacao 5.6. Os sistemas das classes isoclinas 19 a 25 sempre tém um ponto de sela
P no interior de ¥. Isso implica em um autovalor positivo e um autovalor negativo de
Jr(P), correspondendo a autovetores tangentes a ¥ em P. Sabemos disso pelos cdlculos
realizados usando o Teorema de Poincaré-Hopf no Capitulo 4. O Teorema de Perron-
Frobenius implica que o terceiro autovalor, correspondente a um autovetor positivo, €
negativo. Portanto, det(Jp(P)) > 0 nas classes 19 a 25. Lembramos que um sistema das

classes 1 a 18 nao tem ponto de equilibrio no interior.

Assim, a partir de agora, assumiremos que F tem a forma dada pela Observacao
5.5. Se Fi(z) = z;i(A(e — x));, e T = (7;;) é uma matriz 3 x 3 diagonal, defina F'7(z) =
(FI(z),...,EX(x)) por Ff(z) = z;(TA(e—1));. Defina também a familia a 3 parametros
F(F)=A{FT:7;>0,i=1,23}.

Observagao 5.7. O sistema @ = FT(z) tem exatamente as mesmas isdclinas de & =
F(x). Assim, fizado F' em uma das classes 26 a 33, a familia F(F) estd contida na

mesma classe que F.

Esta observacao é baseada no fato de que fazer o produto de uma matriz diagonal

com A simplesmente multiplica as componentes do sistema por um escalar real positivo,
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e essa operacao nao altera de forma alguma os zeros das componentes do campo, que sao
as isoclinas. De fato,
Fl(z) = 2;(TA(e — x));
= 2;(el TA(e — 1))
= x;7ef Ale — )

= 7 Fi(z).

Proposicao 5.8. Para cada F existe uma matriz diagonal positiva T tal que FT restrita a

¥, isto ¢, FT |y, é topologicamente equivalente a um sistema bidimensional Lotka-Volterra.

Demonstragao.
-1
3 ~ . . : ..
Defina 7;; = (§ i1 aij> . Entao, TA é uma matriz com todas as somas de linhas iguais

a 1, pois a soma de cada linha ¢ dada por

3
Tii (Z aij> =1.
j=1

Mostremos que se A tem somas de linhas iguais a 1, entao F'|y, é topologicamente equiva-
lente a um sistema Lotka-Volterra bidimensional. Para isso, parametrizamos o simplexo
de suporte > como um grafico de uma funcao de x; e x9, e consideramos a projegao radial
de F' |y no plano z3 = 1, dada (para x3 > 0) por z; — y; = x;/x3,1 = 1,2. O Teorema
de Hirsch garante que essa projecao ¢ um homeomorfismo, de modo que em ¥ podemos

escrever 3 = r3 (1, x2) = o3 (y1,Yy2). Para i = 1,2 temos

d (x| @y — s
i r3) x3

= @i(Ale ) = Sz (Ale - 2))) (5:5)

3

= yi((Ae)i — (Ax);) — yi((Ae)s — (Ax)s).

Como (Ae); é a soma da linha j de A, e toda linha de A tem soma igual a 1, temos de
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(5.6) que
1 — (Azx); — 1+ (Ax)3)

Az)s — (Ax);)

Yi

(
Yi (
(

(
(ass — aiz)xs + ((az1 — )21 + (a2 — aiz)22))

Yi
= Z3Yi (i)z - (ANy)z> )

onde, Z;z = (CL33 — aig), e A = C~Lij é a matriz 2 X 2 com dij = (aij — agj). Identificando o

plano z3 = 1 com R?, este sistema ¢ claramente topologicamente equivalente ao sistema

Lotka-Volterra bidimensional y; = y; (l;l — (Ay)Z-) através do homeomorfismo identidade.

Note que esses novos coeficientes a;;, b; nao sao necessariamente positivos, entao o sistema

bidimensional nao é necessariamente competitivo. ]

Corolario 5.9. Para cada campo F genérico nas classes 26 a 33, existe um campo FT

na mesma classe e possuindo as mesmas isoclinas de F' mas sem orbitas periodicas.

O corolario decorre do fato que sistemas Lotka-Volterra bidimensionais competitivos
nao possuem Orbitas periddicas. Para demonstrar isso, utilizamos o Critério de Bendixson-

Dulac. A demonstragao e aplicagoes podem ser consultadas em |[8].

Teorema 5.10. (Critério de Bendizson-Dulac) Considere um campo campo F € C1(U)
definido no aberto simplesmente conexo U C R2. Suponha que existe uma funcdo positiva
B de classe C* em U tal que a divergéncia do campo vetorial BF ndo muda de sinal em

U. Entao, F nao admite orbita periodica em U.

Utilizaremos o Critério de Bendixson-Dulac para mostrar que sistemas Lotka-Volterra

bidimensionais nao possuem Orbitas periddicas isoladas.

Teorema 5.11. O sistema Lotka-Volterra bidimensional dado por

1 = x1(a + bxy + cxs),

1:2 = IL‘Q(d —f- €T + fZL'Q),

nao possui orbitas periodicas isoladas.
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Demonstracao.
Seja v uma solugao periodica de (5.7). Da teoria de indices, deve haver um ponto de

equilibrio no interior de 7 (e, portanto, de R%). As duas retas isoclinas

a—+ bxry + cry =0,
d+€$1+f$2:0,

devem, portanto, se interceptar em um ponto tnico dentro de R?. De fato, as isoclinas

do sistema se interceptam no ponto interior

P cd—af ae—bd
S \bf—ce'bf —ce )’

Em particular,

A=0bf —ce#0. (5.8)

Aplicaremos agora o Teorema de Bendixson-Dulac, usando a fungao de Dulac
By, xy) = 28 tad

com coeficientes a e  que serdo especificados posteriormente. Denotando os membros
direitos de (5.7) por P(xy,x2) e Q(x1,x2), calculamos a divergéncia do campo vetorial

(BP, BQ) como

0

e —(BP) + —(BQ) = o (x1x2 (a+ bxy + cxg)) - 9 <x‘f Laf(d + exy + fx2)>

0o 0xo
= az® 2l a + bay + cao) + 8l
+ B0l N (d + exy + fxy) + 20 ah f
= B(a(a + bxy + cxa) + bxy + f(d + ex1 + fxo) + fr2).
Escolhemos « e 3 de modo que
ab+ fe = —
ac+ Bf =—f.
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Essa condicao ¢ valida pois o determinante da matriz do sistema linear (5.9) ¢ dado por

(5.8) e, como A # 0, o sistema possui solugao tnica. Dessa forma, de (5.1) temos

ai(BP) + i(BQ) = B(a(a + bxy + cxy) + by + B(d + exy + fr2) + fu2)
1 83:2

= B(aa + abry + aczy + bxy + Bd + Bexy + Bfxy + fas)

= B(aa + Bd + bxy + fry + z1(ab + Be) + zy(ac + Bf)),

e, por (5.9), temos

0 0
—(BP) 4+ =—(BQ) = B(a(a + bxy + cxs) + bxy + f(d + exy + fxa) + fxs)
0501 (93[;2
= B(aa + fd + bxy + fre — bry — fxs)
= B(aa + pd).
Logo,
i(BP) + i(BQ) =0B (5.10)
81‘1 6.CE2 N ’ .
com
0 =aa+dS.

Assim, o sinal de div(BF') ¢ constante em R? se  # 0. Mas isso ndo pode ocorrer pelo
Critério de Bendixon-Dulac, pois assumimos a existéncia de uma érbita peridédica. Logo,
0=0.
Assim, de (5.10) temos que

0 0

—a—xl(BP) = a—xQ(BQ)-

Isso é simplesmente a condicao de integrabilidade para o campo vetorial bidimensional
(BQ,—BP). Em outras palavras, (BQ,—BP) ¢ um campo gradiente de uma funcao
V =V (x1,22) em int(R?) tal que

WV gy

— = — = —BP.
(99[:1 8:62
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A derivada de t — V(z1(t), 22(t)), entao, satisfaz

oV oV
= 4y + —iy = PQ(B — B) = 0.
Vv ax1$1+8x2$2 Q( ) 0

Assim, V' é constante ao longo das trajetorias do sistema original, de modo que uma érbita
periddica é uma curva de nivel fechada de V', o que implica que v nao é uma 6rbita isolada.

Portanto, se uma 6rbita periddica existe, ela é cercada por outras o6rbitas periddicas. W

Com isso, mostramos que nas classes 26 a 33 sempre ha representantes sem orbitas
periddicas. Na Figura 5.1, listamos estes representantes das classes isoclinas estéveis
26 a 33, utilizando a Proposicao 5.8 para escolhé-los sem orbitas periddicas. Isso nos
permite preencher as regides interiores do simplexo com as dindmicas que anteriormente
nao sabiamos como eram. Nas classes 26 e 27, h& dois retratos de fase possiveis. Nos

demais, a dindmica é completamente determinada.

L AYAN
TAVAVANS
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32 33

Figura 5.1: Classes isoclinas 26-33 sem oOrbitas periddicas.

5.2 Familias sem bifurcacoes de Hopf

Na segoOes anteriores, definimos familias de sistemas dentro das classes isoclinas de 26
a 33 e mostramos que em todas as classes existem representantes que nao possuem Orbitas
periddicas. Os resultados desta secao e da proxima estabelecem meios de prever a partir
da configuragao das isoclinas se uma determinada familia admite uma bifurcacao de Hopf
e, consequentemente, 6rbitas periddicas. Em particular, mostraremos que as bifurcagoes
de Hopf ocorrem em cada uma das classes isoclinas estaveis de 26 a 31, mas nao nas
classes isoclinas 32 e 33. Isso significa que nao podemos determinar se um sistema das
classes 26 a 31 tem ou nao orbitas periddicas apenas a partir de suas is6clinas.

A ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf esta associada com o surgimento ou desapa-
recimento de um ciclo limite a partir da mudanca na estabilidade local de um ponto de
equilibrio, ou seja, quando um par de autovalores complexos conjugados (da linearizagao
em torno do ponto de equilibrio) cruza o eixo imaginario do plano complexo. A bifurca-
¢ao pode ser supercritica ou subcritica, resultando em um ciclo limite estavel ou instavel,
respectivamente. Uma revisao mais detalhada dos conceitos sobre bifurcacoes de Hopf é
apresentada no Anexo C.

A previsao que faremos depende dos sinais dos menores principais 2 x 2 de qualquer
matriz A na familia. Os sinais sao independentes da escolha da matriz A e, na verdade,

podem ser determinados a partir das posi¢oes das isoclinas da seguinte forma. A submatriz
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principal Ajj é definida por

Qi O
Qr; Ak

e o correspondente determinante da submatriz principal 2 x 2 é dado por M, = det(A;).

A submatriz A, representa o comportamento do sistema restrito ao plano G; = X; x Xj,

onde a analise bidimensional revela que o menor Mj;, reflete as inclinacoes relativas das

isoclinas @; = 0 e 2 = 0 nesse plano. Conforme discutido nos capitulos anteriores as

isoclinas podem se interceptar no equilibrio ; em 0%, e se isso ocorre podemos analisar

M;, para obter algumas informagoes.

Proposicao 5.12. Seja F' € CLV(3) pertencente a uma das classes isoclinas de 26 a
33. Suponha que existe um ponto QQ; no plano G;, com i, j,k todos distintos. Entao, Q); €

atrator se, e somente se, Mj, >0 e @Q; € uma sela se, e somente se Mj, < 0.

Demonstracao.

Como nosso sistema de interesse assume a seguinte forma, temos que

e, assim,

bi = (Ae)l = a;1 + Q;0 + ;3. (511>

A titulo de exemplo, considere o plano GGz, e que nele existe um ponto de equilibrio planar

(3 atrator. Para que isto aconteca precisamos que 019 = 091 = —1. Considerando que

oij = sgn((AR;); — by),
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logo
by
agla— — b2 <0& a21b1 — a11b2 < 0, (512>
11
b
alga—Q — b1 <0< algbg — a22b1 < 0. (513)
22

Substituindo os termos b; como em (5.11) em (5.12), obtemos

0 >agby — ajiby
=ag1(a11 + a12 + a13) — ar1(az + az + as)

= — Q11022 + G12021 + Q13021 — Q23011

(5.14)
ail as
=— My —
21 Q23
=— My — D;.
Analogamente, substituindo os termos b; em (5.13),
0 >ajaby — ageby
=ay2(ag; + age + ag3) — ari(ary + aja + ai3)
= — Q11G22 + Q12021 + (12023 — G22013
(5.15)
Myt a12 a3
Q22 Q23
=— Mz + Ds.
De (5.14) e (5.15),
My + Dy >O,
(5.16)

Myy — Dy >0.
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Agora, calculando o determinante da matriz A, obtemos

det(A) =@11022033 + Q12023031 + G13021032 — G11023032 — Q12021033 — 113022031
=a31(a12a23 - a13a22) + a32(a13a21 - a11a23) + a33(a11a22 - a12a21) (5-17)

=az1 Dy — aze Dy + azsMip > 0.

De (5.16) e (5.17) temos

0 <Mis + Dy + My2 — Dy + det(A)
=Ms + D1+ Mz — Dy + az1 Dy — azga Dy + azz Mo,
logo,
0 < asa(Miz + D1) + asa(Mig — D) + az1 Dy — az Dy + assMio
= agaM2 + aze Dy + az1 Mis — az1 Dy + az1 Dy — aza Dy + azz Mo
= (az1 + azz + azz) Mia.
Como ag; + asy + azz > 0, entao, Mo > 0. De maneira andloga, poderiamos ter chegado

a mesma conclusao para qualquer plano coordenado. Portanto, Mj;, > 0 se, e somente se,

(Q; atrai no plano. No caso em que o ponto de equilibrio planar ()3 for um ponto de sela

devemos ter o9 = 091 = 1, assim

b b

g1t — by > 0 1025 (5.18)
a1 a11b9
by baaio

app— — b >0 > 1. (519)
22 az20;

De (5.18) e (5.19), concluimos que

biag baaya a210a12
>le—>1
a11b2 azaby a110a922

21012 > G11022
Sagiaig — aage >0
< — My >0

<My < 0.
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Logo, Mj; < 0 se, e somente se (); ¢ um ponto de sela no plano X; x X} e, portanto,

repele em 0. |

A partir de agora vamos discutir alguns resultados obtidos dos sinais dos menores
principais. Antes, vamos relembrar as formulas de Viéte para um polindémio de terceiro
grau, que relacionam os coeficientes de um polindmio com as somas e produtos de suas
raizes. Elas sao tteis para simplificar calculos e deduzir propriedades sobre as raizes sem

obté-las explicitamente. Considere um polinémio ctubico da forma:

p(x) = ax® + ba® + cx + d

onde a, b, ¢ e d sdo coeficientes reais, e a # 0. Suponha que as raizes desse polindémio

sejam r, s, e t. Entao podemos expressar o polindmio de duas formas diferentes,

alx —7r)(z —s)(x —t) = azx® + bx* + cx + d.
Ao expandir o lado esquerdo e comparar com o lado direito, obtemos as relagoes a seguir:

i) Soma das raizes tomadas uma a uma:

b
r+s+t=——.
a

ii) Soma das raizes tomadas duas a duas:

c
rs+rt+ st = —.
a
iii) Produto das raizes:

rst = ——.
a

Com isso, podemos provar a seguinte porposicao.

Proposicao 5.13. Se A = [a;;] € uma matriz 3 X 3 com My + Mz + Masz < 0, entao A

tem um autovalor com parte real negativa.
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Demonstracao.
Provaremos por contradicao. Assuma que todos os autovalores de A tém parte real nao

negativa. O polindémio caracteristico de A é dado por

det(A — AI) = a13a22a31 + a12a23a31 + Q13091032 — 11023032
— (12021033 + Q11022033 + Q12021 A — Q11022 A + A13G31\ + A23G32\ — A11a33\
2 2 2 3
— (Iggagg)\ + a11>\ + (122)\ + CL33)\ — )\
= Q13022031 + Q12023031 + A13021A32 — (11023032 — (12021033 + G11022G33
+ (a12G21 — 11022 + 13031 — 11033 + A23A32 — A22a33) A
A2 —)\3
+ (a1 + axn + ass)
3 2
=-A + TI'(A))\ — (M12 + M13 + Mgg))\ + det(A)

= —)\3 —f- Cg)\2 — Cl/\ —f- Co,

onde os coeficientes ¢; sao escritos em termos das entradas a;; de A. Em particular,
c1 = (Mis + My + Mss) < 0.

Usando as relagoes de Viéte para um polindmio de grau 3 e a hipotese, temos que
—c1 = M2+ MAs+ A3 > 0.

Logo, 0 > (Mys + My3 + Mss) = ¢ = —c; = 0, o que é uma contradi¢do. Portanto, A

deve possuir um autovalor com parte real negativa. |

O resultado principal desta secao é apresentado a seguir e valido para qualquer dimen-

sao n. Iremos enuncia-lo e prova-lo para n = 3.

Teorema 5.14. Seja F' um campo nas classes 26 a 31, ou seja, &; = Fi(x) = z;,(A(1—x));,
com det(A) > 0. Se
Mo + Mz + Mas <0,

entao P tem uma variedade instavel de dimensao pelo menos 2.
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Demonstracao.

O comportamento dindmico em P = e é dado pelos autovalores de Jp(P) = —A. Pela
Proposigao 5.13, A tem um autovalor com parte real negativa. Mas, haviamos colocado
a hipotese de que det A > 0, assim, A deve ter dois autovalores com parte real negativa,
uma vez que o det A = A\; A\ A3 . Logo, —A tem dois autovalores com parte real positiva,

correspondendo & variedade instavel de P de dimensao pelo menos 2. |

Corolario 5.15. Seja FF € CLV(3). Se cada um dos equilibrios aziais R; for atrator,

entao F' nao pode ter outros equilibrios atratores.

Demonstracao.

Como cada um dos equilibrios axiais R; é atrator, estamos nas classes 18 ou 32 (veja
Figura 4.23). A dinamica da classe 18 é totalmente conhecida e sabemos que nao ha
outros equilibrios atratores. Assuma agora F' na classe 32. Restringindo a atenc¢ao aos
planos coordenados bidimensionais, vemos que o fato dos pontos R; serem atratores forca
a existéncia dos pontos de equilibrio planares (); em cada uma das faces unidimensionais
de ¥, e também que @); repele em cada uma dessas faces. Da Proposicao 5.12, sabemos
que isso significa que M, < 0 para cada j <k, j,k =1,2,3. Logo, Mis + M3+ M3 < 0

e, aplicando o Teorema 5.14, vemos que P nao pode ser atrator. |

Observagao 5.16. O significado biologico do Corolario 5.15 € que se cada uma das n
populagoes competidoras, quando em capacidade de suporte, puder resistir a invasao por
um pequeno numero de outras, entao nao pode haver coexisténcia estavel de mais de uma

espécie, de modo que qualquer coexisténcia, se houver, deve ser natureza oscilatoria.

Corolario 5.17. Seja F' um campo nas classes 26 a 31, ou seja, i; = F;(X) = z;(A(e —
x))i, com det(A) > 0. Se
Mis + Mz + Mas <0,

entao P repele em X.

Demonstracao.
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Como ¥ é uma superficie invariante bidimensional globalmente atratora, e por isso contém
a variedade instavel de P. Pelo Teorema 5.14 a variedade instavel tem dimensao ao menos

2, entao localmente coincide com Y. Assim, P repele em 3. |

Corolario 5.18. Seja F' um campo nas classes 26 a 31, ou seja, ©; = Fi(z) = z;(A(e —
x))i, com det(A) > 0. Se Mg, My3, Maz < 0, nao existe bifurcagio de Hopf de P nas
familias F(F).

Demonstracao.
Segue direto do corolario anterior, uma vez que o sinal dos menores de A sao invariantes

em F(F). De fato, observe que

1 0 0 ail a2 ais a117T a1271 A1371
TA= 1|0 T2 0 Q21 Q22 G233 | — | Q2172 Q2272 (2372
0 0 73 azyp azz g3 3173 3273 A33T3

Assim, os menores para toda matriz em F(F') sao da forma

T
My = (a11a22 — @12a91)T1 T2 = MiaT1 T,
My = ( - =M

13 — (A11a33 a13a31)7-173 = M137T1T3,

T
M23 = (a22a33 - 023CL32)7273 = My37oTs3.

Como 7; > 0, para i = 1,2, 3, temos que o sinal dos menores nao se altera em F(F).
Como P repele em ¥, J¢(P) sempre possui dois autovalores com parte real positiva. Para
que ocorra uma bifurcacao de Hopf é necessario que um par de autovalores mude o sinal
de suas respectivas partes reais. No nosso caso nao pode ocorrer a mudanca de sinais das
partes reais dos autovalores. visto que dois autovalores sempre tém parte real positiva.

Portanto, nao pode ocorrer bifurcagao de Hopf. |

Corolario 5.19. Dentro da classe isoclina 32 nao temos bifurcacoes de Hopf.

Demonstracao.
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Como sabemos a classe isoclina 32 possui 3 pontos de equilibrio axiais R; atratores e 3
pontos de equilibrio planares (); repulsores em 9%. Segue direto do corolario anterior uma

vez que Mj;, < 0 se, somente se, (); repele em 0¥ para i =1, j, k. ]

Observacao 5.20. Isso significa que na classe isoclina 32, orbitas periodicas nao sao
produzidas no ponto de equilibrio interior através de bifurcacoes de Hopf, nem em 0%
(os pontos de sela impedem isso), de modo que qualquer drbita periddica que ocorra deve
ser o resultado de alguma bifurcacao sela-nd de orbitas periodicas. Além disso, drbitas

periodicas hiperbolicas, se existirem, devem ocorrer em nimeros pares.

Os resultados anteriores foram provados por M.L. Zeeman em 1993, conforme docu-

mentado em [1|. Esses resultados levaram Zeeman a formular a seguinte proposigao.
Proposicao 5.21. Sistemas na classe isoclina 32 nao possuem orbitas periodicas.

Em 1998, M.L. Zeeman e P. van den Driesche provaram a proposicao citada anteri-
ormente, que até entao era uma conjectura aplicavel as classes isoclinas 32 e 33, como
detalhado em [2]. A seguir, apresentaremos a prova deste resultado, antes de examinar

as classes de isoclinas de 26 a 31 e demonstrar que estas possuem bifurcagoes de Hopf.

5.2.1 As classes 32 e 33

O estudo a seguir se baseia no artigo [2| e tem como objetivo demonstrar a Conjectura
5.21. Os seguintes resultados fornecem uma generalizacao do Critério de Dulac para
sistemas tridimensionais e serao empregados para mostrar que as classes 32 e 33 nao

possuem oOrbitas periodicas. Algumas aplicagoes desses resultados podem ser consultadas

em [19] e [20].

Teorema 5.22. (Busenberg e van den Driessche) Seja F : R® — R® um campo vetorial
C' e seja y(t) curva fechada suave limitando uma superficie orientdvel C*, S C R3, com
vetor normal n. Suponha que existe um campo vetorial H : R® — R? definido e C' em

uma vizinhanca de S tal que:

(A) H-F0(=0) em~.
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(B) rot H-n>0(<0) em S.
(C) OuH -F#0em~yourotH -n#0em S.

Entao, v(t) nao € uma drbita fechada de & = F(x) transversal no sentido positivo com

respeito a mn.

Demonstracao.

Observe que y(t) é uma o6rbita de & = F'(z) se, e somente se, ¢ uma orbita de & = —F(x),
percorrida na dire¢ao oposta. Assim, provar o resultado para desigualdades em (A) e (B),
com “<” para I’ implica no resultado com “>”" para —F. Apresentaremos a prova apenas

para o primeiro conjunto. Pelo Teorema de Stokes e por (B),
0 < [[(rot #) -ndA = / H(y(t) - (1) dt. (5.20)
S Y
Agora, se y(t) é suave ¥(t) = F(y(t)), entdo a partir de (A),

[H00) 0= [ H6@) Fow)d <o

gl Y

Isso contradiz (5.20) e o teorema estd demonstrado. |
Corolario 5.23. Sejam F — R? — R?, v(t), S e n como no Teorema 5.22. Suponha que
existe um campo vetorial H : R® — R3, definido e C' em uma vizinhanca de S, tal que:
(A) H-F=0em~.

(B) (rot H)-n >0 ou (rot H) -n <0, mas (rot H) -n#Z0 em S.

Entao, v(t) nao € orbita fechada de & = F(x).

Demonstragao.

Se v(t) € S fosse uma orbita periodica de 2’ = F(z(t)), entdo teriamos {v(t) : t >
0} = 05’ para alguma superficie suave orientada S’ contida em S, onde 7 teria orientagao
positiva em rela¢ao ao vetor normal n de S. Pelo Teorema 5.22 aplicado a (t) e S’, vemos

que isso nao é possivel. |
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Utilizando este corolario, vamos provar um resultado para o caso em que os equilibrios
axiais Rj, Ry, e R3 sao atratores em Y e existe um ponto de equilibrio interior P, ou
seja, para a classe 32. Primeiramente, vamos estabelecer que qualquer oérbita periddica
do sistema limita uma regiao S de ¥ com um vetor normal positivo n. Em seguida,
utilizamos a geometria da configuracao das is6clinas para entender a condicao de cada
R; ser atrativo em termos de um conjunto de desigualdades para os parametros a;; e b;.
Depois, introduzimos um campo vetorial H : int(R*) — R3 e utilizamos desigualdades
para aplicar o Corolario 5.23 e eliminar a possibilidade de 6rbitas periodicas. Na proxima

demonstracao, usaremos o conceito de regiao balanceada, dado na Definicao 2.6.

Proposigao 5.24. Seja S C X. Para x € S, o plano tangente TS a S no ponto x existe

e € balanceado.

Demonstracao.

Seja x € S C X. Suponha que 7,5 nao seja balanceado. Entao, existem u,v € T,S tais
que u —v = w > 0 (w possui todas as componentes estritamente positivas). Como 7,5
¢ um espago vetorial, temos w € T,.S. Seja y(t) : (¢,&) = S C ¥ uma curva em S C X,

com y(0) =z e 4(0) = w. Para t € (0,¢), pela expansao de Taylor temos que

(1) = 7(0) +t3(0) + 0(t%).

Logo, para t suficientemente pequeno temos que

¥(t) =~(0) = t3(0) + 0(t%),

onde o sinal do termo da direita é governado pelo sinal de t e pelo sinal das componentes
de 4(0) = w que sao todas positivas. Logo, 7(t) — v(0) > 0 para ¢t > 0. Assim, ¥ nao
é um conjunto balanceado, o que contradiz o Teorema de Hirsch 2.7 e o Corolario 2.12.

Portanto, T,.S é balanceado. |
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Teorema 5.25. Considere o sistema
3
j:i = E(l’) = X; (bz — Z aijxj> s 1= 1, 2, 3, (521)
j=1

e suponha que Ry, Ry e R3 sao atratores (repulsores) em . Entao, o sistema nao admite

orbitas periodicas.

Demonstragao.

Suponha que o sistema (5.21) tenha uma orbita periédica nao trivial v(¢). Entdo, de
acordo com o Teorema de Hirsch, v(t) estd no interior de 3. Portanto, como ~(t) é
uma Orbita periodica e, logo, é uma curva fechada, ela delimita uma regiao S dentro
de int(X). Agora, suponha que o vetor normal n = (ny,ng,n3) a S em x ndo pode ser
escolhido como um vetor positivo. Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que nq > 0,n9 > 0 e ng < 0. Tome T = (—ns, —ng, (n1 + ng)). Entao,
n-T = (n1,ng,n3) - (—nz, —nz, (1 +ng)) = 0.

Portanto, T € T,.S, uma vez que é ortogonal ao vetor normal n de T,,.S. Mas isso contradiz
o fato de que T,.S é balanceado, ja que (x+T) — 2z = T e T tem componentes estritamente
positivas. Logo, o vetor normal n pode ser escolhido como um vetor positivo. Assumindo
que Ry, Ry e Rz sao todos atrativos em E, temos b;/a; > bj/aj; para i,j = 1,2,3 com

1 # j. Explicitamente, estas desigualdades sao dadas por:

brai; — brag <0,
bsai; — braz; <0,
biage — baais < 0,
(5.22)
bsage — baasze < 0,

biazs — bzaz < 0,

b2a33 — b3a23 < 0.



Denote por F' o membro direito do sistema (5.21), e defina G : int(R3) — R? por

onde

Assim,

102
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b b
B (b= Tisown) -2 (b= T oas)
b b

| Sn) - ()
b b
2 (b Tisom) - 2 (b= 00
b b
x_j (b2 — (Ax)2) — x_21 (bs — (A)s3)

D = (A = By — (A
) T2
T3 T3

Como

G-F=(Fxv)-F=0 em int(R3),

temos precisamente a hipotese (A) do Corolario 5.23. Agora, escrevendo

CL’lLl
F = xQLQ s onde L,L = b@ - (Am)z
iL‘ng
assim, 1
— (bng — bng)
a1
1
G = — (bng — bng)
X2
1
— (boLy — b1 Ly)
€3
€ a a
9, ) ™ g, )
rotG =V x G = iG(x)_iG(@
- N 61‘3 ! 81'1 ’
0 0
52, 02®) ~ 5, @)



Precisamos calcular as derivadas parciais das componentes de G. Como,

Gh(x) = — (b3(ba — (a21w1 + agnxs + agsxs)) — (ba(bs — (az121 + asews + agsxs))),
Ga(x) = — (b1(bs — (as1m1 + azews + agsxs)) — (b3(by — (1121 + 1222 + a1373)))

Gs(x) = T (ba(by — (a1 + a1axe + ar3xs)) — (b1(be — (@211 + agnrs + azsxs))),

segue que

%Gl(l‘) = xiz(bgagg — bzags),
%Gl(:ﬂ) = xil (baass — bsasgs),
%Gg(x) = %(bgan —biag) ,
aix?)GQ(gg) = x%(bgalg — biass),
%Gh(;p) - mig(blagg — baaya),
A Gi(#) = (s — by

Substituindo em (5.2.1), temos

1 1
— (bla22 - b2a12) + x_ (bla33 - 536113)

T3 1

1 1
— (boass — bsags) + - (baar; — bras)

T 3
1

X2 X1

1
— (bsan - b1a31) + — (b3a22 - 52032)

104

Os sinais dos seis termos em rot G sao dados precisamente pelas desigualdades (5.22), e

como z; > 0 em int(Ri) para cada 7, cada componente de rot G é estritamente negativa.

Entao, a hipotese (B) do Corolario 5.23 segue do fato de que n é positivo e ndao nulo.

Portanto, podemos concluir do Corolério 5.23 que y(t) ndo pode ser uma 6rbita periodica

do sistema (5.21).

O resultado anterior prova a Conjectura 5.21. Assim, quando trés espécies deste tipo

interagem, uma delas deve sempre dominar, levando & extin¢ao das outras duas.
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Corolario 5.26. A classe isoclina 33 nao possui orbitas periddicas.

Demonstragao.
Se Ry, Ry, e Ry sado todos repulsores em X (ou seja, classe 33), entdo as desigualdades

(5.22) sao todas invertidas, e a prova segue de maneira semelhante. |

Observagao 5.27. Note que se todos os R; sao atratores em ¥ (ou seja, classe 32), as
desigualdades (5.22) implicam que a autorrequla¢ao é menor que a competi¢ao, no sentido
de que para todos i, j, k distintos, a;a;; < a;ija;; € ;0,50 < Q0505 No caso repulsor

(ou seja, classe 33), ocorre o fenémeno oposto, pois as desiqualdades (5.22) sao invertidas.

Corolario 5.28. Dado F € CLV (3), se Ry, Ry e Ry sao atratores locais em X, entdo

quase todas as trajetorias convergem para um dos pontos de equilibrio R; com i = 1,2, 3.

Corolario 5.29. Considere F' € CLV (3), possuindo o ponto de equilibrio interior P €
int (X) e suponha que Ry, Ry e Rs repulsores locais em Y. Entao P € globalmente assin-

toticamente estdvel em int(R3).

Observagao 5.30. O significado bioldgico do Coroldrio 5.28 € que se cada uma das espé-
cies pode sobreviver a uma invasao, entao nao pode haver coexisténcia a longo prazo de 3
ou mesmo 2 espécies. Em outras palavras, duas espécies sao levadas a extingao enquanto

uma sobrevive em sua capacidade de suporte.

Observacao 5.31. O significado bioldgico do Coroldrio 5.29 € que se nenhuma das espé-
ctes pode sobreviver a uma invasao, e existir um ponto de equilibrio interior de coexistén-
cia, entao ocorre a coexisténcia a longo prazo de 3 espécies nao havendo comportamento
oscilatorio. Em outras palavras, se inicialmente existirem individuos das 3 espécies o

sistema € levado & coexisténcia estavel de todas elas.

Neste secao, provamos que na classe 32 nao ha érbitas periodicas e, portanto, o ponto
de equilibrio interior P é repulsor. Provamos também que nao ha orbitas periddicas na
classe 33 e, portanto, P é atrator. Assim, até aqui concluimos que as classes de 1 a 25, 32
e 33 nao tém oOrbitas periddicas. Os retratos de fase ficam completamente determinados
pela Figura 5.1. Além disso, mostramos que as classes 26 a 30 possuem representantes

sem orbitas periddicas, cujos retratos de fase também estao na Figura 5.1.
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5.3 Familias com bifurcacoes de Hopf

Nesta secao provaremos a existéncia de bifurcacoes de Hopf nas classes 26 a 31 e,
consequentemente, orbitas periddicas nestas classes. Para alcancar nosso objetivo, para
uma familia F(F') dada, escolhemos uma familia particular F'(7) e a matriz correspondente
A(1). Mostraremos que ao variar o parametro 7 a parte real dos autovalores de A(7) muda

de sinal, indicando uma bifurcagao de Hopf.

Teorema 5.32. Seja ©; = Fi(x) = 2;(A(1 — x));, i = 1,2,3, com det(A) > 0. Se, para
J # k, 0s M, nao possuem todos o mesmo sinal, entio a familia F(F) admite bifurcagdo

de Hopf em P.

Demonstracao.

Ao longo da demonstragao deste teorema vamos enunciar alguns lemas que serao provados
posteriormente.

O comportamento em P é dado pelos autovalores de Jg(P) = —A ou, equivalentemente,
pelos autovalores de A. Da familia F(F'), vamos escolher uma familia particular a um
parametro F'(7), com a matriz correspondente A(7). Precisamos estudar os autovalores de
A(7) quando o parametro T varia. Mostraremos que para um 7, suficientemente pequeno
os autovalores de A(7y) tem parte real positiva, enquanto para 7y suficientemente grande,
A (1) possui um par de autovalores com parte real negativa (ou vice-versa). Consequen-
temente, esses autovalores devem cruzar o eixo imaginario a medida que o parametro 7
se afasta de F' (7p) no sentido de F'(71). Mostraremos que esse cruzamento ocorre com
derivada da parte real nao nula, indicando assim uma bifurcacao de Hopf, conforme o
Teorema C.1 no Anexo C.

Considere o caso em que Moz > 0 e M3, M5 < 0. Os outros casos seguirao de maneira se-
melhante. Lembramos que F(F') é a familia determinada pelas matrizes {T'A : T = (7;;) },
onde T ¢ uma matriz diagonal com entradas positivas. Vamos considerar a subfamilia a
um parametro obtida ao fixar 79 = 733 = 1, e permitindo que 711 = T que possa variar

por todos os niimeros reais positivos. Seja

F(7)i(x) = 2,(A(T)(1 - )., (5.23)
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onde
T 00 Taiy Tai2 Tai3
T'=10101], Alrn)=TA= Qo1 Q22 (923
0 01 asy Qg2 asg

Consideremos agora o seguinte lema, cuja demonstracao sera apresentada mais a frente.

Lema 5.33. Se 7 — 0 os autovalores de A(T) tendem Ao, m0,0, onde \g,n0 tem partes

reais estritamente positivas.

Sabemos pela teoria de Algebra Linear que os autovalores de uma matriz dependem
continuamente de suas entradas. Logo, pelo lema anterior, para 7y positivo suficientemente
proximo de 0, A(7g) possui pelo menos dois autovalores com parte real positiva. Mas
det(A) > 0 por hipotese, e det(A(7)) = det(T") det(A) = 7det A > 0 para 7 > 0, de modo
que o produto dos autovalores de A(7y) é positivo e, assim, todos os trés autovalores de
A(71p) devem ter parte real positiva. Portanto, como Jr(P) = —A, os autovalores de

Jr(P) tém todos parte real negativa, de modo que P é atrator para F (1) (z).

Lema 5.34. Se 7 — 00 0s autovalores de A(T) tendem a Ay, m1,00, onde A1, m; tém partes

reais estritamente negativas.

A demonstragao desse lema serd apresentada mais a frente. Novamente, os autovalores
de A(1) dependem continuamente das entradas de A(7), e, portanto, de 7. Assim, para
71 suficientemente grande, A(7;) tem dois autovalores com parte real negativa, e como
antes, Jp(P) = —A e os autovalores Jp(P) tém todos parte real positiva, de modo que P
é repulsor em X para F(r;). Consequentemente, & medida que 7 varia de 7y para 71, dois
dos autovalores de A(7) variam continuamente de ter parte real positiva para parte real
negativa e, necessariamente, devem cruzar o eixo imaginario. Além disso, eles nao cruzam
o0 eixo no zero, ja que det A(7) # 0 para 7 # 0 e, assim, devem cruzar o eixo imaginario
como um par complexo conjugado nao nulo, ou seja, da forma +iw com w # 0.

Finalmente, o proximo lema nos fornece a tltima parte da demonstracao.

Lema 5.35. Eziste um unico valor do pardmetro T onde os autovalores da familia {A(7)}
cruzam o eizo imagindrio. Além disso, esse cruzamento ocorre com uma derivada da parte

real nao nula.



108

Estes resultados corresponde a uma bifurcacao de Hopf na familia de sistemas {F(7)}, e

o teorema esta provado. |

Corolario 5.36. Dentro da familia de sistemas da classe isoclina estdvel 26, correspon-
dendo a qualquer conjunto de isoclinas, admite uma bifurcaciao de Hopf e, consequente-

mente, orbitas periodicas.

Demonstracao.
O corolario é imediato visto que qualquer sistema na classe 26 tem um ponto de equilibrio
planar repulsor em 9%, e outro atrator em 0X e, assim, tem menores principais com sinais

opostos. |

Note que as familias de sistemas das classes de 27 a 31 satisfazem as hipdteses do
Teorema 5.32, mas as classes 32 e 33 nao. As classes 26-31 contém alguns sistemas com
orbitas periddicas, e outros sem. O numero méaximo de orbitas peridédicas isoladas que
podem ocorrer em cada uma das classes 26-31 permanece em aberto. Apresentamos uma
breve descri¢ao do estado atual das pesquisas neste sentido no préoximo capitulo.

Forneceremos a seguir a prova do Lema 5.33.

Demonstracao. Como A(0) é o limite continuo de matrizes positivas A(7), ela deve ter
um autovalor nao negativo, dominando os médulos dos outros autovalores. Em outras
palavras, esse autovalor é o limite continuo do autovalor de Perron-Frobenius das matrizes

A(T). Temos
0 0 0

A(O): Q21 dg22 (23
31 dzz G33

Assim, o polindmio caracteristico de A(0) é dado por

det(A(0) — Md) = —\° + (ag + as3)\* + (ag3asz — axass))
= —A(N? — (az2 4 ass) A + (as2as3 — aszas))

Portanto, os autovalores de A(0) sao Ag, o, 0, onde Ag, o s@o os autovalores de Ayz. Pela
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hipotese, 0 < Mag = Ao €, assim, ambos Ay, pig devem possuir os mesmos sinais. Como
Ayz > 0, pelo Teorema de Perron-Frobenius 0 < p(As3) = Ag, 0 que implica que po > 0.

Portanto, os autovalores de A(7) quando 7 — 0 séo 0, Ao, 1o, onde Ag, g > 0. |

Para a demonstracao do Lema 5.35 usaremos o Teorema de Gershgorin.

Teorema 5.37. (Gershgorin) Dada A = [a;;] uma matriz n x n, defina o i—ésimo disco
de Gersgorin D; como o disco no plano complezo de raio . ;|a;;| e centro no ponto
ai;. Cada disco de Gershgorin contém um autovalor de A. Ainda, para cada iy,is,. .., 1,

existem ao menos r autovalores de A em | J,_, D;, .

Demonstragao.
Seja A um autovalor de A com autovetor correspondente x = (x1,...,x,). Seja i tal que
a componente de z com maior valor absoluto seja x;. Como Ax = Az, em particular,

tomamos a i-ésima componente dessa equagao para obter
E Q5 = )\IZ
J
Levando a;;z; para o outro lado, temos
E aijmj = ()\ — CL“)Z'Z
J#i

Portanto, aplicando a desigualdade triangular e lembrando que |2| < 1 com base em

como escolhemos 7, temos

a..x.
X — ai| = Zﬁ
Ty

J#i

< i)

JF

Corolario 5.38. Os autovalores de A também devem estar dentro dos discos de Gersh-

gorin C; correspondentes as colunas de A.

Demonstracao.
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Aplique o Teorema a AT, reconhecendo que os autovalores da transposta sao os mesmos
)

que os da matriz original.

Forneceremos a seguir a prova do Lema 5.34.
Demonstragao.
Mostraremos que o autovalor de Perron-Frobenius A;(7) de A(7) cresce com 7 e aplicare-
mos o corolario do Teorema de Gershgorin em A(7). Estudaremos o disco definido pela

primeira coluna de A(7). Lembrando que

TA11 Tai12 TAa13

e, assim, temos que A(7) tem um autovalor A;(7) no disco de raio ag; + as;, centrado em
Tay. Logo, |Ta;; — A (7)| < ag1 + asz;. Logo, como ag; e azy sdo reais positivos fixados
do espago de parametros, temos que a diferenga em norma de |ra;; — A(7)| deve ser
sempre menor que a soma as; + ag; €, assim, temos a necessidade que \;(7) cresga com
7, e & medida que 7 — 00, A\j(7) — oo. Agora considere os discos de Gershgorin D; e
D3 definidos pela segunda e terceira linhas de A(7), respectivamente. Esses sao indepen-
dentes de 7, e enquanto A;(7) cresce sem limites, os outros dois autovalores \y(7), A3(7T)
estao contidos na unido compacta Dy U Ds. Logo, Ao(7), A3(7) sdo ou um par complexo
conjugado, caso em que seus autovetores correspondentes geram um plano invariante, ou
sao reais distintos, caso em que seus autovetores também geram um plano invariante. Em
ambos os casos, vamos dar atengao a esse plano invariante N (7) para entender mais sobre
Ao(7T) e A3(7). Para determinar o plano, observe que N(7) depende continuamente de
7, e considere as matrizes 771 A(7). Para cada 7, 771 A(7) claramente possui os mesmos

planos invariantes que A(7) e a medida que 7 — 0o, uma vez que estamos multiplicando
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todas as entradas por uma constante real, temos

11 a2 13

1
;A(r)—>B: 0O 0 0
0 0 0

Os autovalores de B serao A\; = a;; com multiplicidade 1, e Ay = 0 com multiplicidade 2.
Agora, para cada autovalor, precisamos encontrar os autovetores associados resolvendo o
sistema de equagoes (B — A\l)v = 0. Para A = a;; os autovetores tém a forma (1,0, 0).

Para A\ = 0, temos o sistema de equacgoes

aix aiz2 A3 X1
(B=0Nv=10 0 0] |z =
0 0 0 T3

o O O

A primeira linha nos da aq1x1 + aawe + ai3x3 = 0, e 08 autovetores distintos corres-
pondentes ao autovalor 0 sdao v{ = (—(aja/a11),1,0) e vJ = (—(ai3/a11),0,1). Logo, o
autovalor 0 tem como autoespago correspondente o plano N = {z | (Bzx); = 0}, que é
paralelo & primeira isoclina Ny dos sistemas F(7). Ainda, os planos invariantes N(7) de
A(7) tendem a N para T — o0.

Sejam n(7) : R? — N(7) e n : R* — N as parametrizacoes por (z2,73) em N(7) e N
respectivamente e seja 7 : R? — R? a projecao sobre o plano de coordenadas G, de modo
que 7 | (= (n(7))~" para todos os 7.

Entdo, 7 - A(7) - n(7) é um campo vetorial linear em x; = 0, topologicamente conjugado
a restricdo A(T) |n(r). Note que A(7T)|n(r) ¢ a restrigao ao plano N(7) do campo vetorial
x +— Az. Todo vetor z neste plano é combinacao linear de v{ e v9. Mas também escrito
da forma xz = n(7)(xs, x3) para algum (x,, x3). Logo, a restri¢do do campo ao plano pode
ser escrita como

(29, 23) = A(T).n(7) (22, 23).

Assim, aplicando a projegao 7 (que é um homeomorfismo se restrita a N(7)), temos
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uma conjugacao topologica entre o campo descrito anteriormente e (9, x3) — 7+ A(T) -
n(7)(x2, x3). Mas, para 71 suficientemente grande, podemos aproximar N (71) arbitraria-
mente proximo de N e podemos aproximar o campo vetorial w-A (71)-n (71) por w- A (11)-n.

Observe que

L2 a12 as
n = ToV) + X3V = | — | Lo— +X3— | , T2, 23 | .
Z3

Logo,

T2
w-A(m) - n =

T
3 + 39T + a33x3

—
< =
w [\V)
— —

Q12 a13
— | Loa— -+ T3— -+ 99T + a923T3
11 a1
( : )

ai
—as1

—a21
(@129 + a1373) + a9aTo + a23T3
(@129 + a1373) + az2%2 + assrs

ai1
L (a11a22 - a12a21)x2 + (CL11G23 - a13a21)£173
G\ (ar1aze — ar2a31) T2 + (@11a33 — a13a31)T3
1 My M, T2
G\ My M T3

onde My, M5 s@o os outros (nao principais) menores de A. Logo, apos obtido o polinémio
caracteristico, sabemos que a soma dos autovalores de 7 - A(my) - n é dada pelo trago
(- A(11) - m), ou seja, (1/ay1)(Mis + Mi3) < 0, uma vez que Mis, Mi3 < 0 pela hipotese.
Portanto, 7+ A(7y) - n tem pelo menos um autovalor com parte real estritamente negativa
limitada longe de 0 e, consequentemente, também 7 - A(7y) - n(11), A(1) |n(r) € também
a matriz A(7y). Mas det A(my) > 0, e como sabemos que um dos autovalores ¢ positivo,

concluimos que A(1) deve ter dois autovalores com parte real estritamente negativa. W
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Para a demonstracao do do Lema 5.35 usaremos um resultado de Geometria Algébrica,
conhecido como Teorema de Bézout. A seguir enunciaremos o resultado de maneira
simplificada, mas suficiente para o que pretendemos fazer. Para a demonstracao e um

enunciado mais completo veja [21].

Teorema 5.39. (Teorema de Bézout) Dadas duas curvas polinomiais no plano R? que
nao compartilham uma componente infinita de pontos em comum (ou seja, nao sao partes
da mesma curva em um intervalo), o nimero mdximo de pontos onde elas podem se

intersectar € igual ao produto dos graus das duas curvas.

Forneceremos agora a prova do Lema 5.35.

Demonstragao.

Sabemos dos Lemas 5.33 e 5.34 que os autovalores da familia {A(7)} devem cruzar o
eixo imaginério pelo menos uma vez. Seja ¢ um valor de pardmetro em que ocorre tal
cruzamento. Ou seja, para 7 em uma vizinhanga suficientemente pequena U de ¢, A(T)
terd um par de autovalores complexos conjugados, e denotamos por A(7) o autovalor com
parte imaginaria positiva. Entao, A(7) : U — C é uma fungao complexa continua tal que
para 7 < (, Re(A(7)) > 0, Re(A(()) = 0, e para 7 > (,Re(A(7)) < 0. O cruzamento
ocorre com derivada da parte real ndo nula se, e somente se, d/dr(Re(\(7))) |¢# 0.
Mostraremos que os autovalores ndo reais da familia {A(7)} estdo em uma curva defi-
nida por uma equacao polinomial de quarto grau em termos de uma variavel complexa
z. Usaremos, entao, o Teorema de Bézout para mostrar que essa curva ¢é disjunta do

eixo imaginario, exceto por intersegoes transversais em A(¢) e A(¢). Assim, ¢ é unico, e

d/dT(Re(A(7)))|¢= 0 se e somente se d/dT(A(7))|c= 0, o que leva a uma contradicao.
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A equagao caracteristica de A(7) pode ser escrita como

det(A(T) - Z]d) = — 113022031 T + Q120230317 + G13021A32T — Q110230327
3 2 2
— A12Q91Q33T + a11QA92033T — 2 + 922 + a33z
2
-+ a11TZ —+ 9230322 — 220337 + A12091TZ
— A11A92T 2 + a13QA31TZ — A11A33TZ
o 2
= — 2(2° — agz — ag3z) + 7(—a13a200a31 + ajpa23a3
2
+ @13G21G32 — Q11023032 — Q12021033 + A11022033 + A112
+ A93G322 — A22G33% + A12G912 — Q110927 + A13G312 — A11033%)

2

= — Z(Z — 992 — A33% + Mgg)

+ T(a11z2 + det(A) — 2(Mis + Mi3))

=—201(2) + 792(2),

onde cada g; : C — C é um polindmio quadratico independente de 7. Com essa notagao,

z ¢ um autovalor de A(7) se, e somente se,

—2g1(2) + T7g2(2) = 0,

0 que ocorre se, e somente se,

_ zg1(2)
T = ) (5.24)

Usaremos (5.24) para definir uma nova fun¢ao G em C por

o)

Y

de modo que os autovalores de A(7) sdao dados precisamente por G7'(7). Os autovalores

da familia {A(7) : 7 > 0} s@o dados por G;(I;), onde I, = (0,00), uma vez que 7 pode
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assumir valores positivos e este conjunto esta contido em G'(R). Mas

G(z) e Re G(z2) =G(2)

291(2) _ z291(2)

P —
92(2) g2(2)

& 291(2)92(2) — 201(2)ga(2) = 0

& 291(2)92(2) — 291(2) g2(2) = 0.

Escrevendo z = = + iy(x,y € R) e reagrupando termos, vemos que
gi(z +iy) = (2 +iy)? — (ag + as3)(x + iy) + Mos,

g2(x +iy) = ayp(x + iy)2 + det(A) — (z + iy) (Mg + Mis).

Assim,

291(2)g2(Z) — Zg1(Z)92(2) = — 2iy[— det(A) Moz + 2(ags + ass) det(A)x
+ (=3 det(A) — (agy + ass) (Mg + Mi3) + a1 Mas) 2°
+2(Myy + My3)x® — apxt
+ (det(A)y® — (a + ass)(Miz + Mis) + a1 Mas) y
+2(Myy + My3)xy? — 2a112%y? — any?)]

= — 2iyH(z,y).

Portanto, concluimos que, para z = = + iy,
G(2) e Re yH(z,y) =0,

onde H : R? — R é um polindémio de quarto grau, simétrico em y, pois H(z,—y) =
H(z,y).
Assim, os autovalores da familia { A(7)} estao na uniao do eixo real com a curva quartica H

dada por H(z,y) = 0. O fato de os autovalores nao reais ocorrerem em pares conjugados
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é reflexo da simetria de H em relacao ao eixo real. Em particular, H intersecta o eixo
imaginario Z em A(().

Assuma que essa interse¢ao nao ¢ transversal. Entao, H cruza Z tangencialmente em A(()
e a intersecao tem multiplicidade m > 2. De fato, se a multiplicidade for 1, a interse¢ao
é transversal (pense numa parabola com duas raizes reais distintas). Se a multiplicidade
for exatamente 2, a curva nao cruza o eixo imaginario, pois a segunda derivada nao muda
de sinal, e a concavidade permanece (pense numa parabola com raizes iguais). Assim,
para cruzar de um lado para outro, de maneira que nao seja transversal, m > 2.

Por simetria, ha outra intersegdo de multiplicidade m em A({), entdo o eixo imaginario
7 intersecta a quartica H pelo menos 2m vezes. Mas o Teorema de Bézout afirma que
uma curva quartica no plano pode se intersectar com uma linha reta no méaximo em
quatro pontos (contados com multiplicidade). Entao, 2m < 4 e dai m < 2. Isso é uma
contradigao. Assim, H ¢é transversal a Z em A(().

Agora, assuma que H cruza Z novamente. Pelos Lemas 5.33 e 5.34, juntamente com a
simetria, isso significa que H intersecta Z pelo menos seis vezes, contradizendo o Teorema
de Bézout. Assim, ( é tnico.

Acabamos de provar que o valor de pardmetro onde os autovalores cruzam o eixo imagi-
nario é unico.

Por fim, assuma que d/dr(Re()))|c= 0. Pela transversalidade em A(¢) e A(C), isso im-
plica que N (¢), N(¢) = 0, onde X significa d\/dr. De fato, observe que A(¢) é uma
curva parametrizada no plano, A({) = (Re(\),Im()\)). Seu vetor tangente é da forma
(d/dr(Re(A(€))),d/dr(Im(A(C)))). Se d/dr(Re\({)) = 0, isso significa que o vetor tan-
gente é da forma (0,y’), que serd tangente (e, portanto, nao transversal) ao eixo ima-
ginario. Assim, ele deve ser nulo (¢ = 0) (o fato do vetor tangente ser nulo no ponto
nao implica que o cruzamento nao seja transversal, mas apenas que na parametrizagao
escolhida a derivada da parte real do cruzamento ¢é nula).

Note também que A(¢) + A(¢) = 0, visto que A(¢) é puramente imaginario. Podemos

escrever os coeficientes do polindémio caracteristico de A(7) em termos dos autovalores ou
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das entradas de A(7). Para 7 € U, pelas relagdes de Viéte temos que

Moz + 7 (Mo + Mis) = )\(T)W + A7)v(T) + v(T)A(T),

onde v(7) é o autovalor de Perron-Frobenius de A(7). Derivando esta expressao em 7 = (,

temos

My + Mig = X(Q) (AT +0(Q)) + MO +v(0) + (M) + ¥(Q) v(Q)

=0,

pela hipotese. Mas, por hipotese, Mo + M3 < 0 e, assim, temos uma contradicao.

Portanto, provamos que a derivada da parte real no cruzamento é nao nula. |

5.4 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos para ilustrar o que foi discutido neste

capitulo.

Exemplo 5.40. Considere o sequinte sistema Lotka-Volterra &; = x;(b; — (Az);) com o

sequinte conjunto de pardmetros:

1 1,2 0,7 1
A=10,7 1 1,2/, B=]1]. (5.25)
1,2 0,7 1 1

Queremos definir a qual das 33 classes isoclinas este sistema pertence. Precisamos,
entao, calcular os valores de o;; para i,j = 1,2,3, com i # j, en; para i = 1,2,3 caso
existam. Assim, obtemos os sequintes valores: o159 = —1,091 = 1,013 = 1,031 = —1,03, =
1, 093 = —1.

Como temos o;; # 0j; para i,j = 1,2,3, com ¢ # j, nao existe nenhum ponto do tipo

Qi. Com isso, concluimos que a dindmica em cada plano coordenado é:
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i) No plano Gi: R3 € atrator e Ry € repulsor.
ii) No plano Gy: Rs € atrator e Ry é repulsor.

iii) No plano G3: Ry € atrator e Rs € repulsor.

Analisando o “catdlogo de classes” ilustrados na Figura 4.23, o nosso exemplo pertence
a classe 27 (a inica classe gerada pela Classe geradora XVI). Nesta classe temos selas
nos pontos de equilibrio do tipo R; e um ponto de equilibrio interior P de natureza atratora
ou repulsora. A Figura 5.2 ilustra o retrato de fase deste sistema. Observe que para esse

conjunto de parametros o ponto de equilibrio P no interior de ¥ € um foco atrator.

Figura 5.2: Retrato de fase do sistema Lotka-Volterra tridimensional com os parametros
dados em (5.25).

Exemplo 5.41. Faremos umas pequenas alteragoes no Fxemplo 5.40. Considere agora

0s sequintes conjuntos de pardmetros:
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B 1,2 0,8- 1]

A=10,8 1 1,2/, B=]1]. (5.26)
1,2 0,8 1 1
B 1,2 0,9_ 1]

A=109 1 1,2/, B=]1]. (5.27)
1,2 0,9 1 1

Ambos os conjuntos de parametros definem sistemas que também pertencem a Classe 27.

(a) Retrato de fase do sistema Lotka-Volterra (b) Retrato de fase do sistema Lotka-Volterra
tridimensional com os pardmetros dados em tridimensional com os pardmetros dados em

(5.26). (5.27).

Figura 5.3: Simulagoes na classe 27.

Note que na Figura 5.3 em (a) os pardmetros fornecidos geram um sistema que possui
estrutura semelhante a existéncia de orbitas periodicas, embora as orbitas convergem para
P mas muito lentamente. Em (b) o ponto de equilibrio interior P é um foco repulsor, isso

mostra uma grande mudanc¢a na natureza de P com relagao ao Fxemplo 5.40.

Os exemplos anteriores deixam claro a diversidade de cenarios que um sistema Lotka-
Volterra tridimensional pode ter nas classes de 26-31, onde com as ferramentas que temos
em maos, nao podemos prever com exatidao o comportamento dindmico do sistema.

Novamente é ressaltada a diferenga grande entre as classes totalmente compreendidas
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(1-25, 32 e 33) e as que podem ou ndo admitir 6rbitas periodicas (26-31).



Capitulo 6

Estado Atual das Pesquisas nas Classes

26 a 31

Apresentaremos agora um breve panorama das pesquisas sobre as classes 26 a 31 dos
sistemas Lotka-Volterra tridimensionais.

As equagoes que formam o modelo Lotka-Volterra foram propostas independentemente
pelo matemaético italiano Vito Volterra e pelo biofisico estadunidense Alfred J. Lotka. Em
1925, Volterra desenvolveu o modelo de equagoes analisando o crescimento da populagao
de tubaroes e o decréscimo da popula¢ao dos demais peixes no mar Adriatico [6]. Lotka,
também no ano de 1925, estudou a interacao presa-predador e publicou um livro chamado
“Elements of Physical Biology” [5], apresentando a mesma modelagem para uma reagao
quimica que exibia comportamento periddico nas concentragoes de elementos quimicos
[4]. Embora o livro cobrisse uma grande variedade de topicos, desde a Teoria da Evolugao
até a natureza fisica da consciéncia, o autor é principalmente conhecido hoje pela equagao
Lotka-Volterra da dinamica populacional. Como ambos publicaram a mesma equagao, o
modelo foi nomeado Lotka-Volterra.

Em 1975, R.M. May e W.J. Leonard [22] construiram um modelo Lotka-Volterra tri-
dimensional competitivo e identificaram uma classe geral de solugbes em que o sistema
exibe oscilagoes populacionais periddicas. Por meio de simulagoes numéricas, descobri-

ram que esse modelo pode possuir um ciclo limite e um ciclo heteroclinico, seja atrativo
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ou repulsivo. Biologicamente, esse resultado é um exemplo das complexidades que a nao
linearidade pode introduzir até nas equagoes mais simples da biologia populacional. Ma-
tematicamente, o modelo ilustra algumas peculiaridades dinadmicas novas, até entao, para
sistemas nao lineares tridimensionais.

Em 1979, motivados pelo trabalho de May e Leonard, J. Coste, J. Peyraud e P. Coullet
[23] trabalharam em alguns sistemas especificos de equagdes Lotka-Volterra. Mostraram
que, para este sistema, oOrbitas peridédicas com equilibrios atratores no seu interior po-
dem ser geradas a partir do ponto de equilibrio por meio de uma bifurcagao de Hopf.
Mostraram também que a dindmica de tais sistemas é, na verdade, bidimensional. No
mesmo ano, independentemente do trabalho anterior e também motivados pelo trabalho
de May e Leonard, P. Schuster, K. Sigmund e R. Wolff [24] demonstraram a existéncia
de um ciclo limite para sistemas Lotka-Volterra competitivos tridimensionais. Esses mo-
delos exibem 6rbitas convergindo para ciclos que consistem em trés pontos de sela e trés
orbitas conectando-os. Ambos os trabalhos foram realizados em sistemas que pertencem
a futuramente denominada classe 27 na classificacao de Zeeman.

Em 1981, J. Hofbauer [25]| provou a existéncia de ciclos limites para sistemas compe-
titivos gerais de n dimensoes (n > 3) usando a teoria de bifurca¢ao de Hopf.

Em 1982, Morris W. Hirsch iniciou sua série de seis artigos, publicados ao longo
daquela década, intitulados “Systems of differential equations which are competitive or
cooperative” [26, 27, 3, 28, 29, 30]. Em particular, no terceiro artigo da série, em 1988
[3], mostrou que o comportamento dindmico de sistemas competitivos de n dimensoes é
comparavel ao de sistemas de dimensao n — 1. Para o modelo Lotka-Volterra competitivo
tridimensional, o resultado de Hirsch garante a existéncia do “simplexo suporte”.

Em 1993, M.L. Zeeman |[1], em sua tese de doutorado, baseando-se no Teorema de
Hirsch, definiu as 33 classes estaveis de modelos competitivos tridimensionais Lotka-
Volterra. O resultado indicou que 25 das 33 classes possuiam comportamento dindmico
completamente determinado. Em 1998, M.L. Zeeman e P. van den Driessche [2] mostrou
que as classes 32 e 33 nao podem possuir érbitas periddicas e, assim, 27 das 33 tém seu

comportamento dindmico totalmente definido e 6 das 33 podem possuir 6rbitas peridédicas.
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Estes dois artigos foram tratados nesta dissertacao.

Em 1994, o primeiro resultado de um sistema com dois ciclos limites foi alcancado
na classe 27 de Zeeman por J.Hofbauer e J.W.-H.So [31]. A ideia foi considerar um
sistema Lotka-Volterra onde o tinico ponto de equilibrio interior tem um par de autovalores
puramente imaginarios, mas é repulsor. Isto implica a existéncia de um ciclo limites
assintoticamente estavel no simplexo suporte. Alterando ligeiramente os parametros do
exemplo, o ponto de equilibrio sofre uma bifurcacao de Hopf subcritica. O equilibrio
interior torna-se estével e sera cercado por outro ciclo limite menor e instavel. Os autores
levantaram a seguinte questao: quantos ciclos limites podem existir nas classes 26-31 de
Zeeman?

Em 2002, Z.Lu e Y.Luo [32]| construiram dois ciclos limites nas classes 26, 28 e 29
e as perguntas de Hofbauer e So sobre a existéncia de dois ciclos limites para outras
classes foram parcialmente respondidas. No ano seguinte, em 2003, Lu e Luo tentaram
pela primeira vez construir trés ciclos limites [33]. Eles conseguiram trés ciclos limites
no sistema da classe 27. No entanto, uma critica apontada por Yu, Han e Xiao [34]
revelou que devido a um erro de sinal, existia um erro no trabalho, resultando na falha
da tentativa de Lu e Luo.

Em 2006, M.Gyllenberg, P.Yan e Y.Wang [35], trabalharam nos sistemas com dois
ciclos limites na classe 29, inicialmente construidos por Lu e Luo em 2002 [32]. Eles
perceberam que esses sistemas podem realmente ter um terceiro ciclo limites. Em linhas
gerais a instabilidade do ciclo limites externo, combinada com a repulsao da fronteira do
simplexo suporte, e pelo teorema de Poincaré-Bendixson, confirmaria a existéncia de um
terceiro ciclo limites.

Em 2008, X.Lian, Z.Lu e Y.Luo [36] descobriram que tanto a classe 30 quanto a classe
31 podem ter sistemas com trés ciclos limites. Houve também pesquisas realizadas por
M.Gyllenberg e P.Yan [37] em 2009, sobre a existéncia de varios ciclos limites para a
classe 30. Gyllenberg e Yan afirmaram ter construido dois ciclos limites nessa classe. No
entanto, de acordo com Yu, Han e Xiao, houve um erro construgao dos ciclos limites deles.

Porém, com um célculo cuidadoso, trés ciclos limites podem ser construidos usando seu
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exemplo original.

Em 2009, M.Gyllenberg e P.Yan [38] construiram um exemplo na classe 27, semelhante
a outro feito anteriormente [33], e afirmaram ter encontrado quatro ciclos limites. Trés de-
les foram obtidos por bifurcacao de Hopf, e o quarto pelo Teorema de Poincaré-Bendixson.
No entanto, o resultado estava incorreto como apontado por Yu, Han and Xiao [34].

Em 2011, Q.Wang, W.Huang e H.-Wu [39] provaram que para cada classe nas classes
26-31 da classificacao de Zeeman, existe um sistema com pelo menos trés ciclos limites.
Infelizmente, o resultado para a classe 30 estava incorreto, pois o sistema construido nao
era competitivo. Um sistema na classe 29 com quatro ciclos limites foi apresentado no
mesmo trabalho [39].

Em 2016, P.Yu, M.Han e D.Xiao [34] deram dois exemplos na classe 27 e dois na classe
26, todos com quatro ciclos limites.

Em resumo, em cada uma das seis classes das classificagoes de Zeeman 26-31, é possivel
ter multiplos ciclos limites. Até este momento, os resultados conhecidos sao os seguintes:
para as classes 26, 27 e 29, existem pelo menos 4 ciclos limites. Para as classes 28, 30 e
31, existem sistemas com pelo menos 3 ciclos limites.

Em um preprint de 2023, Z.Lu, Y.Luo e M.Hu [40] combinaram um método de cons-
trugao de ciclos limites proposto por Holfbauer e So [31] com um algoritmo matematico
para isolar raizes reais proposto em [41], e encontraram quatro ciclos limites nas classes
28, 30 e 31. Isso foi feito usando um programa computacional e, entre os exemplos anali-
sados, alguns pertencem as classes 27, 28, 29, 30 e 31. Portanto, com os resultados deste
preprint de 2023, existem exemplos de sistemas nas classes de 26-31 com quatro ciclos
limites.

Acreditamos que estudos referentes ao nimero méaximo de ciclos limites em cada classe
e uma subclassificacao dessas familias sao trabalhos que ainda podem ser interessantes
de serem explorados. Ideias como esta podem ajudar a obtermos uma compreensao total

dos sistemas Lotka-Volterra tridimensionais.



Conclusoes

Nesta dissertagao, exploramos o artigo de Mary Lou Zeeman de 1993 [1] sobre a classi-
ficacao de sistemas Lotka-Volterra tridimensionais. Iniciamos com uma breve introdugao
aos sistemas populacionais e as preliminares matemaéticas, seguido de um estudo detalhado
dos modelos competitivos de Lotka-Volterra em duas e trés dimensoes.

No primeiro capitulo, abordamos o Teorema de Hirsch, que serve como base para
toda a teoria discutida. Esse resultado assegura que o comportamento dindmico de sis-
temas competitivos de n dimensdes esta relacionado ao de sistemas de dimensao (n — 1).
Concluimos essa introdugao definindo um conjunto especial chamado simplexo suporte,
denotado por .

No segundo capitulo, analisamos sistemas bidimensionais, fornecendo critérios de clas-
sificacao em relacao aos parametros. Utilizamos uma anélise das is6clinas para compre-
ender a dinamica e encontramos os possiveis retratos de fase para sistemas Lotka-Volterra
com n = 2. Esses cenérios possiveis sao chamados de classes isoclinas estaveis, e qualquer
sistema Lotka-Volterra competitivo bidimensional tem seu comportamento qualitativo
totalmente definido por uma dessas classes.

No terceiro capitulo, iniciamos o estudo do caso tridimensional. Discutimos como as
desigualdades entre os parametros afetam os equilibrios na fronteira de . Definimos as
classes isoclinas, identificando 33 classes de equivaléncia que representam retratos de fase,
sendo a uniao delas um conjunto aberto denso no espaco dos sistemas Lotka-Volterra
tridimensionais. Em grande parte desse capitulo estivemos focados em demonstrar como
chegamos nas 33 classes isoclinas tridimensionais. Para tal, usamos métodos de acao de

grupos e combinatoéria para definir os possiveis comportamentos dos sistemas restritos
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a 0%. Chamamos estes possiveis comportamentos de classes geradoras. Analisamos as
classes geradoras e definimos o conceito de Classes Derivadas, que sao os possiveis cena-
rios de comportamentos nos equilibrios planares @); que cada Classe Geradora produz.
Usamos Teorema de Poincaré-Hopf para determinar a existéncia e a natureza de pontos
de equilibrio interiores em X, e critérios geométricos para definir casos que de fato podem
existir. Das 33 classes encontradas, 25 delas tém o comportamento totalmente definido e
possuem somente pontos de equilibrio como conjuntos limites. Por fim ilustramos como
analisar um sistema dado por meio de alguns exemplos.

No quarto capitulo, exploramos as 8 classes que ainda necessitam de analise, mostrando
que cada familia definida por essas classes contém genericamente um sistema sem Orbitas
periodicas. Demonstramos que a analise das isoclinas por si s6 nao pode prever orbitas
periddicas, e demonstramos a existéncia de bifurcacoes de Hopf nas classes de 26 a 31,
resultando em orbitas peridédicas. Concluimos que as classes 32 e 33 nao possuem orbitas
periddicas e fizemos alguns exemplos.

Resumindo, das 33 classes isoclinas estaveis, 27 tém o comportamento totalmente de-
finido, ou seja, seus conjuntos limites sao todos pontos de equilibrio e podemos prever
com exatidao qualitativamente o comportamento do sistema somente analisando os para-
metros. As demais 6 classes podem possuir 6rbitas periddicas e nao conseguimos prever
a existéncia de orbitas apenas com o estudo dos parametros do sistema.

Concluimos que compreender o comportamento de um sistema apenas observando seus
parametros é uma conquista significativa com amplas aplicagoes, uma vez que cobrimos
todo um espaco de sistemas de equacoes, de modo que qualquer sistema Lotka-Volterra
competitivo tridimensional esta descrito em uma das classes e sabemos o comportamento
destas. O objetivo desta dissertacao foi detalhar o processo para obter as 33 classes,
explicando cada etapa de maneira clara e simples. Esperamos que este material sirva
como fonte de consulta para quem busca mais detalhes sobre o trabalho da Zeeman [1] e

sobre sistemas Lotka-Volterra tridimensionais.
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Anexo A

Teoria dos Indices

Este anexo tem o objetivo de introduzir conceitos da Teoria dos Indices que usaremos
durante a dissertacdo. Para mais detalhes e demonstracoes consulte [16].

O indice de uma curva fechada em relacao a um ponto fora dela é a medida do ntimero
de voltas completas que a curva faz em torno desse ponto. Ele é usado em véarias areas da
Matemética e Fisica, como em teoria de campos, calculo de integrais complexas e teoria
de singularidades. Essa medida é importante em problemas que envolvem trajetorias e
integracao ao longo de caminhos fechados. Geralmente, segue-se a convengao de que uma
volta completa no sentido anti-horario tem indice +1 e no sentido horario tem indice -1.
Essa definicao pode ser generalizada para curvas em espacos de maior dimensao.

Suponha que & = F(z) seja uma campo vetorial bidimensional suave em um espago
de fase. Considere uma curva fechada C'. C, nao necessariamente uma trajetoria do
sistema, desde que seja um curva fechada simples, ou seja, nao possua autointersecoes e
nao contenha nenhum ponto de equilibrio de F'.

Entao, em cada ponto = € C, o campo vetorial & = (2, 23) deixa bem definido um
angulo ¢ = tan~! (25 /7) com relagao ao eixo 1 positivo. Quando x se desloca no sentido
anti-horario por C, o angulo ¢ muda continuamente uma vez que o campo vetorial é suave.
Além disso, quando x retorna ao ponto de partida, ¢ retorna a direcao original. Logo,
uma vez que se completa uma volta em C, ¢ é multiplicado por um inteiro multiplo de

2m. Entao, podemos enunciar a seguinte defini¢ao.
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Definigao A.1. Seja (¢). a variagao do dngulo ¢ quando se completa uma volta. O indice

de uma curva fechada C' com respeito ao campo vetorial F' € dado por:

1

I = —
¢ 27

(¢)C'

Em outras palavras I, € o numero de revolugoes feitas pelo campo F quando move-se no

sentido anti-horario por C'.

Basicamente, o indice de uma curva fechada C' é o inteiro que mede o “enrolamento”

do campo vetorial em C. Alguns exemplos sao ilustrados na Figura A.1.

Ic:+1 Ic:_l ICZO

Figura A.1: Exemplo de indices de curvas.

Apresentamos a seguir algumas propriedades importantes relacionadas aos indices de

curvas com respeito a campos vetoriais.

Proposicao A.2. Seja F' um campo vetorial fixrado. O indice de uma curva fechada C

com respeito ao campo vetorial F', possui as sequintes propriedades:

i) Suponha que C possa ser deformada continuamente em C' sem passar por pontos de

equilibrio. Entao, Ic = I¢r.
ii) Se C' nao engloba pontos de equilibrio, entio Ic = 0.

iii) Se revertermos todos os sentidos do campo vetorial port — —t, o indice é inalterado.
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iv) Suponha que a curva C seja uma trajetoria do sistema, ou seja, C' € uma drbita

fechada. Entao, Ic = +1.

Introduziremos a nocao de indice em relacao a pontos de equilibrio isolados.

Definicao A.3. Seja x* um ponto de equilibrio isolado para o sistema. FEntdo, I, €
definido por I., onde C' € uma curva fechada que engloba x* e mais nenhum ponto de

equilibrio.

Proposicao A.4. O indice I, de um ponto de equilibrio p do tipo sela é —1 e indice I,

de um ponto de equilibrio p atrator ou repulsor é +1.

O seguinte teorema relaciona o indice de uma curva fechada com a soma dos indices

dos equilibrios que ela engloba.

Teorema A.5. Se uma curva fechada C' engloba n pontos de equilibrio isolados x7, x5, . . .,

*
n’

x¥, entao

Ic:]1+]2+"']n7
onde I}, € o indice de x}, para k =1,2,...,n.

Por fim, apresentaremos o Teorema de Poincaré-Hopf. Esse resultado sera ttil no

desenvolvimento subsequente da definicao das classes isoclinas estaveis.

Teorema A.6. (Teorema de Poincaré-Hopf para a esfera) Seja F um campo vetorial
definido em uma esfera S* C R3. Suponha que F que possua um nimero finito de pontos

de equilibrio isolados 7, ..., z;. Entao,

Y =2,

onde I}, denota o indice do ponto x; em relagao a F'.



Anexo B

O Teorema da Fronteira da Bacia de

Atracao

O teorema que chamaremos de Teorema da Fronteira da Bacia de Atragao fornece
informagoes sobre o comportamento de equilibrios em torno de regioes de atracao. Pode-

se encontrar as demonstragoes e aplicagoes dos resultados enunciados a seguir em [42] e

143].

Definicao B.1. Dizemos que um ponto de equilibrio x* € U do campo F € hiperbolico se

todos os autovalores de F' (x*) tem parte real nao nula.

Definicao B.2. Duas variedades W1 e Wy em R™ satisfazem a condi¢ao de transversali-

dade se ocorrer uma das sequintes condigoes:
i) A intercegao € vazia.

ii) Em cada ponto da intercecao x € Wiy N Ws, os espagos tangentes de Wy e de Wy no
ponto x geram o espago R™, isto €, T,(W1) + T,(W1) = R™ para todo x € W1 N Ws.

Definicao B.3. Sejam xz* € U C R™ um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel
do campo F € C*U) e ¢ : Q@ — U o fluro de F. A Bacia de Atragio (ou Regido de
FEstabilidade) de x*, denotada por B (z*), € o conjunto
B(z*) = {x eU: lim¢(t,z) = :B*}
t—00
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Definicao B.4. Se z* ¢ um ponto de equilibrio hiperbolico entdo podemos definir os

sequintes conjuntos:

t—+00

Ws(x*):{er: lim gzﬁt(x):x‘*} e W“(m*):{xEU:tEI_noogbt(x):x*},

onde W* (z*) e W* (z*) sao chamadas de variedade estdvel e instdvel de x*, respectiva-

mente.

Teorema B.5. (Teorema da Fronteira da Bacia de Atrag¢ao) Sejam x* um equilibrio
assintoticamente estdvel do campo F € CH(U) e xy um ponto de equilibrio de F. Suponha
que todos os equilibrios de F' em OB(z*) sao hiperbdlicos, que as variedades estdveis e
instdveis dos pontos de equilibrio na fronteira da bacia de atragdo satisfazem as condi¢oes
de transversalidade e que todas as trajetorias em OB(x*) tendem a um dos pontos de

equilibrio de F' quanto t — 4+00. Entao:

i) zo € OB(x*) se, e somente se, W"(zo) N B(z*) # @.

ii) o € 0B(z*) se, e somente se, W*(xy) C 0B(z").

Este teorema fornece critérios para determinar quais equilibrios pertencem a fronteira
da bacia de atracao de x*. Pode-se generalizar este resultado para incluir outros tipos de

conjuntos atratores, como ciclos limites, de modo a abranger todos os cenarios possiveis.

Definicao B.6. Um conjunto H, fechado e invariante com relagao ao sistema & = f(z),
€ um conjunto atrativo se existir uma vizinhanca U de H tal que, para toda condigao

inicial xg € U, d(p(t, zo), H) — 0 quando t — +oc.

Definicao B.7. Seja f um campo de classe C*. Um elemento critico de f é um ponto

de equilibrio ou uma orbita periodica.

Teorema B.8. (Teorema da Fronteira da Bacia de Atragao Geral) Sejam ~y um conjunto
atrativo do campo f € CY(U) e ¢ um elemento critico de F. Suponha que todos os ele-

mentos criticos de F' em 0B(vy) sao hiperbdlicos, que as variedades estdveis e instdveis
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dos elementos criticos na fronteira da bacia de atragao satisfazem as condigoes de trans-
versalidade e que todas as trajetorias em OB(y) tendem a um dos elementos criticos de

F' quanto t — +o0. Entao:

i) ¢ € O0B(7) se, e somente se, W"(p) N B(y) # @.

ii) ¢ € 0B(7y) se, e somente se, W*(¢) C 0B(7).



Anexo C

Bifurcacoes de Hopf

A bifurcagao de Hopf caracteriza-se pela alteracao na estabilidade de pontos de equili-
brio resultando na formacao de ciclos limites, isto é, trajetorias fechadas que sao isolada-
mente atrativas, repulsivas ou semiatrativas (atraem por um lado e repelem por outro).
Essa mudanca é precipitada pela variacao de um parametro de controle u, afetando di-
retamente a estabilidade dos pontos de equilibrio e induzindo comportamento oscilatério
no sistema.

Considere o sistema & = F(x, 1), onde z € R" e p € R. Um ponto de equilibrio (x, 1)
satisfaz & = F(xzo, io) = 0. A estabilidade desse ponto é determinada pelos autovalores
da jacobiana Jg(zo, o) = 0F/0x(x0, o). Uma bifurcacao de Hopf ocorre quando um par
de autovalores complexos conjugados da jacobiana cruza o eixo imaginario, implicando
uma mudanca na estabilidade do ponto de equilibrio e o surgimento de um ciclo limite.

Agora, apresentaremos uma versao analitica simplificada do Teorema de Bifurcagao

de Hopf em R"™. Esta versao é suficiente para o que pretendemos fazer nesta dissertacao.

Teorema C.1. (Teorema de Bifurcagio de Hopf) Seja F : R™ x R — R"™ uma familia
analitica de campos vetoriais a um pardmetro com uma correspondente familia a um pard-
metro x,, de pontos de equilibrio isolados, de modo que F,,(z,) =0, onde o parametro real
p varia em uma vizinhanga de 0 em R. Suponha que a jacobiana Jg,(v,) tenha um par
simples de autovalores complexos conjugados A, Xu que cruzam o eiro Tmagindrio com

derwada da parte real nao nula estritamente positiva quando p passa por 0. FEscrevendo
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Ay = a,+iw,, essas condigoes significam em ag = 0, wo > 0 e ag > 0. Assuma também que
0s n — 2 autovalores restantes de Jp,(xy) tém partes reais estritamente negativas. Entao,
a familia de um parametro de sistemas & = F(x,p) possui uma familia a um pardmetro de
orbitas periodicas. Assim, para algum €1 > 0 suficientemente pequeno, existe uma funcao
analitica 11 : (0,e1) — R tal que, para cada € € (0,¢1), existe uma drbita periddica p. do
sistema & = Fjoy(x). A fungio p se nao for identicamente nula, € estritamente positiva
ou estritamente negativa em (0,e1). Além disso, existe uma vizinhanga U de 0 em R™ e
w1 > 0 tal que |p|< py para qualquer orbita periddica de F,, em U € uma das p. descritas

anteriormente.

Discutiremos brevemente a ideia por tras do enunciado do Teorema da Bifurcacao de
Hopf. As demonstracoes e aplicagoes acerca de bifurcagoes de Hopf podem ser consultadas
em [44], [45] e [46].

O teorema nos diz que temos uma tnica familia a um parametro de érbitas periddicas
existente em conjunto com a nossa familia a um parametro de equilibrios, e isso em relagao
ao pardmetro original u, essa familia existe em exatamente um dos casos: 1) p > 0, 2)
w=0e3) u<0.

As trés possibilidades sao ilustradas na Figura C.1 para sistemas em R2 No Caso 1,
o ponto de equilibrio é estavel para p < 0, no valor de bifurcacao u = 0 a estabilidade
é perdida e quando o par complexo conjugado de autovalores cruza o eixo imaginario
surgem Orbitas peridédicas. Chamamos essa interacao de bifurcacao Supercritica. O Caso
2 é a situagao degenerada de toda uma familia de 6rbitas periddicas existindo juntas no
valor da bifurcacao p = 0, folheando asssim, toda a vizinhanga do ponto de equilibrio. O
Caso 3 ¢é a bifurcagao Subcritica. O que ocorre é a coexisténcia de um equilibrio estavel e
uma o6rbita periddica instavel para p < 0, se unindo para p = 0 resultando em um ponto

de equilibrio instavel.
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