UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO EM CIENCIAS

MARCOS ANDREY ROSA

DA HISTORIA DA MATEMATICA A SALA DE AULA: explorando problemas

historicos para o ensino de Probabilidade

ITAJUBA - MG
2024



MARCOS ANDREY ROSA

DA HISTORIA DA MATEMATICA A SALA DE AULA: explorando problemas histéricos

para o ensino de Probabilidade

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
graduacdo em Educagdo em Ciéncias (PPGEC)
da Universidade Federal de Itajuba, como parte
dos requisitos para obten¢do do titulo de Mestre
em Educacao em Ciéncias.

Area de concentracdao: Educacao em Ciéncias

Orientadora: Prof? Dr.? Mariana Feiteiro
Cavalari Silva

ITAJUBA - MG
2024



MARCOS ANDREY ROSA

DA HISTORIA DA MATEMATICA A SALA DE AULA: explorando problemas histéricos

para o ensino de Probabilidade

BANCA EXAMINADORA:

Prof.? Dr.? Mariana Feiteiro Cavalari Silva
Orientadora

Universidade Federal de Itajuba — UNIFEI

Prof. Dr. Evandro Fortes Rozentalski
Universidade Federal de Itajubad — UNIFEI

Prof.? Dr.? Giselle Costa de Sousa
Universidade Federal do Rio Grande do Norte — UFRN

ITAJUBA - MG
2024



Dedicado a memoria de Leonora (Nora), minha mde, e
Guilhermina (Dona Tuta), minha avo.



AGRADECIMENTOS

Em uma sociedade cada vez mais centrada no individuo, esquecemos daqueles que nos
permitiram chegar aonde estamos. Mesmo que escrever seja, em sua maior parte, uma atividade
solitaria, outras pessoas, sejam elas conhecidas ou ndo, fazem parte deste processo.

Guardo um dos aforismos' de Nietzsche, que acredito refletir essa percep¢io. Em sua
obra, Nietzsche escreve: “Um bom escritor ndo tem apenas o seu proprio espirito, mas também
o espirito de seus amigos”. Nao sou um bom escritor, nem tenho inten¢ao de provar isto, mas
nada mais justo que reconhecer aqueles que formam o meu espirito e, por isso, expressar meus
agradecimentos:

A memoria de minha mée, cuja influéncia ainda se faz presente, agradeco por todos os
principios e valores transmitidos, € que sua auséncia ¢ sentida a cada conquista.

A memoéria de minha avé, que partiu recentemente, agradego por mostrar que um sorriso
no rosto pode mudar tudo.

Ao meu pai, agradeco o apoio constante para ser perseverante em minha trajetdria
académica.

A Sara, agradego por estar sempre comigo, sua paciéncia e colaboragio foram
fundamentais para enfrentar os desafios de realizagao e escrita da pesquisa.

A Mariana, minha orientadora, agradeco por toda compreensio durante a escrita desta
dissertacdo. Mesmo te trazendo diversas preocupagdes, sua orientacdo trouxe confianca e
tornou tudo possivel.

Aos membros da banca examinadora, o Prof. Dr. Evandro Fortes Rozentalski e Prof.?
Dr.* Giselle Costa de Sousa, agradeco a avaliacdo cautelosa tanto do texto de qualificagdo
quanto de defesa. Gragas as suas observagdes, foi possivel aprimorar ainda mais o texto.

Ao Bruno, agradeco por sua amizade e cooperagdo na realizag¢do da pesquisa.

A Universidade Federal de Itajuba (UNIFEI), agradeco o apoio financeiro e toda a

estrutura para a realizacao do mestrado.

! Aforismo 180 sobre o Espirito Coletivo retirado de NIETZSCHE, Friedrich Wilhelm. Humano, demasiado
humano: um livro para espiritos livres. Tradug@o: Paulo César De Souza. Sdo Paulo: Companhia das Letras, 2005.



Os cursos regulares de matematica sdo mistificadores num
aspecto fundamental. Eles apresentam uma exposi¢do do
conteudo matematico logicamente organizada, dando a
impressdo de que os matemdticos passam de teorema a
teorema quase naturalmente, de que eles podem superar
qualquer dificuldade e de que os conteudos estdo
completamente prontos e estabelecidos... As exposicoes
polidas dos cursos ndo conseguem mostrar os obstaculos
do processo criativo, as frustagoes e o longo e arduo
caminho que os matemdticos tiveram que trilhar para
atingir uma estrutura consideravel.

Morris Kline (1972, IX)



RESUMO

A Historia da Matematica, implementada no ensino, pode contribuir para constru¢do do
conhecimento matematico, assim como para uma mudanga de percep¢do de uma imagem da
Matematica mais afetiva. Este trabalho visa identificar e analisar potencialidades e limitagdes
pedagdgicas de uma proposta didatica apoiada em problemas histéricos para o ensino de
Probabilidade na Educagdao Basica. Para tanto, elaboramos e implementamos uma proposta
baseada em trés problemas historicos para ensinar os conceitos da Probabilidade, sendo o
primeiro o Problema dos Dados, que foi proposto a Galileu Galilei (1564 — 1642), no qual
abordamos conceitos de experimento aleatorio, espaco amostral, evento e tipos de eventos. Ja
o segundo foi o Problema dos Pontos, que marca o inicio do desenvolvimento da Teoria da
Probabilidade, resolvido por Blaise Pascal (1623 — 1662) e Pierre de Fermat (1601 — 1665), no
qual abordamos a defini¢do do célculo das probabilidades. Por fim, o Dilema de Monty Hall,
que, embora tenha mencdes de diferentes versdes em livros antigos, se tornou popular
recentemente com o programa televisivo Let’s Make a Deal, apresentado por Monty Hall, e
solugdo controversa de Marilyn vos Savant (1946 — presente) em que abordamos os conceitos
de probabilidade condicional. Esta proposta foi implementada em uma turma do 3° ano do
Ensino Médio de uma escola publica de um municipio do Sul de Minas Gerais, com 30 alunos
regularmente matriculados. Em uma abordagem qualitativa de pesquisa, utilizando multiplos
procedimentos de coleta de dados (diario de campo, atividades realizadas, gravagdes em audio),
os dados foram identificados e analisados com interrelagdes entre os autores, que propdem que
abordagem histdrica tenha potencial para alterar a imagem da Matematica, bem como para
auxiliar na constru¢do do conhecimento matematico. Dessa forma, identificamos ¢ analisamos
essas potencialidades na proposta implementada, evidenciando que os problemas histéricos tém
muito a contribuir para apresentar os conceitos de Probabilidade, além de revelar a Matematica
como uma constru¢do humana. Ha indicios de contribui¢des para os alunos ao evidenciar
que nao ha grupos especificos predestinados a fazer matemadatica, como homens ou pessoas
geniais; mostrar que o trabalho do matematico ndo € necessariamente solitdrio; mostrar a
possibilidade de diversas solugdes para um mesmo problema e o fato de elas serem aceitas ou
ndo depende do contexto/momento histérico; apresentar a relevancia dos problemas da
matematica ou reais na constru¢ao do pensamento matematico. Além disso, também ha indicios
para a apresentacdo de conceitos e teorias matematicas e permite compreender certos motivos
relacionados a Matematica. Como limitagcdes percebemos que a proposta ndo foi interessante
para todos os alunos, por motivos como falta de identificacdo e/ou dificuldades na execucao
das atividades.

Palavras-chave: Proposta didatica. Ensino Médio. Problema dos Dados. Problema dos Pontos.
Dilema de Monty Hall.



ABSTRACT

The History of Mathematics, when implemented in teaching, can contribute to the construction
of mathematical knowledge as well as to a shift towards a more positive and affective
perception of Mathematics. This study aims to identify and analyze the pedagogical potential
and limitations of a didactic approach based on historical problems for teaching probability in
basic education. To achieve this, we designed and implemented a proposal based on three
historical problems to teach probability concepts. The first is the Dice Problem, proposed by
Galileo Galilei (1564 — 1642), which addresses concepts such as random experiments, sample
space, events, and types of events. The second is the Problem of Points, which marks the
beginning of probability theory and was solved by Blaise Pascal (1623 — 1662) and Pierre de
Fermat (1601 — 1665). In this problem, we explored the definition of probability calculation.
Lastly, the Monty Hall Dilemma, although having references to various versions in ancient
texts, gained popularity through the TV show Let’s Make a Deal, hosted by Monty Hall, and
the controversial solution submitted by Marilyn vos Savant (1946 — present). Here, we
addressed the concepts of conditional probability. This proposal was implemented with a third-
year high school class at a public school in a city in the southern region of Minas Gerais,
involving 30 regularly enrolled students. Adopting a qualitative research approach, multiple
data collection procedures were employed (field diary, completed activities, audio recordings),
with the data analyzed by authors who suggest that a historical approach has the potential to
change the perception of Mathematics and assist in the construction of mathematical
knowledge. In this way, we identified and analyzed these potentials in the implemented
proposal, highlighting that historical problems greatly contribute to the presentation of
probability concepts while revealing Mathematics as a human construct. There is evidence of
contributions for students, such as showing that no specific groups, such as men or geniuses,
are predestined to practice Mathematics; demonstrating that the work of mathematicians is not
necessarily solitary; showing the possibility of multiple solutions to the same problem, with
their acceptance depending on historical context; and illustrating the relevance of mathematical
or real-world problems in the construction of mathematical thought. Additionally, there are
indications of contributions toward the presentation of mathematical concepts and theories,
which allows us to understand certain reasons related to Mathematics. However, limitations
were noted, such as the proposal not engaging all students due to reasons like lack of
identification or difficulty in executing the activities.

Keywords: Didactic proposal. High School. Dice Problem. Problem of Points. Monty Hall
Dilemma.
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APRESENTACAO INICIAL

No que diz respeito as aulas de Matematica, € corriqueiro ouvirmos expressoes como:
“Matematica ¢ complicada demais”, “Matematica ndo ¢ para mim”, “Nao sou de Exatas”,
“Reprovei somente em Matematica, mas isso € normal” ou, ainda, “Que utilidade a Matematica
terd na minha vida?”. Essas expressoes transmitem um discurso de que s6 € possivel aprender
Matematica quando ela ¢ dificil e, quem sabe, nem todos terao essa oportunidade.

Como se estudar Matematica fosse aprender em uma ilha. Viajamos para essa ilha
durante as aulas de Matemadtica, onde nos sdo apresentados conhecimentos aparentemente
dogmaticos. Logo, a sensagdo que se tem ¢ de que a Matematica esta fora da nossa sociedade,
¢ restritiva e ndo ha o que descobrir. Ou até mesmo que a Matematica estd inteiramente
concentrada em um livro ou na mente do professor, pronta para ser divulgada e assimilada.

Quando vamos aprender sobre Probabilidade, essa reacdo também ¢ semelhante — tanto
que nos é apresentada como um corpo de conhecimento fora do cotidiano. E comum falarmos
e resolvermos questdes sobre jogos, sem ao menos tentar pratica-los. Se ndo compreendermos
os conceitos, ndo somos dignos de pertencer ao grupo de alunos que podem ser considerados
matematicos.

Paulo Freire — quando entrevistado por Maria do Carmo Domite e Ubiratan
D'Ambrosio, para 8 Conferéncia Internacional sobre Educacdo Matematica (ICME-8) (em
inglés, 8" International Conference on Mathematical Education), realizada em 1996 — disse
que, quando se falava em Matematica “era negdcio para deuses ou génios, ja que faziam
concessao ao sujeito genial, que podia fazer Matemadtica sem ser Deus” e indaga quantas mentes
foram perdidas por esse discurso?

Fui uma dessas mentes perdidas por um tempo. Até os anos finais do Ensino
Fundamental, sentia que ndo tinha a permissdo para visitar essa ilha da Matematica. Apesar de
enfrentar obstaculos que pareciam intransponiveis, ndo me sentia parte do grupo de alunos que
tinha facilidade na Matematica, aqueles que eram considerados deuses ou génios.

No entanto, minha percep¢ao comecou a mudar quando estava no Ensino Médio. Para
conseguir o passe de entrada para a ilha da Matematica, precisava me esforcar ainda mais, mas
ja entendia que nao era uma tarefa impossivel. Por isso, decidi estudar Matematica, mesmo com
0s receios anteriores, por passar a acreditar que aprender Matematica era possivel.

Quando estava na graduagao conheci a Historia da Matemética (HM), percebi que, sim,

houve pessoas geniais que contribuiram significativamente para o desenvolvimento da
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Matematica, mas também aqueles que ndo se dedicaram inteiramente a mesma atividade e
tiveram contribui¢des significativas para a organizagao e formalizagdo desse conhecimento.

Apesar de ter me dedicado a uma linha teorica da Matematica ao longo da graduacao,
minha trajetoria pessoal me fez retornar a pesquisa na area de ensino. Durante o curso de
especializacdo em Educagcdo Matematica, no qual fiz um estudo sobre a disciplina HM nas
licenciaturas em Matematica dos Institutos Federais do Estado de Minas Gerais, acabei me
interessando mais sobre o assunto, assim como em suas implica¢des em sala de aula.

Nesse estudo, identifiquei que a participagdo curricular da HM na formacao inicial ¢
justificada por suas contribuigdes para o ensino. Compreendi que a HM tem muito a acrescentar
para a compreensao de temas especificos da Matematica, além de apresentar um lado afetivo
da disciplina, tornando o exercicio matematico mais natural ¢ humano, que pode ser realizado
por pessoas comuns que ndo sao necessariamente profissionais da area. Além de apresentar que
a disciplina ¢ motivada por contextos socioculturais e ndo como uma ilha isolada da sociedade.

Por isso, resolvi realizar uma investigagdo sobre a utilizagdo da HM no ensino, mais
especificamente voltada para compreender como a implementagdo da HM em sala de aula pode
contribuir para o aprendizado de determinados topicos da Matematica, particularmente a
Probabilidade. Além de buscar identificar indicios das potencialidades apresentadas na
literatura sobre HM para o ensino — apesar de as contribuicdes serem amplamente conhecidas
—, como toda abordagem, existem limitacdes e esses fatores serdo também analisados neste

trabalho.
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1 INTRODUCAO

Hé4 muito se discute na academia o papel ¢ a relevancia da HM para modificar
qualitativamente o modo de ensinar e aprender Matematica. Nao que essa seja a unica ou a
melhor das abordagens a serem utilizadas, mas sim uma op¢ao de trabalho que tem mostrado
sua viabilidade em diversas situacdes. A comunidade cientifica, tanto no Brasil quanto no
exterior, tem se empenhado em realizar pesquisas sobre o tema, visando, cada vez mais,
esclarecé-lo e divulga-lo. Podemos, a titulo de ilustracao, destacar o trabalho de Mendes e Pires
(2020), que aborda as contribui¢cdes da HM para o ensino de Matemadtica sob a dtica nacional,
assim como Chorlay, Clark e Tzanakis (2022) sob a otica internacional.

De acordo com Miguel e Miorim (2021), a atencdo crescente para o uso da abordagem
historica na Matematica se associa ao movimento global em torno da Educacdo Matematica,
que resulta num aumento expressivo na literatura académica sobre as implicagdes da HM para
a sala de aula. Ao olhar para essa literatura, Fried (2001) identificou presenca de trés principais
contribuicodes:

1. humaniza a Matematica;
2. torna a Matematica mais interessante, mais compreensivel e mais acessivel;
3. fornece insights sobre conceitos, problemas e solugdes de problemas.

Segundo Fried (2014), essas trés contribuicdes ainda sdo pertinentes na literatura
académica e o autor propde uma nova nomenclatura para sistematiza-las, a saber: “tema
cultural”, “tema motivacional” e “tema curricular”. Sob outra perspectiva, Furinghetti (2019)
corrobora com as contribui¢cdes da HM para o ensino, mas as organiza em dois eixos nos quais

3

ela: contribuiria para “promover a Matematica” e para a ‘“construcdo do conhecimento
matematico”.

No entanto, também sdo investigadas as dificuldades e os obstaculos para a abordagem
histérica no ensino de Matematica. Para Tzanakis e colaboradores (2000), as dificuldades se
materializam na falta de tempo, recursos pedagogicos, formacdao do professor e avaliagdo.
Miguel e Miorim (2021, p. 59) corroboram com essas limitacdes e destacam que entre as
dificuldades estdo “[...] a auséncia de literatura adequada, a natureza imprépria da literatura
disponivel, a histoéria como um fator complicador, a auséncia do sentido de progresso histérico™.

Detalharemos e discutimos esses referenciais envolvendo as contribuigdes e limitagdes
da HM no capitulo posterior.

Nesse contexto, podemos identificar que a HM, para o ensino de Matematica, tem sido

cada vez mais difundida entre os pesquisadores e professores. Como consequéncia, o curriculo
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do Brasil e de outros paises tem orientado para uma abordagem histérica no ensino de
Matematica. Em um estudo realizado por Fasanelli e colaboradores (2000), sobre a analise dos

curriculos de diferentes paises?, afirma que:

Cada vez mais, varios governos locais e nacionais e outros Orgaos
responsaveis pela elaboracao de curriculos e diretrizes sdo persuadidos pelos
argumentos desses professores de Matematica de que vale a pena integrar a
Historia da Matematica na Educacdo Matematica (Fasanelli et al., 2000, p. 1-
2, traducdo nossa)

Tanto que os documentos oficiais brasileiros também enfatizam a contribui¢ao da HM
para o ensino de Matematica. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para a area de
Matematica, em 1997, argumentam pela relevancia da HM para a desmistificacdo do
conhecimento matematico como um conhecimento restrito a poucos e para o resgate da

identidade cultural durante o processo de ensino e aprendizagem, como ¢ ilustrado a seguir:

Ao revelar a Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades
e preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, ao
estabelecer comparacdes entre os conceitos e processos matematicos do
passado e do presente, o professor tem a possibilidade de desenvolver atitudes
e valores mais favoraveis do aluno diante do conhecimento matematico
(Brasil, 1997, p. 34).

Diante do que foi apresentado, a HM pode ndo somente desmistificar as aulas de
Matematica, como também apresentar a Matematica como uma atividade humana, ou seja, que
produz conhecimentos influenciados por fatores culturais. Em nossa interpretacado, isto se

reflete em um dos principios dos PCN para a 4rea de Matematica, sob o qual:

O conhecimento matematico deve ser apresentado aos alunos como
historicamente construido e em permanente evolugdo. O contexto historico
possibilita ver a Matematica em sua pratica filosofica, cientifica e social e
contribui para a compreensao do lugar que ela tem no mundo (Brasil, 1997, p.
19).

Outra contribui¢do relevante da HM, citada nos PCN, ¢ o trabalho integrado com

diversos temas, especialmente a diversidade cultural. Pois, a HM permite localizar a dinamica

2 0 estudo de Fasanelli e colaboradores (2000) abrangem os seguintes paises: Argentina, Austria, Brasil, China,
Dinamarca, Grécia, Israel, Italia, Japdo, Paises Baixos, Nova Zelandia, Noruega, Polonia, Reino Unido e Estados
Unidos.
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da producdo intelectual em Matematica, de forma historica e social, pontualmente, por

apresentar:

A construcdo e a utilizagdo do conhecimento matematico nao sao feitas apenas
por matematicos, cientistas ou engenheiros, mas, de formas diferenciadas, por
todos os grupos socioculturais, que desenvolvem e utilizam habilidades para
contar, localizar, medir, desenhar, representar, jogar e explicar, em funcdo de
suas necessidades e interesses (Brasil, 1997, p. 27-28).

Da mesma forma, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM), referentes aos contetdos de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias,
publicados em 1999, promovem a abordagem histdrica para o ensino de Matematica, além de
destacarem suas contribuig¢des supracitadas pelos PCN. Logo, os PCNEM se referem a HM
para a humanizagdo da Matematica, uma vez que, ao compreenderem as dificuldades
enfrentadas pelos sujeitos historicos, os alunos tém suas dificuldades mais bem compreendidas

pelos professores, conforme evidenciado no trecho a seguir:

A Histéria da Matematica pode contribuir também para que o proprio
professor compreenda algumas dificuldades dos alunos, que, de certa maneira,
podem refletir historicas dificuldades presentes também na construgdo do
conhecimento matematico. Por exemplo, reconhecer as dificuldades historicas
da chamada “regra de sinais”, relativa a multiplicacdo de nimeros negativos,
ou da constru¢do dos numeros irracionais pode contribuir bastante para o
ensino desses temas (Brasil, 1999, p. 86).

Para ilustrar essa afirma¢do, o PCNEM estabelece que, ao reconhecer as dificuldades
historicas que envolvem a multiplicagdo de nlimeros negativos — conhecida como “regra de
sinais” — ou a constru¢do de nimeros irracionais, pode haver um grande impacto no ensino,
visto que a HM pode ser um fator relevante na atribuicdo de significados aos conceitos
matematicos (Brasil, 1999).

Ja a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que estd em vigéncia, estabelece as
habilidades e competéncias que todos os alunos devem apresentar ao concluir a Educagao
Basica. O documento cita o uso de diferentes materiais e abordagens para o ensino, em

particular, apresenta a relevancia de incluir a HM nas aulas de Matematica. De acordo com ele:

Além dos diferentes recursos didaticos e materiais, como malhas
quadriculadas, abacos, jogos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares
de geometria dindmica, ¢ importante incluir a histéria da Matematica como
recurso que pode despertar interesse e representar um contexto significativo
para aprender e ensinar Matematica. Entretanto, esses recursos e materiais
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precisam estar integrados a situagdes que propiciem a reflexdo, contribuindo
para a sistematizacdo e a formalizacdo dos conceitos matematicos (Brasil,
2018, p. 298).

Assim, compreendemos que a integracdo da HM no ensino pode suscitar o interesse dos
alunos pelo tema, uma vez que a HM permite mostrar o papel da Matematica na sociedade. Isso
também apresenta um contexto relevante para o ensino e aprendizagem, pois a HM ¢ uma
grande fonte de cendrios e problemas historicos que podem ser trabalhados em sala de aula.

Sendo essa proposta reiterada na BNCC:

Cumpre também considerar que, para aprendizagem de certo conceito ou
procedimento, ¢ fundamental haver um contexto significativo para os alunos,
ndo necessariamente do cotidiano, mas também de outras areas do
conhecimento e da propria histéria da Matematica (Brasil, 2018, p. 299).

Considerando todos os pontos supracitados, como a descri¢ao e a sistematizagdao das
contribui¢des (Fried, 2001, 2014; Furinghetti, 2019), as limita¢des (Tzanakis et al., 2000;
Miguel e Miorim, 2021) da HM para o ensino de Matematica, assim como a participacdo da
HM nos curriculos (Fasanelli et al., 2000; Brasil, 1997, 1999, 2018), nos questionamos: quais
as sdo potencialidades pedagdgicas de uma proposta didatica apoiada na HM para ensino de
topicos especificos da Matematica? Quais sdo os obstaculos e dificuldades em sua
implementagdo?

Vislumbramos essa possibilidade ao elaborar uma proposta didatica com apoio de
problemas historicos para identificar as potencialidades e limitagdes pedagdgicas da HM para
o ensino e aprendizagem da Probabilidade. Para tanto, utilizamos a palavra “problema
histérico” aqui para descrever, segundo Swetz (2000, p. 65, traducdo nossa) aqueles problemas
que “podem ser encontrados em livros antigos de Matematica e em muitos livros de pesquisa
sobre a Historia da Matematica”, ou seja, sao os que advém tanto de fontes primarias (livros
antigos de Matematica) quanto de secundarias (pesquisas em HM).

Optamos pelo ensino de Probabilidade devido a necessidade premente de investigagao
em HM deste topico em especifico, que se fundamenta no nimero reduzido de trabalhos
elaborados e implementados em sala de aula até o presente momento, como ¢ descrito em
Mendes e Pires (2020).

Sendo assim, o presente trabalho visa compreender as potencialidades e limitagcdes de

uma proposta didadtica apoiada em problemas histéricos para ensino de tdpicos da
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Probabilidade. E, de modo especifico, dentro dos eixos propostos por Furinghetti (2019),
pensamos nos objetivos e em identifica-los e analisa-los da seguinte maneira:

e O potencial de uma proposta didatica apoiada em problemas historicos para
promover a Matematica, tendo em vista humanizé-la e torné-la acessivel aos
alunos;

e O potencial desta proposta, por meio da abordagem histérica, para a
aprendizagem de conceitos matematicos ou sua (re)construgao;

e Asdificuldades de implementagao desta proposta e suas limitagdes para o ensino
de Probabilidade.

A proposta didatica elaborada ¢ constituida de trés momentos, nos quais cada um tera
um problema histdrico para abordar conceitos da Probabilidade, sendo eles: o Problema dos
Dados, o Problema dos Pontos e o dilema de Monty Hall. Tal proposta foi implementada em
treze encontros, cada encontro teve duas aulas (1h e 40 min), totalizando 26 aulas (21h e 40
min), em uma turma do 3° ano do Ensino Médio de uma escola publica do municipio do Sul de
Minas Gerais.

A escrita deste trabalho esté estruturada em seis capitulos.

Neste primeiro capitulo, apresentamos a proposta de pesquisa, destacando sua
relevancia e justificativas, fundamentadas em referéncias sobre a HM para o ensino. Além
disso, definimos o problema de pesquisa € 0s nossos objetivos gerais e especificos.

No segundo capitulo, apresentamos a base tedrica da HM para o ensino de Matematica,
fazendo uma discussdo sobre seus potenciais e limitagdes.

O terceiro capitulo trata da HM e de sua relagdo com o ensino de Probabilidade, bem
como de alguns problemas historicos que podem ser trabalhados no ensino da disciplina.

O quarto capitulo apresenta o caminho metodologico da pesquisa, visando detalhar as
etapas do processo, incluindo a descrigdo do contexto e dos participantes, bem como o0s
procedimentos de coleta e analise dos dados coletados. Por fim, apresenta o panorama da
implementagao da proposta.

Ja o quinto capitulo identifica e analisa com base no referencial levantado, buscando
entender as contribui¢des da HM para modificar a percep¢ao da Matematica e para a construgao
do conhecimento matematico, assim como as dificuldades durante a implementacdo da
proposta.

Terminamos o ultimo capitulo, o seis, com as conclusodes finais da pesquisa, de modo a
entender a viabilidade da proposta apoiada em problemas histéricos para o ensino de

Matematica.
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2  HISTORIA DA MATEMATICA PARA O ENSINO

Neste capitulo, temos o propdsito de apresentar os referenciais que nortearao a nossa
discussdo. Para tanto, estruturamos sua escrita em duas partes, sendo a primeira nomeada
“Potencialidades pedagdgicas” — a qual discute as contribuigdes da HM para o ensino,
sobretudo o referencial Furinghetti (2019) — e a segunda, “Obstaculos e dificuldades” — a

qual trata das dificuldades da abordagem historica no ensino.

2.1 Potencialidades pedagégicas

Com relagdo as potencialidades pedagdgicas da HM para o ensino, a comunidade
cientifica tem se empenhado em realizar pesquisas sobre o tema, para esclarecé-lo e divulga-lo.
Fauvel (1991) lista quinze razdes para abordar a HM em sala de aula, como mostrado no Quadro
l:

Quadro 1 — Razdes para uso da HM para o ensino

Algumas razées que tém sido apresentadas para o uso da histéria na Educacio Matematica

= Contribui para aumentar a motivagdo para o aprendizado.

*  Confere a Matematica uma perspectiva humana.

* O desenvolvimento histérico ajuda a ordenar a apresentacdo dos topicos no curriculo.

=  Apresenta aos alunos como os conceitos se desenvolveram podem auxiliar em sua
compreensao.

=  Permite alterar a percep¢ao negativa dos alunos sobre a Matematica.

=  Compara o antigo e o moderno estabelece o valor das técnicas atuais.

*  Ajuda a desenvolver uma abordagem multicultural.

=  Fornece novas oportunidades de investigagoes.

= Dificuldades enfrentadas no passado ajudam a explicar o que os alunos de hoje acham dificil.

= Alunos sentem conforto ao perceberem que ndo sdo os unicos com dificuldades.

»  Incentiva os alunos com mais facilidade em Matematica a buscar novos conhecimentos.

=  Ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade.

= Faz com que a Matematica seja menos intimidadora.

=  Explora a historia e ajuda a manter o interesse e entusiasmo pela Matematica.

»  Oferece oportunidades para o trabalho transversal do curriculo com outros professores ou

disciplinas.

Fonte: Fauvel (1991, p. 4, traducdo nossa)
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Fried (2001) — ao analisar a literatura em HM para o ensino da Matematica, valendo-
se das quinze razdes listadas por Fauvel (1991) — propde, em seu trabalho, o que chama de trés
temas, mas que podem ser tratados como objetivos/contribui¢des que caracterizam as
potencialidades pedagdgicas e cita trabalhos relevantes para corrobora-las.

A primeira contribui¢cdo ¢ que a HM “humaniza a Matematica”. Para o autor “vé-se a
HM como um incentivo as abordagens multiculturais, fornecendo aos alunos modelos
histéricos, ligando o estudo da Matematica as emogdes € motivagdes humanas” (Fried, 2001,
p. 392). Nosso olhar para o primeiro objetivo nos permite relacionar com algumas das razoes
apresentadas por Fauvel (1991), que diz respeito 8 HM: conferir uma perspectiva humana para
Matematica, o desenvolvimento de uma abordagem multicultural.

Com relagdo a segunda, o autor a considera mais ampla que as outros, pois “inclui
afirmagdes de que a HM acrescenta variedade ao ensino, diminui o medo dos alunos em relagao
a matematica, da alguma no¢ao do lugar da matematica na sociedade” (Fried, 2001, p. 392,
traducdo nossa). Também podemos relacionar esse tema com as razdes apresentadas por Fauvel
(1991), que dizem respeito a HM tornar a Matematica menos intimidadora, diminuindo o
desconforto dos alunos ao mostrar que nao sao os unicos com dificuldades. Para além desse
lado afetivo, também ¢ importante explicar o papel da Matematica na sociedade, com o objetivo
de manter o interesse e entusiasmo do aluno pela matematica.

Ja na ultima, em que a HM “fornece insights sobre conceitos, problemas e solucdes de
problemas”, hd uma diferenca significativa entre a importancia da HM para os professores e a
sua relevancia para os alunos. Como a proposta deste trabalho estd voltada para o
ensino, consideraremos a concep¢ao de que a HM pode contribuir: “fornecendo um contexto
para problemas e ideias, sugerindo abordagens alternativas para a resolucao de problemas,
mostrando as relagdes entre ideias, defini¢cdes e aplicacdes” (Fried, 2001, p. 392, traducao
nossa). Tal concepgao pode se relacionar com as razdes apresentadas por Fauvel (1991), que
diz respeito a HM possibilitar novas oportunidades de investigacdo e contribuir para a
compreensdo dos alunos na Matemadtica, além de mostrar dificuldades enfrentadas no passado
ajudam a explicar o que os alunos de hoje acham dificil.

Essas trés contribuigdes ainda persistem nas discussdes atuais da HM para o ensino de
Matematica. Em outro trabalho, Fried (2014) propds uma nova nomenclatura, sendo: “tema
cultural”, “tema motivacional” e “tema curricular”, que entendemos serem relacionados
respectivamente as contribui¢des do estudo anterior.

O tema cultural abrange o reconhecimento da influéncia da Matematica na cultura e

vice-versa, sendo a cultura parte da natureza do conhecimento matematico e a HM proporciona,
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por sua vez, “[...] uma reflexdo sobre a cultura geral, incluindo a Matematica, como também
sobre a Matematica como sendo cultural” (Fried, 2014, p. 680, traducdo nossa). Entendemos
que esse tema se assemelha a proposta do estudo anterior, de que HM humaniza a Matematica,
tendo em vista que apresentar elementos culturais mostra a Matematica como uma construgao
humana e de um conhecimento que parte das necessidades de cada sociedade.

J& o tema motivacional trata de uma introdu¢do de uma abordagem mais afetiva na
Matematica, de modo que a HM pode tornar “[...] o ensino da Matematica menos ameacador,
mais humano, menos formal e mais interessante” (Fried, 2014, p. 680, traducao nossa). De
forma andloga, esse tema se assemelha a proposta anterior, que HM torna a Matematica mais
interessante, mais compreensivel e mais acessivel, dado que visa mudar a percepg¢ao dos alunos
sobre a disciplina como sendo menos intimidadora.

Por fim, o tema curricular abrange, por meio da abordagem historica, o auxilio na
compreensdo dos alunos e a HM “[...] pode ajudar a esclarecer ou aprofundar a compreensao
das ideias matematicas” (Fried, 2014, p. 680, tradugdo nossa). E perceptivel que este tema esta
relacionado a proposta anterior, de que HM fornece insights sobre conceitos, problemas e
solucdes de problemas, devido ao potencial de ela trazer novos contextos para serem
trabalhados em sala de aula.

Outra perspectiva que se debruga sobre as contribuigdes da HM para o ensino € a de
Furinghetti (2019). Esta autora apresenta dois “eixos” que se referem a HM contribuir para
“promover a Matematica” e para a “constru¢do do conhecimento matematico”.

O eixo de promogdo tem em vista modificar a percep¢do da Matematica e de alguns
mitos e atitudes negativas em relagdo a ela. A abordagem historica se propoe a recuperar “[...]
o valor da Matematica visto como parte das culturas por meio da reflexdo sobre a natureza da
Matematica como um processo sociocultural € como uma constru¢do humana” (Furinghetti,
2019, p. 10, tradug@o nossa). Entendemos que esse eixo condensa a proposta do tema cultural
e motivacional de Fried (2014), ao apresentar uma Matemadatica mais humanizada ¢ menos
intimidadora.

Ja o eixo da HM para a constru¢cdo do conhecimento matematico tem em vista a
compreensdo dos conceitos, de modo que ela esteja voltada “[...] para a abordagem de
conceitos € métodos matematicos” (Furinghetti, 2019, p. 10, tradugdo nossa). Identificamos a
presenca da temadtica curricular de Fried (2014), j4 que menciona as implicagdes da HM para a
sala de aula.

Segundo Furinghetti (2019, p. 10, tradug@o nossa), “é possivel que ter uma imagem

enriquecedora da Matematica estimule o interesse pela compreensao de seus conceitos e vice-
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versa, a compreensdo de seus conceitos pode influenciar a imagem da Matematica”. Isso
significa que esses dois eixos propostos ndo sdo antagénicos, em alguns casos podem ser
complementares.

Com o objetivo de sintetizar as ideias apresentadas por Fried (2001, 2014) e Furinghetti
(2019), elaboramos o Quadro 2, que retne e relaciona as contribuicdes da HM para o ensino de

Matematica apresentadas por eles.

Quadro 2 — Quadro sintese das potencialidades pedagdgicas da HM apresentadas por Fried
(2001, 2014) e Furinghetti (2019).

Fried (2001) Fried (2014) Furinghetti (2019)
Faz uma reflexdo sobre a cultura
geral, incluindo a Matematica,
bem como sobre ela como uma
expressdo cultural. Além de

abordar aspectos da natureza da
disciplina. HM para promover a

Matematica

Incentivo as abordagens culturais,
fornecendo aos alunos modelos
historicos e relacionando o estudo
da Matematica as emogoes ¢
motiva¢des humanas.

Fornece uma abordagem
diversificada no ensino, diminuindo
o medo dos alunos em relagdo a
matematica e confere ideia do papel
da Matematica na sociedade.

Apresenta uma abordagem
afetiva de modo a tornar o ensino
menos ameagador, mais humano,
menos formal e mais interessante.

Apresenta contexto para os
problemas e ideias, sugerindo

. Auxilia no esclarecimento ou HM para a construcao
abordagens alternativas para a ~ X
~ aprofundamento da compreensao do conhecimento
solugdo de problemas, - . .
das ideias matematicas. matematico

demonstrando as relagdes entre
ideias, defini¢des e aplicacdes.

Fonte: Fundamentado dos trabalhos de Fried (2001, 2014) e Furinghetti (2019).

Apos esta breve explanagdo das potencialidades pedagogicas da HM, apresentaremos,
na sequéncia, os eixos propostos por Furinghetti (2019), os quais sdo o foco principal deste
estudo, em discussdo com outros autores, dentre os quais: Liu (2003), Tzanakis e colaboradores
(2000), Valdés (2006), Mendes (2006), Fossa (2006), Lopes e Ferreira (2013), Panasuk e
Horton (2013) Agterberg, Oostdam e Janssen (2022).

2.1.1 Histéria da Matematica contribui para promover a Matematica
Furinghetti (2019), no eixo “Histéria para promover a Matematica”, argumenta que a

abordagem histérica pode atuar na imagem da Matematica, o que ocorre de duas maneiras, a

saber:
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A primeira, que apresenta os matematicos como pessoas; que torna uma
experiéncia do aluno mais préxima com o mundo da Matematica. Ja segunda
promove a comunica¢do ¢ a interagdo em sala de aula; d4 ao alunoa
oportunidade de participar do convivio da turma com diferentes atitudes e
capacidades (Furinghetti, 2019, p. 13, traduc@o nossa).

Entendemos que a HM pode contribuir para promover a Matemadtica por humaniza-la,
ao evidenciar que ndo ha grupos especificos predestinados a entendé-la e que o trabalho do
matematico nao € necessariamente solitario. Além disso, por mostrar a possibilidade de haver
diversas solugdes para um mesmo problema e elas serem aceitas ou nao, dependendo do
contexto/momento historico.

De modo geral, os alunos tém a percep¢do de que a Matematica ¢ um conjunto de
conhecimentos rigido, desumanizado e sem espago para descobertas. E proprio da literatura
académica na area da Matematica nao transparecer seu lado humano, tampouco os altos e baixos
enfrentados cotidianamente no trabalho do matematico (Liu, 2003). Logo, a HM oportuniza
trazer aspectos culturais para sala de aula, apresentando a disciplina como um processo
dindmico, estreitamente ligado a outras ciéncias, a cultura e a sociedade.

Consonante ao que ¢ apresentado por Tzanakis e colaboradores (2000, p. 207, tradugao
nossa) de que a HM [...] pode fornecer exemplos de como o desenvolvimento interno da
Matematica, quer impulsionado por razdes utilitarias ou ‘puras’, foi influenciado, ou mesmo
determinado em grande medida, por fatores sociais e culturais”. Ou seja, mesmo as questoes
propriamente restritas da Matematica sofrem influéncia de fatores externos.

De forma analoga, Valdés (2006, p. 17) reafirma o papel da HM de mostrar a
Matematica como “[...] dependente do momento e das circunstincias sociais, ambientais, dos
prejuizos do momento, assim como dos mutuos e fortes impactos que a cultura em geral, a
filosofia, a matematica, a tecnologia, as diversas ciéncias tém exercido umas sobre as outras”.
Dessa forma, identificando a transversalidade da Matematica em outras areas do conhecimento.

Relevar a participacdo de fatores internos e externos na constru¢do do conhecimento
Matematica, apresentando a disciplina como um conhecimento fechado em si,
consequentemente ndo permite que os alunos, segundo Lopes e Ferreira (2013, p.
86), “compreendam como uma constru¢do humana, desenvolvida ao longo de muitos séculos,
com a contribuicdo de diferentes povos”. Em outras palavras, ndo permite que os alunos

entendam a natureza do conhecimento matematico como uma expressao cultural.
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Ao tratar a Matematica como uma expressdo cultural, Panasuk e Horton (2013)
argumentam que essa percep¢do pode ser alterada pelo estudo dos significados e das crencas

atribuidas a ela por cada civilizagdo. Liu (2003) também evidencia estes fatores ao mostrar que:

A aceitacdo ou rejeigdo de um conceito esta principalmente ligada as crengas
dos matematicos sobre o que a Matematica deveria ser. Essas crengas podem
ser ilogicas, até mesmo metafisicas. Exemplos como a rejeicdo dos nimeros
irracionais pelos pitagoricos, a critica de Kronecker sobre existirem infinitos
nimeros reais e a negacdo dos numeros complexos por Cauchy indicam
aspectos ilogicos e irracionais do desenvolvimento matematico (Liu, 2003, p.
419, tradugdo nossa).

Ou seja, ao contrario do que o senso comum prega, a Matematica ndo é neutra e
puramente racional. Fried (2014) corrobora com a abordagem da Matematica como expressao
cultural e destaca que € uma possibilidade. E tratar da natureza do conhecimento matematico,

pois a expressao cultural traz:

[...] uma concepgdo diferente da usual, na qual os objetos e as relagdes
matematicas sdo eternos, entidades platonicas ideais, vistas em todos os
lugares da mesma maneira e com o mesmo peso, ideias sem geografia e sem
passado. Essa mudanga de perspectiva ndo significa necessariamente que o
relativismo se torne a filosofia da Matematica, mas convida a uma visdo
pluralista na qual ndo se presume que a Matematica sempre e em todos os
lugares signifique o mesmo e seja direcionada para os mesmos fendmenos
(Fried, 2014, p. 688-689, traducdo nossa).

Entendemos que esses aspectos culturais estejam estritamente relacionados com uma
imagem menos intimidadora da Matematica ou com o tema motivacional proposto por Fried
(2014). Fossa (2006, p. 138) argumenta nesse sentido que, com a HM, seria possivel observar
“[...] como a matematica faz parte da cultura humana e isto certamente pode aumentar o
interesse que o aluno terd pela matematica”. Embora seja reconhecido que nem todos os alunos
mostrardo o mesmo interesse.

A utilizagdo da HM pode ser uma forma de resgatar a cultura, permitindo que os
estudantes criem ligagdes entre fatos cotidianos, escolares e cientificos da Matematica. Segundo
Mendes (2006, p. 94), seria possivel “[...] valorizarmos os saberes matematicos da tradi¢do e a
capacidade matemadtica criativa da sociedade em todos os tempos”. Dessa maneira, seria
possivel reconhecer os conhecimentos matematicos e a criatividade da sociedade em todos os

tempos.
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No que diz respeito a desmistificagdo da disciplina, Tzanakis e colaboradores (2000)
afirmam que a HM permite conhecer que fracassos, erros, incertezas ou mal-entendidos fazem
parte do trabalho dos matematicos mais proeminentes. Segundo os autores, a Matematica ndo

¢ um sistema rigido de verdades, mas que sempre esta em desenvolvimento, pois:

E uma construgio humana que requer esforgo intelectual, além de ser
determinada por varios fatores, tanto inerentes a propria Matematica quanto
externos a ela. Particularmente, a Matematica nao ¢ um produto acabado dado
por Deus e projetado para o aprendizado mecanico (Tzanakis et al., 2000, p.
206, tradugdo nossa).

Nessa perspectiva, para Mendes (2006, p. 92), o uso da HM em sala de aula pode
desmistifica-la, pois ela pode ser usada para “[...] desvelar outras faces da matematica e, com
1sso, mostrar que ela ¢ um conhecimento estruturalmente humano”, tornando-a acessivel a
todos, podendo levar os alunos a perceberem que a disciplina ndo ¢ s6 “decorar féormulas”.

Semelhantemente, Valdés (2006) retomada essa ideia ao argumenta que um olhar

historico nos

[...] aproxima da matematica como ciéncia humana, ndo-endeusada, as vezes
penosamente rastejante e, em ocasides faliveis, porém, capaz também de
corrigir seus erros. Nos aproxima das interessantes personalidades dos
homens, que tém ajudado a impulsiona-la ao longo de muitos séculos, por
motivacdes distintas (Valdés, 2006, p. 16).

Ja tratando de fornecer o papel da Matematica na sociedade, autores como Liu (2003)
afirmam que ela tem a reputagdo de ser uma disciplina “monétona” e a HM pode despertar o
interesse dos alunos e desenvolver atitudes positivas em relacdo a sua aprendizagem.

Dessa forma, compreendemos que a HM traz oportunidades para buscar novas formas
de resolver um problema, nao se engessando nas formulas. Além de contribuir para a percepgao
de que os erros sdo inerentes a atividade matematica e mesmo os matematicos mais experientes
nao sdo infaliveis — isso rompe com a imagem de que a Matematica € para poucos € como
pode contribuir para a desenvolver “afetividade” com a matéria.

Para Panasuk e Horton (2013), a abordagem histérica pode ser uma oportunidade ndo
ameacadora para o aprendizado da Matematica, principalmente para os alunos que tém uma
visdo negativa da disciplina. A HM apresenta como o0s conceitos matematicos eram
extremamente dificeis de refinar, entender e aceitar — até mesmo para os matematicos mais

talentosos.
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Consonante a essa perspectiva, Agterberg, Oostdam e Janssen (2022) afirmam que HM
permite ao professor ilustrar o desenvolvimento de conceitos subjacentes relacionados a rotinas
e procedimentos. Ao apresentar o contexto histérico, o professor cria a possibilidade de
demonstrar a matematica em agao, em vez de apresentar formulas engessadas.

Diante ao exposto, entendemos que a HM pode contribuir para uma mudan¢a da imagem
da Matematica, ao fornecer elementos que podem auxiliar os alunos a entenderem-na como
constru¢do humana, expressao cultural e corpo de conhecimento em permanente
desenvolvimento que, muitas vezes, esta relacionado a questdes cotidianas. Tudo isso permite
mostrar que disciplina ndo ¢ restrita a um grupo de pessoas. Em seguida, trataremos do eixo da

HM para constru¢ao do conhecimento matematico.

2.1.2 Histoéria da Matematica contribui para a constru¢do do conhecimento matematico

Furinghetti (2019), no eixo “Histdria para a constru¢do do conhecimento matematico”,

argumenta que a abordagem histdrica pode tratar de conceitos e métodos matematicos, pois:

Quando a Matematica é apresentada de forma polida e acabada, os alunos
(tanto na escola como nos cursos de formagdo de professores) tém
dificuldades em identificar as raizes cognitivas dos conceitos no magma de
processos, conceitos e regras que tém a sua disposicao (Furinghetti, 2019, p.
13).

Entendemos que a HM pode contribuir para a constru¢do do conhecimento matematico
por apresentar conceitos e teorias matematicas e permite compreender certos motivos
relacionados a Matematica.

De acordo com Valdés (2006, p. 18), a HM “[...] pode e deve ser utilizada, por exemplo,
para entender e fazer compreender uma ideia dificil de modo mais adequado” e, ao resgatar o
processo/contexto historico dos conceitos da Matemadtica, os alunos poderiam, de acordo com
Mendes (2006), compreender seus significados, perceber a sua relevancia para a construgao da
disciplina e estabelecer conexdes com outras areas do conhecimento.

Além disso. Fossa (2006, p. 139) afirma que a HM ¢ uma fonte de “[...] problemas
interessantes e desafiantes que podem ser incorporados ao ensino da matematica, especialmente
na forma de atividades de redescoberta ou de resolu¢do de problemas” propiciando ao aluno
uma experiéncia pedagogica, que segundo Valdés (2006, p. 62), em determinados casos, 0s
alunos “[...] ao dedicar-se a um problema original, se relacionam com a experiéncia da criagao

matematica, sem nenhuma interpretacao intermedidria”.
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Ao tratar da aprendizagem de conceitos da Matematica, Tzanakis e colaboradores
(2001) apresentam que a Matematica ¢ ensinada de forma axiomatica. A impressdo que fica ¢

de que a disciplina ¢ construida dessa maneira, contudo, os autores argumentam que:

No entanto, o desenvolvimento histérico da matematica mostra que a
organizacdo dedutiva (ou até mesmo estritamente axiomatica) de uma
disciplina matematica ocorre somente depois que essa disciplina atinge a
maturidade, de modo que se torna necessario fazer uma apresentacdo a
posteriori de sua estrutura logica e de sua integridade (Tzanakis et al., 2000,
p. 204, tradugdo nossa.).

Para entender as dificuldades dos alunos, Tzanakis e colaboradores (2000), com relagao
a HM argumentam que, ao reconstruir aspectos do desenvolvimento histérico da Matematica
de uma forma didaticamente apropriada, as dificuldades, ou mesmo obstaculos, que surgiram
na historia podem reaparecer na sala de aula.

Semelhantemente, autores como Agterberg, Oostdam e Janssen (2022) e Liu
(2003) sustentam que os obstaculos do passado no desenvolvimento da matematica podem
contribuir para explicar o que os alunos de hoje consideram dificil. Liu (2003) apresenta de
exemplo o caso da defini¢do de fun¢do, que embora seja amplamente estudada em sala de aula,
tem uma defini¢do recente. Nesse sentido, € até mesmo plausivel entender que os alunos tenham
dificuldades ao trabalhar esse assunto.

Dessa forma, foi possivel notar, com base nos estudos apresentados pelos pesquisadores,
que a HM pode ser abordada em sala de aula para ensinar conceitos matematicos gerais ao
permitir que, dependendo da forma como € apresentada, seja possivel compreender conceitos e
teorias matematicas, bem como determinados porqués relacionados a disciplina, seja por meio
de atividades apoiadas em dados histéricos, seja pelo uso de problemas historicos.

Diante do exposto, destacamos que foi principalmente na perspectiva de utilizar a HM
para a aprendizagem que elaboramos algumas atividades do nosso conjunto. Ao resgatar trés
problemas histéricos, o Problema dos Dados, o Problema dos Pontos e o Dilema de Monty Hall,
empregados para resolver problemas que envolviam conceitos de Probabilidade. Entendemos,
portanto, estar proporcionando aos alunos o contato com formas diferenciadas de resolugdo que
podem levar a uma compreensao mais aprofundada acerca do conteudo da Teoria da
Probabilidade. Tendo conhecimento das potencialidades pedagogicas da HM para o ensino, no
item subsequente apresentamos as limitagdes pedagdgicas da histéria para o ensino de

Matematica.
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2.2 Obstaculos e dificuldades

Mesmo que sejam conhecidas as potencialidades pedagdgicas da HM; que hajam quinze
razoes para aborda-la em sala de aula, de acordo com Fauvel (1991); bem como os eixos
propostos por Furinghetti (2019), em discussdao com outros autores, ressaltamos haver
obstaculos e dificuldades da HM no ambito do ensino. Tanto que Siu (2004) lista dezesseis

razoes pelas quais um professor hesita ou decide ndo recorrer a HM no ensino em sala de aula.

Quadro 3 — Fatores limitadores da HM em sala de aula

—

“Nao tenho tempo para isso na aula!”

“Isso ndo € matematica!”

“Como vocé pode questionar isso em uma prova?”

“Nao pode melhorar a nota do aluno!”

“Os alunos nio gostam!”

“Os alunos consideram isso como historia e odeiam as aulas de historia!”

“Os alunos consideram isso tdo chato quanto a propria disciplina de matematica!”

“Os alunos ndo tém conhecimentos gerais suficientes sobre cultura para aprecia-la!”

A e B A T i

“O progresso na matematica consiste em transformar problemas dificeis em rotina, entdo por

que se preocupar em olhar para tras?”

—
S

. “Ha falta de recursos materiais sobre isso!”

11. “Falta formacdo de professores nisso!”

12. “Néo sou um historiador profissional da matematica. Como posso ter certeza da precisdao da
exposicao?”

13. “O que realmente aconteceu pode ser bastante tortuoso. Contar como foi pode confundir em
vez de esclarecer!”

14. “Ajuda realmente a ler textos originais, que ¢ uma tarefa muito dificil?”

15. “E suscetivel de gerar chauvinismo cultural e nacionalismo paroquial?”

16. “Existe alguma evidéncia empirica de que os alunos aprendem melhor quando a histéria da

matematica € utilizada na sala de aula?”

Fonte: Siu (2004, p. 3, tradug@o nossa)

No entanto, também sdo investigadas as dificuldades e os obstaculos para a abordagem
histérica no ensino de Matematica. Para Tzanakis e colaboradores (2000), as dificuldades se
materializam na falta de tempo, recursos pedagogicos, formacdo do professor e avaliagdo.

Miguel e Miorim (2021, p. 59) corroboram haver limitagdes para a insercdo da HM no ensino
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e destacam que entre as dificuldades estdo “[...] a auséncia de literatura adequada, a natureza
impropria da literatura disponivel, a histéria como um fator complicador, a auséncia do sentido
de progresso historico”.

De acordo com os autores (2021), o primeiro argumento sustenta que o uso da HM pelo
professor torna-se dificil devido a quase auséncia de literatura adequada sobre a HM anterior
aos dois ultimos séculos. Isso impediria a utilizagdo pedagogica da histéria, uma vez que a
maioria dos conteudos ensinados de Matematica em nossas escolas pertence a esses periodos.

Pensamos que esse argumento ¢ um apelo a necessidade de constitui¢do de nucleos de
pesquisa em HM, dos quais fagam parte historiadores, matematicos e educadores matematicos
e outros profissionais que possam contribuir para a elaboragao de reconstitui¢des esclarecedoras
de épocas, temas, situagdes e biografias.

O segundo argumento, segundo os autores (2021), que segue de forma direta o primeiro,
sustenta que a natureza da literatura histdrica disponivel a torna particularmente impropria para
o uso didatico. Isso se deve ao fato de as publicagdes matematicas destacarem apenas 0s
resultados matematicos e ocultarem os processos de sua produgao.

De acordo com os autores, esse argumento, apesar de legitimo, deveria ser encarado
menos como uma barreira intransponivel as iniciativas pedagogicas, mas sim como um estimulo
a continuidade das investigacdes nesse sentido. Tal como ocorre com esta pesquisa € com 0
Centro Brasileiro de Referéncia em Pesquisa sobre Historia da Matematica (CREPHIMat).
Como, por exemplo, os livros dos minicursos do Seminario Nacional de Historia da Matematica
(SNHM) promovidos pela Sociedade Brasileira de Historia da Matematica (SBHMat) e
diversos materiais reunidos no CREPHIMat.

Com relacdo ao terceiro argumento, os autores sustentam que, ao introduzir o elemento
historico no ensino da Matematica, ao invés de facilitar a aprendizagem, isso tornaria a situagao
ainda mais complexa. Segundo eles: “Isso se deve ao fato de que, ao ser confrontado com os
problemas originais e com as solugdes que, historicamente, lhe foram dadas, o aluno gastaria
um tempo e um esfor¢co sem precedentes, tentando reconstruir um contexto que ndo lhe €
familiar (Miguel; Miorim, 2021, p. 60).

Por fim, outro obstaculo se revela na incapacidade de ordenar os eventos sucessivos ou
simultaneos. Trata-se da incapacidade de dominar a duragao. Isso decorreria do fato de a crianga
se sentir impotente para se desvencilhar do evento vivido e compara-lo com outros ou com
algum outro tomado como referéncia ou, em outras palavras, seria consequéncia do fato de ela

viver no instante presente e no futuro.
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Dessa forma, compreendemos que os conhecimentos sobre a HM, dependendo da
abordagem escolhida, podem auxiliar na melhor compreensdo da Matematica e de certos
topicos matematicos na Educagao Basica. Apesar de a abordagem historica exigir mais tempo
do que a tradicional, o que ¢ inerente a qualquer atividade diferente, enfatizamos a sua
relevancia, pois compreendemos que seria ineficiente cumprir todo o planejamento com os
alunos se eles ndo tivessem a oportunidade e o tempo necessarios para compreender o porqué
matematico dos procedimentos € métodos estudados.

Desenvolvemos uma proposta didatica que se apresenta como uma op¢ao para o estudo
dos conceitos da Probabilidade, sem se limitar a compreensao tedrica dos contetidos, por meio
da aplicacdo experimental das chances dos jogos propostos nos livros didaticos. Essa proposta
foi elaborada visando, ao trabalhar com problemas historicos, transmitir aos alunos conceitos
de probabilidades que ultrapassam a teoria. Para a elaboragao desta proposta, realizamos um
estudo sobre os problemas historicos da Probabilidade, o qual apresentamos no capitulo

subsequente.
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3 HISTORIA DA MATEMATICA E ENSINO DE PROBABILIDADE: UM OLHAR
PARA A LITERATURA

Neste capitulo, temos o proposito de apresentar uma revisao da literatura pertinente, a
fim de localizarmos nossa proposta de pesquisa. Para tanto, estruturamos sua escrita em duas
partes, sendo a primeira nomeada “Nosso olhar para a literatura”, em que identificamos as
aproximacodes ¢ as lacunas entre os trabalhos selecionados; e a segunda, “Problemas historicos
selecionados para nossa proposta”, na qual nos situamos neste campo ao tratar de alguns

problemas histdricos para nossa abordagem de conceitos da Probabilidade.

3.1 Historia da Matematica no ensino de Probabilidade em trabalhos académicos

brasileiros

Realizamos um levantamento bibliografico, em setembro de 2023, em quatro bases
digitais® de producio cientifica no Brasil, a saber: CREPHIMat, Oasisbr, Portal de Periédicos
e o Catalogo de Teses e Dissertagdes da CAPES. Para tal busca, foram utilizados os descritores
“Historia da Matematica” E “Ensino de Probabilidade”. Os resumos localizados foram lidos,
sendo selecionadas as pesquisas que abordavam uma HM para o ensino de Probabilidade em
materiais e/ou propostas didaticas (implementadas ou ndo), nos diferentes niveis de ensino. Em

seguida, no Quadro 4, apresentamos os trabalhos, com seus autores e natureza.

Quadro 4 — Trabalhos selecionados em nossa busca

AUTOR(ES) TITULO NATUREZA
Moraes (2014) Ensino de Probgbll.lde}de:‘Hlstorlcldade e Dissertacio
Interdisciplinaridade.
Dias (2015) O Uso da Simulacdo no Célculo de Probabilidades | Dissertacdo
Historia da matematica: uma estratégia
Fernandes e Santos contextualizada para o ensino de estatistica e Artizo
Junior (2015) probabilidade nos anos iniciais do ensino g
fundamental
Silva (2018) Uma prf)p'osta.p.ara o estudo da projbab1~11dafle no Dissertagio
ensino médio utilizando a contextualizac¢ao historica
. Investigagao-historica-com-tecnologia para a .
Silva e Sousa (2020) Unidade de Numeros, Probabilidade e Estatistica no Artigo

3 As bases estdo disponiveis, respectivamente, nos enderecos eletronicos abaixo:
https://crephimat.com.br/

https://oasisbr.ibict.br

https://www.periodicos.capes.gov.br/

https://catalogodeteses.capes.gov.br/
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8° Ano o Caso do Principio da Casa dos Pombos de
Dirichlet
Uma Pratica Pedagogica para o Ensino de
Kachel e Sad (2021) Probabilidade com o Aporte da Historia da Artigo
Matematica
Vidarte, O paradoxo de Bertrand e os axiomas de
Chachapoyas e Kolmogorov: uma proposta para a formacao de Artigo
Cavalari (2021) professores
Vasconcelos,
Vasconcelos e Um percurso pela historia da probabilidade Artigo
Chaquiam (2022)

Fonte: Autoria propria

A proposta didatica de Moraes (2014) foi fundamentada em uma abordagem
interdisciplinar, com uma contextualizagdo histérica do ensino de Probabilidade para Educagao
Basica. Inicialmente, o material faz uma contextualizagao historica tratando das cartas de Pierre
de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662), a defini¢do classica de Probabilidade
de Pierre-Simon Laplace (1749-1827) e a definicdo frequentista de Jacob Bernoulli (1655—
1705). O material traz jogos e problemas histdricos, tais como: o Problema dos Pontos, o
Problema dos Dados e o dilema de Monty Hall. Ja o elemento interdisciplinar se limita a tratar
de aspectos da biologia com as Leis de Mendel.

O material didatico de Dias (2015), faz a resolu¢do de problemas historicos e do
cotidiano com a intermediacdo de simuladores. Esse material € constituido por alguns
problemas conhecidos na historia da Probabilidade, como o Problema dos Dados, o paradoxo
da caixa de Bertrand e o dilema de Monty Hall. A autora aplicou sua proposta e argumentou
que as simulacdes permitiram a compreensao dos problemas apresentados, além de oferecer aos
alunos um papel mais ativo na concretizagdo de todas as tarefas propostas.

Visando compreender como uma proposta didatica que se baseie na HM pode auxiliar
no ensino de Estatistica e Probabilidade nos primeiros anos do Ensino Fundamental, Fernandes
e Santos Junior (2015) conduziram uma pesquisa utilizando a HM para ensinar conceitos da
Estatistica e Probabilidade. Os autores notaram que as atividades permitiram que os alunos
refletissem sobre o desenvolvimento desses contetidos, além de ampliarem a sua compreensao
da Estatistica e Probabilidade.

O produto educacional de Silva (2018) foi desenvolvido para o ensino de Probabilidade
na Educacdo Basica, utilizando aspectos da HM. Esse material apresenta uma breve historia

dos jogos de azar e destaca alguns problemas: o Problema dos Pontos, o Problema dos Dados,
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o problema da agulha de Buffon, o dilema de Monty Hall, o problema da moeda de Bertrand, o
Problema dos Trés prisioneiros e o paradoxo de Bertrand.

Ao delinear elementos da historia do principio da casa dos pombos, Silva e Sousa (2020)
apresentam uma proposta pedagdgica de uso da HM apoiada pelas Tecnologias Digitais da
Informacdo e Comunicacdo (TDIC) e a Investigagio Matematica (IM). Os autores
encontraram elementos da historia que podem ser abordados numa investigagao-historica-com-
tecnologia. Embora os autores se limitem a tratar apenas dos dados que levaram a produgao do
produto educacional, € prevista uma aplicacao que se encontra na dissertacao Silva (2019).

Kachel e Sad (2021) desenvolveram uma proposta didatica que utiliza elementos
historicos da Historia da Probabilidade e um jogo de roleta. Foi utilizado na proposta um
fragmento das correspondéncias trocadas por Pascal e Fermat em 1654, que tratavam do
Problema dos Pontos (divisdo das apostas) que representam um marco na Teoria das
Probabilidades. Com base na sua aplicacdo, os autores argumentam que esses elementos
historicos tornaram o estudo da probabilidade mais interessante para os alunos, suscitando o
desejo de conhecer as produgdes desses matematicos.

Vidarte, Chachapoyas e Cavalari (2021) descrevem uma proposta didatica, que
apresenta elementos da HM para o ensino de Probabilidade, em cursos de formagdo de
professores. A proposta se apoiou na HM para problematizar conceitos de Probabilidade
Classica e Geométrica, além de relacionar o Paradoxo de Bertrand e¢ os Axiomas de
Kolmogorov. Para os autores, essa proposta pode possibilitar uma ampliagdo do conhecimento
matematico e permitir discussdes que repensem a natureza da Matematica, embora ndo esteja
prevista sua aplicagao.

Vasconcelos, Vasconcelos e Chaquiam (2022) elaboraram recortes da historia da
probabilidade para serem usados em sala de aula. Esses recortes tratam contribuigdes de alguns
nomes para a Probabilidade, como: Cardano, Pascal e Fermat, dentre outros. Apesar de ser um
estudo em andamento, os autores afirmam a relevancia de usar os recortes da historia da
probabilidade para o ensino e aprendizagem da probabilidade, bem como a necessidade de
ampliar esses estudos a fim de demonstrar a importancia da HM para o ensino.

Feita a apresentacdo dos trabalhos selecionados em nossa busca de quatro bases digitais
de produgao cientifica no Brasil, apresentamos, entdo, no Quadro 5, que sintetiza as abordagens

e contribuic¢des de cada trabalho.
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Quadro 5 — Quadro sintese das abordagens e contribui¢des dos trabalhos localizados

Buffon; O Enigma de Monty Hall;
Problema do paradoxo de Bertrand,
dentre outros.

AUTOR(ES) ABORDAGENS CONTRIBUICOES
i Abordagem interdisciplinar | - Contextualizac¢ao historica;
. ) . - Interdisciplinaridade;
Moraes (2014) | (Biologia) e historica; N
- Resolucdo do Problema dos Pontos. | Confrronto da definigao clssica
" | e frequentista de Probabilidade.
. - Resolugdo de problemas histéricos e | _ Fa0111~taram 0 entendimento ¢
Dias (2015) . . ~ resolucao dos problemas;
reais pelo uso de simulacdes. :
- Papel ativo do aluno.
- Abordagem historica da Estatistica e
Probabilidade; - Maior interesse e predisposicao
Fernandes e S N ]
Santos Junior |~ Investigacdo e apresen!‘,agao dos | dos .alunos ao .estudo,
(2015) alunos sobre o desenvolvimento da | - Ampliagdo dos conhecimentos
Estatistica e Probabilidade, bem como | matematicos dos alunos.
suas aplicagdes no cotidiano.
- Abordagem historica por meio de ~
- Complementagao das
problemas, a saber alguns: Problema informacoes historicas
Silva (2018) dos Pontos; Problema da agulha de apresentadas nos livros didaticos,

que ¢ apresentada de forma
resumida.

Silva e Sousa
(2020)

- Abordagem historica para principio
da casa dos pombos de Dirichlet para
trabalhar com 0 principio
multiplicativo da Probabilidade.

- Ampliagdo dos conhecimentos
matematicos dos alunos sobre os
conceitos e problemas.

~ ~ - Contextualizacdo historica;
- Apresentagdo e resolugdo de um - Ampliacdo dos conhecimentos
Kachel e Sad | problema historico (Problema dos plac
matematicos dos alunos ao
(2021) Pontos); .
L7 . apresentar diferentes formas de
- Aplicacdo de um jogo de roleta;
pensar sobre um problema.
- Problematizacdo do conteudo
- Abordagem histdrica de conceitos e | abordado;
Vidarte, problemas, a saber: conceitos da | - Ampliacio do conhecimento
Chachapoyas e | Probabilidade classica e geométrica, | matematico;
Cavalari (2021) | paradoxo de Betrand e axiomas de | - Discussdes que podem auxiliar
Kolmogorov. um repensar sobre a natureza da
Matematica.
- Possibilidade de integracdo da
Vasconcelos, g historia da probabilidade no
- Recortes historicos para :
Vasconcelos e . . ©_" | ensino.
. contextualizagdo e/ou problematizag¢ao . . ~
Chaquiam e - Estimulo a resolucdo de
da Probabilidade em sala de aula. .-
(2022) problemas wusando estratégias
inovadoras.

Fonte: Autoria propria

Podemos considerar, pela leitura e analise dos trabalhos selecionados, que a abordagem

historica apresenta grande potencial de contribuicdo para o ensino de Probabilidade. De modo
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geral, as contribuigdes da abordagem histdrica estdo presentes na mudanca da percepcao dos
alunos sobre a Matematica e na ampliagdo dos conhecimentos matematicos. Inseridos nessa
tematica, nossa proposta se alinha a essa produgdo ao abordar problemas historicos para o
ensino de Probabilidade, tais como o Problema dos Dados, o Problema dos Pontos e o dilema
de Monty Hall, a0 mesmo tempo em que introduz novos elementos para esta discussdo ao
trabalhar os problemas historicos com os alunos por meio dos conteudos de Probabilidade para

a Ensino Médio. Tais problemas serdo apresentados no topico a seguir.

3.2 Problemas Historicos no ensino de Probabilidade

Como ja foi mencionado anteriormente, a literatura sobre a HM no ensino de
Probabilidade evidencia o uso de problemas historicos em suas propostas. Consideramos que a
escolha de problemas ou episodios tidos como motivadores da aprendizagem também ¢é uma
estratégia que pode ser utilizada pelo professor para abordar a HM em suas aulas (Lopes;
Ferreira, 2013).

A relevancia do trabalho com problemas histéricos no ensino ¢ ressaltada por Liu
(2003), que sustenta que a abordagem de tais problemas pode contribuir para o desenvolvimento
do pensamento matematico dos alunos, de acordo com a proposta da HM para a construcao do

conhecimento matematico por Furinghetti (2019), discutido no trecho a seguir:

Além de ampliar a compreensdo do pensamento matematico por parte dos
alunos, o uso de problemas historicos humaniza a matematica ao ilustrar as
dificuldades dos matematicos em resolver problemas e estabelecer conceitos.
Os alunos sao pedagogicamente conscientizados quando percebem que tais
problemas nao sdo criados em um vacuo e, mais importante, que os
matematicos também cometem erros (Liu, 2003, p. 419, tradugdo nossa).

O desenvolvimento historico da Probabilidade apresenta diversos problemas historicos
passiveis de serem abordados em sala de aula em diferentes niveis. Trataremos nesta se¢do de
trés desses problemas historicos selecionados em nossa proposta. Contudo, antes de apresenta-
los, sd3o necessarias algumas explanagdes iniciais sobre a Probabilidade.

Destacamos que a palavra probabilidade foi associada a palavra latina probo’ e as
palavras inglesas probe’ e ‘probable’, que utilizadas no contexto matematico tinham um
significado mais ou menos parecido com plausibilidade (Debnath; Basu, 2015). Nesse sentido,

podemos definir o ramo no qual a Probabilidade se insere.
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Segundo Viali (2008, p.1), “A probabilidade é o ramo da matematica que pretende
modelar fendmenos ndo deterministicos, isto €, aqueles fenomenos no qual o 'acaso' representa
um papel preponderante”. Ou seja, a Probabilidade estuda os fendmenos que nao podem ser
previstos.

A ideia de acaso ndo ¢ tdo simples quanto aparenta e diferentes civilizagdes trouxeram
diferentes percepgdes sobre esse conceito. Conforme afirma Coutinho (2007, p. 51): “A nogao
de acaso ¢ bastante complexa e recebeu diversas interpretacdes ao longo da historia das ciéncias
e da filosofia, uma vez que se vincula a nossa propria interpretacao de mundo”.

Corroborando com esse autor, Viali (2008, p. 2) afirma:

A idéia de acaso é quase tdo antiga quanto as primeiras civilizagdes, s6 que a
percepgdo de que isto ¢ um fendmeno natural veio a ocorrer bem mais tarde.
Inicialmente o acaso era percebido como fruto ou obra da divindade. A bem
da verdade, ainda hoje, a idéia de fendmenos aleatdrios (sem causa definida)
ainda encontra dificuldades para serem naturalmente aceitos.” (Viali, 2008, p.
2)

A Probabilidade, como disciplina Matematica, iniciou-se efetivamente nos ultimos 500
anos, sendo que os jogos de azar foram um dos fatores fundamentais para o seu
desenvolvimento (Viali, 2008; Coutinho, 2007; Debnath; Basu, 2015). Nesse contexto,
surgiram diversos problemas que contribuiram para o desenvolvimento da probabilidade e
alguns deles podem ser utilizados no ensino.

Abordaremos, nos proximos itens, os trés problemas que selecionamos para serem
abordados em nossa proposta, seguindo a ordem cronologica crescente (do mais antigo ao mais
recente), a saber: o Problema dos Dados (na Italia), o Problema dos Pontos (na Franga), por

fim, o dilema de Monty Hall da historia recente.

3.2.1 Problema dos Dados

A Ttalia dos séculos XV e X VI foi, possivelmente, a primeira localidade onde houve uso
de calculos probabilisticos. Os italianos daquele periodo, além de listar as possibilidades para
problemas em jogos de azar, também comparavam a frequéncia de ocorréncias de ganhos e
perdas, contudo, ainda se limitavam a resolver apenas problemas concretos (Viali, 2008).

Nesse contexto, ¢ possivel notar que os italianos se dedicavam as aplicagdes da

Probabilidade, por exemplo, jogos de azar com dados. Destacaremos um jogo especifico,
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denominado “Problema dos Dados”, com o seguinte enunciado no Quadro 6, em uma

linguagem atual:

Quadro 6 — Enunciado do Problema dos Dados

Em um jogo com trés dados, mostrar que os numeros 9 e 10 podem ser obtidos de seis maneiras.

Mostrar, também, que a possibilidade de aparecer o numero 10 é maior que a do numero 9.

Fonte: Calabria; Cavalari (2013, p.10).

Este problema foi proposto a Galileu Galilei (1564 — 1642), renomado fisico italiano,

por um amigo.

Figura 1 — Galileu Galilei (1564 — 1642)

Fonte: O’Connor; Robertson (2024)*

Galileu mostrou o porqué de, em um jogo de trés dados, o nimero 9 € o numero 10 sdo
produzidos por seis combinagdes diferentes e, ainda assim, a experiéncia mostra que o nimero
10 ¢ mais frequentemente jogado do que 0 9. O trecho, a seguir, mostra o comentario de Galileu

na obra Sopra le scoperta dei dadi (Sobre o jogo de dados), um manual sobre jogos de azar.

O fato que em um jogo de dados certos numeros sdo mais vantajosos que
outros tem uma razdo oObvia, ou seja, que alguns sdo obtidos com mais
facilidade e mais frequéncia do que outros, o que depende de poderem ser
compensados com mais variedade de nimeros. Entdo, um 3 e um 18, que sdo

4 Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Galileo/pictdisplay/ Acesso em: 18 jan. 2024
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langamentos que s6 podem ser feitos de uma maneira com 3 nimeros (isto €,
o ultimo com 6, 6, 6 ¢ o primeiro com 1, 1, 1, e de nenhuma outra maneira),
sao mais dificeis de fazer do que, por exemplo, 6 ou 7, que podem ser feitos
de varias maneiras, isto ¢, um 6 com 1, 2,3, ecom 2,2, 2ecom 1, 1, 4 e um
7coml1,1,5;1,2,4;1,3,3; 2,2, 3. Todavia, embora 9 e 12 possam ser
obtidos de tantas maneiras quanto 10 e 11 e, portanto, devem ser considerados
como sendo de igual vantagens, no entanto, sabe-se que a longa observacgao
fez com que os jogadores de dados considerassem 10 ¢ 11 como sendo mais
vantajosos do que 9 e 12 (GALILEU apud DAVID, 1962, p. 65. tradugdo
nossa).

O Quadro 7 mostra cada uma das seis combinagdes possiveis (arranjos ndo ordenados)
para as notas de 9-12. Também ¢ mostrado o nimero de formas (permutacdes ou arranjos

ordenados) em que cada combinagao pode ocorrer.

Quadro 7 — Analise dos possiveis resultados do Problema dos Dados

PONTUACAO
12 11 10 9
6-5-1 6 64-1 6 631 6 621 6
642 6 632 6 622 3 531 6
6-3-3 3 551 3 541 6 522 3
552 3 542 6 532 6 441 3
543 6 533 3 442 3 432 6
4-4-4 1 443 3 433 3 333 1
TOTAL DE POSSIBILIDADES 25 27 27 25

Fonte: Autoria propria

Nesse problema, verificamos que situagdes nas quais a soma ¢ formada por trés nimeros
iguais, apresentam uma desvantagem em relagdo aos outros, como € o caso 9 e 10, assim como
11 e 12, ou até mesmo 6 e 7. No item seguinte, trataremos de outro problema historico, o

Problema dos Pontos, que marca o inicio da Teoria da Probabilidade.

3.2.2 Problema dos Pontos

Outro problema envolvendo os jogos de azar foi resolvido pelos franceses, apesar de ter

comecado com os italianos. O Problema dos Pontos foi estudado por Luca Pacioli (1445 — 1517)

em 1494 e, posteriormente, foi discutido por Girolamo Cardano (1501 — 1576) e Niccolo
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Fontana (1500 — 1557), mais conhecido por Tartaglia, que apresentaram uma solugdo incorreta,

utilizando conceitos de proporcionalidade.

Figura 2 — Luca Pacioli (1445 — 1517), Girolamo Cardano (1501 — 1576) e Niccolo Fontana
(1500 — 1557)

Fonte: O’Connor; Robertson (2024)°

Em 1654, Antoine Gombauld (1610 — 1685), que ganhava a vida jogando, e se
autodenominava cavaleiro de Méré, apresentou o problema ao francés Blaise Pascal (1623 —
1662) e, assim, houve um grande progresso na sua resolucao, uma vez que Pascal e Pierre de
Fermat (1601 — 1665) trocaram correspondéncias sobre o tema, chegando as solugdes coerentes,
utilizando ideias da probabilidade (Viali, 2008).

Segundo Debnath e Basu (2015), Blaise Pascal foi um matemaético e filosofo francés
extremamente influente, que fez contribuigdes significativas para varios dominios da
matematica. Ele se dedicou ao estudo de secdes cOnicas e geometria projetiva e, por meio de
sua correspondéncia com Fermat, estabeleceu os principios fundamentais da teoria da
probabilidade (Debnath; Basu, 2015).

J& Pierre de Fermat foi um jurista e funcionario governamental francés, mais
notavelmente homenageado por suas contribui¢des na teoria dos numeros; especificamente,
pelo ultimo teorema de Fermat. Ele também tem importancia nos fundamentos do calculo

(Debnath; Basu, 2015).

5 Pacioli (2 esquerda). Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pacioli/pictdisplay/
Cardano (centro). Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cardan/pictdisplay/
Tartaglia (a direita). Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Tartaglia/pictdisplay/
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Figura 3 — Blaise Pascal (1623 — 1662) e Pierre de Fermat (1601 — 1665)

Fonte: O’Connor; Robertson (2024)°

A famosa correspondéncia entre eles introduziu o conceito de probabilidade, valor
médio (ou esperado) e probabilidade condicional e, portanto, pode ser considerada a marca do
nascimento da teoria classica da probabilidade (Debnath; Basu, 2015).

A troca de correspondéncia entre Pascal e Fermat, que envolveu a discussdo de
problemas relacionados a jogos de azar, arranjos de objetos e a chance de ganhar um jogo justo,
pode ser considerado o inicio da Teoria da Probabilidade (Debnath; Basu, 2015). Uma traducao

do Problema dos Pontos pode ser encontrada a seguir:

Quadro 8 — Enunciado do Problema dos Pontos

Dois jogadores disputam um jogo de trés pontos onde cada um fez uma aposta de 32 pistoles’. Como
a aposta deve ser dividida se eles tém ou decidirem interromper o jogo antes do final (ambos
assumiam que os dois jogadores tinham habilidades equivalentes).

Fonte: Viali (2008, p. 148)

A solugdo apresentada por Pascal foi examinar todas as possibilidades futuras do
desenvolvimento do jogo. De acordo com Pascal, quando uma moeda ¢ lancada duas vezes, ha

quatro resultados possiveis: CC, CK, KC e KK, onde C significa cara e K coroa, cuja solugdo

6 Pascal (a esquerda). Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pascal/pictdisplay/
Fermat (a direita). Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fermat/pictdisplay/
7 Pistoles foi a moeda utilizada em varios paises europeus até o século XIX (Viali, 2008).
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esta relacionada aos coeficientes binomiais de (C + K )* = C?>+ CK + KC + K?=(C?+ 2CK +
K2. Da mesma forma, quando uma moeda ideal ¢ langada trés vezes, hd oito resultados
possiveis: CCC, CCK, KCK, KCC, CKK, KCK, KKC e KKK. Uma solugdo que eles
associaram aos coeficientes binomiais (reunindo todos os termos de C e K) de (C+ K )*=C* +
3C?K + 3CK? + K? (Debnath; Basu, 2015). Para ilustrar a resolucdo, exploramos um caso no

quadro a seguir Quadro 9:

Quadro 9 — Possibilidades nos Problema dos Pontos

1° RODADA | 2° RODADA | 3° RODADA | GANHADOR | CHANCES
K Jogador 1
K
C Jogador 1
K 7/8
K Jogador 1
C
C Jogador 1
K Jogador 1
K
C Jogador 1
C 1/8
K Jogador 1
C
C Jogador 2

Fonte: Autoria propria

Esses coeficientes conduziram ao tridngulo aritmético, como ¢ mostrado na Figura 3.
Pascal também escreveu seu Traité du triangle arithmetique (Tratado sobre o tridngulo
aritmético), no qual encontrou um arranjo triangular dos coeficientes binomiais e provou muitas
propriedades novas para eles (Debnath; Basu, 2015). Destaca-se que o triangulo aritmético,
tornou-se conhecido como tridngulo de Pascal, embora ja tivesse sido elaborado por outro
académico, o chinés Chu Shih-Chieh, cerca de trés séculos antes (Nobre, 2004). Feita
apresentacdo do Problema dos Pontos, em seguida trataremos de um problema recente, o

Dilema de Monty Hall que teve repercussao pela solucao apresentada.

3.2.3 Dilema de Monty Hall

O terceiro problema ¢ conhecido como o dilema de Monty Hall e ¢ referente a historia
recente. Embora o problema de Monty Hall tenha se tornado conhecido a partir de uma

publicacdo em uma edi¢cdo de 1959 da Scientific American na se¢do “Mathematical Games”,
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versdes desse problema foram encontradas em textos de filosofia do século XVII (Bennett,

2018). O dilema de Monty Hall tem o seguinte enunciado:

Quadro 10 — Enunciado Dilema de Monty Hall

Suponha que os participantes de um programa de auditorio recebam a opgdo de escolher uma dentre
trés portas: atras de uma delas ha um carro; atrds das outras, ha cabras. Depois que um dos
participantes escolhe uma porta, o apresentador, que sabe o que hd atras de cada porta, abre uma
das portas ndo escolhidas, revelando uma cabra. Ele diz entdo ao participante: ‘Vocé gostaria de
mudar sua escolha para a outra porta fechada?’ Para o participante, é vantajoso trocar sua escolha?

Fonte: Mlodinow (2018, p. 61-62)

Este problema ficou bem conhecido, nos Estados Unidos, entre 1963 e 1990 no
programa de televisao de Monty Hall. Porém, a controvérsia sobre a solug¢do correta comegou
depois que uma mulher que ndo era matematica, mas escritora e colunista Marilyn vos Savant
apresentou esse problema aos leitores de sua coluna “Ask Marilyn” e disse que a melhor

estratégia era trocar de porta (vos Savant 1990a, 1990b, 1991a, 1999b apud Bennet 2018).

Figura 4 — Marilyn vos Savant (1946 — presente)

Fonte: BBC®

No entanto, a colunista ¢ recordista do Guinness Book de maior Q.I. manteve o seu
raciocinio e respondeu as criticas de sua solu¢do da seguinte maneira: Sim, vocé deve trocar.

Seguindo o seu raciocinio:

8 Disponivel em: https://www.bbc.com/portuguese/articles/cy90p2y5vixo. Acesso em: 18 jan. 2024
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A primeira porta tem 1/3 de chance de ganhar, mas a segunda porta tem 2/3
de chance. Esta ¢ uma boa maneira de visualizar o que aconteceu. Suponha
que haja um milhdo de portas e que vocé escolha a porta numero 1. Em
seguida, o apresentador, que sabe o0 que esta por tras das portas e sempre
evitard a que tem o prémio, abre todas elas, exceto a porta nimero 777.777.
Vocé€ mudaria para essa porta bem rapido, ndo é mesmo? (vos Savant apud
Rosenhouse, 2009, p. 23, tradug@o nossa).

Para ilustrar esta solugdo, elaboramos o quadro a seguir para tratar das possibilidades

envolvidas em cada estratégia no dilema de Monty Hall.

Quadro 11 — Possibilidades do Dilema de Monty Hall ao ficar com a porta

POSSIVEIS RESULTADOS DA ESTRATEGIA DE FICAR
Porta correta 1° escolha Porta aberta 2° escolha Resultado

A A BouC A Ganha
A B C B Perde
A C B C Perde
B A C A Perde
B B AouC B Ganha
B C A C Perde
C A B A Perde
C B A B Perde
C C AouB C Ganha
Chances de ganhar: 3/9 = 1/3 =33%

Fonte: Autoria propria.

Agora, vamos analisar os possiveis resultados da estratégia de trocar. Claramente, nao
ha necessidades de explorar essas opgoes, obtendo o resultado mais curto ao utilizar a ideia de

evento complementar®.

% Ao considerarmos o evento, ficar com a porta como A e sua probabilidade P(4) = 1/3. Isso implica a
probabilidade de A ndo acontecer, ou seja, a probabilidade de trocar a porta A serd o evento complementar A,
tendo sua probabilidade calculada por P(A¢) =1 —1/3 = 2/3, de acordo com o axioma da Probabilidade
P(A) + P(AS) = 1.



Quadro 12 — Possibilidades Dilema de Monty Hall ao trocar de porta
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POSSIVEIS RESULTADOS DA ESTRATEGIA DE TROCAR
Porta correta 1° escolha Porta aberta 2° escolha Resultado

A A BouC BouC Perde
A B C A Ganha
A C B A Ganha
B A C B Ganha
B B AouC AouC Perde
B C A B Ganha
C A B C Ganha
C B A C Ganha
C C AouB AouB Perde
Chances de ganhar: 6/9 = 2/3 = 66%

Fonte: Autoria propria

Note que a estratégia de trocar de porta fornece mais chances do que permanecer na
escolha, para ser mais especifico as chances chegam a dobrar. Cabe destacar que ter mais
chances nao significa a certeza de que o evento ira acontecer, mas que numero de possibilidades
¢ maior do que outros eventos. Feita apresentagdo dos problemas. Em seguida trataremos do
percurso metodologico em nossa proposta.

ApoOs a apresentacao desta solucdo, ela recebeu diversas cartas, sendo que em 92%
destas, havia a informagdo de que ela estava errada. Se considerassem as cartas vindas de
universidades, 65% eram contrarias a sua resposta (Bennett, 2018). Seguiu-se um debate
acrimonioso e ela recebeu, inclusive, criticas as solugdes de forma bastante desrespeitosas.

Rosenhouse (2009) mostra isto ao destacéa-las, como mostrado a seguir:

Quadro 13 — Criticas feitas a solu¢do de vos Savant para o Dilema de Monty Hall

Como vocé parece gostar de ir direto ao ponto, farei o mesmo. Na pergunta e resposta a seguir, vocé
errou! Deixe-me explicar. Se for demonstrado que uma porta é perdedora, essa informacdo altera a
probabilidade de qualquer uma das opgoes restantes, nenhuma das quais tem qualquer razdo para
ser mais provavel, para 1/2. Como matematico profissional, estou muito preocupado com a falta de
habilidades matemdticas do publico em geral. Por favor, ajude-o confessando seu erro e, no futuro,

sendo mais cuidadoso.
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Vocé errou, e errou muito! Como vocé parece ter dificuldade em entender o principio bdsico em acdo
aqui, vou explicar. Depois que o apresentador revela um bode, vocé tem uma chance em duas de
estar correto. Quer vocé mude sua sele¢do ou ndo, as chances sdo as mesmas. Ja existe analfabetismo
matematico suficiente neste pais, e ndo precisamos que o Q.1. mais alto do mundo propague mais.

Que vergonha!

Sua resposta a pergunta estd errada. Mas se serve de consolo, muitos dos meus colegas académicos

também ficaram perplexos com esse problema.

Vocé esta totalmente incorreta sobre a pergunta do game-show, e espero que essa controveérsia
chame a atengdo do publico nacional para a grave crise nacional na educag¢do matemdtica. Se
conseguir admitir seu erro, terd contribuido de forma construtiva para a solugdo de uma situagdo

deploravel. Quantos matemdticos irritados sdo necessarios para fazer com que vocé mude de ideia?

Vocé cometeu um erro, mas veja o lado positivo. Se todos esses PhDs estivessem errados, o pais

estaria com problemas muito sérios.

Fonte: Rosenhouse (2009, p. 24-25, traducdo nossa)

Encerramos a discussdo sobre os problemas historicos que influenciaram o
desenvolvimento da Probabilidade, evidenciando seu papel central na formalizagdo de
conceitos fundamentais para a ciéncia moderna. A anélise dos principais desafios enfrentados
ao longo do tempo permitiu compreender as bases tedricas que sustentam essa area de estudo.
Com esse panorama histdrico estabelecido, a proxima etapa deste trabalho focard no percurso
metodoldgico da pesquisa, apresentando as abordagens, as técnicas e os procedimentos

utilizados para a investigagdo dos problemas propostos.
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4 PERCURSO METODOLOGICO

Neste capitulo, temos o proposito de descrever o percurso metodoldgico que guiara no
processo de pesquisa. Para tanto, estruturamos sua escrita em trés partes, sendo a primeira
nomeada “Elabora¢ao da proposta”, na qual detalhamos o processo de elaboragdo da proposta;
a segunda, “Contexto, procedimentos de coleta e andlise”, em que situamos o contexto,
procedimentos de coleta e analise; e, por fim, a terceira, “Panorama da implementagao da

proposta”, na qual detalhamos a implementa¢ao da nossa proposta.

4.1 Elaboracao da proposta

Antes de iniciarmos a investigacdo, procuramos referéncias tedricas que tratassem de
HM para o ensino de Matematica, tanto no &mbito nacional quanto internacionalmente. Durante
esse processo, analisamos os trabalhos de Fauvel e Van Maneen (2000), Fried (2001), Mendes,
Fossa e Valdés (2006), Miguel e colaboradores (2009), Mendes (2009) e Miguel e Miorim
(2021) para identificar formas de abordar a HM em sala de aula.

Também verificamos a literatura pertinente a HM para o ensino de Probabilidade, como
apresentado na primeira parte do Capitulo 3. Com base nisso, identificamos como estratégia
para nossa abordagem trazer problemas historicos para o contexto educacional.

Além disso, realizamos um estudo sobre o contexto/processo histérico do
desenvolvimento da Teoria da Probabilidade, apoiado pelos trabalhos de Coutinho (2007), Viali
(2008), Calabria e Cavalari (2013) e Vasconcelos, Vasconcelos e Chaquiam (2022), visando
obter dados para a elaboracao das atividades propostas.

Esses estudos fundamentaram a elaboracdo de uma proposta didatica, que utiliza
elementos da HM para o ensino de Probabilidade. Nesse caso, entendemos que a utilizagdo de
problemas histoéricos € uma estratégia eficaz, que sera detalhada no item seguinte.

A escolha desses problemas se justifica pelo fato de permitir trabalhar os conceitos da
teoria da Probabilidade no Ensino Médio e utilizar materiais concretos. Ademais, os problemas
permitem: compreender os matematicos/estudiosos envolvidos; reproduzir os métodos
empregados ao longo do tempo; discutir a influéncia histérica dos jogos de azar no
desenvolvimento da Probabilidade; e, sobretudo, conhecer a Probabilidade experimentalmente,
para que, posteriormente, seja realizado o célculo efetivo com base no conhecimento

teodrico (Arcego; Berlanda. 2016).
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Ap6s a escolha dos problemas historicos, foram consultados documentos oficiais, como
a BNCC e o Curriculo Referéncia de Minas Gerais (CRMG), para que a proposta se adequasse
as diretrizes desses documentos. De modo especial, o CRMG faz mencao, nos topicos
destinados ao 3° Ano do Ensino Médio, a um dos problemas citados anteriormente (o dilema
de Monty Hall), ao qual se refere como “problema dos bodes e do carro”, conforme apresentado

no trecho a seguir:

Tema 17: Probabilidade

- Relacionar o calculo de probabilidades com os principios de contagem.

- Utilizar simulagGes para estimar probabilidades como, por exemplo, o
problema dos bodes e do carro (ver Revista do professor de
Matematica - SBM - Numero 36).

- Calcular a probabilidade da unido e da intersecdo de dois eventos de
probabilidade conhecida.

- Calcular a probabilidade de se ganhar em um jogo da Mega-Sena, de obter
uma determinada nota em uma prova de multipla escolha, marcando-se as
alternativas ao acaso, etc. (Minas Gerais, 2018, p. 75, grifo nosso)

Além disso, foram consultados livros didaticos e propostas elaboradas por académicos,
dentre os quais: Moraes (2014), Dias (2015), Fernandes e Santos Junior (2015), Kachel e Sad
(2021) Vidarte, Chachapoyas e Cavalari (2021), Vasconcelos, Vasconcelos e Chaquiam (2022).
Dessa forma, foi possivel identificar diferentes abordagens sobre os temas de probabilidade,
sob uma perspectiva historica, além de retomar os trabalhos j4 identificados e estudados no
Capitulo 2.

Assim, com base nesses estudos, elaboramos a proposta com objetivo de que os alunos
compreendessem todo o conteido proposto de Probabilidade para o 3° ano do Ensino
M¢édio, sendo estes os conceitos da Teoria da Probabilidade: experimentos aleatorios, espago
amostral, eventos, calculo da probabilidade e probabilidade condicional — por meio de
problemas historicos.

Inicialmente, adotamos como o referencial tedrico os temas propostos pelo trabalho de
Fried (2001). Durante o desenvolvimento da proposta, tivemos contato com outros trabalhos
como o de Fried (2014) e o de Furinghetti (2019). Conforme exposto no capitulo de referencial
tedrico, existem aproximagdes entre as ideias dos trabalhos consultados. Além das
competéncias e habilidades da BNCC e o CRMG para o Ensino Médio (EM13MAT106),
(EMI3MAT311), (EM13MAT312) (EMI3MATS511), conforme apresentado no quadro a

seguir:



Quadro 14 — Competéncias e Habilidades da BNCC e CRMG

Competéncia Especifica 1. Utilizar estratégias, conceitos e
procedimentos matematicos para interpretar situagdes em
diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes

51

socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes
meios, de modo a contribuir para uma formagao geral.

» (EM13MAT106) Identificar situacdes da vida cotidiana nas quais seja necessario
fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.)

Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, cONceitos,
definicbes e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,

solugdes propostas, de modo a construir argumentacio

analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das
consistente. J

» (EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que
envolvem o calculo da probabilidade.

= (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de
probabilidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer
conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacdo de padrdes, experimentacdes e diferentes

demonstracdo cada vez mais formal na validag¢do das referidas

tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
conjecturas. J

= (EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais,
discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicagdes no
calculo de probabilidades.

Fonte: Adaptado de Brasil (2018) ¢ Minas Gerais (2018)

A proposta foi elaborada inicialmente para 20 aulas (de 50 minutos) e dividida em trés

momentos, cada um dedicado ao estudo de um dos problemas histéricos. Foram seguidas a

ordem cronologica, além de consideradas as possiblidades didaticas de cada problema historico

para a abordagem de conceitos. Contudo, cabe ressaltar que a organizagdo ficou a critério do

pesquisador e poderia ser elaborada de outra maneira. O primeiro momento foi dedicado ao

Problema dos Dados, o segundo ao Problema dos Pontos e, por fim, o terceiro ao dilema de

Monty Hall, conforme indicado no Quadro 15:
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Quadro 15 — Estrutura da proposta didatica elaborada

MOMENTO QUANTIDADE DE AULAS
Momento 1 — Problema dos Dados 4 aulas (3h e 20 min)
Momento 2 — Problema dos Pontos 8 aulas (6h e 40 min)
Momento 3 — Dilema de Monty Hall 8 aulas (6h e 40 min)
TOTAL 20 aulas (16h e 40min)

Fonte: Autoria propria

De modo geral, cada momento visa tratar de um problema especifico em que foram
desenvolvidos os conceitos da Teoria da Probabilidade, e os alunos s6 seriam informados de
que se tratava de um problema histoérico durante a corre¢ao das atividades. Além disso, apos a
corre¢ao das atividades realizadas pelos alunos, seria feita uma breve contextualizagao historica
do problema resolvido, além de apresentados os personagens envolvidos em sua solucdo
(APENDICE H). A seguir sera detalhado o desenvolvimento de cada aula da proposta.

O objetivo deste Momento 1, ao trabalhar com o Problema dos Dados, ¢ que os alunos
aprendam os conceitos de experimentos aleatorios, espaco amostral e eventos, identificando-os
e descrevendo-os para resolver e elaborar problemas relacionados ao célculo de probabilidades.

Detalhamos, no Quadro 16, o planejamento das aulas do Momento 1.

Quadro 16 — Planejamento das aulas do Momento 1

MOMENTO 1 — Problema dos Dados
Previsto Contetido programatico: Experimentos aleatorios, espaco amostral e eventos

Objetivos das aulas:
Espera-se que ao término das aulas os alunos sejam capazes de:
= Compreender o conceito de experimento aleatorio;
= Reconhecer e determinar um espaco amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;
= (Classificar eventos aleatdrios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”.
= Desenvolver os conceitos de experimentos aleatorios, espaco amostral e
eventos na resolucdo de problemas historicos.
2 Aulas (1h | Competéncias e Habilidades: C1 (EM13MATI106) C3 (EMI3MAT311) C5
e 40 min) | (EM13MATS11)
Procedimentos:
= Socializagdo inicial com os alunos;
= Aplicagdo da Atividade 1, feita em grupos, que explora os conceitos de
experimento aleatério, espaco amostral, eventos e seus tipos, bem como o
Problema dos Dados resolvido por Galileu Galilei (1564-1642).
Recursos. Impressio da Atividade 1 (APENDICE A), lapis, borracha, trés dados de
6 faces cada (para cada grupo).
Avaliacio. Envolvimento dos alunos na realizagdo da Atividade 1.
Contetido programatico: Experimentos aleatérios, espaco amostral e eventos
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2 Aulas (1h
e 40 min)

Objetivos das aulas:
Espera-se que ao término das aulas os alunos sejam capazes de:
=  Compreender o conceito de experimento aleatério;
= Reconhecer e determinar um espago amostral;
»= Compreender o que caracteriza um evento;
= (lassificar eventos aleatorios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”.
Competéncias e Habilidades: C1 (EM13MATI106) C3 (EM13MAT311) C5
(EM13MATS511)
Procedimentos:
= Debate sobre as solugdes encontradas pelos alunos;
=  Apresentagdo formal dos conceitos trabalhados na Atividade 1, tais como:
experimento aleatorio, espago amostral, eventos e seus tipos, além da
correcdo das questdes;
= Apresentagdo em slides do Problema dos Dados resolvido por Galileu Galilei
(1564-1642) (APENDICE H).
Recursos: Apresentacdo em slides, computador, televisdo, quadro, pincel e apagador
Avaliaciio: Entrega da Atividade 1 (Problema dos Dados) (APENDICE A), assim
como envolvimento dos alunos na apresentacdo dos conceitos e sua correcao.
Referéncias utilizadas no Momento 1:
ANDRADE, Thais Marcelle de (ed.). Matematica Interligada: estatistica, analise
combinatoria e probabilidade. 1. ed. Sao Paulo: Scipione, 2020.

CALABRIA, Angelica Raiz; CAVALARI, Mariana Feiteiro. Um passeio historico
pelo inicio da Teoria das Probabilidades. /n: X Seminario Nacional de Historia da
Matematica. Campinas, 2013.

TOTAL

4 aulas (3h e 20 min)

Fonte: Autoria propria

O Momento 2, ao trabalhar com o Problema dos Pontos, visa que os alunos entendam o

conceito de probabilidade de um evento e da unido de eventos, reconhecendo os diferentes tipos

de espacos amostrais e investigando suas implicagdes no calculo de probabilidades; além de

resolver e desenvolver problemas que envolvam o calculo de probabilidade de eventos

aleatdrios sucessivos. Detalhamos, no Quadro 17, o planejamento das aulas do Momento 2.

Quadro 17 — Planejamento das aulas do Momento 2

MOMENTO 2 - Problema dos Pontos

Previsto | Contetido programatico: Probabilidade de um evento e da unido de eventos
Objetivos das aulas:
Espera-se que ao término das aulas os alunos sejam capazes de:
=  Reconhecer e determinar um espago amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;
= (Classificar eventos aleatorios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”;
2 Aulas : - )
(1h e 40 * Compreender o conceito de probablihdade, N
min) = Calcular a probgbﬂ@ade dc? determinado evento ¢ da unido de eventos ocorrer
nas formas fraciondria, decimal e percentual;
= Calcular a probabilidade de acontecimentos em um espago amostral;
= Calcular a probabilidade de um evento nio ocorrer.
Competéncias e Habilidades: C3 (EM13MAT311) C5 (EM13MATS511)
Procedimentos:
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= Revisdo dos conceitos trabalhados na 2° Aula;

=  Aplicacdo da Atividade 2 que explora seis situacdes envolvendo o calculo das
probabilidades de um evento e da unido de evento, assim como os axiomas da
Teoria das Probabilidades, nas quais algumas serfo resolvidas pelo professor;

Recursos: Apresentagdo em slides, computador, televisdo, quadro pincel, apagador,
impressdo da Atividade 2 (APENDICE B), lapis e borracha.

Avalia¢ao: Envolvimento dos alunos na realizagdo da Atividade 2.

Conteudo programatico: Probabilidade de um evento e da unido de eventos

Objetivos das aulas:
Além dos objetivos anteriores, ao término das aulas, espera-se que os alunos sejam
capazes de:
= Conhecer elementos da HM de modo a mostra-la como uma constru¢do humana
e que pode ser interessante e acessivel.
= Desenvolver os conceitos do céalculo de probabilidade de evento na resolugdo
de problemas histdricos.

Competéncias e Habilidades: C3 (EM13MAT311) C5 (EM13MATS511)

Procedimentos:
= Debate com a turma sobre as questoes e as duvidas da Atividade 2;

(21 ﬁ EIZ(S) = Coqegﬁo das qu.es.tf)es da Atividade 2;
min) = Aplicacdo da Atividade 3 (APENDICE C) que apresenta o Problema dos Pontos
resolvido por Pascal (1623 — 1662) e Fermat (1601 — 1655) e que explora o
calculo das probabilidades numa divisdo de apostas
= Debate com a turma sobre as questdes ¢ as duvidas da Atividade 3;
= Apresentacdo do video https://youtu.be/NnJHdr3BXno que tratar do Problema
dos Pontos resolvido por Pascal (1623 — 1662) e Fermat (1601 — 1655). Apos o
video debater com os alunos as seguintes questdes: — Vocés perceberam como
a Matematica pode ser desenvolvida? — Sera que a Matematica ¢ feita apenas
por Matematicos (ou génios)?
Recursos: Apresentacdo em slides, computador, televisdo, quadro, pincel e apagador.
Avaliacdo: Entrega da Atividade 3 (APENDICE C), assim como o envolvimento dos
alunos na apresentacdo dos conceitos e sua correcao.
Conteudo programatico: Probabilidade de um evento e da unido de eventos
Objetivos das aulas:
Espera-se que ao término das aulas os alunos sejam capazes de:
= Reconhecer e determinar um espago amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;
= (Classificar eventos aleatorios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”;
= Compreender o conceito de probabilidade;
» Calcular a probabilidade de determinado evento e da unido de eventos ocorrer
2 Aulas nas formas fraciondria, decimal e percentual;
(1Th e 40 = Calcular a probabilidade de acontecimentos em um espago amostral;
min) * Calcular a probabilidade de um evento ndo ocorrer.
Competéncias e Habilidades: C3 (EMI13MAT311) (EMI3MAT312) C5
(EM13MAT511)
Procedimentos:
= Revisdo dos conceitos trabalhados na 4° Aula;
= Aplicacdo das atividades de revisdo (parte 1).
Recursos: Impressdo das atividades de revisio (parte 1) (APENDICE D), lapis e
borracha.
Avaliacfo: Envolvimento dos alunos na realizac¢do das atividades de revisdo (parte 1).
Conteudo programatico: Probabilidade de um evento e da unido de eventos
2 Aulas - -
(1h e 40 Objetivos da aula,: ' .
min) Espera-se que ao término das aulas os alunos sejam capazes de:

= Reconhecer e determinar um espago amostral;
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= Compreender o que caracteriza um evento;

= (lassificar eventos aleatorios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”;

=  Compreender o conceito de probabilidade;

= Calcular a probabilidade de determinado evento e da unido de eventos ocorrer
nas formas fracionaria, decimal e percentual;

= (alcular a probabilidade de acontecimentos em um espago amostral,

= Calcular a probabilidade de um evento nio ocorrer.

Competéncias e Habilidades: C3 (EM13MAT311) C5 (EM13MATS511)

Procedimentos:
= Debate com a turma sobre as questdes e as duvidas das atividades de revisao
(parte 1);
= Corre¢do das questdes da das atividades de revisdo (parte 1).

Recursos: Apresentacdo em slides, computador, televisdo, quadro, pincel e apagador.

Avaliacio: Entrega atividades de revisdo (parte 1) (APENDICE D), assim como o
envolvimento dos alunos na apresentagdo dos conceitos € sua correcao.

Referéncias utilizadas no Momento 2:
ANDRADE, Thais Marcelle de (ed.). Matematica Interligada: estatistica, analise
combinatoria e probabilidade. 1. ed. Sdo Paulo: Scipione, 2020.

CALABRIA, Angelica Raiz; CAVALARI, Mariana Feiteiro. Um passeio historico
pelo inicio da Teoria das Probabilidades. /n: X Seminario Nacional de Historia da
Matematica. Campinas, 2013.

BONJORNO, José Roberto; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy; DE SOUSA, Paulo
Roberto Camara. Prisma matematica: estatistica, combinatoria e probabilidade. 1. ed.
Sao Paulo: FTD, 2020.

MORAES, Luis Claudio Longo. ensino de Probabilidade: Historicidade e
Interdisciplinaridade. 2014. 136 p. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT) - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro,
Seropédica, 2014.

TOTAL

8 aulas (6h e 40 min)

Fonte: Autoria propria

Por ultimo, o Momento 3, dedicado ao Dilema da Monty Hall, objetiva que os alunos

compreendam o conceito de Probabilidade condicional, identificando eventos independentes e

ndo independentes em questdes relacionadas ao calculo de probabilidades, resolvendo

problemas que envolvem o conceito de probabilidade condicional. Detalhamos, no Quadro 18,

o planejamento das aulas do Momento 3.

Quadro 18 — Planejamento das aulas do Momento 3

MOMENTO 3 — Dilema de Monty Hall
Previsto Conteudo programatico: Probabilidade condicional.
Objetivos da aula:

= Reconhecer e determinar um espago amostral;
2 Aulas :

= Compreender o que caracteriza um evento;
(1The 40 . . o S

min) = Compreender e aplicar o conceito de probabilidade condicional;
=  Conhecer elementos da HM de modo a mostra-la como uma construgio
humana e que pode ser interessante e acessivel.
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= Desenvolver os conceitos de probabilidade condicional na resolugdo de
problemas historicos.

Competéncias e Habilidades: C3 (EMI13MAT311) (EMI13MAT312) C5
(EM13MATS511)

Procedimentos:
= Apresentagdo do video https://youtu.be/TSQYTrDReTo que ira tratar do
dilema de Monty Hall resolvido por Marilyn vos Savant (1946 — presente);
= Aplicagdo da Atividade 4 envolvendo o dilema de Monty Hall, que ira explorar
a nogdo intuitiva de probabilidade condicional por meio de realizagdo do jogo
de Monty Hall com os alunos, além de outras questdes sobre o céalculo da
probabilidade condicional.

Recursos: Impressio Atividade 4 (APENDICE E), lapis e borracha, 3 copos e
brinquedos.

Avaliacio: Envolvimento dos alunos na realiza¢do da Atividade 4.

2 Aulas
(lh e 40
min)

Contetido programatico: Probabilidade condicional.

Objetivos da aula:
= Reconhecer e determinar um espaco amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;
= Compreender e aplicar o conceito de probabilidade condicional;
= Humanizar a Matematica por meio da HM,;
= Tornar a Matematica mais interessante, mais compreensivel e mais acessivel
por meio da HM;
= Fornecer insight sobre temas, problemas e solugdes por meio da HM.

Competéncias e Habilidades: C3 (EM13MAT311) (EM13MAT312) C5
(EM13MATS511)

Procedimentos:
= Debate com a turma sobre as questoes ¢ as duvidas da Atividade 4;
= Correcdo das questdes da Atividade 4;
=  Apresentacdo em slides do dilema de Monty Hall Marilyn vos Savant (1946 —
presente). Apos a apresentacdo sera questionado aos alunos: — Vocés conhecem
mulheres que contribuiram para Matematica? — Sera que a Matematica ¢ feita
apenas por homens?

Recursos: Apresentacdo em slides, computador, televisdo, quadro, pincel e apagador.

Avaliacio: Entrega da Atividade 4 (APENDICE E), assim como o envolvimento dos
alunos na apresentagdo dos conceitos e sua correcao.

2 Aulas
(1h e 40
min)

Conteudo programatico: Probabilidade condicional.

Objetivos da aula:
= Reconhecer e determinar um espago amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;
= Compreender e aplicar o conceito de probabilidade condicional.

Competéncias e Habilidades: C3 (EMI13MAT311) (EMI13MAT312) C5
(EM13MATS511)

Procedimentos:
=  Revisdo dos conceitos trabalhados na 4° Aula;
= Aplicagdo das atividades de revisdo (parte 2).

Recursos: Impressio das atividades de revisdo (parte 2) (APENDICE F), lapis e
borracha.

Avaliacdo: Envolvimento dos alunos na realizago das atividades de revisao (parte 2),

2 Aulas
(lh e 40
min)

Contetido programatico: Probabilidade condicional.

Objetivos da aula:
= Reconhecer e determinar um espago amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;
= Compreender e aplicar o conceito de probabilidade condicional.
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Competéncias e Habilidades: C3 (EMI13MAT311) (EMI13MAT312) C5
(EM13MATS511)
Procedimentos:

= Debate com a turma sobre as questdes ¢ as duvidas das atividades de revisao

(parte 2);

= Correcdo das questdes da das atividades de revisdo (parte 2).
Recursos: Apresentacdo em slides, computador, televisdo, quadro, pincel e apagador.
Avaliagdo: Entrega atividades de revisio (parte 2) (APENDICE F), assim como o
envolvimento dos alunos na apresentagdo dos conceitos € sua corregao.
Referéncias utilizadas no Momento 3:
BONJORNO, José Roberto; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy; DE SOUSA, Paulo
Roberto Camara. Prisma matematica: estatistica, combinatoria e probabilidade. 1.
ed. Sdo Paulo: FTD, 2020.

MORAES, Luis Claudio Longo. ensino de Probabilidade: Historicidade ¢
Interdisciplinaridade. 2014. 136 p. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT) - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro,
Seropédica, 2014.

MLODINOW, Leonard. O andar do bébado: como o acaso determina nossas vidas.
2. ed. Rio de Janeiro: Zahar, 2018.
TOTAL 8 aulas (6h e 40 min)

Fonte: Autoria propria

Apbs tratarmos dos processos envolvidos na elaboragdo da nossa proposta didatica, na
secdo subsequente descrevemos o contexto, os procedimentos de coleta e a analise empregada

em nossa investigagao.

4.2 Contexto, procedimentos de coleta e analise

Para atingirmos os objetivos estabelecidos para nossa investigacdo, a abordagem
adotada para este estudo foi a qualitativa. Segundo Goldenberg (2004, p. 14), nessa abordagem,
“[...] a preocupacao do pesquisador ndo ¢ com a representatividade numérica do grupo
pesquisado, mas com o aprofundamento da compreensdao de um grupo social, de uma
organizagdo, de uma institui¢do, de uma trajetoria etc.”.

Como nossa investigacdo tem como ambiente natural a sala de aula, sendo esta nossa
fonte direta dos dados, utilizamos registros em dudio e documentos. Esses dados coletados sdo,
sobretudo, descritivos, mostrando que nossa preocupacao com o processo foi maior do que com
o resultado, o que, segundo Liidke e André (2018), define uma pesquisa qualitativa.

Para tanto, a proposta didatica foi desenvolvida no segundo bimestre de 2023, em uma

turma do 3° ano do Ensino Médio de uma escola publica no municipio do Sul de Minas Gerais,
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mediante a aprovagdo da direcdo escolar, com 30 alunos regularmente matriculados'® que
optaram pela participagdo da pesquisa. Nesse contexto, destacamos que obtivemos a
aprovacdo'! de um Comité de Etica em Pesquisa para a realizac¢io da investigacio.

Embora a proposta inicial tenha sido elaborada para 20 aulas, sua implementagao se
estendeu para 26. A extensdo do periodo ocorreu devido as interferéncias durante a
implementa¢do, dentre as quais estdo saidas de alguns alunos para participar ou organizar
eventos escolares, avisos de membros da comunidade escolar e/ou externos para informar sobre
outros eventos, o que, consequentemente, dificultou o acompanhamento da proposta por alguns
alunos. Posteriormente, detalharemos essas e outras dificuldades enfrentadas, bem como o
processo de implementacdo da proposta didatica. Detalhamos, no Quadro 19, o cronograma de

implementagao da proposta.

Quadro 19 — Cronograma de implementagdo da proposta didatica

Encontro | Data Descricao
- Apresentagao da pesquisa
1 08/05/23 | - Atividade 1 (Problema dos Dados) (APENDICE
A)

o
E 2 10/05/23 - Continuagao da Atividade 1
E - Corregao da Atividade 1
= 3 15/05/23 . .
o - Defini¢ao de conceitos trabalhados
= - Continuagao da corre¢ao da Atividade 1

4 17/05/23 - Apresentagdo do Problema dos Dados

(APENDICE H)

5 22/05/23 - Atividade 2 (APENDICE B)

6 24/05/23 - Continuagao da Atividade 2
N
8 7 29/05/23 - Correcao da Atividade 2
E - Atividade 3 (Problema dos Pontos) (APENDICE
= 8 31/05/23
o C)
= 9 05/06/23 - Questionamentos do Momento 2

10 07/06/23 | - Atividades de revisio (parte 1) (APENDICE D)

10 Nio foi realizado um calculo de amostra para sele¢do dos participantes, sendo suficiente os alunos de uma turma
do Ensino Médio.
' Nimero do CAAE: 62760422.2.0000.5102 — Numero do Parecer: 5682958 de 04 de outubro de 2022.
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11 12/06/23 - Corregao das Atividades de revisdo (parte 1)
- Atividade 4 (Dilema de Monty Hall) (APENDICE
12 14/06/23 E)

- Questionamentos do Momento 3

- Atividades de revisdo (parte 2) (APENDICE F)
13 26/06/23 - Corregao Atividades de revisao (parte 2)
- Atividade final (APENDICE G)

MOMENTO 3

Fonte: Autoria propria

Cada encontro teve duas aulas (1h e 40 min), totalizando 26 aulas (21h e 40 min). As
aulas foram gravadas em &udio e, posteriormente, transcritas para analise dos dados. Cabe
ressaltar que, em diversos momentos, os alunos se sentiram inibidos pela presenca do gravador,
de modo que ficaram receosos para responder as perguntas. Embora inicialmente tenha havido
essa complicacdo, com o tempo os alunos foram se habituando a presenca do gravador durante
as aulas.

Além disso, as atividades foram registradas em didrio de campo, nos moldes do indicado
por Fiorentini e Lorenzato (2012, p. 119), em que “[...] o pesquisador registra observacdes de
fendmenos, faz descrigdes de pessoas e cenarios, descreve episoddios ou retrata didlogos™.
Também contamos com um didrio de campo elaborado pelo docente regente da turma, que
participou das aulas. Foi estabelecido que o professor regente, por ter mais contato com a turma,
fizesse anotacdes sobre mudancas de postura e entendimentos dos alunos em sala de aula.

Além disso, foram recolhidas as 6 atividades realizadas pelos alunos ao longo do
desenvolvimento da proposta elaborada e, ainda, foi proposta uma atividade final (APENDICE
G), desenvolvida com o intuito de ter um feedback dos alunos acerca das propostas vivenciadas.
A atividade final ndo foi realizada em sala de aula: os alunos puderam levar para casa e
responder. Tal atividade foi opcional e andnima, assim, apenas 12 alunos responderam.

Com vistas a manter o sigilo da identidade dos alunos, elaboramos cddigos para
identifica-los, assim, cada um sera identificado com um nome das constelacdes descritas no

Almagesto'? de Ptolomeu.

2.0 Almagesto, obra de Claudio Ptolomeu (c. 100 — 178 d.C.), consiste em 13 livros com uma descrigdo
matematica abrangente do modelo grego do universo, detalhando os movimentos do Sol, Lua e planetas. O
Almagesto foi o alicerce da astronomia grega, substituindo trabalhos anteriores e estabelecendo a base para criar
modelos matematicos para prever fendmenos naturais. Além disso, exerceu uma influéncia notavel por séculos,
servindo de base para estudos astrondmicos posteriores, tanto no mundo islamico quanto no Ocidente, incluindo
o trabalho de Copérnico. O termo “Almagesto” originou-se da tradugdo arabe “al-magisti”, que significa “a
maior”, destacando sua importincia como a maior colegdo no campo da astronomia (Katz, 2009).
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Apods a etapa de coleta de dados, iniciamos as andlises, selecionando trechos das
transcrigdes de audio, atividades e anotacdes no didrio de campo, que poderiam nos ajudar a
responder as perguntas da pesquisa.

Os dados obtidos por meio dos diferentes instrumentos ja mencionados — registros em
dudios das aulas e suas transcrigdes, registros do didrio de campo do pesquisador e do professor
regente, bem como as atividades dos alunos — foram confrontados e combinados. Assim,

utilizamos elementos da triangulacdo, que segundo Flick (2009), na pesquisa qualitativa

[...] implica que os pesquisadores assumam diferentes perspectivas sobre uma
questdo em estudo ou, de forma mais geral, ao responder a pergunta de
pesquisa. Essas perspectivas podem ser substanciadas pelo emprego de varios
métodos e/ou varias abordagens teoricas. [...] Além disso, refere-se a
combinacio de diferentes tipos de dados no contexto das perspectivas
teoricas que sdo aplicadas aos dados (Flick, 2009, p. 62, grifo nosso).

Esses dados foram analisados por meio de agrupamentos de semelhanga, tendo como
base a literatura voltada a HM em sala de aula, sobretudo, Furinghetti (2020). Conforme ja
explicitado, essa autora apresenta dois eixos que reunem as potencialidades da utilizagdo da
HM em sala de aula, sendo: 1. Histéria para promover a Matematica; 2. Histéria para a
construcao do conhecimento matematico.

No quadro, exposto a seguir, fazemos uma sintese para a andlise dos dados, que
apresenta os dois eixos propostos por Furinghetti (2019) e os seus temas centrais, abordados no
Capitulo 2, que, em nosso entendimento, se relaciona e contempla as principais ideias

apresentadas por Fried (2001, 2014).

Quadro 20 — Sintese dos agrupamentos elaborados

EIXO AGRUPAMENTOS
A abordagem histérica contribuiu para: Humanizar a Matematica;

evidenciar que ndo héa grupos especificos predestinados a fazer

matematica, como homens ou pessoas geniais; mostrar que o trabalho

Historia para do matematico ndo ¢ necessariamente solitdrio; mostrar a
romover a o . .

P " possibilidade de ter diversas solu¢des para um mesmo problema e ela

Matematica

ser aceita ou ndo depende do contexto/momento histdrico;
apresentar a relevancia dos problemas da matemadtica ou reais na

constru¢do do pensamento matematico.
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Histoéria para a
construcao do
conhecimento compreender certos motivos relacionados a Matematica.
Matematico
Fonte: Autoria propria

A apresentacdo de conceitos e teorias matematicas e permite

Feita a apresentag¢do do percurso metodolégico do nosso trabalho, no préximo capitulo,
relatamos a implementacdo da proposta didatica, assim como analisamos as potencialidades e

as limitagdes pedagdgicas identificadas.

4.3 Panorama da implementacio da proposta

Como mencionado no inicio deste capitulo, apresentamos, neste topico, um panorama
da implementac¢do da nossa proposta didatica, que se desenvolveu em uma turma do 3° ano do
Ensino Médio de uma escola publica no municipio do Sul de Minas Gerais, com 30 alunos
regularmente matriculados.

De acordo com o planejamento inicial, implementamos a proposta no horario das aulas
de Matematica, com a presenga do professor regente. Conforme mencionado anteriormente,
embora sua elaboracdo tenha sido feita para 20 aulas, esse periodo se estendeu para 26. Essa
extensao ocorreu devido as interferéncias durante a implementagdo, dentre as quais estao saidas
de alguns alunos para participar ou organizar eventos escolares, avisos de membros da
comunidade escolar e/ou externos para informar sobre outros eventos.

Nesse contexto, iniciamos com o relato do Momento 1, que foi elaborado para tratar dos
conceitos iniciais da Teoria da Probabilidade.

O Momento 1, dedicado ao Problema dos Dados, foi desenvolvido no periodo
compreendido entre os dias 8 de maio de 2023 e 17 de maio de 2023, tendo duracdo de quatro
encontros de duas aulas, totalizando oito aulas (6h e 40 min). Visamos, nesse Momento 1,
trabalhar com o conteudo referente aos experimentos aleatorios, espaco amostral e eventos.

Em vista disso, elaboramos a Atividade 1 (APENDICE A) para trabalhar com os alunos
em grupos questdes envolvendo o langamento de dados, até chegarmos ao Problema dos Dados,
com o intuito de introduzir os conceitos fundamentais da Teoria da Probabilidade. Salientamos
que, ao implementar a Atividade 1, desenvolvemos conceitos que se referem as seguintes

habilidades da BNCC e CRMG para o estudo Probabilidade, a saber:
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1. (EMI3MATI106) — “Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método
contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.)” (Brasil, 2018,
p. 525).

2. (EMI3MAT311) — “Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o
calculo da probabilidade” (Brasil, 2018, p. 529).

3. (EM13MATS511) — “Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais,
discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar implicagdes no calculo de

probabilidades” (Brasil, 2018, p. 533).

Para desenvolver essas habilidades, a Atividade 1 foi estruturada em duas questdes
divididas em trés etapas. A questdo 1 faz uma prévia do que seria o Problema dos Dados,
descrevendo uma situagdo mais simples, envolvendo a escolha do nimero de maior chance num
jogo de 2 dados honestos de 6 faces cada. Posteriormente, sdo exploradas as possibilidades
desse mesmo jogo, de modo a determinar conceitos da Teoria da Probabilidade, como: espago
amostral, evento e tipos de evento.

Ja a questdo 2 estd voltada para o Problema dos Dados. Mas antes de chegar em seu
enunciado, sdo exploradas as possibilidades de escolha do nimero de maior chance num jogo,
agora com 3 dados honestos de 6 faces cada. Depois, também foram trabalhadas outras
possibilidades desse mesmo jogo, de modo a guiar os alunos a pergunta que levou ao Problema
dos Dados, proposto por um amigo de Galileu Galilei (1564 — 1642), o qual resolveu em
sua obra Sopra le scoperta dei dadi (Sobre o jogo de dados), um manual sobre jogos de azar.

Nos dois primeiros encontros, realizados nos dias 8 e 10 de maio de 2023, nos
dedicamos a apresentacdo inicial da pesquisa e a realiza¢do da Atividade 1. Apos esclarecer
nossa proposta, disponibilizamos o TCLE para aqueles que se dispuseram a participar da
pesquisa para assinatura dos responsaveis. Todos optaram pela participacdo e os alunos que
atingiram a maioridade assinaram e entregaram o TCLE no mesmo dia.

Antes de iniciar a Atividade 1, solicitamos que os alunos se organizassem em trios e
fossem responsaveis pela escolha dos outros membros. Assim, entregamos 3 dados de 6 faces
cada para cada trio realizar as questdes propostas.

O desenvolvimento da Atividade 1, assim como das outras, ocorreu conforme o
entendimento da sala. Logo, havia questdes que se alongaram mais do que outras e que

precisaram de um pouco mais de discussoes e interagdes em sala de aula, ja que nossa proposta



63

se utilizou constantemente de experimentacgdo [lancamento dos dados] e da analise teorica dos
conceitos de Probabilidade. Além disso, por se tratar de uma turma do 3° ano do Ensino Médio,
houve algumas interrupgdes que ocorreram devido as atividades escolares como reunides com
os representantes de sala, mediadas pela direcdo, bem como reunides com a turma acerca da
formatura.

Ja os Encontros 3 e 4, realizados nos dias 15 e 17 de maio de 2023, foram dedicados a
correcao da Atividade 1 ¢ a definicao formal dos conceitos de Probabilidade trabalhados.
Optamos por definir os conceitos ap6s a realizacdo da Atividade 1 como uma alternativa ao que
¢ comum no ensino de Matematica: trazer as definigdes antes de trabalhar as atividades. Como
ndo mencionamos que os alunos resolveram um problema historico, optamos por ndo falar
diretamente sobre ele para ndo inibirmos os alunos e/ou acharem que ndo iriam conseguir
resolvé-lo. Ao final do Momento 1, apresentamos o Problema dos Dados ¢ a solu¢ao proposta
por Galileu Galilei (1564 — 1642), que gerou certo espanto nos alunos.

Encerramos o Momento 1, que tinha como objetivo trabalhar com o conteudo referente
aos experimentos aleatdrios, espago amostral e eventos, com o apoio do Problema dos Dados.
Em seguida, detalhamos o Momento 2, que visava desenvolver o conceito de calculo da

probabilidade de um evento e da unido de eventos.

MOMENTO 2 — Problema dos Pontos

O Momento 2, dedicado ao Problema dos Pontos, foi desenvolvido no periodo
compreendido entre 22 de maio de 2023 e 12 de junho de 2023, tendo duracdo de sete encontros
de duas aulas, totalizando catorze aulas (11h e 40 min). Visamos, nesse experimento, trabalhar
com o conteudo referente a probabilidade de um evento e da unido de eventos.

Em vista disso, elaboramos a Atividade 2 (APENDICE B) e a Atividade 3
(APENDICE C). A Atividade 2 foi estruturada em 6 situagdes, nas quais foram trabalhados o
calculo da probabilidade de um evento e da unido de eventos, além de abordar os axiomas da
Probabilidade. Optamos por trabalhar previamente com o célculo da probabilidade para os
alunos poderem desenvolvé-lo no Problema dos Pontos, proposto na Atividade 3. Também
salientamos que, ao implementar a Atividade 2 e 3, desenvolvemos conceitos que se referem as
habilidades EM13MAT311 e EM13MATS511 da BNCC e CRMG para o estudo Probabilidade,
que ja foram mencionadas neste capitulo.

Os Encontros 5 e 6, realizados nos dias 22 e 24 de maio de 2023, foram dedicados a

realizagdo da Atividade 2. Durante seu desenvolvimento, foram propostas 6 situagdes
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envolvendo o calculo de probabilidades. Foram discutidas formas de realizar esse calculo junto
dos alunos. No Encontro 7, realizado no dia 29 de maio de 2023, realizamos a corre¢ao da
Atividade 2, bem como a formalizacao dos conceitos trabalhados.

Ja o Encontro 8, realizado no dia 31 de maio de 2023, foi dedicado a realizacao da
Atividade 3, que envolvia o Problema dos Pontos, marcando o inicio do desenvolvimento da
Teoria da Probabilidade, tendo sido resolvido por Blaise Pascal (1623 — 1662) e Pierre de
Fermat (1601 — 1665).

Para a realizagdo da Atividade 3, solicitamos, no encontro anterior, que os alunos
levassem moedas. Entdo, organizamos a sala de aula em duplas para os alunos jogarem e
elaborarem, caso o jogo fosse interrompido antes do fim, uma estratégia justa para dividir a
aposta. Destacamos que, nesse encontro, apenas 9 alunos realizaram a atividade até o fim
devido as condicdes climaticas anteriores e aos ensaios da festa junina.

Novamente, ndo era de conhecimento dos alunos que Atividade 3 era um problema
historico. Sendo assim, no Encontro 9, realizado no dia 05 de junho de 2023, apresentamos os
aspectos historicos do Problema dos Pontos e aqueles que se dedicaram na sua solugdo. Apos a
apresentacdo, alguns questionamentos foram propostos aos alunos, com intuito de refletir por

meio HM sobre a percep¢do da Matematica, saber:

Quadro 21 — Questionamentos propostos para o Momento 2

PERGUNTAS (Problema dos Pontos)

1. O que vocés entenderam da animagao?

2. Vocés reconhecem os dois personagens da animagao?

3. Vocés entendem que nessa troca de correspondéncias houve a producdo do
conhecimento matematico?

4. Como vocés entendem que o conhecimento matematico ¢ produzido?

5. O trabalho do Matematico ¢ solitario? Existem discordancias entre os matematicos?

6. Vocés entendem que o conhecimento matematico surge dos problemas da realidade
ou da propria Matematica?

7. Ao longo da historia, vocé€s acham que somente pessoas dedicadas
exclusivamente a Matemdtica produziram o conhecimento matematico? A

Matematica ¢ feita apenas por pessoas geniais?

Fonte: Autoria propria
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Para encerrar o Momento 2, tendo em vista o trabalho com o contedo referente a
probabilidade de um evento e da unido de eventos com o apoio do Problema dos Dados,
propomos Atividades de Revisio I (APENDICE D) para retomar os contetidos até entio
trabalhados.

Os Encontros 10 e 11, realizados nos dias 07 ¢ 12 de junho de 2023, foram dedicados a
realizacdo das Atividades de Revisdo I, retomando os conteudos referentes aos conceitos
de experimentos aleatorios, espago amostral e eventos, bem como ao célculo da probabilidade
de um evento e da unido de eventos. Em seguida, detalhamos o Momento 3, que

visava desenvolver o conceito de calculo de probabilidade condicional.

MOMENTO 3 — Dilema de Monty Hall

O Momento 2, dedicado ao Dilema de Monty Hall, foi desenvolvido no periodo
compreendido entre 14 de junho de 2023 e 26 de junho de 2023, tendo duragdo de dois
encontros de duas aulas, totalizando quatro aulas (3h e 20 min). —Visamos, nesse Momento 3,
trabalhar com o conteudo referente a probabilidade condicional.

Em vista disso, elaboramos a Atividade 4 (APENDICE E) para trabalhar com os alunos
em grupos: questdes envolvendo o calculo de probabilidade de eventos sucessivos, como o
Dilema de Monty Hall. A Atividade 4 foi estruturada em 3 questdes € optamos por realizar o
jogo de Monty Hall antes de introduzir o conceito de probabilidade condicional, o qual ¢ o
calculo da probabilidade de um evento ocorrer, tendo como base um evento prévio. Apos
discutir o dilema de Monty Hall, apresentamos a definicdo do célculo de probabilidade
condicional para que fosse desenvolvido pelos alunos nas questoes posteriores.

Com a Atividade 4, desenvolvemos conceitos que se referem as habilidades
EM13MAT311 e EM13MATS511 da BNCC e CRMG para o estudo Probabilidade, que ja foram
mencionadas no momento anterior. Além da habilidade EM13MAT312, que envolve “Resolver
e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabilidade de eventos em experimentos
aleatdrios sucessivos” (Brasil, 2018, p. 529). Também, destacamos que o dilema de Monty Hall
¢ mencionado no CRMG, nos topicos destinados ao 3° Ano do Ensino Médio, encontrado como
“problema dos bodes e do carro” (Minas Gerais, 2018, p. 75).

Antes de iniciar a Atividade 4, organizamos a turma para realizar o jogo de Monty Hall.
Com isso, apresentamos um video do programa de televisdo, cujo nome do apresentador ¢
homoénimo ao dilema. O programa em questao tinha uma dinamica semelhante aos apresentados

no Brasil por Silvio Santos, algo que chamou a atengao dos alunos. A dindmica proposta sao
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trés portas que escondem prémios, sendo apenas uma delas a com prémio de maior valor. Entao,
o dilema propde a mesma situacdo com um carro (prémio de maior valor) e duas cabras (menor
valor). Feita a escolha de uma das portas, o apresentador abre uma porta com a cabra e questiona
o participante se ele mantém a escolha ou troca de porta.

Propomos a Atividade 4 no Encontro 12, realizado no dia 14 de junho de 2023. Na
questdo 1, estruturada em 4 etapas, propomos a realizagcdo desse jogo, nesse caso utilizando 3
copos escuros (para representar as portas), 2 animais de brinquedos (cabras) e 1 carrinho de
brinquedo (carro). Antes, o pesquisador explicou as regras do jogo e realizou o jogo com 0s
alunos, para que eles o realizassem depois com os colegas.

Ja na segunda e terceira etapas, os alunos foram apresentados ao raciocinio de Marilyn
vos Savant (1946 — presente) e questionados se esse raciocinio seria verdadeiro. Até que
chegamos a quarta etapa, que envolvia listar as possibilidades do jogo para chegar a uma melhor
estratégia de levar o prémio. Assim, formalizamos o conceito de probabilidade de condicional.

Feita a formalizacdo do célculo de probabilidade condicional, os alunos aplicaram o
conceito nas Questdes 2 e 3. Apds o término da Atividade 4, alguns questionamentos foram

propostos aos alunos, com intuito de refletir, por meio HM, a percepgao da Matematica, a saber:

Quadro 22 — Questionamentos propostos para 0 Momento 3

PERGUNTAS (dilema de Monty Hall)

1. O que vocés entenderam do dilema (ou jogo) de Monty Hall?

2. O que o dilema (ou jogo) de Monty Hall difere dos problemas/atividades resolvidos
nas aulas anteriores?

3. Vocés conhecem nomes de matematicos famosos? E se nao citarem nenhuma mulher,
entdo questionar: por que nao falaram o nome de alguma mulher na Matemaética?

4. No dia 12 de maio é comemorado o Dia Internacional das Mulheres na Matematica,
em homenagem a Maryam Mirzakhani, primeira mulher a ganhar a Medalha Fields,
a maior premia¢do que um pesquisador matematico pode ganhar. Como vocés
imaginam serem as condi¢des das mulheres na Matematica?

5. Vocés acham que os meninos se desempenham melhor a Matematica do que as

meninas? Ou de maneira igual? Por qué?

Fonte: Autoria propria

Para encerrar o Momento 3, tendo em vista trabalhar com o contetido referente a

probabilidade condicional, com o apoio do Problema dos Dados, assim como no momento
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anterior, propomos as Atividades de Revisido II (APENDICE f) para retomar os contetdos até
entdo trabalhados.

O Encontro 13, realizado no dia 26 de junho de 2023, foi dedicado a realizagdo das
Atividades de Revisao II, retomando os contetdos referentes a probabilidade condicional, assim
como a uma Atividade Final (APENDICE G), para obter um retorno sobre a proposta
implementada.

ApOs realizar um panorama da implementacao de nossa proposta didatica apoiada em
problemas histoéricos, apresentaremos, no capitulo a seguir, nossas compreensdes sobre suas

potencialidades e limitagcdes pedagogicas.
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5 CONTRIBUICOES E LIMITACOES DO ENSINO DE CONCEITOS DA
PROBABILIDADE POR MEIO DE PROBLEMAS HISTORICOS

Neste capitulo, temos o proposito de discutir os dados produzidos segundo o referencial
teorico. Para tanto, estruturamos sua escrita em duas partes, sendo a primeira nomeada “Indicios
da Historia da Matematica para promover a Matematica”, na qual identificamos e analisamos
as potencialidades pedagogicas deste eixo proposto; a segunda “Indicios da Histéria da
Matematica para constru¢do do conhecimento matematico”, em que apresentamos as
potencialidades pedagdgicas deste eixo proposto; e, por fim, a terceira, “Obstaculos e
dificuldades da implementacdo”, na qual identificamos e analisamos as dificuldades

pedagdgicas.

5.1 Indicios da Historia da Matematica para promover a Matematica

Conforme apresentado anteriormente, o eixo da HM para promover a Matematica foi
proposto por Furinghetti (2019) que afirma que, para motivar os alunos, ¢ preciso humanizar a

Matematica. Para a autora com HM, isso ¢ possivel de duas maneiras:

A primeira, que apresenta os matematicos como pessoas; que torna uma
experiéncia do aluno mais proxima com o mundo da Matematica. A segunda
promove a comunica¢do e a interacdo em sala de aula; d4 ao alunoa
oportunidade de participar do convivio da turma com diferentes atitudes e
capacidades. (Furinghetti, 2019, p. 13, tradugdo nossa)

Além disso, a autora destaca que outra forma de humanizar a Matematica € relacionar
com o contexto cultural, especialmente o contexto em que os alunos vivem. Entendemos que
este eixo da HM, promover a Matematica, estd consoante com o tema cultural e motivacional
proposto por Fried (2014), pois suas ideias centrais envolvem humanizar a Matematica, tornar
sua abordagem afetiva e entender seu papel na sociedade.

Identificamos indicios para HM na promog¢do da Matematica nos questionamentos
propostos, apos desenvolvemos o Problema dos Pontos e o dilema de Monty Hall. A abordagem
historica contribuiu para: Humanizar a Matemadtica; evidenciar que ndo ha grupos especificos
predestinados a fazer matematica, como homens ou pessoas geniais; mostrar que o trabalho do
matematico ndo € necessariamente solitdrio; mostrar a possibilidade de ter diversas solucdes

para um mesmo problema e ela ser aceita ou ndo depende do contexto/momento historico;
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apresentar a relevancia dos problemas da matematica ou reais na constru¢do do pensamento
matematico.

Ressaltamos que os alunos se demonstraram receosos durante os questionamentos, entao
alguns responderam mais do que outros. Porém, de modo geral, eles se envolveram nas
discussdes propostas.

Em primeiro lugar, analisamos as contribui¢des da HM para promover a Matematica
com os questionamentos propostos no Problema dos Pontos, trataremos de cada questdo. A
primeira questao teve como foco o entendimento dos alunos sobre a animagao. Dessa forma,

identificamos a presenca deste eixo no Quadro 23:

Quadro 23 — Resposta para o primeiro questionamento do Momento 2

QUESTIONAMENTO
O que vocés entenderam da animagao?
Resposta Agrupamento
“Eu entendi que duas pessoas pensam melhor que uma.
Tipo, vocé pode chegar com formas mais faceis de resolver
um problema do que pensando sozinho” (Ursa Major,
informagdo verbal, encontro 9).
Fonte: Dados da pesquisa

Mostrar que o trabalho do
matematico nao é
necessariamente solitario

A justificativa para trazer a fala de Ursa Major faz mencdo a Matematica como
constru¢do humana e a desmistificacdo da Matematica. Ursa Major apresenta uma perspectiva
que ressalta a importancia de Pascal e Fermat de terem trabalhado juntos na solugdo do
problema, evidenciando que o trabalho do matematico ndo ¢ necessariamente solitario. O
Problema dos Pontos teve outras tentativas de solugdo pelos italianos Luca Pacioli (1445 —
1517) e Niccolo Fontana (1499 — 1557), conhecido por Tartaglia, mas foram os franceses Pascal
e Fermat que solucionaram corretamente o problema por meio da troca de correspondéncias.
Isso permite refletir que a Matematica ndo € uma ciéncia exata, mas sim uma ciéncia construida
pela humanidade, sujeita a erros e desenvolvida a partir de tentativas de solucionar problemas
(Lopes; Ferreira, 2013).

O segundo'? ¢ se os alunos reconhecem ambos o0s personagens da animag3o.

O terceiro tinha o objetivo de tratar aspectos referentes a constru¢do do conhecimento

matematico. Nesse momento, a sala se envolveu em uma discussio sobre o questionamento, 0s

13 Como as respostas se limitaram a figura de Pascal e seu papel na Fisica, ndo destacamos nenhuma resposta
pertinente a esse eixo.
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alunos Centaurus, Corvus e Cepheus apresentaram suas opinides, iniciando com Centaurus,

conforme apresentado no Quadro 24:

Quadro 24 — Respostas para terceiro questionamento do Momento 2

QUESTIONAMENTO
Vocés entendem que nessa troca de correspondéncias houve a producao do conhecimento
matematico?
Respostas Agrupamentos
“Teve a discussdo de ideias” (Centaurus
informagdo verbal, encontro 9) Mostrar a possibilidade de ter diversas solugdes
“Teve discussdo de novas ideias, mas para um mesmo problema e ela ser aceita ou
também de varios pontos de vistas” nao depende do contexto/momento historico;
(Corvus, informagdo verbal, encontro 9) apresentar a relevancia dos problemas da
“Eles tinham que ver outros problemas, matematica ou reais na construgao do
né... também pra ver se funcionava” pensamento matematico.
(Cepheus informacdo verbal, encontro 9)

Fonte: Dados da pesquisa

De inicio, todos os alunos afirmaram que houve a produg¢do do conhecimento
matematico, logo surgiram outras respostas e algumas se assemelhavam, por exemplo, os
alunos Centaurus e Corvus, que se referiram aos diferentes casos e modos de solugdo
explorados por Pascal e Fermat na troca de correspondéncias, apresentados no video da
UNIVESP. Entretanto, outro aluno, Cepheus, fez um contraponto ao se referir a generalizagdo
do problema, um aspecto importante da constru¢do do conhecimento matematico, ja que, na
animacao, sao apresentados determinados casos, que € um aspecto importante da natureza do
conhecimento da natureza da Matematica, apresentado por Tzanakis e colaboradores (2000) ao
destacar que erros, incertezas e abordagens alternativas fazem parte da atividade matematica.
Assim, o pesquisador respondeu para o aluno que, depois que Pascal propde o teorema para o
problema, outros modos de jogos também sdo explorados, como a divisdo de apostas para 3
jogadores.

Outro questionamento que remonta a natureza da Matemadtica ¢ a quarta questdo sobre
como os alunos entendem que o conhecimento matematico ¢ produzido. Esses indicios foram

encontrados nas respostas de:

Quadro 25 — Respostas para o quarto questionamento do Momento 2

QUESTIONAMENTO
Como vocés entendem que o conhecimento matemadtico ¢ produzido?
Respostas dos alunos \ Agrupamento
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“A partir de um determinado raciocinio” (Corvus,
informagdo verbal, encontro 9)

“Com problemas também. Porque se tem algum Apresentar a relevancia dos
problema, precisa resolver, é bom criar tal coisa | problemas da matematica ou reais na
pra poder resolver isso. Entende?” (Lepus, constru¢ao do pensamento
informagdo verbal, encontro 9) matematico.

“Através de um problema, vocé precisa de uma
solugdo.” (Perseus informag¢do verbal, encontro 9)
Fonte: Dados da pesquisa

Ap6s a reposta do aluno Corvus, o pesquisador questionou se seria apenas dessa forma
e mais dois alunos, Lepus e Perseus complementaram a resposta. Nesse contexto, os alunos
tiveram a oportunidade de refletir sobre os aspectos referentes a constru¢cao do conhecimento
matematico e apresentar a relevancia dos problemas da matematica (ou reais) na construgdo do
pensamento matematico. Essas ideias estdo coerentes com a que Mendes, Fossa e Valdés (2006)
propdem, isto ¢é: que um problema representa um contexto diferente e cada etapa possivel ¢é
capaz de despertar a curiosidade sobre a resolu¢do. Embora a Matematica possa partir de um
determinado raciocinio ou da solugdo de um problema, ela estd longe de ndo sofrer influéncias
socioculturais ao longo do seu desenvolvimento historico.

A préxima questdo aborda os alunos sobre a soliddo do trabalho do matematico e se

existem discordancias entre eles. Destacamos a resposta de Corvus.

Quadro 26 — Respostas para o quinto questionamento do Momento 2

QUESTIONAMENTO
O trabalho do Matematico € solitario? Existem discordancias entre os matematicos?
Resposta do aluno Agrupamento
“Ndo, ¢é porque ele comegou com a Mostrar que o trabalho do matematico nao ¢
ideia, os outros so foram dando necessariamente solitario; mostrar a possibilidade de
sugestoes de como ele poderia ter diversas solucdes para um mesmo problema e ela
melhorar” (Corvus, informagdo ser aceita ou ndo depende do contexto/momento
verbal, encontro 9) histérico;

Fonte: Dados da pesquisa

Para a primeira parte todos disseram que nao, ja para segunda todos concordaram haver
discordancias entre os matematicos. Nesse contexto, os alunos se referem as trocas de
correspondéncias entre Pascal e Fermat como ilustrativas para a constru¢do coletiva do
conhecimento matematico, ndo se tratando, portanto, de algo solitario. J4 para segunda parte,
os alunos discutiram que, na animacao, ha trés modos de solucionar o Problema dos Pontos. O

pesquisador ainda questionou se o trabalho do matematico ndo ¢ solitario, dizendo “por que
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alguns conceitos levam o nome apenas de um matematico?”’. Dai a resposta do aluno Corvus:
uma situacao semelhante ocorreu no Problema dos Pontos, tanto que antes da solugdo de Pascal
e Fermat, Pacioli e Tartaglia j& tinham tratado do problema, apesar de a solu¢dao de ambos
estarem incorretas. Isso também indica haver discordancias entre os matematicos. Liu (2003)
demonstra que a aceitagdo ou rejei¢do dos contetidos da Matematica estdo ligados as crengas
sobre o que a Matemadtica deveria ser naquele contexto.

O sexto questionamento, como os alunos entendem que o conhecimento matematico
surgiria, dos problemas da realidade ou da prépria matematica. Essa pergunta incitou a

discussdo de Perseus, Corvus, Cepheus e Ursa Major, conforme apresentado no Quadro 27:

Quadro 27 — Respostas para o sexto questionamento do Momento 2

QUESTIONAMENTO
Vocés entendem que o conhecimento matematico surge dos problemas da realidade ou da
propria Matematica?
Respostas dos alunos Agrupamento
“Na realidade [...] do dia a dia.” (Perseus, informagdo
verbal, encontro 9)
“Ndo, é dos dois.” (Corvus, informagdo verbal,

encontro 9) Apresentar a relevancia dos
“Um problema gera o outro, né?” (Cepheus, problemas da matematica ou
informagdo verbal, encontro 9) reais na construcao do
“Porque vocé arruma um problema no dia a dia. Mas pensamento matematico.

dentro do problema, quando vocé esta solucionando ele
matematicamente, vocé arruma outros problemas”
(Ursa Major, informagdo verbal, encontro 9)
Fonte: Dados da pesquisa

Sao indicios que remetem a aspectos da constru¢ao do conhecimento matematico, assim
como apresentam a relevancia dos problemas na constru¢cdo do pensamento matematico. E a
velha questdo: a Matematica ¢ descoberta ou criada? Entendemos que a influéncia cultural
exerce um papel fundamental na Matematica, mas que seu desenvolvimento também ocorre no
abstrato, em sua forma, notacdes e modos de representagdo (Tzanakis et al. 2000).

Por fim, quando questionados se, ao longo da histéria, eles pensavam que somente
pessoas dedicadas exclusivamente a disciplina produziram o conhecimento matematico, ou que
ela seria feita apenas por pessoas geniais, tivemos em vista trabalhar no eixo de promogao da

Matematica em uma perspectiva motivacional.
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QUESTIONAMENTO

feita apenas por pessoas geniais?

Ao longo da historia, vocés acham que somente pessoas dedicadas
exclusivamente a Matematica produziram o conhecimento matematico? A Matematica ¢

Respostas

Agrupamento

“Eu penso assim, sou um cara de Humanas e ndao sou
chegado muito em Exatas. Mas ainda assim, eu consigo
desenvolver um raciocinio matematico... Tipo, eu posso

tentar (Ursa Major, informagdo verbal, encontro 13)
“Eu acho que a matematica, acho que tem gente sim que

nasce para aquilo, porque, tipo, Gauss. Gauss encontrou a
progressdo ld, tipo, molecdo de tudo. Até o professor pediu
para ele fazer a soma de um a cem, lembra?” (Lepus,
informagdo verbal, encontro 13)

“Acho que qualquer um pode formar um raciocinio. Na
matemadtica, tipo, assim, acho que ndo precisa ser, tipo, um
génio para chegar a um... [raciocinio]” (Pegasus,
informagdo verbal, encontro 13)

“Eu acho que nado é assim, ndo é ser [génio].... Ndo. Basta
a pessoa querer e querer estudar também...” (Cassiopeia,
informagdo verbal, encontro 13)

“O professor [nome docente] passou um trabalho para a
gente sobre as mulheres, sabe? Mulheres, a importancia das
mulheres na matemdtica. Tinha umas mulheres especiais.
Tinha uma mulher [Hipatia de Alexandria] que ela mexia
com filosofia e com a matematica. Parecia que ela nasceu
para isso, porque ela passou em uma faculdade [Academia
de Alexandria]. So que ela acabou morrendo porque achava
que a matemdatica para ela era, sei la, tipo, era bruxaria. Eu
esqueci o nome. O, professor [questionando o professor

regente de turma]” (Cepheus, informagdo verbal, encontro
13)

Evidenciar que ndo ha
grupos especificos
predestinados a fazer
matematica, como homens
ou pessoas geniais

Fonte: Dados da pesquisa

O excerto de Ursa Major sugere que embora pessoas tenham habilidades para

determinados conteudos, isso ndo ¢ um impeditivo para fazer Matematica. Tanto que os

excertos de Pegasus e Cassiopeia corroboram com a ideia de que a Matematica nao ¢ uma

atividade exclusiva dos génios, ha um esforco envolvido no processo. Essa observagao ¢

particularmente relevante porque, tal como apresenta Tzanakis e colaboradores (2000), a HM

serviria para quebrar estereotipos.

Também houve alunos que destacam o papel daqueles ditos génios, tal como exposto

no seguinte excerto: “Eu acho que a matematica, acho que tem gente sim que nasce para
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aquilo, porque, tipo, Gauss. Gauss encontrou a progressdo la, tipo, molecdo de tudo. Até o
professor pediu para ele fazer a soma de um a cem, lembra?” (Lepus, informag¢do verbal,
encontro 13). A intengdo também ndo ¢ abominar as contribui¢des de pessoas de exceléncia na
Matematica, mas esta ndo ser tida uma condi¢do para o entendimento sobre o assunto.

Esses foram os indicios do eixo da HM para promogao da Matematica identificados no
desenvolvimento do Problema dos Pontos. Em seguida, trataremos desses indicios identificados
no dilema de Monty Hall, presente no Momento 3.

Os questionamentos propostos para o dilema de Monty Hall tiveram em vista dois
primeiros questionamentos sobre a compreensdo do conceito de probabilidade condicional.
Nesse momento, os alunos reafirmaram o entendimento do dilema de Monty Hall e a
importancia de conhecer a “informagdo extra” e suas contribui¢des para a Probabilidade
Condicional.

Assim, foram encontrados indicios de contribui¢des da HM sobre a promocdo da
Matematica, para desmistifica-la, assim como para além de grupos especificos como homens
ou pessoas geniais

Ja no terceiro questionamento, ao serem questionados sobre nomes de matematicos
famosos, os alunos fazem mengdes a Bhaskara, Gauss, Pitdgoras e, antes mesmo de o

pesquisador prosseguir, Scorpius diz no Quadro 29:

Quadro 29 — Respostas para o terceiro questionamento do Momento 3

QUESTIONAMENTO

Vocés conhecem nomes de matematicos famosos? E se ndo citarem nenhuma mulher, entdo
questionar: por que ndo falaram o nome de alguma mulher na Matemética?

Respostas Agrupamento
"So [para falar] matematico ou pode ser Evidenciar que nao ha grupos especificos
matemadatica também? (Scorpius, informagdo predestinados a fazer matematica, como
verbal, informacgdo verbal, encontro 13)” homens ou pessoas geniais

Fonte: Dados da pesquisa

Antes mesmo de o pesquisador questionar sobre o papel das mulheres na Matematica
alguns alunos citam Sofia Kovalevskaya e a Hipatia de Alexandria, estudadas por eles em
virtude do professor regente, algo bastante incomum. Isso se referea questdes de
género/imagem do cientista e da natureza da matematica e uma forma de evidenciar que nao ha
grupos especificos predestinados a fazé-la, como homens ou pessoas geniais. Outra questdo

surge como apontado no Quadro 30:
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Quadro 30 — Respostas para o quarto questionamento do Momento 3

QUESTIONAMENTO

No dia 12 de maio é comemorado o Dia Internacional das Mulheres na Matematica, em

homenagem a Maryam Mirzakhani, primeira mulher a ganhar a Medalha Fields, a maior
premiacao que um pesquisador matematico pode ganhar. Como vocés imaginam serem as

condi¢des das mulheres na Matematica?
Respostas Agrupamento

“Tem, mas os homens durante a historia tinham mais

oportunidades [de estudar] por conta da nossa a

sociedade” (Pegasus, informagdo verbal, encontro Evidenciar que nao ha grupos
13) especificos predestinados a fazer
"Com certeza tiveram mais mulheres, que tipo, matematica, como homens ou
contribuiu para a Matemadtica e ndo foi destacada pessoas geniais

por ser mulher ou ndo tiveram oportunidade”
(Cepheus, informagdo verbal, encontro 13).
Fonte: Dados da pesquisa

Cepheus propde até¢ uma situagdo hipotética na qual envolve seus colegas de turmas: na
situagdo Aquarius saberia o teorema de Pitdgoras e o ensinaria ao Lepus que teria mais
reconhecimento, Lepus poderia se apropriar deste conhecimento e apagar o nome de Aquarius.
Cepheus, entdo, complementa “O meérito é dela [Aquarius], como na época tinha esse
preconceito [com as mulheres], eles podiam chegar e falar que [o conhecimento apresentado
por Lepus] ndo era dela [Aquarius] por ser mulher” (Cepheus, informagdo verbal, encontro
13).

O pesquisador explica, entdo, seu pensamento, dizendo que pode ser que muitas
mulheres tenham tido seus conhecimentos apropriados por homens justamente por elas nao

terem o devido reconhecimento na época delas. E, ao continuar para o quinto questionamento:

Quadro 31 — Respostas para o quinto questionamento do Momento 3

QUESTIONAMENTO

Vocés acham que os meninos se desempenham melhor a Matematica do que as meninas?
Ou de maneira igual? Por qué?

Respostas Agrupamento
“E porque, tipo assim, Engenheira Mecdnica, as
mulheres podem achar que ndo é lugar para elas.
Elas meio que ndo entram por acharem serdo
excluidas. (Scorpius, informagdo verbal, encontro
13)”
Ela pode até gostar da area, mas ndo vai. Se vocé Evidenciar que nao ha grupos
tiver entre [escolher] um mecdnico homem ou especificos predestinados a fazer

Evidenciar que nao ha grupos
especificos predestinados a fazer
matematica, como homens ou
pessoas geniais
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mulher, qual vocé vai? obvio que no homem. (Virgo, matematica, como homens ou
informagdo verbal, encontro 13)” pessoas geniais
Fonte: Dados da pesquisa

Isso gera uma discussao autonoma entre Scorpius e Pegasus, na qual Scorpius declara
o hipotético interesse das mulheres para as Ciéncias Humanas, em contraposicao as Ciéncias
Exatas: “E porque, tipo assim, Engenheira Mecdnica, as mulheres podem achar que néo é
lugar para elas. Elas meio que ndo entram por acharem serdo excluidas. (Scorpius, informag¢do
verbal, encontro 13)”

Virgo também entra no assunto “Ela pode até gostar da drea, mas ndo vai. Se vocé tiver
entre [escolher] um mecanico homem ou mulher, qual vocé vai? obvio que no homem. (Virgo,
informagdo verbal, encontro 13)”. Entao, o pesquisador questiona, nessa mesma linha, se tiver
um matematico homem e uma matematica mulher, esse raciocinio vale? Pois esse estereotipo
seria bastante comum na drea de Ciéncias Exatas.

No Quadro 32, apresentamos um quadro sintese dos indicios de contribui¢des da HM

para promover a Matematica.

Quadro 32 — Sintese dos indicios da Historia da Matematica para promover a Matematica

AGRUPAMENTOS

- Evidenciar que ndo ha grupos especificos predestinados a fazer
matematica, como homens ou pessoas geniais
- Mostrar que o trabalho do matematico ndo ¢ necessariamente
Questionamentos sobre | solitario; mostrar a possibilidade de ter diversas solucdes para
o Problema dos Pontos | um mesmo problema e ela ser aceita ou ndo depende do
contexto/momento historico
- A presentar a relevancia dos problemas da matematica ou reais
na construcao do pensamento matematico.

Questionamentos sobre | - Evidenciar que nao hé grupos especificos predestinados a fazer

o dilema de Monty Hall | matemdtica, como homens ou pessoas geniais
Fonte: Autoria propria

Compreendemos que a partir dos questionamentos houvera indicios de contribui¢des para
a promogao da Matematica enquanto os alunos debateram e refletiriam sobre tais aspectos. Pelo
fato de a discussdo ser com a sala toda, como € habitual, alguns mais extrovertidos participaram
mais, mas que houve uma participagao da sala na totalidade.

Em seguida trataremos do outro eixo de andlise da HM para a construcdo do

conhecimento matematico.
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5.2 Indicios da Historia da Matematica para a construcio do conhecimento

matematico

Conforme apresentado anteriormente, o eixo da HM para a constru¢ao do conhecimento
matematico foi proposto por Furinghetti (2019), tendo em vista que ela pode promover a
compreensdo da disciplina ao abordar as raizes em torno das quais o0s conceitos se

desenvolveram. Segundo a autora:

Quando a Matematica é apresentada de forma polida e acabada, os alunos
(tanto na escola como nos cursos de formagdo de professores) tém
dificuldades em identificar as raizes cognitivas dos conceitos no magma de
processos, conceitos e regras que tém a sua disposi¢do. (Furinghetti, 2019, p.
13, tradugdo nossa).

Entendemos que esse eixo, promo¢ao da Matematica, esta consoante com o tema
curricular proposto por Fried (2014), pois, com a HM podemos trabalhar problemas que
levaram ao desenvolvimento da area de conhecimento, como o Problema dos Pontos no
desenvolvimento da Teoria da Probabilidade. E as dificuldades apresentadas durante o processo
histérico podem reaparecer em sala de aula.

Compreendemos que os indicios voltados para o eixo da HM, fundamentais para a
constru¢do do conhecimento matematico, podem ser identificados na realizagao das atividades
propostas, e ¢ a partir dessa perspectiva que analisamos a Atividade 1.

Os objetivos almejados pela atividade, tal como descritos em sua proposta, eram
compreender o conceito de experimento aleatdrio, reconhecer e determinar um espago amostral,
entender o que caracteriza um evento, classificar eventos aleatorios como “impossivel”, “certo”
ou “elementar” e desenvolvé-los na resolucao de problemas histéricos. Para tanto, elaboramos
duas questdes. A primeira, voltada para o entendimento do experimento aleatdrio e seus
conceitos basicos, e a segunda focada na aplicagdo desses conceitos no “Problema dos Dados”,
resolvido por Galileu.

De modo geral, todos os alunos responderam a questao 1, desenvolvendo suas respostas
a partir da primeira e segunda etapas propostas. Dos 27 alunos presentes, 21 finalizaram a
atividade, enquanto outros 6 ndo completaram mais de 80%. A atividade foi realizada em
grupos, ¢ dados foram distribuidos para os alunos terem uma experiéncia mais dinamica dos
conceitos trabalhados.

A questdo 1 propds um jogo com dois dados reais de seis faces cada, desafiando os

alunos a identificarem o resultado de maior probabilidade e justificarem em qual apostariam.
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Nesse momento, trés tipos de respostas foram observados. Um aluno optou por uma abordagem

teorica da probabilidade, que consideramos satisfatoria, tendo em vista o objetivo de estudar a

nocao de experimento aleatorio sob a perspectiva tedrica, considerando as possibilidades

matematicas do experimento. Conforme mostrado na Figura 5:

Figura 5 — Atividade 1 de Canis Major 1* e 2* Etapa da questao 1

ATIVIDADE 1
QUESTAO 1 - Considere um jogo com dois dados honestos de 6 faces cada. Ao langar os dados
simultaneamente, o resultado sera a soma de suas faces viradas para cima. Sendo assim, qual ¢ o resultado de
maior chance? Em qual soma vocé apostaria? Justifique.
! 1
‘torque 5% Tro)r conSrchrcr 5 or()em 330 f}?xéoc !cmC;:rJOb g. ) -1
G ma0r Qomﬁol c)c»& e cesutlades cpececer ¢ ), 5%(10 11 5 E q. 2 17-1
g COn«\otmfuf‘\ é F?r?nies 2% 1 b- i) {Q ,L
L T,
1? Etapa: Vamos fazer alguns langamentos. Hid
Face do dado 1 Face do dado 2 Resultado (soma) % 35 ’é
i 3 = 4 by
3 4 . 4 7§
1 3 5 3
T 7 Y C
3 2 5 e
G 3 A P
27 : i b
& y 1o : ki G il
2 i 4 3 ﬁ_fg
5 3 b
=, y 9 =7 il
oG
 §
2° Etapa: Agora, vamos pensar a partir dos resultados e, assim, verificar as possibilidades de cada face dos
dados para encontrarmos a soma.
Resultados (soma) Face do dado 1 Face do dado 2 Passibilidades
2 1 1 (1) =
5 1.2 oL (1,2 (2 ji= 4
MH $.2.3 1i2.3, 5 (1.2, G0 £2.2) = 3
5 12> X g %o g | [H,-U‘ (23 (32)
6 12,546 | 12345 51151, (2.9, (4.2) [33)>5
v 23456 1,2 345 .f: ANTATH 34) (43\=0
4 25486 (134,56 (2.6) ’t;,:} i3 5) 1+ 5
3 3456 54,9, 6 “ft‘ £.5) ,(
6] 4,5.0 4,5,C fﬁ 64), (c,.
11 .6 5.6 ((m%;
12 G © (e,m

Fonte: Dados da pesquisa

Outros 18 alunos optaram por uma perspectiva frequentista, fundamentando suas

respostas nas frequéncias observadas durante a execucao do experimento com os dados,

conforme ilustrado na seguinte Figura 6



Figura 6 — Atividade 1 de Orion 1* e 2* Etapa da questdo 1
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ATIVIDADE 1
QUESTAO 1 - Considere um jogo com dois dados honestos de 6 faces cada. Ao langar os dados
simultancamente, o resultado sera a soma de suas faces viradas para cima. Sendo assim, qual é o resultado de
maior chance? Em qual soma vocé apostaria? Justifique.

‘,'. % A\ #
R waonor C\W:m_vxcq de vesullade weva 1 0o Srron

o \ovncovrnen

s S 1\ -
e © Sy aAVor@D 2 O W@y o

1* Etapa: Vamos fazer alguns langamentos.

Face do dado 1 Face do dado 2 Resultado (soma)
ad 8 !
6 1 o
S 4 =
6 6 132

3 S 9
. & 11
o] 3 8
bt ol &)
2 ) Q
o a2 4

2" Etapa: Agora, vamos pensar a partir dos resultados e, assim, verificar as possibilidades de cada face dos
dados para encontrarmos a soma.

Resultados (soma) Face do dado 1 Face do dado 2 Possibilidades
\. . N P e
2 \ A 9y
% f ; (2.0
3 5 | S AT AR
DL Ok \al.oll ), 4
b o 4 U > 1)
) -l v { »\
3 e 5
] s
1N o T./_;

Fonte: Dados da pesquisa

Apesar de nao terem respondido diretamente a questdo, dois alunos participaram das

de experimento aleatdrio, destacando que o resultado de tais experimentos depende sempre

possiveis, sem haver uma resposta inica, como pudemos observar em atividades anteriores.

atividades dinamicas. O objetivo da primeira questao era, em esséncia, compreender o conceito

do

acaso. Verificamos que os alunos utilizaram diferentes perspectivas de probabilidade — uma

mais tedrica e outra mais baseada na frequéncia —, evidenciando a diversidade de abordagens
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Na sequéncia, a terceira etapa da atividade tinha como foco o desenvolvimento de alguns

conceitos fundamentais da probabilidade. O exercicio (a) buscava avaliar a capacidade dos
alunos de compreender e definir um espago amostral. Dos 21 alunos, 14 atingiram o objetivo

ao evidenciar corretamente todos os elementos do espago amostral, como mostrado na figura 7:

Figura 7 — Atividade 1 de Orion 3" Etapa exercicio (a)

3" Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:
a. Todos resultados possiveis de ocorrerem
' FeloF -9 WS 15

0O 00 3

Fonte: Dados da pesquisa

Entretanto, 7 alunos nao conseguiram desenvolver adequadamente essa nogao

Figura 8 — Atividade de Scorpius 3* Etapa exercicio (a)

3" Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:
a. Todos resultados possiveis de ocorrerem

{ 1740 { /9 2 74 ] y /9

( -*u,‘-} Q78),(3/3) (3/3), 3/

(479}, By (370

Fonte: Dados da pesquisa

O exercicio (b), por sua vez, abordava a nocao de evento. Consideramos que 14 alunos
atingiram o objetivo, ao identificarem corretamente os eventos propostos, como (1,1); (2,2);

(3,3); (4,4); (5,5); (6,6), que representam a ocorréncia das mesmas faces voltadas para cima,
conforme ilustrado a seguir:
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Figura 9 — Atividade 1 de Aquarius 3* Etapa exercicio (b)

b. A(s) possibilidade(s) de ocorrer as mesmas faces viradas para cima
de pOSS Lilidadty Sao G.
(2,20 B2 (5.5

({;'j i{?;"?* l;.a:s; E:;‘

Fonte: Dados da pesquisa

Por outro lado, 7 alunos nao desenvolveram essa no¢ao de maneira satisfatoria:

Figura 10 — Atividade 1 de Leo 3* Etapa exercicio (b)

b. A(s) possibilidade(s) de ocorrer as mesmas faces viradas para cima
: R e R e g :

| ; \ (2 I R) ;-";'. 5 J 3 f

00 3 q ) j1% A | ! - i f R #

Fonte: Dados da pesquisa

Outra questao relacionada a nocao de evento foi a (¢), na qual 12 alunos responderam

corretamente:

Figura 11 — Atividade 1 de Canis Major 3* Etapa exercicio (c)

c. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual a 3. E a soma igual a 7.

(16) 61) 15.2),

9

(L“!J (Wawf?kb’{)‘") }

Fonte: Dados da pesquisa

No entanto, 9 alunos ndo conseguiram desenvolver corretamente o conceito nessa

questdo:
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Figura 12 — Atividade 1 de Auriga 3* Etapa exercicio (c)

¢. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual a 3. E a soma igual a 7.

Ay /0 811
1% 512

Fonte: Dados da pesquisa

O exercicio (d), voltado para a analise de tipos especificos de eventos, foi respondidp

corretamente por todos os 21 alunos:

Figura 13 — Atividade 1 de Ara 3* Etapa exercicio (d)

d. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma igual a 2. E a soma igual a 12
T !,Mﬁ(\j-. E\ [LAEANEN, & W@ 4 f: 131

i< ‘A A} k"&hﬂ&é«i -(:\;:"‘ A8 “‘.-'l-*.'-_. ‘.,:"1";'.. é A ‘;

O Alpeeon |4 t’;

-

Fonte: Dados da pesquisa

J& o exercicio (e), que também tratava de tipos especificos de eventos, foi desenvolvido

corretamente por 11 alunos:

Figura 14 — Atividade 1 de Aries 3* Etapa exercicio ()

e. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma maior ou igual a2

Fonte: Dados da pesquisa

Por outro lado, 10 alunos ndo conseguiram atingir o objetivo esperado:
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Figura 15 — Atividade 1 de Libra 3* Etapa exercicio (e)

= A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma maior ou igual a 2

(4 2\ o
1,2 ) vrconml

(4.4) agued
-t 1

Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, o exercicio (f), que também abordava tipos especificos de eventos, apresentou

apenas 7 alunos com a resposta correta:

Figura 16 — Atividade 1 de Virgo 3% Etapa exercicio (f)

f.  A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma menor do que 2 ou maior do 12

Fonte: Dados da pesquisa

Os outros 14 alunos nao desenvolveram a questao conforme esperado, nao apresentando

justificativa adequada:

Figura 17 — Atividade 1 de Lepus 3* Etapa exercicio (f)

f.  A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma menor do que 2 ou maior do 12

Fonte: Dados da pesquisa

Na questao 2, foi trabalhado o Problema dos Dados propriamente dito, estruturado em
trés etapas, cujo objetivo era aplicar os conceitos abordados anteriormente para resolver o
problema. De maneira geral, 18 alunos adotaram uma abordagem frequentista, como

apresentado:
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Figura 18 — Atividade 1 de Virgo 1* e 2% Etapa da questao 2

QUESTAO 2 — Agora, vamos acrescentar mais um dado honesto neste jogo. Nesse caso, o jogo com trés
dados de 6 faces cada sdo langados simultaneamente e tem como resultado a soma das trés faces viradas para

Sl o SV P .
cima. Novamente em qual resultado voc€ apostaria? e ) N wdod ) ugzes o €
s 7 (}) / o %

= LA [ & § & \ i
A pos GG Ng. 0 ¥ RO LR T, SRR Qo : ,
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1* Etapa: Vamos fazer alguns langamentos.

Face do dado 1 | Face do dado 2 | Face do dado 3 Resxg!rada (soma)
) 4 5 )
G G n A5
Fa) C ~ Wa
ol L H AQ
2 4 6 3
4 3 & %
: 4 h /) A1 )
0 o5 cfi LA
{ 0 ¥ — )
6 .\:’ ( -‘; C_ '.F
C. K ) .
= : e
0 =3 )

a
2" Etapa: Agora, vamos pensar a partir dos resultados e, assim, verificar as possibilidades de cada face dos
dados para encontrarmos a soma.

Resultqdos (soma) | Face do dado 1 | Face do dado 2 | Face do dado 3 Possibi!idadea
5t 5 : _’ LA L5] (b5 )
ahy 5 5 ( (50,61, (6.6.4 }u)
3 = = 1
1 > 1> - (5.49.3)
ﬁ 5 i{ £ '-r: \
3 a |
{4) &) Y &
5! A 2 Q
17 N Y G
0 5 z
6 ) z RCRE)
2 2 c SEEN
% ) : =
Vz % S ) (GG
'y A A A
A 2 % )

Fonte: Dados da pesquisa

Trés alunos nao responderam diretamente a questdo, mas participaram das atividades
praticas. Na terceira etapa, 5 alunos desenvolveram corretamente os conceitos, conforme

ilustrado nas figuras:



Figura 19 — Atividade 1 de Cassiopeia 3* Etapa da questao 2
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3* Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:
a. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual a 3. E a soma ser igual a 18

; 5\
e )

b. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual 6. E a soma ser igual a 7

e 2 Kn f E ST 3 i ) ["I'F‘-‘ 4
= { [ - ] y \ y Al § L kb i

L ¢ Pl e 1

d. Embora sejam iguais as possibilidades de a soma ser igual 9 e 10, mostre que a possibilidade de
aparecer 10 é maior do 9. | NS £ e : JO & a2

]

AL C

)

Fonte: Dados da pesquisa

Segundo o professor regente de turma, Cassiopeia sempre teve dificuldades com a

Matematica, no entanto, durante a proposta, demonstrou bastante interesse na participagao

da

Atividade 1, tanto que se sentiu animada em aprender Matematica novamente. “Estou com

vontade novamente de ser professora de Matematica (Cassiopeia, informagdo verbal, encontro

3). Assim, retomando o entendimento de Furinghetti (2019) de que esses dois eixos propostos

nao sao antagdnicos, em alguns casos, podem ser complementares.

Outra resposta bastante detalhada foi de Orion, exemplificada na Figura 20:
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Figura 20 — Atividade 1 de Orion 3* Etapa da questao 2

3" Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:
a. A(s) p0351b1hdade(°) de ocorrer a soma ser igual a 3. E-a soma ser igual a 18

b. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual 6. E a soma ser igual a 7

R 03‘5»-'7\ oI x%"\d@ de ocorrer o SO™Q, "'Q;UD\\, o ©
N e % ' i | 200 BR 1 1 e - 1 \
o o 'f‘x":\:ﬂ':'e QSN -7&-\ :;E dol, ¥ ol 4, 1+ A \ JO. :‘n\’- Q“f_‘ QCOCTEY O
Cd™ \ » B X - - o | o~
O™, \Qu al o S2va AR OpevOsS OBShvl Dy drd Bl a)
i B TN G, oo |
(* X} Daly),

C.
" !\ OSSN '3 Af‘wt - '}u.) QO QY L eIt A ,','t g Q ’::._J.Qz_{-(_'i (:‘.\\Q. 1 t‘-{* )') 2
"0y o L\ 'i_
\I}' -...rirq’ V)*’b*l«. ‘D'\-Q k G’*Q e—:,"‘\tb{“ ”»"; T )% e D T .3»“\\(( \j{;; OCoOTrey O
b b 5 T (N T TN R, TR, T L g WG 0 T
\...QW‘\O\ \ OIU\OE\ o lC e _3*._..{_* . My Y L, Dr el o 1. T'l - ‘ “6* = 3,04 !‘- Tola
= \ \ "
( 3 ke ] 4
3 g 5 e

otdos '\3-3 @}f‘,\\ég o valor AD‘(— resultodos r;cwc\ OO p?g SOy
"‘""f;:mf‘;\:\ﬂ‘i O TReAA 5 do 9 og SOYO% dos conmywio Ekl“ Cu‘-‘“\\)"‘
ONG. wiengr QO %:r o veoewcto de 3 Gty QU

A oo -w‘:ﬂ blidode de ocorrer o e QU 0! D seo de oORNOS, ‘
O 3!»1*.\..\"‘-#3 O «‘;Jf"‘\h :\O‘XQ aQ oCcOoOrrerE Oy OO \\5\;@\\

c;jef(;'\ \QW\BéW\ «:\e } E—;ey-,&o % .LQ -yg_\la i

6 serc de opero

A(s) poss1b1hdade(=‘) de ocorrer a soma ser igual 9. E a soma ser lgual al0. .

d. Embora sejam iguais as possibilidades de a soma ser igual 9 ¢ 10, mostre que a possibilidade de

aparecer 10 é maior do 9.
Q
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na resposta da Atividade 1, Aries chega a calcular até o nimero de possibilidades das

combinagdes. Como exposto a seguir:
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Figura 21 — Atividade 1 de Aries 3* Etapa da questao 2

3* Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:
a. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual a 3. E a soma ser igual a 18

N/
g ) A
11 {

{7

b. A(s) possibilidade(s) de ocorrer a soma ser igual 6. E a soma ser igual a 7
\ v
(4 4.4

1 T A
L |
Sy A1)

/{ ) % 3\

d. Embora sejam iguais as possibilidades de a soma ser igual 9 € 10 mostre que a possibilidade de

) aparecer 10 é maior do 9 4 8
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Fonte: Dados da pesquisa

Durante as discussdes sobre os resultados, um aluno, Canis Major, foi solicitado a
compartilhar seu raciocinio. Ao explica-lo, ele demonstrou certa dificuldade na articulagao

entre as relacdes dos dados e dos niumeros sorteados:

Beleza, o resultado 9, no caso, tem uma possibilidade de que, ao sortear 3
dados, ele consegue... cair 3 nimeros iguais e dar o resultado o (3, 3, 3) e isso
meio que tira a possibilidade de... ah, ndo sei explicar. Porque o 10 nao pode
sortear 3 nimeros iguais e sair 10 (Canis Major, informagao verbal, encontro
3).

Além disso, surgiram duvidas entre os alunos sobre diferentes anotagdes matematicas
para denotar o simbolo de espago amostral. Contudo, o dialogo foi interrompido devido a uma

solicitacdo da dire¢do para uma reunido com os alunos, o que resultou na conclusao da aula.
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De modo geral, entendemos que os objetivos da Atividade 1 foram comtemplados em
relacdo aos conteudos da Probabilidade, como experimento aleatdrio, espago amostral, eventos
e seus tipos, bem como o desenvolvimento destes conceitos na solugdo do problema historico.

Na analise da Atividade 2, observamos que, dos 27 alunos presentes, 22 completaram
pelo menos 80% das questdes, enquanto 5 ndo atingiram esse percentual. A atividade foi
elaborada com base nas referéncias utilizadas pelos alunos, abordando situagdes que exigiam a
aplicacdo de conceitos fundamentais de probabilidade. Seu principal objetivo era reforgar os
seguintes topicos: reconhecimento e determinagdo de espago amostral, compreensao do que
caracteriza um evento, classificagdo de eventos aleatérios (como “impossivel”, “certo” ou
“elementar”), além do calculo de probabilidades. Os alunos também foram incentivados a
calcular a probabilidade de um evento ocorrer, da unido de eventos nas formas fracionaria,
decimal e percentual, bem como a probabilidade complementar, ou seja, a chance de um evento
nao ocorrer.

A atividade foi desenvolvida em sala, com o acompanhamento direto do professor
pesquisador, de modo que suas respostas ndo serao analisadas quanto a corregdo, pois o foco
era a retomada dos conceitos em conjunto com o docente. Por esse motivo, ndo faremos
distingdo entre respostas certas ou erradas. E importante ressaltar que quatro alunos nao
realizaram a atividade.

Na analise da Atividade 3, observamos que, dos 25 alunos presentes, 13 completaram a
atividade integralmente, enquanto outros 12 ndo completaram mais de 80%. Essa atividade
focava diretamente no “Problema dos Pontos”, uma questdo histérica que marca o inicio do
estudo da Probabilidade. A proposta da atividade buscava refor¢ar a compreensao dos alunos
sobre os principais conceitos abordados até o momento, tais como reconhecer e determinar um
espaco amostral, compreender o que caracteriza um evento, calcular a probabilidade de um
evento ocorrer (nas formas fracionaria, decimal e percentual), bem como calcular a
probabilidade de um evento ndo ocorrer. Além disso, o objetivo era desenvolver esses conceitos
na resolugdo de problemas historicos.

Durante a realizacdo da atividade, os alunos inicialmente sugeriram que os jogadores
poderiam dividir o prémio pela metade, sem levar em conta quem havia feito mais ou menos
pontos. No entanto, o pesquisador questionou se essa estratégia permanecia justa em casos em
que o resultado era claramente favoravel a um jogador. Com base nesse questionamento, 4
alunos propuseram uma solugdo alternativa, sugerindo que seria mais justo dividir o prémio

proporcionalmente, conforme o niimero de pontos de cada jogador. Por exemplo, em um placar
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de 3-2, o primeiro jogador ficaria com trés partes do prémio e o segundo com duas, como
ilustrado na imagem a seguir:

Figura 22 — Atividade 3 de Sagittarius

g ATIVIDADE 3

QUESTAO 1 — Vocé ir4 jogar cara e coroa com um colega e cada um aposta 32 reais (total 64 reais), sendo
o vencedor aquele que obtiver trés pontos primeiro. E suponha que o jogo seja interrompido em: algum
momento ou ambos os jogadores decidam parar o jogo. Como deveria ser dividida as apostas? Justifique.

Antes QE elaborar uma resposta para o problema, tente explorar algumas possibilidades deste jogo. Assim,
determine os casos possiveis e uma forma justa de dividir o prémio para cada caso encontrado.

DONTGH DTNCa

)

Fonte: Dados da pesquisa

Essa proposta ¢ interessante, porque remete as primeiras tentativas de solucao para o
Problema dos Pontos, desenvolvidas pelos italianos Luca Pacioli (1445-1517) e Niccolo
Fontana (1499-1557), conhecido como Tartaglia. Na época, essa abordagem foi considerada
adequada, embora posteriormente matematicos como Blaise Pascal e Pierre de Fermat tenham
introduzido uma solucao mais justa, mostrando que a matematica evolui e que consensos podem
ser alterados com o tempo.

Em seguida, o pesquisador questionou os alunos se a estratégia de divisdo proporcional
seria justa em casos extremos, como 2-0 ou 1-0. Mesmo assim, os alunos mantiveram a sugestao
de dividir proporcionalmente o prémio. Para aprofundar a discussdo, o pesquisador introduziu
o uso de uma arvore de possibilidades, a fim de explicitar o espago amostral dos diferentes
cenarios do Problema dos Pontos. Esse recurso auxiliou os alunos a visualizarem de maneira
mais clara as diferentes possibilidades e a divisao de apostas em outras situagdes problema. Ao
fim da aula, 9 alunos conseguiram resolver a questao conforme o esperado, utilizando a solugao

historica para o problema, como apresentado no exemplo a seguir:
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Figura 23 — Atividade 3 de Orion

R

Antes de elaborar uma resposta para o problema, tente explorar algumas possibilidades deste jogo. Assim,
determine os casos possiveis e uma forma justa de dividir o prémio para cada caso encontrado.

=

Fonte: Dados da pesquisa

Essas respostas sdo significativas, pois evidenciam a conexdo dos alunos com os

obstaculos enfrentados por mateméticos no passado, que também encontraram dificuldades ao

desenvolver solucdes para o Problema dos Pontos. A primeira solugdo, sugerida por Pacioli e
Tartaglia, foi considerada adequada na época, mas a matematica continuou a se desenvolver,
mostrando que o consenso pode mudar a medida que novos métodos sdo descobertos. Esse

processo ressalta a importancia de compreender a HM, ndo apenas para resolver problemas
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contemporaneos, mas também para entender como os obstaculos do passado ajudam a moldar
0 pensamento matematico atual, como discutido por autores como Agterberg, Oostdam e
Janssen (2022) e Liu (2003).

De modo geral, entendemos que os objetivos da Atividade 3 foram comtemplados em
relacdo aos conteudos da Probabilidade, como célculo de probabilidade, bem como o
desenvolvimento deste conceito na solugdo do problema histdrico.

Na anélise das Atividades de Revisao (parte 1), dos 23 alunos presentes, 14 completaram
todas as atividades, enquanto 9 ndo as finalizaram. A atividade foi elaborada como uma revisao
dos conceitos trabalhados nas aulas anteriores, com o objetivo de reforgar a compreensdo sobre
o reconhecimento e a determinagdo de um espaco amostral, a caracterizagdo de eventos e o
calculo da probabilidade de um evento ocorrer nas formas fracionaria, decimal e percentual,
além da probabilidade de eventos em um espago amostral.

As questdes 1 e 2 foram focadas nos conceitos de experimentos aleatorios, espago
amostral e eventos. A questdo 1 foi retirada da proposta de Moraes (2014) e foi respondida

corretamente por 6 alunos, conforme a imagem a seguir:

Figura 24 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Orion resposta para a questdo 1

Fonte: Dados da pesquisa.

Por outro lado, 8 alunos ndo responderam corretamente ou apresentaram justificativas

incorretas:

Figura 25 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Lepus resposta para a questdo 1

QUESTAO 1. (MORAES, 2014) Uma partida do campeonato carioca de futebol possui um arbitro de futebol
meio atrapalhado, ele tem no bolso um cartio amarelo, um cartdo vermelho e um cartdo com uma face amarela
¢ uma face vermelha. Depois de uma jogada muito violenta, o arbitro mostra um cartio, retirado do bolso ao
acaso, para um jogador de uma das equipes. Se a face que o jogador v€ ¢ amarela, qual € a probabilidade da
face voltada para o juiz ser vermelha?

a) 1/4b)2/3¢)1/2¢8{1/3

|

Fonte: Dados da pesquisa
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A questao 2 foi dividida em subquestdes para trabalhar especificamente os conceitos de
espaco amostral e evento. Na questdo (a), 13 alunos responderam corretamente, enquanto

apenas 1 aluno nao apresentou o resultado esperado:

Figura 26 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Canis Major resposta para a questao 2

M e ST s e O R R B
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Ay L] i i > 2 ! |

Fonte: Dados da pesquisa

Na questao (b), 4 alunos responderam de acordo com o esperado, 2 inverteram a resposta

€ o restante ndo apresentou a resposta correta:

Figura 27 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Orion resposta para a questao 2

(& e

1

Fonte: Dados da pesquisa

J4 na questdo (c), enquanto 9 ndo conseguiram atingir o resultado esperado, 4 alunos

acertaram
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Figura 28 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Cepheus resposta para a questao 2

@

Fonte: Dados da pesquisa

As questdes 3, 4 e 5 abordavam o célculo da probabilidade de um evento e a unido de

eventos. Na questdo 3, enquanto 1 errou, 13 alunos acertaram a resposta:

Figura 29 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Serpens resposta para a questdo 3

QUESTAO 3. Duas moedas honestas sio langadas simultaneamente.
cara e uma coroa?

— | 2

Qual ¢ a probabilidade de s¢ obter uma

S

Fonte: Dados da pesquisa

Sobre a questdo 4, na parte (a), 13 alunos acertaram, porém, 1 aluno identificou as
possibilidades, mas ndo calculou a probabilidade corretamente. Na parte (b), 11 alunos
acertaram, enquanto 3 erraram. Ja nas partes (c) e (d), 13 alunos responderam corretamente em

ambas, enquanto 1 aluno errou. A figura a seguir ilustra um exemplo do consideramos atingir

0 objetivo da questdo.



Figura 30 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Serpens resposta para a questao 4

94

Fonte: Dados da pesquisa

Com relagdo a questdo 5, na parte (a), 6 alunos acertaram, enquanto 8 erraram. Na parte

(b), 8 alunos responderam corretamente, enquanto 6 erraram. Por fim, na parte (c), apenas 1

aluno acertou, enquanto 13 erraram. A figura a seguir ilustra um exemplo do consideramos

atingir o objetivo da questdo.

Figura 31 — Atividade de Revisdo (parte 1) de Cepheus resposta para a questao 5

@} ' q)

Fonte: Dados da pesquisa
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A questdo 6 foi elaborada pelos proprios alunos e apresentou respostas bastante

interessantes, especialmente as respostas de Orion, que se destacaram:

Figura 32 — Atividade de Revisao (parte 1) de Orion resposta para a questao 6

\
W)

Fonte: Dados da pesquisa

Na andlise da Atividade 5, dos 26 alunos presentes, 21 completaram a atividade,

enquanto 5 ndo a finalizaram. A atividade foi estruturada em uma questao dividida em quatro

etapas, abordando a nog¢do intuitiva de probabilidade condicional e estratégias relacionadas ao

conhecido “problema das portas”, no qual os alunos precisavam decidir se trocariam de porta

apos a intervengao do apresentador.

Na primeira etapa, que focava em explorar a intui¢do dos alunos sobre probabilidade

condicional, os alunos se dividiram em dois grupos principais: os que ndo trocariam de porta e

os que trocariam. Entre aqueles que decidiram ndo trocar, 5 alunos justificaram a escolha

dizendo que o apresentador estaria tentando “engana-los”, como mostrado na resposta de Leo.
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Figura 33 — Atividade 4 de Leo resposta para a questdo 1

ATIVIDADE 4
QUESTAO 1 — O dilema de Monty Hall, cujo nome é inspirado no apresentador do programa televisivo
estadunidense “Let’s Make a Deal” transmitido de 1963 a 1976, tem o seguinte enunciado:

“Suponha que os participantes de um programa de auditério
. recebam a opgdo de escolher uma dentre trés portas: atrds de
uma delas hd um carro; atrds das outras, hd cabras. Depois

que um dos participantes escolhe uma porta, o apresentador,

/ que sabe o que hd atrds de cada porta, abre uma das portas
? g ndo escolhidas, revelando uma cabra. Ele diz entdo ao
\/
[

participante; ‘Vocé gostaria de mudar sua escolha para a
outra porta fechada?’ Para o participante, é vantajoso trocar
sua escolha?”

]

1* Etapa: Tendo em vista o problema apresentado, em qual
estratégia vocé utilizaria? Justifique.

~A
~

Fonte: Dados da pesquisa

Trés alunos explicaram que ndo trocariam de porta porque acreditavam que as chances

nao mudavam, conforme ilustrado na resposta de Auriga:

Figura 34 — Atividade 4 de Auriga resposta para a questdo 1

" ATIVIDADE 4
QUESTAO 1 - O dilema de Monty Hall, cujo nome ¢ inspirado no apresentador do programa televisivo
estadunidense “Let’s Make a Deal” transmitido de 1963 a 1976, tem o seguinte enunciado:

“Suponha que os participantes de um programa de auditério
recebam a opgdo de escolher uma dentre trés portas: atrds de
uma delas hd um carro; atrds das outras, hd cabras. Depois
que um dos participantes escolhe uma porta, o apresentador,
que sabe o que hd atrds de cada porta, abre uma das portas
ndo escolhidas, revelando uma cabra. Ele diz entdo ao
participante: ‘Vocé gostaria de mudar sua escolha para a
outra porta fechada?’ Para o participante, é vantajoso trocar
sua escolha?”

@

[

I* Etapa: Tendo em vista o problema apresentado, em qual
estratégia vocé utilizaria? Justifique.

Ngo fvocoria Poic a chorce ¢ amesmo

~\) & \ | e~ it
5 U4 Ci(f’ chance CJ’*’ acec+C ovexvQ Enral g v L

hO- weceesidade de Y yomo

Fonte: Dados da pesquisa



97

Quatro alunos optaram por ndo trocar simplesmente por convic¢do pessoal, como

exemplificado na resposta de Cassiopeia:

Figura 35 — Atividade 4 de Cassiopeia resposta para a questao 1

ATIVIDADE 4
QUESTAOQ 1 - O dilema de Monty Hall, cujo nome ¢ inspirado no apresentador do programa televisivo
estadunidense “Let’s Make a Deal” transmitido de 1963 a 1976, tem o seguinte enunciado:

“Suponha que os participantes de um programa de auditorio
recebam a opg¢do de escolher uma dentre trés portas: atrds de
uma delas hd um carro; atrds das ouiras, hd cabras. Depois
que um dos participantes escolhe uma porta, o apresentador,
que sabe o que hd atrds de cada porta, abre uma das portas
ndo escolhidas, revelando uma cabra. Ele diz entdo ao
participante: ‘Vocé gostaria de mudar sua escolha para a
outra porta fechada?’ Para o participante, é vantajoso trocar
sua escolha?”

1* Etapa: Tendo em vista o problema apresentado, em qual
estratégia vocé utilizaria? Justifique,

alile W ga to N fi

> 2 X«

g2l 1 st “"{,\‘_‘-\\Y‘O) }f\LC/, e v i

Ev nao modol

Loy Totnore RS

Fonte: Dados da pesquisa

Por outro lado, 4 alunos escolheram trocar de porta e suas justificativas destacam a

percepcao de que a troca aumentaria suas chances de ganhar, conforme a imagem de Cepheus
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Figura 36 — Atividade 4 de Cepheus resposta para a questao 1

= ' ATIVIDADE 4
QUES F AO 1 5 0O ,d:lema de Monty Hall, cujo nome ¢é inspirado no apresentador do programa televisivo
estadunidense “Let’s Make a Deal” transmitido de 1963 a 1976, tem o seguinte enunciado:

“Suponha que os participantes de um programa de auditrio
recebam a opgdo de escolher uma dentre trés portas: atrds de
uma delas hd um carro; atrds das outras, hd cabras. Depois
que um dos participantes escolhe uma porta, o apresentador,
que sabe o que hd atrds de cada porta, abre uma das portas
ndo escolhidas, revelando uma cabra. Ele diz entdo ao
participante: ‘Vocé gostaria de mudar sua escolha para a

outra porta fechada?’ Para o participante, é vantajoso trocar
sua escolha?”

1* Etap_a: Tendo em vista o problema apresentado, em qual
estratégia vocé utilizaria? Justifique.

22 Ktana-.
Fonte: Dados da pesquisa

Quatro alunos nao responderam ou ndo apresentaram uma resposta coerente com o
esperado.

Na segunda etapa, os alunos foram expostos a famosa solu¢ao de Marilyn vos Savant
para o dilema de Monty Hall, em que a estratégia de troca ¢ demonstrada como vantajosa. Essa
etapa proporcionou o contato com uma abordagem formal do problema, fazendo com que os
alunos refletissem sobre suas respostas iniciais. Retomando, assim, as ideias de Mendes, Fossa
e Valdés (2006) ao se referir a HM e aos problemas histéricos como uma oportunidade de
apresentar ideias e esclarecer conceitos da Matematica.

A terceira etapa envolveu as tentativas praticas, nas quais todos os alunos participaram,
engajando nas discussdes sobre qual a melhor estratégia a ser seguida. Essa etapa procedeu com
a realizagdo dos jogos em grupos. Além de poder destacar os conceitos da probabilidade
condicional

Na quarta etapa, os alunos esquematizaram as estratégias e calcularam as probabilidades
para ambas as abordagens: trocar ou ndo trocar de porta. Sete alunos, incluindo Canis Major,

conseguiram calcular corretamente as probabilidades de ambas as estratégias:



Figura 37 — Atividade 4 de Canis Major resposta para 4* etapa
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PQUESTAO 2. Para lavantar ine o
Fonte: Dados da pesquisa

Doze alunos calcularam apenas a probabilidade de uma das estratégias, como mostrado

na resposta de Perseus:

Figura 38 — Atividade 4 de Perseus resposta para 4° etapa

4" Etapa:
Apos realizar o jogo de Monty, tente esquematizar as estratégias na arvore de possibilidades.

Fonte: Dados da pesquisa

Dois alunos, incluindo Aquarius, ndo calcularam as probabilidades:
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Figura 39 — Atividade 4 de Aquarius resposta para 4* etapa

4" Etapa:
Apé i i :
pos realizar o Jog? de} Moity‘?tel‘}te €Squematizar as estratégias na arvore de possibilidades
- :7' ST ‘ y ‘ C = = - .
P’ '{‘ M—le¢e™ ~Yom C' = Cacrg
i o »», )
??_ \‘,:'Ié\jn. S = G e G é{
£ Fgf}f' M- Mﬂitm:{}

Fonte: Dados da pesquisa

A questdo 2 da atividade foi desenvolvida com o objetivo de introduzir a probabilidade
condicional de forma pratica. Scorpius destacou-se ao realizar o exercicio junto com o

professor, conforme a imagem a seguir:

Figura 40 — Atividade 4 de Scorpius resposta para questao 2

QUESTAO 2. Para levantar informacées em relagdo ao habito de leitura de uma turma, um professor de
Literatura perguntou aos 36 alunos se jé haviam lido algum livro de Manuel Bandeira ou de Clarice Lispector.
Desses alunos, 18 leram algum livro de Manuel Bandeira, 10 leram algum livro de Clarice Lispector, 8 leram
livros dos dois autores e 16 nio leram livros desses autores.

a. Sorteando um desses alunos, qual é a probabilidade de ele ter lido algum livro dos dois autores?

b. Realizando um sorteio entre alunos que leram algum livro de Manuel Bandeira, qual é a probabilidade
de ele ter lido também algum livro de Clarice Lispector?

)/

3\
Mol ad il N
LM = ,‘,a. \/1 i f =y

~

Fonte: Dados da pesquisa

Na questdo 3, que envolvia conceitos de teoria dos conjuntos, 3 alunos deixaram de
responder, enquanto os outros 18 alunos erraram em virtude do enunciado, devido a falta de
dominio da teoria dos conjuntos. Serpens, por exemplo, errou devido ao enunciado, conforme

ilustrado na imagem:
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Figura 41 — Atividade 4 de Serpens resposta para questdo 3

QUESTAO 3. Em uma escola com 600 estudantes, 40 ficaram de recuperagio apenas em Matematica, dez,
somente em Fisica, e cinco, nas duas disciplinas. Determine a probabilidade de um estudante fazer recuperagdo
de Fisica, sabendo que ele ficou de recuperagdo de Matematica.

s \ - - h Y - e e

i
A : | 8B Ao ) =
\'.,' ) b R Ty v ) ' T :?’ = : _" & A" A' 'a:.‘." MAS - \i

b YRR blalg =nlang . 5% -2
L.\\Fl' ] il \f'
ot 2

Fonte: Dados da pesquisa

Essa andlise da atividade revela que, embora muitos alunos tenham conseguido
desenvolver uma intui¢do inicial sobre probabilidade condicional, a formaliza¢do do conceito
e a aplicacdo correta de estratégias probabilisticas, especialmente no que diz respeito a teoria
dos conjuntos, ainda representou um desafio significativo para a maioria.

De modo geral, entendemos que os objetivos da Atividade 4 foram comtemplados em
relagdo aos contetidos da Probabilidade, como o conceito de probabilidade condicional, bem
como o desenvolvimento deste conceito na solugdo do problema historico.

Nas Atividades de Revisdo (parte 2), todos os 23 alunos presentes completaram a
atividade. A questdo 1 foi respondida corretamente por 21 alunos, com destaque para Orion,

que apresentou uma justificativa clara e correta:
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Figura 42 — Atividade de Revisao (parte 2) de Orion resposta para questao 1

A ILILVIDADLDD DFEI7 T EIE SarTw Y id -

QUESTAO 1. Dois jogadores, Kleber ¢ Arnaldo, lancam um dado, cada um uma Unica vez. Vence 0 jogo
quem tirar o maior namero. Sabendo que Kleber tirou 4, qual ¢ a probabilidade de:
a. Kleber vencer?

1 - - N
)

b. Haver empate?

1 ™ ‘_"; . |} 1

¢. Amaldo vencer?

Fonte: Dados da pesquisa.

No entanto, dois alunos, como Libra, cometeram erros na parte (¢) da questdo, como

ilustrado nas imagens a seguir:

Figura 43 — Atividade de Revisdo (parte 2) de Libra resposta para questao 1

QUESTAO 1. Dois jogadores, Kleber ¢ Arnaldo, langam um dado, cada um uma tnica vez. Vence o jogo
quem tirar o maior mamero. Sabendo que Kleber tirou 4, qual ¢ a probabilidade de:
a. Kleber vencer? .'é"'.,-f“.\ D2 4 . -

4

b. Haver empate?

¢. Armnaldo vencer?
1
o\

Fonte: Dados da pesquisa.

Na questdo 2, dois alunos erraram, enquanto os outros 20 a acertaram, incluindo Virgo,

que apresentou uma resposta bem estruturada:
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Figura 44 — Atividade de Revisdo (parte 2) de Virgo resposta para questao 2

QUESTAO 2. (Enem/MEC) Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento
desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa pesquisa constatou-se que 600 alunos falam
inglés, 500 falam espanhol e 300 nao falam qualquer um desses idiomas. Escolhendo-se um aluno dessa escola

ao acaso ¢ sabendo-se que ele ndo fala inglés, qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?
5 r 1
=
ZN 2

h 2
8

Fonte: Dados da pesquisa.

Na questao 3, apenas um aluno cometeu um erro, enquanto o restante dos alunos

respondeu corretamente, incluindo Perseus, que apresentou uma solugao precisa:

Figura 45 — Atividade de Revisdo (parte 2) de Perseus resposta para questao 3

QUESTAO 3. (MORAES, 2014) Uma pesquisa realizada entre 1000 consumidores, registrou que 650 deles
trabalham com cartdes de crédito da bandeira MasterCard, que 550 trabalham com cartdes de crédito da
bandeira VISA e que 200 trabalham com cartdes de crédito de ambas as bandeiras. Qual a probabilidade de,
ao escolhermos, desse grupo, uma pessoa que utiliza a bandeira VISA, ser também um dos consumidores que
utilizam cartdes de crédito da bandeira MasterCard?

a) 10% b) 30% c) 40% d) 20%

\/ "

Fonte: Dados da pesquisa

Essa andlise da Atividade 6 demonstra que a maioria dos alunos conseguiu dominar os
conceitos abordados, com apenas alguns erros pontuais em questdes especificas. A consisténcia
no desempenho geral reflete o entendimento so6lido dos temas trabalhados ao longo das

atividades anteriores.
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Entendemos que a HM pode contribuir para a constru¢do do conhecimento matematico
pela apresentagdo de conceitos e teorias matematicas e permite compreender certos motivos

relacionados a Matematica. Abaixo fornecemos um panorama das atividades

Quadro 33 — Sintese dos indicios da Historia da Matematica para construgdo do conhecimento

matematico
CONCEITOS
PROBLEMA AGRUPAMENTO TRABALHADOS
- Experimento aleatorio;
Problema dos Dados - Espago amostral;
A apresentagdo de conceitos | - Evento e tipos de eventos.
e teorias matematicas e - Experimento aleatorio;
permite compreender certos - Espaco amostral;
Problema dos Pontos motivos relacionados a - Evento e tipos de eventos;
Matematica. - Calculo de probabilidade.
Dilema de Monty Hall - Probabilidade condicional.

Fonte: Autoria propria

Feita a apresentacao dos indicios da HM para a constru¢ao do conhecimento matematico,
apresentaremos uma andlise dos obstaculos e das dificuldades encontradas durante a

implementagao.

5.3 Obstaculos e dificuldades da implementacao

Nossa inten¢do, ao descrever e compreender as dificuldades da implementacdo da
proposta, ¢ destacar as formas com que podemos trabalhar essas dificuldades em pesquisas
futuras. Os dados produzidos que mais fazem sentido com essa tematica foram obtidos,
principalmente, apos a aplica¢do do questionario final e alguns elementos do diario de campo,
como sera demostrado a seguir.

Foi possivel identificar que ndo foram todos os alunos que se interessaram pelas
atividades envolvendo os problemas histéricos. Em uma das anotagdes do diario de campo do
professor regente de turma, hé indicacdes de alunos que ndo faziam nenhuma das atividades
propostas, bem como outros alunos que sairam frequentemente da sala de aula, tanto que o
professor escreveu “Argo Navis e Crater sairam da sala de aula e ndo voltaram até o final da
aula (informacao escrita, didrio de campo, encontro 8)”. De fato, Argo Navis e Crater, dentre

outros alunos, ndo realizaram grande parte das atividades, o que evidencia o argumento de
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Tzanakis e colaboradores (2000) acerca de que muitos ndo se interessardo por aulas com
abordagem historica.

Os indicios que consideramos limitacdes da abordagem dos problemas histéricos
abrangem a falta de tempo para a implementacdo da proposta, ocasionada pelas interrupgdes
que foram geradas em sala de aula, o que levou nossa abordagem de 20 aulas se tornarem 26.

Outros indicios apontam a HM como um fator complicador. Alguns alunos nao se
sentiram confortdveis com a abordagem histérica e temos a presenga desses indicios na
atividade final.

No primeiro questionamento, obtivemos respostas positivas em relagdo a proposta no
que se refere a motivagdo. Ja no segundo questionamento “2. Vocé se interessou em resolver
algum dos problemas propostos? Que problema(s)? Por qué?”, tivemos um indicio de

dificuldade por parte do aluno.

Figura 46 — Indicio de dificuldade apresentado na Atividade Final na questao 2

2. Vocé se interessou em resolver algum dos problemas propostos? Que problema(s)? Por qué?

Fonte: Dados da pesquisa

Mesmo que a resposta indique uma dificuldade em relagdo as atividades propostas, a
dindmica proposta com os dados facilitou o entendimento em alguns casos. Também hd uma

resposta que indica que a proposta ndo interessou o aluno, como apontado na Figura 48.

Figura 47 — Outro indicio de dificuldade apresentado na Atividade Final na questdo 2

2. Vocé se interessou em resolver algum dos problemas propostos? Que problema(s)? Por qué?

MEO  MAD  ME dprpRESSEL Pols MArEparita Mio £ UOA AREPR D0l CU
ARLEIE

Fonte: Dados da pesquisa
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Entendemos que a HM nem sempre sera uma abordagem interessante para todos os
alunos, pois nem todos se interessam pela disciplina, consequentemente, nao tém interesse por
sua historia, como apontado por Tzanakis e colaboradores (2000).

Ja o terceiro questionamento, “Vocé¢ entende que compreendeu os conceitos de
probabilidade e probabilidade condicional (por exemplo: espaco amostral, evento etc.) com
problemas historicos? Vocé destacaria alguma atividade que contribuiu para isto? Por qué?”.

Também, tivemos indicios da HM como um fator complicador, como apresentado a seguir:

Figura 48 — Indicio de dificuldade apresentado na Atividade Final na questao 3

3. Vocé entende que compreendeu os conceitos de probabilidade e probabilidade condicional (por
exemplo: espago amostral, evento, etc.) com problemas histéricos? Vocé destacaria alguma atividade
que contribuiu para isto? Per qué?
“ATo €

Fonte: Dados da pesquisa

Ja no quarto questionamento, “Vocé se sente seguro para resolver problemas que
envolvem os conceitos de probabilidade e probabilidade condicional? Os problemas historicos
e suas solugdes ajudaram vocé a entender melhor os conceitos? Ou vocé sentiu dificuldades em
compreender problemas e/ou suas solu¢des?”’, também tivemos indicios da HM como um fator

complicador, como apresentado a seguir:

Figura 49 — Indicio de dificuldade apresentado na Atividade Final na questdo 4

4. Vocé se sente seguro para resolver problemas que envolvem os conceitos de probabilidade e
probabilidade condicional? Os problemas histdricos e suas solugdes ajudaram vocé a entender melhor
os conceitos? Ou vocé sentiu dificuldades em compreender problemas e/ou suas solugdes?

Fonte: Dados da pesquisa

Dessa forma, entendemos que as dificuldades relacionadas a abordagem histdrica nas
atividades tém a ver com a constru¢dao dos conhecimentos de Matematica com a HM. Cabe

destacar que muitos alunos ndo conseguiram resolver determinados problemas histéricos e/ou
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desenvolver os conceitos propostos naquele momento. Tal como proposto por Miguel e Miorim
(2021), em que muitos elementos historicos ndo sdo adequados para a sala de aula, o que torna
a HM um elemento complicador.

Foram identificadas algumas limitagdes com relagdo a implementagao em sala de aula,
devido a diversas interrupc¢des externas e ao atraso na execucao da proposta.

Além disso, o pesquisador ndo era o professor da turma na qual a proposta foi realizada,
0 que poderia ter afetado a dinamica da sala de aula e, possivelmente, o comportamento de
alguns alunos. Contudo, ressaltamos que as dificuldades de estar em sala de aula sdo inerentes

a qualquer pesquisa de campo e que ndo causaram prejuizo a implementagao das atividades.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A presente investigagdo analisou as potencialidades, bem como as limitagdes de uma
proposta didatica com problemas historicos para o ensino de Probabilidades. Dessa forma,
visamos identificar, ao longo da implementagdo da proposta, indicios que demonstrassem as
contribui¢des da utilizacdo de elementos da HM para a promogao da Matematica, assim como
para a construcao do conhecimento matematico.

Para tanto, elaboramos e implementamos uma proposta baseada em trés problemas
historicos para ensinar os conceitos da Probabilidade, sendo o primeiro o Problema dos Dados
proposto a Galileu Galilei (1564 — 1642), no qual abordamos conceitos de experimento
aleatorio, espaco amostral, evento e tipos de eventos. O segundo foi o Problema dos Pontos,
que marca o inicio do desenvolvimento da Teoria da Probabilidade, resolvido por Blaise Pascal
(1623 — 1662) e Pierre de Fermat (1601 — 1665), no qual abordamos a defini¢do do calculo das
probabilidades. Por fim, o Dilema de Monty Hall, que embora tenha diferentes versdes
mencionadas em livros antigos, se tornou popular recentemente com o programa televisivo
Let’s Make a Deal, apresentando por Monty Hall e a controvérsia da solu¢do de Marilyn vos
Savant (1946 — presente), em que abordamos os conceitos de probabilidade condicional.

Como mencionado anteriormente, o Problema dos Dados, discutido no Momento 1,
trouxe elementos que podem contribuir para a compreensdao de conceitos fundamentais da
probabilidade, como: espago amostral, evento e seus tipos.

Ja o Problema dos Pontos, discutido no Momento 2, trouxe uma abordagem mais
humana da matemadtica, desmistificando-a e ajudando os alunos a entender conceitos como
probabilidade e arvore de eventos. As andlises realizadas indicam que a HM pode ser uma
abordagem valiosa na constru¢do do conhecimento matematico, especialmente ao ensinar
conceitos de calculo de probabilidade.

Por fim, o Problema de Monty Hall, no Momento 3, focou em ensinar a probabilidade
condicional e como ela influencia no célculo das chances, reforgando, assim como no problema
anterior, o papel da HM na construcdo do conhecimento e na promo¢ao de uma visdo mais
ampla da Matematica.

Diante dessas observacdes, defendemos que a utilizagdo da HM, quando combinada
com outros recursos, como o uso de materiais concretos, pode enriquecer o ensino de
Probabilidade e métodos de resolucdo. Nao propomos que a HM substitua outras abordagens,
pois todas possuem potencialidades proprias que podem auxiliar na compreensao dos conceitos

matematicos. Apoiamos, junto com outros estudiosos do campo, uma maior integracdo da HM
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com outras metodologias, pois ela, quando bem organizada, contribui significativamente para
o aprendizado de determinados conceitos.

Nesta investigacao apresentamos a possibilidade de utilizar problemas historicos no
ensino, o que pode facilitar a compreensao do processo de calcular a probabilidade, além de
contribuir para a mudanga de percep¢ao dos alunos sobre a Matematica, uma vez que permite
discussdes sobre aspectos da construcdo do conhecimento matematico.

Também destacamos algumas dificuldades encontradas durante a implementagdo da
proposta apoiada em problemas historicos, algumas voltadas para HM como um fator
complicador e outras em relagdo ao convivio em sala de aula. Com relagdo as dificuldades,
ressaltamos as interrupgdes que ocorrem durante a abordagem que prolongou o tempo de
implementagao.

Para pesquisas futuras, salientamos a possibilidade de estudar diferentes problemas
historicos para trabalhar diferentes conceitos da Matematica de modo a sanar as limitagdes
encontradas, visto que os problemas histéricos, quando contextualmente trabalhados, como
mostrado na presente pesquisa, permitem refletir sobre a percepcdo da Matematica ¢ a
constru¢do do conhecimento matematico. Além disso, diante do volume de dados apresentados
recomendamos uma investigagdo cautelosa, a fim de entender as dificuldades e os obstaculos

das atividades propostas.
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APENDICES
APENDICE A — ATIVIDADE 1 (Problema dos Dados)

COMPETENCIAS E HABILIDADES

Competéncia Especifica 1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questdes socioeconomicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes
meios, de modo a contribuir para uma formagao geral.
= (EM13MAT106) Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método
contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.)
Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente.
= (EM13MATS311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da
probabilidade.
Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de padrdes,
experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.
= (EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos
ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacdes no calculo de

probabilidades.

OBJETIVOS

= Compreender o conceito de experimento aleatorio;

= Reconhecer e determinar um espago amostral;

= Compreender o que caracteriza um evento;

= (Classificar eventos aleatorios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”;

= Desenvolver os conceitos de experimentos aleatorios, espaco amostral e eventos na resolugéo
de problemas historicos, no caso, o Problema dos Dados resolvido por Galileu Galilei (1564

— 1642).

RECURSOS

Impressdo da Atividade 1, 1apis, borracha, trés dados de 6 faces cada (para cada grupo).
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QUESTAO 1 — Considere um jogo com dois dados honestos de 6 faces cada. Ao langar os dados
simultaneamente, o resultado sera a soma de suas faces viradas para cima. Sendo assim, qual é o

ATIVIDADE 1

resultado de maior chance? Em qual soma vocé apostaria? Justifique.

1* Etapa: Vamos fazer alguns lancamentos

Face do dado 1

Face do dado 2

Resultado (soma)

2% Etapa: Agora, vamos pensar a partir dos resultados e, assim, verificar as possibilidades de cada

face dos dados para encontrarmos a soma.

Resultados (soma)

Face do dado 1

Face do dado 2 Possibilidades

3% Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:
a. Todos resultados possiveis de ocorrerem

b. As possibilidades de ocorrer as mesmas faces viradas para cima

c. As possibilidades de ocorrer a soma ser igual a 3 e 7

d. As possibilidades de ocorrer a soma iguala 2 e 12

e. As possibilidades de ocorrer a soma maior ou igual a 2
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f. As possibilidades de ocorrer a soma menor do que 2 ou maior do 12

QUESTAO 2 - Agora, vamos acrescentar mais um dado honesto neste jogo. Nesse caso, 0 jogo com
trés dados de 6 faces cada sdo lancados simultaneamente e tem como resultado a soma das trés faces

viradas para cima. Novamente, em qual resultado vocé apostaria?

1* Etapa: Vamos fazer alguns lancamentos.

Face do dado 1 Face do dado 2 Face do dado 3

Resultado (soma)

2% Etapa: Agora, vamos pensar a partir dos resultados e, assim, verificar as possibilidades de cada

face dos dados para encontrarmos a soma.

Resultados (soma) | Face do dado 1 | Face do dado 2

Face do dado 3 | Possibilidades

3% Etapa: Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine:

a. As possibilidades de ocorrer a soma ser igual a3 e 18
b. As possibilidades de ocorrer a soma ser igual 6 e 7

c. As possibilidades de ocorrer a soma ser igual 9 e 10;

d. Embora sejam iguais as possibilidades de a soma ser igual 9 e 10, mostre que a possibilidade

de aparecer 10 ¢ maior do 9.
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APENDICE B — ATIVIDADE 2

COMPETENCIAS E HABILIDADES

Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente.
= (EMI13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da

probabilidade.

Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e

propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de padrdes,

experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo
cada vez mais formal na valida¢do das referidas conjecturas.

= (EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos

ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicagdes no calculo de

probabilidades.

OBJETIVOS

= Reconhecer e determinar um espago amostral;

* Compreender o que caracteriza um evento;

= (Classificar eventos aleatorios, sendo “impossivel”, “certo” ou “elementar”;

= Compreender o conceito de probabilidade;

= Calcular a probabilidade de determinado evento e da unido de eventos ocorrer nas formas
fraciondria, decimal e percentual;

= Calcular a probabilidade de acontecimentos em um espaco amostral;

= Calcular a probabilidade de um evento nado ocorrer.

RECURSOS

Impressao da Atividade 2, lapis e borracha.




118

ATIVIDADE 2

QUESTAO 1. Considere as seguintes situagdes:

1% situacao. No langamento de um dado honesto de 6 faces, a probabilidade de sair o numero 3 ¢
menor do que a probabilidade de sair o ntimero 5?

2% situacfo. No langamento de uma moeda, qual a probabilidade de sair “cara”? E de ndo sair “cara”?

3% situacdo. No langamento de dois dados honestos de 6 faces cada, qual probabilidade de a soma
dos resultados dos dois dados ser maior do que 7? E a probabilidade de ndo ocorrer um ntimero maior
do que 7?

47 situaciio. Uma urna contém 30 bolas numeradas de 1 a 30. Retirando-se uma bola ao acaso, qual
¢ a probabilidade de que seu niimero seja:

a. Par?

b. Impar?

c. Par e menor do que 15?
d. Multiplo de 4 ou de 5?

5% situacao. Considerando o langamento de um dado honesto de 6 faces, determine a probabilidade
de obter um nimero de pontos impar ou um numero de pontos maior do que 2.

6" situacdo. Em um experimento aleatério sdo langados um dado e uma moeda. Calcule a
probabilidade de se obter:

a. Uma cara e um numero 3.

b. Uma cara e um nimero par.

c. Uma coroa ou um numero impar.

REFERENCIAS DO MATERIAL

ANDRADE, Thais Marcelle de (ed.). Matematica Interligada: estatistica, analise combinatoria e
probabilidade. 1. ed. Sao Paulo: Scipione, 2020.

BONJORNO, José Roberto; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy; DE SOUZA, Paulo Roberto Camara.
Prisma matematica: estatistica, analise combinatoria e probabilidade. 1. ed. Sdo Paulo: FTD,
2020.
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APENDICE C - ATIVIDADE 3 (Problema dos Pontos)

COMPETENCIAS E HABILIDADES

Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente.
= (EMI13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da

probabilidade.

Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e

propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de padrdes,

experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo
cada vez mais formal na valida¢do das referidas conjecturas.

= (EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos

ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicagdes no calculo de

probabilidades.

OBJETIVOS

= Reconhecer e determinar um espago amostral;

* Compreender o que caracteriza um evento;

» Calcular a probabilidade de determinado evento ocorrer nas formas fracionaria, decimal e
percentual;

= Calcular a probabilidade de acontecimentos em um espaco amostral;

» Calcular a probabilidade de um evento ndo ocorrer;

= Desenvolver os conceitos de experimentos aleatérios, espago amostral, eventos e calculo de
probabilidade na resolugdo de problemas historicos, no caso, o Problema dos Pontos

resolvido por Blaise Pascal (1623 — 1662) e Pierre de Fermat (1601 — 1665).

RECURSOS

Impressao da Atividade 3, moedas, lapis e borracha.
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ATIVIDADE 3

QUESTAO 1 - Vocé ira jogar cara e coroa com um colega e cada um aposta 32 reais (total 64 reais),
sendo o vencedor aquele que obtiver trés pontos primeiro. E suponha que o jogo seja interrompido

ou ambos os jogadores decidam parar o jogo. Como deveria ser dividida as apostas?

Vamos explorar algumas possibilidades deste mesmo jogo. Para isso, determine os casos possiveis e

uma forma justa de dividir o prémio para cada caso encontrado.
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APENDICE D — ATIVIDADES DE REVISAO (parte 1)

COMPETENCIAS E HABILIDADES

Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente.
= (EMI13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da

probabilidade.

Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e

propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de padrdes,

experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo
cada vez mais formal na valida¢do das referidas conjecturas.

= (EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos

ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicagdes no calculo de

probabilidades.

OBJETIVOS

= Reconhecer e determinar um espago amostral;

* Compreender o que caracteriza um evento;

» Calcular a probabilidade de determinado evento ocorrer nas formas fracionaria, decimal e
percentual;

= Calcular a probabilidade de acontecimentos em um espaco amostral;

RECURSOS

Impressao das atividades de revisao (parte 1), lapis e borracha.
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ATIVIDADES DE REVISAO (parte 1)
EXPERIMENTOS ALEATORIOS, ESPACO AMOSTRAL E EVENTOS

QUESTAO 1. (MORAES, 2014) Uma partida do campeonato carioca de futebol possui um arbitro
de futebol meio atrapalhado, ele tem no bolso um cartdo amarelo, um cartdo vermelho € um cartao
com uma face amarela e uma face vermelha. Depois de uma jogada muito violenta, o arbitro mostra
um cartdo, retirado do bolso ao acaso, para um jogador de uma das equipes. Se a face que o jogador
vé é amarela, qual € a probabilidade da face voltada para o juiz ser vermelha?

a) 1/4b)2/3¢)1/2d)1/3

QUESTAO 2. Em uma urna sio colocadas 3 bolas idénticas numeradas de 1 a 3. Sio sorteadas duas
dessas bolas com reposi¢do, ou seja, sorteia-se uma bola, que € reposta na urna e, em seguida, sorteia-
se novamente uma bola.

Escreva o espaco amostral Q) desse experimento;

Determine o evento A, da ocorréncia de dois nimeros pares;

Determine o evento B, da ocorréncia do 1° niimero sorteado ser maior do que o 2°
Determine o evento C, da ocorréncia do produto dos nlimeros sorteadores ser menor do que

oo

PROBABILIDADE DE UM EVENTO E DA UNIAO DE EVENTOS

QUESTAO 3. Duas moedas honestas sdo langadas simultaneamente. Qual é a probabilidade de se
obter uma cara e uma coroa?

QUESTAO 4. Em uma urna sdo colocadas 9 bolas idénticas numeradas de 1 a 9. Ao sortear uma
bola, calcule a probabilidade de ela conter:

a. Um nimero par;

b. Um nimero impar;

¢. Um nimero multiplo de 5;

d. Um niimero maior do que 7.

QUESTAO 5. Em um experimento aleatério sio lancados um dado e uma moeda, ambos honestos.
Calcule a probabilidade de se obter:

a. Uma cara ou um nimero 3;

b. Uma cara ou um niimero par;

c. Uma coroa e um numero par.

QUESTAO 6. Elabore o enunciado de um problema de probabilidade com pelo menos 3 itens a
seguir:

i.  Espacgo amostral contendo 3 elementos;

ii.  Espago amostral contendo 6 elementos;

iii.  Um problema que envolva um evento elementar;
iv.  Um problema que envolva um evento certo;
v.  Um problema que um evento impossivel;

vi.  Um problema que envolva calculo da probabilidade de um evento;
vii.  Um problema que envolva o calculo da probabilidade da unido de eventos;
Agora, peca para colega ao lado que tente resolver o problema criado por voce.
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APENDICE E — ATIVIDADE 4 (Dilema de Monty Hall)

COMPETENCIAS E HABILIDADES

Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matematicos

para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a

plausibilidade dos resultados e¢ a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir

argumentacdo consistente.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da
probabilidade.

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o céalculo de probabilidade

de eventos em experimentos aleatdorios sucessivos.

Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e

propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdao de padrdes,

experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao

cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

(EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos
ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou ndo, ¢ investigar implicagdes no calculo de

probabilidades.

OBJETIVOS

Reconhecer e determinar um espago amostral;

Compreender o que caracteriza um evento;

Compreender e aplicar o conceito de probabilidade condicional;

Desenvolver os conceitos de probabilidade condicional na resolucao de problemas historicos,

no caso, o dilema de Monty Hall resolvido por Marilyn vos Savant (1946 — presente).

RECURSOS

Impressdo da Atividade 4, copos coloridos, brinquedos (carrinhos e animais), lapis e borracha.




125

ATIVIDADE 4

QUESTAO 1 - O dilema de Monty Hall, cujo nome ¢ inspirado no apresentador do programa
televisivo estadunidense “Let’s Make a Deal” transmitido de 1963 a 1976, tem o seguinte enunciado:

“Suponha que os participantes de um
programa de auditorio recebam a opg¢do de
escolher uma dentre trés portas: atras de uma
delas ha um carro; atras das outras, ha
cabras. Depois que um dos participantes
escolhe uma porta, o apresentador, que sabe o
que ha atras de cada porta, abre uma das
portas ndo escolhidas, revelando uma cabra.
Ele diz entdo ao participante: ‘Vocé gostaria
de mudar sua escolha para a outra porta
fechada?’ Para o participante, é vantajoso
trocar sua escolha?”

A 1* Etapa: Tendo em vista o problema
S apresentado, em qual estratégia vocé
utilizaria? Justifique.

2? Etapa:

Marilyn vos Savant (1946 - presente), citada no Livro Guinness dos Recordes como pessoa
de maior QI e escritora da coluna “Ask Marilyn” de uma revista estadunidense, trouxe uma solucgao
para o problema de Monty Hall ao final do século XX. Marilyn afirmou em sua coluna que é
vantajoso mudar a escolha. Apesar de tratar de um problema simples, sua solugao foi alvo de muitas
criticas pela comunidade de matematicos estadunidenses, levando Marilyn, que ndo era matematica,
a receber uma avalanche de correspondéncias de matematicos proeminentes afirmando que estava
incorreta.

Em uma das correspondéncias que Marilyn recebeu, escreveu um matematico da

Universidade George Mason:
“Deixe-me explicar: se mostrarmos que uma das portas ndo contém o prémio, essa informacdo altera
a probabilidade das duas escolhas remanescentes para 1/2 — e nenhuma das duas apresenta motivos
para ter probabilidade maior que a outra. Como matemdtico profissional, estou muito preocupado
com a falta de conhecimentos matematicos do publico em geral. Por favor, ajude a melhorar essa
situagdo confessando o seu erro e sendo mais cuidadosa no futuro.”

3% Etapa:
Seria correta essa afirmagdo? Para testar sua validade, realize junto com um colega algumas rodadas
do problema de Monty Hall optando pelas estratégias de manter e mudar de escolha.
Rodada Manteve ou mudou? Ganhou ou perdeu?
13.
23
33
43.
53.
63
73
83
93.
10°
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4 Etapa:
Apos realizar o jogo de Monty, tente esquematizar as estratégias na arvore de possibilidades.

QUESTAO 2. Para levantar informagdes em relagio ao habito de leitura de uma turma, um professor
de Literatura perguntou aos 36 alunos se j4 haviam lido algum livro de Manuel Bandeira ou de Clarice
Lispector. Desses alunos, 18 leram algum livro de Manuel Bandeira, 10 leram algum livro de Clarice
Lispector, 8 leram livros dos dois autores e 16 ndo leram livros desses autores.

a. Sorteando um desses alunos, qual ¢ a probabilidade de ele ter lido algum livro dos dois

autores?

b. Realizando um sorteio entre alunos que leram algum livro de Manuel Bandeira, qual ¢é a
probabilidade de ele ter lido também algum livro de Clarice Lispector?

QUESTAO 3. Em uma escola com 600 alunos, 40 ficaram de recuperagio apenas em Matematica,
dez, somente em Fisica, e cinco, nas duas disciplinas. Determine a probabilidade de um estudante
fazer recuperacdo de Fisica, sabendo que ele ficou de recuperacdo de Matematica.
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APENDICE F — ATIVIDADES DE REVISAO (parte 2)

COMPETENCIAS E HABILIDADES

Competéncia Especifica 3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e¢ a adequacdo das solu¢des propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente.
= (EMI13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da
probabilidade.
= (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabilidade

de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

Competéncia Especifica 5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e

propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de padrdes,

experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

= (EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais, discretos

ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou ndo, ¢ investigar implicacdes no calculo de

probabilidades.

OBJETIVOS

= Reconhecer e determinar um espago amostral;
= Compreender o que caracteriza um evento;

*= Compreender e aplicar o conceito de probabilidade condicional;

RECURSOS

Impressao da Atividade 4, lapis e borracha.
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ATIVIDADES DE REVISAO (PARTE 2)
PROBABILIDADE CONDICIONAL

QUESTAO 1. Dois jogadores, Kleber ¢ Arnaldo, langam um dado, cada um uma tinica vez. Vence
0 jogo quem tirar o maior niimero. Sabendo que Kleber tirou 4, qual ¢ a probabilidade de:

a. Kleber vencer?

b. Haver empate?

c. Arnaldo vencer?

QUESTAO 2. (Enem/MEC) Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o
conhecimento desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa pesquisa constatou-se
que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300 ndo falam qualquer um desses idiomas.
Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele ndo fala inglés, qual a
probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

1
a. -
:
b. =
8
1
c. -
5
d =
6
5
e. —

14
QUESTAO 3. (MORAES, 2014) Uma pesquisa realizada entre 1000 consumidores, registrou que

650 deles trabalham com cartdes de crédito da bandeira MasterCard, que 550 trabalham com cartdes
de crédito da bandeira VISA e que 200 trabalham com cartdes de crédito de ambas as bandeiras. Qual
aprobabilidade de, ao escolhermos, desse grupo, uma pessoa que utiliza a bandeira VISA, ser também
um dos consumidores que utilizam cartdes de crédito da bandeira MasterCard?

a) 10% b) 30% c) 40% d) 20%
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APENDICE G — ATIVIDADE FINAL

Caro(a) aluno(a),

Esta atividade final faz parte de uma pesquisa académica envolvendo atividades sobre os conceitos
de probabilidade e probabilidade condicional com problemas histéricos, propostas durante as aulas
de Matematica. Sua participag@o ¢ voluntaria e extremamente valiosa para a pesquisa.

Antes de comegar, leia as instrugdes abaixo:

ATIVIDADE FINAL

Suas respostas serdo mantidas em sigilo e utilizadas apenas para fins académicos. Nao ¢
necessario fornecer informagdes pessoais;

Nao existem respostas certas ou erradas. Queremos saber a sua opinido sincera e pessoal;
Caso ndo queira responder alguma pergunta, fique a vontade para deixa-la em branco. A sua
participagao ¢ voluntaria.

Algum momento ou atividade durante as aulas chamou a sua aten¢ao? Por qué?

Voce se interessou em resolver algum dos problemas propostos? Que problema(s)? Por qué?

Vocé entende que compreendeu os conceitos de probabilidade e probabilidade condicional
(por exemplo: espaco amostral, evento, etc.) com problemas historicos? Vocé destacaria
alguma atividade que contribuiu para isto? Por qué?

Vocé se sente seguro para resolver problemas que envolvem os conceitos de probabilidade e
probabilidade condicional? Os problemas histéricos e suas solugdes ajudaram vocé a
entender melhor os conceitos? Ou vocé sentiu dificuldades em compreender problemas e/ou
suas solugdes?

Ao explorarmos os problemas historicos, notamos que os jogos de azar e seguros
desempenharam um papel significativo no desenvolvimento inicial da Teoria da
Probabilidade. Além disso, individuos ndo diretamente relacionados a Matematica também
fizeram contribui¢des importantes, como apostadores em busca de lucro, um magistrado com
interesse em Matematica como passatempo, ¢ até mesmo uma mulher que acertou um
problema que muitos matematicos haviam errado. Vocé acredita que a inclusdo desses
elementos contribuiu para que vocé entendesse mais sobre como a Matematica ¢ produzida?
Concorda que os matematicos sdo sempre homens geniais? Por qué?
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SLIDE 1

Galileu Galilei
(1564 - 1642)

Problema dos dados

SLIDE 2

Escreveu, entre 1613 e 1623, um manual de jogos chamado Sopra Le Scoperte dei Dadi

O fato que em um jogo de dados certos nlimeros sao mais vantajoses
gue outros tem uma razao muito obvia, ou seja, que algunsisaciobtidos
com mais facilidade e mais frequéncia do que outros, o que depende
de poderem ser compensados commais variedade de numeres.

Galileu Galilei (1564 - 1642) Problema dos dados
SLIDE 3

Escreveu, entre 1613 e 1623, um manual de jogos chamado Sopra Le Scoperte dei Dadi

O fato que em um jogo de dados certos nUmeros sae;mais; vantajosos
gue outros tem uma razao muite 6bvia, ouiseja, gue algunssae obtidos
com mais facilidade e mais frequencia deigue outroes, o/.que depende de
poderem ser compensados com mais variedade de numeros. Entao, um
3 e um 18, que sao lancamentos gue so podem ser feitos de uma
maneira com 3 nimeros (isto €, o tltimo com 6, 6, 6 € o/primeiroe com 1,

1, 1, e de nenhuma outra maneira), sao mais dificeis de fazer doique,
por exemplo, 6 ou 7, que podem ser: feitos de varias maneiras, isto) €,
um 6 com d, 2, 3,ecom 2,2, 2ecom 1, 1,4 eum7comd,1,5; 1,2, 4; 1,
3,3;2,2,3.

Galileu Galilei (1564 - 1642) Problema dos dados
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SLIDE 4

Escreveu, entre 1613 e 1623, um manual de jogos chamado Sopra Le Scoperte deiDad):

O fato que em um jogo de dados certos nlimeros sac mais vantajoses

gue outros tem uma razao muito obvia, ou seja, que algunsisaciobtidos

com mais facilidade e mais frequéncia do que outros, o gue depende

de poderem ser compensados com mais variedade de nimeros. Entao,

um 3 e um 18, gue sao lancamentos que so podem ser feites de uma

maneira com 3 numeros (iste €, o tltimoicom 6, 6, 6 e 6 primeiro.com 1,

1, 1, e de nenhuma outra maneira), sae mais dificeis de fazer do que,

por exemplo, 6 ou 7, que podem; ser feites de varias maneiras, isto €,

umécom 1,2,3,ecom2,2,2ecomd, 1, 4deum7comd, 1,5; 1,2 4;: 1,

3, 3; 2, 2, 3. Todavia, embora 9 e 12 possam ser obtidos de tantas

.. maneiras quanto 10 e 11 e, portanto, devemiser considerados como

(421  sendo de igual vantagens, noientanto, sabe-seigue a longa observacao

4" fez com gue os jogadores de dados considerassem 10/e 11 comosendo

s, ‘ mais vantajosos doique 9 e 12 (GALILEU! apud’ DAVID, 1962, p. 65,
g’-‘ '{!f # traducionossa)

Galileu Galilei (1564 - 1642) Problema dos dados

SLIDE 5

Blaise Pascal
(1623 -1662)

Pierre de
Fermat (1601 -
1665)

Problemados pontos

SLIDE 6

Nunca se encontraram pessoalmente
Trocaram 7 correspondéncias (disponiveis na internet) em 1654

Foi apresentado a Pascal por Anteine Gombauld (1610 - 1685), um homem
gue ganhava a vida jogando e era conhecido como cavaleiro de Mere

A divisdo das apostas deveria levar em consideracao a probabilidade

"~ Blaise Pascal (1623 - 1662) Pierre de Fermat (1601 - 1665) Problema dos pontos
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SLIDE 7

SLIDE 8

Ficouiconhecido entre 1963/e 1990

Marilyn vos Savant
(1946 -)

Dilema de Monty Hall

Programa Let’s MakeiaPeal apresentade por Monty Hall

A controvérsia sobre a sollicao) correta comecou depois gueMarilyn
vos Savant apresentou esseproblema para seusileitores e disseguea

melhor estratégia eramudar

929% das cartas diziam gue elajestavaerrada

65% das cartasdos universitariosidiziamigue elaestava errada

Foi duramente criticada pelai comunidade matematica, embora ne
final ela estivesse correta

Marilynvos Savant (1946-)

Dilemade MontyHall




