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Resumo

Dinamica Hiperboélica é uma das areas mais importantes no estudo de sistemas diné-
micos. De maneira geral, um conjunto hiperbdlico para uma dinamica ¢ um conjunto com-
pacto, nao vazio e invariante, tal que para todo ponto neste conjunto, o espaco tangente se
decompde em soma direta de dois subespagos: um estével (uniformemente contrativo por
acao da derivada) e um instavel (uniformemente expansor por a¢ao da derivada), os quais
sao invariantes pela acao da derivada. Através do Teorema da Variedade Estavel sabe-se
que estes subfibrados (estavel e instavel) admitem variedades locais invariantes pela di-
namica. Uma classe especial das dinamicas hiperbdlicas que tera lugar neste documento
é a classe dos difeomorfismos de Anosov. Merecem destaque também os difeomorfismos
tipo Axioma A, para os quais é valido o Teorema Espectral de Smale. Difeomorfismos
de Anosov e do tipo Axioma A satisfazem propriedades de sombreamento, que sao indis-
pensaveis no estudo da estabilidade estrutural em dinamica hiperbolica. Quando se trata
de estabilidade estrutural, podemos nos perguntar sobre condigoes suficientes para que
a conjugacao topologica envolvida seja de classe C!. Pode-se mostrar que quando um
difeomorfismo de Anosov no toro T? tem mesmos dados periddicos que sua linearizacao,
entdo estes dois sao de fato C' conjugados, e isto pode ser obtido como aplicacao do
Teorema de Livsic.

Palavras-chaves: Dinamica Hiperbodlica, Sistemas Dinamicos, Conjunto Hiperbolico,
Subespacos Estavel e Instavel, Teorema da Variedade Estavel, Difeomorfismos de Ano-

sov, Difeomorfismos do Tipo Axioma A, Teorema Espectral de Smale, Propriedades de
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Sombreamento, Estabilidade Estrutural, Conjugacao Topologica C*, Teorema de Livsic,

Linearizacao no Toro T?



Abstract

Hyperbolic Dynamics is one of the most important areas in the study of dynamical
systems. Roughly speaking, a hyperbolic set for a dynamic is a non-empty, compact,
and invariant set, such that for every point in this set, the tangent space decomposes
as a direct sum of two subspaces: one stable (uniformly contractive) and one unstable
(uniformly expansive), both of which are invariant under the action of the derivative.
Through the Stable Manifold Theorem, it is known that these subbundles (stable and
unstable) admit local manifolds that are invariant under the dynamics. In the study
of hyperbolic dynamical systems, some classes of dynamics deserve greater emphasis,
namely diffeomorphisms of the Axiom A type and Anosov Diffeomorphisms. In the case
of Axiom A type diffeomorphisms, the Smale Spectral Theorem is valid, a central result in
the study of these types of transformations. Anosov Diffeomorphisms and Axiom A type
satisfy shadowing properties, which are indispensable in the study of structural stability in
hyperbolic dynamics. When it comes to structural stability, we can ask about sufficient
conditions for the involved topological conjugation to be of class C'. It can be shown
that when an Anosov diffeomorphism has the same periodic data as its linearization, then
these two are indeed C' conjugated, and this can be obtained as an application of Livsic’s
Theorem.

Keywords: Hyperbolic Dynamics, Dynamical Systems, Hyperbolic Set, Stable and
Unstable Subspaces, Stable Manifold Theorem, Anosov Diffeomorphisms, Axiom A Dif-

feomorphisms, Smale’s Spectral Theorem, Shadowing Properties, Structural Stability, C*
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Capitulo 1

Introducao

A area de sistemas dinamicos é um campo de estudo fundamental na mateméatica. Nele,
a dinamica hiperbdlica se destaca por sua estrutura rigorosa e propriedades robustas.

As referéncias basicas nas quais se baseiam o presente texto sdo Brin e Stuck [3] (2002),
Katok e Hasselblatt [11] (1995), que fornecem uma introducdo aos sistemas dinamicos,
estabelecendo uma base solida para o entendimento do campo. Além disso, os trabalhos
de Rufus Bowen [2] (1975), Rafael De la Llave [4] (1992), Gogolev e Guysinky [6] (2008),
Journé [10] (1988), Ledrappier [12] (1984), A. Livsic [I3] (1972), M. Shub [I8] (1969),
Marcelo Viana e Kreley [20](2016), F. Micena ¢ R. De La Llave [16] (2021) oferecem
base para este estudo sobre dinamica hiperbolica, mais especificamente, nos fené6menos
de rigidez.

O principal objetivo desta dissertacao é desenvolver um material introdutoério sobre
dinamica hiperbolica. De modo que este trabalho seja entendido como mais um recurso
para estudantes e pesquisadores que buscam uma compreensao do tema.

Comecaremos introduzindo definicoes e resultados bésicos da teoria de sistemas dina-
micos discretos, estabelecendo as bases para os temas subsequentes. Logo em seguida,
abordaremos o conceito de conjunto hiperbolico e apresentaremos a dinamica hiperbdlica,
juntamente com algumas ferramentas fundamentais. Discutiremos brevemente o teorema
da variedade estavel e instavel e exploraremos resultados como o teorema espectral de

Smale. Examinaremos em detalhe os difeomorfismos de Anosov, indo além das defini¢oes



basicas para explorar propriedades e estruturas geométricas. Por fim, argumentaremos

sobre a rigidez de transformacoes expansoras em S! e de difeomorfismos de Anosov.



Capitulo 2

Conceitos preliminares

Um sistema dinamico é essencialmente uma sequéncia de iteracoes por uma funcao
especifica, atuando sobre um espago M dotado de certas propriedades. O espaco M pode
assumir diversas estruturas, como um espago topologico, uma variedade ou até mesmo
um espaco métrico compacto. A funcao em questiao, denotada por f deve ter certas
propriedades a fim de que se obtenha resultados interessantes, tais como: continuidade,
diferenciabilidade, mensurabilidade dentre outros.

No contexto de tempo discreto, a iteragao ¢ a aplicagao da funcao f repetidas vezes

um ponto inicial z, que resulta na sequéncia z, f(x), f*(x), f3(z),---.



Definicao 1. Sejam M espago métrico o e f : M — M uma funcao continua.

Dado x € M. Defina a orbita positiva de x como
Of (@) = J {r"@)}.
n>0
Se f for invertivel, a drbita negativa de x € definida como
05 (z) = J {f @)},
n>0
e a orbita total de x ¢ definida como

Oy(z) = |J{/" (@)}

nez

Veja uma ilustragao na Figura [2.1

T e —————— « f)

Figura 2.1: Orbita total de f.

Definicao 2. Sejam M um espa¢o métrico e f : M — M uma funcao continua.

x € M € ponto fixo de f se, e somente se, f(x) = .

Definicao 3. Sejam M um espa¢o métrico e f : M — M uma fun¢ao continua.
Um ponto x € M € periddico de periodo k € N se f¥(x) = z se 1 < j < k entdo

fi(z) # =

J

Se z é periodico de periodo k, tem-se que O (x) = {z, f(x), f*(z), -, [F"}(x)} forma




um conjunto finito. Of(z) neste caso é chamada de orbita periodica.
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Definicao 4 (Ponto fixo atrator). Um ponto fizo p de uma aplicacio f . X — X,
onde X é um espago métrico, é chamado de ponto fizo atrator se existir uma vizi-

nhanca U de p tal que

() £"(W) = {p}.

neN

Definigao 5 (Ponto fixo repulsor). Um ponto fizo p de uma aplicagio f: X — X,
onde X € um espaco métrico, é chamado de ponto fixo repulsor se existir uma

vizinhanga U de p tal que f(U) C U e

M /() = {p}.

neN

\

Exemplo 2.1. Considere a func¢ao f: R — R definida por f(x) = 2x.

Este exemplo mostra uma dinamica simples, na qual é facil verificar a existéncia de
um ponto fixo em x = 0. Veja que para todo n € N, temos f(0) = 0, f2(0) = 0,---
f0)=0

Ao analisar o grafico de f em conjunto com a funcado identidade, identificamos os
pontos fixos nas intersecoes dos seus gréaficos. Além disso, essa representacao grafica nos
permite observar o comportamento assintético da dinamica, isto é, o comportamento das

orbitas de f em relacao ao tempo. O ponto x = 0 é um ponto fixo repulsor.



f(:{:) =2z e

e @) ) (=)

Figura 2.2: Representacao grafica do Exemplo 1.1.

Exemplo 2.2. Considere a fun¢io f: R — R definida por x — f(z) = %x

Figura 2.3: Representacao grafica do Exemplo 1.2.

Temos um tnico ponto fixo x = 0, entretanto agora ele representa um ponto fixo
atrator. Os pontos em vermelho e em azul estdo sobre o grafico de f. Suas projegoes

sobre o eixo x via o grafico da funcao identidade coincidem com os pontos da érbita de f.
Exemplo 2.3. Considere a funcio f: R — R definida por v — f(x) = 23 .

Teém-se trés pontos fixos, especificamente em x = —1, x = 0 e x = 1. A analise grafica
destaca a natureza distinta de cada ponto fixo: x = —1 e x = 1 surgem como pontos fixos

repulsores, enquanto x = 0 se caracteriza como um ponto fixo atrator.



Tof(x) = x?

Figura 2.5: Representacao grafica do Exemplo 1.3 (2).

Definicao 6. Sejam M um espaco métrico compacto e f : M — M uma fun¢ao

continua. Definimos Fix(f) como o conjunto de todos os pontos firos em M da

fungao f.

Definicao 7. Sejam M um espaco métrico compacto e f : M — M uma fun-

¢ao continua. Definimos Per(f) como o conjunto de todos os pontos periddicos da

funcgao f.




Definicao 8. Considere M um espago métrico compacto. Um sistema dindmico
dado por f : M — M ¢€ topologicamente transitivo se para quaisquer dois abertos

nao vazios U,V € M, existe n > 1 tal que
fMU)YNV £0, ou equivalentemente

FVYNU 0.

Em um sistema topologicamente transitivo, nao é possivel dividir o espaco em duas
partes nao vazias abertas que sdo invariantes sob a funcao f. De fato, se isso fosse possivel,
entao a funcao f nunca levaria pontos de uma parte para a outra, o que contradiria a

definicao de transitividade.

7

Definicao 9. Considere M um espago métrico compacto. Um sistema dindmico
dado por f : M — M ¢ topologicamente mizing se para quaisquer dois abertos nao

vazios U,V C M, existe N = N(U,V) natural tal que para todo n > N tem-se
fMU)YNV £0, ou equivalentemente

7 (V)ynU #90.

Proposicao 2.1. Se M € um espaco métrico compacto, entao M tem base enume-

ravel.

Demonstracao. Seja M um espaco métrico compacto, para cada n € N, construa uma
cobertura aberta para M por %—bolas. Pela compacidade do espaco cada cobertura

aberta admite uma subcobertura finita em M, isto é, existem xq1,x9,--- ,zyx tal que
N(n)

1
M Blx;,—|.
Fazer isto para cada n € N, obtem-se
1
S = Blxy,—];1<i<N )
s (e, )r=reviof

uma uniao enumeravel de colecoes finitas, portanto S é um conjunto enumerével.



Seja x € M e seja G aberto de M tal que z € G. Como G é aberto de M, existe
algum 7 > 0 tal que B(z,r) C G. Escolhan € N tal que + < %,
Seja entdo z; tal que z € B(w;, +). Afirma-se que B(z;, ) C B(z,r). De fato, seja

y € B(x;, %), temos

d(y,z) < d(y,x;) + d(z;, z)

1

<—+=
n

1
n
2
- <.
n

Proposicao 2.2. Se Fy D Fy, D --- sao compactos encaizados nao vazios em um
o0

espaco métrico, entao ﬂ F; #0.
i=1

Demonstracao. Escolhamos para cada n € N, um ponto z,, € F,,. Todos os pontos da
sequéncia (x,) pertencem ao compacto Fj. Pela compacidade de Fj, a sequéncia (z,,)
possui uma subsequéncia convergente z,, — z, onde z € Fj.

Afirmamos que = € (.2, F;. Para provar isso, fixemos um n € N arbitrario. Como
Fy D F, D .-, existe um indice i( tal que para todo i > iy, temos z,,, € F,,. Como F), é
fechado e z,, = x, segue que z € F,,.

Como n foi escolhido arbitrariamente, concluimos que = € (2, F;, e portanto essa

intersecao é nao-vazia. O]

Proposigdo 2.3. Se Oj(z) € denso em M, entao OF(f*(x)) também ¢é

denso em M.

Demonstragio. Para mostrar que O (f*(x)) é denso em M, precisamos provar que, para
todo aberto U C M, temos O (f*(x)) NU # 0.

Sabemos que O () é denso em M, entdo, para todo aberto U C M, temos Of(z) N U # ().
Isso significa que existe um n € Z tal que f"(z) € U. Note que O;(f*(z)) = {f"™*(z) | n € Z}.
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Tomemos ny = n — k. Como n € Z, também temos n; € Z. Dessa forma, temos que:
frrt(a) = f(z) € U.

Logo, f**(x) € U para algum n, € Z.
Isso mostra que O;(f*(x)) NU # 0. Portanto, O;(f*(x)) é denso em M.

Teorema 2.1. Seja M espaco métrico compacto e f : M — M uma fungao conti-

nua. Um sistema dindmico dado por f € topologicamente transitivo se, e somente

se, eriste © € M tal que OF (x) ¢ denso em M.

\.

Demonstragao. Como M é um espago métrico compacto, pela Proposicao 2.1, sabemos
que M possui uma base enumeravel. Seja B = {U;,Us, Us, ...} uma base de M.

Suponha que f seja topologicamente transitiva. Isso significa que, para quaisquer
abertos U,V C M, existe um inteiro n > 0 tal que f*(U) NV # ().

Escolha U; e U,, dois elementos quaisquer da base B. Como f é topologicamente
transitiva, existe um n; € N tal que f™(Uy) N U; # 0. Isso implica que existe um ponto
z € Uy tal que f™(z) € U;.

Defina xz; = f™(z) € U, e considere a bola B; = Uy, onde By é um aberto da base
que contém x;. Agora, tome uma bola By com centro em z; e raio 0 < r; < %, de forma
que By C f~"(Uy) N By,

Em particular, se 2 € By, entdo x € B; e f™(z) € Us.

Agora, podemos construir iterativamente bolas B; da seguinte forma:

Suponha que ja construimos By, Bs, ..., B;_1, onde B;_; é uma bola com raio r;_, tal
que 0 < 7j_5 < 55 e Bi_y C f7"=2(U;—1) N Bi_s.

Escolha U; € B e um inteiro n; > 0 tal que f~"(U;) N B;_1 # (). Agora, tome B; como

uma bola com raio r;_1 tal que 0 < r;_; < 2%1 e B; C f~"(U;) N By_y.
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Dessa forma, temos que:

Se z € Bs, entdo z € B3N By;

Se z € Bs, entdao Of (2) N Us # 0;

Se z € By, entao O (z) N Uz # 0;

Se z € By, entao Of (2) N Uy # 0;

Se z € By, entao Of (2) NU; #0,i=1,2,...,n.
Prossegue-se indutivamente, que z € B,, = O}r(z) NU; #0,i=1,2,...,n.
Assim, defina

B=()Bi#0.
n=1

Para z € B, temos que z € B, logo O}“(z) N U, # 0 para todo n > 1. Portanto, O}“(z) é
um conjunto denso em M.

Por outro lado suponha que exista um ponto x com oOrbita densa para f. Considere
U e V dois abertos nao vazios em M. Como a oOrbita de x é densa em M, existe k£ > 0
tal que f*(x) € U. Pela Proposigao sabemos que O;(f*(x)) é denso em M.

Seja f¥(z) = z; entdo, existe j > 0 tal que f/(2) NV # 0. Como z € U, temos que

fU)YNV #£0.

Isso mostra que f é topologicamente transitiva.

]

Exemplo 2.4. Sejam S' = £ e d(z,y) = min(|z—y|, 1—|z—y|) métrica em S'. Considere

a rotagio R, : S* — S' dada por x — x4+ a(mod 1).

L Ro(x)
R (x)
Ry(z)

8

Figura 2.6: Rotacao.
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Dadas as iteradas Ro(z) = z+a(mod 1), R%(x) = 24+2a(mod 1), - - -, R*(z) = = + na(mod 1).
Teém-se dois casos a explorar, « racional e « irracional.

Se « é racional, ou seja o = § com p,q € Z e q # 0, p é o namero de voltas ou periodo
no circulo e tome p e g primos entre si. Segue que R4 (z) = z, em outras palavras todos
pontos de S! sdo periodicos de ordem ¢. Seja [z] a classe de equivaléncia de x no circulo
S', isto é, [z] representa o valor de z(mod 1), ou seja, o valor de z no intervalo [0,1) ao
considerar as equivaléncias definidas pelas rotacoes no circulo unitario St.

Note que [z] identifica todos os niimeros reais x que diferem entre si por um miultiplo

inteiro de 1, ou seja, x ~ y se e somente se z — y € Z. Com isto a 6rbita da rotacao tem

ORQZ{[$],|:$+§:|,|:[L‘+2§:| ,---,{x+(q—1)1ﬂ}.

Se « ¢ irracional, 6rbita neste caso ¢ infinita. Neste caso a oOrbita serd dada por

Ora(2) = {[z + nal}nez.

Suponha por absurdo que [x + na| = [z + mal, n,m € Z com m # n. Entao

a forma

(z4+na)— (z+ma) = k € Z. Além disso, na+ma = k o que implica que o = —*— € Q,

m—n

o que resulta em um absurdo. Portanto, Og, = {[x + na]},ez ¢ infinita.

Temos também que a orbita Og_ (x) é densa em S'. Sejam ¢ > 0, I. = (a,b) com
0<b—a<eexc S Quer-se encontrar um inteiro [ > 1, tal que R, € I.. Temos que
Og, (z) = {z + na} é uma sequéncia infinita. Entdo, pela compacidade de S*, existe uma
subsequéncia que converge para y, um ponto limite, tal que R (z) tende a y quando i
vai pra infinito.

Entao, existem n > m, tal que
IRI(2) — Ra)| < e
Como R, preserva comprimento de intervalos

R,

——

( ) ( )
a b a+a b+a

Figura 2.7: R, preserva comprimento.
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Segue que |RE(z) — x| < ¢, k = n — m. Portanto, os intervalos
[, Re ()], [Ra(2), R (2)], - [Ra" (2), RO ()], -+
tem comprimento menor que € e cobrem S'. Logo, existe [ > 1 tal que
[Ro' (), RETVE ()] N I # 0.

Portanto, todo ponto tem 6rbita densa e consequentemente R, é um sistema dinamico

topologicamente transitivo.

Definicao 10. Sejam M um espaco métrico compacto e f : M — M uma funcao
continua. Dizemos que f é minimal se para todo x € M a drbita O;{(:c) =M, ou

seja, a orbita de f € densa em M para todo x € M.

Note que no exemplo 2.4] tem-se que R, ¢ minimal. Uma vez que f é minimal, implica

que a mesma seja topologicamente transitiva pelo Teorema [2.1]

7

Definicao 11. Sejam M um espagco métrico compacto e f : M — M uma funcao

continua. Definimos o conjunto w-limite de x sob f por
we(z) ={y € M : 3In; = oo tal que f(x) = y}.
Se f é invertivel, definimos o conjunto a-limite de x sob f por

ap(z) ={y € M : In; — oo tal que f~"(x) — y}.

\. J

Note que wy(x) = ﬂ {fr(z) :n>k} e alx) = ﬂ {f~(x) : n > k}. Decorre, por-
k>1 k>1
tanto, que ambos sao fechados. Mostremos a igualdade para wg(x), para ay(z) a demons-

tracao é andloga. Para mostrar tal igualdade devemos expor as inclusoes.

1. {ye M,3In; - o0 : f(x) =y} C ﬂ{f"(x)nzk}

k>1

Seja y € wy(x), entdo existem n; € N, ny < ng < --- tal que f"(x) — y quando
1 — 00. Veja que

71121,”2227"' ani2i7
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com isto em mente, f"(x) — y implica que y € {f7(x)|j > n;} C {fi(x)|j > i}

para todo i > 1. Dai y € ﬁ{fz(:c)b > i}
i=1
2. ﬂ{f”(:p) :n >k} C{ye M,In; — oo fh(x) = y}.

k>1
Seja y € (ioy {f7(x)]7 > i}. Como y estd na intersecdo do fecho de tais conjuntos

existe uma subsequéncia do mesmo que converge para y, ou seja
y e{f/(z)lj =i},

que implica dado 1 = 1, existe ny > 1 tal que d(f™ (z),y) < €.

y € {f7(x)lj =+ 1},

que implica dado ey = 3, existe ny > ny tal que d(f™*(x),y) < es.

N[

y e{7(@)j = na+ 1},
que implica dado e3 = %, existe nz > ny tal que d(f™(x),y) < 3.

Recursivamente, existem n; < ny < ms, - -+ , inteiros positivos tais que d(f"*(x),y) <
€ = %, para todo k > 1. Por definigdo de convergéncia de sequéncia, f™(z) — y

quando 7 — 0o, em outras palavras

y € we(z) ={y e M 3In, = oo: f™(x) = y}.

Por fim, com as duas inclusdes concluimos a igualdade dos conjuntos.
Note que no contexto dado, o conjunto ws(x) ndo pode ser vazio. Isso ocorre porque

M é um espago métrico compacto.

Proposicao 2.4. Sejam M um espaco métrico compacto e f : M — M um ho-

meomorfismo. Os conjuntos o(x) e wy(z) sdo f-invariantes, ou seja, tem-se que

flwp(z)) = we(z) e fla(r) = afz).
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Demonstragao. Devemos mostrar que f(wy(z)) C wp(x) e fla(x)) C a(z).

Novamente mostraremos para wy(x) e para a(z) é analogo.

Primeiramente, sejam = € wy(x) qualquer e y € wy(z) tal que z = f(y), mostremos
que z € wy(x). Existe n; tal que f"(x) — y se i — oo. Como f & continua, temos que
f(f"(x)) = f(y) = z quando i — oo, que implica f™*(z) — z, logo z € wy(x).

Portanto, f(ws(z)) = wg(x) e concluimos a proposicao. Analogamente obtemos
fla(x)) = alz). O

7

Definicao 12. Sejam M um espaco métrico compacto e f : M — M uma funcdo

continua, os conjuntos limite de f é dado por L (f) = U wr(z) e caso f seja
xeM

invertivel L_(f) = U a(x). Definimos também
zeM

L(f) = L (f) U L_(f).

\

Exemplo 2.5. Considere f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = 2*, k € N firo. Note que
f € uma bijecio cuja inversa é f~1(y) = ¥y. Tome um ponto q qualquer temos:

(a) A drbita total de f em q é dada por

" 2 4 2n
Of(Q): { ) k2\/aa"' ) kf/@ k\Q/aa\k/aacbquqk 7qk y T aqk ’}
(b) Para que p € [0,1] seja ponto fizo tem que ser satisfeito p = f(p), ou seja
Pr=pep-p=0
Spptt-1)=0
Sp=0 ou p=1.

Assim concluimos que Fix(f) = {0, 1}, pelo grdfico de x* e {/x sabemos que f ndo possui
pontos periodicos, que nao sao pontos firos.

Para este caso é facil notar que:
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Exemplo 2.6. Se f: R — R definida por © — 2z temos que ws(0) = 0 e wy(z) = 0,
para todo x € R\ {0}.

Exemplo 2.7. No Ezemplo onde temos a a-rotacao, definida por R, temos que se

« € irracional para cada © em S*, a orbita de x € densa, que implica em wy(x) = S'.

7

Definicao 13. Sejam M um espaco métrico compacto e f : M — M um homeo-
morfismo. Um ponto x € M ¢ dito nao errante se, para qualquer vizinhanca U, de

x, existe n € N tal que
f1U) N U, #0,

ou, equivalentemente,

Ur O 7 (Uz) # 0.

O conjunto dos pontos nao errantes de f é denotado por Q(f).

Dizemos que um ponto é errante se ele nao for nao errante.

Exemplo 2.8. A transformacio x — v+ 1, x € R € tal que, todo ponto x € R tem-se
que x ¢ Q(f).

Proposicao 2.5. Sejam M um espago métrico compacto e f : M — M um home-

omorfismo. O conjunto ndo errante de f, Q(f), é sempre fechado e nao vazio.

Demonstragao. Seja z € (Q(f))¢. Entdo, existe um aberto U, de z tal que f*(U,)N U, = ()
para todo n > 1. Assim, para todo y € U,, existe um aberto V, = U,, tal que
fM(U,)NU, =, para todo n > 1.

Portanto, (£2(f))c é aberto.

Seja y € Ly (f), suponha y € wy(z) para algum x. Assim existem m > n > 0 tal que
f™(x), f*(x) ambos contidos em U, uma vizinhanca de y. Dai f™"(f"(x)) = f"(z) € U,
que implica fm~"(U,) N U, # 0.
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Portanto, y € Q(f), conclui-se que Q(f) é nao vazio e L(f) C Q(f). O

Com esta proposicao podemos concluir a cadeia de inclusoes

Fix(f) C Per(f) C L(f) € Q(f).

Podemos classificar as dinamicas segundo equivaléncias topologicas, diremos que duas
dinamicas sao topologicamente equivalentes se existe uma conjugacao topologica entre

elas.

Definicao 14. Sejam M, N espagos topoldgicos. — Dizemos que f: M — M
e g: N — N sao topologicamente conjugados se eriste um homeomorfismo
h: M — N que satisfaz go h = ho f. Neste caso dizemos que h é uma conju-

gacao topoldgica entre f e g.

f
M———M

NﬁN

Figura 2.8: Diagrama de conjugacao.

Exemplo 2.9. Sejam f: X - X eg:Y — Y dindmicas e h : X — 'Y uma conjuga¢ao
topologica. Assim, obtemos que ho f = go h. Portanto, h leva as drbitas Oy em drbitas

0,.
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T flx) .l'rz':--!'] ,.I":s-:'.a']

SR

Figura 2.9: Orbitas conjugadas.

Pode-se provar indutivamente que, h(f"(x)) = ¢g"(h(zx)).

De fato, sabemos que h(f(x)) = g(h(x)), agora suponha que para n = k seja valido
para a seguinte igualdade h(f*(z)) = g*(h(z)).

Queremos mostrar que h(f*1(x)) = g**1(h(z)). Veja que

(" (h()))
(h(f*(x)))
(f(f()))
(f7 ().

fk+1

9" (h(x))

I
<

I I
> D‘Q

T

Logo, conclui-se que h(f"(z)) = ¢g"(h(z)), ou seja h o f" = g™ o h.
Agora segue que h(z) = y, h(Per(f)) = Per(g)

[*(p) = p implica que h(f*(p)) = h(p) e assim g*(h(p)) = h(p). Logo, h(p) & periodico.
Se existe [ < k tal que g'(h(p)) = h(p) entdo h(f'(p)) =

. Entao, h(p) tem periodo k, pois,

= h(p) e assim f!(p) = p para
[ < k, uma contradigao.
Em suma, temos que a conjugacao leva érbitas de f em oOrbitas de g, que preserva

suas propriedades topologicas.



Capitulo 3
Dinamica hiperbdlica

3.1 Conjuntos hiperbdlicos

,

Definicao 15. Uma métrica Riemanniana numa variedade diferencidvel M é uma
aplicacao que associa cada ponto x € M a um produto interno definido no espaco

tangente T, M, que varia continuamente com x € M.

Definicao 16. M ¢é uma variedade Riemanniana se, e somente se é uma variedade

dotada de uma métrica Riemanniana.

Para este capitulo, seja M uma variedade C'°°, Riemanniana, compacta, conexa e sem

bordo.

Definicao 17. Sejam A C M e um homeomorfismo f : M — M, A € dito
f-invariante se f71(A) = A, onde f~1(A) ={z e M : f(z) € A}

19
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Defini¢do 18 (Conjunto hiperbolico). Sejam M uma variedade Riemanniana C*,
U C M um subconjunto aberto nao vazio, e f:U — f(U) C M um difeomorfismo
Ct. Um subconjunto ndao-vazio compacto e f-invariante A C U é chamado de
hiperbdlico se ezistirem A € (0,1), C > 0 e familias de subespagos E*(x) C T,M e
E"(x) C T, M, para todo x € A, tais que:

1. T,M = E*(x) ® E*(x),
2. ||Dfrv|| < CN*||v*|| para todo v* € E*(x) e n > 0,
3. |Df || < CNY|[v¥|| para todo v* € E*(x) en >0,

4. DfpE*(x) = E*(f(z)) e DfE"(x) = E*(f(x)).

Proposicao 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana C* e A um conjunto hi-
perbolico para f um difeomorfismo. Entdo, para todo v € A existe uma métrica

Riemanniana tal que:

IDf)| < Allvll,  para v e E>(x),

IDf)| > A7 HJvll,  para v € E*(a).

\.

Demonstracao. Comece com uma métrica Riemanniana qualquer e escolha n > 0 tal que

IDf™(v)| < ||v|| para todo v € E*(x). Defina uma métrica || - ||, em E*(x) por

[Wlle = o]l + IDF @) + -+ IDF* (@)

E facil ver que ||.||, ¢ uma métrica usando a linearidade de Df e as propriedades da
métrica Riemanniana adotada.

Entao

IDf@)lla = 1DF @)+ DA @)+ + 1D @)l = [vlla = [lv] + [ D" @)]I-
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Como [Df*(w)|| < [lo] para v € E*(z), conclutmos que [Df(0)a < [[o]la, para
v € E%(x).
Seja B = {v € E*(x)|z € A, ||v]|o = 1}, o conjunto E é compacto, pois A é compacto.

Defina uma aplicacao

F :E; = (0, 400)

v F(v) = ||Dfovla-

onde 0 < F(v) < 1 para todo v € Ef.

Como F' é uma aplicacio C', F ¢ continua e assume valores maximos e minimos no
intervalo (0,1). Chame \ = max{F(v)|v € E, ) € (0,1)}.

Assim ||Df,v|, < X para todo v € E. Tome v € E*\ {0}, Mo, = W e com isso [|ull,.

Agora

IDfrulla <X

v —

”Dfa:_Ha § A
[v]la

1 _

T [ Dfevlla < A

[v]la

1D fovlla < Alvlla.

Analogamente, escolha n > 0 tal que [|[Df"(v)| > ||v| para algum v € E¥(z). Entao
~1
IDf(W)lla > ||v]la, para v € E*(z) e [Dfvlla = A [[o]a- B

7

Defini¢ao 19 (Meétrica adaptada). A métrica || - ||, definida na prova anterior é

chamada métrica adaptada.

Proposicao 3.2. Seja A um conjunto hiperbolico de f. Entdo, os subespagos E*(x)

e E"(x) dependem continuamente de x € A.

. J

Demonstracao. Seja {x;} C A uma sequéncia de pontos em A convergindo para zg € A.
Considerando uma subsequéncia, podemos assumir que dim F*(z;) é constante. Seja

{w1,...,ws,;} uma base ortonormal em E*(x;).
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Como a restricio do fibrado tangente unitrio 7'M a A é compacta, ao passarmos a
uma subsequéncia, os vetores w;; convergem para w;o € T,,M para cada j =1,... k.

Pela definicao de conjunto hiperbélico, sabemos que cada vetor do referencial ortonor-
mal {wy,...,w,po} satisfaz a condi¢do de contragao no subespaco estéavel E*(xg) e, pela
invariancia, esses vetores estdo em E®(xg). Portanto, dim E*(zq) > k = dim E*(z;).

Um argumento similar mostra que dim E"(xy) > dim E"(x;). Assim, temos que
dim E*(zo) = dim E*(x;) e dim E"(xy) = dim E*(z;).

Dado que as dimensoes dos subespacos sao iguais para xz; e xg, concluimos que o0s

subespagos E*(x) e E*(r) variam continuamente com x, como desejado. O

s "

Definig¢ao 20 ([3]). Seja B uma matriz complexa k X k. Se X\ é um autovalor de
B, defina
Va={veCF:(B—-X)v=0, para algum i € N}.

Se v € um autovalor real, defina
VW]R =R"NV,={veR": (B—~I)v=0, para algum i € N}.
Se A\, X formam um par de autovalores conjugados, defina

VE =R n(Vi®V3).

)

Esses sao chamados de espacos proprios generalizados.

Iremos enunciar dois lemas sem a demonstracao dos mesmos.

Lema 3.1 (|3]). Seja B uma matriz complexa kx k, e X um autovalor de B. Entao,

para todo 6 > 0, existe C(5) > 0 tal que
CO)T (A =) vl < [|1B™0]| < C)(IAl+ 8)"[|v]l

para todo n € N e todo v € V).
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Lema 3.2 ([3]). Seja B uma matriz real k X k e A um autovalor de B. Entao, para

todo § > 0, existe C(d) > 0 tal que

C@) (1A = 8)"llvll < [1B™]l < CO)(IAl + 6)"||v]

para todo n € N e todo v € V) (se A € R) ou todo v € V) 5 (se A\ ¢ R).

. J

Exemplo 3.1. Seja A : R™ — R™ um isomorfismo linear. Se todos os autovalores
de A tém mddulo diferente de 1, entao o conjunto unitdrio composto pelo vetor nulo €

hiperbolico.
Dado um A autovalor de A defina

Via={veC™:(A— X)v=0, Para algum i}

e
Vs =R"n(ie V).
Se para cada i, tém-se que ; e \; sao autovalores de A, entao R™ pode ser decomposto
por
i n
R™ =PV & DVa
i=1 i=1
Veja que como
Il el < - <l <1<yl < el < ljussl <02 < gl
e
M| < o| <o <A <1< A ] < [Angsa] S [Anigs| < -0 <A,
entao

71 n 7 n
(@w@v&)@(@ oo @ v;z%)-
i=1 i=1 i=j1+1 i=n1+1

Agora defina

J ni
E =PV, o PVis
1=1 i=1
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i n

i=j1+1 i=ni1+1
Tome K = {0} e veja que T,R™ = R™ = E* & E", em particular ToR™ = ES & EY.

Seja 6 > 0 tal que se A é um autovalor qualquer de A tem-se que

A|—d8>1, se|\>1,
A +6 <1, se|\<L1.

Pelos Lemas [3.1] e [3.2] obtemos que

C(8) 7 (1A = 0)"[loll < [[A™]l < C(B)(IA + )" ||l

com isso se v € F*

[A™ 0]l < CUA[ +8)" ]

esev e B

[A™ 0[] = C(A] = &)"[|v]].

Por tltimo temos que DAGE*(0) = E*(Ap) e DAE"(0) = E*(Ay).

Portanto, K = {0} é um conjunto hiperbdlico para A.

Exemplo 3.2. Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fizo. Considere
o isomorfismo linear Df, : T,M — T,M, o conjunto A = {p} € hiperbdlico se, e somente

se, cada autovalor de D f, tem mddulo diferente de 1.

A condicao suficiente é garantida pelo Exemplo Em contrapartida, tomamos Ej
como o autoespago associado aos autovalores de médulo menor que 1, e em seguida, tomar
E; como o autoespago associado aos autovalores de moédulo maior que 1.

No exemplo anterior poderiamos ter considerado uma 6rbita periddica (de periodo k,
por exemplo) ao invés de um ponto fixo. Neste contexto, o conjunto A cujos elementos
sdo os pontos da orbita de p, isto &, A = {p, f(p), -, f*1(p)} & hiperbolico se e somente
se f/(p) é um ponto fixo hiperbolico para f*, para cada j =0, -,k — 1.
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Exemplo 3.3. Considere A : R? — R? o isomorfismo linear dado pela matriz

A:

Como os coeficientes sao inteiros e det(A) = 1, A induz um automorfismo linear f - T? — T?

com Df, = A para todo x € T2,
Note que
L f([0]) = [A- 0] = [0],
2. flaz +y) = [A(az +y)] = [aAz] + [Ay].

Seus autovalores tém modulos diferentes de 1. De fato, A, = %5 >led, = %5 < 1.

Seja agora o autoespaco E° gerado por v, autovetor associado ao autovalor As; e o
autoespaco E" gerado por v, autovetor associado ao autovalor \,.

Uma vez que v, e v sdo linearmente independentes e E* N E* = {0} temos que
R? = E* @ E, entao T,R? = £ ¢ E".

Dado x € T?, tem-se que uma vez que A\, = A\, '

| D, fv8|| = ||A™v®|| < |A|"]|v®s]| para todo n > 0;

| D f" 0" = ||A7"0"|| < |A|™[|v"]] para todo n > 0.

A D f-invariancia de E¥ e E* ¢é direta ao aplicar a derivada. Logo, T? & hiperbolico

para o difeomorfismo f.

Definicao 21. Seja f: M — M um difeomorfismo. Se M é um conjunto hiperbo-

lico para f, entao, f € um difeomorfismo de Anosov.

Agora daremos a ideia de um célebre exemplo na teoria de dinamica hiperbélica.
Exemplo 3.4 (Ferradura de Smale).

Considere @ = [0,1]? C R% Divida-o da seguinte forma:
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Figura 3.1: Divisao do quadrado unitério.

192) Sejam Hy e H; os retangulos ternarios horizontais.

Hy

Figura 3.2: Retangulos ternarios horizontais.

29) Seja f : Q@ — R? uma aplicagao tal que, f contrai uniformemente a diregao

horizontal em uma taxa % e expande uniformemente a direcao vertical em taxa 3, e depois

dobra.
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Hy

Figura 3.3: Aplicacao da f.

Veja que pela construcao podemos definir f~! que atua da mesma maneira, porém nas

faixas verticais. Se f(Hy) = Vp e f(H,) = Vi. Entao f~1(V}) = Hy e f~1(V}) = H,.

4
1 i
1

/w\IID

L |

7' (V%) = Ho

Figura 3.4: Aplicacio da f~1.
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39) Considere agora A = ﬂ f™(Q) sendo o conjunto dos pontos que permanecem em ()

nez
por todos iterados possiveis. Pela construcao, A € um compacto f-invariante. Além disso,

como as retas horizontais sao uniformemente contraidas enquanto que as retas verticais

sao uniformemente expandidas, segue que A é um conjunto hiperbélico em relacdo a f.

Definigao 22 ([1]). O sistema dindamico f|x : A — A em|[3.4] é chamado ferradura
de Smale.

Pode-se construir f de modo que A = ﬂ fM(Q) = 10,1] x K onde K é o conjunto
n>0
ternéario de cantor, e A C A.

flQ) Q)

Q)

@i~
© ®

Figura 3.5: Tlustracao da construcao do conjunto A.

Analogamente, obtemos que B = ﬂ f7(Q) éigual ao conjunto K x[0,1] onde B C A.
n>0
Finalmente, obtemos que

ANB=A=K x K.

3.2 e-Orbitas e o Teorema de Sombreamento

Os proximos teoremas serao utilizados na demonstracao do Teorema de sombreamento

de Anosov, 0s mesmos nao serao provados.

Teorema 3.1 ([9]). Se M é uma variedade de dimensao n e diferencidvel, entao

existe um mergulho diferencidvel de M em R?*"+1,
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Teorema 3.2 ([9]). Seja M C R™ wma variedade sem bordo. Entao, M admite

uma vizinhanca tubular em R™.

Vamos introduzir o conceito de e-6rbitas ou também chamadas pseudo-orbitas.

Definicao 23. Uma e-drbita de f : U C M — M €é uma sequéncia finita ou infinita

(zn) C U tal que d(f (z,,), xn11) < € para todo n.

As mesma podem ser chamadas também de pseudo 6rbitas.

Figura 3.6: Pseudo 6rbita

Para r € {0, 1}, denote por dist, a distancia definida no espagos das funges C".

Definicao 24. Sejam M wuma variedade Riemanianna CY, f : M — M e
g: M — M aplicagées C*. Defina distdncia na topologia C° por

disto(f,9) = |f — gllec = sup | f(z) — g(z)|.
zeM
E distancia na topologia C por

dist(f,9) = lf=gller = I f=gllot |l f'=9llc = sup |f(z)—=g(z)|+sup | f'(z)—g(z)]-

rzeX
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Teorema 3.3 (Teorema do sombreamento de Anosov). Seja A um conjunto hiper-
bolico para f : U — M. FEntao, existe um conjunto aberto O C U contendo A e
ndmeros positivos €y, 0y com a sequinte propriedade:

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para qualquer g : O — M com disti(g, f) < €o,
qualquer homeomorfismo h : X — X de um espaco topologico X, e qualquer funcao
continua ¢ : X — O que satisfaca disty(poh,go ¢) <, existe um funcao continua
Y : X = O comipoh = gorp e disty(p,) < e. Além disso, 1 € tinico no sentido de
que, se V' : X — O for outra fun¢ao com ' oh = go) e disto(p,1)") < do, entao
W=y

Demonstracao. Inicialmente, M é uma variedade, pelo Teorema tomaremos a mesma
como uma subvariedade de dimensdo m em RY, para algum N suficientemente grande
satisfazendo o Teorema Para y € M. Definiremos como D, (y) o disco de raio «
centrado em y contidos no plano E+(y) C R" de dimensao (N — m) que passa por y e ¢
perpendicular aos espagos tangentes T, M.

Por definicao, temos que A C M é um compacto e A C U é uma variedade, logo pelo
Teorema [3.2] tem-se que para qualquer vizinhanga relativamente compacta e aberta O de

RY, com O C U contendo A, existe o € (0, 1) suficientemente pequeno tal que
O, = {z € Uldist(z,0) < a} C R".

Este é folheado pelos discos D, ().
Agora defina
m:0, — M
2 —> m(2)
a aplicagao projecao de O, para M ao longo dos discos D, (y), uma vez que 0s mesmos
folheiam O,. Assim 7 estd bem definida, pois, para cada z € O,, temos um 1nico
m(z) € M tal que 7(2) =y € M.

Cada aplicacao g : O — M pode ser estendida para uma aplicacdo g com a seguinte
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lei de formagao
g0, — M
2 g(2) = f(7(2)).

Dado z € O temos que g(z) = g(m(x)) = g(x), que trata-se de uma extensao tal que
g = fom, como w(z) € M C O. Temos que g estd bem definida desde que g também
esteja.

Seja C'(X, O,) o conjunto das aplicagoes continuas de X para O, munido da distancia
distg, onde X é como na hipotese. Note que O, é limitado e ¢ € C(X, O,).

Seja I' o espaco de Banach dos campos vetoriais limitados e continuos da forma v :
X — R” munido da norma ||v|| = sup,cx |[v(z)]].

A aplicagao B(¢,a) — B(0,a) = B, dada por ¢/ — ¢' — ¢ é uma isometria da bola
de raio a centrada em ¢ em C(X,0,) sobre a bola B, de raio « centrada em 0 em I

Defina ¢ : B, — I por

(2(v)(x) = g((h () +v(h™ (z))) — &(2), (3.1)

S}

comv € B, r € X.

Se v ¢ ponto fixo de @ e P(z) = ¢(x) + v(z), entdo da equacao (2.1) temos que

V() + (@) = g(¢(h™ () + v(h™(2))) (3:2)

o h(xr) = goy(x) (3.3)

Das equagoes destacadas agora, de (2.2) e (2.3) temos que ¢ conjuga h e g, e ¥(x)
estd proximo de ¢(z) de modo que v(z) é um "erro" que corrige a conjugagdo, uma
pertubacao.

Agora basta mostrar que ® possui um tnico ponto fixo proximo a ¢, o qual depende

continuamente de g.
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A aplicacao ® é diferenciavel como uma aplicacao entre espagos de Banach. Sejam
v,w € B, ex € X, entao
D(v) =g(gpoh™ +voh™) —¢
Pv+w)=glpoh ' +voh ™ +woh™") —¢.

Subtraindo ambas equacoes e denotando por § = ¢ o h™! + v o h™! para facilitar os

procedimentos obtemos
P(v+w) —P(v) =g@ +woh™) —g(o). (3.4)

Aqui g é diferenciavel, pois as derivadas de § na direcao do espaco tangente a M
coincide com as derivadas de f, e as derivadas de g na direcao ortogonal ao espaco tangente
de M é nula. Logo, g é diferenciavel.

Usando tal fato, pela definicao de derivada e a equacao (i3.4))

P(v+w)— @) =gl +woh™) — (h)

g woh ™t +r(woh™t).

. r(woh™)

com lim ————

w50 r(w o h 1))
Logo temos

=0.

(D®,w)(z) = Dg(¢p o h ™ (z) +vo h ' (z))woh ()

e consequentemente (D®,w)(x) é continua em v.
Para mostrar a existéncia e unicidade do ponto fixo v e sua dependéncia continua de
g, estudaremos as derivadas de .

Tomando o maximo das derivadas apropriadas de ¢ obtemos que
[DPyw(z)|| < Lfjwl, (3.5)

a constante L depende das derivadas de g, e também depende do espago de Banach B, e
I', pois a norma utilizada na desigualdade (3.5)) é mesma dos espagos. No entanto, L nao
depende de X, h e ¢.

Para v = 0, o campo é identicamente nulo, obtemos
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(D®ow)(x) = Dj(¢o h™(x))wo h™*(z)

= Dg(¢(h™! (z))w(h™(z)).
Como A é hiperbolico, para A € (0,1) e C > 1, temos para todo y € A e n € N temos:

Dol < CXMJo]], se v e E°(y) (3.6)

|Df, vl < CN||v]], se v e E*(y). (3.7)

Para z € O,, seja T, o plano de dimensdo m a partir de z que é ortogonal aos discos
Dq(7(2)). Os planos T, formam uma distribuicao diferencial em O,.

Note que T, = T,M para z € O. Estenda a decomposicio T,M = E*(y) ® E“(y)
continuamente de A para O,, diminuindo a vizinhanca de O e « se necessario, de modo
que

T.RY = E5(2) @ E“(2) ® E*+(n(2)).

Denote por P*, P* e P+ a projecao de cada espacgo tangente T.RY sobre E*(z), E*(z)
e E+(z) respectivamente.

Fixe n € N de modo que C\" < % Por , e continuidade, para algum o > 0
pequeno o suficiente e alguma vizinhanca O pequena onde A C O, existe ¢y > 0 tal que,
para toda aplicacdo g com dist(f, g) < €, todo z € O,, e todo v* € E*(2), v* € E"(z) e

vt € E(2), temos:

s ~n,s U ~n,.s 1
12°(Dgzv°)|l < —||v I P (Dgzv*) < 155171, (3.8)

1P*(Dgzv)| = 20", [[P*(DgZv")[| < === l[v"]], (3.9)

= 100

Dg"vt = 0. (3.10)
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Denote por I'V = {v € I" : v(z) € E¥(¢(x)), para todo x € X} onde v = s,u, L. Os
subespacos I'*, T e I'* sdo fechados, pela continuidade da ¢ e a variacdo continua dos £
e observe que I' = I'* @ I'* @ I't. Por construcao vimos que D®, depende de Dg, tendo

isso temos que g pode ser expressa localmente como

.g(xsy Ty, xi_) = (gs(xm Ly, xJ_)? §U(x87 Ly xJ_)? gl(x& Ty, QJL))?

99s  09s  93s 9gs  07s

o Oy ox | ﬁ Oy a3
D~ = % _8§u _af]u = % _8gu
g drs  Ory Dxy oz, 0w, 23
93 ol 091
o5s oo O, asy Gzz as3

onde ai3, as3, asy, azs € asz sao constantes. Tomemos todas como idénticas a zero, assim:

5. 93 D % 0 |

Oz 0Ty ox | 0T 0Ty

D~ = % % 89” = % %
9 Oxs Oz, Oz Oxrs Oxy 0
031 9031 931 0 0 0

0T 0Ty ox |

Denote % = AY i, j = u,s, pela construcao
J

A58 Asu 0
Dq)o — Aus Auu 0
0 0 O

onde AY : T — TY. Pelas equagoes (3.8)),(3.9) e (3.10); existe ¢ > 0 e d tal que se
dist1(f, g) < €o e disto(poh, gop) < J, ou seja, estaremos usando pontos muito proximos ao

conjunto hiperbélico. Entao o espectro de D®, ¢é separado do circulo unitario. Portanto,

det(D®y — Id) # 0 e (DPy — Id) é invertivel, e
I(D®o — 1d)7|| < K

onde K > 0 uma constante que depende de f e ¢, o que garante a existéncia e limitagao
da inversa de (D®y — Id).

Pela diferenciabilidade de ®(v) temos que ®(v) = ®(0) + DPyv + H(v), porém como
®(v) é diferenciavel implica que H(v) também seja, e assim H(v)—H(0) = DH(0)v+ R(v)
e

H(v) = DH(0)v + R(v),
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% 0 (3.11)
%T) =0 (3.12)

ambas quando v tende a 0.

Usando (3.11) e (3.12) em H(v) = DH(0)v + R(v), concluimos que DH(0) = 0.

Aplicando a desigualdade do valor médio em H obtemos que

[H (v1) = H(vo)|| < [lor = val supyego ) LD H (01 + vz — 01)) ||}

S CHUl —’02“, (313)

C' uma constante positiva e menor que sup;c(q) {/[DH (v1 + t(v2 — v1))[|}, uma vez que H
seja C1, ||vy]| e ||v2|| sejam pequenos o bastante.

Caso aconteca de v ser ponto fixo tal que ®(v) = v teremos que

v=®(v) = ®(0) + Do + H(v)
v — DOgv = ®(0) + H(v)
(Id — D®o)v = ®(0) + H(v)
v = [—(D®y — Id)"'](®(0) + H(v)).

Tome A = —(D®q — Id)~! e assim
v=A(®(0)+ H(v)).

Denote F(v) = A(®(0) + H(v)), teremos obtido F(v) = v.
Se ¢ > 0 for pequeno o bastante, entdo para qualquer vy, vy € I' com |Jv|], ||v2]| < ¢,

pela equagao (3.13))
1
1£(01) = F(v2)|| < Cllor = vaf| < Fllvr = wall,

uma vez que ||[DH(0)|| = 0.
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Com a escolha apropriada de constantes e vizinhangas e a construcao, £ : ' — I' é uma
contragao, e possui um unico ponto fixo que depende continuamente de g. Demonstrando
o Teorema.

]

O Teorema (3.3 implica em particular, que qualquer colecao bi-infinita de pseudo
orbitas de um conjunto hiperboélico pode ser aproximada por uma o6rbita, por isso do

nome Anosov’s Shadowing ou sombreamento de Anosov.

Corolario 3.1 (Sombreamento de Anosov). Seja A um conjunto hiperbdlico para
f:U — M, onde f é de classe C*, k > 1. Entdo, para todo € > 0 eziste um 6 > 0
tal que se (vg) € uma §-drbita finita ou infinita de f e dist (xg, A) < & para todo k,

entdo existe um x € A com dist (f*(z), 1) <e.

Demonstracao. Seja A um conjunto hiperbolico da aplicacao f : U — M. Como A é
compacto, escolnamos O C U tal que A C O e € como no Teorema [3.3] e agora escolha

um 6 > 0 tal que Ay C O, onde
As = {z € O|dist(z, A) < 6}.

Suponha que (xj) é uma pseudo orbita. A ideia é construir uma d-6rbita bi-infinita a
partir de (zy)res € que esteja contida em Ag.

Para fazer isto adicione a (z) as pré-imagens de algum ponto yy € A cuja distancia
até o primeiro ponto de (zj) é menor que 6. Essa intersecdo de pontos garante que a
nova sequéncia contém pontos proximos o suficiente a A para dizer que a mesma esta na
vizinhanca de A de raio 0. Dessa forma, obtém-se uma 6rbita bi-infinita que esta contida
em As.

Se X = (x1) é um espaco topologico, dotado da topologia discreta,

Tome g = f|o e sejam h : X — X a aplicacao definida por h(zy) = xp11, ¢: X = U

a aplicacdo inclusdo, ¢(xy) = x. Veja que

dist (¢ (h (1)), [ (¢ (z1))) = dist (¢ (zp41) , f (1))
= dist (f (zx) , Tha1) -
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Desde que (xy) seja uma 0-6rbita se tem que

dist(f(xk), .,,Uk+1) < 6.

Aplicando o Teorema (3.3 existe um tnico ¢ : X — O com poh = go e

distg(¢),¥) < €, como f = g, se tem que ¢ conjuga h e f também, veja que

fo(xi) =9 oh(x;) =P(Tit1).

Seja agora ¥(z;) = z;, entdo f(z;) = zi11, que é a orbita de f do ponto z.

Caso X seja finito temos xy = z,,, aplicando 1) tém-se que (o) = 29 e V(x,) = 2y,
donde concluimos que neste caso zp ¢ um ponto periddico.

Assim disto (1), ¢) < €, temos que para todo xj sdo equivalentes as seguintes desigual-

dades

dist(¢(zy), d(zg)) < €
dist(zx, %) < €, 2n = fF(20).
dist(f*(20), z1) < e,

onde 2y € O, faga zy = x e obtemos dist(f*(z), z}), finalizando assim a demonstragao. [

Se A & f-invariante, denote por €(f|A) o conjunto dos pontos nio errantes de f restritos
a A. Em geral, Q(f|a) # Q(f) N A, ou seja, & possivel haver elementos de Q(f) N A que

nao pertencem a Q(f|).

Proposicao 3.3. Seja A um conjunto hiperbolico para f : U — M. Entao,
Per (f|y) = Q(fla)-

Demonstracao. Fixe € > 0 e seja © € Q(f|p). Escolha § como no Teorema e seja
também V = B(z, 3) N A.

Como x € Q(f|a), existe n € N; tal que f*(V)NV 0.

Sejaz € f(f"(V)NV) =Vnf~™(V). Assim temos que {z, f(z), -+, fn_1(2)} é uma
0-oOrbita. Logo pelo Teorema [3.1] existe x;, ponto periddico de periodo n, tal que a 6rbita

de 21 sombreia a d-orbita de z, com distancia e. Logo Q(f|x) C Per(f|x) C Per(f|s)-
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Corolario 3.2. Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov. FEntao,

Per(f) = Q(f)-

Posteriormente, iremos explorar as ferramentas vistas nesta secao.

3.3 Cones invariantes

Os resultados a seguir, apresentados sem prova, sao importantes para o desenvolvi-

mento desta secao.

7

Teorema 3.4 (Extensdo de Tietze, [17]). Seja X um espago normal e seja A C X

um subespaco fechado.

1. Para qualquer funcdao continua f : A — [a,b], ezriste uma func¢do continua

f:X —[a,b] tal que fla=f.

2. Para qualquer funcao continua g : A — R, existe uma funcao continua

G:X — R tal que gla = g.

Lema 3.3 (Numero de Lebesgue, [17]). Se A € uma cobertura aberta de um espago
métrico compacto (X, d), entao existe & > 0, tal que para cada subconjunto B de X

com didmetro menor que d, existe um elemento U de A, tal que B C U.

\.

Proposigao 3.4. Seja A um congunto hiperbolico para f : U — M. Se as distri-
buicoes E° e E" sao continuas, entao estas podem ser estendidas a distribuicoes

continuas E* e E* definidas em uma vizinhan¢a U(A) D A.

J

Demonstracao. Sejald = U(A) e fs : A — R"™ aplicacao definida por z — B?, onde B

seja a base ordenada que gera EZ, com BS = {v{,--- ,vi}.
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Veja que BS = {(a11(x),a12(x), -+ ,a1,(x)), -, (ag1 (), ag2(x), - -+, agn(x))}, onde
cada a;; e Recadav; e R", ¢ =1,--- [kej=1,--- n.

Defina

fij A—R
r+— fij(z) = a;;(z) € R

onde Fj;j(x) = (a11, @12, -+ , Q1n, G21, A2, - *+ , A2p, - =+ ).

Como A C M, M é um espaco métrico compacto, logo o mesmo é um subespaco normal
e pelo Teorema de extensao de Tietze temos que existe f;-j : M — R extensao continua
de f;;, assim a base B pode ser estendida a uma vizinhanca de A, consequentemente
o mesmo se vale para a distribuicdo z — FE*(x). Analogamente obtemos uma extensao

continua de E*(z) para E*(z). Note que para uma vizinhanga pequena de A, v = v° 4+ v*

com v° € B(z) e v* € E%(x). O

Vale também que, se z € U(A) e v € T, M, escrevemos v = v° + v* com v* € E*(z) e
vt e E“(x) Suponha que a métrica é adaptada com constante A\. Para a > 0, defina os

cones estaveis e instaveis de tamanho « por

Ko (x) = {v € ToM = [lo"]| < aflv’[]},
Ko(z) = {v e T.M - |[v*]| < affo"|}.

Para um cone K, seja K= int(K) U{0}. Seja A, = {z € U : dist(x,A) < €}.

Proposicao 3.5. Seja A um conjunto hiperbdlico para f : U — M. Entdo, para
todo a > 0 emiste € = () tal que f'(A.) CU(A),i =—1,0,1, e para cada x € A,

(o} o

Df,Ki(x) CK (f(z) e DfilKi(f(x)) CKS (@).

« e} «
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.M Ty@)M

Ko@) K@) | DK@

Figura 3.7: Cone instavel e a diferencial.

Df ;i Ka(f (@) Dt

KL (f(=))

.M Ty @) M

Figura 3.8: Cone estavel e a diferencial.

Demonstracao. Seja A um conjunto hiperbélico para o difeomorfismo f. Por definicao,
A possui uma decomposicao invariantes e continua em E® e EY, e podemos estender
estas distribui¢des a uma vizinhanca U(A) de forma continua. Se escolhermos ¢ > 0
suficientemente pequeno, a vizinhanca A, = {z € M | dist(z, A) < €} estara contida em
U(A).

Devido a continuidade de f e f~!, e a invariancia do conjunto A, temos que f(A) C A
e f71(A) C A. Portanto, se ¢ for suficientemente pequeno, a iteragao de f e f~! sobre A,

também estara contida em U(A). Logo tem-se
fi(A) cUR), i=-1,0,1.

Vamos agora mostrar que para todo x € A, tem-se
Df,K4(x) CKY (f(2)) e Df;Ka(f(x)) CKS (2).
Seja K!(x) o cone instavel no ponto x. Por hipdtese, sabemos que D f, expande vetores

em E"(z) e contrai vetores em E*(z). Em particular, existe uma constante A € (0, 1) tal



41

que:

DL < Mot e [IDfav"] = A"

Para v € K!(z), temos [[v®|| < af[v*||. Assim:
IDfav* | < Allv”ll < Aalo"[l e [[Dfov"]| > A7 0"
Assim, temos que:
IDfov’|| < MJv*|| < Aaljo"]| < Nal|Dfv"|] < o Dfov”|

||Df:vvs|| < aHDfxqu

Portanto, D f,v €e K¥ (f(z)), o que mostra que:
DfpKq(x) Ky (f(2)).
De maneira similar, fo’(i) contrai vetores em E“(f(z)) e expande vetores em E*(f(z)),

temos:

IDSL < Al e 1D F000 = A

Para v € K3(f(x)), temos |[v*| < «fv®|. Assim:
IDfrayv I < Mol < Xallos]l e [[Df7zvtll = A o).

Logo
Hfo_(i)“uH < aHfo_(i)vSH.

Portanto, fo’(i)v €K? (z), mostrando que:
DfmKa(f(@)) CKG ().
O]

Essa proposicao é importante porque estabelece propriedades importantes das distri-
buigoes estaveis e instaveis em relagdo a um conjunto hiperbolico A e sua vizinhanca U(A)
para uma determinada funcao f. Isso é 1til para provar varias propriedades importan-
tes do conjunto hiperbélico, como a estabilidade estrutural e a existéncia de variedades

estavels e instaveis.
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Proposigao 3.6. Para cada § > 0 existem o > 0 e € > 0 tais que f'(A) C U(A),

1=—1,0,1, e para cada x € A,

IDf (@)l < (A+0)llv]l se v e Ki(a),

IDfevll < (A+0)|vll se v e Ki(x).

Demonstragdo. Sejad > 0, considere e, tal que dado = € A, se tenha T,M = E*(z) ® E*(z),
com constantes de expansio e contragdo A e d; (tais aparecem de forma natural no de-
correr da demonstragao).

Agora escolha € e aq, tais que f'(Ag) C U(Ag) para i = —1,0,1 e K(z) C E" e
K:(z) C Ej, para x € A¢, isto é possivel pela Proposicao

Veja que se x € Ag, e v € KY (), logo v € EY (x) e Df~H(x)v €K fan (@) C EF.

Assim, note que

IDf @) )] = 1D @) (v +v*) |, 0" € By e v” € By,
< ||Df ()| + | DfH(x)v"|], pela linearidade de Df e desigualdade triangular de | - ||,
< o[ Df @) + 1D )"
< a0’ + a[0”]]
= (oA + o) ||
Tome 0, = ay A1 + Ag e obtemos [[Df~H(z)(W)| < (61 + M) [[vY| < (61 + M)|[v].
Escrevendo melhor ||Df~(z)(v)]| < (61 + A1) |[v]], se v € K¥(x).
Em contrapartida, considere 5 tal que se z € A, se tenha T, M = E*(z) & E"(x),
com constantes de expansao e contracao A e 0.
Escolha € e s tais que f'(Ag,) C U(Ag) e K2 (x) C E e K, (z) C E?, para todo
x € Ag,.
Entdo, note que se v € A, ev € K, (2). Logov € K (x) e D fyv €K s, (f(z) C ES.

Assim,
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1D favll < [ Dfov®|| + 1D for”|
< Aof|v?f| + azAof|v”]]
= (agAa + o) ||v°].
Se dy = ag)y temos que se v € K (x) entdo || Dfyv|| < (02 4 A2)||ve]|. Considere
A =max{\;, o}, 0 = max{d;,d}, ¢ = max{e;, &} e a = max{ai,az}. Logo, se

ve K:x), |IDf Hz)v]] < (A+9)||v] e se v e Ki(z), entao

1D frvl] < (A +0)]Jv]l.

Com tal resultado é imediato que dado = € A, temos que

o o

DfEM@) CK (f(@) e Dl Ka(f(@) RS (2).

07

A proposicao a seguir no fornece uma caracterizacdo de conjunto hiperbélico através

de cones.

r

Proposigao 3.7. Seja A um conjunto compacto e invariante de f : U — M, onde
f é um difeomorfismo de classe C*, k > 1. Suponha que exista o > 0 e para cada
z € A existem subespacos E*(x) e E*(z) tal que E°(2)®E"(x) = T,M, e 0s a-cones

K:(z) e K¥(x) determinados pelos subespagos satisfazem:
1. DfK}(x) C K4(f(x)) e Df;5 Ka(z) C Ki(f(x)), e

2. |Dfuvl| < ||v|| para v € Ki(x) nao nulo, e ||Df 1| < ||v|, para v € K¥(x)

nao nulo.

Entao, A € um congunto hiperbdlico para f.

Demonstracao. Por hipotese, A C M é compacto e f-invariante por f : U — M. Também

por hipotese para cada x € A

T.M = E* & E".
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Seja o fibrado unitario 7'M = {v € T,M | ||v|| < 1}. Tome z € A e v, € T} M,
se v° € K2(x) N ES que ||Dfv*|| < ||v°|| < 1 para todo v® € E3 (E3 € Ki(z)). Assim

< 1.

obtemos que || D f,|gs

Agora defina g : A — [0,00) dado por x + ||Df,|gs||. Como f é C', Df, é continua

para todo x € A, assim g é continua com dominio compacto, entdao seja A seu méximo,
ou seja, existe zp € A tal que g(x) < g(xg) = A < 1, para todo x € A. Dai concluimos
que ||Df, <A< L

Seja 0 # v € E;, para todo x € A

B3

|Dfovl]
o]

<|Df.

< A= DLl < AJoll, Vo € E2.

Analogamente, obtemos que

IDf @)l < vl Yo € E.

Agora basta mostrarmos a D f-invariancia dos cones, para qualquer x € A. Que-
remos mostrar que K2 e K" sao invariantes por contragiao e expansao de Df e Df™1
respectivamente.

Para cada n > 0, podemos aplicar DfJ;,,TEx) no cone invariante K3(f™(x)) e obter

DfpliyKa(e) C Ko(f"H(x)).
Note que, iterando esse processo, obtemos

Df DKL (f () € Ki(x)

Df; L Ka(f(x)) € Ki(a).
Note também que pela prova da Proposicao [3.6| obtemos que
Dl Ka(f(x)) € DRI KS(f77 () € -+ € Dfp Ka(f(x) € K3(x). Togo para
todo n > 0, K:(f™(x)) ¢ invariante por Df~".
Veja que ao tomar o limite das inclusoes, com n — oo, temos que tomar a intersecao

() DS ity Ko (" (@) © () K5 ().

n>0 n>0
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Defina E*(z) := ﬂ D[l Ka(f"(x)) e assim E*(x) é D f-invariante para todo n > 0.
n>0
Por outro lado, analogamente, podemos aplicar D f}_, ) em K;(f™"(z)) e obter

Dffniy Ka(f () € Kq(2)

e com isso E"(z) := ﬂ DffunKa(f"(x)) C K, entdo E°(x) ¢ D f"-invariante para
n>0
todo n > 0.

Portanto, A é hiperbdlico para f: U — M. ]

Definicao 25. Seja A C M um conjunto hiperbolico para f : M — M um difeo-

morfismo. Dado € > 0 defina

Al ={z €U : dist(f"(x),A) <€ para todo n € Ny},

A ={z e U: dist(f"(z),\) < e para todo n € Ny}.

Observe que ambos os conjuntos estao contidos em A, e que f(A¥) C A, f~1(AY) C Av.

Proposigao 3.8. Seja A um conjunto hiperbdlico para f com uma métrica adap-
tada. Entao, para cada 0 > 0 existe € > 0 tal que as distribuicoes E° e E* podem

ser estendidas para A. de modo que:

u

1. E? € continuo em A, e E* é continuo em AY;

2. Sex € Acn f(Ae) entdo Df, E*(z) = E*(f(z)) e Df,E"(x) = E*(f(x));
3. || Dfev|| < (A +0)||v]| para cada x € A, e v € E?;

4. IDf || < (A +0)||v|| para cada x € A e v € E.

Demonstracao. Escolha ¢ > 0 pequeno suficiente para A, C U(A). Para x € A?, seja

E*(z) = limy o0 df 11, (ES (f”(m))) Pela Proposicao o limite existe se J, a, e €
é pequeno o suficiente. Se x € AN\A?, seja n(x) € N tal que f"(z) € A para n =
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()
de E® em A? e as propriedades requeridas seguem da Proposic¢ao Uma construcao

0,1,...,n(z) e fr@+(z) ¢ A, e seja E°(z) = dff_n(x) (ES (f”(x)(x))) A continuidade

similar com f substituido por f~! d4 uma extensao de E*.

3.4 Estabilidade de conjunto hiperbélico

Utilizaremos o conceito de e-6rbitas e familia de cones invariantes para obter uma das
propriedades mais importantes do estudo de conjuntos hiperboélicos. As proximas duas
proposicoes implicam que a hiperbolicidade de certa maneira é um fenémeno persistente

por pequenas perturbacoes.

Proposicao 3.9. Seja A um conjunto hiperbélico para f : U — M, onde f €
difeomorfismo de classe C*, k > 1. Existem um conjunto aberto U(A) D A e ey > 0
tal que se K C U(A) é um subconjunto invariante compacto de um difeomorfismo

g:U — M com disti(g, ) < €, entdo K é um conjunto hiperbdlico para g.

Demonstracao. Assuma uma métrica adaptada para f, ou seja, A é hiperbolico com A €
(0,1) e C' =1, e estenda continuamente via Teorema de extensao Tietze as distribui¢oes
EY e Ej} para E}L e E~j, respectivamente. Tais extensoes sao as distribuicoes definidas em
um aberto U(A) D A.

Sabemos que com as extensoes continuas EN}L e Ej; podemos definir as familias de cones
estaveis K:(x) e instaveis K'(x), x € M e T,M = EN’}l ) Ej} Com isto em mente e a
escolha adequada da vizinhanca U(A), de €y, e «, 0s a-cones determinados satisfazem a
Proposicao para g, uma vez que dist{(f, g) < €. Por hipotese K C U(A) é compacto

e invariante em relacao a g : U — M, com « apropriado e para todo x € K tem-se

T.M = E~}‘ @ E5, e a-cones K3(z) e K¥(z), com = € K.

O mesmo satisfaz o item (1) da Proposi¢ao

Df:Ka(x) C Ka(f(2)) e Df ;) Kalf(@)) C Ky().
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Satisfazendo também (2) da Proposi¢ao |Df.o| < ||v|| para v € K?(x) ndo nulo, e
|Df. || < ||v]| para v € K“(x) ndo nulo.

Assim, pela Proposicao obtemos que K ¢é hiperbolico para g.

Denote por Diffl(M) o espago dos difeomorfismos C' de M com a topologia C*.

Corolario 3.3. O conjunto de difeomorfismos de Anosov de uma dada variedade

compacta ¢ aberto em Diff' (M).

Demonstracio. Seja f € Diff'(M) um difeomorfismo de Anosov, ou seja, f : M — M
onde M é hiperbdlico para f. Pela Proposicao se € Anosov, entao o conjunto A = M.
Desta maneira, a vizinhanca U(A) = M e como M é invariante para qualquer g, C*
suficientemente proximo de f, por aplicagdo direta da Proposigao .7, o corolario esta

demonstrado. ]

7

Proposicao 3.10. Seja A um conjunto hiperbolico para f : U — M. Para todo
conjunto aberto V- C U contendo A e todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para todo
g:V — M com disti(g, f) < 9, existe um conjunto hiperbolico K C'V de g e um

homeomorfismo k : K — A tal que ko g|x = f|x o k e disto(k, [d) < e.

. J

Demonstracao. Sejam:
1. X = A com a topologia induzida de M;
2. h:=fla: A= A
3. ¢ := A — U a aplicacao inclusao.

Pelo Teorema [3.3) existe ¢ : A — U tal que o f|y = go ¢ e disto(¢, ) < ee ) é
unico.

Agora seja K = ¢(A) e aplicando o Teorema novamente para X = K, h = g|x e
¢ : K — M, obtemos ¢’ : K — U com ¢’ o g|p = f|x o ¢’. Assim pela unicidade de 1) e
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Y’ temos que
w/ — ¢—1
e ¢’ & identidade, ou seja, ¢’ é proximo a identidade, tome x = v)’, e pela Proposicao

K é hiperbdlico para g e f.

Definicao 26. Um difeomorfismo f de casse C* de uma variedade M também
C! ¢ chamado estruturalmente estdvel se para todo € > 0 existe & > 0 tal que se
g € Diff'(M) e disty(g, f) < 0, entdo existe um homeomorfismo h : M — M para
0 qual foh=hog edisty(h,Id) <e.

Corolario 3.4. Difeomorfismos de Anosov sao estruturalmente estdveis.

\

Demonstracao. A demonstragiao segue como aplicacao direta das Proposigoes e
O]



Capitulo 4

O Teorema Espectral de Smale

Considere f : M — M um difeomorfismo C'. J4 estabelecemos os critérios para que
um subconjunto A C M seja classificado como hiperbélico.
Uma questao interessante é sobre a integrabilidade dos subfibrados E® e E", que é

pauta do teorema da variedade estavel.

Defini¢ao 27 (Conjunto estavel e instavel). Sejam f: M — M um difeomorfismo
Ct e A hiperbélico em relacio a f. Dado v € A definimos o0s conjuntos estdvel e

instavel de x pelos respectivos conjuntos:

WH(x) = {y € M| lim d(f~"(z), f"(»)) = 0},

W*(@) = {y € M| lim d(f"(z), /"(y)) = O}.

Os conjuntos W" e W* podem muitas vezes apresentar uma estrutura complicada,
apresentando recorréncias nao triviais, densidade, entre outras. Entretanto, no contexto
da dinamica hiperbolica, do ponto de vista local, tais conjuntos apresentam uma estrutura

de variedade.

49
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Defini¢ao 28 (Conjuntos estavel e instével local). Dado € > 0 podemos definir a

conjunto instdvel local por

We(z) = {y € Mld(z,y) < e e lim d(f"(z), f"(y)) = 0},

n—o0

e a conjunto estavel local por

We(@) = {y € Mld(z,y) < e e lim d(f"(z), /"(y)) = 0}.

. J

O Teorema da Variedade Estavel que apresentaremos a seguir é um resultado central
na Din&mica Hiperbolica. Apresentamos a seguir o enunciado sem prova deste Teorema.
Para uma demonstragao recomendamos, [I1].

Defina por D™ o disco centro O e raio 1 e dimensao n = dimFE?”.

Teorema 4.1 (Teorema da Variedade Estavel). Sejam f : M — M um difeo-
morfismo C*, k > 1 e A € M um conjunto hiperbdlico de f com constante de
hiperbolicidade \. Entao, existe € > 0 tal que para todo x € A, o conjunto W2(x)
¢ uma variedade C* mergulhada em M, chamada de variedade estdvel local de x, a

qual satisfaz:
1. d(f™(x), f(y)) < Ad(z,y), para todo y € WE(z),Yn > 1,
2. fWe(x)) c We(f(x)),
3. T,Wi(z) = E,

4. a aplicagao 6° : N — Mergk(D”, M) que associa a cada x uma parametrizagao

local de W#(x) é continua na topologia C' (ou seja, as variedades estdveis

€

locais variam C' continuamente).

Note que o resultado é analogo para W*(z), basta provar o Teorema da variedade

Estéavel para f~!, pois

W@, f) =W, f7).

€
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Do Teorema da variedade estavel segue que

W) = [J 1w @) e

n>0

We(z) = |J i we s (@)

n>0
O valor € > 0 & uniforme e nao depende do ponto especifico x € A, mas que vale de
forma global para o conjunto hiperboélico A.
O proximo resultado a ser explorado, chamado de A-lema ¢ um resultado no con-
texto de pontos fixos hiperbolicos. Este resultado oferece uma visao geométrica sobre o
comportamento dos iterados de discos transversais as variedades estaveis e instaveis na

vizinhanca de um ponto fixo hiperbodlico.

7

Teorema 4.2 (\-lema [3]). Sejam f: M — M um difeomorfismo C' e p um ponto
fizxo hiperbolico de f. Considere V-C M wvizinhanca de p tal que V = B® x B", onde
B* CW;.(p), B* C W.(p) cujo B® e B* sdo discos abertos contendo p.

Se g € W*(p) \ {p} e D* é um disco C* contendo q transversal a W*(p) e D¥ a
componente coneza de f*(D") em V, entao, D' —c1 W' (p) NV, a componente

conexa de W .(p) NV que contém p.

Figura 4.1: Ilustracao A-lema.



Uma consequéncia dos resultados anteriores é o Teorema Espectral de Smale.

02

Definicao 29. Seja f : M — M um difeomorfismo C'. A wvariedade estdvel de
uma orbita periddica € definida como a uniao das variedades estdaveis de cada ponto

pertencente a essa orbita periddica.

W(0;p) = W),

onde O¢(p) denota a drbita periddica de p e W*(p;) representa a variedade estdvel

de um ponto p; pertencente & orbita.

\

Teorema 4.3 (Espectral de Smale). Se f : M — M ¢é um difeomorfismo C* e

Per(f) € um conjunto hiperbdlico, entio, existem conjuntos Ay, As, - -, A, fechados,

dois a dois disjuntos e invariantes por f, satisfazendo:

n

1. Per(f) = UA“

i=1

2. f

A - Ny = A € topologicamente transitiva.

Demonstracao. Sejam p, q € Per(f). Defina a relagdo p ~ ¢ se, e somente se, W*(O(p)) M

W*(O(q)) e W*(O(q)) h W*(O(p)), intersegdes transversais.

Figura 4.2: Ilustracao das Variedades Estaveis e Instaveis de p e q.

Usando o A-lema é possivel mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia.
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Dado p € Per(f), seja H(p) a classe de equivaléncia de p em Per(f), H(p) = {q €
Per(f)lq ~ p}.

Considere A, = H(p). Assim, obtemos que H(p) C Per(f), para todo € Per(f).

Note que, pelo Teorema da Variedade Estéwel existe € > 0 tal que A;NB.(A,) # 0,
entao A, = A,. De fato, seja € = % veja a ilustragao .

Figura 4.3: Variedades Estaveis e Instaveis de = e y em umas vizinhanca B.(A,).

A continuidade da variedade estavel e instavel, faz com que possamos encontrar
x € A, N Per(f) e

y € Ay N Per(f) NB(A,),

tais que = ~ y, implicando que p ~ ¢ e por fim implicando que H(p) = H(q).
Logo, as classe A, estao isoladas, pela compacidade de M, existem finitos conjuntos
n
Ay, p € Per(f). Logo, Per(f) = UAZ‘
Mostremos agora que f|a, éi:tlransitiva. Para tal seja p,q € Per(f) tal que p ~ gq.

Sejam a € W*(O(p)) m W*(O(q)) e b € W*(O(q)) h W*(O(p)).
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Figura 4.4: Variedades Estaveis e Intavéis de p,q,a e b.

A menos de tomar um iterado de f que fixa p e ¢, suponha que ¢ e p sao pontos fixos.

Seja A = {O(a),0(b),p,q}, veja que, como a relagdo de equivaléncia é tomada com a
intersecao transversal, é possivel dotar A de uma estrutura de conjunto hiperbolico.

Fixe r > 0 suficientemente pequeno e seja ¢ do Teorema Considere a e-Orbita
{a,a1, -+ ,an, Dy b_pyb_pi1, -+ 0, f(B), -+, f(b),q,a_p, -+ ,a}, onden é tal que, d(a,,a) <
755 © d(bn,b) < 155 quando n — co. Vide Figura [4.5]

Figura 4.5: Apoio ilustrativo do Teorema 3.3(4).

Analogamente, d(b_,,a) < 155 € d(a_n,q) < 155 quando n — oo.

Pelo Teorema [3.1] existe uma orbita periddica hiperboélica em uma r-vizinhanca da

pseudo orbita.
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Concluimos que dadas e-bolas centradas em p e ¢, denotadas por U e V respectiva-
mente, existe um ponto periodico 6 em U, tal que f~¥(0) € V, para algum N > 0, inteiro.

Portanto, f|, é transitiva.

Definicao 30. Sejam M uma variedade C* e um difeomorfismo f : M — M. Entdo

f € um difeomorfismo Axioma A, se as sequintes duas condigoes forem satisfeitas:

1. O conjunto nao errante de f, Q(f), € um conjunto hiperbélico e compacto.

2. O conjunto de pontos periodicos de f € denso em Q(f).

O proximo resultado decorre do Teorema (3.3

Corolario 4.1. Todo difeomorfismo de Anosov € Azioma A.

Corolario 4.2 (Espectral de Smale Axioma A). Se f : M — M é um difeomorfismo

Azioma A. Entao, existem A1, Ao, --- , A, fechados invariantes tais que:

2. fla, : Ai = A; € topologicamente transitiva.

Corolario 4.3. Se f é um difeomorfismo de Anosov tal que Q(f) = M, entao [ ¢é

topologicamente transitivo.

Como f é um difeomorfismo de Anosov e M é conexo, em uma variedade conexa onde
os pontos periodicos sao densos e ha uma estrutura hiperbélica, qualquer ponto pode ser
aproximado por oOrbitas periddicas. Isso garante que para quaisquer abertos nao vazios
U,V C M, existe uma iteragdo n tal que f*(U) NV # (), satisfazendo a definigao de

topologica transitividade.



Capitulo 5

Difeomorfismos de Anosov

5.1 Estrutura de produto local e conjuntos hiperbdlicos

localmente maximal

Definigao 31 (Conjunto hiperbolico localmente maximal). Um conjunto hiperbolico
A para f:U — M ¢é chamado localmente mazimal se existe um conjunto aberto V/

talque ACV CcU eAN="___ (V).

Essa definicao captura a ideia de que o conjunto hiperboélico A é "méaximo" em relacao
a sua propriedade hiperboélica em uma vizinhanca local, no sentido de que nao podemos
adicionar mais pontos ao conjunto que preservem as caracteristicas hiperbolicas. Por
exemplo, as ferraduras sao conjuntos hiperboélicos localmente maximais.

Como todo subconjunto invariante fechado de um conjunto hiperbolico também é um
conjunto hiperbélico, a estrutura geométrica de um conjunto hiperbélico pode ser muito
complicada e dificil de descrever. No entanto, devido as suas propriedades especiais, 0s
conjuntos hiperbolicos localmente maximais permitem uma caracterizacao geométrica.

Como E*(x)NE"(xz) = {0}, as variedades locais estaveis e instaveis de x intersectam-se

em z transversalmente.

o6
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Lema 5.1. Para todo € > 0, existe § > 0 tal que se ¢ : B¥ - R e ¢ : Bl — R” sdo
aplicagdes diferencidveis e |p(z)|, ||dd ()], [ (v)], [[d(y)|| < & para todo x € BF e

y € BL, entdo a intersegio graph(¢) N graph(y) C R¥ ¢ transversal e consiste em

exatamente um ponto que depende continuamente de ¢ e 1) na topologia C*.

RY A

Rk

=~
—— o

RFH — R! @ RF

Figura 5.1: Tlustragao do Lema 4.1.

Demonstrag¢ao. Note que z € graph(¢) Ngraph(v) se, e somente se existem z e y tais que

(x,¢(x)) = (¥(y),y) se, e somente se

Agora defina a transformagdo F : B! x B! — R¥ @ R! dado por (z,y) — (z—(y);y —
¢(x)).
. d —Dy
Veja que Df(z,y) = ,onde |Dy| < d e |D¢| < § para § pequeno o

—D¢ Id
bastante. Entao, Df & Id, implicando que D f é invertivel se § > 0 é pequeno o suficiente.

Seja d(x,y,t) = to(z,y) e P(x,y,t) = th(x,y) tal que t € [0,1]. Temos que
max{| Dy, |Dg], [, 9]} < b

se as hipoteses do lema sao satisfeitas.



Defina F': B! x B'x — RF @R dado por (z,y,t) — F(z,y,t) = (x—0(y);y — d(z)) e

pp— | 14 TPV =T (5.1)
—tD® Id | -

Observe que da derivada acima DWF é isomorfismo se d é suficientemente pequeno, pois
existe a C'! proximidade a Id.

Além disso, F/(0,0,0) = F(0,0) = 0. Pelo Teorema da funcio implicita existem tnicas
funcoes x(t), y(t) com t € [0, 1], ambas C' tais que F(z(t),y(t),t) = 0 se, e somente se,
Z(t) = (z(t),y(t)) é o ponto comum dos graficos @, 1.

Suponha que ¢g esta € Cl-proximo de ¢ e 1) esté € Cr-proximo de . Sejam Z = graf(¢) N graf(v)
e Zy = graf(¢g) Ngraf(¢y). Pela definicao Zj esta e proximo de graf(¢) e graf(y), respec-
tivamente, logo Zy esta na interseccao dos € tubos em torno de ¢g e ¢y, 0 que demonstra

a continuidade das interseccoes. O

Proposicao 5.1. Seja A um conjunto hiperbolico para f : U — M. Para cada
e > 0 suficientemente pequeno eziste 6 > 0 tal que se x,y € A e d(x,y) < 0, entao a
intersecao W2 (x) N WX(y) € transversal e consiste em exatamente um ponto [x,yl,
que depende continuamente de x e y. Além disso, existe C, = C,(5) > 0 tal que
sex,y € A ed(x,y) <0, entao d*(z,[z,y]) < Cpd(z,y) e d*(z, [x,y]) < Cpd(zx,y),

onde d° e d* denotam distancias ao longo das variedades estdveis e instaveis.

Demonstracao. Considere a intersecdo W (z)NW*(y), onde z,y € A e d(x,y) < d. Peloo
Lema tem-se a garantia de que para as funcoes ¢ e 1, a intersecao de seus respectivos
graficos é transversal e consiste em exatamente um ponto.

Agora, observe que podemos associar as funcoes ¢ e ¥ do Lema [5.1] as variedades
estaveis W?2(x) e instaveis W¥(y). As variedades estaveis e instaveis sdo subvariedades
invariantes. Portanto, podemos aplicar o Lema as variedades estaveis W?2(x) e ins-
taveis W(y). Isso implica que a intersecdo W7 (x) N W*(y) é transversal e consiste em

exatamente um ponto.

Suponha que z,y € A e d(x,y) < d para um certo 9.
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Primeiro, sabemos que a distancia ao longo da variedade estavel satisfaz a desigual-

dade:

&*(z, [2,y]) < d(z,y) + d"(z, [2,y]).

Como o angulo entre as variedades estaveis e instaveis é uniformemente afastado de
zero. Ao aproximar linearmente estas variedades suas propriedades geométricas locais sao
parecidas a geometria euclidiana.

Assim d*(z, [z,y]) < Cpd(x,y), onde C, pode ser deduzido aproximado localmente por
W#e W*" com seus tangentes via lei dos senos. analogamente obtém-se ¢*(z, [z,y]) < C,d(z,y)-

O

Sejam € > 0,k,l € N, e seja B*¥ C R*¥, B! C R! e-bolas com centro na origem.
A seguinte propriedade dos conjuntos hiperbolicos desempenha um papel importante

em sua descrigao geométrica e ¢ equivalente & maximalidade local.

7

Definicao 32. Um conjunto hiperbdlico A possui estrutura de produto local se exis-

tirem € > 0 e 0 > 0 suficientemente pequenos tais que:

1. Para todos x,y € A, a intersecgo W2 (x) "W (y) consiste em no mdzimo um

ponto, que pertence a A.

2. Para x,y € A com d(x,y) < J, a intersecio consiste em exatamente um

ponto de A, denotado por [x,y] = W(z)NW(y), e a interse¢io € transversal

(Proposicao .

. J

Se um conjunto hiperbolico A possui uma estrutura de produto local, entao para cada
x € A existe uma vizinhanca U(x) tal que

U)NA=A{ly,z] :yeUlx)nW:i(x), z€ U(zx) N W*(x)}.

Proposicao 5.2. Um conjunto A hiperbolico € localmente mazximal se, e somente

se, tem uma estrutura com produto local.
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Demonstracao. Suponha que A seja localmente maximal. Se x,y € A e d(z, y) for pequeno
o suficiente, pela Proposi¢ao Wi(z) N W(y) = [z,y] =: z esta bem definida. Agora,
note que

ze Wi(zx)eze Wiy)

se, e somente se,
d(f"(z), f"(x)) <eed(f"(2),f™(y)) <e, para todo n > 0.

Se ¢ é tomado pequeno o suficiente, A, C Ve fI' € A, C V, para todo n € Z. Assim,
z € f7"(V), para todo n. Entao, z € ﬂ (V) = A. Logo, z € A. Concluindo que A

nez
tem estrutura de produto local.

Passemos a prova da reciproca. Suponha que A tenha estrutura de produto local com
as constantes ¢, 9, C,, da Proposicao

Devemos mostrar que se toda orbita de um ponto ¢ esta proxima de A implica que o
ponto ¢ esta em A. Seja ¢ € V' de modo que como A C V C U aberto tal que f"(q) € V,
ou seja ¢ € f~"(V) o que implica em ¢ € [, 5, f 7" (V). Queremos mostrar que g € A.

Para isso, fixe o € (0, 2) de modo que f(p) € Wé‘(f(x)) sempre que x € Aep € Wy (z).

Seja xg € A qualquer. Primeiramente, iremos assumir o caso em que ¢ € W¥(x), logo

existe y, € A tal que d(f"(q),yn) < 0%,7 para todo n > 0. Veja ﬁgura

W (o)

Figura 5.2: Acao da f.



61

Desde que f(xg),y1 € A e

d(f(z0), 1) < d(f(z0), f(q)) +d(f(q), 1)

<5+Oz
3 G,
< 0.

Temos que z1 = [y1, f(x0)] = [y1, f(q)] € A, pela Proposigéo flq) € Wh(zy).
Repetindo este raciocinio, temos que x,, = [yn, f"(q)] € A com f"(q) € W¥(x,,).

Defina ¢, = f~"(x,), tal sequéncia converge para ¢ quando n — 0.

Assim, ¢, — ¢q. Como x,, € A para todo n, e A é fechado, segue que ¢ € A. Analo-
gamente, se ¢ € W2(x) para algum xy € A e f"(q) ficar proximo o suficiente de A para
todo n, segue que q € A.

Assuma que f"(y) esta suficientemente proximo a x, € A para todo n € Z, entéo,
y € AfNAY, implicando que, pelas Proposicoes [3.5]e AU(y) é um conjunto hiperbolico
com constantes proximas as constantes de hiperbolicidade de A se ¢ é suficientemente

pequeno. Além disso, do Teorema da Variedade Estével, estdao bem definidos W (y) e

Wit (y).

Figura 5.3: Intersecoes das Variedades Estaveis e Instaveis.

Aplicando a ideia anterior, concluimos que p,q € A. Finalmente y = [¢,p|, com
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p,q € A. Pela estrutura de produto local segue que y € A.

5.2 Difeomorfismos de Anosov

Note que um difeomorfismo f, da classe C! e atuando em uma variedade diferenciavel
conexa M, é chamado de Anosov se, e somente se, todo o conjunto M for hiperbolico para
f. Essa caracterizacao vem diretamente da definicao de um difeomorfismo de Anosov, o
que implica que M deve ser nao apenas maximal em relacao a essa propriedade, mas

também compacto.

2 1

Recorde dos capitulos passados que o automorfismo gerado por A = no toro
11

RQ
2 2
T = 7z Anosov.
n
Vamos generalizar os automorfismos dessa forma T" = — ou seja, qualquer automor-

VA
fismo hiperbolico induzido por uma matriz M, «,(Z), com det(A) = +1 e cujos autovalores

tem valor absoluto diferente de 1, induzem difeomorfismos de Anosov no toro. A prova
deste fato é similar ao Exemplo

Existe uma classe de variedades, conhecidas como infranilvariedades, que sao como
toros generalizados, estas nao estd no nosso escopo detalhar este assunto. Sabe-se que
é possivel definir difeomorfismos de Anosov em infranilvariedades, de modo parecido aos
automorfismos lineares do toro e que, em infranilvarieade todo difeomorfismo de Anosov
é topologicamente conjugado a um difeomorfismo de Anosov tipo linear. Ainda perma-
nece em aberto a questao sobre a classificacao das variedades Riemannianas conexas que
admitem difeomorfismos de Anosov. Pode-se ler mais sobre em [14].

Assumiremos juntamente a métrica adaptada que as familias de variedades estaveis e
instaveis de um difeomorfismo de Anosov formam duas folheacoes, uma estavel denotado
por W?# e uma instavel denotado por W*.

A proposicao a seguir apresenta uma propriedades basicas das distribuicoes estaveis e

instaveis £° e E*, e das folheacoes estaveis e instaveis W* e W, de um difeomorfismo de
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Anosov f. Essas propriedades seguem imediatamente das se¢oes anteriores deste capitulo.

Assumimos que a métrica é adaptada a f e denotada por d* e d*, as distancias ao longo

das folhas estaveis e instaveis.

Proposicao 5.3. Seja f : M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov. FEntao,
existem A\ € (0,1), C, > 0, € >0, 06 > 0 e para cada v € M uma decomposi¢ao
T,M = E*(x) ® E“(x), tal que:

1. dfy (E*(x)) = E°(f(2)) e dfe (E"(2)) = E"(f(x));

2. || Dfpvf]| < M|v¥|| e |Df7 v < A||[v¥|| para todo v¢ € E*(x),v" € E*(x);

8. Wex) = {ye M :d(f"(z),["(y)) = 0 quando n — oo} e d*(f(z), f(y)) <
Ad*(z,y) para cada y € W*(x);

4. Wiz) = {yeM:d(f™x),f™y)—0 quando n— o0} e
d* (f~(x), f7M(y)) < A"d*(z,y) para cada y € W*(z);

5. f W(z)) = Wo(f(x)) e f(W*(x)) = W*(f(x));

6. T,W*(x) = E*(z) e T,W"(x) = E%(x);

7. Se d(x,y) < 9, entdo a intersecio W2 (x)NW¥(y) € exatamente um ponto [z,y], e

depende continuamente de x ey, e d*([x,y],z) < Cpd(z,y),d"([z,y],y) < Cpd(x,y).

Relembremos que uma das propriedades fundamentais dos difeomorfismos de Anosov

é a estabilidade estrutural.

r

Proposicao 5.4. E vdlido que:
1. Os difeomorfismos de Anosov formam um subconjunto aberto na topologia C1;

2. Os difeomorfismos de Anosov sao estruturalmente estdveis;

3. O conjunto de pontos periddicos de um difeomorfismo de Anosov € denso no

conjunto de pontos nao-errantes.

Iremos complementar mais resultados sobre difeomorfismos de Anosov com o préximo

teorema.
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Definicao 33. O conjunto X C M ¢é uma e-malha se, para qualquer ponto p € M,
eriste x € X tal que:

d(p,x) < e.

Sejam f : M — M um difeomorfismo de Anosov e {x, s, -+ ,zx} uma cole¢ao finita
de pontos periddicos que formam uma $-malha em M. Defina P como sendo o produto

dos perfodos dos pontos x;, e em seguida defina g := fF.

Lema 5.2. Eziste ¢ € N tal que se dW*"(y),x;) < 5 e d(z;,x;) < § para algum

yeM,iej. Entaod(g"(W"(y),z:) < 5 ed(g™(W"(y)),z;) < § para todon € N.

Demonstragao. Pela Proposigéo(?)) existe 2 € W*(y)NW¢, _ (x;). Portanto, d(g'(2),z;) < ¢
para cada t > ty(e).

Desde que d(¢'(z),z;) < &, Proposi¢io (3) existe w € W*(y)(g'(2)) N W&, ., (x;).
Por isso d(g”(w),z;) < § para cada T > 5o, onde 7(¢).

Tomando g = o + sy e repetindo o processo n vezes obtemos d(g™(W"(y),z;) < 5 e

d(g"'(W"(y)),z;) < 5 para todo n € N. O

7

Lema 5.3. Se toda variedade instdvel/estdvel é densa em M, entao para todo e > 0
eriste R = R(e) > 0 tal que para toda bola de raio R em toda variedade instd-

vel/estdvel é e-densa em M.

\. J

Demonstragao. Tome z € M. Como W*(z) = U We(z) é denso em M, ha um R(z) tal
R

que a bola Wy (2) centrado em x com raio R(z) é e-densa em M, existe um ponto na
bola W,y (z) que estd & uma distancia menor que § de z.

Desde que a folheacdo W*" seja continua podemos encontrar um 6(x), tal que, para
todo y na bola B(z,d(x)), a bola Wy, (y) € 5-densa, uma extensao local do x para a
vizinhanga B(x,d(x)).

Como M é compacto, uma cole¢ao finita de §(x)-bolas cobrem M. Seja B a colegao

destas d(x)-bolas.



65

Tome o maior valor possivel de R(z) entre as bolas em B, teremos qualquer bola de

raio R em qualquer variedade estavel ou instavel serd e-densa em M. O

Teorema 5.1. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Entao, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

Q) = M,

b~

2. toda variedade instavel é densa em M,
3. toda variedade estdvel é densa em M,
4. [ € topologicamente transitiva,
5

. f € topologicamente mixing.

A demonstracao seguiréd a estrutura logica de provar que | — 2 — 5 — 4 —

lel — 3 = 5.

Demonstrag¢ao. Suponha que (f) = M. Devemos mostrar que toda variedade instavel é
densa em M.

Tome ¢ > 0 que satisfaca a Proposicao (7), que nos diz que todo Anosov tem
propriedade de produto local.

A Proposigao (3) diz que Per(f) = Q(f) = M.

Escolha uma colegao finita {x;,zs,--- ,zx} de pontos periddicos que formam uma
[

=-malha em M, ou seja, para qualquer y € M, existe x; tal que d(y,z;) < %.

Defina P como sendo o produto dos periodos dos pontos z;, e em seguida defina
g:=f"

Assim g(z;) = x; para todo x;. Em suma, g é uma dinamica semelhante a f, ela herda
as propriedades de f, porém é acelerada.

Pela Proposicao [5.3] (5) as variedades estaveis e instaveis de f e g sdo as mesmas.

Como M é compacto e conexo, qualquer X; pode ser conectado a qualquer z; por uma

. ~ . c, qe s A £

cadeia de nao mais que N pontos periodicos com distancia menor que 3 entre qualquer
dois pontos consecutivos, logo as bolas de centro zj e raio § sao conectadas pelo mesmo

argumento.
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Pelo Lema 5.2, d(gN(W*(y)), z;) < 5. Logo gN(W*"(y)) ¢ e-denso em M para y € M
qualquer. Portanto, W"(z) é denso em M. Analogamente tomando o tempo inverso
temos que toda variedade estavel é densa em M.

Agora vamos mostrar que se toda variedade instavel ou estével é densa em M, implica
que f é topologicamente mixing.

Sejam U,V C M abertos nao-vazios, z,y € M e 6 > 0 tal que W¥(z) C U e
B(y,0) C V.

Pelo Lema existe R(J) tal que qualquer R-bola em qualquer variedade (ins)estével
¢é d-densa em M.

Como f expande variedades instaveis uniformemente e com taxa exponencial, existe

N tal que, o aberto U, iterado, terd intersecao com V.

fMU)NV # 0, para todo n > N.

Logo, f ¢ topologicamente mixing, por definicdo a mesma também ¢é topologicamente
transitiva.

Para terminar a prova nos resta mostrar que se f é topologicamente transitiva, implica
que Q(f) = M. Temos que mostrar que M é um conjunto nao errante, ou seja, dado
xr € M, deve existir um aberto U, que contenha x tal que para ao menos um n > 0 se
tenha f"(U)NU # (). Porém, pelas hipoteses de f ser topologicamente transitiva tem que
a intersecao ocorre para quaisquer dois abertos, basta tomar ambos sendo U. Terminando

a prova deste teorema. L]



Capitulo 6

Rigidez

6.1 Equacoes cohomologicas

As equagoes cohomologicas aparecem naturalmente em sistemas dindmicos em diversas
situagoes como por exemplo, em construcao de conjugacoes e calculo da densidade de
medida invariante.

A forma basica de uma equacao cohomologica é frequentemente algo parecido com:

foT'—f=g—h,
onde T" é uma transformacao do espaco X em si mesmo, e f, g, h sao funcoes de X para
algum outro espaco (geralmente R ou C).

Essas equagoes sao uma ferramenta fundamental para entender a estrutura dos siste-
mas dinamicos e suas propriedades e dada a importancia das equagoes cohomologicas em
sistemas dinamicos, o tema por si s6 merece estudo individual.

Sob boas condigoes, dada uma dinamica f : X — X e uma funcdo ¢ : X — R, a
equacao

p(r) = u(f(2)) —u(z), (6.1)

possui uma solucao u =1 : X — R.
A menos que se mencionem outras hipoteses, X sempre serd um espago métrico com-

pacto e f,,u, 1 sao pelo menos continuas.

67
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Considerando f, , 1 como acima, indutivamente pode-se verificar que

V(@) = 6(@) + Y o) m e N 6.2)
De fato,
o) = VS() ~ p(2)
P@) = Y@ ~ v @)
PP (@) = V) — B ()

p(f"H(2) = D(f(x) — (" (2).
Somando ambos os lados da igualdade, vé-se que a soma do lado esquerdo é do tipo

telescopica.
n—1
Logo, ¥(f"(x)) = ¥(x) + Z ©(f7(r)) para todo n € N, validando a Equacdo (5.1).
=0

Analogamente, quando f é invertivel

n

G(f (@) = () = Y e(f (@) n eN. (6.3)

Jj=1

Observe que se p € X é tal que f"(p) = p, onde n > 1, temos que

VU ) = 600) + X o)
S A 0) = 6) — ¥ip) = 0
> o7 (m) =0

A equagao acima é uma condicao suficiente, para que ¢ seja um cobordo de f, ou seja,
a Equacao [6.1] seja satisfeita com u = 1. Mostraremos que, sob boas hipéteses sobre f e
© a equagao acima ser satisfeita para todo ponto periddico é também suficiente para que

® seja um cobordo de f.
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6.2 O Teorema de Livsic

Existem problemas em sistemas dinamicos, a saber: construir conjugacoes topolo-
gicas, determinar densidade de medidas invariantes e etc, para os quais naturalmente
aparecem equacoes cohomologicas. O Teorema de Livsic que apresentaremos nesta se¢ao
apresenta condicoes suficientes para que tais equagoes possuam solucao com algum tipo
de regularidade.

O Teorema de Livsic aborda especificamente a relacao entre funcoes Holder continuas
e a dinamica de difeomorfismos suaves em variedades Riemannianas. Ele fornece uma
estrutura para entender quando uma funcao, que satisfaz certas condicoes de soma ao
longo das orbitas do sistema, pode ser expressa em termos de uma equagao cohomologica.

A unicidade da solucao desta equagao cohomoldgica, exceto por uma constante aditiva,
¢ outro aspecto crucial do teorema. Ela sugere que, sob as condicoes estabelecidas, a
solucao encontrada é robusta e, de certa forma, a tnica maneira de expressar a relacao

entre a funcao e a dinamica do sistema.

Teorema 6.1 (Closing Lemma de Anosov, [13]). Seja A um conjunto hiperbo-
lico f : U — M um difeomorfismo de classe C' entre U e f(U), e A com uma
(A, ) —decomposicio hiperbdlica. Entdo, para qualquer o > max{\,u"'} existem
uma vizinhanga V de A, C > 0,¢9 > 0 tais que se fi(z) € V,j7 = 0,...,n ¢

d(f™(x),x) < €o, entao existe um ponto periddico y tal que f"(y) =y e

d(f'(z), f(y)) < Cam™Un=d(f 'z, z).

Enunciado o Closing Lemma de Anosov vamos prosseguir para o Teorema de Liv§ic.
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Teorema 6.2 (Teorema de Livsic, [I3]). Seja M uma variedade Riemanniana,
U C M aberto, f:U — M um difeomorfismo suave entre U e f(U) e A C U, um
conjunto hiperbélico tal que f|5 seja topologicamente transitivo. Suponha ¢ : A — R
uma funcao Hélder continua tal que, Z?;& o(fi(x)) = 0, para todo v € A tal que

f™"(z) = x. Entao, eziste uma fun¢ao Holder continua ¢ : A — R tal que
p=vof—1.

Além disso, ¢ € tinica a menos de uma constante aditiva.

Demonstracdo. Como f|y & transitiva, existe o tal que O (z0) € tal que OF (x) = A.
n—1
Vamos construir ¢, escolha 1 (xg) = ¢o e defina ¢(f"(xg)) = co + Z ®(f7(z0)). Note

que Y( " (xg)) — U (f"(xo)) = d(f"(20)). Observe que, tomando z :j:j?”(xo) tem-se que

(f(2)) = v(2) = ¢(2).

Nos falta mostrar que v é definida em A e é Holder continua.

Afirmacao: 1 é Holder continua com mesmo expoente Holder de ¢.

De fato, seja m,n € N tal que d(f"(x¢), f™(x0)) = €. Entdo, pelo Lema se m > n,
dado max{\, u™'} < a < 1, existe y € A tal que f™""(y) =y, e
d(f(x0), fi(y)) < Ceqmmim=—nm=—n=i} com § =0,1,--- ,m — n.

Seja 0 € (0, 1] o expoente de Holder de ¢, ou seja, existe M > 0 tal que

o (21) — @ (22)] < M (d (21, 22))?, quando 1, x5 estao suficientemente proximos.
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Assim,

9 (™ @) = ¢ (" (@) = | (o)) -} @(fj(xo))|

IN
AS)
~—
~
3
+
<.
=
(=]
N~—
N——
|
©
~—
5
<.
<
N~—
N—

7=0
m—n—1
< M0980a9 min{j,m—n—j}
7=0
= MC%* L
1—af
MY " m 0
=1 g0 A" (o), [ (0)))

Provando, assim a afirmacgao.

Logo, ¢ ¢ uniformemente continua em OF ().

Como W = A e 1 é continua existe uma Gnica extensao v : m =A—-R

Dados x,y € A, existem {z,,} e {y,} contidas orbitas positivas de x, tal que 7}1—{20 Ty =
ve Jim o = v Note aue [0(en) — V()| < M(dn.3)) Ja ez € OF(ao) e
yn € OF () para todo n € N. Assim
lm 1) — ()] < lim M(d(w.9,))".

n—

logo
[¥(a) = ¥(y)] < M(d(z,y))".

Concluindo que v é -Hdlder continua em A.
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Mostremos agora que ¢ = 1) o ¢ — 1) para todo x € A. Temos que a mesma é solucao
para x € OF (xo).
Seja x € A, existe (z,) uma sequéncia de pontos em O}F(xo) com z, — x quando

n — oo. Veja que ao tomarmos xp = f™(xg) obtemos que

¢(zn) = @)
= Y f(z) — P(p).
Dai,
lim () = lim [p(f () — ()]

k—o0 k—o0

Implicando que ¢(x) = (f(x)) — ¥(z), para todo z € A. Portanto, ¢ é solu¢ao de ¢
de A.

Mostremos agora a unicidade, a menos de uma constante aditiva. Seja 5 nas mesmas
condi¢oes de 1. Seja 5(zg) = by, entdo

n—

B(f"(x0)) — (f"(w0)) = bo — o + Z_ O(f7 (x0)) — Z¢(fj(l’o))

1
=0

<

:bO_CO-

Como 3 e 1 é constante em um conjunto denso, logo pela continuidade das funcgoes,

concluimos que 5 — ¢ = c¢g — by, ou seja 5 — 1 é contante.

Existem outras versoes deste teorema como por exemplo a versao a seguir.

Teorema 6.3 (Teorema de Livsic, [I3]). Seja M uma variedade Riemanniana,
U C M aberto, f : U — M um mergulho suave. Suponha que A = W
seja um conjunto hiperbolico e ¢ : A — R uma fung¢ao Holder continua tal que,
Z?’;Ol o(fi(x)) = 0, para todo x € A tal que f"(x) = x. Entdo, existe uma fungao

Hélder continua ¢ : A — R tal que

p=vof-1.
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Nesta versao, nao ha mencao a unicidade de v, ao contrario da versao anterior, na
qual foi afirmado que v é tnica a menos de uma constante aditiva. A auséncia dessa
declaracao de unicidade significa que, nessa formulacao do teorema, nao é garantido que
a solucao v seja tinica, mesmo considerando uma constante aditiva.

Segue a demonstracao do teorema.

Demonstracao. Neste caso, como A = Per(f) é hiperbdlico, vale o Teorema espectral de
Smale
A=ANU...UA,,

uma uniao de pecas basicas mutuamente disjuntas, compactas, f-invariantes e f]A' i=1,...
1

¢ topologicamente transitiva. De acordo com o Teorema de LivSic, em cada pega basica
A; esté definida(a menos de uma constante aditiva) uma unica fungdo Holder continua

¥; : Ay — R tal que

o(r) =0 f(z) —i(x), Ve € Njyi=1,...,m.
]

Temos também a versao C'. do Teorema de Livsic, o qual darei uma ideia da prova.

Teorema 6.4 (Versdo C' do Teorema de Livsic, [13]). Se no Teorema de Livsic, ¢

é de classe O, entio a solucdo 1) também é de classe C*.

No Teorema de Liv§ic original, ¢ é assumida como uma funcao Hélder continua, e a
solugao v é encontrada dentro da mesma classe de regularidade. No entanto, a "Versao

C!" estabelece que, se ¢ for de classe C!, entao a solucao 1) também sera de classe C.

Ideia da prova. A menos de tomar cartas locais, podemos supor que as variedades estaveis
dos pontos z € A sdo espacos lineares. Assim se x,y sao pontos na mesma variedade
estavel, para os quais estdo definidos valores 1(x), 1 (y) temos:

n—

V)~ v() = | 3 o)~ X o) + W)~ (@),

1
7=0
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para todo n € N.

v) — @) = | el @) - X elPw)| + 0 0) - @),

para todo n € N.

Tomando limite quando n — +00 e uma vez que v ¢ uniformemente continua, obtemos

—+00

V(y) —v(a) = =Y (2 ®) = o(f(2)).

§=0
Uma vez que y = x +tv,v € E, fixando z e variando ¢ podemos derivar formalmente

em t = 0 a expressao acima, obtendo

Dub(a) = =3 Duplf(a)) - Duf(@) v,

de modo que v; = D, f(x).

Como v € E?

s segue que ||vg|| < CA¥||v||, e como ¢ é C1, as derivadas direcionais

D,.o(f(z)) sdo limitadas por uma constante K > 0, desta forma, a expressao em série
para D,1(x) é uniformemente convergente. Portanto, ¢ ¢ C* sobre as variedades estéveis.
De modo anélogo, tomando a inversa f~!, concluimos que v é C! sobre as variedades
instaveis.
Do Lema de Journé , decorrera a conclusao da prova da versao C' do Teorema de

Livsic. U

Lema 6.1 (Lema de Journé[13]). Se ¢ : R" — R é C' ao longo das folhas de duas

folheagoes continuas e transversais W* e W, entio ¢ é CL.

Uma das aplicacoes do Teorema de LivSic é o Teorema de LivSic-Sinai, que atua no
estudo de difeomorfismos de Anosov. Este teorema estabelece uma relacao entre a exis-
téncia de certas medidas invariantes e propriedades especificas do difeomorfismo. Vamos

introduzir o teorema de forma mais detalhada:
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Teorema 6.5 (Teorema de Livsic-Sinai, [13]). Considere M uma variedade Rie-
manniana equipada com uma forma de volume m. Seja f : M — M um difeo-
morfismo de Anosov, que € transitivo e de classe C*. As sequintes afirmacoes sdao

equivalentes:

1. Existe uma medida absolutamente continua em relacao a m, invariante sob a

acao de f, cuja densidade € continua e positiva em todo M.

2. O jacobiano de f™ em um ponto p, denotado por J f"(p), € igual a 1 para todo
ponto p € M que satisfaz f"(p) = p.

3. Existe uma medida absolutamente continua em relagcao a m, invariante sob

f, cuja densidade € de classe C' e positiva em todos os pontos de M.

A existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas é um toépico central na
teoria ergddica e nos sistemas dinamicos. Essas medidas sao importantes para entender

a distribuicao estatistica das drbitas do sistema ao longo do tempo.

Demonstracao. Suponha que existe uma medida absolutamente continua em relacao a
m, invariante sob a acao de f, cuja densidade é continua e positiva em todo M, vamos
mostrar que o jacobiano de f™ em um ponto p, denotado por Jf"(p), é igual a 1 para
todo ponto p € M que satisfaz f"(p) = p.

Suponha que exista u << m, pelo Teorema de Radon Nikodym existe p € L! (X) tal
que p(A) = [, pdm, para todo A € ¥,,, p € a derivada de Radon-Nikodym, p = d%% >0
por hipotese.

Como p é f-invariante p(A) = p(f(A)), para todo A mensuravel

/du:/ d,u:>/pdm:/ pdm.
A f(4) A f(A)

Aplicando mudanca de variaveis, obtemos

/pdm=/p(f(y))-Jf(y)-dm(y),
A A
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ou seja,

[ oim = [ oo pasam

Entao, p = (po f)Jf m-qtp em A.

Da mesma forma, pu(A) = u(f"(A)), assim p = po f" - Jf" e aplicando p tal que
f™(p) = p obtemos que

p(p) = p(p)---Jf"(p), p(p) > 0. Entao Jf"(p) = 1.

Suponha que o jacobiano de f™ em um ponto p, denotado por Jf"(p), é igual a 1
para todo ponto p € M que satisfaz f"(p) = p, queremos mostrar que existe uma medida
absolutamente continua em relacao a m, invariante sob f, cuja densidade é de classe O

e positiva em todos os pontos de M.

n—1 n—1
Pela regra da cadeia, temos que 1 = J f"(p) = H Jf(f7(p)), segue que 0 = Z In(Jf(f(p))),
=0 =0

para todo p tal que f"(p) = p.

Note que tomando ¢(z) = In(Jf(z)), v € M e A = M, como f é C? estamos em
condicoes de aplicar a versao C! do Teorema de Livsic, logo existe 1 : M — R de classe
C! tal que

n(J f(2)) = $(f(x)) — (x),x € M.

Desta maneira,

Tf(z) = e¥UE)—E) — (@) (@)

e organizando teremos

Jf(x)efw(f(w)) — e V(@)

Defina p(z) := e %@ que & C! e positivo, defina também y tal que p(z) = 9£. Desta

forma se A é um boreliano em M, temos que
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=

=

=
1

I
S
=
U
3
=

hS

—

= u(A).
Portanto, p é f-invariante, u << m por Radon-Nikodym, além disso, p &é C* e positiva

como queriamos. O]

Observe que podemos escolher a constante aditiva no Teorema de Livsic de forma que

p(M) = 1.

Teorema 6.6 ([15]). Seja f : M — M um difeomorfismo C*-Anosov. Se J f™(p) =
1, para qualquer p € Per(f), tal que f"(p) = p, entao f € transitivo e deiza uma

forma de volume C* invariante.

. J

A aplicacao do teorema acima mencionado possibilita a reformulacao do Teorema de

Livsic-Sinai, eliminando a necessidade da transitividade como uma hipotese geral.
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Corolario 6.1 ([15]). Seja f um difeomorfismo C?-Anosov. As sequintes afirma-

coes sao equivalentes:

1. f admite uma medida invariante da forma dv = hdm onde h € uma funcao

C! positiva.
2. f admite uma medida invariante v absolutamente continua com respeito a m.

3. Jf"(x) =1 sempre que f"(z) = .

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [15].

6.3 Rigidez de transformacao expansoras de S!

Segundo Gogolev no abstract de um minicurso que ele ministrou [7], o mesmo expos a
frase "When a weak form of equivalence of two dynamical systems, such as coincidence of
some numerical invariants, implies a stronger equivalence we say that dynamics exhibits
a rigidity phenomenon.", a mesma pode ser traduzida para o portugués como: "Quando
uma forma fraca de equivaléncia entre dois sistemas dinamicos, como a coincidéncia de
alguns invariantes numéricos, implica uma equivaléncia mais forte, dizemos que a dinamica
exibe um fenomeno de rigidez.".

O fenoémeno de rigidez ocorre quando essas formas mais fracas de equivaléncia (como a
coincidéncia de invariantes numéricos) sugerem ou implicam uma equivaléncia mais forte
entre os sistemas. Uma equivaléncia é a conjugagao topologica regular (por exemplo C”
com r > 1).

Podemos entender que condigoes rigidez sao opostas as condigoes flexiveis. Uma vez
que flexibilidade garante o mesmo tipo de fenébmeno por pequenas perturbacoes; na rigidez,
a minima perturbagao da condicao rompe por completo o fendémeno original.

Vamos analisar a rigidez de transformacoes expansoras em S! e em seguida dos difeo-
morfismos de Anosov.

Sabemos que difeomorfismos de Anosov sao estruturalmente estaveis. Isto significa que
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dado um difeomorfismo de Anosov f : M — M, se g : M — M esta C'-suficientemente
proximo de f, entdo ¢g é um difeomorfismo de Anosov, e existe um homeomorfismo A :
M — M tal que

hof=goh.

Outros exemplos de sistemas estruturalmente estaveis sao as transformacoes expanso-

ras.

Definigao 34 (Transformacdo expansora). Uma transformacio f : X — X em
um espaco métrico compacto X € dita expansora se existem constantes r > 0 e
A > 1 tal que se d(x,y) < r, entdo para todos os pontos x,y em X com x # v,

d(f(x), fy)) > X-d(z,y), onde d(-,-) denota a distancia no espaco X.

Em outras palavras, significa que f dilata distancias de pontos proximos.

Dado f : T" — T™ um difeomorfismo de Anosov, a este corresponde uma transfor-
macao linear f, : R® — R"™ dada por uma matriz hiperbdlica com coeficientes inteiros e
determinante £1 . A matriz de f, induz um automorfismo hiperbolico de A : T™ — T".
Pela Teoria de Franks-Manning [14], f e A sao conjugados, via um homeomorfismo h, tal
que

hof==Aoh.

Moédulo conjugacao C, os automorfismos hiperbélicos do toro sao os tinicos difeomor-
fismos de Anosov do toro, do ponto de vista topologico.

Da mesma forma, as transformagoes expansoras de S' dadas por z — ma(modl),
onde m > 1 é um nimero inteiro, do ponto de vista topologico, sao as tinicas transforma-
goes expansoras de S!, ver [1§].

A fim de conhecer os fenomenos ou teoremas de rigidez em difeomorfismos de Anosov
do toro ou transformacoes expansoras do circulo, podemos nos perguntar que condicoes
minimas estas fun¢oes devem cumprir para que sistemas conjugados, sejam conjugados
por homemorfismos de classe C*.

O préximo teorema a ser enunciado e provado é um exemplo de um teorema de rigidez,

que segue como uma consequéncia do Teorema de LivSic.
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Teorema 6.7 ([19]). Seja f : S' — S* wma funcdio expansora, de classe C?, que

preserva orientagdo, e de grau k > 1. Suponha que em todo p € S* tal que f™(p) = p,

tenha-se que D f™(p) = k™. Entao, f é C'-conjugada a g(x) = kxz( mod 1).

Demonstracao. Note que em cada ponto periddico de periodo n, vale que

3
—

(log [Df(f7(p))| —log(k)) = 0.

<.
Il
o

De fato, para mostrar a igualdade da expressao

i
L

(log [Df(f ()| —log(k)) =0,

<.
Il
o

onde f : S' — S! & uma funcao expansor de classe C?, k é o grau de f que é maior que
1, p € um ponto fixo de f™ (ou seja, um ponto periddico de periodo n), e Df é a derivada
de f.

Vamos comecar aplicando a regra da cadeia. Se temos um ponto peridédico p tal que

f™(p) = p, entdo a aplicacdo da regra da cadeia para a derivada de f" em p é dada por:

Df"(p)=Df(f"'(p)) - DF(f"*(p))-...- Df(p).

Tomando o logaritmo natural de ambos os lados, temos:

log [Df"(p)| = log | Df(f"~(p)] +log | DF(f"*(p)| + ... +log | Df(p)],

a qual pode ser reescrita como uma soma:

log | DS (p)] = 3 log | DS (o).

Jj=0

Dado que D f"(p) = k™ pelo enunciado do teorema, podemos escrever:

log [k" =Y "log | Df(f(p))l.
j=0

Como log |k"| = n - log | k|, temos:
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n—1
n-log|k| = Zlog IDF(f(p))l-
=0

Agora, se subtrairmos n - log |k| de ambos os lados, obtemos:

n—1
0= log|Df(f(p)| —n-log |kl
j=0

E como log |k| € uma constante, podemos distribui-lo pela soma:

|
—

n

0=> (log|Df(f(p))| —log |k])

.
Il
o

Esta é a expressao que queriamos mostrar, e isto completa a verificacao da igualdade
usando a regra da cadeia e as propriedades do logaritmo.
Segue do Teorema de Livsic caso C! com ¢ = log que existe 1) : St — R de classe C*

tal que

log (D];(x)) =Y(f(x)) —Y(z) & Df(z) - e V@) = | o7¥@) 5 e St

Podemos mostrar que f preserva a medida pu(A) = [, e *@dm(z), A € B.

Dados z < y em S', defina d(z,y) = [Y e ¥dt uma métrica ou distancia. De fato,
para mostrar que d(z,y) = [Ye " dt define uma métrica no espago S', precisamos
verificar que d satisfaz as trés propriedades que caracterizam uma métrica.

A funcio e ¥® ¢ positiva para todo t, pois o expoente de um namero real é sempre
positivo. Portanto, a integral de uma func¢ao positiva sobre um intervalo ¢ também positiva
ou zero. Isso garante que d(x,y) > 0 para todos z,y € S'.

A meétrica d deve satisfazer d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y. Se x = y, entdo o
intervalo de integracao é nulo, e a integral de qualquer funcao sobre um intervalo nulo é
zero: [Te W dt = 0.

Inversamente, suponha que d(x,y) = 0. Como e ¥® ¢ positiva (ja que e ¥® nunca
é zero para uma fun¢do exponencial real), a tinica maneira da integral ser zero é se o

intervalo de integracao for nulo, ou seja, r = y.
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A métrica deve satisfazer d(x,2) < d(z,y) + d(y, z) para quaisquer z,y,z € S'. Para
verificar isso, considere x < y < z (caso contrario, podemos reordené-los ja que estamos

em S'). Entao, pela aditividade da integral:

z Yy z
d(q:,z):/ e v dt:/ e dt+/ eV dt = d(x,y) + d(y, ).
T x Yy

Portanto, a desigualdade triangular é satisfeita.

Como todas as trés propriedades sao satisfeitas, podemos concluir que d é de fato uma
métrica no espago St.

Se |x — y| é suficientemente pequeno, por f ser expansora tenhamos que f é injetora

em [x,y], assim

() y
(s £ = [ :) U O

Yy
=k- / e VOdt = k- d(x,y).

Em outras palavras, com a métrica d temos que f age em S! de modo linear. Observe
que a métrica d induz a medida p em S'. Segue dos resultados classicos do estudo de

transformacoes expansoras lineares que

hyu(f) = log(k) = hiop(f)-

Logo, i ¢ a tinica medida de méaxima entropia de f.

Seja h : S' — S!' a conjugacao entre g e f tal que hog = f o h. Sabemos que
m (medida de Lebesgue) é a medida de méxima entropia de g e que h,(m) tal que
h.(m)(A) = m(h~1(A)), para todo A € B é medida de méxima entropia para f e h ¢ uma
fun¢ao absolutamente continua (tem derivada em quase todo ponto em relacao a medida

e satisfaz Teorema Fundamental do Calculo),

h(z)
X —-0= / eV ®at,
h(0)
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derivando em x

1= @) B (2) = B (x) = @) gs.

Como h é absolutamente continua, entao satisfaz a equacao integral

que tem solucao tnica pelo Teorema de Picard. Finalmente, h é de classe C?, assim

como f. O

Vamos voltar a discussao de quais condi¢oes minimas devem se cumprir para que
sistemas conjugados, sejam conjugados por homeomorfismos de classe C'*.

Suponha que h na equacido ho f = go h seja de classe C'. Seja p um ponto periddico
de f tal que f™(p) = p, assim ¢ = h(p) é periddico para g tal que ¢"(¢) = g. Temos

ho f* = g"oh. Derivando em p, temos

Dh(f"(p)) Df"(p) = Dg"(q)Dh(p) =
= Dg"(q) = [Dh(p)]™" - Df"(p) - Dh(p).

Concluimos que Dg"(h(p)) e Df"(p) sao matrizes semelhantes, qualquer que seja p
ponto periddico. Sempre esta condicao sobre pontos periddicos se cumpre para funcoes
conjugadas f, g dizemos que estes tem mesmos dados periddicos.

Veremos que em dimensao baixa ter mesmos dados peridédicos também ¢ suficiente

para conjugacao C! no caso de transformacoes expansoras e difeomorfismos de Anosov.

Lema 6.2 ([19]). Seja f : S' — S' uma transformacao expansora de classe C", r >
2. Entao, f admite uma inica medida de probabilidade f-invariante, absolutamente

continua i < m = Lebs:. Além disso, a densidade wy = d—fé € positiva de classe

d:
Crrfl

Este lema sera utilizado, porém omitiremos a prova do mesmo.
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Teorema 6.8 ([19]). Sejam f,g : S' — S! duas transformagoes expansoras de
classe C", com r > 2, que preservam orientacao. Se [ e g tém os mesmos dados

periodicos, entao [ e g sao C"-conjugadas.

Para provar este teorema usaremos a propriedade de distorcao que em resumo é uma
condi¢ao que impoe um controle sobre a variacao da taxa de expansao de uma funcao (no
caso a dinamica) ao longo de um conjunto de pontos. Em outras palavras, ela limita o
quanto a derivada da funcao pode variar em diferentes partes do dominio.

Para uma dinamica f : S' — S!, que é uma transformacao expansora, toda transfor-
macao expansora C? tem a propriedade da distor¢ao limitada.

o 1YW,

)y @) T

Demonstracao. Em dimensao 1, a condi¢ao dos dados periddicos se resume em

(' ) =1(g") (@], hlp) =q

f"(p) = p.
Denote por A(p) := <1og(|(f")(p)]), ou seja (f")'(p) = ™. Em particular, a
condicdo dos dados periddicos fornece-nos que |(g")(q)| = e™® e A(p) = A(q), ¢ = h(p).
A estrutura do grafico das transformacoes expansoras diz que em cada intervalo [;,
um intervalo maximal de injetividade de f" existe um tnico ponto fixo p; de f*. Via
conjugacdo, em J; = h(l;) existe um tnico ponto fixo ¢; = h(p;) para ¢g" e J; é um

intervalo maximal de injetividade para ¢g". Veja a Figura [6.1}
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Figura 6.1: Intervalos de injetividade [19].

Da propriedade de distorcao limitada temos que existe C' > 1 tal que

1Y
)]
Como S' = f*(I;) e 1 = [f*(I;)| temos que [, |f"(L;)|(t)dt < Ce**®) e conclui-se que

C~1em || <1< Ce™ @[]

Ceni(D) <|hl =< enA(p)’
temos que h(I;) = J;, e assim
1 C
o = il = 55

Disto, segue que cancela as exponenciais e

RTINS
cz = (L]
Como os extremos dos intervalos de injetividade de f*, n = 1,2,3,... e de ¢g", n =
1,2,3,..., e depois tomando a unido temos que estes conjuntos sio densos em S!, a

desigualdade acima e da continuidade de h, concluimos que h é bi-Lipschitz em S! .
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Vamos usar o Lema como h é Lipschitz, h leva medidas absolutamente continuas
em medidas absolutamente continuas, h, (11f) = py. Sejam w, a densidade de Radon-
Nikodyn da medida p, e wy a densidade de Radon-Nikodyn da medida 1. Da teoria das
funcoes absolutamente continuas temos que h é absolutamente continua em quase todo
ponto e satisfaz teorema fundamental do calculo e o teorema de mudanca de varidveis,
temos que segue que para qualquer intervalo aberto (a,b) vale que

/ab w(w)dm(z) = /hh(b) wy(y)dm(y) = /abwg(h(x))h/(x)dm(x).

(a)
Finalmente,

wy(h(2))W () = ws(z),m — g.s em z € S'.

wy(h(z))
Fixado xy € S! a equacgdo acima diz que

h(w) = h (o) +/xu:<fT(2))dm(t),

para todo z € S'.

Pelo Teorema de Picard, a solugdo z(z) de classe C" da EDO acima ¢ a tinica que

satisfaz as equacoes

g
para todo x € S!. Portanto, z(z) = h(x). O

~—

Chamamos aqui a atencao, pois, esta demonstracao ¢ de grande importancia, pois
servird de modelo para a demonstracao de outro teorema ao tratar-se dos difeomorfismos

de Anosov no toro.

6.4 Rigidez de difeomorfismos de Anosov no toro

E de nosso conhecimento que os fibrados E° e E* de um difeomorfismo de Anosov f

sdo (unicamente) integraveis a subvariedades locais W* e W* caracterizados por:

Wi ={ye M|d(f"(y), f"(z)) = 0,n — +o0} Variedade estavel global de =
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W = {y eMl|d (f’”(y), f’”(x)) —0,n — —i—oo} Variedade instavel global de z.

A uniao das variedades instaveis decompoe M em uma folheacao chamada folhea-
cao instavel. A unido das variedades estaveis decompoe M em uma folheacao chamada
folheacao estavel.

Por volta de 1987, R. De la Llave, J.M. Marco e R. Morry6on, em um compéndio de
quatro trabalhos classificaram, modulo conjugacao C!, os difeomorfismos de Anosov de
classe C",r > 2, do toro T?2.

Posteriormente, De la Llave ofereceu uma simplificacao dos métodos das provas ante-
riores. Esta simplificagao, baseia-se na teoria das medidas SRB.

Nem todo difeomorfismo de Anosov admite uma medida de probabilidade absolu-
tamente continua invariante, tal qual ocorre com transformacoes expansoras de classe
O o > 0. Do ponto de vista da Teoria Ergédica, as medidas equivalentes as absoluta-
mente continuas com respeito 4 medida de Lebesgue para sistemas Anosov (ou Axioma
A) sdo as medidas SRB.

Embora a Teoria SRB seja mais geral, focaremos no caso Anosov aceitando resultados
de [2] que serao apenas apresentados, mas nao demonstrados neste trabalho.

Considerando um difeomorfismo de Anosov f : M — M de classe C'* onde oo > 0 ,
introduzimos a no¢ao de uma medida de probabilidade f-invariante, denominada medida
SRB.

Uma medida SRB, representada por pu, distingue-se por uma propriedade especial

relacionada & entropia métrica de f sob p.

Defini¢ao 35 (Medida SRB). Seja f : M — M wum difeomorfismo de Anosov de
classe C* o > 0. Dizemos que uma medida de probabilidade f-invariante, p é

uma medida SRB se
() = [ 1og (7" (@)) di(a).

O préximo teorema a ser enunciado aborda a existéncia e a unicidade das medidas SRB,

que sao fundamentais para compreender a natureza estatistica desses sistemas dinamicos
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complexos.

7

Teorema 6.9 (Medida SRB, [2]). Todo difeomorfismo de Anosov de classe
CH o > 0, admite ao menos uma medida SRB. Além disso, se f for topologi-

camente transitiva a medida SRB ¢ unica.

Definicao 36. Seja f : M — M um difeomorfismo e F uma folheacdao f-invariante,
ou seja, f(F(x)) = F(f(z)). Suponha que f preserve wma medida de probabilidade
invariante . Uma particao mensurdvel n de M é dita uma particao crescente e

subordinada a F se:
1. n(z) C F(z), para p-quase todo x € M.
2. [7H(n) =1 (a particio f~'(n) refinan ).

3. n(x) contém uma vizinhanga aberta de x em F(x), para p-quase todo x € M.

J

De acordo com a defini¢do acima, considere 7 : M — M/n,z — n(x). Defina i =
T« (1) com a o-algebra induzida de 7.

Com o colocado acima, existe um (tinico) sistema de medidas de probabilidade bore-

liadas pup, P € n tais que:
o NP(P) = 17
e Dado um boreliano B a fun¢do B — pp(B) é fi-mensuravel,

e Para toda ¢ € C°(M,R) vale que [, ¢du = fM/n ([p odup) dpr.

As afirmacdes acima correspondem a um caso particular do Teorema de decomposicao de
Rokhlin. As medidas pp sao chamadas medidas condicionais.

O Teorema de Ledrappier foca especificamente na folheacao instavel associada a tais
sistemas. Este teorema, ao abordar a existéncia de uma particao crescente subordinada

a folheacao instavel.
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Teorema 6.10 (Ledrappier, [12]). Dado um f um difeomorfismo Anosov, a folhe-

acao instdvel F* admite particao crescente subordinada.

Teorema 6.11 (Teorema da densidade de Ledrappier, [12]). Dado um difeomor-
fismo de Anosov transitivo f : M — M de classe C",r > 2, considere i a medida
SRB de [ e uma particao n crescente subordinada a F*, para p-quase todo x € M,

vale que:

1. pn(z) ~ Lebya),

dpn(r) _
2' dLebn(m) - p(l‘)7

+o00
[T )
3. Para v quase todo x € M, tem-se que pEy/)) = kfl = A;f (v, y),
Py >
17w
k=1

onde y,y' percorrem um conjunto de medida (i, total em n(x).

A diferenciabilidade deve ser pelo menos C? para termos a convergéncia de

+oo
I *w)
k=1

p(y) _ K= . Au /
N T +oo T2 f (y 7?/) :
P )

Logo, tenhamos em mente que tal hipotese é de suma importancia.

Lema 6.3 (Llave, [4]). Com a notagio e hipdteses do Teorema da densidade de
Ledrappier-Young, fitados 6 > 0 ey € Wi(y), tem-se que z — A} (y,2),
z € Wi(y) é C™' com derivadas uniformemente limitadas. Em particular, as

densidades p definidas em n(x) sao de classe C"', para p - quase todo x € M.

E possivel obter uma medida SRB. Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov,
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transitivo, de classe C",r > 2. Para cada n > 1, considere as medidas yu,, dadas por

> T

. zeFix(fm)

TS )

zeFixz(fm)

Teorema 6.12 (Bowen, [2]). Se f: M — M um difeomorfismo de Anosov, tran-
sitivo, de classe C",r > 2 e p é a medida SRB para f, entao p, — p, na topologia

fraca*.

A esséncia do teorema esta na anélise da convergéncia de medidas. Aqui, p representa
a medida SRB para f. O teorema afirma que as medidas pu,,, associadas a uma sequéncia
especifica no contexto do sistema dinamico, convergem para a medida SRB p na topologia
fraca™.

A topologia fraca* é um conceito mateméatico que, em termos simples, trata da con-
vergéncia de medidas com base na integracao de funcoes continuas, pode-se ler mais sobre
em [20]. O resultado de Bowen, portanto, indica que, & medida que o sistema evolui, a
distribuicao estatistica das érbitas periddicas, como representado por p,, se aproxima da
distribuicao estatistica descrita pela medida SRB pu.

Dado f : T? — T? um difeomorfismo de Anosov, definimos (quando existem os limites)

N(@) = lim_—log(IDf" (@) B,

N(x) = lim ~log(|Df"(2)|E2).

n—+oo N

Os nameros A*(z) e A*(z) sdo chamados, respectivamente, de expoentes de Lyapunov
instavel e estavel de f no ponto z. Pelo Teorema de Oseledec, o conjunto dos pontos para
os quais os expoentes de Lyapunov estao definidos é um conjunto de probabilidade total
(ndo necessariamente ¢ toda variedade).

O Teorema de Llave-Marco-Moriyén aborda uma questdo sobre o toro T2. Este teo-
rema oferece um ponto de vista sobre a relacao entre dois difeomorfismos de Anosov que

sao conjugados entre si, revelando implicacoes sobre a regularidade da conjugacao.
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Teorema 6.13 (Llave-Marco-Moriyon, [4]). Sejam f,g : T?> — T? difeomorfismos
de Anosov de classe C", r > 2. Suponha que f e g sejam conjugados por h tal que
ho f = goh. Se para cada par de pontos p e ¢ = h(p) pontos periddicos de f e g

respectivamente valer que

Ar(p) = A5(q), = € {s,u}

entio h é C"1.

Em particular, se f, g sao C*, entao h ¢ C*°.

Demonstragao. Sejam py e p, respectivamente as medidas SRB de f e g. Dados p,q
como no enunciado, pontos periddicos em Fix(f") e Fix(g") respectivamente, uma vez

que J“f"(p) = J*g"(q), como h(Fix(f")) = Fix(¢") segue que

onde '}t e py sao tais como no Teorema de Bowen. Passando limite quando n — oo na
expressao acima, segue que

h*(:uf) = Hg-

Fixada 1 uma parti¢gdo mensuravel crescente subordinada a F*, entao 0’ := h(n) é
uma particio mensuravel crescente subordinada a F*. Como h*(u;}) = Wy, segue que

para p; quase todo x € T? tem-se que para as medidas condicionais

ha(pag,n (z)) = Hgn' (h(x)).

Como as medidas condicionais sao equivalentes a medida de Lebesgue nas folhas instaveis,
segue que h restrita a n(z) é uma transformagao absolutamente continua, em um conjunto
contendo um intervalo aberto de z, para uy quase todo x.

A exemplo do caso uniformemente expansor

/abpf(l‘) da = /hh(b) pe(y) dy = /abpg(h($))h’(a:) da.

(a)
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Assim, para py quase todo z, podemos encontrar h restrita a 7)(z) por meio da equacao

' _ pf(x)
M) = k@)

Como py e p, sao C" 1, segue da Teoria das EDOs que h é C" restrita a n(x), para us
quase todo .

Fixado W um segmento (intervalo compacto) de folha instavel. Podemos selecionar um
ponto x € T? para o qual vale as afirmagdes sobre p; para cada um dos f™(z), n > 0 nos
atomos (f™n)(z). Como f™(n(z)) torna-se densa em T? & medida que n cresce, podemos

selecionar intervalos compactos W,, C (f"n)(x) de modo que:
o W, — W.
Cc1
e h, := h|w, seja de classe C".

Veja a Figura [6.2

\____‘_.___d__’/« w \‘_‘__‘_._____'__‘___d_—-— hi{W)
h T

I

\_______‘_‘___--f-"‘ W, [~ — nw)

Figura 6.2: Convergéncia dos segmentos [19].

Para cada n podemos encontrar selecionar pontos p, € W,,, p, — p € W. Além disso,

pode-se encontrar ¢, > 0 tais que p(z) = ¢, - A¥(py, 2), 2 € W,,. tal que

/ Cn+ A4 (pn, 2)dz = 1.

n
Como h, envia medidas condicionais jty em respectivas medidas condicionais de

segue que

h. (/ Cn - Aijﬁ(pn,z)dz> = / Ch - Ay (g, 2)dz,
n h(Wn)

/ - Ap(qn, 2)dz =1, g = h(pn).
h(Wh)

u uéncia & ¢ itiva, uniformemen zer imi .
Note que a sequéncia &+ é positiva, formemente afastada de zero e limitada
n
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Por conveniéncia, vamos supor que <+ = 1. Lembre-se de quando solicitei atencao apos

n
a prova do Teorema como for semelhante as h,, podem ser encontradas resolvendo as

EDOs : )
A Vi V2
M) = Ryl o)

Pelo Lema [6.2] a colecao das solugoes h,, formam uma sequéncia equicontinua e uni-

h<pn) = (Qn-

formemente limitada.
Segue do Teorema de Arzela-Ascoli que (a menos de subsequéncia) h, — h (h: W —
h(W) ) a qual é solu¢ao do problema analogo

W) = A% (p, x)

- Ag(g,h(z:))’ h,(p) =g,

logo h|w ¢é de classe C".

Finalmente a restrigdo de h as folhas instaveis F(z) é uniformemente C”. Tomando
a inversa f~! concluimos que a restricio de h as folhas estaveis F*(z) é uniformemente
Cr.

A conclusao do Teorema segue do seguinte lema de Journé.

Lema 6.4 (Lema de Journé, [I0]). Sejam F e G duas folheagdes continuas trans-
versais com folhas suaves e ¢ : M — R tal que as restricoes de ¢ as folhas de F

e G sao uniformemente C”, entao ¢ € C"™¢, para qualquer € > 0, em particular é

cr L.

6.5 Resultados complementares de rigidez

Esta secao serd curta e tem o objetivo de expor mais resultados sobre rigidez sem as

provas dos mesmos.
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Lema 6.5 (Llave-Marco-Moriyon 11, [4]). Sejam f,g: T? — T? difeomorfismos de
Anosov de classe C", r > 2. Suponha que f e g sejam conjugados por h tal que
hof=goh. Seh eh™ sio absolutamente continuas com respeito ¢ medida de

Lebesque, entdo h é de classe O™ 1.

Em particular, se f, g sao C°, entao h é C°.
A prova do Teorema de Llave-Marco-Moriyon II, lanca mao de outra caracterizacao

de medida SRB, medidas fisicas baseadas no seguinte teorema.

7

Teorema 6.14 (SRB, |2|). Dado f: M — M um difeomorfismo de Anosov tran-
sitivo de classe C", r > 2, e u a medida SRB de f se, e somente se, para m-quase

todo ponto x € M wvale que

para qualquer ¢ € C°(M,R).

O conjunto dos x € M, como no teorema acima é denotado por B(u), a bacia da
medida p.

Sejam py e p, as medidas SRB de f e g respectivamente. Uma vez que h,h™! sao
absolutamente continuas, segue que h(B(us)) em B(f,), tem medida de Lebesgue total.

Assim, existe x tal que z, h(x) satisfazem

I
=
—_
=2
i \gh
5
<
<.
=
O
—
©
U
=
S

para qualquer p € C°(M, R).
Portanto, h.(ps) = pg, ou seja, h, leva SRB de f em SRB de g e a prova segue como

no caso anterior.
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Teorema 6.15. Seja f : T? — T? um difeomorfismo de Anosov C™® e A, o conjunto

dos pontos requlares de f no sentido do Teorema de Oseledec. Se A = T?, entdo f

é C™ conjugado com sua linearizacio A.

A demonstracao se encontra em [16].
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