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Resumo

Estudaremos problemas de reação-difusão não lineares envolvendo o operador p(x)-Laplaciano.

Nosso estudo envolve as questões de existência de solução de atratores globais para as equações

com foco principal na questão da estabilidade das equações diferenciais parciais com respeito às

condições iniciais e aos expoentes variáveis. Estudaremos a continuidade do fluxo e a semicon-

tinuidade superior dos atratores da famı́lia de atratores globais das equações de reação-difusão

com expoentes variáveis quando os expoentes convergem para 2 no espaço das funções essencial-

mente limitadas. Nessa situação, o problema limite é semilinear, com o operador p(x)-Laplaciano

convergindo para o operador Laplaciano.

Palavras-chave: Existência, continuidade do fluxo, semicontinuidade superior, equações de

reação-difusão, p(x)-Laplaciano.

5



Abstract

We will study nonlinear reaction-diffusion problems involving the p(x)-Laplacian operator. Our

study addresses the issues of existence of solution and global attractors for the equations focusing

primarily on the stability of partial differential equations with respect to initial conditions and

variable exponents. We will examine the continuity of the flow and the upper semicontinuity of

the attractors in the family of global attractors of the reaction-diffusion equations with variable

exponents, when the exponents converge to 2 in the space of essentially bounded functions. In

this scenario, the limiting problem is semilinear, with the p(x)-Laplacian operator converging

to the Laplacian operator.

Keywords: Existence, flow continuity, upper semicontinuity, reaction-diffusion equations,

p(x)-Laplacian.
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Os encantos dessa sublime ciência se revelam apenas àqueles que tem coragem de irem a fundo

nela.

Carl Friedrich Gauss
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2.1 Espaços de Lebesgue e Sobolev Generalizados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Definições e Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Propriedades do Operador p(x)-Laplaciano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4 A Realização AH de A em H = L2(Ω). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Existência de Atratores Globais 41

3.1 Conceitos Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2 O Problema de Cauchy Abstrato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3 Semigrupo das Soluções Globais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4 Construção do Atrator Global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Convergência de Equações Parabólicas Quaselineares 59
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Introdução

Neste trabalho vamos apresentar os resultados que estudamos nos artigos [5] e [4]. Cada

caṕıtulo dá uma parte dos conceitos requeridos para entender esses artigos.

Inicialmente no Caṕıtulo 1 apresentaremos conceitos básicos e definições importantes

da teoria de Análise Funcional e teoria da Medida e Integração. No Caṕıtulo 2 vamos defi-

nir o Espaço de Lebesgue Generalizado e o Espaço de Sobolev Generalizado com algumas

propriedades básicas. Apresentaremos o operador p(x)-Laplaciano num espaço de Hilbert

H. Neste caṕıtulo, fazemos um apanhado sobre os espaços de Lebesgue Generalizados

Lp(x)(Ω) e os espaços de Sobolev Generalizados W 1,p(x)(Ω). Posteriormente, mostraremos

que o operador A : V −→ V ∗ em que V = W 1,p(x)(Ω) dado por

A(u)(v) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇vdx+
∫
Ω

|u|p(x)−2 u.vdx,

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, p(x) ∈ C(Ω) com p(x) > 2 para q.t x ∈ Ω, é

monótono, coercivo e hemicont́ınuo. Mostramos também que a sua realização no espaço

de Hilbert H = L2(Ω) é a subdiferencial da função convexa, semicont́ınua inferiormente

e própria

φp(x)(u) =


∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x)dx se u ∈ V

+∞, se u ∈ H − V.

No Caṕıtulo 3 vamos provar a existência de atratores globais. Nosso objetivo é entender

o problema de Cauchy abstrato com um operador setorial, vamos dar as condições para

provar a existência de soluções e as condições que garantem a existência de um semigrupo

global de soluções.

O Caṕıtulo 4 é o foco deste trabalho. Este caṕıtulo é baseado nos artigos [5] e [4]. Vamos

apresentar a semicontinuidade superior do atrator global para o problema (2) quando

j −→ +∞. Isso quer dizer que considerando a equação semilinear
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
∂tu−∆u+ u = b(u), x ∈ Ω, t > 0
∂u

∂n⃗
= 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω).

(1)

Em que Ω é um domı́nio limitado de fronteira suficientemente suave de RN , N > 0 e b :

R −→ R é uma função continuamente diferenciável e globalmente Lipschitz e considerando

seu operador de Nemytskíı associado B : L2(Ω) −→ L2(Ω), isto é, para qualquer u :

[0,∞) −→ L2(Ω) e x ∈ Ω, B(u(t))(x) := b(u(x, t)). O problema (1) pode ser visto como

o problema limite das equações


∂tu−∆pj(x)u+ |u|pj(x)−2u = b(u), x ∈ Ω, t > 0
∂u

∂n⃗
= 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω),

(2)

quando pj −→ 2 em L∞(Ω) quando j −→ ∞. Em que {pj}j∈N é uma sequência de

funções cont́ınuas pj : Ω −→ R tal que p−j := inf pj ≥ 2 e {pj}j∈N converge para 2

em L∞(Ω) quando j −→ +∞. Denotamos por p+j := sup pj. Estamos supondo que

2 ≤ pj(x) ≤ p1(x) ≤ p0 para todo x ∈ Ω.

O operador Aj,1 : W
1,pj(·)(Ω) −→

[
W 1,pj(·)(Ω)

]∗
dado por

Aj,1 =

∫
Ω

|∇u(x)|pj(x)−2∇u(x).∇v(x)dx+
∫
Ω

|u(x)|pj(x)−2u(x)v(x)dx,

para qualquer u ∈ W 1,pj(·)(Ω) e v ∈ W 1,pj(·)(Ω). Pelo que foi testado no Caṕıtulo 2 Aj,1 é

um operador maximal monótono e consequentemente o operador Aj, a realização de Aj,1

em L2(Ω), é maximal monótono em L2(Ω), onde

Aju = −∆pj(x)u+ |u|pj(x)−2u = − div(|∇u|pj(x)−2∇u) + |u|pj(x)−2u,

para qualquer j ∈ N. No Caṕıtulo 2 provamos que o operador Aj é a subdiferencial ∂φj

de uma aplicação comvexa, própria e s.c.i φj : L
2(Ω) −→ R definida por

φj(u) =


∫
Ω

1

pj(x)
|∇uj(t, x))|pj(x)dx+

∫
Ω

1

pj(x)
|uj(t, x))|pj(x)dx se u ∈ W 1,pj(·)(Ω)

+∞ Caso contrário.

O problema (2) pode ser escrito de maneira abstrata como




du

dt
+ Aju = B(u), t > 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω),
(3)

com B : L2(Ω) −→ L2(Ω) globalmente Lipschitz. Pelo Caṕıtulo 3 sabemos que o problema

(3) tem uma solução global forte uj e tem um atrator global em L2(Ω), o qual vai ser

denotado por Aj.

Defina o operador A : D(A) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω) por

D(A) :=

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂n⃗
= 0 em ∂Ω

}
,

e

Au := −∆u+ u

para todo u ∈ D(A).

Temos que o operador A é um operador auto-adjunto positivo em L2(Ω) com resolvente

compacto e além disso −A gera um semigrupo compacto análitico em L2(Ω) (isto é, A

é um operador setorial no sentido de Henry [22]). Se A é como acima, consideremos no

espaço L2(Ω) o seguinte problema parabólico autônomo semilinear
du

dt
+ Au = B(u) se t>0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω).
(4)

No Teorema 4.1 garantimos a existência de um atrator global para (4) denotado por A∞.

Apresentaremos a prova de que o problema limite (3) quando j −→ ∞ é descrito pela

equação parábolica semiliniar em (4) e vamos provar também a continuidade do fluxo.

Finalmente vamos provar a semicontinuidade superior da famı́lia de atratores globais

quando j −→ ∞ para o problema (2) com respeito aos parâmetros pj. Isso quer dizer,

vamos provar que

dist(Aj,A∞) −→ 0 quando j −→ +∞.

Em que {Aj : j ∈ N} é uma famı́lia de atratores globais de (3).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo vamos dar algumas definições e conceito básicos. Também uma pequena

coleta de resultados da teoria da medida e de análise funcional.

1.1 Definições e Conceitos Básicos

Nesta seção vamos dar algumas definições básicas de espaço topológico, espaço métrico,

conceito de convergência, entre outras coisas. Estes conceitos são de importância vital em

nosso estudo. Estas definições e resultados podem ser encontradas em [20],[18].

Definição 1.1. Um espaço topológico é um par (X, τ), onde X é um conjunto e τ é

uma coleção de conjuntos de P(X) que satifaz;

1. X e ϕ estão em τ ;

2. Se {Ui}i∈I é uma coleção arbitrária de conjuntos de τ , então
⋃
i∈I

Ui está em τ ;

3. Se {Ui}mi=1 uma coleção finita de conjuntos de τ , então
m⋂
i=1

Ui está em τ .

Os elementos de τ são chamados como abertos.

Definição 1.2. Um espaço métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto não vazio

e d uma métrica em X, isto é., d é uma função definida em d : X × X −→ R+ ∪ {0}
tal que para todos x, y, z ∈ X temos que:

1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
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Definição 1.3. Uma sequência (xn) em um espaço métrico (X, d) é dita convergente

se existe x ∈ X tal que lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Neste caso, x ∈ X é chamado o limite de (xn)

e escrevemos lim
n→∞

xn = x, ou simplesmente xn → x.

Observação 1.1. Se (X, d) é um espaço métrico, então

1. Uma sequência convergente em X é limitada

(
sup

m,n∈N
d(xn, xm) <∞

)
e seu limite é

único.

2. Se xn → x e yn → y em X então d(xn, yn) → d(x, y);

3. Um espaço métrico (X, d) é um espaço topológico, em que seus abertos são as bolas

definidas por; B(x; ϵ) := {y ∈ X : d(x, y) < ϵ} para ϵ > 0.

Definição 1.4. Sejam x0 ∈ X e A ⊂ X, definimos a distância de um ponto x0 a um

conjunto A, por

d(x0, A) := inf
y∈A

d(x0, y).

Definição 1.5. Um subconjunto F de um espaço topológico (X, τ) é dito fechado, se F c

é um conjunto aberto de X.

Definição 1.6. Um subconjunto A ∈ X chama-se limitado se, existe C > 0 tal que

d(x, y) ≤ C para quisquer x, y ∈ A.

Definição 1.7. O diâmetro de um conjunto limitado A de um espaço métrico X, é

definido

diam(A) = sup
x,y∈A

d(x, y).

Definição 1.8. Seja (X, τ) um espaço topológico. Seja A ⊂ X, uma cobertura aberta

de A, é uma coleção de conjuntos {Cλ}λ∈I em τ tal que A ⊂
⋃
λ∈I

Cλ. Falamos de uma

subcobertura aberta finita de A, se existir um conjunto F ⊂ I finito, tal que A ⊂⋃
λ∈F

Cλ.

Definição 1.9. Dizemos que um conjunto A ⊂ X é dito conjunto compacto, se para

qualquer cobertura aberta de A, sempre existe uma subcobertura finita para A.

Definição 1.10. Uma sequência (xn) em um espaço métrico (X, d) é dita de Cauchy

se para cada ϵ > 0 existe Nϵ ∈ N tal que d(xn, xm) < ϵ, ∀m,n ≥ N .

Definição 1.11. Um espaço métrico (X, d) é dito completo se cada sequência de Cauchy

em X é convergente em X. Isto é, existe limite da sequência e o limite é um elemento de

X.



Teorema 1.1. Todo subconjunto fechado de um espaço métrico compacto, é um conjunto

compacto.

Observação 1.2. 1. Cada sequência convergente num espaço métrico é uma sequência

de Cauchy.

2. Um subespaço M de um espaço métrico completo X é ele mesmo completo se, e

somente se, ele é fechado em X.

3. Uma aplicação T : X → Y de um espaço métrico (X, d) em outro espaço métrico

(Y, d̃) é dita cont́ınua em um ponto x0 ∈ X se, somente se, para toda sequência

{xn} tal que xn −→ x0 tivermos que T (xn) −→ T (x0).

1.2 Espaços Normados e Espaços de Medida

Nesta seção vamos dar as definições de espaços normados e de medida, vamos definir

também o espaço de Lebesgue clássico e resultados importantes da Teoria da Medida,

como o Lema de Fatou e o Teorema de Convergência Dominada, estes resultados são

indispensáveis em nosso estudo futuro. Estes resultados e as definições dos conceitos de

Análise Funcional podem ser encontrados em [12], a parte de teoria da medida pode ser

encotrada em [19]. Por último, a definição de modular pode ser encontrada em [13].

Definição 1.12. Uma norma em um espaço vetorial X sobre um corpo F (real ou

complexo) é uma aplicação ∥·∥ : X −→ R que satisfaz

1. ∥ξ∥ ≥ 0, para todo ξ ∈ X e ∥ξ∥ = 0 se, e somente se, ξ = 0;

2. ∥αξ∥ = |α| ∥ξ∥ , para todo ξ ∈ X e todo α ∈ F;

3. ∥ξ + η∥ ≤ ∥ξ∥+ ∥η∥, para quaisquer ξ, η ∈ X.

O espaço (X, ∥·∥) é dito espaço normado.

Proposição 1.1. Um espaço normado (X, ∥·∥) define uma métrica; d(ξ, η) := ∥ξ − η∥
para quisquer, ξ, η ∈ X, e a métrica definida é denominada métrica induzida pela norma.

Definição 1.13. Duas norma ∥·∥1 e ∥·∥2 num espaço vetorial X são equivalentes se

existirem A,B > 0 de forma que

A ∥ξ∥1 ≤ ∥ξ∥2 ≤ B ∥ξ∥1 , ∀ξ ∈ X

Definição 1.14. Um espaço normado (X, ∥·∥) é um espaço de Banach se toda sequência

de Cauchy em (X, ∥·∥) é convergente em X.



Definição 1.15. Um espaço métrico é dito separável se existir um subconjunto contável

e denso nesse espaço.

Definição 1.16. Um operador linear entre os espaços vetoriais X e Y é uma aplicação

T : D(T ) ⊂ X −→ Y , em que seu domı́nio D(T ) é um subespaço vetorial de X e

T (ξ + αη) = T (ξ) + αT (η).

Para todo ξ, η ∈ D(T ) e todo escalar α ∈ F. Se F = Y então é chamado de funcional

linear.

Definição 1.17. Uma coleção M de subconjuntos de um conjunto X é dita uma σ-

álgebra em X se:

1. X ∈ M,

2. Se A ∈ M então Ac = X \ A ∈ M,

3. Se Aj ∈ M, ∀j ∈ N, então

(
∞⋃
j=1

Aj

)
∈ M.

(X,M) é chamado de espaço mensurável e cada A ∈ M de conjunto mensurável.

Definição 1.18. 1. Se (X,M1) e (Y,M2) são espaços mensuráveis, então f : X −→
Y é mensurável se f−1(A) ∈ M1, para todo A ∈ M2.

2. Se (X,M) é um espaço mensurável e (Y, τ) é um espaço topológico, então f : X −→
Y é mensurável se f−1(A) ∈ M, para todo A ∈ τ .

Definição 1.19. Dada uma σ-álgebra M em X, uma medida (positiva) em M é uma

função µ : M −→ [0,∞] σ- aditiva (contávelmente aditiva), ou seja, se (Aj)
∞
j=1 é uma

sequência de conjuntos mensuráveis, dois a dois disjuntos, então µ

(
∞⋃
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

µ(Aj).

A trinca (X,M, µ) é chamada de espaço de medida.

Definição 1.20. Se f : (X,M, µ) −→ [0,+∞] é mensurável e E ∈ M, define-se a

integral de Lebesgue ∫
E

f(x)dµ(x) := sup
0≤s≤f

∫
E

sdµ,

em que s =
n∑

j=1

ajXAj
é uma função simples, tal que

∫
E

sdµ :=
n∑

j=1

ajµ(Aj ∩ E).



Definição 1.21. Para 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos Lp
µ(X) o conjunto das classes de equi-

valência f : (X,M, µ) −→ R ∪ {∞} mensuráveis com ∥f∥p <∞, em que

f ∼ g ⇐⇒ µ({x ∈ X : f(x) ̸= g(x)}) = 0

e

∥f∥p =
(∫

X

|f |pdµ
)1/p

, 1 ≤ p <∞.

Chamamos o espaço de Lebesgue ao conjunto.

Lp(x) =

{
u : X −→ R : u mensurável,

∫
X

|u(x)|pdx <∞
}

e definimos também

∥f∥∞ = inf{α ∈ R : µ(|f |−1((α,∞])) = 0}.

e vamos denotar por L∞(X) ao conjunto de funções, denominadas essencialmente

limitadas

L∞(X) = {u : X −→ R : u mensurável, ∥f∥∞ <∞} .

Teorema 1.2. (Lema de Fatou) Seja {fn}n uma sequência de funções mensuráveis

não negativas em um espaço de medida (X,M, µ). Então∫
X

lim
n→∞

inf fndµ ≤ lim
n→∞

inf

∫
X

fndµ.

Teorema 1.3. (Teorema da Convergência Dominada) Seja (X,M, µ) um espaço

de medida e considere {fn}n uma sequência de funções mensuráveis em X tal que

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

existir para cada x ∈ X. Suponha também que existe g ∈ L1(X) satisfazendo

|fn(x)| ≤ g(x)

para todo x ∈ X e n ∈ N. Então f ∈ L1(X) e satisfaz

1. lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ;

2. lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.



Definição 1.22. Uma função ρ, definida num espaço vetorial X sobre o corpo R, é dita

cont́ınua à esquerda se, a função λ −→ ρ(λx) é cont́ınua à esquerda em [0,∞)

para todo x ∈ X, isto é

lim
λ→1−

ρ(λx) = ρ(x).

Definição 1.23. Seja X um espaço vetorial sobre o corpo R uma função ρ : X −→ [0,∞]

é chamada semimodular se satisfaz as seguintes propriedades

1. ρ(0) = 0;

2. ρ(λx) = ρ(x), para todo x ∈ X, λ ∈ R com |λ| = 1;

3. ρ é convexa;

4. ρ é cont́ınua à esqueda;

5. se ρ(λx) = 0, para todo λ > 0, então x = 0;

uma semimodular ρ é chamada uma modular se

6. ρ(x) = 0, então x = 0.

1.3 Espaço de Hilbert

Nesta seção vamos falar do conceito de produto interno e dos espaços de Hilbert. Vamos

dar algums exemplos de espaços de Hilbert clássicos e de uma desigualdade famosa, dita

comumente como a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Estas definições e resultados podem

ser encontrados em [12].

Definição 1.24. Seja X um espaço vetorial sobre o corpo F. Um produto interno em

X (ou sobre X) é uma função ⟨·⟩ : X×X −→ F tal que para todos α, β ∈ F e x, y, z ∈ X,

as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. ⟨αx+ βy, z⟩ = α ⟨x, z⟩+ β ⟨y, z⟩;

2. ⟨x, αy + βz⟩ = α ⟨x, y⟩+ β ⟨x, z⟩;

3. ⟨x, x⟩ ≥ 0;

4. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;

5. ⟨x, 0⟩ = ⟨0, y⟩ = 0. Em particular, ⟨0, 0⟩ = 0;

6. ⟨x, 0⟩ = ⟨0, y⟩ = 0.



Teorema 1.4. (Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz (C.B.S)) Se ⟨·, ·⟩
é um produto interno em X, então

|⟨x, y⟩|2 ≤ ∥x∥∥y∥, ∀x, y ∈ X,

em que ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, existirem

escalares α e β, ambos não nulos, tais que ⟨βx+ αy, βx+ αy⟩ = 0.

Definição 1.25. Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial H sobre um corpo F
munido com um produto interno ⟨·, ·⟩ o qual com a métrica induzida por esse produto

interno definie uma métrica

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√

⟨x− y, x− y⟩

e H é um espaço métrico completo.

Exemplo 1.1. 1. Fd é um espaço de Hilbert, sendo ⟨x, y⟩ =
d∑

n=1

xnyn;

2. L2
µ(Ω) é um espaço de Hilbert, sendo seu produto interno;

⟨f, g⟩ =
∫
Ω

fgdµ; ∥f∥ =

[∫
Ω

|f |2dµ
]1/2

3. ℓ2(N) :=

ξ ∈ FN :

(
∞∑
j=1

|ξj|2
)1/2

<∞

 é um espaço de Hilbert, sendo

⟨ξ, η⟩ =
∞∑
j=1

ξjηj.

1.4 Teorema Representação de Riesz e Convergências Fraca e

Fraca ∗

Nosso foco nesta seção é falar de conceitos centrais do análise funcional. Precisamos de

conhecer como é o espaço dos operadores lineares, neste espaço só precisamos de que os

operadores sejam limitados para que eles sejam cont́ınuos. Conhecer os espaços dual e

bidual, para poder definir espaços reflexivos que daqúı para frente será uma ideia central.

Também vamos definir vários tipos de convergências e alguns resultados importantes que

envolvem estas convergências. Estas definições e resultados podem ser encontrados em

[12],[11].



Teorema 1.5. Seja H um espaço de Hilbert sobre um corpo F e L : H −→ F um funcional

linear, então as seguintes condições são equivalentes:

1. Existe o sup{|L(ξ)| limitado : ξ ∈ H, ∥ξ∥ ≤ 1}, ou seja, a imagem da bola fechada

unitária é limitada;

2. ∃C > 0 de modo que |L(ξ)| ≤ C∥ξ∥, ∀ξ ∈ H;

3. L é uniformemente cont́ınuo;

4. L é cont́ınuo;

5. L é cont́ınuo no elemento nulo de H.

Definição 1.26. Um funcional linear limitado L sobre H é um funcional linear para o

qual existe uma constante C > 0 tal que |L(h)| ≤ C∥h∥, para todo h ∈ H.

Observação 1.3. Usando o Teorema 1.5, podemos dizer em outras palavras que um

funcional linear é limitado se, e somente se, ele é cont́ınuo.

Definição 1.27. O conjunto dos operadores lineares limitados entre dois espaços nor-

mados X e Y sobre o mesmo corpo de escalares será denotado por B(X, Y ). Para

T ∈ B(X, Y ) definimos a norma desse operador assim

∥T∥B(X,Y ) := sup{∥Tξ∥Y : ξ ∈ X, ∥ξ∥X ≤ 1}.

Definição 1.28. O conjunto dos funcionais lineares X∗ := B(X,F) é conhecido como

espaço dual de X e definimos a norma nesse espaço assim

∥L∥X∗ := sup{|L(h)| : ∥h∥ ≤ 1}

e chamaremos de norma de L ∈ X∗.

Teorema 1.6. Seja (X,M, µ) um espaço de medida, então para 1 < p < +∞ conside-

rando o expoente conjugado q de p, isto é
1

p
+

1

q
= 1, o espaço dual de Lp(X)∗ = Lq(X).

Vale também para p = 1 mas o espaço deve ser σ − finito, isto é, L1(X)∗ = L∞(X).

Definição 1.29. O espaço bidual, X∗∗ := (X∗)∗ é dfinido como o espaço dual de X∗.

A norma em X∗∗ será definida por

∥f∥X∗∗ := sup{f(g) : g ∈ X∗, ∥g∥X∗ ≤ 1}.

Observação 1.4. Como X∗ é um espaço de Banach, está definido X∗∗ := (X∗)∗. Há

uma forma natural de identificar os elementos de X com os elementos de seu bidual; isto

é, a cada ξ ∈ X associa-se ξ̂ ∈ X∗∗ por



ξ̂(f) := f(ξ), para f ∈ X∗.

Definição 1.30. Sejam (X, ∥ ·∥X) e (Y, ∥ ·∥Y ) espaços normados sobre o mesmo corpo F.
A aplicação T : X −→ Y é dita ser uma imersão isométrica se T preserva distâncias,

isto é., se ∀x, y ∈ X

∥T (x)− T (y)∥Y = ∥x− y∥X .

Dizemos que o espaço X é isométrico ao espaço Y se existir uma bijeção isométrica (iso-

metria bijetora) de X sobre Y . Neste caso X e Y são chamados espaços isométricos.

Observação 1.5. A aplicaçaão ˆ : X −→ X∗∗ mencionada na obsevação 1.4, é uma

imersão isométrica linear e consequentemente injetora.

Definição 1.31. Se a aplicação ˆ : X −→ X∗∗ é sobrejetora, então o espaço normado

X é chamado reflexivo. Em outras palavras, X é reflexivo se ele é isomorfo a X∗∗ e o

isomorfismo sendo dado por essa aplicação.

Proposição 1.2. Fixe um h0 ∈ H e defina L : H −→ F por L(h) = ⟨h, h0⟩. Temos que

L é um operador linear limitado com ∥L∥ = ∥h0∥.

Teorema 1.7. (Teorema de Representação de Riesz) Se L : H −→ F é um funcional

linear limitado, então existe um único vetor h0 ∈ H tal que L(h) = ⟨h, h0⟩ para cada

h ∈ H. Além disso, ∥L∥ = ∥h0∥.

Definição 1.32. Sejam X e Y espaços normados. Dizemos que X ⊂ Y com imersão

cont́ınua se existe C > 0 tal que

∥x∥Y ≤ C∥x∥X , ∀x ∈ X

e a inclusão X ⊂ Y é densa, isto é X
Y
= Y.

Lema 1.1. (Desigualdade de Young) Sejam θ, θ′ > 1 expoentes conjugados, ou seja
1

θ
+

1

θ′
= 1. Então para quaisquer números reais positivos a, b temos que

ab ≤ 1

θ
aθ +

1

θ′
bθ

′
.

.

Definição 1.33. Uma função f : [a, b] ⊂ R −→ C é dita absolutamente cont́ınua se

para cada ϵ > 0 existir algum δ > 0, tal que se {(xi, yi)}ni=1 é uma famı́lia de intervalos

disjuntos contidos em [a, b] com
n∑

i=1

(yi − xi) < δ, então
n∑

i=1

|f(yi)− f(xi)| < ϵ.



Definição 1.34. Uma sequência {ξn}n ⊂ (X, ∥ · ∥X) converge fortemente a ξ ∈ X se

∥ξn − ξ∥X −→ 0 quando n −→ ∞. Vamos denotar essa convergência por ξn −→ ξ.

Definição 1.35. Seja X um espaço normado. Dizemos que uma sequência {ξn}n ⊂ X

converge fracamente a ξ ∈ X se

lim
n→∞

f(ξn) = f(ξ)

para todo f ∈ X∗. Vamos denotar essa convegência por ξn ⇀ ξ.

Definição 1.36. Dado um espaço normado (X, ∥·∥X), diz-se que uma sequência {fn}n ⊂
X∗ converge fraco ∗ para f ∈ X∗ se ocorrer lim

n→∞
ξ̂(fn) = ξ̂(f), para todo ξ̂ ∈ X̂. Vamos

denotar esta convegência asśım fn
w∗
−→ f.

Nota: Se o espaço é reflexivo, a convergência fraca e a convergência fraca ∗ cóıncidem

em X∗.

Teorema 1.8. Sejam X um espaço de Banach reflexivo e {xn}n uma sequência limitada

em X. Então exite uma subsequência {xnj
}j de {xn}n que converge fracamente a um

elemento de X.

Teorema 1.9. Sejam X um espaço de Banach, {xn}n uma sequência em X e x ∈ X.

Então

1. xn ⇀ x se, somente se, ⟨f, xn⟩ −→ ⟨f, x⟩ ∀f ∈ X∗;

2. Se xn −→ x, então xn ⇀ x;

3. Se xn ⇀ x, então ∥xn∥ é limitada e ∥xn∥ ≤ lim inf
n→+∞

xn;

4. Se xn ⇀ x e fn −→ f fortemente em X∗, então ⟨fn, xn⟩ −→ ⟨f, x⟩.

1.5 Operadores Adjuntos e Auto-Adjuntos

Nesta seção vamos definir o operador adjunto de um operador dado e operadores auto-

adjuntos. Vamos provar um resultado clásico que mostra a existência dos operadores

adjuntos usando o Teorema de Respresentação de Riesz. Estas definições e resultados

podem ser encontrados em [11].

Definição 1.37. Sejam H e F espaços de Hilbert sobre o mesmo corpo F, uma função

u : H × F −→ F é dita forma sesquilinear se para h, g ∈ H e k, f ∈ F e α, β ∈ F ela

satisfaz



1. u(αh+ βg, k) = αu(h, k) + βu(g, k);

2. u(h, αk + βf) = αu(h, k) + βu(h, f).

Definição 1.38. Dizemos que uma forma sesquilinear é limitada se existir uma constante

M tal que |u(h, k)| ≤M∥h∥∥k∥ para quaisquer h ∈ H e k ∈ F.

Teorema 1.10. Se u : H × F −→ F é uma forma sesquilinear limitada por M , então

existem únicos operadores A ∈ B(H,F ) e B ∈ B(F,H) tais que

u(h, k) = ⟨Ah, k⟩ = ⟨h,Bk⟩ (1.1)

para todos h ∈ H e k ∈ F e ∥A∥, ∥B∥ ≤M .

Demonstração. Só vamos a provar a existência do operador A ∈ B(H,F ) (a outra é

análoga). Para cada h ∈ H definimos Lh : K −→ F por Lh(k) := u(h, k), então Lh é

linear e |Lh(k)| ≤ M∥h∥∥k∥. Pelo Teorema de Representação de Riesz existe um único

f ∈ F tal que ⟨k, f⟩ = Lh(k) = u(h, k) e ∥f∥ ≤ M∥h∥. Seja Ah = f (pela unicidade do

Teorema de Representação de Riesz) A é lineal e também ⟨Ah, k⟩ = ⟨k,Ah⟩ = ⟨k, f⟩ =
⟨f, k⟩ = u(h, k).

Vamos provar a unicidade, seja A1 ∈ B(H,K) logo u(h, k) = ⟨A1h, k⟩, portanto

⟨Ah− A1h, k⟩ = 0 para todo k ∈ K, então Ah−A1h = 0 para todo h ∈ H, A é único.

Definição 1.39. Se A ∈ B(H,K), então o único operador B ∈ B(K,H) que satisfaz

(1.1) é dito de adjunto de A e vai ser denotado por A⋆ = B.

Proposição 1.3. Se U ∈ B(H,K), então U é um isomorfismo se, e somente se, U é

invert́ıvel e U−1 = U⋆.

Definição 1.40. Se A ∈ B(H), então

1. A é dito de hermitiano ou auto-adjunto se A⋆ = A;

2. A é dito normal se AA⋆ = A⋆A.



Caṕıtulo 2

Propriedades do operador

p(x)-Laplaciano

Neste caṕıtulo vamos apresentar algumas propriedades do operador p(x)-Laplaciano. Va-

mos definir o espaço de Lebesgue Generalizado e um dos espaços de Sobolev Generalizados

e obter as relações entre eles. A parte mais importante deste caṕıtulo será o estudo dos

conceitos de monoticidade, hemicontinuidade, coercividade e operadores subdiferenciais.

Vamos definir o operador p(x)-Laplaciano e provar algumas de suas principais proprieda-

des. Nosso foco central é provar que a realização deste operador é um operador de tipo

subdiferencial de certa função. Estes resultados e conceitos podem ser encontrados em

[15],[14],[13],[7],[2] e [3].

2.1 Espaços de Lebesgue e Sobolev Generalizados

Nesta seção vamos apresentar as definições de Espaço de Lebesgue Generalizados, sua

norma e algumas de suas propriedades, também vamos estudar de um dos Espaços de

Sobolev Generalizados e algumas relações entre estes espaços. Os resultados apresentados

nesta seção podem ser encontrados em [15],[14] e [13].

Vamos começar pelo espaço de Espaço de Lebesgue Generalizado e apresentar

algumas de suas propriedades. Considere o seguinte conjunto

Lp(x)(Ω) =

{
u : Ω −→ R : u é mensurável e

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx <∞
}
,

em que Ω ⊂ RN , N > 0, é um conjunto mensurável e p ∈ L∞
+ , em que

L∞
+ (Ω) = {u ∈ L∞(Ω) : inf ess u ≥ 1} ,
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em que

sup ess u := inf{t ∈ R : µ({x ∈ Ω : u(x) > t}) = 0}

e

inf ess u := sup{t ∈ R : µ({x ∈ Ω : u(x) < t}) = 0}

Para u ∈ Lp(x) e p ∈ L∞
+ vamos definir a seguinte função ρ assim:

ρ(u) :=

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx.

E definimos também

p− = inf ess p e p+ = sup ess p.

Observação 2.1. A função ρ satisfaz as condições de módulo. Além disso, o espaço

Lp(x)(Ω) é um espaço vetorial. Estamos tentando generalizar a ideia de Espaço de Lebesgue

clássico, então vamos precisar de uma norma. Para u ∈ Lp(x)(Ω) definimos o seguinte

conjunto

Iu :=
{
λ > 0 : ρ

(u
λ

)
≤ 1
}
⊂ (0,∞)

Proposição 2.1. [13] ∥u∥Lp(x)(Ω) := inf Iu é uma norma para o espaço Lp(x)(Ω).

Observação 2.2. Se a função p(x) = p é constante, então

∥·∥Lp(x)(Ω) = ∥·∥Lp(Ω),

em que ∥·∥Lp é a norma usual do Espaço de Lebesgue Lp(Ω) clássico, para 1 ≤ p <∞.

Teorema 2.1. [15],[13] Seja u ∈ Lp(x)(Ω). Então

1. ∥u∥Lp(x)(Ω) < 1 (= 1;> 1) se, e somente se, ρ(u) < 1 (= 1;> 1);

2. Se ∥u∥Lp(x)(Ω) > 1, então ∥u∥p
−

Lp(x)(Ω)
≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p

+

Lp(x)(Ω)
;

3. Se ∥u∥Lp(x)(Ω) < 1, então ∥u∥p
+

Lp(x)(Ω)
≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p

−

Lp(x)(Ω)
.

Teorema 2.2. [13] O espaço (Lp(x)(Ω), ∥ · ∥Lp(x)(Ω)) é um espaço de Banach.

Teorema 2.3. [13] Seja Ω ∈ RN um conjunto aberto. Então, o espaço C∞
0 (Ω) é denso

em Lp(x)(Ω).

Teorema 2.4. (Desigualdade de Hölder para Espaços Lebesgue Generalizados)

Seja p− > 1 e seja q ∈ L∞
+ (Ω) tais que



1

p(x)
+

1

q(x)
= 1, para todo x ∈ Ω.

Se u ∈ Lp(x)(Ω) e v ∈ Lq(x)(Ω), então∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ( 1

p−
+

1

q−

)
∥u∥Lp(x)(Ω) ∥v∥Lq(x)(Ω) .

Demonstração. Sejam ∥u∥Lp(x)(Ω) = a e ∥v∥Lp(x)(Ω) = b. Usando a Desigualdade de

Young, com a relação 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1, obtemos:

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)

a
· v(x)

b
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|u(x)|
a

· |v(x)|
b

dx

≤
∫
Ω

1

p(x)

∣∣∣∣u(x)a
∣∣∣∣p(x) dx+ ∫

Ω

1

q(x)

∣∣∣∣v(x)b
∣∣∣∣q(x) dx

≤ 1

p−

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)a
∣∣∣∣p(x) dx+ 1

q−

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)b
∣∣∣∣q(x) dx

≤ 1

p−
+

1

q−
.

Nosso objeto de estudo envolve também o seguinte espaço de Sobolev generalizado

W 1,p(x)(Ω), ou seja, o seguinte espaço:

W 1,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)

}
,

em que

∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
,

e cuja norma é definida por

∥u∥W 1,p(x)(Ω) = ∥u∥Lp(x)(Ω) + ∥∇u∥Lp(x)(Ω).

Teorema 2.5. [13] O espaço (W 1,p(x)(Ω), ∥ · ∥W 1,p(x)(Ω)) é um espaço de Banach.

Definição 2.1. W
1,p(x)
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
W 1,p(x)(Ω)

.

Teorema 2.6. [15],[14],[13]

1. O espaço
(
Lp(x)(Ω), ∥·∥Lp(x)(Ω)

)
é separável.

2. Se p− > 1, então Lp(x)(Ω) é reflexivo



3. Se p− > 1, então W 1,p(x)(Ω) é separável e reflexivo.

Note que da definição de W
1,p(x)
0 (Ω) e das propriedades de W 1,p(x)(Ω) segue-se imedia-

tamente que W
1,p(x)
0 (Ω) é um espaço de Banach, reflexivo e separável sempre que p− > 1.

Nosso objetivo agora vai ser estudar a relação entre os Espaços de Lebesgue Gene-

ralizados e os Espaços de Sovolev Generalizados, esse tipo de relação é conhecida como

imersão.

Teorema 2.7. [15],[14],[13]

Seja Ω um domı́nio limitado de RN e p, q ∈ L∞
+ (Ω). Então

Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω)

se, e somente se, q(x) ≤ p(x) para quase todo x ∈ Ω, e neste caso a imersão é cont́ınua.

Teorema 2.8. [15] Sejam p, q ∈ L∞
+ (Ω) tais que q(x) ≤ p(x) para quase todo x ∈ Ω.

Então

W 1,p(x)(Ω) ⊂ W 1,q(x)(Ω),

sendo tal imersão é cont́ınua.

Teorema 2.9. [14],[13] Sejam Ω um domı́nio limitado de RN e p, q ∈ C(Ω) tais que

p−, q− ≥ 1. Se q(x) < p∗(x) para todo x ∈ Ω, em que

p∗(x) :=


Np(x)

N − p(x)
se p(x) < N

∞ se p(x) ≥ N,

então

W 1,p(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω)

e tal imersão é cont́ınua e compacta.

Teorema 2.10. [15] (Desigualdade de Poincaré) Seja p ∈ C(Ω) tal que p− > 1.

Então, existe C > 0, dependendo de Ω e p(x), tal que

∥u∥Lp(x)(Ω) ≤ C ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ,

para todo u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Em particular, a expressão ∥∇u∥Lp(x)(Ω) é uma norma em

W
1,p(x)
0 (Ω) que é equivalente à norma ∥u∥W 1,p(x)(Ω) .



2.2 Definições e Resultados

Nesta seção nosso objetivo é apresentar algumas definições importantes de um operador

em nosso estudo tais como a subdiferencial, monotocidade, hemicontinuidade e coercivi-

dade. Também vamos dar algums resultados que relacionam estes conceitos.

Definição 2.2. Seja V um espaço de Banach com dual V ∗. Uma função φ : V −→
(−∞,∞] é chamada de própria em V se existe u0 ∈ V com φ(u0) < ∞. Uma função

φ : V −→ (−∞,∞] é dita convexa se satisfaz a desigualdade

φ((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)φ(u) + tφ(v),

para todos u, v ∈ V e t ∈ [0, 1].

Definição 2.3. A função φ : V −→ (−∞,∞] é chamada de semicont́ınua inferior-

mente (s.c.i) se

φ(u) ≤ lim
n→∞

inf φ(un)

para toda sequência {un}n com un
∥·∥V−−→ u quando n −→ ∞

Dada uma função φ : V −→ (−∞,∞] convexa, própria e s.c.i denotamos por D(φ),

o domı́nio de φ, o conjunto

D(φ) = {u ∈ V : φ(u) <∞}.

Agora vamos ver algumas propriedades elementales das funções s.c.i, próprias e con-

vexas.

Proposição 2.2. [2] Seja φ : V −→ (−∞,∞] uma função convexa, própria e s.c.i. Então

existem f ∈ V ∗ e β ∈ R tal que

φ(u) ≥ ⟨f, u⟩V ∗,V + β,

para todo u ∈ V .

Definição 2.4. Dada uma função φ : V −→ (−∞,∞] própria, convexa e s.c.i, a

aplicação ∂φ : V −→ V ∗ dada por

∂φ(u) = {f ∈ V ∗ : φ(v)− φ(u) ≥ ⟨f, v − u⟩V ∗,V ;∀v ∈ D(φ)} ⊂ V ∗,

é chamada a subdiferencial de φ. Denotamos D(∂φ) = {u ∈ V : ∂φ(u) ̸= ∅}. Em

geral, ∂φ é um operador mult́ıvoco de V em V ∗.



Proposição 2.3. [2] Seja φ : V −→ (−∞,∞] uma função convexa, própria e s.c.i. Então

D(∂φ) é um subconjunto denso de D(φ).

Definição 2.5. Seja V um espaço de Banach real, um operador A : V −→ V ∗ é dito ser

monótono se para todo u, v ∈ D(A)

⟨Au− Av, u− v⟩V ∗,V ≥ 0.

Um operador monótono A : V −→ V ∗ é dito ser maximal monótono se ele não está

propriamente contido em qualquer outro operador monótono de V em V ∗.

Teorema 2.11. [2] Seja V um espaço de Banach real e φ : V −→ (−∞,∞] uma função

convexa, própria e s.c.i, então ∂φ : V −→ V ∗ é um operador maximal monótono.

Lema 2.1. Seja u ∈ W 1,2([0, T ];H), H espaço del Hilbert e g ∈ L2([0, T ];H) tal que

g(t) ∈ ∂φ(u(t)) para quase todo t ∈ (0, T ). então a função t −→ φ(u(t)) é absolutamente

cont́ınua em [0, T ] e

d

dt
φ(u(t)) =

〈
g(t),

du

dt
(t)

〉
, para quase todo t ∈ (0, T ).

Demonstração. Ver a prova do Lema 2.1 em ([2], p.158).

Definição 2.6. Seja V um espaço de Banach. Dizemos que um operador A : V −→ V ∗

é hemicont́ınuo se para todo u, v ∈ V

A(u+ λv)⇀ Au,

quando λ −→ 0.

Definição 2.7. Seja V um espaço de Banach. Dizemos que um operador A : V −→ V ∗

é coercivo se

lim
j→∞

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
= ∞

para qualquer que seja {uj} ⊂ V com lim
j→∞

∥uj∥V = ∞.

Teorema 2.12. Sejam V um espaço Banach reflexivo e A : V −→ V ∗ um operador

monótono e hemicont́ınuo, então A é maximal monótono.

Demonstração. Suponha que A não é maximal monótono, então existe (x0, y0) ∈ V ×V ∗

tal que y0 ̸= Ax0 e

⟨x0 − u, y0 − Au⟩V ∗,V ≥ 0, ∀u ∈ V.



Para qualquer x ∈ V , definimos xλ = λx + (1 − λ)x0 e λ ∈ [0, 1] e tomando xλ = u na

equação anterior, obtemos o seguinte

⟨x0 − xλ, y0 − Axλ⟩V ∗,V ≥ 0, ∀λ ∈ [0, 1], u ∈ V.

Fazendo λ −→ 1, obtemos

⟨x0 − x, y0 − Ax⟩V ∗,V ≥ 0, ∀x ∈ V.

Portanto y0 = Ax0, o que contradiz a hipótese provando o desejado.

Teorema 2.13. [17],[8] Seja V um espaço de Banach reflexivo e V ∗ seu dual, e H um

espaço de Hilbert com V ⊂ H ⊂ V ∗ com imersões cont́ınuas e densas. Seja A : V −→ V ∗

um operador monótono, uńıvoco definido em todo V, coercivo e hemicont́ınuo, então o

operador AH restrição de A à H, definido por

D(AH) = {v ∈ V : Av ∈ H}, AH(u) = A(u), para u ∈ D(AH),

é maximal monótono em H.

2.3 Propriedades do Operador p(x)-Laplaciano

Nesta seção vamos provar algumas propriedades do operador p(x)-Laplaciano tais como

monotonicidade, coercividade e hemicontinuidade.

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e denotemos V = W 1,p(x)(Ω), H = L2(Ω), p(x) ∈
C(Ω) com p(x) > 2 para quase todo x ∈ Ω.

Sabemos que o espaço dual de L2(Ω) é o próprio L2(Ω), usando os teoremas anteriores

das imersões cont́ınuas temos que V ⊂ H ⊂ V ∗. Portanto, são imersões cont́ınuas e

densas. Consideremos o seguinte operador A : V −→ V ∗ definido por

A(u)(v) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇vdx+
∫
Ω

|u|p(x)−2 uvdx,

para v ∈ V.

Lema 2.2. Sejam a e b números reais positivos e q > 1. Então (a+ b)q ≤ 2q−1 (aq + bq)

Demonstração. Note que a função f(x) = xq a função f satisfaz a condição de conve-

xidade definida anteriormente, então tomando λ =
1

2
obtemos

(
a+ b

2

)q

≤ aq

2
+
bq

2
.



Dáı temos

(a+ b)q ≤ 2q

2
(aq + bq) .

Lema 2.3. [14] Sejam ξ, η ∈ RN e p ≥ 2 uma constante. Então vale a desigualdade

(
1

2

)p

|ξ − η|p ≤ (ξ − η) ·
(
|ξ|p−2 ξ − |η|p−2 η

)
.

Lema 2.4. Se ∥u∥V ≤ 1, então ⟨Au, u⟩V ∗,V ≥ 1

2p+−1
∥u∥p

+

V

Demonstração. Note que ∥u∥V ≤ 1, isto implica que

∥u∥Lp(x) ≤ 1 e ∥∇u∥Lp(x) ≤ 1.

Logo, pelo Teorema 2.1 e o Lema 2.2 tem-se

⟨Au, u⟩V ∗,V =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇u dx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u · u dx

=

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
∫
Ω

|u|p(x)dx

= ρ(∇u) + ρ(u)

≥ ∥∇u∥p
+

Lp(x)(Ω)
+ ∥u∥p

+

Lp(x)(Ω)

≥ 1

2p+−1

(
∥∇u∥Lp(x)(Ω) + ∥u∥Lp(x)(Ω)

)p+
=

1

2p+−1
∥u∥p

+

V .

Lema 2.5. Se ∥u∥V ≥ 1, então

⟨Au, u⟩V ∗,V ≥


1

2p−−1
∥u∥p

−

V se ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1

∥∇u∥p
−

Lp(x)(Ω)
+ ∥u∥p

+

Lp(x)(Ω)
se ∥u∥Lp(x)(Ω) ≤ 1 e ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1

∥∇u∥p
+

Lp(x)(Ω)
+ ∥u∥p

−

Lp(x)(Ω)
se ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≤ 1

Demonstração. Consideremos inicialmente que ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1.



Usando o Teorema 2.1 e o Lema 2.2 obtemos

⟨Au, u⟩V ∗,V =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇u dx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u · u dx

=

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
∫
Ω

|u|p(x)dx

= ρ(∇u) + ρ(u)

≥ ∥∇u∥p
−

Lp(x)(Ω)
+ ∥u∥p

−

Lp(x)(Ω)

≥ 1

2p−−1

(
∥∇u∥Lp(x)(Ω) + ∥u∥Lp(x)(Ω)

)p−
=

1

2p−−1
∥u∥p

−

V .

Agora note que

⟨Au, u⟩V ∗,V = ρ(∇u) + ρ(u).

Se ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≤ 1 então

⟨Au, u⟩V ∗,V = ρ(∇u) + ρ(u)

≥ ∥u∥p
−

Lp(x)(Ω)
+ ∥∇u∥p

+

Lp(x)(Ω)
.

Se ∥u∥Lp(x)(Ω) ≤ 1 e ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 então

⟨Au, u⟩V ∗,V = ρ(∇u) + ρ(u)

≥ ∥u∥p
+

Lp(x)(Ω)
+ ∥∇u∥p

−

Lp(x)(Ω)
.

Isso conclui a prova.

Proposição 2.4. O operador A : V −→ V ∗ é monótono.

Demonstração. Sejam u, v ∈ V . Usando o Lema 2.3 para cada x ∈ Ω fixo, vamos ter



⟨Au− Av, u− v⟩V ∗,V = ⟨Au, u− v⟩V ∗,V + ⟨Av, u− v⟩V ∗,V

=

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇(u− v) dx+

∫
Ω

|u|p(x)−2 u · (u− v) dx

−
∫
Ω

|∇v|p(x)−2∇v · ∇(u− v) dx−
∫
Ω

|v|p(x)−2 v · (u− v) dx

=

∫
Ω

(
|∇u|p(x)−2∇u− |∇v|p(x)−2∇v

)
· (∇u−∇v) dx

+

∫
Ω

(
|u|p(x)−2 u− |v|p(x)−2 v

)
· (u− v) dx

≥
∫
Ω

(
1

2

)p(x)

|∇u−∇v|p(x) dx+
∫
Ω

(
1

2

)p(x)

|u− v|p(x) dx

≥
(
1

2

)p+
∫

Ω

|∇u−∇v|p(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

dx+

∫
Ω

|u− v|p(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

dx

 ≥ 0.

Logo, nosso operador A é monótono.

Proposição 2.5. O operador A : V −→ V ∗ é coercivo.

Demonstração. Seja u ∈ V := W 1,p(x)(Ω) com ∥u∥V ≥ 1. Pela definição da norma

em V temos que ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 ou ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e usando o Lema 2.5, obtemos a

seguintes estimativas.

Se ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1, então

⟨Au, u⟩V ∗,V

∥u∥V
≥ 1

2p−−1

∥u∥p
−

V

∥u∥V
=

1

2p−−1
∥u∥p

−−1
V (2.1)

Se ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥u∥Lp(x)(Ω) ≤ 1, usando de novo o Lema 2.5 e a definição de

norma em V vamos ter

⟨Au, u⟩V ∗,V

∥u∥V
≥

∥∇u∥p
−

Lp(x)(Ω)
+ ∥u∥p

+

Lp(x)(Ω)

∥∇u∥Lp(x)(Ω) + ∥u∥Lp(x)(Ω)

≥
∥∇u∥p

−

Lp(x)(Ω)

∥∇u∥Lp(x)(Ω) + 1

≥
∥∇u∥p

−

Lp(x)(Ω)

2 ∥∇u∥Lp(x)(Ω)

=
1

2
∥∇u∥p

−−1

Lp(x)(Ω)
(2.2)



Se ∥∇u∥Lp(x)(Ω) ≤ 1 e ∥u∥Lp(x)(Ω) ≥ 1, usando de novo o Lema 2.5 e a definição de

norma em V obtemos

⟨Au, u⟩V ∗,V

∥u∥V
≥

∥∇u∥p
+

Lp(x)(Ω)
+ ∥u∥p

−

Lp(x)(Ω)

∥∇u∥Lp(x)(Ω) + ∥u∥Lp(x)(Ω)

≥
∥u∥p

−

Lp(x)(Ω)

∥u∥Lp(x)(Ω) + 1

≥
∥u∥p

−

Lp(x)(Ω)

2 ∥u∥Lp(x)(Ω)

=
1

2
∥u∥p

−−1

Lp(x)(Ω)
(2.3)

Logo, seja uma sequência {uj} ⊂ V tal que lim
j→∞

∥uj∥V = ∞, como

∥u∥V = ∥∇uj∥Lp(x)(Ω) + ∥uj∥Lp(x)(Ω)

teremos vários casos:

Caso 1) Onde lim
j→∞

∥uj∥Lp(x)(Ω) = ∞ e lim
j→∞

∥∇uj∥Lp(x)(Ω) = ∞. Para este caso, temos que

existe j0 ∈ N tal que ∥uj∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 e ∥∇uj∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 para j ≥ j0 usando a anterior

desigualdade 2.1 vamos ter

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
≥ 1

2p−−1
∥uj∥p

−−1
V , para todo j ≥ j0.

Pela hipótese sabemos que lim
j→∞

∥uj∥V = ∞, então

lim
j→∞

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
= ∞.

Caso 2) Onde lim
j→∞

∥∇uj∥Lp(x)(Ω) = ∞. Logo, existe j1 ∈ N tal que ∥∇uj∥Lp(x)(Ω) ≥ 1 se

j ≥ j1. Sejam N1 :=
{
j ≥ j1 : ∥ uj∥Lp(x)(Ω) ≥ 1

}
e N2 :=

{
j ≥ j1 : ∥ uj∥Lp(x)(Ω) ≤ 1

}
. Se

N1 é finito, basta só analisar para j ≥ j1 tal que j ∈ N2. Nesse caso cáımos no caso 1),

em que já sabemos que

lim
j→∞

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
= ∞.

Se N2 é finito basta só analisar para j ≥ j1 tal que j ∈ N1. Nesse caso, usando a

desigualdade 2.2 temos

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
≥ 1

2
∥∇uj∥p

−−1

Lp(x)(Ω)
, para todo j ≥ j1,



como neste caso lim
j→∞

∥∇uj∥Lp(x)(Ω) = ∞. Então, tomando limite na desigualdade anterior

temos

lim
j→∞

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
= ∞

Agora, se N1 e N2 são infinitos não tem problema, segue-se trivialmente o resultado

utilizando os argumentos usados anteriormente.

Caso 3) Onde lim
j→∞

∥uj∥Lp(x)(Ω) = ∞. Note que o caso 3), é totalmente análogo ao caso

2, só basta trocar ∇uj por uj nas contas do caso 2) e obtemos o mesmo resultado.

Logo, em qualquer caso, temos que

lim
j→∞

⟨Auj, uj⟩V ∗,V

∥uj∥V
= ∞.

Logo, A é um operador coercivo.

Proposição 2.6. O operador A : V −→ V ∗ é hemicont́ınuo.

Demonstração. Para provar que A é hemicont́ınuo temos que provar que dados u, v ∈ V

então

A(u+ λv)⇀ Au quando λ −→ 0.

Sejam u, v ∈ V = W 1,p(x)(Ω). Lembremos o seguinte, do ińıcio deste caṕıtulo, p− :=

inf ess p, onde p ∈ L∞
+ (Ω) = {u ∈ L∞(Ω) : inf ess u ≥ 1}. Portanto p− > 1, então usando

o Teorema 2.6 temos que V é reflexivo. Então vamos provar que

lim
λ→0

⟨A(u+ λv), ϕ⟩V ∗,V = ⟨Au, ϕ⟩V ∗,V , para toda ϕ ∈ V.

Sejam u, v, ϕ ∈ V e λ ∈ (−1, 1). Vamos denotar por

fλ(x) = |∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv).∇ϕ+ |u+ λv|p(x)−2 (u+ λv).ϕ,

e

f(x) = |∇u|p(x)−2∇u.∇ϕ+ |u|p(x)−2 u.ϕ.

Então ∣∣∣⟨A(u+ λv), ϕ⟩V ∗,V − ⟨Au, ϕ⟩V ∗,V

∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Ω

fλ(x)dx−
∫
Ω

f(x)dx

∣∣∣∣.



Tomando limite λ −→ 0 e a função | · | é cont́ınua, temos

lim
λ→0

fλ(x) = lim
λ→0

|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv).∇ϕ+ |u+ λv|p(x)−2 (u+ λv).ϕ

= |∇u|p(x)−2∇u.∇ϕ+ |u|p(x)−2 u.ϕ

= f(x).

Note que para todo x ∈ Ω e usando as propriedades do valor absoluto, tem-se

|fλ(x)| =
∣∣∣|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv) · ∇ϕ+ |u+ λv|p(x)−2 (u+ λv) · ϕ

∣∣∣
≤
∣∣∣|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv) · ∇ϕ

∣∣∣+ ∣∣∣|u+ λv|p(x)−2 (u+ λv) · ϕ
∣∣∣

= |∇(u+ λv)|p(x)−1 |∇ϕ|+ |u+ λv|p(x)−1 |ϕ|

≤ (|∇u|+ |λ| |∇v|)p(x)−1 |∇ϕ|+ (|u|+ |λ| |v|)p(x)−1 |ϕ|

≤ 2p(x)−2
(
|∇u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1

)
|∇ϕ|+ 2p(x)−2

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|ϕ|

= 2p(x)−2
[(

|∇u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1
)
|∇ϕ|+

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|ϕ|
]
.

Como u, v, ϕ ∈ V , p(x) ∈ L∞(Ω) e p(x) ≥ 2. Logo, p(x) − 1 ≥ 1, então, pelo Teorema

2.7, temos Lp(x)−1(Ω) ⊂ L1(Ω), integrando a desigualdade anterior tem-se

∫
Ω

∣∣2p(x)−2
∣∣ ∣∣[(|∇u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1

)
|∇ϕ|+

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|ϕ|
]
dx
∣∣ <∞.

Pelo Teorema da Convergência Dominada temos

0 ≤ lim
λ→0

∣∣∣⟨A(u+ λv), ϕ⟩V ∗,V − ⟨Au, ϕ⟩V ∗,V

∣∣∣
= lim

λ→0

∣∣∣∣∫
Ω

[fλ(x)− f(x)dx]

∣∣∣∣
≤ lim

λ→0

∫
Ω

|fλ(x)− f(x)| dx = 0.

Com isso, conclúımos que

lim
λ→0

⟨A(u+ λv), ϕ⟩V ∗,V = ⟨Au, ϕ⟩V ∗,V .

Mostrando que A é hemicont́ınuo.



2.4 A Realização AH de A em H = L2(Ω).

Nesta seção vamos provar que a realização AH de A em H é um subdiferencial de uma

função própria, convexa e s.c.i que denotaremos φp(x).

Observação 2.3. Na seção anterior provamos que o operador A : V −→ V ∗, V =

W 1,p(x)(Ω), dado por

A(u)(v) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇vdx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u.vdx

é monótono, coercivo e hemicont́ınuo para cada u, v ∈ V = W 1,p(x)(Ω) e, portanto, A é

maximal monótono (veja [3]). Seja AH a realização de A em H = L2(Ω) dada porD(AH) := {u ∈ V : A(u) ∈ H}

AH(u) = A(u), se u ∈ D(AH).

Representamos

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇vdx +

∫
Ω

|u|p(x)−2u.vdx por ∆p(x). Vamos provar que

AH é a subdiferencial de uma função convexa, própria e s.c.i. Considere

φp(x)(u) =


∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x)dx se u ∈ V

+∞, se u ∈ H − V.

Proposição 2.7. A função φp(x) é convexa e própria.

Demonstração. Seja u ∈ V = W 1,p(x)(Ω). Pela definição de V , isto ,; u ∈ Lp(x)(Ω) e

∇u ∈ Lp(x)(Ω) e como p(x) ≥ 2. Logo, tem-se

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x)dx ≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ 1

2

∫
Ω

|u|p(x)dx

≤ 1

2

[∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
∫
Ω

|u|p(x)dx
]

<∞.

Logo φp(x) é própria. Agora, como a função λp(x) é convexa para λ > 0, então para

u, v ∈ V e t ∈ [0, 1] temos



φp(x)(tu+ (1− t)v) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇(tu+ (1− t)v)|p(x)dx+

∫
Ω

1

p(x)
|tu+ (1− t)v|p(x)dx

≤
∫
Ω

1

p(x)
(t|∇u|+ (1− t)|∇v|)p(x) dx+

∫
Ω

1

p(x)
(t|u|+ (1− t)|v|)p(x) dx

≤
∫
Ω

1

p(x)

(
t|∇u|p(x) + (1− t)|∇v|p(x)

)
dx+

∫
Ω

1

p(x)

(
t|u|p(x) + (1− t)|v|p(x)

)
dx

≤ t

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx+ t

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x)dx

+ (1− t)

∫
Ω

1

p(x)
|∇v|p(x)dx+ (1− t)

∫
Ω

1

p(x)
|v|p(x)dx

= tφp(x)(u) + (1− t)φp(x)(v).

Conclúımos que φp(x) é convexa e própria.

Proposição 2.8. A função φp(x) é semicont́ınua inferiormente.

Demonstração. Devemos provar que φp(x)(u) ≤ lim
n→∞

inf φp(x)(un) se un −→ u em H.

Seja {un} ∈ H. Vamos separar a prova em dois casos.

Caso 1) Se lim
n→∞

inf φp(x)(un) = +∞ então, trivialmente satisfaz-se

φp(x)(u) ≤ +∞ = lim
n→∞

inf φp(x)(un).

Caso 2) Se lim
n→∞

inf φp(x)(un) = α < +∞ então, existe uma subsequência
{
unj

}
⊂ V de

{un} tal que

lim
j→∞

inf φp(x)(unj
) = lim

j→∞

(∫
Ω

1

p(x)
|∇unj

|p(x)dx+
∫
Ω

1

p(x)
|unj

|p(x)dx
)

= α.

Como φp(x)(unj
) −→ α quando j −→ ∞, temos que φp(x)(unj

) é limitada (pois é uma

sequência convergente). Logo, existe K > 0 tal que

|φp(x)(unj
)| ≤ K, para todo j ∈ N.

Pelo Teorema 2.1; obtemos

∥∥unj

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤

(p+K)
1

p− , Se
∥∥unj

∥∥
Lp(x)(Ω)

≥ 1

(p+K)
1

p+ , Se
∥∥unj

∥∥
Lp(x)(Ω)

< 1

e

∥∥∇unj

∥∥
Lp(x)(Ω)

≤

(p+K)
1

p− , Se
∥∥∇unj

∥∥
Lp(x)(Ω)

≥ 1

(p+K)
1

p+ , Se
∥∥∇unj

∥∥
Lp(x)(Ω)

< 1.



Das desigualdades anteriores, podemos concluir que
∥∥unj

∥∥
V

é uma sequência limitada

no espaço de Banach V = W 1,p(x)(Ω). Pelo Teorema 2.6, V é reflexivo. Pelo Teorema

1.8 a sequência
{
unj

}
possui uma subsequência (vamos utilizar a mesma notação)

{
unj

}
que converge fracamente, isto é, unj

⇀ v em V , para algum v ∈ V . Como H∗ ⊂ V ∗,

então unj
⇀ v em H e pela unicidade do limite na convergência fraca, conclúımos que

u = v ∈ V .

Consideremos agora a subdiferencial ∂φp(x) de φp(x), e pela definição de subdiferencial

obtemos 〈
∂φp(x)(u), unj

− u
〉
V ∗,V

≤ φp(x)(unj
)− φp(x)(u),

para todo j ∈ N. Então〈
∂φp(x)(u), unj

− u
〉
V ∗,V

+ φp(x)(u) ≤ φp(x)(unj
),

para todo j ∈ N. Como unj
⇀ u em V e φp(x)(u) ∈ V ∗ segue que〈
∂φp(x)(u), unj

− u
〉
V ∗,V

−→ 0,

quando j −→ ∞. Logo,

φp(x)(u) ≤ lim
j→∞

φp(x)(unj
) = α = lim

j→∞
infφp(x)(unj

).

Mostrando que, φp(x) é semicont́ınua inferiormente.

Teorema 2.14. AH é a subdiferencial ∂φp(x) de φp(x).

Demonstração. Sabemos pelo Teorema 2.11 que a subdiferencial que ∂φp(x) é maximal

monótono e pela Observação 2.3 AH , que é a realização de A em H, é maximal monótono

também. Logo, é suficiente provar que

AH(u) ⊂ ∂φp(x)(u), para qualquer u ∈ H.

Seja u ∈ D(AH) := {u ∈ V : A(u) ∈ H} e seja v ∈ AH(u) = A(u). Então, para todo

ζ ∈ V obtemos

⟨v, ζ − u⟩V ∗,V = ⟨AH(u), ζ − u⟩V ∗,V

=

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · (∇ζ −∇u) dx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u · (ζ − u) dx

=

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇ζ dx−
∫
Ω

|∇u|p(x) dx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u · ζ dx−
∫
Ω

|u|p(x) dx

=

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇ζ dx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u · ζ dx

−
∫
Ω

|∇u|p(x) dx−
∫
Ω

|u|p(x) dx.



Considerando o expoente conjugado para p(x), isto é, um q(x) > 0 tal que
1

p(x)
+

1

q(x)
= 1.

Usando a Desigualdade de Young e por propriedades da integral, tem-se

⟨v, ζ − u⟩V ∗,V +

∫
Ω

|∇u|p(x) dx+
∫
Ω

|u|p(x) dx

=

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇ζ dx+
∫
Ω

|u|p(x)−2u · ζ dx

≤
∫
Ω

|∇u|p(x)−1︸ ︷︷ ︸
≥0

|∇ζ|︸︷︷︸
≥0

dx+

∫
Ω

|u|p(x)−1︸ ︷︷ ︸
≥0

|ζ|︸︷︷︸
≥0

dx

≤
∫
Ω

(
1

q(x)
|∇u|(p(x)−1)q(x) +

1

p(x)
|∇ζ|p(x)

)
dx

+

∫
Ω

(
1

q(x)
|u|(p(x)−1)q(x) +

1

p(x)
|ζ|p(x)

)
dx

=

∫
Ω

1

q(x)
|∇u|p(x) dx+

∫
Ω

1

p(x)
|∇ζ|p(x) dx

+

∫
Ω

1

q(x)
|u|p(x) dx+

∫
Ω

1

p(x)
|ζ|p(x) dx.

Logo,

⟨v, ζ − u⟩V ∗,V +

∫
Ω

|∇u|p(x) dx+
∫
Ω

|u|p(x) dx

≤
∫
Ω

1

q(x)
|∇u|p(x) dx+

∫
Ω

1

p(x)
|∇ζ|p(x) dx

+

∫
Ω

1

q(x)
|u|p(x) dx+

∫
Ω

1

p(x)
|ζ|p(x) dx.

Como cada uma das parcelas da desigualdade acima são finitas, tem- se

⟨v, ζ − u⟩V ∗,V +

∫
Ω

(
1− 1

q(x)

)
︸ ︷︷ ︸

p(x)

|∇u|p(x)dx+
∫
Ω

(
1− 1

q(x)

)
︸ ︷︷ ︸

p(x)

|u|p(x)dx ≤

∫
Ω

1

p(x)
|∇ζ|p(x)dx+

∫
Ω

1

p(x)
|ζ|p(x)dx.

Então, conclúımos que

⟨v, ζ − u⟩V ∗,V + φp(x)(u) ≤ φp(x)(ζ).

Do anterior, temos

⟨v, ζ − u⟩V ∗,V ≤ φp(x)(ζ)− φp(x)(u).



Para todo ζ ∈ V. Note que se ζ ∈ H−V então φp(x)(ζ) = ∞, portanto o anterior cont́ınua

valendo. Logo, AH(u) = v ∈ ∂φp(x)(u).

Agora, usando o corolário 2.1 em [2] temos que o domı́nio de AH é um subconjunto

denso de D(φp(x)), em que D(φp(x)) =
{
u ∈ H : φp(x)(u) <∞

}
= V . Pelos teoremas das

imersões, como V ⊂ H e as imersões são cont́ınuas e compactas, temos que V ⊂ D(AH)
H
.

Logo, D(AH)
H
= H. Dáı, obtemos que AH é um subdiferencial de φp(x).



Caṕıtulo 3

Existência de Atratores Globais

Neste caṕıtulo vamos provar a existência de atratores globais para o problema de Cauchy

abstrato 3.14, estaremos nos baseando essencialmente em [10]. Na seção 3.1, vamos dar

as principais definições; tais como de subgrupo, atrator local, atrator global, operador

setorial e vamos provar o Teorema 3.1, o conceito de resolvente compacto entre outras

coisas. Na seção 3.2, correspondente ao caṕıtulo 2 de [10], vamos entender o problema

de Cauchy abstrado com um operador setorial, vamos dar as condições para provar a

existência de soluções que é o Lema 3.3 e no Teorema 3.4. Na seção 3.3, o que é feito

no caṕıtulo 3 de [10], vamos continuar com o estudo do problema de Cauchy. Vamos

encontrar as condições que garantem a existência de um semigrupo global de soluções.

Na seção 3.4, correspondente ao caṕıtulo 4 de [10], vamos provar a existência do atrator

global para o problema de Cauchy governado por um operador setorial.

3.1 Conceitos Preliminares

Nesta seção vamos dar algumas definições e resultados importantes que podem ser encon-

trados no caṕıtulo 1 do livro [10].

Definição 3.1. Seja V um espaço métrico. Uma famı́lia {T (t)}t≥0 de funções T (t) :

V −→ V , é dito um C0-semigrupo se

1. T (0) = Id denota a função identidade, (Id : V −→ V );

2. T (t+ s) = T (t)T (s) para todos t, s ≥ 0;

3. A função

[0,+∞)× V ∋ (t, x) −→ T (t)x ∈ V

é cont́ınua em cada ponto de (t, x) ∈ [0,+∞)× V.
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Observação 3.1. É bem conhecido que para semigrupos de operadores lineares limitados

definidos em um espaço de Banach a condição (3) se mantêm se, e somente se, para

quaisquer x ∈ X

T (t)x −→ x, quando t −→ 0+.

Isto é uma consequência do Prinćıpio da Limitação Uniforme.

Definição 3.2. O semigrupo {T (t)} é chamado compacto se T (t) : V −→ V é uma

função compacta para cada t ≥ 0, isto é, cada T (t) leva conjuntos limitados em conjuntos

precompactos.

Definição 3.3. O semigrupo {T (t)} é chamado completamente cont́ınuo se este é

compacto e se cada conjunto limitado B ⊂ V para todo t ≥ 0 a união
⋃

s∈[0,t]

T (s)B é

limitada em V. Em que, a imagem de B por {T (t)} é definida por

T (t)B := {T (t)x : x ∈ B} .

Definição 3.4. Sejam W1 e W2 dois subconjuntos de V . Dizemos que W2 é {T (t)}-
atráıdo por W1 se

d(T (t)W2,W1) −→ 0 quando t −→ +∞,

em que, para cada t ≥ 0 definimos

d(T (t)W2,W1) := sup
W2∈T (t)W2

inf
w1∈W1

distV (w2, w1).

Definição 3.5. Dados dois subconjuntos W1,W2 ⊂ V . Dizemos que W1 absorve W2 por

{T (t)} se existe um número t0 ≥ 0 tal que T (t)W2 ⊂ W1 para todo t ≥ t0.

Observação 3.2. Note que W1 atrai W2 se, e somente se, cada vizinhança aberta NW1

de W1 absorve W2.

Definição 3.6. Um elemento v ∈ V é chamado um ponto de equiĺıbrio de {T (t)}
se T (t)v = v para todo t ≥ 0. Estendendo esta noção, dizemos que um conjunto A ⊂
V é T (t)-invariante se T (t)A = A para todo t ≥ 0. Também, chamaremos A ⊂ V

positivamente T (t)-invariante se T (t)A ⊂ A para todo t ≥ 0.

Definição 3.7. Para qualquer conjunto B ⊂ V os conjuntos γ+(B) e ω+(B) são definidos

por

γ+(B) :=
⋃
t≥0

T (t)B



ω(B) :=
⋂
s≥0

⋃
t≥s

T (t)B
V

são chamados respectivamente como órbita positiva e ω-limite de B. Então ω(B) são

todos os pontos v ∈ V para os quais existe uma sequência de números positivos {tn} com

tn −→ +∞, e pontos vn ∈ B tais que T (tn)vn −→ v.

Definição 3.8. Para qualquer ponto v ∈ V , denotaremos por S−
v o conjunto de todas

as funções ϕ : (−∞, 0] −→ V tais que ϕ(0) = v e tais que T (t)ϕ(s) = ϕ(t + s) sempre

que −∞ < s ≤ −t ≤ 0. Vamos permitir a possibilidade que S−
v seja vazio, que S−

v seja

exatamente um elemento ϕ, ou que S−
v consiste de mais de um elemento ϕ. Para uma

órbita negativa através de um ponto v ∈ V , nos referimos ao conjunto

γ−ϕ :=
⋃
t≥0

{ϕ(−t)}

em que ϕ ∈ S−
v .

Definição 3.9. Para cada v ∈ V , uma órbita completa através de v é o conjunto

γ0(v) := γ+(v) ∪ γ−ϕ ,

em que ϕ ∈ S−
v .

Definição 3.10. Seja A ⊂ V um conjunto não vazio e {T (t)}-invariante. Dizemos que

1. A é estável se, e somente se, para cada vizinhança aberta U de A existe uma

vizinhança aberta W de A tal que T (t)W ⊂ U , para todo t ≥ 0.

2. A é assintoticamente estável se, e somente se, A é estável e atrai cada ponto

que se encontra em alguma vizinhança aberta de A.

3. A é estável assintoticamente uniforme se, e somente se, A é estável e atrai

alguma vizinhança aberta de si mesmo.

Observação 3.3. Seja {T (t)} um C0-semigrupo em um espaço métrico V . Se A é com-

pacto e {T (t)}-invariante se A atrai ao menos uma de suas próprias vizinhanças abertas,

então A é estável.

Definição 3.11. Um conjunto A ⊂ V é dito de atrator local para um semigrupo {T (t)}
em V se, e somente se,

1. A é não vazio, compacto e invariante com respeito a {T (t)};

2. A atrai alguma vizinhança aberta NA de A.



Definição 3.12. Um atrator global para {T (t)} nos referimos a um conjunto A ⊂ V

não vazio, compacto, {T (t)}-invariante o qual atrai cada subconjunto limitado de V .

Observação 3.4. O atrator global se existe é único e também maximal na classe dos

subconjuntos invariantes de V .

Observação 3.5. O atrator global A é minimal na classe de todos os subconjuntos B ⊂ V

fechados e limitados que atrai conjuntos limitados.

Observação 3.6. O atrator global A é conexo se, e somente se, existe um subconjunto

conexo limitado B ⊂ V tal que A ⊂ B.

Definição 3.13. O semigrupo {T (t)} é dito ser ponto dissipativo se, e somente se,

existe um subconjunto B ⊂ V não vazio e limitado que atrai todo ponto em V . O semi-

grupo {T (t)} é dito ser dissipativo limitado se, e somente se, existe um subconjunto

B ⊂ V não vazio, limitado o qual atrai todo subconjunto subconjunto limitado de V .

Definição 3.14. O semigrupo {T (t)} é dito de assintoticamente suave se, e somente

se, cada subconjunto W ⊂ V , não vazio, fechado, limitado, positivamente invariante

contém um subconjunto compacto, não vazio C que atrai W .

Observação 3.7. Se {T (t)} é um C0-semigrupo num espaço métrico V e se {T (t)} tem

um atrator global A, então {T (t)} é dissipativo limitado e assintoticamente suave.

Proposição 3.1. Seja {T (t)} um C0-semigrupo atuando num espaço métrico V , se B ⊂
V é não vazio, e se para algum número tB ≥ 0, o conjunto⋃

s≥tB

T (s)B

é um conjunto limitado, então ω(B) é não vazio, compacto e invariante. Além disso ω(B)

atrai B.

Corolário 3.1. Seja {T (t)} um C0-semigrupo num espaço métrico e suponha que {T (t)}
tem um atrator global A, então

1. A é a união dos conjuntos ω-limite de todos los subconjuntos limitados de V ;

2. A é a união dos conjuntos ω-limite de todos os subconjuntos compactos de V ;

3. A é a união de todas as órbitas completas de v ∈ V invariantes e limitadas;

4. A é a união de todas as órbitas completas de v ∈ V invariantes e precompactos.



Observação 3.8. Seja {T (t)} um C0-semigrupo num espaço métrico V e seja A um

subconjunto não vazio, compacto e invariante. Se {T (t)} é assintoticamente suave, então

as seguites condições são equivalentes

1. A é estável assintoticamente;

2. A é estável assintoticamente uniforme.

Teorema 3.1. Se {T (t)} é um C0-semigrupo num espaço métrico V . Se {T (t)} é ponto

dissipativo, assintoticamente suave e as órbitas de conjuntos limitados continuam sendo

limitadas, então {T (t)} tem um atrator global.

Demonstração. A prova vai consistir de dois passos:

Passo 1) Primeiro vamos provar a existência de um conjunto O ⊂ V tal que cada

conjunto compacto C ⊂ V tem uma vizinhança aberta NC que é absorvido por O. Pela

hipótese existe um subconjunto W0 ⊂ V não vazio limitado que atrai pontos de V . Seja

NW0 uma vizinhança arbitrária de W0. Usando a continuidade de {T (t)} e o fato de que

NW0 absorve pontos de V, conclúımos que, para todo v ∈ V existem τv ≥ 0 e uma bola

BV (v; ϵv) ⊂ V tal que

T (τv)BV (v; ϵv) ⊂ NW0 . (3.1)

Agora, vamos escolher tNW0
≥ 0 tal que

O :=
⋃

t≥tNW0

T (t)NW0

é limitado. De (3.1) observamos que, para qualquer v ∈ V existem tv := τv + tNW0
e uma

bola BV (v; ϵv) tal que

T (t)BV (v; ϵv) ⊂ O, para todo t ≥ tv. (3.2)

Consideremos agora, um subconjunto compacto C ⊂ V arbitrário. Note que {BV (v; ϵv)}v∈C
é um cubrimento aberto para C, como C é compacto, então existem v1, v2, ..., vn pontos

de C tal que

C ⊂
n⋃

k=1

BV (vk; ϵvk) := NC (3.3)

de (3.1) e (3.2) obtemos

T (t)C ⊂ T (t)NC =
n⋃

k=1

T (t)BV (vk; ϵvk) ⊂ O

para todo t ≥ max {t1, t2, ..., tn}.



Passo 2) Agora, vamos construir um conjunto compacto e invariante A que atrai subcon-

juntos limitados de V . Seja B ⊂ V limitado. A hipótese da Proposição 3.1 garante-nos

que ω(B) é compacto e atrai B, isto é, para qualquer vizinhaça aberta Nω(B) de ω(B)

existe tB ≥ 0 tal que

T (t)B ⊂ Nω(B), para todo t ≥ tB. (3.4)

Pelo resultado obtido no passo 1), existe alguma vizinhança Nω(B) de ω(B) absorvido por

O. De (3.4) obtemos, para todo B ⊂ V limitado, existe tB ≥ 0 tal que

T (t)B ⊂ O para todo t ≥ tB. (3.5)

Seja A := ω(O). Usando de novo a Proposição 3.1 A é compacto, invariante e atrai O,

também por (3.5) A atrai conjuntos limitados de V . Logo, A é um atrator global em

V.

Observação 3.9. Pelo Teorema 3.1 e da Observação 3.7, conclúımos que se {T (t)} é um

C0-semigrupo num espaço métrico V e se pela ação de {T (t)}, as órbitas de conjuntos

limitados são limitadas, então {T (t)} tem um atrator global em V se, e somente se, {T (t)}
é ponto dissipativo e assintoticamente suave.

Observação 3.10. Note que da prova do Teorema 3.1 obtemos a seguinte propriedade

∀B ⊂ V limitado ∃tB ≥ 0 tal que
⋃
t≥tB

T (t)B é limitado em V. (3.6)

Definição 3.15. Seja {T (t)} é um C0-semigrupo num espaço métrico V . O funcional

L : V −→ R é chamada de função de Lyapunov para {T (t)} se

1. L é cont́ınua em V e limitada;

2. Para cada v ∈ V a função (0,+∞) ∋ t −→ L(T (t)v) ∈ R é não crescente;

3. Para cada v ∈ V temos L(T (t)v) = const para todo t ≥ 0 implica que T (t)v = v

para todo t ≥ 0.

Corolário 3.2. Seja {T (t)} é um C0-semigrupo assintoticamente suave num espaço

métrico V e suponha que {T (t)} satisfaz a Observação 3.10. Além disso, suponha que

todos os pontos de equiĺıbrio de {T (t)} estão em um subconjunto limitado de V . Se {T (t)}
tem uma função de Lyapunov, então {T (t)} tem um atrator global.

Lema 3.1. Se {T (t)} é um C0-semigrupo compacto num espaço métrico V , então {T (t)}
é assintoticamente suave.



Lema 3.2. Se {T (t)} é um C0-semigrupo compacto num espaço métrico V , então; para

cada B ⊂ V limitado e para cada τ2 > τ1 > 0 tem-se⋃
t∈[τ2,τ1]

T (t)B é limitado em V. (3.7)

Corolário 3.3. Seja {T (t)} um C0-semigrupo num espaço métrico V . Se {T (t)} é com-

pacto e ponto dissipativo, então {T (t)} tem um atrator global em V .

Corolário 3.4. Seja {T (t)} é um C0-semigrupo num espaço métrico V . Além disso,

suponha que todos os ponto de equiĺıbrio de {T (t)} estão num subconjunto limitado de V.

Se existe uma função de Lyapunov L para {T (t)}, então {T (t)} tem um atrator global.

Vamos agora falar do conceito de espectro, resolvente e resolvente compacto (ver [12]).

Definição 3.16. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear no espaço de Banach X.

O conjunto resolvente de A, denotado por ρ(A), é o conjunto dos λ ∈ C para os quais

o operador resolvente de A em λ

Rλ(A) : X −→ D(A), Rλ(A) := (λId− A)−1

existe e é limitado.

Definição 3.17. O espectro de A é o conjunto σ(A) = C− ρ(A).

Definição 3.18. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

em X. Dizemos que A tem resolvente compacto se (λId− A)−1 : X −→ D(A) ⊂ X é

uma função compacta para cada λ ∈ ρ(A).

A noção de operador setorial tem grande importância no estudo das equações diferen-

ciais. Consideremos a ∈ R e ϕ ∈
(
0,
π

2

)
, um setor do plano complexo é dado pela relação

Sa,ϕ = {λ ∈ C : ϕ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ ̸= a} . (3.8)

Definição 3.19. Considere o operador linear, fechado e definido densamente A : D(A) ⊂
X −→ X num espaço de Banach X, então A é um operador setorial em X se, e

somente se, existem a ∈ R, ϕ ∈
(
0, π

2

)
e M > 0 tal que

1. O conjunto resolvente ρ(A) contém o setor Sa,ϕ;

2.
∥∥(λId− A)−1

∥∥
B(X,X)

≤ M

|λ− a|
, para cada λ ∈ Sa,ϕ.



Definição 3.20. Seja X um espaço de Banach e {T (t)} um C0-semigrupo em X. Dize-

mos que {T (t)} é um semigrupo anaĺıtico, se existe um setor do plano complexo

S = {z ∈ C : ϕ1 < arg(z) < ϕ2} , com (ϕ1 < 0 < ϕ2)

e uma famı́lia de operadores lineares limitados T (z) : X −→ X, z ∈ S, coincidindo com

T (t) para t ≥ 0 e tais que

1. z −→ T (z) é analit́ıca em S;

2. Para z ∈ S lim
z→0

T (z)x = x, para todo x ∈ X;

3. T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), para z1, z2 ∈ S.

Teorema 3.2. Seja X um espaço de Banach. Então um operador linear definido densa-

mente A é um gerador negativo de um semigrupo anaĺıtico {T (t)} de operadores limitados

T (t) : X −→ X, t ≥ 0, se, e somente se, A é um operador setorial.

De agora para frente a notação
{
e−At

}
será usada para o semigrupo anaĺıtico corres-

pondente ao gerador infinitesimal −A.

No caso onde Reσ(A) > 0, isto é, quando os elementos do espectro tenham parte real

positiva. Então as estimativas da norma ∥·∥B(X,X)
de um semigrupo de operadores mostra

que o processo decai ao longo do tempo quando t −→ +∞.

Teorema 3.3. Seja A um operador setorial num espaço de Banach tal que Reσ(A) >

a > 0. Então, para algumas constantes positivas C0, C1.∥∥e−At
∥∥
B(X,X)

≤ C0e
−at, t ≥ 0 (3.9)

e ∥∥Ae−At
∥∥
B(X,X)

≤ C1e
−at, t > 0 (3.10)

Proposição 3.2. Seja A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear, autoadjunto, densa-

mente definido num espaço de Hilbert, se adicionalmente, A é limitado em H, isto é,

existe m ∈ R para todo x ∈ D(A) tal que

⟨Ax, x⟩H ≥ m ∥x∥2H . (3.11)

Então A é um operador setorial em H. (Dizemos que A é definido positivo se m é

positiva.)



Agora, suponha que X é um espaço de Banach e A é um operador setorial em X

com Re(σ(A)) > 0. Tal operador A será chamado operador setorial positivo. Em

particular, define um operador autoadjunto, positivo num espaço de Hilbert que satisfaz

(2) na Definição 3.19. O Teorema 3.3, permite-nos definir, para cada α ∈ (0,∞), o

operador A−α : X −→ X definido pela integral

A−αv :=
1

Γ(α)

∫ +∞

0

tα−1e−Atvdt. (3.12)

Proposição 3.3. Suponha que A é um operador setorial num espaço de Banach X com

Re(σ(A)) > 0. A−α, α ∈ (0,+∞) define um operador linear limitado em X dando uma

correspondência um a um entre X e a imagem R(A−α). Também A−1 : D(A) −→ X

coincide com a inversa de A e

A−αA−β = A−(α+β), para α, β > 0.

Como vimos acima, cada A−α, α > 0 é invert́ıvel. Vamos denotar o operador inverso

por Aα e usaremos o śımbolo Xα para o domı́nio da função Aα; isto é, Xα := R(A−α).

Também estendemos a noção de operador potência no caso onde α = 0, tomando A0 = I

em X0 = X.

Proposição 3.4. Seja A é um operador setorial num espaço de Banach X com Re(σ(A)) >

0. Então Xα com α ∈ [0,+∞) cuja norma ∥v∥Xα := ∥Aαv∥X enquanto que Aα : Xα −→
X é um operador linear, fechado, definido densamente em X satisfazendo

AαAβ = AβAα = Aα+β, α, β ≥ 0.

Além disso, Xα é um subconjunto denso de Xβ para α ≥ β ≥ 0, as inclusões

Xα ⊂ Xβ, α ≥ β ≥ 0

são densas e cont́ınuas. Também elas vão ser compactos pois A tem resolvente compacto.

Proposição 3.5. Seja A é um operador setorial num espaço de Banach X com Re(σ(A)) >

0. Para α ≥ 0, t ≥ 0, Aαe−At é um operador linear limitado em X tal que

∥∥Aαe−At
∥∥
B(X,X)

≤ Cα
e−αt

tα
, t > 0, (3.13)

e

Aαe−At = e−AtAα em Xα, t ≥ 0.

com α > 0 e tal que Re(σ(A)) > α,



Proposição 3.6. Se A satisfaz a condição da Definição 3.19 com algum a ∈ R e ϕ ∈(
0,
π

2

)
, seja também Re(σ(A)) > 0. Então

(Aβ)α = Aαβ,

para β ∈
(
0, π

ϕ

)
arbitrário e α > 0.

3.2 O Problema de Cauchy Abstrato

Nesta seção vamos estudar o Caṕıtulo 2, de [10] no que diz respeito ao problema de Cau-

chy com um operador setorial. Vamos dar as condições para provar a existência da solução

desse problema. Vamos introduzir a Fórmula Integral de Cauchy.

Considere o problema de Cauchyu̇+ Au = F (u), t > 0

u(0) = u0,
(3.14)

em que A é um operador setorial num espaço de Banach X. Sem perda de generalidade,

vamos assumir que A é um operador setorial positivo (isto é, Re(σ(A)) > 0). Já que o

conjunto resolvente de um operador linear fechado é bem conhecido que é um conjunto

aberto do plano complexo, temos que

Re(σ(A)) > a, para algum a positivo.

Portanto, o espaço potência Xα, com α > 0 é definido como a imagem do operador A−α.

Nesta situação, vamos sempre tomar α ∈ [0, 1) fixo. O termo não linear F em (3.14) é

Lipchitz cont́ınua em conjuntos limitado de Xα. Isto é, existe uma função não decrescente

L : [0,∞) −→ [0,∞) tal que

∥F (v)− F (w)∥X ≤ L(r) ∥v − w∥Xα

para v, w ∈ BXα(r), que denota a bola de raio r > 0, centrada em 0 no espaço Xα.

Para obter os resultados desta seção, considera-se

Hipótese 3.1. Seja X um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X −→ X um operador setorial

positivo em X e seja F : Xα −→ X Lipschitz cont́ınua num conjunto limitado de Xα

para algum α ∈ [0, 1).



Definição 3.21. Seja X um espaço de Banach, α ∈ [0, 1) e u0 um elemento de Xα. Se

para algum número real τ > 0 a função u ∈ C([0, τ), Xα) satisfaz

1. u0 = u(0);

2. u ∈ C1([0, τ), Xα);

3. u(t) está em D(A) para todo t ∈ (0, τ), e satisfaz a primeira equação em (3.14) em

X para todo t ∈ (0, τ).

Então, ela é chamada de solução local Xα de (3.14).

O seguinte teorema é muito importante em nosso estudo, porque ele prova a existência

da solução para o problema (3.14) em um intervalo maximal de solução.

Teorema 3.4. Sob a Hipótese 3.1, para cada u0 ∈ Xα, existe uma única solução u =

u(t, u0) de (3.14) definida no seu intervalo maximal de existência [0, τu0) isso quer dizer

que ou τu0 = +∞ ou se τu0 < +∞ então

lim
t→τ−u0

sup ∥u(t, u0)∥Xα = +∞.

Corolário 3.5. Sob a Hipótese 3.1, para cada β ∈ [α, 1) u0 ∈ Xβ, existe uma única

solução u = u(t, u0) de (3.14) definida em seu máximo intervalo de existência [0, τu0).

Lema 3.3. (Fórmula Integral de Cauchy.) Sob a Hipótese 3.1 e u ∈ C([0, τ), Xα).

Então u é uma Xα solução local de (3.14) se, e somente se, u satisfaz a equação integral

u(t) = e−Atu0 +

∫ t

0

e−A(t−s)F (u(s))ds, t ∈ [0, τ). (3.15)

Considerando o Lema 3.3 temos algumas propriedades interessantes.

Corolário 3.6. Considerando a Hipótese 3.1 e u ∈ C([0, τ), Xα), se u satisfaz em X a

equação integral (3.15), então

u ∈ C((0, τ), X1)

e

u̇ ∈ C((0, τ), Xγ), γ ∈ [0, 1).

Proposição 3.7. Sob a Hipótese 3.1, para qualquer conjunto limitado B ⊂ Xα existe

um tempo tB > 0 tal que a solução u(t, u0) de (3.14) com u0 ∈ B existe e está limitada

uniformente em Xα para todo t ∈ [0, TB] e u0 ∈ B.



Proposição 3.8. Suponha que a Hipótese 3.1 é satisfeita, e uma sequência {un}n ⊂ Xα e

un −→ u0 em Xα. Então T0 = inf {τun : n ∈ N} é positivo, τu0 > T0 (sendo τun o extremo

do intervalo maximal de solução de u(t, un)) e para todo T ∈ (0, T0) temos que

sup
t∈[0,T ]

∥u(t, un)− u(t, u0)∥Xα −→ 0, quando n −→ +∞.

3.3 Semigrupo das Soluções Globais

Nesta seção vamos continuar com o estudo do problema abstrato de Cauchyu̇+ Au = F (u), t > 0

u(0) = u0,

sob a Hipótese 3.1. Nosso trabalho aqui será obter as soluções globais para (3.14).

Definição 3.22. A função u = u(t) é dita a solução Xα global de (3.14) se satisfaz os

requerimentos da Definição 3.21 com τ = +∞.

De acordo com o Teorema 3.4 da existência da solução de (3.14), para a prova da

solução global de (3.14) é suficiente mostrar que a norma ∥u(t, u0)∥Xα não explode num

tempo finito T , isto é, para cada T > 0

lim
t→T−

sup ∥u(t)∥Xα < +∞.

A geração de semigrupos não lineares é dada da seguinte maneira: Se para qualquer

condição inicial u0 ∈ Xα corresponde uma solução global u(t, u0) de (3.14), então um

C0-semigrupo {T (t)} correspondente a (3.14) pode ser definido em Xα via a relação

T (t)u0 = u(t, u0), t ≥ 0. (3.16)

Observação 3.11. Note que da definição C0-semigrupo e considerando a relação definida

em (3.16), tem-se que T (0)u0 = u(0, u0) = u0, pois (3.14) é autônomo, também temos

que

T (t1)T (t2)u0 = T (t1 + t2)u0, t1, t1 ≥ 0,

é uma consequência da unicidade das soluções. Finalmente a continuidade da função

[0,+∞)×Xα ∋ (t, u0) −→ T (t)u0 ∈ Xα,

segue da Proposição 3.2 e do fato que u(·, u0) ∈ C([0,+∞), Xα).



Vamos dar algumas condições para garantir a existência de solução global de (3.14).

Considere as seguintes condições:

Condição 3.1. A relação em (3.16) define em Xα, correspondendo a (3.14), um C0-

semigrupo {T (t)} de soluções globais em Xα, cujas órbitas de conjuntos limitados são

limitadas.

Condição 3.2. É posśıvel escolher,

i. um espaço de Banach Y , com D(A) ⊂ Y ;

ii. uma função localmente limitada c : [0,+∞) −→ [0,+∞);

iii. uma função não decrescente g : [0,+∞) −→ [0,+∞);

iv. certo número θ ∈ [0, 1) tal que para cada u0 ∈ Xα as seguintes equações são satisfeitas

∥u(t, u0)∥Y ≤ c(∥u0∥Xα), t ∈ (0, τu0) (3.17)

e

∥F (u(t, u0))∥X ≤ g(∥u(t, u0)∥Y )(1 + ∥u(t, u0)∥θXα), t ∈ (0, τu0). (3.18)

Teorema 3.5. Sob a Hipótese 3.1, as Condições 3.1 e 3.2 são equivalentes.

Observação 3.12. Se a Hipótese 3.1 é satisfeita e u0 ∈ Xα. Então u(t, u0) é definida e

uniformente limitada para t ≥ 0 se, e somente se, existe um espaço de Banach D(A) ⊂ Y

e uma função não-decrescente g : [0,+∞) −→ [0,+∞) tal que

∀C > 0 ∀t ∈ (0, τmax(u0)) tal que ∥u(t, u0)∥Y ≤ C, (3.19)

além disso, existe θ ∈ [0, 1) tal que para todo t ∈ (0, τmax(u0)) tem-se

∥F (u(t, u0))∥X ≤ g(∥u(t, u0)∥Y )
(
1 + ∥u(t, u0)∥θXα

)
. (3.20)

Observação 3.13. Assuma que a Hipótese 3.1 é satisfeita e V ⊂ Xα. Então u(t, u0)

existe globalmente no tempo para cada u0 ∈ V se, e somente se, há um espaço de Banach

D(A) ⊂ Y e uma função não decrescente g : [0,+∞) −→ [0,+∞) tal que, para todo

u0 ∈ V existe Cu0 > 0 tal que para cada t ∈ (0, τmax(u0)) temos

∥u(t, u0)∥Y ≤ Cu0 , (3.21)

também, existe θ ∈ [0, 1) para todo u0 ∈ V e para todo t ∈ (0, τmax(u0))

∥F (u(t, u0))∥X ≤ g(∥u(t, u0)∥Y )
(
1 + ∥u(t, u0)∥θXα

)
. (3.22)



Observação 3.14. Assuma que a Hipótese 3.1 é satisfeita e V ⊂ Xα. As seguintes

condições são equivalentes.

Condição 3.3. u(t, u0) não explode para u0 ∈ V e para cada subonjunto limitado B ⊂ Xα

o conjunto {u(t, u0) : u0 ∈ B ∩ V, t ≥ 0} é limitado em Xα.

Condição 3.4. Há um espaço de Banach D(A) ⊂ Y e uma função não decrescente

g : [0,+∞) −→ [0,+∞) em que (4.1) e (3.22) são satisfeitas e a função c : V −→ [0,+∞)

em (4.1) leva conjuntos limitados de V em subconjuntos limitados de [0,+∞).

Corolário 3.7. Assuma que a Hipótese 3.1 seja satisfeita e V ⊂ Xα arbitrário. Se os

requerimentos da Condição 3.2 são satisfeitos para u0 ∈ V , isto é, é posśıvel escolher um

espaço de Banach Y com D(A) ⊂ Y , uma função localmente limitada c : [0,+∞) −→
[0,+∞), uma função não decrescente g : [0,+∞) −→ [0,+∞) e certo número θ ∈ [0, 1)

tal que para u0 ∈ V se satisfaz ambas desigualdades (3.17) e (3.18). Então a solução

local correspondente a u0 ∈ V existe para todo t ≥ 0. Adicionalmente, se u0 ∈ V implica

que u(t, u0) ∈ V enquanto existir então a relação (3.16) definida em V correspondente a

(3.14), um C0 semigrupo {T (t)} da solução global tendo órbitas de conjuntos limitados

limitadas.

Agora, note que assumindo a Hipótese 3.1 e denotando por T (t)u0 uma solução local

de (3.14) originada para um u0 ∈ Xα, pela Proposição 3.7 para qualquer t ∈ (0, τB) a

imagem T (t)B de um conjunto limitado B ⊂ Xα está bem definido.

Proposição 3.9. Sob a Hipótese 3.1, seja T (t)u0 denotada a solução local de (3.14)

originada em u0 ∈ Xα, então para qualquer subconjunto limitado B ⊂ Xα e todo t ∈
(0, τB) vamos ter que T (t)B é limitado em Xα+ϵ para cada α + ϵ < 1.

Lema 3.4. Sob as hipóteses da Proprosição 3.9 temos que para cada B ⊂ Xα limitado e

cada t ∈ (0, τB) tem-se T (t)B é limitado em X1.

Teorema 3.6. Assuma que a Hipótese 3.1 é satisfeita e (3.16) define um C0 semigrupo

T (t) : Xα −→ Xα, t > 0 de uma solução global de (3.14). Então, para cada t > 0, T (t)

leva conjuntos limitados de Xα e precompactos em X em conjuntos precompactos de Xα.

Vamos dar outra condição como uma contrapartida da Condição 3.2.

Condição 3.5. É posśıvel escolher,

i. um espaço de Banach com D(A) ⊂ Y ;

ii. uma função c : [0,+∞) × (0,+∞) −→ R em que c(·, s) é localmente limitada para

s > 0 fixo;



iii. uma função não-decrescente g : [0,∞) −→ [0,∞);

iv. um número θ ∈ [0, 1), tal que para cada u0 ∈ Xα satisfaz as seguintes equações

∥u(t, u0)∥Y ≤ c(∥u0∥Xα , s), 0 < s ≤ t < τu0 (3.23)

e

∥F (u(t, u0))∥X ≤ g(∥u(t, u0)∥Y )
(
1 + ∥u(t, u0)∥θXα

)
, t ∈ (0, τu0). (3.24)

Teorema 3.7. Sob a suposição 3.1, as Condições 3.2 e 3.5 são equivalentes.

Teorema 3.8. Assuma que a Hipótese 3.1 é satisfeita e o conjunto resolvente de A seja

compacto e a relação (3.16) define um C0-semigrupo T (t) : Xα −→ Xα, t > 0 de uma

solução global para (3.14). Então, para cada t > 0, T (t) é uma função compacta em Xα.

Demonstração. Sejam t > 0 fixado e B ⊂ Xα limitado, pela Proposição 3.9 podemos

escolher τB e tomar t1 ∈ (0,min(t, τB)), logo; T (t1)B é limitada em Xα+ϵ para α+ ϵ < 1,

como a resolvente de A é compacto, então a inclusão Xα+ϵ ⊂ Xα é compacto. Portanto

T (t1)B é um subconjunto precompacto em Xα. Pela continuidade da função T (t− t1) em
Xα garante que a imagem T (t)B = T (t − t1)T (t1)B será um subconjunto precompacto

de Xα, isso conclui a prova.

Corolário 3.8. Sob as hipótese do Teorema 3.8, o semigrupo {T (t)} gerado por (3.14)

é completamente cont́ınuo, mais exatamente; para cada subconjunto limitado B ⊂ Xα e

cada T ≥ 0. As seguintes condições sarão satisfeitas⋃
0≤t≤T

T (t)B é limitado em Xα

e ⋃
t1≤t≤T

T (t)B é um conjunto precompacto em Xα para cada t0 > 0.

3.4 Construção do Atrator Global

Na seção anterior formulamos as condições necessárias e suficientes para que problema o

(3.14) u̇+ Au = F (u), t > 0

u(0) = u0,

gere uma C0-solução {T (t)} de uma solução global Xα com órbitas de conjuntos limitados

limitadas. Também discutimos se o semigrupo é compacto. Nas considerações a seguir,



vamos estabelecer a dissipatividade pontual de {T (t)} que é uma parte crucial para provar

a existência do atrator global.

Teorema 3.9. Assumindo a Hipótese 3.1 e V ⊂ Xα tal que todos os requerimentos da

Condição 3.2 são satisfeitos para u0 ∈ V . Se a desigualdade (3.17) da Condição 3.2 tem

a propriedade adicional que

∃C > 0 ∀u0 ∈ V tal que lim
t→+∞

∥u(t, u0)∥Y < C, (3.25)

então a solução de (3.14) satisfaz a desigualdade

∃C ′ > 0 ∀u0 ∈ V tal que lim
t→+∞

sup ∥u(t, u0)∥Xα < C ′. (3.26)

Corolário 3.9. Se a função g que aparece na Condição 3.2 é cont́ınua e satisfaz g(0) = 0,

então para cada u0 ∈ Xα se

lim
t→+∞

sup ∥u(t, u0)∥Y = 0

então

lim
t→+∞

sup ∥u(t, u0)∥Xα = 0

Corolário 3.10. Se em vez de (3.25) vale a seguinte condição mais forte

∃C > 0 ∀r > 0 tem-se lim sup
t→+∞

sup
u0∈BXα (r)

∥u(t, u0)∥Y ≤ C, (3.27)

então o semigrupo {T (t)} é dissipativo limitado em Xα.

Corolário 3.11. Sob a Hipótese 3.1, as seguintes sentenças são equivalentes.

1. A relação (3.16) define em Xα um C0 semigrupo {T (t)} de uma solução global de

(3.14) que têm órbitas limitadas de conjuntos limitados e é ponto dissipativo (ou

dissipativo limitado) em Xα.

2. Os requerimentos da Condição 3.2 são satisfeitos junto com a desigualdade (3.17),

adicionalmente satisfazendo a desigualdade (3.25).

No caso em que o conjunto resolvente seja compacto (ver Teorema 3.8) temos que

o semigrupo é compacto e pelo Corolário 3.3 só precisamos provar que {T (t)} é ponto

dissipativo.

Teorema 3.10. Assumindo a Hipótese 3.1 é satisfeita, o conjunto resolvente de A com-

pacto e qualquer subconjunto V ⊂ Xα tal que



1. V é fechado na topologia de Xα;

2. todos os requerimentos para a Condição 3.2 (ou da Condição 3.5) para u0 ∈ V ;

3. T (t)V ⊂ V para cada t ≥ 0;

4. a desigualdade (3.17) da Condição 3.2 (ou respectivamente (3.23) na Condição 3.5)

é assintoticamente independente de u0 ∈ V.

Então o semigrupo {T (t)} restrito a um espaço completo V tem um atrator global.

Demonstração. Para provar o teorema é suficiente usar o Corolário 3.3, isso junto com

uma consequência do Corolário 3.7 o semigrupo correspondente a (3.14) em V os conjuntos

limitados têm órbitas limitadas. Pela hipótese 4) e pelo Teorema 3.9, é ponto dissipativo

em V , emquanto que como resultado do Teorema 3.8, T (t) : V −→ V é compacta para

cada t > 0. Logo, {T (t)} é um C0-semigrupo ponto dissipativo e compacto em V .

Portanto, a existência do atrator global para {T (t)} se segue do Corolario 3.3.

Corolário 3.12. Assumindo que a Hipótese 3.1 é satisfeita e A tem resolvente compacto,

então os seguintes afirmações são equivalentes:

i) A relação (3.16) define em Xα, um C0 subgrupo {T (t)} de uma solução global do

problema (3.14) que tem um atrator global em Xα.

ii) A Condição 3.2 (ou respectivamente a Condição 3.5) se sustenta com a estimativa

(3.17) assintoticamente independente de u0 ∈ Xα.

Demonstração. ii) =⇒ i) Se segue do teorema anterior.

i) =⇒ ii) Note que o conjunto resolvente de A é compacto, se o atrator global existe

as órbitas de conjuntos limitados devem ser limitadas (ver Corolário 3.8). Também pelo

Corolário 3.11 o semigrupo é ponto dissipativo.

Considerando o caso especial, quando (3.14) fornece a existência da função de Lyapu-

nov L de {T (t)} no contexto de 3.14. Neste caso a existência do atrator global é dado

pelos Corolários 3.7 e 3.2

Teorema 3.11. Suponha que a resolvente de A é um conjunto compacto e que a Hipótese

3.1 é satisfeita. Seja V ∈ Xα um subconjunto tal que

1. todos os requisitos da Condição 3.2 (ou a Condição 3.5) são satisfeitas para u0 ∈ V ;

2. V é fechado na topologia de Xα;

3. T (t)V ⊂ V para cada t ≥ 0;



4. o conjunto {v ∈ V : T (t)v = v, para todo t ≥ 0} é limitado em V .

Se há uma função de Lyapunov L então {T (t)} restrito a um espaço completo V tem um

atrator global.

Nota: Veja [4] para mais detalhes. Conclusão para o problema abordado no seguinte

caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Convergência de Equações

Parabólicas Quaselineares a uma

Equação Semilinear

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo vamos apresentar os resultados estudados nos artigos [5] e [4]. Apresen-

taremos a semicontinuidade superior dos atratores globais para o problema (4.2) quando

j −→ +∞. Vamos considerar a seguinte equação semilinear
∂tu−∆u+ u = b(u), x ∈ Ω, t > 0
∂u

∂n⃗
= 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω),

(4.1)

em que Ω é um domı́nio limitado de fronteira suficientemente suave de RN , N > 0 e b :

R −→ R é uma função continuamente diferenciável e globalmente Lipschitz e considerando

seu operador de Nemytskíı associado B : L2(Ω) −→ L2(Ω), isto é; para qualquer u :

[0,∞) −→ L2(Ω) e x ∈ Ω, B(u(t))(x) := b(u(x, t)). Note que B é globalmente Lipschitz

com a mesma constante Lipschitz de b. O problema (4.1) pode ser visto como o problema

limite das equações
∂tu−∆pj(x)u+ |u|pj(x)−2u = b(u), x ∈ Ω, t > 0
∂u

∂n⃗
= 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω),

(4.2)

quando pj −→ 2 em L∞(Ω) quando j −→ +∞.
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Suponha {pj}j∈N é uma sequência de funções cont́ınuas pj : Ω −→ R tal que p−j :=

inf pj ≥ 2 e {pj}j∈N converge para 2 em L∞(Ω) quando j −→ +∞. Denotamos por

p+j := sup pj. Estamos supondo que 2 ≤ pj(x) ≤ p1(x) ≤ p0 para todo x ∈ Ω.

O operador Aj,1 : W
1,pj(·)(Ω) −→

[
W 1,pj(·)(Ω)

]∗
dado por

Aj,1 =

∫
Ω

|∇u(x)|pj(x)−2∇u(x).∇v(x)dx+
∫
Ω

|u(x)|pj(x)−2u(x)v(x)dx,

para qualquer u ∈ W 1,pj(·)(Ω) e v ∈ W 1,pj(·)(Ω) é um operador maximal monótono e

consequentemente o operador Aj, a realização de Aj,1 em L2(Ω), é maximal monótono em

L2(Ω). Denotamos

Aju = −∆pj(x)u+ |u|pj(x)−2u = − div(|∇u|pj(x)−2∇u) + |u|pj(x)−2u,

para qualquer j ∈ N. Além disso, o operador Aj é a subdiferencial ∂φj de uma aplicação

convexa, própria e s.c.i φj : L
2(Ω) −→ R definida por

φj(u) =


∫
Ω

1

pj(x)
|∇uj(t, x))|pj(x)dx+

∫
Ω

1

pj(x)
|uj(t, x))|pj(x)dx se u ∈ W 1,pj(·)(Ω)

+∞ Caso contrário.

O problema (4.2) pode ser escrito de maneira abstrata como
du

dt
+ Aju = B(u), t > 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω),
(4.3)

com B : L2(Ω) −→ L2(Ω) globalmente Lipschitz. Sabemos que o problema (4.3) tem uma

solução global forte uj e tem um atrator global em L2(Ω), Usando a teoria de semigrupos

não lineares e a teoria de operadores máximais monótonos garantimos a existência de um

atrator global para (4.3) o qual vai ser denotado por Aj. (Ver [22][24] para mais detalhes).

Defina o operador A : D(A) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω) por

D(A) :=

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂n⃗
= 0 em ∂Ω

}
e

Au := −∆u+ u

para todo u ∈ D(A).

Sabemos que operador A é um operador auto-adjunto positivo em L2(Ω) com resol-

vente compacto e, além disso o operador −A gera um semigrupo compacto análitico em



L2(Ω) (isto é; A é um operador setorial no sentido de Henry [16]). Se A é como acima,

consideremos no espaço L2(Ω) o seguinte problema parabólico autônomo semilinear
du

dt
+ Au = B(u) se t>0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω).
(4.4)

Seja {S(t)u0 := u(t, u0)}t≥0 a solução suave e única de (4.4).

Teorema 4.1. O problema limite (4.4) tem um atrator global em L2(Ω), denotado por

A∞.

Demonstração. Pela Hipótese 3.1 junto com a condição de crescimento sublinear

∥B(u)∥L2(Ω) ≤ (1 + ∥u∥D(Aα)), para toda u ∈ D(Aα).

Segue-se o resultado.

4.2 Estimativas Uniformes das Soluções

Nesta seção vamos fazer ulgumas estimativas necessárias para obter os resultados de

convergência das soluções e também de existência de atrator para o problema (4.2).

Proposição 4.1. Consideremos b e B de constante de Lipschits L <
1

2p
+
1 (|Ω|+ 1)2

e

sejam p−j , p
+
j ∈ [2, p0], p0 > 2 para qualquer j. Então existe uma bola M0 de raio R0 a

qual não depende de j, tal que para qualquer conjunto limitado D em L2(Ω) existe um

tempo T = T (D) tal que uj ∈ M0 se t ≥ T para qualquer j ∈ N e uj(0) = u0j ∈ D.

Também, para qualquer conjunto limitado D existe uma constante R = R(D) tal que

∥uj(t)∥L2(Ω) ≤ R, para todo t ≥ 0, j ∈ N e uj(0) = u0j ∈ D.

Demonstração. Seja τ > 0 multiplicando uj(τ) na equação (4.3) tem-se

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) =

d

dτ
⟨u(τ), u(τ)⟩

=
d

dτ

∫
Ω

u(τ)u(τ)dt

=

∫
Ω

duj(τ)

dτ
u(τ)dt+

∫
Ω

u(τ)
duj(τ)

dτ
dt

= 2

〈
duj(τ)

dτ
, u(τ)

〉



e

⟨Auj(τ), uj(τ)⟩ =
∫
Ω

|∇uj(τ)|pj(x)−2∇uj(τ) · ∇uj(τ) dx+
∫
Ω

|uj(τ)|pj(x)−2uj(τ) · uj(τ) dx

=

∫
Ω

|∇uj(τ)|pj(x) dx+
∫
Ω

|uj(τ)|pj(x) dx.

Logo,

⟨Bj(τ), uj(τ)⟩ =
1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) +

∫
Ω

|∇uj(τ)|pj(x)dx+
∫
Ω

|uj(τ)|pj(x)dx. (4.5)

Como B é Lipschitz e usando a Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz, temos

⟨B(uj(τ), uj(τ))⟩ = ⟨B(uj(τ))−B(0) +B(0), uj(τ)⟩

= ⟨B(uj(τ))−B(0), uj(τ)⟩+ ⟨B(0), uj(τ)⟩

≤ ∥B(uj(τ))−B(0)∥L2(Ω) ∥uj(τ)∥L2(Ω) + ∥B(0)∥L2(Ω) ∥uj(τ)∥L2(Ω)

≤ L ∥uj(τ)− 0∥L2(Ω) ∥uj(τ)∥L2(Ω) + ∥B(0)∥L2(Ω) ∥uj(τ)∥L2(Ω)

≤ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + ∥B(0)∥L2(Ω) ∥uj(τ)∥L2(Ω) .

Portanto,

⟨Bj(τ), uj(τ)⟩ =
1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) +

∫
Ω

|∇uj(τ)|pj(x) dx+
∫
Ω

|uj(τ)|pj(x) dx

≤ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + ∥B(0)∥L2(Ω) ∥uj(τ)∥L2(Ω) . (4.6)

Vamos usar agora o seguinte lema.

Lema 4.1. Para todo v ∈ W 1,pj(·)(Ω) tem-se

⟨Ajv, v⟩W 1,pj(·)(Ω)∗,W 1,pj(·)(Ω)
≥ 1

2p+

∥v∥p
+

W 1,pj(·)(Ω)
se ∥v∥

W 1,pj(·)(Ω)
< 1

∥v∥p
−

W 1,pj(·)(Ω)
se ∥v∥

W 1,pj(·)(Ω)
≥ 1.

Veja caṕıtulo 2.

Continuando a prova. Vamos assumir agora que ∥uj(τ)∥W 1,pj(·)(Ω)
≥ 1, e usando o

Lema 4.1 temos

⟨B(uj(τ)), uj(τ)⟩ ≥
1

2p+
∥uj(τ)∥p

−

W 1,pj(·)(Ω)
,



em particular, da desigualdade (4.6)

1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + C0 ∥uj(τ)∥L2(Ω).

Em que C0 := ∥B(0)∥L2(Ω) ≥ 0. Portanto,

1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ − 1

2p+
∥uj(τ)∥p

−

W 1,pj(·)(Ω)
+ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + C0 ∥uj(τ)∥L2(Ω) . (4.7)

Lembremos que p−j := inf {pj : j ∈ N} ≥ 2, p+j := sup {pj : j ∈ N} e

2 ≤ pj(x) ≤ p1(x) ≤ p0 para todo x ∈ Ω. Portanto,

∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)
≤ ∥uj(τ)∥

p−j

W 1,pj(·)(Ω)

então, −∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)
≥ −∥uj(τ)∥

p−j

W 1,pj(·)(Ω)
pois ∥uj(τ)∥W 1,pj(·)(Ω)

≥ 1. Além disso,

como 2 ≤ pj(x) ≤ p1(x) ≤ p0, então 2p
+
j ≤ 2p

+
1 . Pois,

1

2p
+
1

≤ 1

2p
+
j

, portanto,

− 1

2p
+
1

∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)
≤ − 1

2p
+
j

∥uj(τ)∥
p−j

W 1,pj(·)(Ω)
.

Da desigualdade anterior combinado com (4.7) segue-se,

1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ − 1

2p
+
1

∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)
+ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + C0

ϵ

ϵ
∥uj(τ)∥L2(Ω) .

Note que, |Ω|+ 1 ≥ 1 então (|Ω|+ 1)2 ≥ 1, portanto,

− 1

2p
+
1 (|Ω|+ 1)2

∥uj(τ)∥2W 1,p1(·)(Ω) ≤ − 1

2p
+
1

∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)
.

Logo, o anterior combinado com (4.7) obtemos,

1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ − 1

2p
+
1 (|Ω|+ 1)2

∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)

+ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + C0
ϵ

ϵ
∥uj(τ)∥L2(Ω) . (4.8)

Agora, pela Desigualdade de Young, como ∥C0∥L2(Ω) ≥ 0 e ∥uj(τ)∥L2(Ω) ≥ 0 tem-se para

ϵ > 0 que

C0
ϵ

ϵ
∥uj(τ)∥L2(Ω) ≤

1

2

(
C0

ϵ

)2

+
1

2
ϵ2∥uj(τ)∥2L2(Ω).

Então juntando a desigualdade anterior com a desigualdade (4.8) tem-se



1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ − 1

2p
+
1 |Ω|+ 1)2

∥uj(τ)∥2W 1,pj(·)(Ω)
+ L ∥uj(τ)∥2L2(Ω)

+
1

2

(
C0

ϵ

)2

+
1

2
ϵ2∥uj(τ)∥2L2(Ω)

= ∥uj(τ)∥2L2(Ω)

(
− 1

2p
+
1 (|Ω|+ 1)2

+ L+
1

2
ϵ2
)
+

1

2

(
C0

ϵ

)2

.

Agora, tomando ϵ := ϵ0 > 0 o suficientemente pequeno e tomando

α :=
1

2(p
+
1 +1)(|Ω|+ 1)2

− 1

2
L > 0,

temos que

1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ −α ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + C1,

em que C1 :=
1

2

(
C0

ϵ1

)2

. Como a função expoencial é crescente para números positivos

vale o seguinte

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) e

2ατ ≤ −2α ∥uj(τ)∥2L2(Ω) e
2ατ + 2C1e

2ατ ,

então

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) e

2ατ + 2α ∥uj(τ)∥2L2(Ω) e
2ατ ≤ 2C1e

2ατ .

Vamos estudar agora o caso onde ∥uj(τ)∥W 1,pj(·)(Ω)
< 1, Como |Ω| + 1 ≥ 1 temos que

∥uj(τ)∥L2(Ω) ≤ (|Ω|+ 1) ∥uj(τ)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ |Ω|+ 1. Então, usando (4.7) tem-se

1

2

d

dτ
∥uj(τ)∥2L2(Ω) ≤ − 1

2p+
∥uj(τ)∥p

−

W 1,pj(·)(Ω)︸ ︷︷ ︸
<1

+L ∥uj(τ)∥2L2(Ω) + C0 ∥uj(τ)∥L2(Ω)

≤ L(|Ω|+ 1)2 + C0(|Ω|+ 1).

Em que C0 := ∥B(0)∥L2(Ω) ≥ 0. Agora, consideremos a seguinte sequência yj(τ) :=

∥uj(τ)∥2L2(Ω) e temos que existe uma constante C3 > 0 tal que

d

dτ

[
yj(τ)e

2ατ
]
≤ C3e

2ατ .

Integrando entre 0 e t temos



∫ t

0

d

dτ

[
yj(τ)e

2ατ
]
dτ ≤

∫ t

0

C3e
2ατdτ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo tem-se

yj(t)e
2αt − yj(0) e

2α0︸︷︷︸
=1

≤ C3

2α
e2αt − C3

2α
e2α0︸︷︷︸
=1

.

Então

yj(t)e
2αt ≤ yj(0) +

C3

2α
e2αt − C3

2α

≤ |u0j|2 +
C3

2α
e2αt.

Multiplicando por e−2αt obtemos

∥uj(t)∥2L2(Ω) = yj(t)

≤ ∥u0j∥2L2(Ω) e
−2αt +

C3

2α

≤ ∥u0j∥2L2(Ω) e
0 +

C3

2α
.

Portanto, u0j ∈ D e D é limitado, isto é, existe r0 > 0 tal que ∥uj(t)∥L2(Ω) ≤ r0 para todo

j ∈ N então

∥uj(t)∥L2(Ω) ≤ R :=

(
r20 +

C3

2α

) 1
2

para todo t ≥ 0 e todo j ∈ N.

O seguinte teorema fornece algumas estimativas para as soluções de (4.2).

Teorema 4.2. Considere b e B com constante Lipschitz L <
1

2p
+
1 (|Ω|+ 1)2

. Sejam

p−j , p
+
j ∈ [2, p0], p0 > 2 para qualquer j. Então existem constantes r1, R1 > 0 e um

conjunto compacto K0 de L2(Ω) o qual não depende de j, tal que para qualquer conjunto

limitado D de L2(Ω) existe um tempo T = T (D) tal que

φj(uj(t)) ≤ r1 (4.9)

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ R1 (4.10)

e

uj(t) ∈ K0. (4.11)



Para todo t ≥ T e qualquer solução uj de (4.2) com u0j ∈ D. Também para qualquer

conjunto limitado D de L2(Ω) e qualquer r > 0 existem r2(D, r), R2(D, r) tal que

φj(uj(t)) ≤ r2 (4.12)

e

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ R2. (4.13)

Para todo t ≥ T e qualquer solução uj de (4.2) com u0j ∈ D. Além disso, se φj(u0j) ≤
r0, para qualquer u0j ∈ D e j ∈ N, então existe uma constante k = k(r0, D) tal que

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ k, para todo t ≥ 0 e qualquer solução uj de (4.2).

Demonstração. Passo 1: O Lema 2.1 é chave para começar a obter nossas estimativas.

Usando a Proposição 4.1 obtemos as seguintes desigualdades

d

dt
φ(uj(t)) ≤

1

2

LR + ∥B(0)∥L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
K1


2

=:
1

2
K2

1 . (4.14)

Para cada t ≥ T e cada j ∈ N. A outra desigualdade importante será

1

2

d

dt
∥uj(t)∥2L2(Ω) + φj(uj(t)) ≤ K1R, (4.15)

em que R é a constante é a mesma dada pela Proposição 4.1. De fato, vamos usar a

seguinte igualdade do Lema 2.1.

d

dt
φj(u(t)) =

〈
∂φj(u(t)),

du

dt
(t)

〉
. (4.16)

Da anterior igualdade (4.16) e de que Aj = ∂φj temos



d

dt
φj(uj(t)) =

〈
B(uj(t))−

duj
dt

(t),
duj
dt

(t)

〉
=

〈
B(uj(t))−

duj
dt

(t),
duj
dt

(t)−B(uj(t)) +B(uj(t))

〉
=

〈
B(uj(t))−

duj
dt

(t),−
(
B(uj(t))−

duj
dt

(t)

)
−B(uj(t))

〉
=

〈
B(uj(t))−

duj
dt

(t),−
(
B(uj(t))−

duj
dt

(t)

)〉
+

〈
B(uj(t))−

duj
dt

(t), B(uj(t))

〉
= −

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

〈
B(uj(t))−

duj
dt

(t), B(uj(t))

〉
≤︸︷︷︸

CBS

−
∥∥∥∥B(uj(t))−

duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥
L2(Ω)

∥B(uj(t))∥L2(Ω) .

Então, usando a Desigualdade de Young temos

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥
L2(Ω)

∥B(uj(t))∥L2(Ω) ≤
1

2

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω) .

Segue-se

d

dt
φj(uj(t)) ≤ −

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥
L2(Ω)

∥B(uj(t))∥L2(Ω)

≤ −
∥∥∥∥B(uj(t))−

duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

2

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω)

= −1

2

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω) .

Logo,

d

dt
φj(uj(t)) +

1

2

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω) .

Agora, pela Desigualdade Triangular obtemos

1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω) =

1

2
∥B(uj(t))−B(0) +B(0)∥2L2(Ω)

≤ 1

2

(
∥B(uj(t))−B(0)∥L2(Ω) + ∥B(0)∥L2(Ω)

)2
.



Logo,

d

dt
φj(uj(t)) +

1

2

∥∥∥∥B(uj(t))−
duj
dt

(t)

∥∥∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω)

≤ 1

2

(
∥B(uj(t))−B(0)∥L2(Ω) + ∥B(0)∥L2(Ω)

)2
≤︸︷︷︸

B é Lipschitz

1

2

L ∥uj(t)∥L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤R

+ ∥B(0)∥L2(Ω)


2

≤ 1

2

(
LR + ∥B(0)∥L2(Ω)

)2
=:

1

2
K2

1 .

Para cada t ≥ T e todo j ∈ N. Com isso está provada (4.14).

Passo 2: Agora vamos provar (4.15). Usando a definição de subdiferencial temos

φj(uj(t)) ≤ ⟨∂φj(uj(t)), uj(t)⟩

Sabemos que
1

2

d

dt
∥uj(t)∥2L2(Ω) =

〈
duj
dt

(t), uj(t)

〉
então, junto com a definição de subdi-

ferencial segue-se

1

2

d

dt
∥uj(t)∥2L2(Ω) + φj(uj(t)) ≤

〈
duj
dt

(t), uj(t)

〉
+ ⟨∂φj(uj(t)), uj(t)⟩

=

〈
∂φj(uj(t)) +

duj
dt

(t)︸ ︷︷ ︸
=B(uj(t))

, uj(t)

〉

= ⟨B(uj(t)), uj(t)⟩

≤︸︷︷︸
CBS

∥B(uj(t)∥L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
<K1

∥uj(t)∥L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
<R

≤ K1R.

Para cada t ≥ T (D) e cada j ∈ N. Isso prova a desigualdade (4.15).

Passo 3: Fixando r > 0 e integrando ambos lados da desigualdade (4.15) no intervalo

(t, t+ r) para t ≥ T (d) conseguimos



1

2

d

dt
∥uj(t)∥2L2(Ω) + φj(uj(t) ≤ K1R∫ t+r

t

d

dt
∥uj(s)∥2L2(Ω) ds+

∫ t+r

t

φj(uj(s))ds ≤
∫ t+r

t

K1Rds

1

2

(
∥uj(t+ r)∥2L2(Ω) − ∥uj(t)∥2L2(Ω)

)
+

∫ t+r

t

φj(uj(s))ds ≤ K1Rr

1

2
∥uj(t+ r)∥2L2(Ω) +

∫ t+r

t

φj(uj(s))ds ≤
1

2
∥uj(t)∥2L2(Ω) +K1Rr.

Em particular, tem-se ∫ t+r

t

φj(uj(s)) ds ≤
1

2
∥uj(t)∥2L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

≤R

+K1Rr

≤ 1

2
R2 +K1Rr.

Para s ∈ (t, t+ r) integrando (4.14) sob o intervalo (s, t+ r) obtemos

d

dt
φj(uj(t)) ≤

1

2
K2

1∫ t+r

s

d

dt
φj(uj(x))dx ≤

∫ t+r

s

K2
1dx

φj(uj(t+ r)) ≤ φj(uj(s)) +
1

2
K2

1 (t+ r − s)︸ ︷︷ ︸
<r

≤ φj(uj(s)) +
1

2
K2

1r.

Integrando novamente (4.14) no intervalo (t, t+ r) tem-se

d

dt
φj(uj(t)) ≤

1

2
K2

1∫ t+r

s

d

dt
φj(uj(x))dx ≤

∫ t+r

s

K2
1dx

φj(uj(t+ r)) ≤ φj(s) +
1

2
K2

1r

rφj(uj(t+ r)) ≤
∫ t+r

t

φj(uj(s))ds+
1

2
K2

1r
2

rφj(uj(t+ r)) ≤ 1

2
R2 +K1Rr +

1

2
K2

1r
2

φj(uj(t+ r)) ≤ 1

2r
R2 +K1R +

1

2
K2

1r := r1,



se t ≥ T (D).

Passo 4: Lembremos que Aj = ∂φj é um subdiferencial da função φj(u) : L
2(Ω) −→ R

definido assim

φj(u) =


∫
Ω

1

pj(x)
|∇uj(t, x))|pj(x)dx+

∫
Ω

1

pj(x)
|uj(t, x))|pj(x)dx se u ∈ W 1,pj(·)(Ω)

+∞ caso contrário.

Então, pelo anterior temos∫
Ω

1

pj(x)
|∇uj(t, x))|pj(x)dx+

∫
Ω

1

pj(x)
|uj(t, x))|pj(x)dx ≤ r1,

se t ≥ T (d) + r. Além disso, lembre que pj := sup
j∈N

pj, então temos que pj ≤ p+j , portanto

1

p+j
≤ 1

pj
. Com isso e a desigualdade de acima, tem-se

∫
Ω

1

p+j (x)
|∇uj(t, x)|pj(x) dx+

∫
Ω

1

p+j (x)
|uj(t, x)|pj(x) dx

≤
∫
Ω

1

pj(x)
|∇uj(t, x)|pj(x) dx+

∫
Ω

1

pj(x)
|uj(t, x)|pj(x) dx

≤ r1.

Escrevendo com a notação do modular, isto é,

1

p+j
[ρj(∇uj(t)) + ρj(uj(t))] ≤ r1.

Logo

ρj(∇uj(t)) + ρj(uj(t)) ≤ p+j r1.

Se t ≥ T (D). Daqui segue-se que existe R > 0 tal que

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ R, se t ≥ T (D). (4.17)

Tendo em conta que existe K(Ω) tal que

∥uj(t)∥H1(Ω) ≤ K(Ω) ∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
.

Para qualquer u ∈ W 1,pj(·)(Ω). (Veja 2.8, pois H1(Ω) := W 1,2(Ω)). Conseguimos uma

bola K0 de raio R̃ = K(Ω)R no espaço H1(Ω) definido por

K0 =
{
y ∈ H1(Ω) : ∥y∥H1(Ω) ≤ R̃

}
.



Do Teorema 2.9 a imersão de H1(Ω) ⊂ L2(Ω) é compacta, portanto; K0 é um conjunto

compacto de L2(Ω).

Para provar as últimas desigualdades do teorema, o argumento é totalmente análogo,

só basta trocar as constante R por R(D) na proposição 4.1 e T (D) por 0 e utilizando os

mesmos argumentos usados anteriormente.

Passo 5: Agora, vamos provar o que acontece com os conjuntos limitados. Seja D é

um conjunto limitado de L2(Ω), então existe um tempo T (D) tal que satisfaz

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ R, se t ≥ T (D).

Para qualquer solução uj de (4.2) com u0j ∈ D, integrando entre (0, t) com t ≤ T (D) e

usando o fato que φj(u0j) ≤ r0 para qualquer u0j ∈ D e j ∈ N obtemos∫ t

0

d

dt
φj(uj(s)) ds ≤

∫ t

0

1

2
K2

1 ds

≤ 1

2
K2

1T (D).

Portanto, pelo Teorema Fundamental do Cálculo

φj(uj(t)) ≤ φj(uj(0))︸ ︷︷ ︸
≤r0

+
K1

2
T (D)

≤ r0 +
K1

2
T (D)

:= γ(r0, D).

Para todo t ∈ [0, T (D)]. Argumentando como na prova da primeira desigualdade, temos

que existe uma constante k1 = k1(R0, D) tal que

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ k1, para todo t ∈ [0, T (D)].

Então da desigualdade anterior e de (4.17), temos que

∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ k, para todo t ≥ 0.

Em que k = k(r0, D) = max {k1, R}. Isso conclúı nossa demonstração.

No seguinte corolário provamos que a união de todos eles é um conjunto compacto de

L2(Ω).



Corolário 4.1. O conjunto
⋃
j∈N

Aj é compacto no espaço L2(Ω).

Demonstração. Pela prova do Teorema 4.2 o conjuntoK0 =
{
y ∈ H1(Ω) : ∥y∥H1(Ω) ≤ R̃

}
é um conjunto compacto em L2(Ω). O conjunto K0 é um atrator limitado de L2(Ω). Pela

minimalidade do atrator K0, então Aj ⊂ K0 para todo j ∈ N, logo⋃
j∈N

Aj ⊂
⋃
j∈N

Aj ⊂ K0 = K0.︸ ︷︷ ︸
K0 é compacto

A última igualdade é válida, pois todo conjunto compacto é fechado. Logo
⋃
j∈N

Aj é um

conjunto fechado dentro de um conjunto compacto, logo
⋃
j∈N

Aj é compacto em L2(Ω).

4.3 Continuidade do Fluxo e Semicontinuidade Superior dos

Atratores

Nosso objetivo nesta seção é provar que o problema limite (4.3) quando j −→ ∞ é

descrito pela equação parabólico semilinear em (4.4). Vamos provar a continuidade do

fluxo e semicontinuidade superior da famı́lia de atratores globais quando j −→ ∞ para

o problema (4.2) com respeito aos parâmetros pj. O seguinte resultado garante-nos que

(4.4) é de fato o problema limite para (4.3) quando j −→ ∞.

Teorema 4.3. Seja uj uma solução de (4.3) com uj(0) = u0j −→ u0 em L2(Ω) quando

j −→ ∞ e φj(u0j) ≤ r0 para todo j. Então existe uma solução u de (4.4) com u(0) = u0 e

uma subsequência {ujn}n de {uj}j tal que, para cada T > 0, ujn −→ u em C ([0, T ] , L2(Ω))

quando n −→ ∞.

Demonstração. Passo 1: Seja T > 0 fixo. Lembremos que estamos estudando o

problema (4.3); 
du

dt
+ Aj = B(u) t > 0

u(0) = u0 ∈ L2(Ω),

em que B : L2(Ω) −→ L2(Ω) é globalmente Lipschitz. Seja também uj uma solução para

(4.3), com uj(0) = u0j −→ u0 em L2(Ω) quando j −→ ∞. Como Aj = ∂φj então de (4.3)

temos

duj
dt

+ ∂φj(uj) = B(uj); para quase todo t ∈ (0, T ).



Agora, usando a igualdade dada no Lema 2.1, vamos ter que〈
∂φj(uj(t)),

duj
dt

(t)

〉
=

d

dt
φj(uj(t)). (4.18)

Tome ϵ > 0 arbitrário. Tomando produto escalar com
duj
dt

obtemos〈
duj
dt

(t),
duj
dt

(t)

〉
+

〈
∂φj(uj(t)),

duj
dt

(t)

〉
=

〈
B(uj(t)),

duj
dt

(t)

〉
.

Pela definição da norma e a igualdade (4.18) e integrando sobre (ϵ, T ) obtemos∫ T

ϵ

∥∥∥∥duj(t)dt

∥∥∥∥2
L2(Ω)

dt+

∫ T

ϵ

d

dt
φj(uj(t))dt =

∫ T

ϵ

〈
B(uj(t)),

duj
dt

〉
dt.

Usando o Teorema Fundamental do Cálculo, temos

∫ T

ϵ

∥∥∥∥dujdt
∥∥∥∥2
L2(Ω)

dt+ φj(uj(T ))− φj(uj(ϵ)) =

∫ T

ϵ

〈
B(uj(t)),

duj
dt

〉
dt. (4.19)

Pela Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz∫ T

ϵ

〈
B(uj(t)),

duj
dt

〉
dt ≤

∫ T

ϵ

∥B(uj(t))∥L2(Ω)

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥
L2(Ω)

dt.

Note que ∥B(uj(t))∥L2(Ω) ,

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥
L2(Ω)

≥ 0. Então, usando a Desigualdade de Young

obtemos

∫ T

ϵ

∥B(uj(t))∥L2(Ω)

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥
L2(Ω)

dt ≤
∫ T

ϵ

(
1

2
∥B(uj(t))∥2L2(Ω) +

1

2

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥2
L2(Ω)

)
dt

=
1

2

∫ T

ϵ

∥B(uj(t))∥2L2(Ω) dt+
1

2

∫ T

ϵ

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥2
L2(Ω)

dt.

Logo, juntando a desigualdade anterior com a igualdade (4.19) obtemos a seguite desi-

gualdade

1

2

∫ T

ϵ

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥2
L2(Ω)

dt+ φj(uj(T )) ≤ φj(uj(ϵ)) +
1

2

∫ T

ϵ

∥B(uj(t))∥2L2(Ω) dt.

Passo 2: Agora, usando Teorema 4.2 que diz que existe uma constante ϵ-dependente cϵ

tal que φj(uj(t)) ≤ cϵ e pela Proposição 4.1 existe uma constante C tal que



1

2

∫ T

ϵ

∥B(uj(t))∥2L2(Ω) dt ≤ C.

Portanto, segue-se,∫ T

ϵ

∥∥∥∥dujdt (t)
∥∥∥∥2
L2(Ω)

dt ≤ cϵ + CT, Para todo t ∈ [ϵ, T ].

Logo,
duj
dt

é limitada para todo j em L2(ϵ, T ;L2(Ω)). Também, pelo Teorema 4.2 temos,

uj é limitada para todo j em L∞(0, T ;L2(Ω)). Pelo Teorema 1.8 obtemos as seguintes

convergências.

Como L∞(0, T ;L2(Ω)) não é reflexivo nossa convergência vai ser fraca ∗. Isto é, existe

uma subsequência {ujn}n de {uj}j em L∞(0, T ;L2(Ω)) que converge fracamente ∗ para u.

Isto é,

ujn −→ u fracamente∗ em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Como L2(0, T ;L2(Ω)) é reflexivo, então

ujn −→ u fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)).

Também tem-se,

dujn
dt

−→ du

dt
fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)).

Logo, essa função u é nossa candidata para ser a solução do problema limite que estamos

estudando. Vamos provar rigorosamente que de fato ela é solução do problema limite.

Pelo Teorema 4.2, existe uma ϵ-dependente constante Rϵ tal que

∥uj(t)∥H1(Ω) ≤ K ∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
≤ Rϵ, para todo t ∈ [ϵ, T ],

em que H1(Ω) := W 1,2(Ω). Pelo Teorema 2.9 imersão de H1(Ω) ⊂ L2(Ω) é compacta

e cont́ınua, implica que para qualquer t ∈ [ϵ, T ] a sequência {ujn(t)}n é relativamente

compacta em L2(Ω). Então, pelo Teorema de Ascoli-Arzelá existe uma subsequência (que

denotaremos da mesma maneira) tal que

ujn −→ u em C([ϵ, T ];L2(Ω)).

Também, a função u é absolutamente cont́ınua em [ϵ, T ].

Passo 3: Vamos provar que u é uma solução integral para o problema limite (4.4) (e,

portanto, uma solução forte) no intervalo (ϵ, T ). Pela Proposição 3.6 de [6] precisamos

provar que a seguinte desigualdade é satisfeita



1

2
∥ujn(t))− ϕ∥2L2(Ω) ≤

1

2
∥ujn(s))− ϕ∥2L2(Ω)+

∫ t

s

〈
B(ujn(τ)) + ∆pjn (x)

(ϕ), ujn(τ))− ϕ
〉
dτ.

(4.20)

Para toda ϕ ∈ D(Ajn) e 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Nossa ideia agora é tomar limite quando n −→ +∞ (pjn −→ 2) na desigualdade

(4.20). Agora, como L2(ϵ, T ;L2(Ω)) é um espaço de Banach reflexivo e pela definição

de B está definido em L2(ϵ, T ;L2(Ω)). Logo, a sequência {B ◦ ujn}n é uma sequência

em L2(ϵ, T ;L2(Ω)), além disso {B ◦ ujn}n é uma sequência limitada (pois B é limitada

e {ujn}n também é limitada pois ela é convergente). Logo, pelo Teorema 1.8 existe

w ∈ L2(ϵ, T ;L2(Ω)) tal que

B ◦ ujn ⇀ w em L2(ϵ, T ;L2(Ω)).

Então, como B é cont́ınua (pois é limitada e Lipschitz) e ujn −→ u em L2(Ω) segue-se

B(ujn(t)) −→ B(u(t)). Portanto, tem-se pela uniciade do limite que w = B ◦ u, então

B ◦ ujn ⇀ B ◦ u em L2(ϵ, T ;L2(Ω)).

Agora, observe que B ◦ ujn ⇀ B ◦ u em L2(ϵ, T ;L2(Ω)) implica que

B ◦ ujn ⇀ B ◦ u em L2(s, t;L2(Ω)), para todo ϵ ≤ s ≤ t ≤ T

e ujn −→ u em C(ϵ, T ;L2(Ω)) implica que ujn −→ u em C([s, t];L2(Ω)), consequentemente

ujn −→ u em L2(s, t;L2(Ω)), ϵ ≤ s ≤ t ≤ T

logo, como ⟨·⟩ é uma função cont́ınua tem-se

⟨B ◦ ujn − h, ujn − θ⟩L2(s,t;L2(Ω)) −→ ⟨B ◦ u− h, u− θ⟩L2(s,t;L2(Ω)) ,

para todos θ, h ∈ L2(Ω).

Agora, consideremos θ ∈ C∞
0 (Ω) ⊂ D(Ajn) ⊂ L2(Ω) e seja h := A(θ) ∈ L2(Ω) usando

a desigualdade (4.20) obtemos que,



1

2

∥∥ujn(t)− θ
∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2

∥∥ujn(s)− θ
∥∥2
L2(Ω)

+

∫ t

s

〈
B(ujn(τ)) + Ajn(θ), ujn(τ)− θ

〉
dτ

=
1

2

∥∥ujn(s)− θ
∥∥2
L2(Ω)

+

∫ t

s

〈
B(ujn(τ))− h+ h+ Ajn(θ), ujn(τ)− θ

〉
dτ

=
1

2

∥∥ujn(s)− θ
∥∥2
L2(Ω)

+

∫ t

s

〈
B(ujn(τ))− h, ujn(τ)− θ

〉
dτ

+

∫ t

s

〈
h+ Ajn(θ), ujn(τ)− θ

〉
dτ. (4.21)

Passo 4:

Afirmação: Vamos provar o seguinte limite

∫ t

s

〈
h+ Ajn(θ), ujn(τ))− θ

〉
dτ −→ 0 quando n −→ +∞.

De fato, para cada τ > ϵ. Usando a definição de A e Ajn e as propriedades da integral e

o valor absoluto tem-se

∣∣〈h− Ajn(θ), ujn(τ)− θ
〉∣∣

=
∣∣〈A(θ)− Ajn(θ), ujn(τ)− θ

〉∣∣
=
∣∣ 〈A(θ), ujn(τ)− θ

〉
−
〈
Ajn(θ), ujn(τ)− θ

〉 ∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

(
|∇θ|0∇θ · ∇(ujn(τ)− θ)

)
dx+

∫
Ω

(
|θ|0θ · (ujn(τ)− θ)

)
dx

−
∫
Ω

(
|∇θ|pjn (x)−2∇θ · ∇(ujn(τ)− θ)

)
dx−

∫
Ω

(
|θ|pjn (x)−2θ · (ujn(τ)− θ)

)
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

(
∇θ · ∇ujn(τ)− |∇θ|2

)
dx−

∫
Ω

|∇θ|pjn (x)−2
(
∇θ · ∇ujn(τ)− |∇θ|2

)
dx

+

∫
Ω

(
θ · ujn(τ)− |θ|2

)
dx−

∫
Ω

|θ|pjn (x)−2
(
θ · ujn(τ)− |θ|2

)
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

(
∇ujn(τ) ·

(
∇θ − |∇θ|pjn (x)−2∇θ

))
dx

−
∫
Ω

(
|∇θ|2 − |∇θ|pjn (x)

)
dx+

∫
Ω

(
ujn(τ) ·

(
θ − |θ|pjn (x)−2θ

))
dx

−
∫
Ω

(
|θ|2 − |θ|pjn (x)

)
dx

∣∣∣∣
≤
∫
Ω

|∇ujn(τ)|
∣∣|∇θ| − |∇θ|pjn (x)−1

∣∣ dx− ∫
Ω

∣∣|∇θ|2 − |∇θ|pjn (x)
∣∣ dx

+

∫
Ω

|ujn(τ)|
∣∣|θ| − |θ|pjn (x)−1

∣∣ dx− ∫
Ω

∣∣|θ|2 − |θ|pjn (x)
∣∣ dx.



Logo,

∣∣〈h− Ajn(θ), ujn(τ)− θ
〉∣∣ ≤ ∫

Ω

|∇ujn(τ)|
∣∣∣∣∣∇θ∣∣− ∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1

∣∣∣ dx
+

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇θ∣∣2 − ∣∣∇θ∣∣pjn (x)∣∣∣ dx
+

∫
Ω

|ujn(τ)|
∣∣∣∣∣θ∣∣− ∣∣θ∣∣pjn (x)−1

∣∣∣ dx
−
∫
Ω

∣∣∣∣∣θ∣∣2 − ∣∣θ∣∣pjn (x)∣∣∣ dx.
Agora, note que quando n −→ ∞ temos que pjn −→ 2, para cada x ∈ Ω. Pelo Teorema

da Convergência Dominada, temos

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇θ∣∣2 − ∣∣∇θ∣∣pjn (x)∣∣∣ dx −→ 0 quando n −→ ∞,

e ∫
Ω

∣∣∣∣∣θ∣∣2 − ∣∣θ∣∣pjn (x)∣∣∣ dx −→ 0 quando n −→ ∞.

Agora, vamos ver o que acontece com outros membros da desigualdade anterior. Usando o

Teorema do Valor Médio para a função (g(x) = |∇θ|x) (cuja derivada é dada por; g′(x) =

|∇θ|x ln |∇θ|) no intervalo [2, pjn(x)]. Então, existe uma função 2 < τ(n, x) < pjn(x) tal

que ∣∣∇θ∣∣τ(n,x) ln ∣∣∇θ∣∣ = ∣∣∣∣∣
∣∣∇θ∣∣pjn (x) − ∣∣∇θ∣∣2

pjn(x) − 2

∣∣∣∣∣ ,
então ∣∣∇θ∣∣τ(n,x) ln ∣∣∇θ∣∣ (pjn(x)− 2) =

∣∣∣∣ ∣∣∇θ∣∣pjn (x) − ∣∣∇θ∣∣2 ∣∣∣∣
=
∣∣∇θ∣∣ ∣∣∣∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1 −

∣∣∇θ∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣∣∇θ∣∣− ∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1

∣∣∣ .
Então, multiplicando por |∇ujn(τ)| e integrando sobre Ω tem-se,∫

Ω

(∣∣∣∣∣∇θ∣∣− ∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1
∣∣∣) |∇ujn(τ)| dx

≤
∫
Ω

∣∣∇θ∣∣τ(n,x) ln (∣∣∇θ∣∣) (pjn(x)− 2) |∇ujn(τ)| dx.

Agora, vamos considerar o expoente conjugado para pjn(·), isto é, uma qjn(·) tal que



1

pjn(x)
+

1

qjn(x)
= 1 para todo x ∈ Ω, portanto

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇θ∣∣− ∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1
∣∣∣ |∇ujn(τ)| dx ≤

∫
Ω

∣∣∇θ∣∣τ(n,x) ln (∣∣∇θ∣∣) (pjn(x)− 2) |∇ujn(τ)| dx

≤ ∥pjn − 2∥∞
∫
Ω

∣∣∇θ∣∣τ(n,x) ln (∣∣∇θ∣∣) |∇ujn(τ)| dx
≤ ∥pjn − 2∥∞

∫
Ω

∣∣∇θ∣∣τ(n,x)+1 |∇ujn(τ)| dx,

então

∥pjn − 2∥∞
∫
Ω

∣∣∇θ∣∣τ(n,x)+1 |∇ujn(τ)| dx ≤ ∥pjn − 2∥∞

[∫
Ω

1

qjn(x)

∣∣∇θ∣∣(τ(n,x)+1)qjn (x) dx

+

∫
Ω

1

pjn(x)
|∇ujn(τ)|

pjn (x) dx

]
≤ ∥pjn − 2∥∞

[∫
Ω

∣∣∇θ∣∣(τ(n,x)+1)qjn (x) dx

+
1

2

∫
Ω

|∇ujn(τ)|
pjn (x) dx

]
,

em que a última desigualdade é dada porque pjn > 2 e
1

qjn(x)
< 1 para todo j ∈ N e todo

x ∈ Ω.

Agora, usando o Teorema 4.2, que diz ∥uj(t)∥W 1,pj(·)(Ω)
< ∞ a partir de certo tempo

T e pela definição da norma nos espaços de Sobolev vai existir uma constante C > 0 tal

que ∫
Ω

∣∣∇θ∣∣pjn (x) dx ≤ C,

para todo τ ∈ (s, t) e n ∈ N.

Por outro lado, sabemos que 2 < τ(n, x) < pjn(x) < p0, portanto, 3 < τ(n, x) + 1 <

pjn + 1 < p0 + 1 e 1 < qjn(x) < 2 < 3 e como a função expoencial é cresciente tem-se

∫
Ω

∣∣∇θ∣∣(τ(n,x)+1)qjn (x) dx =

∫
Ω

∣∣∇θ∣∣τ(n,x)qjn (x) dx+ ∫
Ω

∣∣∇θ∣∣qjn (x) dx
≤
∫
Ω

∣∣∇θ∣∣2(p0+1)
dx+

∫
Ω

∣∣∇θ∣∣3 dx
≤ C̃︸︷︷︸

<∞

.



Para todo n ∈ N. Então, considerando C := C+C̃, obtemos∫
Ω

(∣∣∣∣∣∇θ∣∣− ∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1
∣∣∣) |∇ujn(τ)| dx ≤ ∥pjn − 2∥∞C.

Portanto, quando n −→ ∞ temos que pjn −→ 2. Como ∥pjn − 2∥∞ −→ 0. Logo,∫
Ω

(∣∣∣∣∣∇θ∣∣− ∣∣∇θ∣∣pjn (x)−1
∣∣∣) |∇ujn(τ)| dx −→ 0 quando n −→ ∞.

De maneira totalmente análoga vamos ter∫
Ω

(∣∣∣∣∣θ∣∣− ∣∣θ∣∣pjn (x)−1
∣∣∣) |∇ujn(τ)| dx −→ 0 quando n −→ ∞.

Dáı segue-se a demostração da afirmação.∫ t

s

〈
h+ Ajn , ujn(τ)− θ

〉
dτ −→ 0 quando n −→ +∞.

Logo, tomando limite em na desigualdade (4.21) quando n −→ +∞, vamos obter que

ujn −→ u, então temos

1

2

∥∥u(t)− θ
∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2

∥∥u(s)− θ
∥∥2
L2(Ω)

+

∫ t

s

〈
B(u(τ))− A(θ), u(τ)− θ

〉
dτ. (4.22)

Para todo θ ∈ C∞
0 (Ω) e ϵ ≤ s ≤ t ≤ T .

Passo 5: Agora vamos usar um argumento de densidade para concluir que efetiva-

mente u é uma solução ao problema limite (4.4) no intervalo (ϵ, T ). Para isso, é importante

lembrar que o conjunto das funções de suporte compacto C∞
0 (Ω) é denso em L2(Ω) (veja

Teorema 2.3). Portanto, existe uma sequência
{
θj
}
j∈N ⊂ C∞

0 talque
∥∥θj − θ

∥∥
W 1,2(Ω)

−→ 0

quando j −→ ∞. Como a norma M ∥·∥W 1,2(Ω) ≥ ∥·∥L2(Ω) para alguma constante M > 0,

tem-se que
∥∥θj − θ

∥∥
L2(Ω)

−→ 0 quando j −→ ∞, aplicando o anterior na desigualdade

(4.22), obtemos

1

2

∥∥u(t)− θj
∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2

∥∥u(s)− θj
∥∥2
L2(Ω)

+

∫ t

s

〈
B(u(τ))− A(θj), u(τ)− θj

〉
dτ.

Para todo j ∈ N e ϵ ≤ s ≤ t ≤ T . Lembremos que ∥·∥L2(Ω) é uma função cont́ınua, então

1

2

∥∥u(t)− θj
∥∥2
L2(Ω)

−→ 1

2

∥∥u(t)− θ
∥∥2
L2(Ω)

quando j −→ ∞

e

1

2

∥∥u(s)− θj
∥∥2
L2(Ω)

−→ 1

2

∥∥u(s)− θ
∥∥2
L2(Ω)

quando j −→ ∞.

Como ⟨·⟩ é uma função cont́ınua e pelo Teorema da Convergência Dominada obtemos



∫ t

s

〈
B(u(τ))− A(θj), u(τ)− θj

〉
dτ −→

∫ t

s

〈
B(u(τ))− A(θ), u(τ)− θ

〉
dτ ,

quando j −→ ∞, então, conclúımos que

1

2

∥∥u(t)− θ
∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2

∥∥u(s)− θ
∥∥2
L2(Ω)

+

∫ t

s

〈
B(u(τ))− A(θ), u(τ)− θ

〉
dτ.

Para toda θ ∈ D(A) e ϵ ≤ s ≤ t ≤ T e u é uma solução para (4.4).

Passo 6: Agora, vamos ver que u(·) é uma solução forte para o problema limite (4.4)

no intervalo [0, T ] e vamos provar também que u(t) −→ u0 quando t −→ 0+. Seja

v(t) = e−tu0, consideremos a diferença vjn(t) = ujn(t)− v(t), derivando vamos ter

dvjn
dt

=
d

dt
(ujn − v) =

dujn
dt

− dv

dt

= −Ajn(ujn) +B(ujn(t))−
d

dt

(
e−tu0

)
= −Ajn(ujn) +B(ujn(t)) + v

= −Ajn(ujn)− Ajn(v) + Ajn(v) +B(ujn(t)) + v.

Pela definição de Aj, vamos ter

Ajn(v) = −∆pjn (x)
(v) + |v|pjn (x)−2 v = −e−tu0 + |v|pjn (x)−2 v = −v + |v|pjn (x)−2 v,

então

−Ajn(v) = v − |v|pjn (x)−2 v.

Logo,

dvjn
dt

= −Ajn(ujn) + 2v − |v|pjn (x)−2 v + Ajn(v) +B(ujn).

Multiplicando por vjn e usando o fato que Ajn é um operador monótono tem-se

〈
dvjn
dt

, vjn

〉
= ⟨−Ajn(ujn), vjn⟩+ ⟨Ajnv, vjn⟩

+ 2 ⟨v, vjn⟩+ ⟨B(ujn(t)), vjn⟩

+
〈
− |v|pjn (x)−2 v, vjn

〉
.

Sabemos que 〈
dvjn
dt

, vjn

〉
=

1

2

d

dt
∥vjn∥

2
L2(Ω) .



Logo,

1

2

d

dt
∥vjn∥

2
L2(Ω) = ⟨−Ajn(ujn) + Ajn(v), vjn⟩+ 2 ⟨v, vjn⟩

+ ⟨B(ujn(t)), vjn⟩+
〈
− |v|pjn (x)−2 v, vjn

〉
= −⟨Ajn(ujn)− Ajn(v), ujn − v⟩+ 2 ⟨v, vjn⟩

+ ⟨B(ujn(t)), vjn⟩+
〈
− |v|pjn (x)−2 v, vjn

〉
= −⟨Ajn(ujn)− Ajn(v), ujn − v⟩︸ ︷︷ ︸

Ajn≥0

+2 ⟨v, vjn⟩

+ ⟨B(ujn(t)), vjn⟩+
〈
− |v|pjn (x)−2 v, vjn

〉
.

Então, pela definição de produto interno em L2(Ω) (veja Exemplo 1.1) e pela Desigualdade

de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz tem-se

d

dt
∥vjn∥

2
L2(Ω) + 2 ⟨Ajn(ujn)− Ajn(v), ujn − v⟩

= 4 ⟨v, vjn⟩+ 2 ⟨B(ujn(t)), vjn⟩+ 2
〈
− |v|pjn (x)−2 v, vjn

〉
≤ 4 ∥v(t)∥L2(Ω) ∥vjn(t)∥L2(Ω) + 2 ⟨B(ujn(t)), vjn⟩

+ 2

∫
Ω

(
|v(t)|pjn (x)−2 v

)(
|v(t)|pjn (x)−2 v

)
dx ∥vjn∥L2(Ω)

= 4 ∥v(t)∥L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
<∞

∥vjn(t)∥L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
<∞

+2 ⟨B(ujn(t)), vjn⟩︸ ︷︷ ︸
<∞

+ 2

∫
Ω

|v(t)|2pjn (x)−2 dx︸ ︷︷ ︸
<∞

∥vjn(t)∥L2︸ ︷︷ ︸
<∞

≤ K <∞.

Dáı, temos

d

dt
∥vjn∥

2
L2(Ω) + 2 ⟨Ajn(ujn)− Ajn(v), ujn − v⟩ ≤ K.

Em particular, temos

d

dt
∥vjn∥

2
L2(Ω) ≤ K.

Integrando sobre o intervalo [0, t] obtemos∫ t

0

d

dt
∥vjn(τ)∥L2(Ω) dτ ≤

∫ t

0

Kdτ.



Usando o Teorema Fundamental do Cálculo segue-se que

∥vjn(t)∥L2(Ω) ≤ ∥vjn(0)∥L2(Ω) +Kt para t > 0.

Passo 7: Note que ujn(t) −→ u(t) quando n −→ ∞, e como ∥·∥L2(Ω) é cont́ınua, então

∥u(t)− v(t)∥L2(Ω) = lim
n→∞

∥ujn(t)− v(t)∥L2(Ω) = lim
n→∞

∥vjn(t)∥L2(Ω) ≤
√
Kt.

Para t > 0. Tomando limite para t −→ 0+ obtemos;

∥u(t)− u0∥L2(Ω) ≤ ∥u(t)− v(t)∥L2(Ω) + ∥v(t)− u0∥L2(Ω) ≤
√
Kt+ ∥e−tu0 − u0∥L2(Ω) < δ,

para 0 < t < η(δ). Então, u(t) −→ u0 quando t −→ 0+. Finalmente, precisamos mostrar

que ujn −→ u em C([0, T ];L2(Ω)). Para provar isso, basta provar que, para qualquer

sequência tn −→ 0+ quando n −→ ∞, temos que ujn(tn) −→ u0. De fato, fazendo

tn −→ 0+ tem-se

∥ujn(tn)− u0∥L2(Ω) ≤ ∥ujn(tn)− v(tn)∥L2(Ω) + ∥v(tn)− u0∥L2(Ω)

≤
√

∥vjn(0)∥
2
L2(Ω) +Ktn + ∥v(tn)− u0∥L2(Ω)

≤ ∥vjn(0)∥L2(Ω) +Ktn

≤ Ktn

< ϵ1.

Para ϵ1 > 0 suficientemente pequeno. Logo,

∥ujn(tn)− u0∥L2(Ω) −→ 0 quando tn −→ 0+.

Teorema 4.4. A famı́lia de atratores globais {Aj : j ∈ N} é semincont́ınua superiormente

em j no infinito, na topologia de L2(Ω), isto é,

dist(Aj,A∞) −→ 0 quando j −→ ∞.

Demonstração. Vamos supor que não é verdade, então existe ϵ > 0 e uma sequência

yn ∈ Ajn , com jn −→ ∞, tal que

dist(yn,A∞) ≥ ϵ, para todo n.

Seja K =
⋃

j∈N Aj pelo Corolário 4.1 , K é compacto em L2(Ω). Então, existe um tempo

T1 > 0 tal que



dist(S(t,K),A∞) <
ϵ

2
, para todo t ≥ T1.

Pela invariância dos atratores existe ψn ∈ Ajn ⊂ K tal que yn = ujn(T1, ψn). Portanto,

pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, temos ψn −→ ψ0 para algum ψ0 ∈ K (ao menos

para uma subsequência). Usando de novo a invariância dos atratores e a deigualdade (4.9)

do Teorema 4.2 temos que φjn(ψn) é uniformemente limitada. Portanto, pelo teorema

anterior, existe n0(T1) tal que

∥ujn(T1, ψ)− u(T1, ψ0)∥L2(Ω) <
ϵ

2
.

Se n > n0. Então obtemos

dist(yn,A∞) ≤ ∥ujn(T1, ψ)− u(T1, ψ0)∥L2(Ω) + dist(u(T1, φ0),A∞)

≤ ϵ

2
+ dist(S(t,K),A∞)

<
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Se n > n0, o qual é uma contradição, provando a desigualade desejada.
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