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Resumo

Estudaremos problemas de reagao-difusao nao lineares envolvendo o operador p(x)-Laplaciano.
Nosso estudo envolve as questoes de existéncia de solugao de atratores globais para as equagoes
com foco principal na questao da estabilidade das equacoes diferenciais parciais com respeito as
condigOes iniciais e aos expoentes varidveis. Estudaremos a continuidade do fluxo e a semicon-
tinuidade superior dos atratores da familia de atratores globais das equacoes de reagao-difusao
com expoentes varidveis quando os expoentes convergem para 2 no espago das fungoes essencial-
mente limitadas. Nessa situacdo, o problema limite é semilinear, com o operador p(z)-Laplaciano

convergindo para o operador Laplaciano.

Palavras-chave: Existéncia, continuidade do fluxo, semicontinuidade superior, equagoes de

reacao-difusao, p(x)-Laplaciano.



Abstract

We will study nonlinear reaction-diffusion problems involving the p(z)-Laplacian operator. Our
study addresses the issues of existence of solution and global attractors for the equations focusing
primarily on the stability of partial differential equations with respect to initial conditions and
variable exponents. We will examine the continuity of the flow and the upper semicontinuity of
the attractors in the family of global attractors of the reaction-diffusion equations with variable
exponents, when the exponents converge to 2 in the space of essentially bounded functions. In
this scenario, the limiting problem is semilinear, with the p(x)-Laplacian operator converging
to the Laplacian operator.

Keywords: Existence, flow continuity, upper semicontinuity, reaction-diffusion equations,

p(zx)-Laplacian.



Os encantos dessa sublime ciéncia se revelam apenas aqueles que tem coragem de irem a fundo
nela.
Carl Friedrich Gauss
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Introducao

Neste trabalho vamos apresentar os resultados que estudamos nos artigos [5] e [4]. Cada

capitulo da uma parte dos conceitos requeridos para entender esses artigos.

Inicialmente no Capitulo 1 apresentaremos conceitos basicos e defini¢coes importantes
da teoria de Analise Funcional e teoria da Medida e Integracao. No Capitulo 2 vamos defi-
nir o Espaco de Lebesgue Generalizado e o Espaco de Sobolev Generalizado com algumas
propriedades bésicas. Apresentaremos o operador p(x)-Laplaciano num espago de Hilbert
H. Neste capitulo, fazemos um apanhado sobre os espacgos de Lebesgue Generalizados
LP®)(Q) e os espagos de Sobolev Generalizados W'P(#)(Q)). Posteriormente, mostraremos

que o operador A : V — V* em que V = W@ (Q) dado por
A(u)(v) —/ VP2 Vu.Vvda:—i—/ |u|P 2 wda,
Q Q

em que  C RY ¢ um dominio limitado, p(x) € C(Q) com p(z) > 2 para q.t © € Q, é
mondtono, coercivo e hemicontinuo. Mostramos também que a sua realizagao no espaco
de Hilbert H = L?(2) é a subdiferencial da fungio convexa, semicontinua inferiormente

e prépria

1 1
/—|Vu\p(x)dx+/—|u|p(x)dx se ueV

+00, se ue H-V.

No Capitulo 3 vamos provar a existéncia de atratores globais. Nosso objetivo é entender
o problema de Cauchy abstrato com um operador setorial, vamos dar as condicoes para
provar a existéncia de solugoes e as condicoes que garantem a existéncia de um semigrupo
global de solugoes.

O Capitulo 4 é o foco deste trabalho. Este capitulo é baseado nos artigos [5] e [4]. Vamos
apresentar a semicontinuidade superior do atrator global para o problema quando

j — 4o00. Isso quer dizer que considerando a equagao semilinear

9



Ou—Au+u=>blu), x€, t>0
ou _y r€ed, t>0 (1)

on
u(0) = ug € L*(Q).
Em que Q é um dominio limitado de fronteira suficientemente suave de RN, N > 0e b :
R — R é uma fung¢ao continuamente diferencidvel e globalmente Lipschitz e considerando
seu operador de Nemytskii associado B : L*(Q2) — L%*(Q), isto é, para qualquer u :
[0,00) — L?(Q) e z € Q, B(u(t))(x) := b(u(x,t)). O problema (1)) pode ser visto como

o problema limite das equacoes

O — Dy yu + [uP Oy =b(u), x€Q, t>0
ou
— =0, red, t>0 (2)
on
u(0) = ug € L?(Q),
quando p;, — 2 em L*(Q) quando j — oo. Em que {pj}jeN ¢ uma sequéncia de
fungoes continuas p; : @ — R tal que p; = infp; > 2 e {pj}jeN converge para 2
em L°(Q) quando j — 4o00. Denotamos por pj+ = supp;. Estamos supondo que

2 < pi(z) < pi(z) < po para todo x € €.
O operador A;; : WO(Q) — [WirO(Q)]" dado por

1= w(@) PP 2V u(z). Vo(z)dz w(@) PPy (z)v(z)d
Aja /QIV()I V()V()d+/§2|()| (z)v(z)dz,

para qualquer u € Wi0)(Q) e v € Wi (Q). Pelo que foi testado no Capitulo 2 A, é
um operador maximal mondtono e consequentemente o operador A;, a realizagao de A;;

em L?(2), é maximal mondtono em L?(2), onde

Aju = =Ny yu+ |ulPP P20 = — div(| Va2 V) + jufPr 02y,

para qualquer j € N. No Capitulo 2 provamos que o operador A; é a subdiferencial dy;

de uma aplicacdo comvexa, prépria e s.c.i ¢; : L2(Q) — R definida por

1 1
—|Vu-(t,x))|pj(x)dx+/ ——u(t, )P Pde se ue WWPO(Q)
;(u) = /ij(m) ’ api(z)

+00 Caso contrario.

O problema pode ser escrito de maneira abstrata como



du
E‘FAJ'U:B(U), t>0 (3)

u(0) = ug € L*(),
com B : L?(Q) — L*(Q) globalmente Lipschitz. Pelo Capitulo 3 sabemos que o problema
tem uma solugdo global forte u; e tem um atrator global em L*(Q2), o qual vai ser

denotado por A,;.
Defina o operador A : D(A) C L*(Q)) — L*(Q2) por

D(A) = {u € L*(Q) : % =0 em GQ} :
e
Au = —Au+u

para todo u € D(A).

Temos que o operador A é um operador auto-adjunto positivo em L?*(£2) com resolvente
compacto e além disso —A gera um semigrupo compacto analitico em L*(2) (isto ¢, A
¢ um operador setorial no sentido de Henry [22]). Se A é como acima, consideremos no
espago L?(Q) o seguinte problema parabdlico auténomo semilinear

du

— 4+ Au=1B t
7 + Au (u) se  t>0 0

u(0) = ug € L*(Q).
No Teorema garantimos a existéncia de um atrator global para denotado por A..
Apresentaremos a prova de que o problema limite quando 7 —» oo é descrito pela
equagao parabolica semiliniar em e vamos provar também a continuidade do fluxo.
Finalmente vamos provar a semicontinuidade superior da familia de atratores globais
quando j — oo para o problema com respeito aos parametros p;. Isso quer dizer,
vamos provar que

dist(A;, Axs) — 0 quando j — +o0.

Em que {A4; : j € N} ¢ uma familia de atratores globais de (3)).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo vamos dar algumas defini¢coes e conceito basicos. Também uma pequena

coleta de resultados da teoria da medida e de andlise funcional.

1.1 Definicoes e Conceitos Basicos

Nesta secao vamos dar algumas defini¢oes bésicas de espago topoldgico, espago métrico,
conceito de convergéncia, entre outras coisas. Estes conceitos sao de importancia vital em

nosso estudo. Estas definigdes e resultados podem ser encontradas em [20], [1§].

Definigao 1.1. Um espago topoldgico é um par (X, 7), onde X é um conjunto e T €

uma cole¢ao de conjuntos de P(X) que satifaz;
1. X e ¢ estao em T,

2. Se {U;},c; € uma colegdo arbitrdria de conjuntos de T, entdo U U; estd em T;
i€l

3. Se {U;};~, uma colegdo finita de conjuntos de T, entao ﬂ U; estd em T.
i=1

Os elementos de T sao chamados como abertos.

Definigao 1.2. Um espag¢o métrico é um par (X,d), onde X é um conjunto ndo vazio
e d uma métrica em X, isto €., d € uma funcao definida em d : X x X — R U {0}

tal que para todos x,y,z € X temos que:
1. d(z,y) =0 <= z=1y;
2. d(z,y) = d(y,x);
3. d(z,z) < d(x,y)+d(y, z).

12



Defini¢ao 1.3. Uma sequéncia (x,) em um espa¢o métrico (X,d) é dita convergente
se existe x € X tal que lim d(z,,x) = 0. Neste caso, v € X ¢é chamado o limite de (z,)

n—oo
e escrevemos lim x, =z, ou simplesmente x,, — x.

n—oo
Observacao 1.1. Se (X,d) é um espago métrico, entao
1. Uma sequéncia convergente em X € limitada ( sup d(x,, Tpy) < oo> e seu limite €

m,neN
Unico.

2. Sex, —x ey, >y emX entio d(x,,y,) — d(x,y);

3. Um espago métrico (X,d) é um espago topoldgico, em que seus abertos sao as bolas

definidas por; B(z;e) :=={y € X : d(z,y) < €} para e > 0.

Definicao 1.4. Sejam o € X e A C X, definimos a distancia de um ponto xy a um
conjunto A, por
d(zg, A) := inf d .
(20, 4) inf (20, y)

Definigao 1.5. Um subconjunto F' de um espago topolégico (X, T) € dito fechado, se F*

¢ um conjunto aberto de X.

Definicao 1.6. Um subconjunto A € X chama-se limitado se, existe C' > 0 tal que
d(xz,y) < C para quisquer x,y € A.

Definicao 1.7. O diametro de um conjunto limitado A de um espaco métrico X, é
definido
diam(A) = sup d(z,y).

z,yeA

Definigao 1.8. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Seja A C X, uma cobertura aberta

de A, ¢ uma cole¢ao de conjuntos {Cy},.; em 7 tal que A C U Cy. Falamos de uma

Xel
subcobertura aberta finita de A, se existir um conjunto F' C I finito, tal que A C

U

AEF

Definicao 1.9. Dizemos que um conjunto A C X € dito conjunto compacto, se para

qualquer cobertura aberta de A, sempre existe uma subcobertura finita para A.

Definigao 1.10. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico (X,d) € dita de Cauchy

se para cada € > 0 existe N, € N tal que d(x,, x,,) < €, Ym,n > N.

Definigao 1.11. Um espago métrico (X, d) € dito completo se cada sequéncia de Cauchy

em X € convergente em X. Isto €, existe limite da sequéncia e o limite € um elemento de
X.



Teorema 1.1. Todo subconjunto fechado de um espagco métrico compacto, € um conjunto

compacto.

Observagao 1.2. 1. Cada sequéncia convergente num espago métrico € uma Sequéncia
de Cauchy.

2. Um subespaco M de um espaco métrico completo X € ele mesmo completo se, e

somente se, ele € fechado em X.

3. Uma aplicacio T : X — Y de um espago métrico (X,d) em outro espago métrico

(Y,d) € dita continua em um ponto xy € X se, somente se, para toda sequéncia

{z,} tal que x,, — xy tivermos que T(x,) — T(xg).

1.2 Espacos Normados e Espacos de Medida

Nesta secao vamos dar as definicoes de espacos normados e de medida, vamos definir
também o espaco de Lebesgue classico e resultados importantes da Teoria da Medida,
como o Lema de Fatou e o Teorema de Convergéncia Dominada, estes resultados sao
indispensaveis em nosso estudo futuro. Estes resultados e as definigoes dos conceitos de
Anadlise Funcional podem ser encontrados em [I2], a parte de teoria da medida pode ser

encotrada em [19]. Por tltimo, a definicdo de modular pode ser encontrada em [13].

Definigao 1.12. Uma norma em um espago vetorial X sobre um corpo F (real ou

complexo) € uma aplicacao ||-|| : X — R que satisfaz
1. |l€|l = 0, para todo £ € X e ||£]| =0 se, e somente se, & = 0;
2. ||| = |a|||&]l , para todo & € X e todo a € F;
3. ME +nll < 1€l + lInll, para quaisquer & n € X.

O espago (X, ||]|) € dito espago normado.

Proposigao 1.1. Um espaco normado (X, ||-||) define uma métrica; d(&,n) = || —n|

para quisquer, £, € X, e a métrica definida é denominada métrica induzida pela norma.

Defini¢ao 1.13. Duas norma |-||; e ||-||, num espago vetorial X sao equivalentes se

existirem A, B > 0 de forma que
Allll, < [i€ll, < Bl vEe X

Definigao 1.14. Um espago normado (X, ||-||) é um espago de Banach se toda sequéncia

de Cauchy em (X, ||-||) € convergente em X.



Definicao 1.15. Um espaco métrico € dito separdvel se existir um subconjunto contdvel

e denso nesse espaco.

Definicao 1.16. Um operador linear entre os espacos vetoriais X eY € uma aplicacao
T:D(T)C X —Y, em que seu dominio D(T') é um subespago vetorial de X e

T(€+an) =T() +al(n).

Para todo £,m € D(T) e todo escalar « € F. Se F =Y entdo é chamado de funcional

linear.

Definicao 1.17. Uma colecao M de subconjuntos de um conjunto X € dita uma o-

dlgebra em X se:
1. X e M,

2. Se Ae M entio A°= X\ AeM,

3. Se Aj e M, Vj €N, entdao (U Aj> e M.

j=1

(X, M) € chamado de espago mensurdvel e cada A € M de conjunto mensurdvel.

Definigao 1.18. 1. Se (X, M;) e (Y, Ms) sao espacos mensurdveis, entio f: X —
Y é mensurdvel se [~'(A) € My, para todo A € Ms.

2. Se (X, M) é um espago mensurdvel e (Y, T) é um espago topoldgico, entao f: X —»
Y é mensurdvel se f~'(A) € M, para todo A € 7.

Definig¢ao 1.19. Dada uma o-dlgebra M em X, uma medida (positiva) em M é uma

fungdo pp 2 M — [0,00] o- aditiva (contdvelmente aditiva), ou seja, se (A;)7, € uma

sequéncia de conjuntos mensurdveis, dois a dois disjuntos, entao j <U Aj> = Z,u(Aj).
j=1 j=1

A trinca (X, M, u) é chamada de espago de medida.

Definigao 1.20. Se f : (X, M,u) — [0,4+00| é mensurdvel e E € M, define-se a
integral de Lebesgue

[ t@aue)i= swp [ sdn

E 0<s<fJE

em que s = ZanAJ' ¢ uma funcao simples, tal que
j=1

/ sdp = Z%‘N(Aj NE).
E

j=1



Definicao 1.21. Para 1 < p < oo, denotamos Lﬁ(X) o conjunto das classes de equi-

valéncia f: (X, M, u) — RU {oo} mensurdveis com || f||, < oo, em que

fr~g = ul{reX: fla)#g(0)}) =0

1/p
1l = ( / !f!pdu) l<p<oo

Chamamos o espago de Lebesgue ao conjunto.
LP(z) = {u X —R:u mensurdvel,/ |u(z)|Pde < oo}
b

e definimos também

I flloc = inf{a € R+ (|| ((ex, 00])) = 0}.

e vamos denotar por L®(X) ao conjunto de fungdes, denominadas essencialmente

limaitadas

LX) ={u: X — R : u mensurdvel, || f||,, < oo} .

Teorema 1.2. (Lema de Fatou) Seja {f,}, uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis

nao negativas em um espago de medida (X, M, u). Entdo

/ lim inf f,dp < lim inf/ fndpe.
X n—oo n—oo X

Teorema 1.3. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (X, M, 1) um espago

de medida e considere {f,}, uma sequéncia de funcées mensurdveis em X tal que

fz) = lim fo(z)

n—o0

existir para cada v € X. Suponha também que existe g € L*(X) satisfazendo
| fu(2)| < g(2)
para todo x € X en € N. Entio f € L'(X) e satisfaz
n—oo X

2. lim fndu:/ fdp.
X D'

n—o0



Definicao 1.22. Uma fungao p, definida num espago vetorial X sobre o corpo R, é dita
continua a esquerda se, a fungio A\ — p(Ax) € continua o esquerda em [0, 00)

para todo x € X, isto é
lim p(Az) = p(z).

A—1—

Definig¢ao 1.23. Seja X um espago vetorial sobre o corpo R uma fun¢ao p : X — [0, 0]

¢ chamada semimodular se satisfaz as sequintes propriedades

2. p(Ax) = p(x), para todo x € X, A € R com || = 1;
3. p € conveza
4. p € continua a esqueda

5. se p(Ax) =0, para todo X\ > 0, entdo x = 0;

uma semimodular p é chamada uma modular se

6. p(x) =0, entdo x = 0.

1.3 Espaco de Hilbert

Nesta secao vamos falar do conceito de produto interno e dos espacos de Hilbert. Vamos
dar algums exemplos de espacos de Hilbert classicos e de uma desigualdade famosa, dita
comumente como a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Estas definicoes e resultados podem

ser encontrados em [12].

Definicao 1.24. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo F. Um produto interno em
X (ou sobre X ) é uma funcgao (-) : X x X — F tal que para todos a, 3 € F e x,y,z € X,

as sequintes propriedades sao satisfeitas:
1. (o + By, z) = a(z,2) + By, 2);

2. (x,ay + Bz) =a(x,y) + Bz, 2);

3. (x,z) > 0;

4' <l’,y> = <y7x>;
5. (x,0) = (0,y) = 0. Em particular, (0,0) = 0;

6. (x,0) =(0,y) =0.



Teorema 1.4. (Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz (C.B.S)) Se (-, -)

¢ um produto interno em X, entao
(@, ) * < llzllllyll,  VYa,y € X,

em que ||z|| = /(x,z). Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, existirem

escalares o e 3, ambos ndo nulos, tais que {Bx + ay, Bx + ay) = 0.

Definicao 1.25. Um espaco de Hilbert é um espago vetorial H sobre um corpo F
munido com um produto interno (-,-) o qual com a métrica induzida por esse produto

interno definie uma métrica

d(z,y) = lz —yl = vV{z -y, —y)

e H € um espaco métrico completo.
d
Exemplo 1.1. 1. F¢ é um espaco de Hilbert, sendo (x,y) = anyn;
n=1

2. Li(Q) ¢ um espaco de Hilbert, sendo seu produto interno;

1/2
(o) = [ sadu 151 = { / |f\2du]

~ 1/2
3. *(N):= £ e FY (Z \QP) < 00 p € um espago de Hilbert, sendo
j=1

<§7 77> = Z gjﬁj'
j=1

1.4 Teorema Representacao de Riesz e Convergéncias Fraca e

Fraca *

Nosso foco nesta secao é falar de conceitos centrais do analise funcional. Precisamos de
conhecer como é o espago dos operadores lineares, neste espaco s6 precisamos de que os
operadores sejam limitados para que eles sejam continuos. Conhecer os espagos dual e
bidual, para poder definir espacos reflexivos que daqui para frente serda uma ideia central.
Também vamos definir varios tipos de convergéncias e alguns resultados importantes que

envolvem estas convergéncias. Estas definicoes e resultados podem ser encontrados em
[12],[11].



Teorema 1.5. Seja H um espaco de Hilbert sobre um corpoF e L : H — F um funcional

linear, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. Eziste o sup{|L(&)| limitado : £ € H,||£]| < 1}, ou seja, a imagem da bola fechada
unitaria € limitada,
2. 3C > 0 de modo que |L(&)| < C||&]|, V¢ € H;
3. L € uniformemente continuo;
4. L € continuo;
5. L € continuo no elemento nulo de H.

Definicao 1.26. Um funcional linear limitado L sobre H é um funcional linear para o
qual existe uma constante C' > 0 tal que |L(h)| < C||h||, para todo h € H.

Observacao 1.3. Usando o Teorema podemos dizer em outras palavras que um

funcional linear € limitado se, e somente se, ele é continuo.

Definicao 1.27. O conjunto dos operadores lineares limitados entre dois espacos nor-
mados X e Y sobre o mesmo corpo de escalares serd denotado por B(X,Y). Para

T € B(X,Y) definimos a norma desse operador assim

1T\ Bx,yy == sup{||T¢|ly : € € X, [|€]lx < 1}.

Definigao 1.28. O conjunto dos funcionais lineares X* := B(X,F) € conhecido como

espaco dual de X e definimos a norma nesse espaco assim

IL]

x+ = sup{|L(h)| : ||h] <1}
e chamaremos de norma de L € X*.

Teorema 1.6. Seja (X, M, p) um espago de medida, entio para 1 < p < 400 conside-
1 1

rando o expoente conjugado q de p, isto é — + — =1, o espago dual de LP(X)* = L1(X).
p q

Vale também para p = 1 mas o espago deve ser o — finito, isto é, L'(X)* = L>(X).

Defini¢ao 1.29. O espacgo bidual, X** := (X*)* é dfinido como o espaco dual de X*.

A norma em X** serd definida por

/]

x= =sup{f(g) : g € X", ||gl|x» < 1}.

Observacao 1.4. Como X* é um espago de Banach, estd definido X = (X*)*. Ha
uma forma natural de identificar os elementos de X com os elementos de seu bidual; isto

€, a cada £ € X associa-se é e X** por



§(f) = f(§), para f € X~
Definigao 1.30. Sejam (X, |- ||x) e (Y, || |ly) espagos normados sobre o mesmo corpo F.
A aplicacao T : X — Y € dita ser uma tmersao isométrica se T preserva distancias,

isto €., se Vr,y € X

IT(z) = Ty = llz = ylx.

Dizemos que o espago X € isométrico ao espago Y se existir uma bijecdo isométrica (iso-

metria bijetora) de X sobre Y. Neste caso X e Y sao chamados espagos isométricos.

Observacao 1.5. A aplicacaao ™ : X — X*™ mencionada na obsevacao ¢ uma

imersao isométrica linear e consequentemente injetora.

Definicao 1.31. Se a aplicagao”™ : X — X** € sobrejetora, entao o espaco normado
X € chamado reflexivo. Em outras palavras, X € reflexivo se ele € isomorfo a X** e o

1somorfismo sendo dado por essa aplicagao.

Proposicao 1.2. Fize um hy € H e defina L : H — F por L(h) = (h, ho). Temos que

L é um operador linear limitado com ||L|| = ||ho]|-

Teorema 1.7. (Teorema de Representacao de Riesz) Se L : H — F é um funcional

linear limitado, entdo existe um unico vetor hg € H tal que L(h) = (h, ho) para cada
h € H. Além disso, ||L| = ||hol|-

Definicao 1.32. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que X C 'Y com imersao

continua se existe C' > 0 tal que
lzlly < C|z||x, VxreX

: . , ‘ , =Y
e a inclusao X CY € densa, isto ¢ X =Y.

Lema 1.1. (Desigualdade de Young) Sejam 0,0 > 1 expoentes conjugados, ou seja

1 1
] + i 1. Entdo para quaisquer numeros reais positivos a,b temos que

1 1 .
ab < =a? + =17,

0 o'

Defini¢ao 1.33. Uma funcgdio f : [a,b] C R — C € dita absolutamente continua se

para cada € > 0 ezistir algum 0 > 0, tal que se {(z;,y;)}7—y € uma familia de intervalos
n n

disjuntos contidos em [a,b] com Z(% — ;) < 6, entdo Z |f(y:) — fx)] < e
i=1

=1



Defini¢ao 1.34. Uma sequéncia {&,}n, C (X, || - ||x) converge fortemente a £ € X se

1€, — €llx — 0 quando n — o0o. Vamos denotar essa convergéncia por &, — &.

Defini¢ao 1.35. Seja X um espaco normado. Dizemos que uma sequéncia {£,}n, C X

converge fracamente a £ € X se

lim f(&,) = f(£)

n—o0

para todo f € X*. Vamos denotar essa convegéncia por &, — &.

Definig¢ao 1.36. Dado um espago normado (X, ||-||x), diz-se que uma sequéncia { f,,}, C

X* converge fraco * para f € X* se ocorrer lim f(fn) = é(f), para todo € € X. Vamos
n—oo

A , w*
denotar esta convegéncia assim f, — f.

Nota: Se o espaco é reflexivo, a convergéncia fraca e a convergéncia fraca * coincidem

em X*.

Teorema 1.8. Sejam X um espaco de Banach reflezivo e {x,}, uma sequéncia limitada
em X. Entdo evite uma subsequéncia {xy,}; de {x,}, que converge fracamente a um

elemento de X.

Teorema 1.9. Sejam X um espago de Banach, {x,}, uma sequéncia em X e x € X.
Entao

1. x, — x se, somente se, (f,x,) — (f,x) Vfe X*;

2. Se x, — x, entdao T, — x;

3. Se x, — x, entao ||z,|| € limitada e ||x,| <liminfx,;
n—-+o0o

4. Sex, =~ x e f, — f fortemente em X* entao (f,,x,) — (f,x).

1.5 Operadores Adjuntos e Auto-Adjuntos

Nesta secao vamos definir o operador adjunto de um operador dado e operadores auto-
adjuntos. Vamos provar um resultado clasico que mostra a existéncia dos operadores
adjuntos usando o Teorema de Respresentacao de Riesz. Estas defini¢oes e resultados

podem ser encontrados em [11].

Definicao 1.37. Sejam H e F' espacos de Hilbert sobre o mesmo corpo F, uma funcdo
u: HxF —TF ¢ dita forma sesquilinear se para h,g € H ek, f € F ea,B €T ela

satisfaz



1. u(ah + Bg, k) = au(h, k) + pu(g, k),
2. u(h,ak + Bf) = au(h, k) + Bu(h, f).

Definicao 1.38. Dizemos que uma forma sesquilinear é limitada se existir uma constante
M tal que |u(h, k)| < M||h||||k|| para quaisquer h € H e k € F.

Teorema 1.10. Se u : H x ' — F ¢é uma forma sesquilinear limitada por M, entdo
existem unicos operadores A € B(H,F) e B € B(F, H) tais que

u(h, k) = (Ah, k) = (h, BE) (1.1)

para todos h € H ek € F e |A|],||B| < M.

Demonstragdo. S6 vamos a provar a existéncia do operador A € B(H, F) (a outra é
andloga). Para cada h € H definimos Ly : K — F por Ly(k) := u(h, k), entdao L é
linear e |Ly(k)| < M]||hl|||k]]. Pelo Teorema de Representagao de Riesz existe um tnico
f € F tal que (k, f) = Ly(k) = u(h, k) e || f|| < M|R]. Seja Ah = f (pela unicidade do
Teorema de Representagao de Riesz) A ¢é lineal e também (Ah, k) = (k, Ah) = (k, f) =
(f k) =u(h,k).

Vamos provar a unicidade, seja A; € B(H,K) logo u(h,k) = (Aih,k), portanto
(Ah — Aqh, k) = 0 para todo k € K, entao Ah— Ajh = 0 paratodo h € H, A é tnico. [

Defini¢ao 1.39. Se A € B(H, K), entdo o unico operador B € B(K, H) que satisfaz
(1.1) € dito de adjunto de A e vai ser denotado por A* = B.

Proposicao 1.3. Se U € B(H,K), entdo U é um isomorfismo se, e somente se, U €

invertivel e U1 = U™,
Definicao 1.40. Se A € B(H), entao
1. A € dito de hermitiano ou auto-adjunto se A* = A;

2. A € dito normal se AA* = A*A.



Capitulo 2

Propriedades do operador

p(x)-Laplaciano

Neste capitulo vamos apresentar algumas propriedades do operador p(z)-Laplaciano. Va-
mos definir o espaco de Lebesgue Generalizado e um dos espacgos de Sobolev Generalizados
e obter as relacoes entre eles. A parte mais importante deste capitulo sera o estudo dos
conceitos de monoticidade, hemicontinuidade, coercividade e operadores subdiferenciais.
Vamos definir o operador p(x)-Laplaciano e provar algumas de suas principais proprieda-
des. Nosso foco central é provar que a realizacao deste operador é um operador de tipo
subdiferencial de certa funcao. Estes resultados e conceitos podem ser encontrados em
[15],[141, [131, 17,12 [3.

2.1 Espacos de Lebesgue e Sobolev Generalizados

Nesta segao vamos apresentar as definicoes de Espago de Lebesgue Generalizados, sua
norma e algumas de suas propriedades, também vamos estudar de um dos Espacos de
Sobolev Generalizados e algumas relagoes entre estes espacos. Os resultados apresentados

nesta segdo podem ser encontrados em [15],[14] e [13].

Vamos comegar pelo espago de Espaco de Lebesgue Generalizado e apresentar

algumas de suas propriedades. Considere o seguinte conjunto
LPO(Q) = {u :Q— R:u é mensurdvel e / u(z) [P do < oo} :
Q
em que Q C RY, N > 0, ¢ um conjunto mensurével e p € LY, em que

LE(Q) ={ue L>™(Q) :infess u > 1},
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em que
supess u:=inf{t € R: p({x € Q:u(z) > t}) =0}

infess u:=sup{t € R: u({x € Q:u(x) <t}) =0}

Para u € LP®) ¢ p € L vamos definir a seguinte funcao p assim:

plu) = / ()P d.
Q
E definimos também
p~ =infessp e pT =supess p.

Observacao 2.1. A funcao p satisfaz as condi¢coes de modulo. Além disso, o espaco
LP@)(Q) é um espaco vetorial. Estamos tentando generalizar a ideia de Espaco de Lebesque
cldssico, entdo vamos precisar de uma norma. Para u € LP®)(Q) definimos o sequinte

conjunto
I, = {A>0:p(§) gl} c (0,00)

Proposicao 2.1. [13] |[ul| ypw) g = inf I, € uma norma para o espago LPO(Q).

Observagao 2.2. Se a func¢do p(x) = p € constante, entao

Il o) = [l 2oy
em que |||, € a norma usual do Espago de Lebesque LP(QY) cldssico, para 1 < p < oo.

Teorema 2.1. [15],[13] Seja u € LP®)(Q). Entdo
Lo ull o) < 1(=1;> 1) se, e somente se, p(u) <1(=1;>1);
2. Se lullporgy > L entio gy < o) < ullZg:
3. e |[ull oy < 1, entdo  |[ullf g < p(w) < ullf g, -

Teorema 2.2. [13] O espago (LP™)(Q), || - || oty y) € um espago de Banach.

Teorema 2.3. [13] Seja Q € RN um conjunto aberto. Entdo, o espago C5°(Q) é denso
em LP@(Q).

Teorema 2.4. (Desigualdade de Holder para Espagos Lebesgue Generalizados)
Seja p~ > 1 e seja g € LY(Q) tais que



1 1

=1

p@) @

Seu € LP@(Q) ev € L1®(Q), entdo

para todo x € 2.

1 1
/U(:ﬂ)v(w)dz‘ < (— + )HUHW 0[] Lot ) -
Q p q

Demonstragao. Sejam |[ul| o)) = a € [[v]|1p@) ) = b. Usando a Desigualdade de

Young, com a relagao zﬁ + = 1, obtemos:

1
q(z)

[ o) | [ B R,
o a b Q a b
p(z) q(z)
S/ 1 Ju(z) dx—i—/i v(x) i
o p(x) aq(z)| b
p() a(x)
< i/ u(@ dx + L _v(:v) dx
P Ja q Jal| b
1 1
< — + —
= _

]

Nosso objeto de estudo envolve também o seguinte espago de Sobolev generalizado

Wr@)(Q), ou seja, o seguinte espaco:
WhP(Q) = {u € LP(Q) : |Vu| € LPP(Q)},

em que

Uy ou Ou ou
 \ 9z Oy’ Oy )

e cuja norma ¢ definida por
[l o @) = ull g @) + 1VUll o q)

Teorema 2.5. [13] O espaco (WP (Q), || - [wiee (o) € um espago de Banach.

1,p(x)
Definicio 2.1. W@ (Q) .= C(Q) )

Teorema 2.6. [15],[14)],[13]
1. O espago <L7’("’”)(Q), ||-||Lp(z)(m> ¢ separdvel.

2. Sep~ > 1, entdo LP®(Q) ¢ reflexivo



3. Sep~ > 1, entao W'P(*)(Q) ¢ separdvel e reflexivo.

Note que da defini¢ao de VVO1 #() (Q) e das propriedades de W'(®)(Q) segue-se imedia-
tamente que T/VO1 P (z)(Q) é um espaco de Banach, reflexivo e separavel sempre que p~ > 1.
Nosso objetivo agora vai ser estudar a relagao entre os Espagos de Lebesgue Gene-
ralizados e os Espacos de Sovolev Generalizados, esse tipo de relacao é conhecida como

imersao.

Teorema 2.7. [15],[T])],[13]
Seja Q@ um dominio limitado de RN e p,q € LY(Q). Entdo

LP@(Q) c L1®)(Q)
se, e somente se, q(x) < p(x) para quase todo x € ), e neste caso a imersdo € continua.

Teorema 2.8. [15] Sejam p,q € LY () tais que q(x) < p(x) para quase todo x € €.
Entao

Whe@)(Q) c W) (),
sendo tal imersao € continua.

Teorema 2.9. [14],[13] Sejam Q um dominio limitado de RN e p,q € C(Q) tais que
p.q > 1. Seq(x) < p*(z) para todo x € Q, em que

se plx) <N
0 se @)= N,
entao
Wir@)(Q) ¢ L1®(Q)
e tal imersao é continua e compacta.

Teorema 2.10. [15] (Desigualdade de Poincaré) Seja p € C(Q) tal que p~ > 1.
Entao, existe C > 0, dependendo de Q e p(z), tal que

[ull ooy ) < CNIVUl| ooy )

para todo u € Wol’p(x)(Q). Em particular, a expressao ||VuHLP(I)(Q) € uma norma em

WaP'(Q) que € equivalente ¢ norma [l 1o g -



2.2 Definicoes e Resultados

Nesta secao nosso objetivo é apresentar algumas definicoes importantes de um operador
em nosso estudo tais como a subdiferencial, monotocidade, hemicontinuidade e coercivi-

dade. Também vamos dar algums resultados que relacionam estes conceitos.

Definicao 2.2. Seja V' um espaco de Banach com dual V*. Uma funcao ¢ : 'V —
(—o0, 0] € chamada de prépria em V se existe ug € V' com p(ug) < oco. Uma fungdo

¢V — (—00,00| € dita convexa se satisfaz a desigualdade

(1= t)u+tv) < (1 —t)p(u) +te(v),
para todos u,v € V et € [0,1].
Defini¢ao 2.3. A fun¢io ¢ : V — (—00,00| € chamada de semicontinua inferior-

mente (s.c.i) se

@(u) < lim inf o (uy,)

n—oo

A lI-llv
para toda sequéncia {u,}, com u, — u quando n — oo

Dada uma fungao ¢ : V. — (—o00, 00| convexa, propria e s.c.i denotamos por D(p),

o dominio de @, o conjunto
D(p) ={ueV:pu) < oo}

Agora vamos ver algumas propriedades elementales das funcoes s.c.i, proprias e con-

vexas.

Proposicao 2.2. [2] Seja p : V — (—00, 0] uma fun¢ao convexa, propria e s.c.i. Entdo
existem f € V* e g €R tal que

SO(U) > <f7 u>v*,v + 3,
para todo u € V.

Definigao 2.4. Dada uma func¢ao ¢ : V. — (—o00,00] prépria, convera e s.c.i, a

aplicagao 0p : V. — V* dada por

Op(u) ={f € V' : p(v) = p(u) 2 (f,v = u)y. ;Yo € D(p)} C V7,

¢ chamada a subdiferencial de ¢. Denotamos D(0p) = {u € V : dp(u) # 0}. Em

geral, Op € um operador multivoco de V- em V*.



Proposigao 2.3. [2] Seja p : V — (—00, 0] uma fun¢ao convexa, propria e s.c.i. Entdo

D(0yp) € um subconjunto denso de D(yp).

Definicao 2.5. Seja V' um espaco de Banach real, um operador A :V — V* € dito ser

mondtono se para todo u,v € D(A)
(Au— Av,u — v)y. > 0.

Um operador mondtono A . V. — V* € dito ser maximal mondtono se cle nao estd

propriamente contido em qualquer outro operador mondotono de V em V*.

Teorema 2.11. [2] Seja V' um espago de Banach real e p : V — (—00, 00| uma fungdo

convexa, propria € S.c.i, entao Op : V. — V* € um operador maximal mondtono.

Lema 2.1. Seja u € WY([0,T]; H), H espago del Hilbert e g € L*([0,T); H) tal que
g(t) € dp(u(t)) para quase todo t € (0,T). entao a fung¢io t — @(u(t)) é absolutamente

continua em [0,T] e

% (u(t)) = <g(t), Z—?(t)>, para quase todo t € (0,7T).

Demonstragao. Ver a prova do Lema 2.1 em (2], p.158). O

Definicao 2.6. Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A :V — V*

¢ hemzicontinuo se para todo u,v € V
A(u+ Av) — Au,
quando X — 0.

Definicao 2.7. Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A : V — V*

é coercivo se

(A, uj>v*,v
lim —————— =00
j=oe luglly

para qualquer que seja {u;} CV com lim [ju,||;, = oo.
J—00

Teorema 2.12. Sejam V um espaco Banach reflexivo e A : V. — V* um operador

mondtono e hemicontinuo, entdo A € maximal mondtono.

Demonstragdo. Suponha que A ndo é maximal mondtono, entao existe (xg, yo) € VxV*
tal que yg # Axg e
(o —u,y0 — Au)yeyy >0, VueV.



Para qualquer x € V, definimos z) = Az + (1 — X)zg e A € [0,1] e tomando ) = u na

equacao anterior, obtemos o seguinte
(o — 2x, 90 — ATy)yey >0, VAE[0,1jueV.
Fazendo A\ — 1, obtemos
(o — x,y0 — AT)yyy 20, Vz €V

Portanto yy = Axg, o que contradiz a hipdtese provando o desejado. O

Teorema 2.13. [17],[8] Seja V' um espago de Banach reflexivo e V* seu dual, e H um
espaco de Hilbert com V. C H C V* com imersdes continuas e densas. Seja A:V — V*
um operador mondtono, univoco definido em todo V, coercivo e hemicontinuo, entao o

operador Ay restricao de A a H, definido por

D(Ay)={veV:Av e H}, Ag(u) = A(u), para uw € D(Ag),

é maximal mondtono em H.

2.3 Propriedades do Operador p(z)-Laplaciano

Nesta segao vamos provar algumas propriedades do operador p(z)-Laplaciano tais como
monotonicidade, coercividade e hemicontinuidade.
Seja Q € RY um dominio limitado e denotemos V = W'P@)(Q), H = L*(Q), p(z) €

C(2) com p(z) > 2 para quase todo x € €.
Sabemos que o espago dual de L*(2) é o préprio L?*(€2), usando os teoremas anteriores
das imersoes continuas temos que V' C H C V*. Portanto, sao imersoes continuas e

densas. Consideremos o seguinte operador A : V' — V* definido por
A(u)(v) :/ VP2 Vu.Vvd:zH—/ |u|P 2 yude,
Q Q
parav € V.

Lema 2.2. Sejam a e b niimeros reais positivos e ¢ > 1. Entdo (a + b)? < 2971 (a? + b?)

Demonstragao. Note que a fungao f(x) = 27 a funcao f satisfaz a condigao de conve-

xidade definida anteriormente, entao tomando A = 5 obtemos

a+b\?" a? b
< — 4 —.
(2 ) =373




Dai temos 00
(a+0)1 < 5(aq+b‘1).

Lema 2.3. [1]] Sejam &,n € RY e p > 2 uma constante. Entao vale a desigualdade
1\? —2 —2
(3) I <= n- Gy e - ).

Lema 2.4. Se |[ull,, < 1, entdo (Au,u)y. > [

20t -1

Demonstracao. Note que ||ul|;, < 1, isto implica que
[ull oy <1 € ||Vl oy < 1.

Logo, pelo Teorema [2.1] e o Lema [2.2] tem-se

Au, W)y v = | |VuP2Vu - Vude + | |uP %0 - wde
ens

/|Vu|p dm+/|u|p($)d:ﬂ

= p(Vu) + p(u)
> HWHW + HUHW

_1 p
> et (IVul ooy + el e

1

+

+
lully -

Lema 2.5. Se ||lul|,, > 1, entdo

1 .
o1 [ully, se |ullppwo) =1 € [[Vul e gy =1
(Au, u)y. 2 IVl ey ) + ||u||Lp<z se |ull gy <1 e [Vl ppw gy = 1
HVUHLp(x) + HUHLp(x) se |ull ey =1 e [[Vullppw gy <1

Demonstragao. Consideremos inicialmente que [[ul[p0q) = 1 € [Vullppw gy = 1.



Usando o Teorema 2.1l e o Lema [2.2] obtemos

(Au, u)y. z/]Vu|p 2Vu - Vud:v+/|u|p(x)_2u-uda:

/|Vu|p d:c+/|u|p 2z

= p(Vu) + p(u)
> [Vl + 1l

1 P~
> o (uwum@ o+l o @)

1

— P~
= o1 ||U||v .

Agora note que

(Au, u)y = p(Vu) + p(u).

Se [[ull prwr gy = 1 e [Vtll ppiy ) < 1 entdo

<Au,u>v*7 = p(Vu) + p(u)

> [l iy + IVl -

Se [|ull ooy iy < 1 e IVull o) = 1 entdo

(Au, )y = p(V) + plu)

> [l iy + IVl -

Isso conclui a prova.

Proposigao 2.4. O operador A :V — V* € mondétono.

Demonstrac¢ao. Sejam u,v € V. Usando o Lema para cada x € € fixo, vamos ter



(Au— Av,u = )y y = (Au,u = V)p y + (Av,u = )y
:/\Vu\p(‘r)ZVu-V(u—v) dw+/\u]p(2)2u-(u—v)dx
Q Q
—/ Vo[ Vo - V(u —v) de — / [P 20 (u— v) da
Q Q

— / <|vu|f”<9”>*2 Vu — Vo2 Vv) (Vu — Vo) dx
Q

—i—/ (|u]p(m)_2u — JpP® 2 v) (u—wv)dr
0

NG NG
Z/ (—) IV — Vo) d$+/ (—) lu — v[P™ da
1\""
> (—) /|Vu—Vv|p(I) d:zc+/ lu — v[P™ dz | > 0.
’ “ >0 “TT0

Logo, nosso operador A é mondétono. O

Proposicao 2.5. O operador A:V — V* € coercivo.

Demonstragdo. Seja u € V := W@ (Q) com ||ull,, > 1. Pela defini¢do da norma
em V' temos que |[Vull ) q) = 1 ou [[uf|ppw @ = 1 e usando o Lema obtemos a
seguintes estimativas.

Se [[Vull o @) = 1 e ||[ull pow ) = 1, entao

Ay y 1 Jully 1

lully = 227l 27

lulf (2.1)

Se [[Vull o) = 1 € [[ull o) < 1, usando de novo o Lema e a definigao de

norma em V vamos ter

<Au7 u)v*y > ||Vu||LP<I + ||u||Lp(z>

lully IVull o ) + HUHLP(:C)(Q)

IVl
~ IVl gy ) + 1

S ||VU||12;(1-)(Q)
~ 2 HVUHLM

=5 HVUIlp @ (2:2)

Lr(@)(Q



Se [[Vull o) < 1 e [[ull oy = 1, usando de novo o Lema e a definicao de

norma em V obtemos

<Auau>v*7v > ||VU||LP(Z) + ||u||Lp @) (Q)
[[ully Hvu”m(z)(g) + ||u”Lp<z>(Q)

||u||i;(x)(Q)
~ ull oy ) + 1

||u||i;(x) ()

= 2|[ull gy (g
1

——1
= Sl (2.3)

Logo, seja uma sequéncia {u;} C V tal que lim ||u;[|;, = oo, como
Jj—o0

[ully, = ||Vuj||LP(Z)(Q) + ||Uj||Lp(z)(Q)

teremos varios casos:
Caso 1) Onde jlggo 15| Loy () = 0 € ]li)rgo IVt oo ) = 0. Para este caso, temos que
existe jo € N tal que [[u;l[ ;o)) = 1 € VU o) = 1 para j > jo usando a anterior
desigualdade [2.1] vamos ter

(Auj, uz)

V*V 1 |p_—1

= op——1 Huj‘ \% , para todo ] > j()-

[l
Pela hipdtese sabemos que hm |u;]],, = oo, entdo
Jj—
(A ).y
lim ——————— = ¢
S T

Caso 2) Onde lim [[Vu;| gy = 00. Logo, existe ji € N tal que [[Vu;|| o)) = 1 se
Jj—oo

§ 2 1 Sejam Ny i= {52 515 | gl oy 2 1 @ Nai= {52 1+ | il ) < 1} Se
N é finito, basta sé analisar para j > j; tal que 7 € Ny. Nesse caso caimos no caso 1),

em que ja sabemos que

. <Auj7 uj>v*,v
lim ———— =
i=ee lully,

Se N, é finito basta sé analisar para j > j; tal que j € N;. Nesse caso, usando a
desigualdade [2.2] temos

(Auy, uj)v* v 1 B . '
W B HV’U;HZ](T} , paratodo j > ji,
Jhv



como neste caso lim [[Vu;| o) = 0o. Entao, tomando limite na desigualdade anterior
J—00

temos

_ (Auy, uj>v*7v
lim ———————— =00
= luglly,

Agora, se N; e N, sao infinitos nao tem problema, segue-se trivialmente o resultado
utilizando os argumentos usados anteriormente.

Caso 3) Onde lim ;]| 1y ) = 00. Note que o caso 3), é totalmente andlogo ao caso
Jj—oo

2, 86 basta trocar Vu,; por u; nas contas do caso 2) e obtemos o mesmo resultado.

Logo, em qualquer caso, temos que

(A, uj>v*,v
lim ——————— =
i=oe gy,

Logo, A é um operador coercivo. O
Proposicao 2.6. O operador A:V — V* é hemicontinuo.

Demonstracao. Para provar que A é hemicontinuo temos que provar que dados u,v € V

entao
A(u+ M) = Au quando X\ — 0.

Sejam u,v € V = W'P@(Q). Lembremos o seguinte, do inicio deste capitulo, p~ :=
infess p, onde p € LL(Q) = {u € L=(Q) :infess u > 1}. Portanto p~ > 1, entdo usando

o Teorema temos que V' é reflexivo. Entao vamos provar que
/l\irr(l) (A(u+ ), 9) s, = (Au, @)yyv ,, paratoda ¢ eV
ﬁ ’ I

Sejam u,v,¢ € V e A € (—1,1). Vamos denotar por

A@) =V + M) POV (u+ M)V + |u+ P72 (u+ \).g,

F@) = |VulP' 2 Vu.Ve + |ulf " u.g.

Entao

(A4 208y~ (Aol | = | [ Aot [ st




Tomando limite A — 0 e a fungdo | - | é continua, temos

lim f () = lim [V (u + A0) POV (14 M)V + [u+ Mo 72 (u+ M).é
— —

= |[Vul" 2 Vu. Vo + [ul' " u.g

= f(z).

Note que para todo x € {2 e usando as propriedades do valor absoluto, tem-se

@) = |90+ 2A0)PO 7 T+ o) - Vo4 u+ P (w+ 2w) - 6]

<190+ 20)P 2 V(4 x) - Vo| + PO (- Xo) - 6]

= [V(u+ o) P! \v¢| + Ju+ Mo gl
< (IVu] + [N Vo))"V 4 (Ju] + A Jo])P 7 ¢
< 2702 (|9u 7 4 (o) (9] + 20072 (a7 4 P o)

_ ople)-2 [<|Vu|p(x)il i |vv|p(x)71> |V¢| + <|u|p(z)*1 + |v|p(x)fl> |¢|} .

Como u,v,¢ € V, p(z) € L>®(Q) e p(xr) > 2. Logo, p(z) —1 > 1, entdo, pelo Teorema
2.7, temos LP@~1(Q) C L}(Q), integrando a desigualdade anterior tem-se

L1272 {9t 190 1) 196+ (P70 4+ o)1) o] da] < .
Q

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

0 < lim ‘(A(u A0, D)y — (AU, B)ye s

~tim | [ (1) = f(o)a]
<hm/yfA z)|dz = 0.

Com isso, concluimos que

lim (A(u + Av), )y = (AU, @)yt

A—0

Mostrando que A é hemicontinuo. n



2.4 A Realizagao Ay de A em H = L[*(Q).

Nesta secao vamos provar que a realizacao Ay de A em H é um subdiferencial de uma

funcao propria, convexa e s.c.i que denotaremos @y, (,).

Observagao 2.3. Na se¢do anterior provamos que o operador A :'V — V* 'V =
Wir@)(Q), dado por

A(u)(v):/ VP2 Vu.Vvdx—i—/ |u[P@) =2y vda
Q Q

¢ mondtono, coercivo e hemicontinuo para cada u,v € V.= W@ (Q) e, portanto, A é

mazimal mondtono (veja [3]). Seja Ay a realiza¢io de A em H = L*(Q) dada por

D(Ap) ={ueV:Au) e H}
Ap(u) = A(u), se we€ D(Ag).

Representamos / |VulP®) =2 Vu. Vod +/ |u[P@ =2y vdx por Apy. Vamos provar que
Q Q
Ay € a subdiferencial de uma funcdo convexa, propria e s.c.i. Considere

1 1
/ —— |Vul|P® dx +/ ——|uf@dz se ueV

400, se ue H-V.

Proposicao 2.7. A funcgdio pp,) € convera e propria.

Demonstragdo. Seja u € V. = W@ (Q). Pela definicao de V, isto ,; u € LP@(Q) e
Vu € LP@(Q) e como p(z) > 2. Logo, tem-se

[l va s [ e < 5 [ (9upde s 5 [ s
o p(z) o p(z) 2 Jo 2 /g

1

<3 {/ \Vu\p(‘”)d:z:+/ |u|p(x)dx1
2 Ja Q

< Q.

Logo @) € propria. Agora, como a fungao M(®) & convexa para A > 0, entdo para
u,v € Vetell,1] temos



A
:\a\s\»
'U

1
oo (tu+ (L= 1)) = |~V (tu+ (1= t)o)Pdz + / ——tu+ (1 = )o@ da

QP( )
(t|Vu| + (1 — t)|Vo|)P® da:+/
_|_

1
()
()

’B

u —|oP® d
()(t\|+(1 o))" d

’E

1 |
< px (t!Vu!p + (1 =) Vo™ do ﬂ(ﬂu,p(x)+(1_t)|1}’p(z))dm
1
St/ IVl x>dx+t/ L g
o p(w) o p(z)

1
t/ VolP®de + (1 —t /—vp(x)dx

= top(a) (u) + (1 £)p(a) (V)
Concluimos que ¢, ;) é convexa e propria. O
Proposicao 2.8. A funcdo pp) € semicontinua inferiormente.

Demonstragao. Devemos provar que @p)(u) < lim inf @, (u,) se v, — u em H.
n—oo
Seja {u,} € H. Vamos separar a prova em dois casos.

Caso 1) Se lim inf ¢, (u,) = +00 entao, trivialmente satisfaz-se
n—oo
Pp(a) () < +00 = lim inf ) (un).

Caso 2) Se lim inf @) (un) = o < +00 entdo, existe uma subsequéncia {unj} Cc Vde
n—oo

{u,} tal que

1 1
lim inf @) (Un, lim (/ — | Vu,, [P®dz +/ — Uy, p(l’)da:> = .
J—oo plo) (1) = j—oo Qp(x)| 1 Qp(x)‘ |

Como @y(e)(tn;) —* a quando j — 00, temos que Yy)(un,;) ¢ limitada (pois ¢ uma

sequéncia convergente). Logo, existe K > 0 tal que
|Op(a) (un,)| < K,  paratodo jeN.
Pelo Teorema [2.1} obtemos

(pTK)»=,  Se ||u”j||LP($)(Q)21

et | ocor g < >
J NLP(=) () (p+K)pl , Se Hu”jHLMz)(Q) <1

(p"K)r~, Se ||[Vuy,
(p*K)ﬁ, Se || Vuy,

o > 1
90l o lier
[ ptor oy < 1



Das desigualdades anteriores, podemos concluir que Hunj é uma sequéncia limitada

Iy
no espaco de Banach V = W@ (Q). Pelo Teorema V' é reflexivo. Pelo Teorema

a sequencia { unj} possui uma subsequéncia (vamos utilizar a mesma notagao) { unj}
que converge fracamente, isto ¢, u,, — v em V, para algum v € V. Como H* C V",
entao u,, — v em H e pela unicidade do limite na convergeéncia fraca, concluimos que
u=veV.

Consideremos agora a subdiferencial d¢, ;) de @), € pela definicao de subdiferencial

obtemos

(00p(e) (W), tn; = W)y < Py (Uny) = Py (W),
para todo 5 € N. Entao

(00p(@) (), tn; = W)y + Ppe) () < Py ()
para todo j € N. Como u,; — uem V e p,q)(u) € V* segue que

<(‘9g0p(x) (), Un; — u>v*,v — 0,
quando 7 — oco. Logo,
Pp)(u) < Jim ) (Un,;) = = Jim infpp(a) (ten, ).

Mostrando que, ¢,(,) ¢ semicontinua inferiormente. O
Teorema 2.14. Ay ¢ a subdiferencial Opp) de Pp(z).

Demonstragcao. Sabemos pelo Teorema que a subdiferencial que d¢,(,) ¢ maximal
mondétono e pela Observagao Apg, que é a realizacao de A em H, é maximal mondtono

também. Logo, ¢é suficiente provar que
Ap(u) C Oppa)(u), para qualquer u € H.

Seja u € D(Ay) == {ueV:A(u) € H} e seja v € Ag(u) = A(u). Entao, para todo
¢ € V obtemos

<U7C - u)V*,V = <AH(U)7C - u>V*,V
2 0
:/ ]Vu|1’(m)—2vu.v§dx_/ Wu|p(r) dm—l—/ IU|p(x)_2u-(dx—/ |u|p(x) dr
Q Q Q Q

:/ |Vu|P<$>—2vu-vgdx+/ luP@ =2y . ¢ da
Q Q

—/ |Vu|p(x)dx—/ |u[P® da.
Q Q



1

1
Considerando o expoente conjugado para p(x), isto é, um ¢(x) > 0 tal que ﬁ—i-ﬁ =1.
pir) q\x

Usando a Desigualdade de Young e por propriedades da integral, tem-se

<v,§—u>v*’v+/ |V [P dx—l—/ [P da
0 Q

= / |Vul|P@ =2V - V¢ dr + / uP@ =2y, - ¢ dx
Q Q

< [ W vg dok [P [ ds
O —— O

>0 >0 >0 >0
S/ (qu,w)1>q<w>+L|vg|p<x>) dx
o \q(z) p(z)

1 1
(p(z)—1)q() p(z)
+ [ —=u +— dx
/Q (q(@' | p(z) < >
1 1
= / (—|Vu\p‘x> da +/ — V(P da

0 q(x) o p(z)
L e L
+/52q($>|u| dx+/(2p($)|g“| dz.

Logo,

g/iwuv’(@ dx+/i|vqp<x> dz

1 1
—i—/—uf”(:”)dx%—/—cp(x)dx.
QCJ(fL")| | Qp($)| |

Como cada uma das parcelas da desigualdade acima sao finitas, tem- se

_ _ 1 p() R )
e A (e L A e e
—r ——r

p(z) p(z)

L wepeg L ey
/Qp(fff)’VCI H/Qp(fv)m "

Entao, concluimos que
(0, ¢ = W)y 1+ Pp(a) (1) < Ppa) (€)-
Do anterior, temos

<U7( - u)v*,v S QOp(x) (C) - Qop(x) (u)



Para todo ¢ € V. Note que se ¢ € H —V entao ¢, (¢) = oo, portanto o anterior continua
valendo. Logo, Ap(u) = v € 0y (u).
Agora, usando o coroldrio 2.1 em [2] temos que o dominio de Ay é um subconjunto

denso de D(p(s)), em que D(pp) = {u € H : ) (u) < 0o} = V. Pelos teoremas das

imersoes, como V' C H e as imersoes sao continuas e compactas, temos que V' C D(Ap)
—H
Logo, D(Ay) = H. Dai, obtemos que Ay ¢ um subdiferencial de ¢, ). O



Capitulo 3

Existéncia de Atratores (Globais

Neste capitulo vamos provar a existéncia de atratores globais para o problema de Cauchy
abstrato [3.14] estaremos nos baseando essencialmente em [10]. Na segao 3.1, vamos dar
as principais defini¢oes; tais como de subgrupo, atrator local, atrator global, operador
setorial e vamos provar o Teorema [3.1, o conceito de resolvente compacto entre outras
coisas. Na secdo 3.2, correspondente ao capitulo 2 de [10], vamos entender o problema
de Cauchy abstrado com um operador setorial, vamos dar as condigoes para provar a
existéncia de solugoes que é o Lema |3.3| e no Teorema Na secao 3.3, o que é feito
no capitulo 3 de [I0], vamos continuar com o estudo do problema de Cauchy. Vamos
encontrar as condigoes que garantem a existéncia de um semigrupo global de solugoes.
Na secao 3.4, correspondente ao capitulo 4 de [10], vamos provar a existéncia do atrator

global para o problema de Cauchy governado por um operador setorial.

3.1 Conceitos Preliminares

Nesta secao vamos dar algumas defini¢oes e resultados importantes que podem ser encon-

trados no capitulo 1 do livro [10].

Definicao 3.1. Seja V' um espago métrico. Uma familia {T(t)},5, de funcoes T(t) :
V — V, € dito um C"-semigrupo se

1. T(0) = Id denota a funcdo identidade, (Id:V — V' );
2. T(t+s)=T(t)T(s) para todos t,s > 0;

3. A funcao
[0,400) x V 3 (t,z) — T(t)z €V

¢ continua em cada ponto de (t,x) € [0, +00) x V.

41



Observacao 3.1. E bem conhecido que para semigrupos de operadores lineares limitados
definidos em um espag¢o de Banach a condicio (3) se mantém se, e somente se, para
quaisquer x € X

T(t)r — z, quando t— 07,
Isto é uma consequéncia do Principio da Limitacao Uniforme.

Defini¢ao 3.2. O semigrupo {T'(t)} € chamado compacto se T'(t) : V. — V € uma
fun¢ao compacta para cada t > 0, isto é, cada T(t) leva conjuntos limitados em conjuntos

precompactos.

Definicao 3.3. O semigrupo {T'(t)} € chamado completamente continuo se este é
compacto e se cada conjunto limitado B C V' para todo t > 0 a uniao U T(s)B ¢

s€0,t]
limitada em V. Em que, a imagem de B por {T(t)} € definida por

Tt)B :={T(t)x :x € B}.

Definicao 3.4. Sejam W, e Wy dois subconjuntos de V. Dizemos que Wy é {T'(t)}-

atraido por Wy se
d(T(t)Wy,W1) — 0 quando t — 400,
em que, para cada t > 0 definimos

d(T(t)Wy, Wy) :=  sup inf  disty (wq, wy).
WoeT ()W, W1EWL
Definicao 3.5. Dados dois subconjuntos Wi, Wy C V. Dizemos que W1 absorve Wy por
{T'(t)} se existe um nimero ty > 0 tal que T'(t)Wo C Wy para todo t > to.

Observagao 3.2. Note que Wi atrai Wy se, e somente se, cada vizinhanca aberta Ny,
de W1 absorve Wh.

Definicao 3.6. Um elemento v € V é chamado um ponto de equilibrio de {T'(t)}
se T(t)v = v para todo t > 0. Estendendo esta nogao, dizemos que um conjunto A C
V € T(t)-invariante se T(t)A = A para todo t > 0. Também, chamaremos A C V
positivamente T(t)-invariante se T(t)A C A para todo t > 0.

Definigao 3.7. Para qualquer conjunto B C V' o0s conjuntos v+ (B) e wt(B) sao definidos
por

yH(B):=|JT(t)B

>0



s>0t>s

sao chamados respectivamente como 6rbita positiva e w-limite de B. Entao w(B) sdo
todos os pontos v € V' para os quais existe uma sequéncia de nimeros positivos {t,} com

t, — +00, e pontos v, € B tais que T(t,)v, — v.

Defini¢ao 3.8. Para qualquer ponto v € V', denotaremos por S, o conjunto de todas
as fungoes ¢ : (—00,0] — V' tais que ¢(0) = v e tais que T(t)p(s) = P(t + s) sempre
que —oo < 5 < —t < 0. Vamos permitir a possibilidade que S, seja vazio, que S, seja
exatamente um elemento ¢, ou que S, consiste de mais de um elemento ¢. Para uma

orbita negativa através de um ponto v € V', nos referimos ao conjunto

7 = J{o(=0)}

£>0
em que ¢ € S, .

Definicao 3.9. Para cada v € V', uma orbita completa através de v € o conjunto

Yo(v) =" (v) Uy,
em que ¢ € S, .
Defini¢ao 3.10. Seja A C V um conjunto nao vazio e {T'(t)}-invariante. Dizemos que

1. A € estdavel se, e somente se, para cada vizinhanca aberta U de A existe uma
vizinhanga aberta W de A tal que T'(t)W C U, para todo t > 0.

2. A € assintoticamente estdvel se, e somente se, A € estavel e atrai cada ponto

que se encontra em alguma vizinhanga aberta de A.

3. A ¢é estdvel assintoticamente uniforme se, ¢ somente se, A € estavel e atrai

alguma vizinhanca aberta de si mesmo.

Observagao 3.3. Seja {T'(t)} um C°-semigrupo em um espago métrico V. Se A é com-
pacto e {T'(t)}-invariante se A atrai ao menos uma de suas proprias vizinhangas abertas,

entao A ¢ estdvel.

Definig¢ao 3.11. Um conjunto A C V € dito de atrator local para um semigrupo {T(t)}

em V' se, e somente se,
1. A € ndo vazio, compacto e invariante com respeito a {T(t)};

2. A atrai alguma vizinhanca aberta N4 de A.



Defini¢ao 3.12. Um atrator global para {T(t)} nos referimos a um conjunto A C V

nao vazio, compacto, {T'(t)}-invariante o qual atrai cada subconjunto limitado de V.

Observacao 3.4. O atrator global se existe € unico e também mazimal na classe dos

subconjuntos invariantes de V.

Observagao 3.5. O atrator global A € minimal na classe de todos os subconjuntos B C V

fechados e limitados que atrai conjuntos limitados.

Observagao 3.6. O atrator global A é conexo se, e somente se, existe um subconjunto
conexo limitado B C 'V tal que A C B.

Defini¢ao 3.13. O semigrupo {T'(t)} € dito ser ponto dissipativo se, e somente se,
existe um subconjunto B C V' nao vazio e limitado que atrai todo ponto em V. O semi-
grupo {T'(t)} € dito ser dissipativo limitado se, e somente se, existe um subconjunto

B C V nao vazio, limitado o qual atrai todo subconjunto subconjunto limitado de V.

Defini¢ao 3.14. O semigrupo {T(t)} € dito de assintoticamente suave se, e somente
se, cada subconjunto W C V', nao vazio, fechado, limitado, positivamente invariante

contém um subconjunto compacto, nao vazio C' que atrai W.

Observagao 3.7. Se {T'(t)} é um C°-semigrupo num espago métrico V e se {T(t)} tem

um atrator global A, entao {T'(t)} € dissipativo limitado e assintoticamente suave.

Proposigao 3.1. Seja {T(t)} um C°-semigrupo atuando num espago métrico V., se B C

V' € nao vazio, e se para algum niumero tg > 0, o conjunto

U 7(s)B

s>tp

¢ um conjunto limitado, entao w(B) € nao vazio, compacto e invariante. Além disso w(B)

atrai B.

Corolario 3.1. Seja {T(t)} um C°-semigrupo num espago métrico e suponha que {T(t)}

tem um atrator global A, entao
1. A € a unido dos conjuntos w-limite de todos los subconjuntos limitados de V';
2. A € a uniao dos conjuntos w-limite de todos os subconjuntos compactos de V;
3. A € a unido de todas as orbitas completas de v € V invariantes e limitadas;

4. A € a unido de todas as orbitas completas de v € V invariantes e precompactos.



Observagao 3.8. Seja {T(t)} um C°-semigrupo num espago métrico V e seja A um
subcongunto nao vazio, compacto e invariante. Se {T'(t)} € assintoticamente suave, entao

as sequites condigoes sao equivalentes
1. A € estdvel assintoticamente;
2. A € estdvel assintoticamente uniforme.

Teorema 3.1. Se {T'(t)} é um C°-semigrupo num espago métrico V. Se {T(t)} € ponto
dissipativo, assintoticamente suave e as orbitas de conjuntos limitados continuam sendo

limitadas, entdao {T'(t)} tem um atrator global.

Demonstracao. A prova vai consistir de dois passos:
Passo 1) Primeiro vamos provar a existéncia de um conjunto O C V tal que cada
conjunto compacto C' C V tem uma vizinhanca aberta Ng que é absorvido por O. Pela
hipétese existe um subconjunto Wy C V nao vazio limitado que atrai pontos de V. Seja
Ny, uma vizinhanga arbitraria de Wy. Usando a continuidade de {T'(¢)} e o fato de que
Ny, absorve pontos de V, concluimos que, para todo v € V existem 7, > 0 e uma bola
By (v;e,) C V tal que

T(7,) By (v; €,) C Nuy,. (3.1)

Agora, vamos escolher ¢y, > 0 tal que

0= U T(t)Nw,

tZtNWO

é limitado. De (3.1)) observamos que, para qualquer v € V' existem t, := 7, + ¢ Ny, € uma
bola By (v;e€,) tal que

T(t)By(v;e,) C O, paratodo > t,. (3.2)

Consideremos agora, um subconjunto compacto C' C V arbitrério. Note que { By (v; €,)},cc
¢ um cubrimento aberto para C', como C' é compacto, entao existem vy, v, ..., v, pontos
de C' tal que
n
C c | Br(ue,) = Ne (3.3)

k=1

de (3.1)) e (3.2)) obtemos

TH)C C TNy = U T(#)By (v €0,) € O

k=1

para todo t > max {t,ta, ..., t, }.



Passo 2) Agora, vamos construir um conjunto compacto e invariante .4 que atrai subcon-
juntos limitados de V. Seja B C V limitado. A hipétese da Proposicao [3.1] garante-nos
que w(B) é compacto e atrai B, isto é, para qualquer vizinhaga aberta N,y de w(B)
existe tg > 0 tal que

T(t)B C Nymp), paratodo t>tg. (3.4)

Pelo resultado obtido no passo 1), existe alguma vizinhanga N,,(p) de w(B) absorvido por
O. De (3.4)) obtemos, para todo B C V limitado, existe tg > 0 tal que

T(t)B C O paratodo t>tg. (3.5)

Seja A := w(O). Usando de novo a Proposic¢ao A é compacto, invariante e atrai O,
também por (3.5) A atrai conjuntos limitados de V. Logo, A é um atrator global em
V. O

Observagao 3.9. Pelo Teoremal[3.1 e da Observagao[3.7, concluimos que se {T(t)} ¢ um
C°-semigrupo num espaco métrico V e se pela agao de {T(t)}, as drbitas de conjuntos
limitados sdao limitadas, entao {T(t)} tem um atrator global em V' se, e somente se, {T'(t)}

¢ ponto dissipativo e assintoticamente suave.

Observagao 3.10. Note que da prova do Teorema[3.1] obtemos a sequinte propriedade

VB CV limitado Jtg >0 tal que U T(t)B € limitado em V. (3.6)

t>tp

Definigao 3.15. Seja {T(t)} é um C°-semigrupo num espago métrico V.. O funcional
L:V — R € chamada de fungdo de Lyapunov para {T'(t)} se

1. L € continua em V e limitada;
2. Para cada v € Va fungao (0,400) 3t — L(T'(t)v) € R € nao crescente;

3. Para cada v € V temos L(T(t)v) = const para todo t > 0 implica que T(t)v = v
para todo t > 0.

Corolario 3.2. Seja {T'(t)} ¢ um C°-semigrupo assintoticamente suave num espago
métrico Ve suponha que {T'(t)} satisfaz a Observagao [3.10. Além disso, suponha que
todos os pontos de equilibrio de {T'(t)} estao em um subconjunto limitado de V.. Se {T'(t)}

tem uma fungdo de Lyapunov, entio {T'(t)} tem um atrator global.

Lema 3.1. Se {T'(t)} é um C°-semigrupo compacto num espago métrico V, entao {T(t)}

€ assintoticamente suave.



Lema 3.2. Se {T'(t)} é um C°-semigrupo compacto num espago métrico V, entio; para

cada B C 'V limitado e para cada 7 > 11 > 0 tem-se

U T(t)B € limitado em V. (3.7)

tE[TQﬂ'l]

Coroldrio 3.3. Seja {T(t)} um C°-semigrupo num espago métrico V. Se {T'(t)} é com-

pacto e ponto dissipativo, entao {T(t)} tem um atrator global em V.

Corolério 3.4. Seja {T(t)} é um C°-semigrupo num espago métrico V. Além disso,
suponha que todos os ponto de equilibrio de {T'(t)} estao num subconjunto limitado de V.

Se existe uma funcao de Lyapunov L para {T'(t)}, entdao {T'(t)} tem um atrator global.
Vamos agora falar do conceito de espectro, resolvente e resolvente compacto (ver [12]).

Definigao 3.16. Seja A: D(A) C X — X um operador linear no espaco de Banach X .
O conjunto resolvente de A, denotado por p(A), € o conjunto dos A\ € C para o0s quais

o operador resolvente de A em A
Ry(A): X — D(A), Rx(A):=(\d—A)"!
existe e é limitado.

Definicao 3.17. O espectro de A é o conjunto o(A) = C — p(A).

Definigao 3.18. Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear
em X. Dizemos que A tem resolvente compacto se (\[d— A)™': X — D(A) C X €

uma fun¢ao compacta para cada A € p(A).

A nocao de operador setorial tem grande importancia no estudo das equacoes diferen-

T
ciais. Consideremos a € Re ¢ € (O, 5), um setor do plano complexo é dado pela relacao

Sep={AN€C:9p<|arg(A—a)| <m, X#a}. (3.8)

Definigao 3.19. Considere o operador linear, fechado e definido densamente A : D(A) C
X — X num espaco de Banach X, entao A € um operador setorial em X se, e

somente se, existem a € R, ¢ € (0, %) e M >0 tal que

1. O congunto resolvente p(A) contém o setor S, 4;

M
——, para cada X € Sy 4.

2 I = A7 <



Definigao 3.20. Seja X um espago de Banach e {T(t)} um C°-semigrupo em X. Dize-

mos que {T'(t)} € um semigrupo analitico, se existe um setor do plano complexo
S={2€C:¢1 <arg(z) <d2}, com (1 <0< ¢y)

e uma familia de operadores lineares limitados T'(z) : X — X, z € S, coincidindo com

T(t) parat >0 e tais que
1. z — T'(2) € analitica em S;

2. Para z € S im T (z)x = x, para todo x € X;

z—0

3. T(z1+ 20) =T(21)T(22), para z1, 22 € S.

Teorema 3.2. Seja X um espaco de Banach. Entao um operador linear definido densa-
mente A € um gerador negativo de um semigrupo analitico {T(t)} de operadores limitados

T(t): X — X, t >0, se, e somente se, A € um operador setorial.

De agora para frente a notagao {e’At} serd usada para o semigrupo analitico corres-

pondente ao gerador infinitesimal —A.

No caso onde Rec(A) > 0, isto é, quando os elementos do espectro tenham parte real
positiva. Entao as estimativas da norma ||-| Bix.x, d€ um semigrupo de operadores mostra

que o processo decai ao longo do tempo quando t — 4o00.

Teorema 3.3. Seja A um operador setorial num espago de Banach tal que Rec(A) >

a > 0. Entdo, para algumas constantes positivas Cy, C.

le™ |5, < Coe™ £20 (3.9)

| Ae <Cre™, >0 (3.10)

_At H
Bx,x) —

Proposicao 3.2. Seja A : D(A) C H — H um operador linear, autoadjunto, densa-
mente definido num espaco de Hilbert, se adicionalmente, A € limitado em H, isto €,

existe m € R para todo x € D(A) tal que
(Az, )y > m]all} (3.11)

Entao A € um operador setorial em H. (Dizemos que A € definido positivo se m é

positiva.)



Agora, suponha que X é um espaco de Banach e A é um operador setorial em X
com Re(o(A)) > 0. Tal operador A serd chamado operador setorial positivo. Em
particular, define um operador autoadjunto, positivo num espaco de Hilbert que satisfaz
(2) na Defini¢ao 3.19] O Teorema [3.3] permite-nos definir, para cada a € (0,0¢), o
operador A= : X — X definido pela integral

1 oo
A% = —/ to eyt (3.12
I'(@) Jo )

Proposicao 3.3. Suponha que A € um operador setorial num espaco de Banach X com
Re(o(A)) > 0. A~ a € (0,400) define um operador linear limitado em X dando uma
correspondéncia um a um entre X e a imagem R(A™®). Também A™' : D(A) — X

coincide com a inversa de A e
AA P = A=) para «, 8> 0.

Como vimos acima, cada A™%, o > 0 é invertivel. Vamos denotar o operador inverso
por A® e usaremos o simbolo X* para o dominio da fun¢do A%; isto é, X := R(A™%).
Também estendemos a nocao de operador poténcia no caso onde o = 0, tomando A° = I
em X° = X.

Proposicao 3.4. Seja A é um operador setorial num espago de Banach X com Re(o(A)) >
0. Entio X* com o € [0,+00) cuja norma ||v|| ya = ||A%||y enquanto que A% : X* —

X é um operador linear, fechado, definido densamente em X satisfazendo
A%AP = APA> = AP o, 5> 0.

Além disso, X® é um subconjunto denso de XP® para o > 5 >0, as inclusoes

sao densas e continuas. Também elas vao ser compactos pois A tem resolvente compacto.

Proposicao 3.5. Seja A € um operador setorial num espago de Banach X com Re(o(A)) >

0. Para o >0, t >0, A%~ 4 ¢ um operador linear limitado em X tal que

[A%e™ pxx) S Cagqms E>0, (3.13)

A% M = e MAY e XYt > 0.

com a > 0 e tal que Re(c(A)) > a,



Proposicao 3.6. Se A satisfaz a condicao da Definicdo com algum a € R e ¢ €
(0, g), seja também Re(o(A)) > 0. Entao

(A7) = A%,

para 3 € <0, g) arbitrario e a > 0.

3.2 O Problema de Cauchy Abstrato

Nesta se¢ao vamos estudar o Capitulo 2, de [10] no que diz respeito ao problema de Cau-
chy com um operador setorial. Vamos dar as condi¢oes para provar a existéncia da solu¢ao

desse problema. Vamos introduzir a Formula Integral de Cauchy.

Considere o problema de Cauchy

U+ Au = F(u), t>0
u(0) = uo,

(3.14)

em que A é um operador setorial num espaco de Banach X. Sem perda de generalidade,
vamos assumir que A é um operador setorial positivo (isto é, Re(a(A)) > 0). Ja que o
conjunto resolvente de um operador linear fechado é bem conhecido que é um conjunto

aberto do plano complexo, temos que
Re(o(A)) > a, para algum a positivo.

Portanto, o espaco poténcia X¢, com « > 0 é definido como a imagem do operador A~%.
Nesta situagao, vamos sempre tomar a € [0,1) fixo. O termo nao linear F' em é
Lipchitz continua em conjuntos limitado de X . Isto é, existe uma fungao nao decrescente
L :[0,00) — [0, 00) tal que

1F(w) = Fw)llx < L(r) o = wllxa

para v,w € Bxa(r), que denota a bola de raio r > 0, centrada em 0 no espago X°.

Para obter os resultados desta se¢ao, considera-se

Hipétese 3.1. Seja X um espago de Banach, A: D(A) C X — X um operador setorial
positivo em X e seja F' : X* — X Lipschitz continua num conjunto limitado de X“

para algum o € [0,1).



Defini¢ao 3.21. Seja X um espago de Banach, o € [0,1) e ug um elemento de X“. Se

para algum nimero real T > 0 a fungdo u € C([0,7), X*) satisfaz
1. up = u(0);
2. ue CY0,7), X*);

3. u(t) estd em D(A) para todo t € (0,7), e satisfaz a primeira equagdo em (3.14) em
X para todo t € (0,7).

Entao, ela é chamada de solugao local X de (3.14).

O seguinte teorema é muito importante em nosso estudo, porque ele prova a existéncia

da solugao para o problema (3.14]) em um intervalo maximal de solucao.

Teorema 3.4. Sob a Hipdtese para cada uyg € X<, existe uma unica solucdao u =
u(t,up) de (3.14) definida no seu intervalo mazimal de existéncia [0,7,,) isso quer dizer

que ou Ty, = +00 ou se T,, < +00 entao

lim sup ||u(t, uo)|| ya = +00.
t—>7'u_0

Corolario 3.5. Sob a Hipdtese para cada B € [a,1) ug € XP, existe uma 1inica
solugao u = u(t,ug) de (3.14) definida em seu mdzimo intervalo de existéncia [0, Ty, ).

Lema 3.3. (Formula Integral de Cauchy.) Sob a Hipdtese eue C([0,7), X).
Entao u € uma X solugao local de (3.14)) se, e somente se, u satisfaz a equacdao integral

u(t) = e Mug + /t e AP (u(s))ds, te(0,7). (3.15)

Considerando o Lema temos algumas propriedades interessantes.

Corolario 3.6. Considerando a Hipdtese eue€ C([0,7),X?), seu satisfaz em X a

equagao integral (3.15)), entdo
u € C((0,7), X1

uwe C(0,7),X7), ~ve€]0,1).

Proposicao 3.7. Sob a Hipdtese para qualquer conjunto limitado B C X* existe
um tempo tp > 0 tal que a solugdo u(t,ug) de (3.14) com ug € B existe e estd limitada
uniformente em X® para todo t € [0,Tg] e uy € B.



Proposicao 3.8. Suponha que a Hz'pétese ¢ satisfeita, e uma sequéncia {u,}, C X* e
U, — up em X, Entao Ty = inf {7,, : n € N} € positivo, 1,, > Ty (sendo 7, o extremo

do intervalo mazimal de solugdo de u(t,u,)) e para todo T' € (0,Ty) temos que

sup ||u(t, u,) — u(t, wo)||ya — 0, quando n — +oo.
te[0,T

3.3 Semigrupo das Solucoes Globais

Nesta secao vamos continuar com o estudo do problema abstrato de Cauchy

U+ Au = F(u), t>0
u(0) = uyp,

sob a Hipdtese . Nosso trabalho aqui serd obter as solucoes globais para (3.14)).

Definigao 3.22. A func¢ao u = u(t) € dita a solugao X* global de (3.14)) se satisfaz os

requerimentos da Definicao|3.21| com T = +oc.

De acordo com o Teorema da existéncia da solucao de (|3.14]), para a prova da
solucao global de (3.14]) é suficiente mostrar que a norma ||u(t, up)|| y» ndo explode num
tempo finito T, isto é, para cada T" > 0

lim sup [|u(t)|| ya < +o0.
t—T~

A geracao de semigrupos nao lineares é dada da seguinte maneira: Se para qualquer
condigao inicial uy € X corresponde uma solugao global wu(t,ug) de (3.14), entdo um

C%-semigrupo {T'(t)} correspondente a (3.14)) pode ser definido em X via a relagao
T(t)ug = u(t,ug), t>0. (3.16)

Observagao 3.11. Note que da definicao C°-semigrupo e considerando a relacio definida
em (3.16), tem-se que T(0)ug = u(0,up) = ug, pois (3.14) € auténomo, também temos
que

T(t1)T (ta)ug = Tty + ta)ug, ti,t1 >0,

¢ uma consequéncia da unicidade das solucoes. Finalmente a continuidade da func¢ao
0, +00) x X3 (t,ug) — T(t)ug € X,

seque da Proposicio 3.9 e do fato que u(-,ug) € C([0,+00), X®).



Vamos dar algumas condi¢oes para garantir a existéncia de solu¢ao global de (3.14)).

Considere as seguintes condigoes:

Condigao 3.1. A relacio em (3.16) define em X<, correspondendo a (3.14), um C°-
semigrupo {T'(t)} de solugoes globais em X%, cujas drbitas de conjuntos limitados sdo

limitadas.
Condigao 3.2. E possivel escolher,

i. um espago de Banach'Y, com D(A) C Y,
ii. uma fungao localmente limitada c : [0, +00) — [0, +00);
iii. uma fung¢ao nao decrescente g : [0, +00) — [0, +00);

iv. certo nimero 0 € [0,1) tal que para cada ug € X as sequintes equagoes sao satisfeitas

[ult, uo)lly < cllluollxa), € (0,7u) (3.17)

1 (ult, wo))llx < glllult,uo)lly ) (L + [[ult,uo)[a)s ¢ € (0,7). (3.18)

Teorema 3.5. Sob a Hipdtese as Condi¢oes[3.1] €[3.4 sao equivalentes.
Observacao 3.12. Se a Hipdtese[3.1] € satisfeita e ug € X*. Entao u(t,ug) € definida e

uniformente limitada para t > 0 se, e somente se, existe um espago de Banach D(A) C Y

e uma fun¢ao nao-decrescente g : [0, +00) — [0, +00) tal que
VC >0 Vte (0, Tmaxue)) tal que [Ju(t,uo)lly < C, (3.19)
além disso, existe § € [0,1) tal que para todo t € (0, Tmax(u)) tem-se

1Pt wo)) L < glllutt, wo)lly) (1 + lult, o) 1%a ) (3.20)

Observagao 3.13. Assuma que a Hipdtese ¢ satisfeita e V-.C X*. Entao u(t,ug)
existe globalmente no tempo para cada ug € V' se, e somente se, hd um espaco de Banach
D(A) C Y e uma fungio nao decrescente g : [0,+00) — [0,400) tal que, para todo
ug € V existe Cyy > 0 tal que para cada t € (0, Tmax(ug)) temos

”’LL(Zf, UO)HY S CUO, (321)
também, existe 6 € [0,1) para todo ug € V e para todo t € (0, Tmax(uo))

1 Cutt, o))l < gt o)y ) (1+ e, uo) [ ) (3:22)



Observacao 3.14. Assuma que a Hipotese € satisfeita e V. C X“. As sequintes

condicoes sao equivalentes.

Condigao 3.3. u(t, ug) nao explode paraug € V' e para cada subonjunto limitado B C X
o congunto {u(t,ug) : ug € BNV, t >0} € limitado em X*.

Condigao 3.4. Hd um espa¢o de Banach D(A) C Y e uma fung¢ao nao decrescente
g:10,+00) — [0,4+00) em que (4.1) e (3.22)) sao satisfeitas e a fun¢ao c: V — [0, +00)
em (4.1) leva conjuntos limitados de V' em subconjuntos limitados de [0, 400).

Corolario 3.7. Assuma que a Hipotese seja satisfeita e V-.C X% arbitrdrio. Se os
requerimentos da Condicao|3.9 sao satisfeitos para ug € V, isto €, € possivel escolher um
espago de Banach'Y com D(A) C Y, uma fungao localmente limitada c : [0, +00) —
[0,4+00), uma fun¢do nao decrescente g : [0,+00) — [0,4+00) e certo nimero 6 € [0,1)
tal que para uy € V se satisfaz ambas desigualdades € . Entao a solucao
local correspondente a ug € V' existe para todo t > 0. Adicionalmente, se ug € V implica
que u(t,ug) € V enquanto existir entao a relagao definida em V' correspondente a
, um C° semigrupo {T(t)} da solugdo global tendo drbitas de conjuntos limitados

limitadas.

Agora, note que assumindo a Hipdtese e denotando por T(t)ug uma solucao local

de (3.14]) originada para um ug € X, pela Proposigao para qualquer ¢ € (0,75) a
imagem 7'(t) B de um conjunto limitado B C X estd bem definido.

Proposicao 3.9. Sob a Hipotese seja T(t)ug denotada a solugdo local de (3.14))
originada em uy € X<, entao para qualquer subconjunto limitado B C X® e todo t €

(0,75) vamos ter que T(t)B é limitado em X°*¢ para cada o + € < 1.

Lema 3.4. Sob as hipoteses da Proprosicao temos que para cada B C X* limitado e
cada t € (0,75) tem-se T'(t)B € limitado em X".

Teorema 3.6. Assuma que a Hipdtese ¢ satisfeita e (3.16)) define um C° semigrupo
T(t) : X* — X%, t > 0 de uma solugdo global de (3.14). Entao, para cada t > 0, T(t)

leva conjuntos limitados de X e precompactos em X em conjuntos precompactos de X .
Vamos dar outra condi¢do como uma contrapartida da Condigao [3.2]
Condigao 3.5. E possivel escolher,
i. um espago de Banach com D(A) C Y,

ii. uma fungdo c : [0,+00) x (0,+00) — R em que c(-,s) € localmente limitada para

s > 0 fixo;



iii. uma fungao ndo-decrescente g : [0,00) — [0, 00);

iv. um nimero 6 € [0,1), tal que para cada ug € X* satisfaz as sequintes equagoes

[ult, uo)lly < c(lluollxass), 0 <s <t <7 (3.23)

£ (u(t, wo)) |l x < g(llu(t, uo)lly) (1 + [Jult, UO)H_@xa> » € (0, 7). (3.24)

Teorema 3.7. Sob a suposi¢do as Condigoes[3.9 e[3.5 sio equivalentes.

Teorema 3.8. Assuma que a Hipotese ¢ satisfeita e o conjunto resolvente de A seja
compacto e a relacao (3.16)) define um C°-semigrupo T(t) : X* — X, t > 0 de uma
solugdo global para (3.14). Entao, para cada t > 0, T(t) € uma fun¢ao compacta em X®.

Demonstragao. Sejam t > 0 fixado e B C X limitado, pela Proposicao [3.9] podemos
escolher 75 e tomar ¢; € (0, min(¢, 7)), logo; T'(t1)B é limitada em X**¢ para a+¢€ < 1,
como a resolvente de A é compacto, entao a inclusao X*¢ C X“ é compacto. Portanto
T'(t1)B é um subconjunto precompacto em X“. Pela continuidade da fungao T'(t —t;) em
X® garante que a imagem T'(t)B = T(t — t1)T(t1) B serd um subconjunto precompacto

de X, isso conclui a prova. O

Corolario 3.8. Sob as hipdtese do Teorema o semigrupo {T(t)} gerado por (3.14))
¢ completamente continuo, mais exatamente; para cada subconjunto limitado B C X e

cada T > 0. As sequintes condi¢oes sarao satisfeitas

U T(t)B ¢ limitado em X*

0<t<T

U T(t)B € um conjunto precompacto em X< para cada ty > 0.
t1<t<T

3.4 Construgao do Atrator Global

Na secao anterior formulamos as condigoes necessarias e suficientes para que problema o
(13.14))

U+ Au = F(u), t>0
u(0) = uyg,

gere uma C%-solugao {T'(t)} de uma solugao global X com érbitas de conjuntos limitados

limitadas. Também discutimos se o semigrupo é compacto. Nas consideragoes a seguir,



vamos estabelecer a dissipatividade pontual de {T'(t)} que é uma parte crucial para provar

a existéncia do atrator global.

Teorema 3.9. Assumindo a Hipdtese eV C X tal que todos os requerimentos da
Condicao sao satisfeitos para ug € V. Se a desigualdade (3.17) da Condigdo tem

a propriedade adicional que
AC >0 Yuy €V  tal que tEeroo lu(t, uo)lly < C, (3.25)
entao a solugao de (3.14)) satisfaz a desigualdade
AC" >0 Yug eV  tal que tLifrnoo sup [lu(t, up)|| ya < C". (3.26)

Corolario 3.9. Se a funcao g que aparece na Condz'g:do é continua e satisfaz g(0) = 0,

entao para cada ug € X< se

i sup u(t, uo) |y = 0

entao

Jim_sup fu(t, wo)]| . =0

Corolario 3.10. Se em vez de (3.25)) vale a sequinte condi¢ao mais forte

3C >0 Vr>0 tem-se limsup sup |u(t,uo)|ly <C, (3.27)

t—+00 wgEBxa(r)
entao o semigrupo {T(t)} € dissipativo limitado em X°.
Corolario 3.11. Sob a Hipdtese as sequintes sentencas sao equivalentes.

1. A relagao (3.16) define em X* um C° semigrupo {T(t)} de uma solugao global de
(3.14) que tém drbitas limitadas de conjuntos limitados e € ponto dissipativo (ou

dissipativo limitado) em X®.

2. Os requerimentos da Condi¢ao sao satisfeitos junto com a desigualdade (3.17)),
adicionalmente satisfazendo a desigualdade ([3.25)).

No caso em que o conjunto resolvente seja compacto (ver Teorema [3.8) temos que
o semigrupo é compacto e pelo Corolario s6 precisamos provar que {T'(t)} é ponto

dissipativo.

Teorema 3.10. Assumindo a Hipotese ¢ satisfeita, o conjunto resolvente de A com-

pacto e qualquer subconjunto V- C X tal que



1. V € fechado na topologia de X%,
2. todos os requerimentos para a Condi¢ao (ou da Condigao para uy € V;

3. T()V CV para cada t > 0;

4. a desigualdade (3.17)) da Condz’gdo (ou respectivamente ([3.23)) na Condig:do

é assintoticamente independente de ug € V.
Entao o semigrupo {T'(t)} restrito a um espago completo V' tem um atrator global.

Demonstragdo. Para provar o teorema é suficiente usar o Corolario [3.3] isso junto com
uma consequéncia do Corolério o semigrupo correspondente a em V os conjuntos
limitados tém érbitas limitadas. Pela hipdtese 4) e pelo Teorema , é ponto dissipativo
em V', emquanto que como resultado do Teorema , T(t) : V — V é compacta para
cada t > 0. Logo, {T(t)} ¢ um C’semigrupo ponto dissipativo e compacto em V.

Portanto, a existéncia do atrator global para {T'(t)} se segue do Corolario (3.3 O

Corolério 3.12. Assumindo que a Hipdtese[3.1] € satisfeita e A tem resolvente compacto,

entao os sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) A relagio (3.16) define em X<, um C° subgrupo {T'(t)} de uma solucio global do

problema (3.14)) que tem um atrator global em X<.

ii) A Condicao (ou respectivamente a Condigao se sustenta com a estimativa
(3.17) assintoticamente independente de ug € X .

Demonstragao. ii) = i) Se segue do teorema anterior.

i) = i1) Note que o conjunto resolvente de A é compacto, se o atrator global existe
as 6rbitas de conjuntos limitados devem ser limitadas (ver Coroldrio [3.8). Também pelo

Corolério [3.11] o semigrupo é ponto dissipativo. n

Considerando o caso especial, quando (3.14]) fornece a existéncia da funcao de Lyapu-
nov £ de {T'(t)} no contexto de [3.14, Neste caso a existéncia do atrator global é dado

pelos Coroldrios [3.7 e

Teorema 3.11. Suponha que a resolvente de A é um conjunto compacto e que a Hipotese
¢ satisfeita. Seja V € X® um subconjunto tal que

1. todos os requisitos da Condi¢cdo (ou a C’ondigdo sao satisfeitas para ug € V;
2. V € fechado na topologia de X,

3. T(t)V CV para cada t > 0;



4. o congunto {v eV :T(t)v=wv, paratodo t >0} é limitado em V.

Se hd uma funcao de Lyapunov L entao {T(t)} restrito a um espago completo V' tem um

atrator global.

Nota: Veja [4] para mais detalhes. Conclusao para o problema abordado no seguinte

capitulo.



Capitulo 4

Convergéncia de Equacoes
Parabdlicas Quaselineares a uma

Equacao Semilinear

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar os resultados estudados nos artigos [5] e [4]. Apresen-
taremos a semicontinuidade superior dos atratores globais para o problema (4.2]) quando

J — +00. Vamos considerar a seguinte equacao semilinear

Ou—Au+u=>blu), x€Q, t>0

8—320, r€eN, t>0 (4.1)
on

u(0) = ug € L*(Q),

em que € é um dominio limitado de fronteira suficientemente suave de RN, N > 0e b :
R — R é uma func¢ao continuamente diferenciavel e globalmente Lipschitz e considerando
seu operador de Nemytskii associado B : L*(Q)) — L*(Q), isto é; para qualquer u :
[0,00) — L*(Q) e x € Q, B(u(t))(z) := b(u(z,t)). Note que B é globalmente Lipschitz
com a mesma constante Lipschitz de b. O problema (4.1)) pode ser visto como o problema
limite das equacoes

Oy — Ap ()1 + juPr @2y = b(u), z€Q, t>0

0

= —o, r e, t>0 (4.2)

on

u(0) = uy € L*(Q),

quando p; — 2 em L*(Q) quando j — +o0.
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Suponha {pj}j ey € uma sequéncia de fungoes continuas p; : © — R tal que p; =
infp, > 2 e {pj}jeN converge para 2 em L*(Q) quando j — +4o00. Denotamos por
pj :=supp;. Estamos supondo que 2 < p;(x) < pi(x) < py para todo = € Q.

O operador A;; : W»i0O(Q) — [Wi»0(Q)]" dado por

Ay :/Q|Vu(:v)]pf(x)QVu(x).Vv(x)dx—i-/Q]u(x)|pj(x)2u(:v)v(:v)dx,

para qualquer u € WHit)(Q) e v € WHi1)(Q) é um operador maximal monétono e
consequentemente o operador A;, a realizagao de A;; em L?*(£2), é maximal mondtono em
L?(2). Denotamos

Aju = =Ny yu+ |ulPP 020 = — div(| Va2 V) + JufPr 02y,

para qualquer j € N. Além disso, o operador A; ¢é a subdiferencial Op; de uma aplicagao

convexa, propria e s.c.i ¢; : L*(€2) — R definida por

1 1
—|Vu-(t,x))|pj(m)dx+/ lu;(t, )PP Dde se ue WHil(Q)
Spj(u) = /ij(‘r) ’ Qp(x) ’

J
+o00 Caso contrario.

O problema (4.2)) pode ser escrito de maneira abstrata como

du

— 4+ Au=DB(u), t>0

u(0) = up € L*(Q),
com B : L*(Q) — L*(Q) globalmente Lipschitz. Sabemos que o problema (4.3)) tem uma
solugdo global forte u; e tem um atrator global em L?(2), Usando a teoria de semigrupos
nao lineares e a teoria de operadores maximais monétonos garantimos a existéncia de um
atrator global para (4.3) o qual vai ser denotado por A;. (Ver [22][24] para mais detalhes).

Defina o operador A : D(A) C L*(Q) — L*(2) por
ou

D(A) := {u € L*(Q): 57 =0 em 69}

Au = —-Au-+u

para todo u € D(A).
Sabemos que operador A é um operador auto-adjunto positivo em L?(2) com resol-

vente compacto e, além disso o operador —A gera um semigrupo compacto analitico em



L%(Q) (isto é; A é um operador setorial no sentido de Henry [16]). Se A é como acima,

consideremos no espago L*(£2) o seguinte problema parabdlico auténomo semilinear

du
— + Au = B(u se  t>0
dt ) (4.4)
u(0) = ug € L*(Q).
Seja {S(t)ug := u(t, up)},>, a solugdo suave e tnica de (4.4)).
Teorema 4.1. O problema limite (4.4) tem um atrator global em L*(2), denotado por
Aoo-

Demonstracao. Pela Hipotese junto com a condigao de crescimento sublinear
|B(u)|l 20 < (1 + ||ul[paey), paratoda wue D(AY).

Segue-se o resultado. O]

4.2 Estimativas Uniformes das Solucgoes

Nesta secao vamos fazer ulgumas estimativas necessarias para obter os resultados de

convergencia das solucoes e também de existéncia de atrator para o problema (4.2)).

1

—e
2pf(]Q| +1)2
sejam pj_,pj € [2,p0], po > 2 para qualquer j. Entdao eziste uma bola My de raio Ry a

Proposicao 4.1. Consideremos b e B de constante de Lipschits L <

qual ndao depende de j, tal que para qualquer conjunto limitado D em L*(S)) existe um
tempo T = T(D) tal que u; € My set > T para qualquer j € N e u;(0) = ug; € D.
Também, para qualquer conjunto limitado D existe uma constante R = R(D) tal que

;@) 20y < R, para todo t = 0, j € N e u;(0) = ug; € D.

Demonstragao. Seja 7 > 0 multiplicando u;(7) na equacao (4.3) tem-se

g () sy = o (), ()
d

=7 g w(T)u(T)dt

- /Q WD) (it + /Q u(r) 2 gy
:2<Ch‘é'—f),u(7>>



(Auy (1), u(r /IVu P2V 0,(r) - V() das+/|uy P20, (r) - () d

= [ Wu@p st [ Jumpe i
Q Q

Logo,

(Bj(1),uj(r)) = 2 ||uj(T)||iQ(Q) +/ |V (1) [P dae +/ | (7)) . (4.5)
Q Q

Como B ¢ Lipschitz e usando a Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz, temos

(B(u;(7)) = B(0) + B(0),u;(7))
= (B(u;(7)) = B(0),u;(7)) + (B(0), u;(7))

1B(uj (7)) = BO) L2y 11 ()] 2y + 1BO)] 2oy 15 (T 2
) — OHL2(Q) ||uj<7'>HL2(Q) + [1B0)| £2(q ”uj(T)HL2(Q)
()220 + 1BO)| 2y 12 (7] 20y -

Portanto,

(Br).us() = 5 s (7)o /|Vu )i dx+/|u (P d
< Ly (7)[7200) + 1BO) ]2y 1 (7)] 2y - (4.6)

Vamos usar agora o seguinte lema.

Lema 4.1. Para todo v € W'Pi()(Q) tem-se

+
1 Hv||€vl’pj(.)(m se |]v\|w1,pjc)(m <1

<Ajv7,U>W17Pj(‘)(Q)*J/Vlvpj(‘)(ﬂ) = 21’T

[

HU WLPj(')(Q)

se HUHWLPJ,(A)(Q) > 1.

Veja capitulo 2.

Continuando a prova. Vamos assumir agora que ||uj(7')||W1,pj<<>(Q) > 1, e usando o
Lema (.1 temos

(Blus (), 15(7)) 2 s Nt (O



em particular, da desigualdade (/4.6

1d
S () ey < L () gy + Co () e

Em que Cp := || B(0)||2(q) = 0. Portanto,

1d ) 1

- 2
5 77 14Ty < =55 1 (D0,0,g) + LT 20y + Collug(m) 2y - (47)

Lembremos que p; :=inf {p; : j € N} > 2, pJ :=sup{p; : j € N} e
2 <pj(x) < pi(z) < po para todo x € 2. Portanto,

2 P
ey (M) llr200) < s (D0,

~ 2 , .
entao, — H%(T)HWLPJ-(-)(Q) > — |Ju, (7)]|| leJ @ pois ||u; (7 )le,pj<.>(m > 1. Além disso,
1 1
como 2 < p;(z) < p1(x) < po, entdo Py < ori . Pois, 27 < o portanto,
1 2P
]_ 2 1 D,
_2? ||uj(T)||W1an(‘)(Q) < _?T ||uj(T>||WJ/~1,Pj(‘)(Q) :

Da desigualdade anterior combinado com (4.7)) segue-se,

1d ) 1

2 2 €
2dr [Ju (7 )”LZ(Q) < - o7 — lluy(7 )HWLPj(‘)(Q)+L||uj(7)||L2(Q)+COEHW(T)”LZ(Q)

Note que, |Q +1 > 1 entdo (|Q] +1)® > 1, portanto,

1 2 1 2
—m ||Uj(T)||W1,p1(»)(Q) < _QP? ||uj(7—>||wl’pj(‘)(9) '

Logo, o anterior combinado com (4.7)) obtemos,

1d , 1
P —
2d H ]( )”LQ(Q) — 2p (|Q|+1)2 H ]( )HWIPJ() )

+ L ||uj(7—)||L2(Q) + COE ||uj(T)|IL2(Q) : (4.8)

Agora, pela Desigualdade de Young, como [|Col|2(q) = 0 € [Ju;(7) |12y = 0 tem-se para
e > 0 que

o _1 (G 1, )
07 ||uj(T)||L2(Q) =5\ ¢ + 2€ ||uj(T)||L2(Q)

Entao juntando a desigualdade anterior com a desigualdade (4.8) tem-se



1d 2 1 2 2
2dr Huj(T)HLZ(Q) = —m ||UJ(T)HWLPJ-<<>(Q) + L HUJ(T)HLz(Q)

1/C\> 1, )
#3 (%) + 3l

y 1 1.\ 1/Co\?
= ||u; - 4 L4= (=)
[ (T) [ 220 ( 2 (1) 1 1) tLtge )+

Agora, tomando € := ¢y > 0 o suficientemente pequeno e tomando

1 1
o= — —=L>0,
200D (1Q| +1)2 2
temos que
5 75 (22 < —e[[ug ()2 + Cr,
1 (Co\* ] . , .
em que C) := sl ) Como a funcgao expoencial é crescente para nimeros positivos
€1
vale o seguinte
d 2 2a1 2 2ar 2ar
o (M) [120) €7 < =20 Juy ()l 2 ) €7 + 2C1™,
entao
d 2 2a1 2 2ar 2ar
ir ||uj(T)||L2(Q) ™ + 2a ||uj(T)||L2(Q) e < 20,7,

Vamos estudar agora o caso onde ||uj(7')HW1,pj(A)(Q) < 1, Como Q2] +1 > 1 temos que
i (T)|| 2y < (192] + 1) Huj(T)le,pj(.)(Q) < |Q] + 1. Entdo, usando (4.7)) tem-se

1d ) 1 - )
577 14Ty < =g I (DI 0,00) LM% (T2 + Co llus (7] 20
21

< L(|Q] + 1)+ Co(IQ] + 1).

Em que Cp := [|B(0)| 12 = 0. Agora, consideremos a seguinte sequéncia y;(7) :=

wi (T 22 e temos que existe uma constante C'3 > 0 tal que
J L2(Q)

d
E [yj(T)GZOcT] S 0362047‘

Integrando entre 0 e ¢ temos



t ¢
/ di [y;j(T)e** ] dr < / Cze*7dr.
O 7—

0
Pelo Teorema Fundamental do Célculo tem-se

o w0 03 0ar O3 o
y;(t)e** —y;(0) 2% < %62 t— %\6210,‘

Entao

%620& o %
2x 2a

C!
< |U0j|2 + 2_03'/620&'

yi(t)e™™" < y;(0) +

Multiplicando por e=2% obtemos

g (DN 720) = 93(1)
Cs

2 _
< ||u0j||L2(Q) e 4 %0

C
2 3
< HUOJHL2(Q) e’ + 2%

Portanto, ug; € D e D ¢ limitado, isto ¢, existe ro > 0 tal que [[u;(?)| ;2 () < 70 para todo

j € N entao

Ca )\ 2
;@) 2 < R = (7‘(2) + —3) para todo ¢ > 0 e todo 7 € N.

2a
O
O seguinte teorema fornece algumas estimativas para as solucoes de (4.2)).
Teorema 4.2. Considere b e B com constante Lipschitz L < Sejam

201 (|Q| + 1)
pj_,p;' € [2,po], po > 2 para qualquer j. Entao existem constantes 1, Ry > 0 e um

conjunto compacto Ky de L*(Q) o qual nao depende de j, tal que para qualquer conjunto
limitado D de L*(Y) existe um tempo T = T(D) tal que

pi(ui(t) <m (4.9)

Huj(t>||W1*Pj(')(Q) <R (410)



Para todo t > T e qualquer solugdo uj de (4.2) com ug; € D. Também para qualquer
conjunto limitado D de L*(Q) e qualquer r > 0 existem (D, 1), Ry(D, 1) tal que

piuy(t)) < (4.12)

Huj(t)HWLPj(')(Q) < Ry. (4.13)

Para todo t > T e qualquer solucdo u; de (4.2) com ug; € D. Além disso, se pj(ug;) <
ro, para qualquer ug; € D e j € N, entao existe uma constante k = k(rg, D) tal que
||uj(t)||W1,pj(.)(Q) <k, para todo t > 0 e qualquer solugdo u; de (4.2)).

Demonstragdo. Passo 1: O Lema[2.1)é chave para comegar a obter nossas estimativas.

Usando a Proposicao obtemos as seguintes desigualdades

2

d

1
5 Pw®) = 5 | LRABO) 20y | = §K12- (4.14)

-~

Ki

1
2

Para cada t > T e cada j € N. A outra desigualdade importante serd

1d

2dt
em que R é a constante é a mesma dada pela Proposicao [4.1} De fato, vamos usar a
seguinte igualdade do Lema [2.1]

i (0)]1 720 + 25(us(1)) < KiR, (4.15)

Sestule) = (2 u(0). 50 ). (4.16)

t
Da anterior igualdade (4.16) e de que A; = Oy, temos



) = (B (0) - 0. 52 0)
= (Bus(0) = 0. G0 - Blus(0) + Blus(0))
= (Blus(0) - 0.~ (B(0) - o) - Bl
du; du; du
= (Blus(0) - 200~ (Bs(0) - 520 )+ (Blus) - S0 Bwy(0) )
duj : u — % u
=~ | =G|+ (B - o pe)
< - |- G| |pesw - Go] 1BeOlug

duj de 1 2
By~ G0 | 1B < 5 PO = GO 1B
Segue-se
FOCOES LGRS0 I ORI I OO

< - |Bwo - o 2 |Btusen - S oy 2B O

= 5 |Pos) =G|+ 5180,

Logo,

o ((0) + 3| B - G

Agora, pela Desigualdade Triangular obtemos

1B(u;(t)) = B(0) + B(0)| 120,

(||B(uj(t)) = B0)|| 2 + IIB(O)\|L2<Q))2-

1
5 1B (D)2 =

<

N — DN —



Logo,

< 2 1By () ago
< % (HB<uj<t)) = B(O)[| o) + \|B<0)HL2(Q))2

2

L2(Q)

1
< 5 | Llle®)ll 2@ + 1BO) 2@
- 2 (@) (@)

B é Lipschitz <R

1 2 1
<3 (LRA+1BO)a0)) = SKE.
Para cada t > T e todo j € N. Com isso estd provada (4.14)).

Passo 2: Agora vamos provar (4.15)). Usando a definigao de subdiferencial temos

©;(u;(t)) < (0p;(u;(t)), ui(t))

1d du,;
Sabemos que o7 |, (t)HiQ(Q) = <%(t),uj (t)> entdo, junto com a defini¢ao de subdi-

ferencial segue-se

1d

’ de
2dt

[ ()220 + (1 (1)) < <—t(t),uj(t)> + (9p;(u;(1)), (1)

de
= <<9<Pj(uj (t)l+ W(t)’ Uj(t)>

=B (u; (1))

= (B(u;(t)), u (1))

SN Ol 45Oy
CBS <K\ <R
< K\R.

Para cada t > T'(D) e cada j € N. Isso prova a desigualdade (4.15]).

Passo 3: Fixando r > 0 e integrando ambos lados da desigualdade (4.15)) no intervalo
(t,t +r) para t > T'(d) conseguimos



__HUJ()HLz + @i(u;(t) < KGR
t+r d ) t+r tr
/ 7 ||uj(5)||Lz(Q) ds +/ ©i(u;(s))ds < / K, Rds
t ¢ .

1 t+r
5 (15t + )y = ls@laey) + [ oslus(s))ds < KiRr
t

1 t+r 1
S+ gy + [ erlus(s)ds < 5 lus(Olagg + KR
t

Em particular, tem-se

t+r
”/ 035(5)) ds < 5 s ()2 + K R
t %,_/

<R

1
—R + KlRT

[\

Para s € (t,t 4 r) integrando (4.14]) sob o intervalo (s,t + r) obtemos

i) < K

t+r d
/ dtgoj(uj( dx</ Kidx

o3yt + 7)) < @y(us(s)) + 5 K2 (47— 5)

<r

1
< pi(u;(s)) + §K127“

Integrando novamente (4.14) no intervalo (¢,t + r) tem-se

d 1
(1) < §K2

t+r d
/ dtgoj(uj( dx</ Kidx

1
@j(ui(t+71)) < pj(s) + §K127‘
t+r 1 5 o
ro;(u(t +7)) < @j(u;j(s))ds + S KT
t

1
ro;(u;(t+1)) < —R2 + K1 Rr + §K2r2

—_

H

wi(u;(t+7)) < —R2+K1R+ K2r =7,

l\D



set >T(D).
Passo 4: Lembremos que A; = dip; é um subdiferencial da fungdo ¢;(u) : L*(2) — R

definido assim

1 1
—— |V, (t, 2)) [P @ da +/ ——Ju;(t, )PP se uw e WPO(Q)
;(u) = /ij(a:) ’ o pj(7) ’

+00 caso contréario.

Entao, pelo anterior temos
/ : |Vuj(t7 x))|1’j($)dl’ T / : |uj(tv x))|pj($)dm <71,
o pj(@) o pj(z) B

set > T(d) + 7. Além disso, lembre que p; := sup p;, entao temos que p; < p;r, portanto
1

jeN
1 . . .
— < —. Com isso e a desigualdade de acima, tem-se
pP; pj

1 1
| Vu(t,x Pa‘<ff>d:c+/—u- t,2)[P@ dg
/ij(x)! i(t, )| ij@)' i(t, )|

1 1
< | —=|Vu,(t,x pj(”)dx—i-/—
/ij(x)| i) o pi(7)

<.

wi(t, )P dg
|u;(t, )]

Escrevendo com a notagao do modular, isto é,

1
o [0 (Vu; () + pju;(1))] < 71
J
Logo
pi(Vui(t)) + pj(u;(t) < piro.

Se t > T(D). Daqui segue-se que existe R > 0 tal que

lu;(Ollyrp,0) < B s t=T(D). (4.17)
Tendo em conta que existe K (€2) tal que

||uj<t>||H1(Q) < K(Q) ||Uj(t)||W1’Pj(')(Q) .

Para qualquer u € W'7i0)(Q). (Veja pois H}(Q) := W?(Q2)). Conseguimos uma
bola Kj de raio R = K(Q)R no espaco H'() definido por

Ko = {y € 1Y) : [yl < R} '



Do Teorema a imersao de H'(Q) C L*(Q) é compacta, portanto; Ky ¢ um conjunto
compacto de L?(Q).

Para provar as ultimas desigualdades do teorema, o argumento é totalmente analogo,
sé basta trocar as constante R por R(D) na proposi¢ao e T(D) por 0 e utilizando os

mesmos argumentos usados anteriormente.

Passo 5: Agora, vamos provar o que acontece com os conjuntos limitados. Seja D é

um conjunto limitado de L?(€2), entdo existe um tempo T(D) tal que satisfaz
i (Ollyyrp,0) < B se t=2T(D).

Para qualquer solugao u; de (4.2) com ug; € D, integrando entre (0,¢) com t < T(D) e

usando o fato que ¢;(ug;) < ro para qualquer ug; € D e j € N obtemos

td b1
/ —p;(u;(s)) ds < §K12d5
0

Portanto, pelo Teorema Fundamental do Céalculo

o3(05(1)) < i, (0)) + (D)
———

<ro

Ki—
§r0+71T(D)

:= y(ro, D).

Para todo t € [0,7(D)]. Argumentando como na prova da primeira desigualdade, temos

que existe uma constante k; = ki(Rp, D) tal que
1 () Lm0 ) < K para todo ¢ € [0,T(D)].
Entao da desigualdade anterior e de (4.17)), temos que
Huj(t)lespj(')(Q) S k; para tOdO t Z 0

Em que k = k(ro, D) = max {ky, R}. Isso conclui nossa demonstragao.
[

No seguinte coroldrio provamos que a uniao de todos eles é um conjunto compacto de
L3 ().



Corolario 4.1. O conjunto U A; é compacto no espago L*(Q).
jeN
Demonstracao. Pela prova do Teoremao conjunto Ky = {y e H'(Q) : [Yll210) < f{}
é um conjunto compacto em L*(€2). O conjunto Ky é um atrator limitado de L?(2). Pela
minimalidade do atrator K, entao A; C K para todo j € N, logo
U&CU&C%:%
JjeN JjeN Ko é compacto

A 1ltima igualdade é valida, pois todo conjunto compacto é fechado. Logo U A; é um
jEN

conjunto fechado dentro de um conjunto compacto, logo U Aj; é compacto em L*(Q2). [
jEN

4.3 Continuidade do Fluxo e Semicontinuidade Superior dos

Atratores

Nosso objetivo nesta secao é provar que o problema limite quando 7 — o0 é
descrito pela equacgao parabdlico semilinear em . Vamos provar a continuidade do
fluxo e semicontinuidade superior da familia de atratores globais quando j — oo para
o problema com respeito aos parametros p;. O seguinte resultado garante-nos que
(4.4) é de fato o problema limite para quando j — oo.

Teorema 4.3. Seja u; uma solugio de ([(.3)) com u;(0) = ug; — ug em L*(Q) quando
Jj — 00 e w;(ug;) < ro para todo j. Entdo existe uma solugdo u de (4.4) com u(0) = ug e
uma subsequéncia {u;,}, de {u;}; tal que, para cada T > 0, uz, — w em C ([0, T] , L2(Q))

quando n — Q.

Demonstragcao. Passo 1: Seja T > 0 fixo. Lembremos que estamos estudando o

problema (4.3));

du
d_t+A]:B(u) t>0

w(0) = u € L2(Q),

em que B : L*(Q2) — L*(Q) é globalmente Lipschitz. Seja também u; uma solugao para
[.3), com u;(0) = ug; — up em L*(Q) quando j — co. Como A; = dyp; entao de ([4.3)
temos

de

T + 0p;(u;) = B(u;); para quase todo t € (0,7).



Agora, usando a igualdade dada no Lema [2.1] vamos ter que
du; d
(00stus). 210)) = Gor(as(o), (1.18)
Tome € > 0 arbitrario. Tomando produto escalar com % obtemos
de de de . de
(0. G20 )+ (2eius), G0 ) = (Blus). Gh0).
Pela definigdo da norma e a igualdade (4.18)) e integrando sobre (¢,7") obtemos

/ET e /f%@ﬂuﬂ’f))dt -/ ' <B<uj<t>>, ddit> .

L2(Q)
Usando o Teorema Fundamental do Calculo, temos
/T

Pela Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz

de
—(t
o (1)

du;(t)
dt

2
de

P areum) - e = [ (Buo) e @)

L2()

de
—(f dt.

L2(Q)

> 0. Entao, usando a Desigualdade de Young

L2(Q)
2
dt
L2(Q)

2

Note que [ B(w;(t))l] 2y »

obtemos

Tl ) 1
dt < 3 1B (wj ()| 72y + 3

1 [T ) 1 [T
5 | 1Bl s [

Logo, juntando a desigualdade anterior com a igualdade (4.19) obtemos a seguite desi-

du,

o (1)

du;

5 (1)

T
/ 1B )20,
e L2(9)
dU,j

e

L2(2)

gualdade

1 T
7

Passo 2: Agora, usando Teorema que diz que existe uma constante e-dependente c,

dt+ o3(us(T)) < p3(us@) + 5 [ 1B () ey

de
—(t
o (0)

L2(Q)

tal que ¢;(u;(t)) < c. e pela Proposicao {4.1] existe uma constante C' tal que



1 T
5 | 1B de < C

Portanto, segue-se,

/T
du] s 1. . . 2 2 7

Logo, — ¢ limitada para todo j em L*(e, T; L*(€2)). Também, pelo Teorema [4.2| temos,

u; ¢ limitada para todo j em L*(0,T; L*(92)). Pelo Teorema obtemos as seguintes

convergencias.

du. 2
%(t) dt <c.+CT,  Paratodo  t€leT].

L2(Q)

Como L*>(0,T; L*(Q)) nao é reflexivo nossa convergéncia vai ser fraca *. Isto é, existe
uma subsequeéncia {u;, },, de {u;}, em L*>(0,T; L*(2)) que converge fracamente * para u.

Isto é,
u;, — u fracamente” em L>(0,T; L*(Q)).
Como L?(0,T; L*(2)) ¢é reflexivo, entao
u;, —> u fracamente em L?*(0,T;L*(Q)).
Também tem-se,
duj, du

dt _>E fracamente em L*(0,T; L*(2)).

Logo, essa fungao u é nossa candidata para ser a solucao do problema limite que estamos

estudando. Vamos provar rigorosamente que de fato ela é solugao do problema limite.

Pelo Teorema [1.2] existe uma e-dependente constante R, tal que
||uj(t)||H1(Q) <K ||uj(t)||W1’Pj(')(Q) < R, para todo te€ [G,TL

em que H'(Q) := W12(Q). Pelo Teorema imersao de H'(Q) C L*(2) é compacta
e continua, implica que para qualquer ¢ € [¢,T] a sequéncia {u;,(t)}, ¢ relativamente
compacta em L*(€2). Entao, pelo Teorema de Ascoli-Arzel4 existe uma subsequéncia (que

denotaremos da mesma maneira) tal que
uj, —u em CO([e, T]; L*(Q)).
Também, a fun¢ao u é absolutamente continua em [e, T'.
Passo 3: Vamos provar que u é uma solugao integral para o problema limite (4.4]) (e,

portanto, uma solugao forte) no intervalo (e¢,7"). Pela Proposicao 3.6 de [6] precisamos

provar que a seguinte desigualdade é satisfeita



1 1
5 106, 8) = Ol < 5 i (1) = 0oy [ (Bl (1) + (6,0, (1) = )

(4.20)
Para toda ¢ € D(A;,) e0<s <t <T.

Nossa ideia agora é tomar limite quando n — +oo (pj, —> 2) na desigualdade
. Agora, como L%*(e, T; L*(Q2)) é um espaco de Banach reflexivo e pela definigao
de B estd definido em L?(e, T L?(€2)). Logo, a sequéncia {Bou;,}, é uma sequéncia
em L*(e,T; L*(Q)), além disso {B oy, }, ¢ uma sequéncia limitada (pois B ¢ limitada
e {u;,}, também ¢ limitada pois ela é convergente). Logo, pelo Teorema existe
w € L?(e,T; L*()) tal que

Bouwj, —w em L*(e,T;L*()).

Entdo, como B ¢ continua (pois é limitada e Lipschitz) e u;, — u em L*(Q) segue-se

B(u;j,(t)) — B(u(t)). Portanto, tem-se pela uniciade do limite que w = B o u, entao
Bouwj, — Bou em L*T;L*(%)).
Agora, observe que Bou;, — Bou em L?*(¢,T; L*(Q)) implica que
Bouwj — Bou em L*(s,t;L*(Q)), paratodo e<s<t<T
eu;, — wem C(e, T; L*(2)) implica que uj, — uem C([s, t]; L*(£2)), consequentemente
u;, — u em L*(s,t; L*(Q)), e<s<t<T
logo, como (-) é uma fungao continua tem-se

(B ouy, —h,uj, — 0>L2(s,t;L2(Q)) — (Bou—h,u— 9>L2(s,t;L2(Q)) g
para todos 6, h € L*(Q).
Agora, consideremos § € C5°(Q) C D(A;,) C L*() e seja h := A(f) € L*(Q2) usando
a desigualdade (4.20) obtemos que,



s () = By < 3 5 (9) = By / (B(us, (7)) + Ay, (), uj, () — B) dr
= 2 05.(8) = B / (B(us, (7)) =+ T+ Ay, (B), w, () — 0) dr
= 2 05.5) = B / (Bluy, (7)) — B, (7) — B) dr
+ t (h+ A;,(0),u;,(T) — 0) dr. (4.21)

Passo 4:

Afirmagao: Vamos provar o seguinte limite

t
/ (h+ A;,(0),u;,(1)) —0)dr — 0 quando n — +oo.

De fato, para cada 7 > €. Usando a definicao de A e A, e as propriedades da integral e

o valor absoluto tem-se

( _9> < u]n >_§>|
(yve\ V-V, (7) - a>) dr + /Q (018 - (uy. () — B)) de

/ (IV8]P@2V8 - Y (u,,(r) — 9)) do — / ([0 ©2F - (. (7) — D)) da
Q

= / (VO - Vu;, (1) — |VO]?) dz — / V0[P )72 (VO - Vu,, (1) — |VO)?) d
Q

+/ (- u,(r)— [0P) dx—/|9|pm(‘” (8-, () — [0) da
Q

= /Q (Vauy, (1) - (VO — |VOP»~2V0)) d

- / (IVB — V8P @) do + / (uy,(7) - (6 — [0 29)) do
Q Q

= [ (8P = o) da
Q

< / Yy, ()] [[V8] — [VEP» @ | de — / V8P — V3P| da
Q Q

+ [ s, (1 |81 = o e~ [ |87 | e
Q Q




Logo,

[(h = A5, (0), w5, (1) = )] S/vaujn(ﬂmvg}_ v
+ [|1va = | a

/|uj |“9| pgn(x ‘M

/M g

Agora, note que quando n — oo temos que p;, — 2, para cada x € ). Pelo Teorema

dz

da Convergéncia Dominada, temos

[ |19 - og
Q

/“9‘ p]" ‘dm—>0 quando n — oo.

Agora, vamos ver o que acontece com outros membros da desigualdade anterior. Usando o
Teorema do Valor Médio para a funcio (g(z) = |VO|*) (cuja derivada é dada por; ¢'(z) =
|VO|” In|V]|) no intervalo [2,p;, (z)]. Entdo, existe uma funcio 2 < 7(n,z) < p;, (z) tal
que

r(n.2) [ve ™ — | va|”

vo

In ‘V@} =

?

entao

V8 10 [ V8] (py, () — 2) = ’ v |

— |val|[va "~ |vi| ‘

> ||va| - [va] .

Entao, multiplicando por |Vu;, (7)| e integrando sobre €2 tem-se,

[ (1581 = [¥3P7 ) 190, ()]

< [ 198" 10 (V) (0, 0) = 2 (95,7
Q

Agora, vamos considerar o expoente conjugado para p;, (-), isto é, uma g, (-) tal que



1 1
+ = 1 para todo x € €, portanto

Pj(2) 45, ()

[ |193] = vap
Q

YV, (7)) d < /ﬂ V8" 1n (|V]) (py, (2) — 2) [Vuy, (7)) da
< llps, — 2l / V0" 1n (|V0)) [V, (7)] e
<lps. =2 [ VO 9y ()]

entao

S 7(n2)+1 1 7| (7(n2)+1)gj, (2)
s, =21, [ I8 195, 0l < s, 21, | [ s 9870
Q 0 G (2)

1 .
+/— Vu, (T pﬁ"(’“ﬂ)dm}

< by, — 21l { /Q |V§{<T<n,x>+1>an(:c> i

1 ,
+ 5 [ 19w, mpe dx] ,
2 Ja

1
em que a ultima desigualdade ¢ dada porque p;, > 2 e T < 1 para todo 7 € N e todo
qjn \T
x e .

Agora, usando o Teorema , que diz ||u; (t)le,pj(.>(Q)

T e pela definicao da norma nos espagos de Sobolev vai existir uma constante C' > 0 tal

< oo a partir de certo tempo

que
/|V§‘pjn($) dr S C,
Q

para todo 7 € (s,t) en € N.

Por outro lado, sabemos que 2 < 7(n,z) < p;, () < poy, portanto, 3 < 7(n,z) +1 <

P, F1<po+1lel<gj,(x) <2<3ecomo a funcdo expoencial é cresciente tem-se

/lvm(T(n»x)H)qm(ﬂv) dx:/ |V§|T(n,$)%‘n($) dx+/ |V§|an(x) dr
Q Q Q
< [ Vo™ do s [ |90) do
Q Q

< C .
~~

<00



Para todo n € N. Entéo, considerando C := C+C, obtemos

/Q (/8] - vap

Portanto, quando n — oo temos que p;, — 2. Como ||p;, — 2||_, — 0. Logo,

o0

) IV, (1) da < |lpg, — 211, C

/Q (‘|V§| — ‘V@}pj”(m)flb |Vu;, (7)]de — 0 quando n — oo.
De maneira totalmente analoga vamos ter
/Q (“5| — ‘@‘pj"(x)_lb |Vu;, (1)|dr — 0 quando n — oo.
Dai segue-se a demostracao da afirmacao.
/t (h+ Aj,,uj, (1) —0)dr — 0 quando n — +o0.

Logo, tomando limite em na desigualdade (4.21)) quando n — +o00, vamos obter que

uj, — u, entao temos

) By < 5 lus) ~ B2y + | (Blulr) — A@)u(r) ~B)dr. (422

s

Paratodo?GC’(‘)’O(Q)eegsgtST.

Passo 5: Agora vamos usar um argumento de densidade para concluir que efetiva-
mente u é uma solugao ao problema limite (4.4)) no intervalo (e, T'). Para isso, é importante
lembrar que o conjunto das fungoes de suporte compacto C§°(£2) é denso em L*(Q) (veja

Teorema [2.3)). Portanto, existe uma sequéncia {07}3 en © C§° talque HQ_] — 0

B QHWLQ(Q)
quando j — co. Como a norma M [|[ly12(q) > [|*[|f2(o) Para alguma constante M > 0,
tem-se que HE — 0 quando j — oo, aplicando o anterior na desigualdade

(4.22), obtemos

3 100 = Bley < 5 49 =Ty + [ (Blu(r) = AT ur) =)

o §||L2(Q)

Para todo j € Ne e <s <t <T. Lembremos que ||-[| ;2o ¢ uma funcao continua, entao

quando j — 00

1 —12 1 —2
5 1) = O3l aey — 5 1u(®) = 0l[ 2

1 — 1 - .
5 |u(s) — QjHiQ(Q) — 3 Hu(s) - QHiZ(Q) quando j — oo.

Como (-) é uma fungao continua e pelo Teorema da Convergéncia Dominada obtemos



[ (Bt = A@).utr) =Gy dr — [ (B() - A@),u(r) ~8) dr.

quando 7 — 00, entao, concluimos que

%Hu(t)—@”iz(m g%||u(s)—§\\;(m+/s (Blu(r)) — A®@), u(r) — §) dr.

Para toda § € D(A) e e < s <t < T e u é uma solugio para (4.4).

Passo 6: Agora, vamos ver que u(-) é uma solugao forte para o problema limite (4.4)

no intervalo [0,7] e vamos provar também que u(t) — wuy quando ¢t — 07. Seja

v(t) = e "ug, consideremos a diferenga v;, (t) = u;, (t) — v(t), derivando vamos ter

dvj, d _duy,  dv
g e T =T g
d,
= A 3)+ B, () (e ta)

= —Aj, (u;,) + Blu;, (1)) +v

= —A;,(u;,) — Aj, (v) + 4, (v) + B(uy, (1) +v.

Pela defini¢ao de A;, vamos ter

Aj(0) = =Dy, @ (0) + [0 D720 = —eTtug + oD 0 = v [pfP )

entao
A5, () =v = o2,

Logo,

dv;,

= = Ay () + 20 = o0 4 A5 (0) + Blwg,).

Multiplicando por v;, e usando o fato que A;, ¢é um operador monétono tem-se

dv;
<d_;n7 U]n> = <_A]n(u]n)7vjn> + <Ajnv7vjn>
+ 2 <U7 an> + <B(u]n (t))7 an>

+ <_ |U|pjn(w)—2 U’an> )

Sabemos que

d'an . 1d 2

2
v,



Logo,

1d 9
2di ijn”p(g)

I
—~
|
b

~

3

—~
S

<

3

~—
_l_
N

.

3
—~
<
~—
&

3
~
+
[\
—~
<
&

3
~

(Bl (0),v3,) + (= 0P 0,05, )
j ) - A]n(v)7u]n - U) + 2 <U7 an)
(Bl (1), v3,) + (= 0P 0,05,)

= — (A (u,) = Aj, (v), 45, —v) +2 (v, v;,)

(B, (1), v3,) + (= o0, )

Entao, pela defini¢ao de produto interno em L?(2) (veja Exemplo 1.1) e pela Desigualdade
de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz tem-se

s gy + 2 A 3) = Ay, (0) 5, — 0
= 4{v,05,) + 2 (Bl (1), 03,) + 2 (= o v,05,)
< 40Ol 2@ 105, (Ol (g + 2 (Blats, (), )

2 [ (loP=0) (lop o) do o,

= 4o 20 1050 Ol 20y + 2 (B (1)) v5)

L2(Q)

w2 [ o) da o, ()], < K < o0,
N4 S———
~~ <00
<00

Dali, temos
d 2
N ||an||L2 (9] + 2 <A.7n<ujn) - Ajn(”)?“jn - U> S K
dt (©)

Em particular, temos

d 2
05, < K.

Integrando sobre o intervalo [0, ¢] obtemos

t d /t
— ||v;,, (T dr < Kdr.
| gl < |



Usando o Teorema Fundamental do Calculo segue-se que
o, ()l 2y < 103, (0) oy + Kt para ¢ >0,
Passo 7: Note que u; (t) — u(t) quando n — 0o, e como ||-|| ;2. € continua, entao
In L (Q)
luat) = w0) 20y = 1m0 [, () = w(8) | 2y = lim [, (1) oy < VEE.
Para t > 0. Tomando limite para t — 0" obtemos;
[u(®) = uoll 2y < ) = v(®)l L2y + 10(E) = woll o) < VETE + [le™ug — || 12y < 6,

para 0 < t < n(d). Entao, u(t) — ug quando ¢t — 0". Finalmente, precisamos mostrar
que u;, — u em C([0,T]; L*(2)). Para provar isso, basta provar que, para qualquer
sequéncia t, — 07 quando n — oo, temos que u;, (t,) —> wuy. De fato, fazendo

t, — 07 tem-se

et () = toll gy < Nt () = 0t 2y + 0(tn) = woll 2y
< V103, 020y + Ktn + [[0(t) = woll 20
< ||an( >HL2(Q) + Kt,
< Kt,

< €71.

Para €; > 0 suficientemente pequeno. Logo,
1w, (tn) — U0||L2 — 0 quando t, — 0.
O

Teorema 4.4. A familia de atratores globais {A; : j € N} € semincontinua superiormente

em j no infinito, na topologia de L*(2), isto €,
dist(Aj, Ax) — 0 quando j — oo.

Demonstragao. Vamos supor que nao é verdade, entao existe € > 0 e uma sequéncia

yn € A,,, com j, — 00, tal que
dist(yn, Ass) > €, para todo n.

Seja K = UjeN
T1 > 0 tal que

A, pelo Corolano E K é compacto em L?(Q). Entao, existe um tempo



dist(S(t,K), Ax) < %, para todo ¢ > Tj.

Pela invariancia dos atratores existe ¢, € A; C K tal que y,, = u;, (T4, v,). Portanto,
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, temos 1, —> 1y para algum 1y € K (ao menos
para uma subsequéncia). Usando de novo a invariancia dos atratores e a deigualdade (4.9))
do Teorema temos que ;, (¢,,) é uniformemente limitada. Portanto, pelo teorema
anterior, existe ng(7}) tal que

g, (T3, ) = (T3, 00) | g < 5-

Se n > ng. Entao obtemos

dist(yn, As) < [Jug, (Tr,¥) = w(Th, ¥o) |l p2q) + dist(u(Th, o), Ax)
< % v dist(S(t, K), A

<€+€_
5 2—6.

Se n > ng, o qual é uma contradicao, provando a desigualade desejada.
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