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Nao hd revolugao sem matemdtica.

-Evariste Galois



Resumo

Frequentemente, utilizamos modelos matemaéticos para entender a dinamica de alguns
fenomenos naturais e também para estudar o comportamento de algumas doengas, como
por exemplo, a Leucemia Promielocitica Aguda (LPA), que é um subtipo de Leucemia
Mieloide Aguda (LMA), em que a medula dssea é incapaz de produzir células sanguineas
normais em quantidade suficiente devido a bloqueios na maturacao dessas células. Nesta
dissertagao se faz a analise global de uma familia a dois parametros de campo de vetores
polinomiais no plano que modela uma simplifica¢ao da dindmica da LPA. Serao analisadas
as possiveis bifurcagoes locais e globais e, utilizando a compactificacao de Poincaré, serao

fornecidas as descrigoes completas das suas dindmicas no disco de Poincaré.

Palavras—chave: Compactificagao de Poincaré, blow-up polar, retrato de fase global,

bifurcagoes.
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Abstract

We often use mathematical models to understand the dynamics of natural phenomena
and to study the behavior of diseases, such as Acute Promyelocytic Leukemia (APL).
APL is a subtype of Acute Myeloid Leukemia (AML) in which the bone marrow cannot
produce enough normal blood cells due to blockages in the maturation of these cells. This
dissertation presents a global analysis of a two-parameter family of polynomial vector
fields in the plane that models a simplified version of the dynamics of APL. All possible
local and global bifurcations are analyzed, and, using Poincaré compactification, complete

descriptions of their dynamics on the Poincaré disk are provided.

Keywords: Poincaré compactification, polar blow-up, global phase portrait, bifurcations.
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Capitulo 1

Introducao

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) surgiram no contexto histérico da matema-
tica como uma ferramenta importante para descrever fend6menos naturais que variam no
tempo. Durante o século XVII, motivados pela necessidade de formalizar as leis da fisica e
descrever a evolugao de fendomenos naturais, matematicos como Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz desenvolveram, independentemente, o calculo diferencial. Esse avanco
possibilitou a formulacao de equacoes diferenciais, que se tornaram a base para mode-
lar o comportamento dindmico de sistemas fisicos e biologicos, relacionando uma funcgao
desconhecida com suas derivadas.

No final do século XIX, Henri Poincaré, matematico francés e uma das figuras mais
influentes de sua época, revolucionou o campo ao introduzir o conceito de retrato de fase.
Poincaré demonstrou que, em vez de buscar solucoes exatas das equacoes diferenciais
que muitas vezes sao dificeis de achar, era possivel estudar o comportamento qualitativo
dos sistemas através da representacao grafica de suas trajetorias no plano de fase. Essa
abordagem permitiu visualizar padroes como pontos de equilibrio, ciclos limites e compor-
tamentos assintoéticos, virando uma ferramenta central, até hoje, no estudo de sistemas
nao lineares. Ja no inicio do século XX, Alfred J. Lotka e Vito Volterra formularam, tam-
bém de forma independente, um sistema de equacoes diferenciais que descrevia a interagao

entre duas espécies: presa e predador. Conhecidas como equagoes de Lotka-Volterra, elas



sao escritas da seguinte forma

dx dy
/ /
= — = az — By, = — = yy — dxy,

onde x representa a populagao de presas, y representa a populagao de predadores, «, 3,
0 e 7 sao parametros positivos que descrevem as taxas de crescimento e interagao e as
derivadas sao tomadas com relagao a variavel independente t¢.

Este modelo inaugurou uma nova era na modelagem matematica, ao inspirar o de-
senvolvimento de intiimeras equagoes similares para descrever intera¢oes dindmicas em
sistemas complexos. Nesse contexto, modelos matematicos tém sido utilizados para com-
preender a dindmica da Leucemia Promielocitica Aguda (LPA). Dentre esses modelos,
destacam-se aqueles analisados em |7, 15] e nas referéncias ali citadas. Em ambos, o

modelo matematico estudado é o seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordinarias

dN dA A
N’:E:TN—MNN—@NA, A’—%—TAA(l—K—>—MAA—52NA,
A

onde N é a fungao que representa o nimero de leucocitos normais, A é a funcao que re-
presenta o nimero de células leucémicas, e t é a variavel independente, aqui denominada
tempo. O parametro ry denota a taxa de reproducao total e constante dos leucocitos
normais, enquanto py corresponde a sua taxa de mortalidade natural (o estado homeos-
tatico da populacao de leucocitos normais é dado por ry/uy). Ja ra representa a taxa
de crescimento per capita da populagao A, K4 é a capacidade de suporte, e u4 a taxa de
mortalidade natural desta populacao. Os parametros 5, e 5 regulam a interacao entre
as variaveis N e A.

Do ponto de vista matemético, o sistema descrito configura uma familia de equacoes
diferenciais ordinarias (EDOs) no plano com multiplos parametros, o que torna dificil o
estudo das dinamicas possiveis. Para simplificar a anélise, mas sem perder de vista carac-

teristicas essenciais do sistema, fixaremos valores especificos para cinco dos parametros:
ra=Ka=2, psa=pnv=ry=1

Definindo x = N e y = A, obtemos a seguinte familia de sistemas polinomiais no plano,

parametrizada por dois paradmetros, como uma simplificacao da dindmica da LPA

?=1—z- Py, ¥y =y—y>— By, (1.1)



onde, como ja foi escrito acima, x representa o ntimero de leucdcitos normais e y o niimero
de células leucémicas. Os parametros 3 e 5 regulam as interagoes entre as variaveis e y.
Especificamente, 3, caracteriza o efeito negativo das células leucémicas sobre os leucocitos
normais, enquanto (3, reflete o efeito negativo e inibitério dos leucédcitos normais sobre a
populacao de células leucémicas.

Exploraremos nos capitulos seguintes a rica estrutura dinamica que apresenta o sistema
nao linear (1.1), analisaremos seus pontos de equilibrio, suas classificagoes e as bifurca-
¢oes associadas. No Capitulo 2, apresentaremos defini¢coes e resultados fundamentais
que servirao de base para o desenvolvimento desta dissertacao. Em seguida, no Capi-
tulo 3, revisitaremos os resultados previamente publicados no artigo [4], analisaremos
a equacao diferencial nos eixos paramétricos e apresentaremos o diagrama de bifurcacao
correspondente. O Capitulo 4 sera dedicado ao estudo do sistema nos segundo, terceiro
e quarto quadrantes do plano de parametros. Por fim, no Capitulo 5, reuniremos os
teoremas e proposigoes que emergem como resultado do estudo do sistema (1.1) em todo

o plano de parametros.



Capitulo 2

Preliminares

Como ja mencionamos, nesta secao, apresentaremos algumas defini¢coes e principais re-
sultados da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinérias, que serao utilizados
ao longo do desenvolvimento desta dissertagao. A secao a seguir pode ser encontrada

principalmente no Capitulo 3 do livro [14] e também no Capitulo 2 do livro [13].

2.1 Aspectos gerais de teoria qualitativa de EDOs

Campos vetoriais e fluxos

Definicao 2.1.1. Seja U um subconjunto aberto do espaco euclidiano R™. Um campo
vetorial em U € uma aplicacao F : U — R™. Ao campo vetorial F', sempre associaremos

0 sistema autéonomo

X' = F(X). (2.1)

As solugoes de (2.1), isto €, as aplicagoes diferencidveis ¢ : I CR — U tais que

%21) = Flelt), (22

para todo t € I, sao chamadas trajetérias ou curvas integrais de F' ou da equacao dife-

rencial (2.1).

Definigao 2.1.2. Um ponto P € U ¢ dito ponto de equilibrio de F se F(P) = 0 e é
chamado ponto reqular de F' se F(P) # 0.



Se P é ponto de equilibrio entdao ¢(t) = P, —co < t < o0, é solugdo de (2.1).
Reciprocamente, se ¢(t) = P, —oo < t < o0, ¢é solugdo de (2.1) entdo P ¢é ponto de

equilibrio de F', pois 0 = ¢/(t) = F(¢(t)) = F(P).

Definicao 2.1.3. Uma curva integral ¢ : I — U de F chama-se maxima se para toda
curva integral ¥ = J — U tal que I C J e ¢|; = 9| entao I = J e, consequentemente,

@ = 1. Neste caso, I é chamado intervalo maximo.

Uma equacao diferencial do tipo (2.1) é chamada equagao diferencial auténoma, isto

é, o campo de vetores ' = (Fy,..., F,) é independente de t.
Teorema 2.1.1. Sejam F', U e ¢ como na Defini¢io 2.1.1.

(a) (Existéncia e unicidade de solugdes méximas) Para cada X € U existe um intervalo

aberto Ix onde estd definida a inica solu¢ao mdzima ¢x de (2.1) tal que px(0) = X.

(b) (Propriedade de grupo) Se Y = ¢x(s) es € Ix, entio Iy = Ix—s ={r—s;r € Ix},
oy (0) =Y e py(t) = px(t+ ) para todo t € Iy.

(c) (Diferenciabilidade em relagao as condigdes iniciais) O conjunto D = {(t, X); X €
Ut € Ix} € aberto em R™™ e a aplicagao ¢ : D — R™ dada por p(t, X) = @x(t) €

de classe CF, assumindo que F' € C*. Mais ainda, ¢ satisfaz a equacdo
DIDQQP(th) = DF(@(taX» ) D290(t7X)’ D2¢(t7X)|t:0 =F,
para todo (t,X) € D. Aqui E denota a identidade de R™.

Corolario 2.1.1. Seja F' um campo vetorial emU CR™. Se X € U e Ix = (w_(X),w(X))
€ tal que wy(X) < oo (resp. w_(X) > —o0) entdo px(t) tende a OU quando t — w(X)
(resp. t — w_(X)), isto €, para todo compacto K C U existe ¢ = ¢(K) > 0 tal que se
t € [wi(X)—e,wi(X)) entao px(t) ¢ K.

Demonstragao. Por contradi¢ao, suponhamos que exista um compacto K C U e uma
sequéncia t, — w, (X) tal que ¢x(t,) € K para todo n. Passando a uma subsequéncia se

necessario, podemos supor que @x (t,) converge a um ponto Xy € K. Sejam b > 0e a > 0



tais que By X I, € D, onde B, ={Y e R |Y — Xo| <b} CUel,={t € Rt < a}.
Pela parte (¢) do Teorema 2.1.1, D é aberto. Pela parte (b), ¢o(t, + s) esta definido
para s < « e coincide com @y (s) para n suficientemente grande, onde Y = ¢x(t,). Mas,

tn + s > wy (X), contradicao. [
Corolario 2.1.2. Se U = R" ¢ |F(X)| < ¢ para todo X € R™, entao Ix = R para todo
X e R™

Demonstracao. Suponhamos que w, (X) < oo para algum X € R". Como |p(t) — X| =
f(f F(py(X))ds| < et < cwy(X), resulta que para todo ¢ € [0,ws (X)), ¢(t) esta na bola

fechada de centro X e raio cw,(X), o que contradiz o Corolario 2.1.1. Logo, w;(X) = oo

para todo X € R™. Do mesmo modo, prova-se que w_(X) = —oo, para todo X € R". &

Definicao 2.1.4. Seja F' um campo vetorial. Definimos o fluxo de F' como sendo a
aplicagao p : D — R", onde D = {(t,X) € Rx U; X € U,t € Ix}, dada por p(t,X) =

px(t).

A aplicagao ¢ satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ¢(0,X) = X, para todo X € U.

(b) Se (t,X),(s,(t,X)) € D, entao (t+s5,X) € Dep(t+s,X)=p(s et X)).

(c) Para todo (¢, X) € D, a aplicacdo t — ¢(t, X) ¢ a solugdo maxima de X' = F(X),
tal que ¢(0,X) = X.

Retrato de fase de um campo vetorial

O retrato de fase de uma equagao diferencial ordinaria (EDO) é uma representagao geomé-
trica utilizada para descrever o comportamento qualitativo das solugoes de um sistema no
espago de fase. Essa representacao permite visualizar as trajetoérias das solugoes no plano
ou em um espago de dimensao superior, frequentemente sem a necessidade de resolver o
sistema de forma explicita.

A seguir, sao apresentadas algumas defini¢oes e um teorema para esclarecer o conceito

de retrato de fase.



Definigao 2.1.5. O conjunto vp = {¢(t, P); t € Ip}, isto é, a imagem da curva integral
de F pelo ponto P, chama-se 6rbita de F' pelo ponto P.

Observe que Q) € yp <= 7o = vp. De fato, se Q € vp, Q = ¢(t1,P) e ¢(t,Q) =
gO(t—Ftl,P) [§ Ip—tl :IQ.
Em outros termos, duas érbitas de F' coincidem ou sao disjuntas. Deste modo, U fica

decomposto numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:
(a) imagem biunivoca de um intervalo de R,
(b) um ponto, ou
(c) difeomorfo a um circulo,

correspondendo cada caso a uma das alternativas do teorema a seguir. No caso (b)
P = vp, a o6rbita chama-se ponto de equilibrio; no caso (c) se chama o6rbita fechada ou

periodica.

Teorema 2.1.2. Se px € uma solugio mdrima de (2.1) em Ix, verifica-se uma tunica

das sequintes alternativas:
(a) ox €1-1, i.e., px € injetiva;
(b) Ix =R e px € constante;

(c) Ix =R e px € periddica, isto é, existe T > 0 tal que px(t + 7) = @x(t) para todo
teR epx(t) # px(ta) se |t —ta] <.

Definigao 2.1.6. O conjunto aberto U, munido da decomposicao em orbitas de F, chama-
se retrato de fase de F'. As orbitas sao orientadas no sentido da curvas integrais do campo

F'; 0os pontos de equilibrio sao munidos da orientacao trivial.

Equivaléncia e conjugacao de campos vetoriais

Definicao 2.1.7. Sejam Fy, Fy campos vetoriais definidos nos abertos de R™, Uy, Us,,

respectivamente. Diz-se que Fy é topologicamente equivalente (resp. C"-equivalente) a Fy



quando existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C") H : Uy — U,
que leva orbita de Fy em orbita de Fy preservando a orientagao. Mais precisamente, seja
P € U, e seja~y'(P) a orbita orientada de Fy passando por P; entao H(~'(P)) € a drbita
orientada v*(H(P)) de Fy passando por H(P).

Definicao 2.1.8. Sejam ¢ : D1 — R" ey : Dy — R"™ 0s fluxos gerados pelos campos F} :
U — R" e Fy : Uy — R", respectivamente. Diz-se que Fy é topologicamente conjugado
(resp. C"-conjugado) a Fy quando existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de

classe C") H : Uy — U, tal que
p2(t, H(P)) = H(pi(t, P)), V(t,P) € Dr.

Neste caso, tem-se necessariamente [1(X) = Io(H (X)), onde I1(X) e I,(H(X)) sao
os intervalos maximos das respectivas solugoes maximas. O homeomorfismo H chama-se

conjugagao topologica (resp. C"-conjugacido) entre F; e Fj.

Observacao 2.1.1. A relacao de conjugacao € uma relacao de equivaléncia entre campos
definidos em abertos de R™. Uma equivaléncia H entre Fy e Fy leva ponto de equilibrio
em ponto de equilibrio e orbita periddica em orbita periodica. Se H for uma conjugacao,

o periodo das orbitas periddicas também é preservado.

A definicao de Conjugacao ¢ dada em termos dos fluxos, o lema abaixo mostra que esta
definicao também pode ser dada em termos dos campos. Usaremos este fato na Observacao

2.1.3.

Lema 2.1.1. Sejam Fy : Uy — R" e Fy : Uy — R™ campos vetoriais e H : Uy — Uy um

difeomorfismo. Entao H é uma conjugacao entre Fy e F, se, e somente se,
DH(P)F(P) = F»y(H(P)), VP € U;.

Demonstracao. Sejam ¢; : D; — Uy e pg 1 Dy — Uy os fluxos de F| e Fy, respec-
tivamente. Suponhamos que H satisfaz a condi¢ao dada. Dado P € Ui, seja ¢(t) =
H(e1(t,P)), t € I;(P). Entao ¢ é solugdo do problema de Cauchy X' = Fy(X),
X (0) = H(P), pois

U'(t) = DH (e (2, P))-%wl(t P) = DH(e1(t, P)) Fi(pi(t, P)) = Fa(H(ea(t, P))) = Fa(ib(t)).



Portanto, H(p1(t, P)) = wa(t, H(P)).

Reciprocamente, suponhamos que H seja uma conjugacao. Dado P € Uy, tem-se
H(Qol(t7 P)) = 902(t7 H(P»at € II(P)7

intervalo contendo 0. Derivando esta relagao com respeito a ¢t em ¢t = 0, obtém-se

DH(p)F,(P) = Fy(H(P)), VP €U, ]

Exemplo 2.1.1. H : R? — R? definida por H(z,y) = (z,y+23/4) é uma C"-conjugagio
entre F(.T,y) = (JI, _y) € G(I,y) = (27, —y—l-SUS) Defato, DH(Q?,y)F(%,y) = G(H(l’,y))

Defini¢ao 2.1.9. Sejam F : U — R™ um campo vetorial, U C R™ aberto e A C R*!
um aberto. Uma aplicacao diferencidvel f : A — U chama-se segao transversal local de
F quando, para todo a € A, Df(a)(R" 1) e F(f(a)) geram o espago R™. Seja 2 = f(A)
munido da topologia induzida. Se f: A — X for um homeomorfismo, diz-se que ¥ € uma

secao transversal de F'.

Observagao 2.1.2. Sejam P € U um ponto reqular e {Vy,--- ,V,_1, F(P)} uma base
de R". Seja B(0,6) uma bola de R™™* com centro na origem e raio § > 0. Para &
suficientemente pequeno, f : B(0,8) — U dada por f(xy,...,z,_1) = P+ Z?:_ll x; Vi é

uma secao transversal local de F em P.

Teorema 2.1.3. (Teorema do fluxo tubular). Seja P um ponto reqular de F : U — R™
de classe C* e f: A — ¥ uma segio transversal local de F de classe C* com f(0) = P.
Entao existe uma vizinhanga V de P em U e um difeomorfismo H : V — (—e,e) x B de
classe C*, onde € > 0 e B ¢ uma bola aberta em R"™! de centro na origem 0 = f~1(P)

tal que:
(a) HXNV)={0} x B;

(b) H ¢ uma C*-conjugacio entre F|y e o campo constante Y : (—e, ) x B — R™ dado

porY =(1,0,...,0) € R™.
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Estrutura local dos pontos de equilibrio

Se P um ponto regular de um campo vetorial F', pelo Teorema 2.1.3, sabemos que existe
um difeomorfismo que conjuga F' em uma vizinhanga de P com o campo constante Y =
(1,0,...,0). Por causa desta observagao podemos considerar satisfatério o conhecimento
qualitativo local das ¢rbitas de um campo vetorial em torno de pontos regulares, sendo
que existe apenas uma classe de conjugacao diferenciavel local.

Seja P um ponto de equilibrio. A analise de seu comportamento local apresenta maior
complexidade. A seguir, descrevemos as caracteristicas dos retratos de fase em uma

vizinhanca de P, com foco no comportamento dinamico ao seu redor.

Definigao 2.1.10. A origem ¢é chamada de centro para o sistema (2.1) se existe um § > 0
tal que toda orbita ou trajetdria de (2.1) na vizinhanga perfurada Ngs(0)\ {0} € uma curva

fechada com 0 em seu interior.

O sistema de equagoes diferenciais (2.1), em R? quando expresso em coordenadas
polares como 7(t) e 6(t), permite identificar com maior clareza a natureza dos pontos de

equilibrio localizados na origem.

Definigao 2.1.11. A origem é chamada de foco estdvel para (2.1) se existe um 6 > 0 tal
que para 0 <1y <6 e by € R, r(t,r9,00) — 0 € |0(t,r0,60)] — o0 conforme t — oo. Ela é
chamada de foco instdvel se r(t,rg,0y) — 0 e |0(t,10,60)| — 00 conforme t — —oco. Toda
trajetoria de (2.1) que satisfaz r(t) — 0 e |0(t)] — oo conforme t — +oo € dita como

espiralando em direcao a origem conforme t — +00.

Definigao 2.1.12. A origem é chamada de no estdvel para (2.1) se existe um § > 0 tal

que para 0 < ro < d e By € R, r(t,19,600) — 0 conforme t — oo e

lim 0(t, ro, 0y) eziste;
t—o00

ou seja, cada trajetoria em uma vizinhanca perfurada da origem aproxima-se da origem
ao longo de uma linha bem definida conformet — co. A origem € chamada de nd instdvel

se r(t,ro,00) — 0 conformet — —oo e

lim 6(t,rg,00) existe para todo 1o € (0,9) e Oy € R.

t——o00
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De forma alternativa, considerando nas Definicoes 2.1.11 e 2.1.12 com n = 2, a origem €
denominada nd estdvel (respectivamente nd instdvel) linear se a matriz jacobiana associ-
ada apresenta 2 autovalores reais negativos (respectivamente 2 autovalores reais positivos).

Jad para a Definigao 2.1.11 temos que a parte real dos autovalores é negativa (ou positiva,).

Definicao 2.1.13. A origem € uma sela de (2.1) se existem duas trajetorias v, e vo que
aproximam-se de 0 conforme t — oo e duas trajetorias 3 e 4 que aprorimam-se de 0
conforme t — —oo, e se existe um d > 0 tal que todas as outras trajetorias que iniciam
na vizinhanga deletada da origem Ns(0) \ {0} deizam Ns(0) conforme t — +oo. As
trajetorias especiais Vi, Ya, V3, Y4 Sao chamadas de separatrizes.

De forma alternativa, considerando a Definicao 2.1.13 comn = 2, a origem € denominada
uma sela linear se a matriz jacobiana associada apresenta um autovalor real negativo e

outro positivo.

Definicao 2.1.14. Um ponto de equilibrio P de um campo vetorial F de classe C*, k > 1,

chama-se hiperbolico se todos os autovalores de DF(P) tém partes reais diferentes de zero.

Observacao 2.1.3. E fdcil ver que este conceito € invariante sob conjugacio local C? de
F em P. Sejam F e G campos de classe C*, k > 2, e H um C?-conjugacdo entre F' e G
em torno de um ponto de equilibrio Py de F'; Qo = H(Py) € um ponto de equilibrio de G
e pelo Lema 2.1.1 tem-se que G = DH o H™'- Fo H™'. Daf,

DG(Q) = D*H(H™Y(Q)DH 1 (Q)F(H(Q)) + DH(H™Y(Q))DF(H™(Q)DH(Q).

Logo,
DG(Qy) = DH(Py)DF (Py)[DH(Fy)] ™.

A observacao acima mostra que é o mesmo o nimero de autovalores negativos de dois
campos C2-conjugados em torno de um ponto de equilibrio hiperbélico. Entretanto, vale
mais do que isto: o ntmero de autovalores negativos determina a classe de conjugagao

topologica local. Este é o contetido do Teorema de Hartman-Grobman, que estabelece
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que nas proximidades do ponto de equilibrio hiperboélico de um sistema de EDOs o com-
portamento qualitativo do sistema nao linear pode ser aproximado pelo comportamento

do sistema linearizado.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja F' : U — R™ um campo vetorial
de classe C' e P um ponto de equilibrio hiperbdlico. Existem vizinhancas W de P em U

eV de 0 em R" tais que F|y € topologicamente conjugado a DF(P)|y.

Estrutura local de érbitas periédicas

A transformacao de Poincaré associada a uma orbita fechada v de um campo vetorial é um
difeomorfismo 7 que definiremos a seguir. Esta transformacao descreve o comportamento
do campo em uma vizinhancga de .

Seja v = {p(t,P)| 0 <t <7} uma orbita periddica de periodo 75 de um campo
vetorial F' de classe C*, k > 1, definido em U C R™. Seja ¥ uma secao transversal a I em
P. Em virtude da continuidade do fluxo ¢ de F', para todo ponto () € ¥ proximo de P
a trajetoria o(t, ) permanece proxima a 7y, com ¢ em um intervalo compacto pré-fixado,
por exemplo, [0,27,]. Define-se 7(Q)) como o primeiro ponto onde esta o6rbita, partindo
de @), volta a interceptar novamente a secao > . Seja Yy o dominio de w. Naturalmente

peXyen(P)=P.

Definicao 2.1.15. Com as notagoes acima, a orbita fechada v é um atrator periodico

(ou drbita estdvel) quando limy_,~ d(¢(t,Q),~y) = 0.

Definigao 2.1.16. Sejam U um aberto de R? e ' : U — R? um campo vetorial de classe
C'. Uma orbita periddica v de F' chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V. de v

tal que v € a unica orbita fechada de F' que intercepta V.

Proposigao 2.1.1. Com as notagoes da Definicao 2.1.16, existem apenas os sequintes

tipos de ciclos limites (diminuindo V' se necessdrio):
(a) Estavel, quando lim;_,, d(¢(t,Q),~) = 0 para todo Q € V;

(b) Instavel, quando lim;_, . d(p(t,Q),7y) = 0 para todo Q € V;
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(c) Semiestdvel, quando lim;_,, d(¢(t,Q),~y) = 0 para todo Q € V N Exty; e
lim , o d(p(t,Q),v) = 0 para todo Q@ € V N Inty, ou contrdrio.

Curvas Algébricas Invariantes

Definigao 2.1.17. Seja f € Rlx,y], [ nao identicamente nula. A curva algébrica
f(z,y) = 0 € uma curva algébrica invariante do sistema polinomial F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))

de grau m se, para algum polinomio K € Rlz,y|, tivermos

F~Vf:Pa—f+Qg
dy

ox = Kf

Observagao 2.1.4. O polinémio K €é chamado de cofator da curva algébrica invariante
f = 0. Note-se que, como o sistema polinomial tem grau m, qualquer cofator tem grau
no mdximo m — 1. Nos pontos da curva algébrica f = 0, o gradiente de f € ortogonal
ao campo vetorial F = (P(z,y),Q(x,y)). Portanto, em cada ponto de f = 0, o campo
vetorial F' € tangente a curva f = 0, de modo que a curva f = 0 é formada por trajetorias
do campo vetorial F'. Isso justifica o nome “curva algébrica invariante”, jd que € invariante

sob o fluxo definido por F.

2.1.1 Compactificacao de Poincaré

Ao estudar o comportamento das trajetorias de um sistema planar proximo aos seus pon-
tos de equilibrio, obtemos uma informagao local do sistema. No entanto, para entender
seu retrato de fase global, precisariamos trabalhar em todo o plano R2, o que seria pouco
préatico e nao tao simples. Uma ferramenta de grande ajuda para entender o comporta-
mento global de um sistema polinomial no plano é a compactificacao de Poincaré, que
permite controlar as orbitas que saem de partes compactas do plano e nos indica como
representar todo o retrato de fase em um disco.

A seguir, apresentaremos a construcao da compactificacao de Poincaré em R?. Esta

construgao pode ser encontrado no Capitulo 5 do livro [6].



14

Cartas Locais

Utilizaremos a notagao (1, ) ao invés de (z,y) para o ponto que estd em R?. Suponha,
que F(z1,x9) = (P(21,22),Q(x1,22)) seja um campo vetorial polinomial no plano, onde

P e @) sao polinomios de grau arbitrario nas variaveis x; e xs, ou seja,
/ /
Ty :P(xlva)a xQZQ(xlaxQ)' (23>

Definimos que o grau de F' é d se d for o maximo dos graus de P e Q).

Considere a esfera unitaria S* = {Y € R? : y} +y3 +y3 = 1}, a qual chamaremos esfera de
Poincaré. Consideramos R? como o plano em R? definido pelas coordenadas (zy,xo,1).
Dessa forma fazemos que esse plano seja tangente a S* no ponto (0,0, 1).

Para simplificar o estudo, dividiremos esta esfera em trés partes, sendo
HY ={Y € $*:y3 > 0},
que corresponde ao hemisfério norte,
H ={Y €$*:y; <0},
que corresponde ao hemisfério sul,
S'={Y eS*:y3 =0}

que chamaremos equador.

Agora, consideramos a projecao do campo vetorial I de R? para S? dada pelas pro-
jecoes centrais ft : R? — §? ¢ f~ : R? — S%. De maneira mais precisa, f7(X) é a
intersecao da reta que passa pelo ponto X e pela origem com o hemisfério norte de S?,
enquanto f~(X) corresponde a interse¢ao com o emisferio sul, como ilustrado na Figura

2.1 abaixo,

sendo

A(X)=/z? + 23+ 1.
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Figura 2.1: Projecao central.

Dessa forma, obtemos campos vetoriais induzidos em cada hemisfério. Cada campo
vetorial induzido é analiticamente conjugado a F. O campo vetorial induzido em H™
é dado por F(Y) = DfH(X)F(X), onde Y = f+(X), e o em H~ & dado por F(Y) =
Df~(X)F(X),onde Y = f~(X). Observamos que F ¢ um campo vetorial em S?\ S' que
é tangente a S%.

Notemos que os pontos no infinito de R? (dois para cada direcdo) estdo em correspon-
déncia bijetiva com os pontos do equador de S%. Agora, gostariamos de estender o campo
vetorial induzido por F' em S? \ S! para S?. No entanto, em geral, ele nao permanece li-
mitado quando nos aproximamos a S!, impedindo a extensao. Verifica-se, entretanto, que
se multiplicarmos o campo vetorial pelo fator p(X) = xgl_l, a extensao se torna possivel.

O campo vetorial estendido em S? ¢ chamado de compactificacao de Poincaré do campo
vetorial F' em R?, denotado por p(F). Em cada hemisfério H™ e H~, ele nao ¢ mais C*-
conjugado a F', mas permanece C“-equivalente. Esta técnica é util para tragar retratos
de fase, mas devem-se tomar precaucoes ao realizar calculos detalhados.

Agora vamos trabalhar na construgao. Como é comum ao trabalhar com superficies,
usamos cartas locais para fazer calculos. Para S? utilizamos as seis cartas locais dadas
por U, ={Y € $? : y, > 0}, Vi, = {YV € $? : y, < 0} para k = 1,2,3. As cartas locais
correspondentes @y, : Uy, — R? e ¢y, : Vi — R? sao definidas como ¢ (y) = (Ym /Y, Yn/Yk),

param <mnem,n # k.
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Denotamos por z = (u, v) o valor de @i (Y') ou ¢, (Y') para qualquer k = 1,2, 3 de forma
que (u,v) terdao papéis diferentes dependendo da carta local que estamos considerando.
Geometricamente, as coordenadas (u,v) podem ser expressas como na Figura 2.2. Os

pontos de S! em qualquer carta sao dados por v = 0.

Figura 2.2: Cartas locais Uy, Uy e Uz da esfera de Poincaré.

No que segue, fazemos um calculo detalhado da expressao de p(F') apenas na carta
local U;.

Considere F(X) = (P(z1,22),Q(z1,22)). Entdo F(Y) = DfT(X)F(X) com Y =
fr(X) e

Doy(Y)F(Y) = Dpy(Y) o DFF(X)F(X) = D(1 0 f7)(X) F(X).

Seja F|y, o sistema definido como Dy (Y)F(Y). Entdo, como

F(
(wlofJ“ (151 561) (u:0),
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temos
T2 1
_ T2 P(xq,x
F‘U1 = :Lil . ( 1 2)
-— 0 Q(z1, 72)
7
1
= = (~aP(e1.22) + Q. 22). ~ Plar,2))
1
1 1 1 1
o) o2 ()
v v v'v v v
Agora,
d—1 1 vl d—1
p(Y)=ys = = =07 m(z),

A(X)d1 — A(X)d!

sendo m(z) = (1 +u®+ 02)(1_‘1)/2. Consequentemente, segue que

Pl = o mia) (-2 (1 2) + 10 (1.2) -r (12)).

Para provar que a extensdo pX para p(X) é definida em toda a esfera S?, notamos que
enquanto X |y, ndo estd bem definida quando v = 0, p(X)|y, = pX|y, estd bem definida
ao longo de v = 0, pois o fator multiplicador v**' cancela qualquer fator de v que possa.
aparecer no denominador. Argumentos semelhantes podem ser aplicados ao restante das
cartas locais.

Para simplificar o campo vetorial estendido, fazemos uma mudanga na variavel inde-
pendente e removemos o fator m(z). Ainda mantemos um campo vetorial em S* que é
C*>-equivalente a F' em qualquer um dos hemisférios Hy e H_.

A expressao para p(F) na carta local (Uy, ¢1) é dada por

(D)) ) e
v v v v v v

A expressao para (Us, ¢o) €

U/ = Ud |:P (%7 %) - UQ (%7 %>:| ) U/ = _Ud+1Q <%7 %) ) (25)

e para (Us, ¢3) ¢
u' = P(u,v), v =Q(u,v). (2.6)

A expressoes para p(F') nas cartas (Vj, 1) sdo as mesmas que para (U, ¢y) multiplicada

por (—1)%1 para k =1,2,3.
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Para estudar F' em todo o plano R?, incluindo seu comportamento préximo ao infinito,
é suficiente trabalhar em H, US! e a projecao desse conjunto no plano, que chamamos
de disco de Poincaré. Todos os calculos podem ser feitos nas trés cartas (Uy, ¢1), (Us, o)
e (Us, ¢3).

E claro que ndo precisamos passar por toda a construcio geométrica completa, como
acabamos de apresentar, para obter essas expressoes. As expressoes na carta local (Us, ¢3)
claramente nao necessitam de qualquer elaboracao adicional. Para obter a equagao na

carta (Uy, ¢1), comegamos com (2.3) e introduzimos as coordenadas (u, v) pelas formulas

(21, 72) = (%%)

Isso leva a um campo vetorial X* que multiplicamos por v¢1.
De modo analogo, para obter a equag@o na carta (Us, ps), comegamos com (2.3) e

introduzimos as coordenadas (u,v) pelas formulas

(21, 22) = (%%) .

Pontos de equilibrio no infinito

Queremos estudar o retrato de fase local nos pontos de equilibrio no infinito. Escolhemos
um ponto de equilibrio infinito (u,0) e comegamos examinando a expressao da parte
linear do campo p(F'). Denotamos por P; e J; os polindmios homogéneos de grau i, para
1=0,1,...,d,demodoque P=Fy+ P+ ---+PjeQ =Qy+ Q1+ -+ Qy Entao,
(u,0) € S'N (U UV;) é um ponto de equilibrio infinito de p(F') se, e somente se,

F(u) = Qq(l,u) — uPy(1,u) = 0.
De fato, da equagao da carta local (Uy, 1), temos que

lim ¢4 [—uP <%, %) +Q (%, %)] = —uPy(1,u) + Qq(1,u).

t—0

De forma similar, (u,0) € S' N (U, U V3) é um ponto de equilibrio infinito de p(F) se, e
somente se,

G(u) = Py(u, 1) — uQq(u,1) = 0.
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Exemplo 2.1.2. Seja o campo linear no plano F(x,y) = (—x,y), ou seja,

o=z, Y=y

Este sistema possui um ponto de equilibrio finito unico, a origem, que € um ponto de sela
hiperbolica. Queremos desenhar o retrato de fase em um disco de Poincaré.

A expressao de p(F) na carta local Uy €

Assim, existe um tunico ponto de equilibrio em Uy, a origem, que € um nd estdvel no
infinito. Como o grau de F' € impar, a origem de Vi também é um no estdvel.

A expressao para p(F') na carta local Uy €

Entao, a origem de Uy € um nd instdvel. O mesmo ocorre para a origem de V5.

Veja a Figura 2.3.

Figura 2.3: Retrato de fase global do campo F(z,y) = (—z,y).

Na seguinte subsecao, apresentaremos a técnica de blow-up polar, que pode ser encon-

trado no artigo [1].
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Campos topologicamente equivalentes

A seguir, apresentamos a caracterizagao dos retratos de fase globais no disco de Poincaré

para sistemas diferenciais polinomiais.

Definicao 2.1.18. Dizemos que dois campos vetoriais polinomiais F' e G sdo topologica-
mente equivalentes se existir um homeomorfismo em S? preservando o infinito S' e levando
orbitas do fluzo induzido em p(F) em orbitas do fluzo induzido em p(G), preservando ou

mvertendo, simultaneamente, o sentido de todas as orbitas.

Uma separatriz de um campo vetorial p(F') no disco de Poincaré pode ser:

Todas as orbitas de p(F) que estao na fronteira S' do disco de Poincaré.

Todos os pontos de equilibrio finitos de p(F').

Todos os ciclos limites de p(F).

Todas as separatrizes de setores hiperboélicos dos pontos de equilibrio finitos e infi-

nitos de p(F).

Denotamos por S(p(F')) o conjunto formado por todas as separatrizes de p(F'). Cada
componente conexa de S*\S(p(F)) é chamada de regido candnica de p(F). A unido de
S(p(F')) com uma solugao escolhida (representante) de cada regiao canonica sera chamada

de configuracao de separatriz.

Definigao 2.1.19. Dizemos que S(p(F)) e S(p(G)) sao equivalentes se existir um home-
omorfismo em S? preservando o infinito S* e levando drbitas de S(p(F)) em orbitas de

S(p(@)), preservando ou invertendo, simultaneamente, o sentido de todas as orbitas.
O seguinte teorema ¢ devido a Markus [10], Neumann [11] e Peixoto [12].

Teorema 2.1.5. Os retratos de fase no disco de Poincaré de dois sistemas diferenciais
polinomiais compactificados p(F) e p(G), com pontos de equilibrio isolados, sao topolo-
gicamente equivalentes se, e somente se, suas configuragoes de separatrizes S(p(F)) e

S(p(G) sao topologicamente equivalentes.
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2.1.2 Blow-up polar

Quando um ponto de equilibrio de uma EDO ¢ degenerado, como analisamos seu compor-
tamento local em uma vizinhancga? Para isso, uma das técnicas utilizada é o blow-up polar
cuja ideia principal consiste em “explodir” o ponto de equilibrio por meio de uma mudanca
de variaveis que nao é um difeomorfismo, o ponto de equilibrio em um circulo. Posteri-
ormente, o estudo do ponto de equilibrio original é realizado a partir da analise de novos
pontos de equilibrio que aparecem nesse circulo, os quais, em geral, apresentam compor-
tamentos mais simples. Se alguns desses novos pontos forem degenerados, o processo é
repetido. Dumortier em [5], demostrou que esse processo iterativo de dessingularizacao é
finito se o campo de vetores é analitico.

Agora detalhamos o processo para aplicar a técnica de blow-up polar homogéneo.

Considere um sistema diferencial polinomial planar real da forma

CC/:P((L’7y):Pn(ZE,y)+”', y/:Q(fE,y):Qn(fE,y>+"'; (27)

onde P e () sao polinémios coprimos, P, e (),, sao polindmios homogéneos de grau n € N e
os pontos indicam termos de ordem superior em z e y. Estamos assumindo que a origem
é um ponto de equilibrio, ou seja, n > 0. Consideremos que F é um campo vetorial
analitico associado & equagao diferencial (2.7).

Tomando coordenadas polares (z,y) — (7 cos @, rsenf)), o sistema (2.7) torna-se
r=ROr+---, 0=F@O)+- -, (2.8)

onde R e F sao polindmios em termos de cosf e senfl, e os pontos suspensivos indicam
termos de ordem superior. Se F # 0, dizemos que ponto de equilibrio na origem é nao
dicritico. Neste caso, as 6rbitas de F' que tendem para a origem sao tangentes as solugoes
0* € [0,27) da equagao F(#) = 0. Chamamos de F o polindmio caracteristico de (2.7) na
origem, e 0* uma dire¢ao carateristica.

Em coordenadas cartesianas JF escreve-se como

F(r,y) = 2Qn(z,y) — yPu(z,y). (2.9)
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Se F = 0 na origem, entao a origem é chamado ponto de equilibrio dicritico. Nesse
caso, deduzimos facilmente de (2.9) que P, = 2W,,_1 e Q, = yW,,_1, onde W,,_; Z 0 é
um polinémio homogéneo de grau n — 1. Se y — vx é um fator de W,,_; e v = tan 6%,
0* € [0,27), entao 0* é uma dire¢io singular.

O blow-up polar homogéneo (ou simplesmente blow-up polar) é a aplicacao (r,0) —
(rcos@,rsend) = (z,y), com r € Red € [0,27). Esta aplicagao transforma a origem
do sistema (2.7) no circulo r = 0 , que é chamado de divisor excepcional (veja a Figura
2.4). Apos aplicarmos blow-up polar e cancelarmos o fator comum r"~!, o sistema (2.7)

se torna o sistema (2.8). Se F = 0, o fator comum é r".
y

=0 0 =2m
Figura 2.4: Blow-up polar do plano no cilindro.

A seguir, apresentaremos um exemplo detalhado de como aplicar a técnica de blow-up

polar a um ponto de equilibrio degenerado de uma EDO.

Exemplo 2.1.3. Considere o sistema planar
7' = (3/2)2* —2xy, Y =y*— (3/2)zy. (2.10)

Estudaremos o comportamento local desse sistema em torno da origem, que € um ponto
de equilibrio degenerado.
O blow-up polar transforma o sistema (2.10) em

' =1 ((3/2) cos®(0) + sen®(0) — 2 cos*(#)sen(d) — (3/2) cos(0)sen’(6))

(2.11)
0" = sen(0) cos(0) (3sen(f) — 3cos(h)) .
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Para dessingularizar a origem do sistema (2.10), precisamos estudar os pontos de equili-

brio do sistema (2.11) no circulo excepcional r = 0, que sao as solugoes da equagao
3sen(0) cos(f)[sen(f) — cos(F)] = 0.

Os pontos de equilibrio do sistema (2.11) sao
01:0, 02:77'/4, 03:77'/2, 04:7'(', 05:571'/4, ‘96:37T/2
Seja H o campo vetorial associado ao sistema (2.11). A matriz Jacobiana € calculada nos

sequintes pontos de equilibrio
JH(0,0) =

de onde concluimos que o ponto (0,0) é uma sela hiperbdlica,

_9v2

0
JH(0,7/4) = | V16 ,
Y

de onde concluimos que o ponto (0,7/4) é uma sela hiperbdlica,

1 0
JH(0,7/2) = :
0 —3

de onde concluimos que o ponto (0,7/2) é uma sela hiperbdlica,

~3/2 0
JH(0,7) =
0 3

de onde concluimos que o ponto (0,7) é uma sela hiperbdlica,

JH(0,57/4) = | V16 2 |

" TR

de onde concluimos que o ponto (0,57/4) é uma sela hiperbdlica,

10
JH(0,37/2) = ,
0 3
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de onde concluimos que o ponto (0,37/2) é uma sela hiperbdlica.

O retrato de fase do sistema (2.11) no cilindro é mostrado na Figura 2.5(a). Se conside-
rarmos o cilindro identificando 0 = 0 e 0 = 27 (onde o eizo excepcional € desenhado como
um circulo, veja a Figura 2.5(b)), esse € o modo usual de visualizar r = 0 no sistema de
blow-up polar. Nesse caso, o exterior do circulo representa r > 0. Consequentemente,
trabalharemos com as separatrizes no exterior do circulo. Finalmente, ao retrai-lo, re-
cuperamos o retrato de fase planar do sistema original (2.10) na Figura 2.5(c). Como

podemos ver, isso € feito facilmente retraindo o circulo a um ponto.

/2

&\/ﬂ/ !

()
Figura 2.5: A desingularizagao do Exemplo 2.1.3 usando blow-up polar.

2.2 Resultados preliminares

A seguir, enunciamos alguns resultados que serao usados ao longo do desenvolvimento

desta dissertacao.

Teorema 2.2.1 (Ver [§], pagina 148). (Bifurcag¢ao sela-nd) Considere X' = F(X, «)

uma familia suave de equagoes diferenciais no plano, dependendo do pardmetro a.. Supo-
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nha que, para o = «, exista um ponto de equilibrio Py para o qual as sequintes hipoteses

sao satisfeitas:

e SN1: A matriz Jacobiana de Fem (Py,ap) tem um autovalor zero simples com

autovetor direito Vi e autovetor esquerdo Wy.
e SN2: W()'%(Po,ao) 7é0
L SN‘?" WODng(POa)\O)(‘/O7‘/0)7£O

Entao, essa familia de equacgoes diferenciais tem uma bifurcacao de sela-nd em Py para

0s parametro o = .

Teorema 2.2.2 (Ver [13], pagina 338). (Bifurcagao transcritica) Considere X' =
F(X,a) uma familia suave de equagdes diferenciais no plano, dependendo do pardametro
a. Suponha que exista um ponto de equilibrio Py para todos os valores de o. Além disso,

suponha que para o = o as sequintes hipdteses sejam satisfeitas:

e T1: A matriz Jacobiana de F em (Fy,q) tem um autovalor zero simples com

autovetor direito Vy e vetor proprio esquerdo Wi.
o T2: W, - %(Po,ao) =0.
o T3: Wy Dx (%£(Py, ) (Vo) # 0.
o T4: Wy D3 F(Py,ap)(Vy, Vo) # 0.

Entao, essa familia de equagoes diferenciais tem uma bifurcacao transcritica em Py para

0 pardmetro o = .
Agora, consideremos a seguinte equagao
¥ =ar+by+plr,y), y =cr+dy+q(z,y) (2.12)
sendo p e ¢ dadas por

plx,y) = Z aijxiyj = a9’ + a1 7Y + agy’ + az0r® + an T’y + arry® + agzy’ + -
i+j>2
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q(x,y) = Z bijxiyj = boop? + b1y + boay® + baox® + by 2?y + brawy® + bozy® + - - -
i+j5>2

No livro [3], pagina 253, o primeiro coeficiente de Lyapunov para a equagao (2.12) estéa
dado por
-7
4b33
— 2ac(bgy — agoag) — 2ab(az, — baoboz) — b*(b11bao + 2as0bag) + (be — 2a2)(b11boz — ar1a20)

[ac(a%l + ay1bo2 + ap2b11) + ab(b% + agobi1 + a11bay) + 02(a11a02 + 2a02b02)

— (CL2 + bC) (3(Cb03 — bCLgo) + 2@(@21 + blg) =+ Cca12 — bb21)]7
sendo [ = vad — bc.

Teorema 2.2.3 (Ver [9], pagina 100). (Bifurcacao de Hopf) Considere uma familia

suave de equagoes diferenciais no plano
X'=F(X,a), XecR? acR. (2.13)

Fazendo translagoes, suponha que X, = 0 € um ponto de equilibrio para |a| suficientemente
pequeno com autovalores Ai o = pu(a) £ iw(a), sendo p(0) =0 e w(0) = wy > 0. Assuma

que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

e H1: 0(0) #0, sendo o é o primeiro coeficiente de Lyapunov.

4u(0)

o H2: 1/(0) = 70

£0

Entao Xy € ponto de Hopf e existem mudancas de coordenadas e pardmetros e uma repa-

rametriza¢ao da varidvel independente de modo que (2.13) tem a seguinte forma
o =Pr—y+a@@®+y?), ¥ =a+Byty(a®+y?)

Observagao 2.2.1. 1) Seo <0, entdao Xy € assintoticamente estdvel e (2.13) tem um

ciclo limite estdavel envolvendo o ponto de equilibrio instdvel Xy.

2) Se o > 0, entao Xy € instdvel e (2.13) tem um ciclo limite instdvel envolvendo o

ponto de equilibrio assintoticamente estdvel Xj.
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Precisamos fixar algumas notagoes antes de enunciar o Teorema 2.2.4. Considere um
sistema suave X' = F(X,a,8), X € R? o, € R. Suponha que para a = ag e 8 = fo,
existe um ponto de equilibrio X = X tal que a matriz Jacobiana A de F' em X, possui

um valor duplo zero de autovalores. Denotando X — X, por X, podemos escrever
1
F(X)=AX+ §B(X,X) + 0(3),

onde, para 1 = 1,2,
2

PF(€)
= 0&; 08,

Considere os vetores qo, q1, po, p1 € R? tais que

Bi(X,Y) =

iYk-
£=0
Agp =0, Aq =qo, A'pr=0, ATpo=p,
onde AT ¢ a transposta de A, satisfazendo

(9,7) =0, {g1,p0) =0, {qo,po) =1, (qu,;m)=1.

Teorema 2.2.4 (Ver 9], pagina 321). (Bifurca¢cao Bogdanov-Takens) Considere uma

familia de equacoes diferenciais suaves com dois pardmetros no plano
X' =F(X,a,8), XeR?® o pBcR.

Suponha que para o = g e = Py, a matriz Jacobiana A de F no ponto de equilibrio
Xo tenha um autovalor zero duplo. Suponha que as sequintes condicoes de genericidade

sejam satisfeitas:
e BTO: A matriz Jacobiana A # 0.
e BT1: a = (p1, B(qo: 00)) # 0.
e BT2: b= (po, B(qo,)) + (p1, B(q, 1)) # 0.
e BT3: A aplicacao
G:(X,a,0)— (F(X,a,0),tr DF (X, a, 5),det DF (X, a, 8))

é reqular em (Xo, ag, o).
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Entao, essa familia de equacoes diferenciais com dois pardmetros tem uma bifurcacao

Bogdanov-Takens em Xy para os parametros a = ag e 8 = [y e pode ser escrita como
=1, 12=701+Bm+n;+smn+O0(3),
sendo s = sign(ab) = 1.
A seguir, enunciamos o seguinte teorema do livro [6], pagina 74.

Teorema 2.2.5. (Teorema dos Pontos de FEquilibrio Semi-Hiperbdlicos) Seja

(0,0) um ponto de equilibrio isolado do campo vetorial F' dado por
¥ =A(z,y), v =M+ B(z,y), (2.14)

sendo A e B fungoes analiticas em uma vizinhanga da origem com A(0,0) = B(0,0) =
DA(0,0) = DB(0,0) =0 e A > 0. Sejay = f(x) a solu¢io da equagio \y + B(z,y) =0
em uma vizinhanga do ponto (0,0), e suponha que a fun¢io g(x) = A(x, f(x)) tenha a
expressao g(x) = a,x™ + o(z™), onde m > 2 e a,, # 0. Entao, sempre existe uma curva
analitica invariante, chamada de variedade instdvel forte, tangente em 0 ao eizo y, na

qual F € analiticamente conjugado a
Y= Ay

1sso representa um comportamento repulsivo, pois X\ > 0. Além disso, as sequintes afir-

magoes sao vdlidas.

(i) Se m € impar e a,, <0, entdo (0,0) é uma sela topoldgica (ver Figura 2.1(a)).

. %
Na

(a) (b) (c)

Figura 2.6: Retratos de fase de pontos de equilibrio semi-hiperbélicos.
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(i) Sem € impar e a,, > 0, entao (0,0) € um nd topoldgico instdvel (ver Figura 2.1(b)).

(i1i) Se m € par, entao (0,0) € uma sela-nd, isto é, um ponto de equilibrio cuja vizinhanga

¢ a uniao de um setor parabdlico e dois setores hiperbolicos (ver Figura 2.1(c)).

Observagao 2.2.2. O caso A\ < 0 pode ser reduzido para A > 0 ao se trocar F por
—F. Além dos resultados sobre singularidades semi-hiperbolicas com variedades centrais
nao-planas, como afirmado no Teorema 2.2.5, também lembramos que no caso em que
g(x) = Az, f(x)), conforme definido no Teorema 2.2.5, € identicamente zero, entdo

existe uma curva analitica que consiste em pontos de equilibrio.

Teorema 2.2.6 (Ver [13], pagina 265). (Critério de Dulac) Seja F € C'(E,R?), onde
E € uma regido simplesmente conexa em R%. Se existe uma fungdo ¢ € CY(E,R) tal que
V - (¢F) nao seja identicamente zero e nao mude de sinal em E, entao X' = F(X) nao

tem orbitas fechadas inteiramente contidas em E.



Capitulo 3

Estudo nos eixos coordenados

A partir deste capitulo, dedicaremos nossa andlise ao estudo detalhado do sistema de
equagoes diferenciais que constitui o foco principal desta dissertagao, dado em (1.1).
No decorrer deste estudo, apresentaremos resultados relevantes e proposi¢oes fundamen-

tais que emergem da investigacao deste sistema.

3.1 Alguns resultados previamente apresentados

Antes de estudar o comportamento do sistema (1.1) quando os parametros estdo sobre
os eixos cordenados, apresentamos nesta segao alguns resultados obtidos no artigo [4].
Neste artigo, os autores realizam um estudo global do sistema para os casos em que os

parametros 3 e By sao positivos.

Proposicao 3.1.1. Defina o conjunto

(B1+1)°
461

2 -1
P1’2_(1+51’ 261 )

de (1.1) é um ponto sela-né para parametros em SN .

SN:{(52751)|51>0, Po = . Bi#EV2-1, 517&1}‘

O ponto de equilibrio

Proposicao 3.1.2. Defina o conjunto

"= {(62751)|B2— bt 2

(B +1)%
30

b1 > 2—1}
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O ponto de equilibrio

1
Pr=1+p,—
e
de (1.1) é um ponto de Hopf para pardmetros em H.

Proposicao 3.1.3. Defina o conjunto

T={(B2p51) | B2=1, 1 >0, B #1}.
O ponto de equilibrio Py = (1,0) de (1.1) € um ponto transcritico para pardmetros em T .

Proposicao 3.1.4. Defina o conjunto

T ={(B2, 1) | B =1, P2 >0}.

O ponto de equilibrio My = (0,0) de (1.1) € um ponto transcritico para pardmetros em

Teo-

Proposicao 3.1.5. O ponto de equilibrio P, = (ﬂ,—ﬂ/Q) de (1.1) é um ponto de
Bogdanov-Takens para os pardmetros Q = (B2, 51) = ((1+ V2)/2,3/2 — 1).

Antes de enunciar o teorema principal do artigo [4], lembremos que dois campos vetori-
ais no disco de Poincaré D sao topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo
em D que aplique o6rbitas em 6rbitas, preservando ou invertendo a dire¢ao do fluxo. Veja

[6] para mais detalhes. A seguir, se enuncia o principal teorema do artigo [4].

Teorema 3.1.1. O sistema de equagoes diferenciais ordindrias (1.1) com dois parametros

positivos possui 26 retratos de fase globais nao topologicamente equivalentes.

Os 26 retratos de fase globais de (1.1) para os parametros positivos, bem como o

diagrama de bifurcagao, podem ser encontrados em [4].

3.2 Resultado do estudo nos eixos paramétricos

Nesta se¢ao, é feito um estudo global de (1.1) quando os parametros estao sobre os eixos

coordenados.
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3.2.1 Casol: f1=0e [, =0

Aqui mostraremos em detalhes a analise para obter o retrato de fase global no disco de
Poincaré. Nos casos seguintes, omitiremos os céalculos e s6 mostraremos os resultados
necessarios.

Se f1 =0e By =0, a equagao (1.1) tem a seguinte forma
¥=1-z, o =y(l-y). (3.1)

Os pontos de equilibrio sao Py = (1,0) e P, = (1,1) e a matriz Jacobiana é

—1 0
0 1—-2y

DF(z,y) =

A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio P, é dada por

-1 0
0 1

DF(Py) = DF(1,0) =

Y

de onde o ponto de equilibrio Fy é uma sela hiperbdlica. Por outro lado, a matriz Jacobiana

avaliada no ponto de equilibrio P, é da forma

-1 0
DF(Py)) = DF(1,1) = ,
0 -1
logo o ponto de equlibrio P, é um no estavel hiperbolico.
Agora analisamos o comportamento dos pontos de equilibrio no infinito.

A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (3.1) na carta local Us é
u =0 —2uw+u, v=v-10% (3.2)

My = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio e a matriz Jacobiana de (3.2) em M, é
10
0 1
Segue que o ponto My = (0,0) é um no6 instéavel hiperbolico.
A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (3.1) na carta local U; é

u = —uv® 4+ 2uv —u?, v =0 P (3.3)

So = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio e a matriz Jacobiana de (3.3) em S é
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Concluimos que Sy é linearmente nulo.
Para analisar o retrato de fase local na vizinhanga de Sy = (0, 0) aplicaremos a técnica

de blow-up polar. A equagao acima (3.3) pode ser escrita como
u' = —uv® 4+ 2uv — u® = Py(u,v) + Ps(u,v), v =0 —v* = Qy(u,v) + Qs(u,v), (3.4)

sendo P e Q5 polindmios homogéneos de grau dois e P; e (3 sao polindmios homogéneos
de graus trés. Nesse caso, temos m = 2, que corresponde ao menor grau dos polindmios
homogéneos.
Polinémio caracteristico

F(u,v) = uQs(u,v) — vPy(u,v) = u(v?) — v(—u? + 2uv) = vv(u — v).

F=0 <<= wu—v)=0=u=0, v=0 e u=v.

Entao existem trés diregoes caracteristicas u =0, v =0 e u = v.

Para fazer bow-up polar fazemos a mudanga de coordenadas u = r cos(6) e u = rsen(0)

m—1

e, a equagao (3.3) depois de fazer a mudanga e dividir por r = r tem a forma

' = r?[— cos®(0) + 2 cos?(A)sen(f) + sen®(6) — r cos?(f)sen? () — rsen’ ()],
0" = cos(6)sen(6)[cos() — sen(h)].
Pontos de equilibrio em r» =0
sen(f) =0=6,=0, 6,=m.
sen(f) — cos(0) =0 <= sen(f) =cos(f) = 0, =7/4, 05 =>57/4.
cos(0) =0= 035 =7/2, 05=3m/2.
A matriz Jacobiana é calculada nos pontos de equilibrio acima, resultando em:

-1 0
TH(0,0) = ,
0 1

de onde concluimos que o ponto (0,0) é uma sela hiperbolica,

1

— 0
JH(O.7/4) = [ V2 |

"5
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de onde concluimos que o ponto (0,7/4) é uma sela hiperbolica,
10
JH(0,7/2) = ,
01

de onde concluimos que o ponto (0,7/2) é um no instéavel hiperbolico,

1 0
JH(0,7) = :
0 -1

de onde concluimos que o ponto (0,7) é uma sela hiperbdlica,
-1
JH(0,57/4) = | V2 ,
0 —

de onde concluimos que o ponto (0,57 /4) é uma sela hiperbolica,

-1 0
JH(0,37/2) = ,
0 -1
de onde concluimos que o ponto (0,37/2) é um no estéavel hiperbolico.

A seguir, apresentamos a Figura 3.1, que ilustra o blow-up polar. Em seguida, a Figura
3.2 ¢ exibida, mostrando o retrato de fase global para o caso analisado. Essa analise foi
feita levando-se em conta os pontos de equilibrio finitos e infinitos e a nao existéncia de
ciclos limites uma vez que a reta x = 1 é invariante.

05
)

94 91

Figura 3.1: Blow-up e retrato de fase local em Sj.
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-5 > < S
0 2 0

—M,
Figura 3.2: Retrato de fase global de (3.1). $; = 2 = 0 corresponde ao ponto O. Veja a

Figura 3.10.

3.2.2 Caso2: 31 >0e [5=0

Se 81 > 0e s =0, a equagao (1.1) tem a seguinte forma

' =1—x—pry, ¥ =y(1—y). (3.5)

Os pontos de equilibrio sao Py = (1,0), o qual corresponde a uma sela hiperbélica, e
Py = (1/(81 +1),1), que & um no estéavel hiperbolico.
Agora analisamos o comportamento dos pontos de equilibrio no infinito.

A expressao da compactificacao de Poincaré do sistema (3.5) na carta local U; é
u = —uv® 4+ 2uv + (B — Du?, v =0 — 0?4+ Bluw. (3.6)

So = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio degenerado e o seu comportamento local depende,
conforme mencionado, do valor que assume f;.

Se B1 = 1, todos os pontos do bordo do disco de Poincaré sao pontos de equilibrio que
sao repulsores na carta local V; e atratores na carta local V5.

A seguir, apresentamos a Figura 3.3 que ilustra os retratos de fase locais quando
f1 # 1. Se 0 < 1 < 1, depois de fazer o blow-up, o ponto de equilibrio Sy = (0,0) é

topologicamente como na Figura 3.3 a esquerda: ele tem dois setores parabdlicos, sendo
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um atrator e outro repulsor, e dois setores hiperboélicos. Se 3; > 1, depois de fazer o blow-
up polar, concluimos que o retrato de fase local no ponto Sy = (0,0) é topologicamente

como na Figura 3.3 a direita: ele tem dois setores parabdlicos, sendo um atrator e outro

repulsor, e dois setores elipticos.

)

01

0

‘96 95 66
0<61<1 ﬂ1>1

Figura 3.3: Retratos de fase locais de (3.5) em Sy quando 1 # 1.

A expressao da compactificagado de Poincaré do sistema (3.5) na carta local U, é
u' = (1—B)u—2uv+v* v =v—2v% (3.7)

Quando f; # 1, My = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio.

Se 0 < 1 <1, My = (0,0) ¢ um no instavel hiperbolico.

Se 8, = 1, todos os pontos da fronteira do disco de Poincaré sao pontos de equilibrio
que sao atratores na carta local V5 e repulsores na carta local V.

Se B1 > 1, My = (0,0) é um sela hiperbolica.

A seguir, apresentamos a Figura 3.4, que ilustra os retratos de fase globais para o
caso analisado. Essa anélise foi feita levando-se em conta os pontos de equilibrio finitos e

infinitos e a nao existéncia de ciclos limites uma vez que a reta y = 1 é invariante.
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My
- <
— My — My
A2 < R4 Qg Al < Rg

Figura 3.4: Retratos de fase globais de (3.5). 8, = 0: 0 < 8; < 1 corresponde a transi¢ao
entre as regides Ay e Ry; f1 = 1 corresponde a regiao Qg; B1 > 1 corresponde a transicao

entre as regioes A; e Ry. Veja a Figura 3.10.

3.2.3 Caso3: 31=0e [y >0

Se f1 =0e Py >0, a equagao (1.1) tem a seguinte forma

t=1—z, y =y(l—y—pFu). (3.8)

Os pontos de equilibrio sdo Py = (1,0) e P, = (1,1 — 52) e o comportamento local destes
pontos dependerao do valor que assume o parametro (3.

Se 0 < By < 1, Py = (1,0) é uma sela hiperbdlica e P, = (1,1 — [33) é um no estével
hiperboélico.

Se By = 1, os pontos coincidem, i.e, Py = (1,0) = P, = (1,1 — f3) é um ponto
transcritico que topologicamente ¢ uma sela-noé.

Se B > 1 Py = (1,0) é um noé estavel hiperbolico e, P, = (1,1 — §3) é uma sela
hiperbdlica.

A seguir, enunciamos a seguinte proposic¢ao.

Proposicao 3.2.1. Defina o conjunto

T ={(Ba2,01) | B2=1, p1=0}.
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O ponto de equilibrio Py = (1,0) de (3.8) € um ponto transcritico para pardmetros em T .

Demonstracao. Ver a prova da Proposigao 5.1.3. |

Agora analisamos o comportamento dos pontos de equilibrio no infinito.
A expressao da compactificacao de Poincaré do sistema (3.8) na carta local U; é

u' = —Bou+ 2uv — v —uwv?, v =0 — v (3.9)

Para simplificar os céalculos, adotamos 5 = 1. Para aplicar o Teorema 2.2.5, fazemos a

substituicao © = v e v = u, transformando o sistema anterior em
u =u’—u* = A(u,v), v =-v-—0+20u—vu°=—0+ B(u,0). (3.10)
Seja v = f(u) = a1+ asti* a expansao de Taylor da solugao de —v + B(u,v) = 0. Assim,
segue que a; = 0 e g(u) = A(f(u),u) = u*+O(3). Entao, como o expoente de menor grau
de g(u) é par, concluimos que Sy = (0,0) é uma sela-n6. De forma anéloga, se comprova,
que o ponto de equilibrio S; = (—1,0) é uma sela-no.
A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (3.8) na carta local U, é
v =u+ Bou® — 2uv + 0%, v = v+ fouv — 02 (3.11)

My = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio que é um n6 instavel hiperbolico.

A seguir, apresentamos a Figura 3.5, que ilustra os retratos de fase globais para o caso

analisado.
nat M, M, M,
-5,
_Sl
Py
'y . <
0 J2) So
St
7M0
.Ag A d R4 Q7 -/49 ~ RS

Figura 3.5: Retratos de fase globais de (3.8). 8; = 0: 0 < 55 < 1 corresponde & transigao
entre as regides Ag e Ry; f2 = 1 corresponde a regiao (Q7; B > 1 corresponde & transicao

entre as regioes Ag e R3. Veja a Figura 3.10.
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3.24 Caso4: f1<0e [fy=0

Se /1 < 0e fy =0, aequagao (1.1) tem a seguinte forma
r=1—z—pay, v =y(l-—y). (3.12)

Os pontos de equilibrio sdo Py = (1,0) que ¢ uma sela hiperbélica e P, = (1/(f1 +1),1)
se B1 # —1, onde a sua estabilidade dependera do valor que assume o parametro (3.

Se 51 < —1, o ponto de equilibrio P, é uma sela hiperbdlica.

Se 51 = —1, neste caso o ponto de equilibrio P; desaparece.

Se —1 < ;1 < 0, o ponto de equilibrio P; é um n6 estavel hiperboélico.
Agora analisamos o comportamento dos pontos de equilibrio no infinito.

A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (3.12) na carta local Uy é
u' = (=14 p)u* 4 2uv — w?, v = fruv +v? — P (3.13)

So = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio degenerado e a sua estabilidade depende do valor
do parametro (.

Para analisar o retrato de fase local na vizinhanga de Sy = (0, 0) aplicaremos a técnica
de blow-up polar.

A equagao acima (3.13) em coordenadas polares pode ser escrita como
T

1 [—2r 4+ (=3 + 451) cos(0) + 21 cos(20) — cos(30) + 5sen(6) + sen(36)],
(3.14)

0" = cos(6)sen(6)[cos(f) — sen(h)].

r

Pontos de equilibrio em r» =0

sen(f) =0=06,=0, 6,=m.

sen(f) — cos(0) =0 <= sen(f) =cos(f) = 0, =7/4, 05 ="57/4.
cos(0) =0= 065 =7/2, 0s=3r/2.

A matriz Jacobiana é calculada nos pontos de equilibrio acima, resultando em:

—1+p5 0
0 1

JH(0,0) =

de onde concluimos que o ponto (0,0) é uma sela hiperbolica,
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1+ B

JH(0,7/4) — Vf 1

de onde concluimos que o ponto (0, 7/4) é uma sela hiperbdlica se —1 < ; < 0 e um nd

estavel hiperbolico se 1 < —1,
10
JH(0,7/2) = :
0 1

de onde concluimos que o ponto (0,7/2) é um no instéavel hiperbolico,

1-8 0
JH(0,7) = b :

0 -1
de onde concluimos que o ponto (0, 7) é uma sela hiperbdlica,
“1-6&
JHO57/9=| V2 ],
0 —
de onde concluimos que o ponto (0,57/4) é uma sela hiperbolica se —1 < ; < 0 e um nod

instavel hiperbolico se 5 < —1,

JH(0,37/2) = 0
0 -1
de onde concluimos que o ponto (0,37/2) é um no estével hiperbolico.

A seguir, apresentamos a Figura 3.6 que ilustra os retratos de fase locais quando
b1 # —1. Se —1 < B; < 0, depois de fazer o blow-up, o ponto de equilibrio Sy =
(0,0) é topologicamente como na Figura 3.6 a esquerda: ele tem dois setores parabdlicos,
sendo um atrator e outro repulsor, e dois setores hiperbolicos. Se (7 < —1, depois de
fazer o blow-up polar, concluimos que o retrato de fase local no ponto Sy = (0,0) é

topologicamente como na Figura 3.6 a direita: ele tem dois setores parabolicos, sendo um

atrator e outro repulsor, e dois setores elipticos.
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0 0
’ 0, ’ Z
A 3
) ) " b1 ) \\i/
\ 3
o s 05 O
1</ <0 b < —1
Figura 3.6: Retratos de fase locais de (3.13) em Sy quando 51 # —1.
Se 1 = —1, a equagao (3.14) tem a seguinte forma
r = 2[—27" + —T7cos(0) + 2r cos(26) — cos(30) + 5sen(d) + sen(30)],

0" = cos(f)sen(6)[cos(f) — sen(6)].

(3.15)

Observa-se que os pontos de equilibrio sdo os mesmos que da equagao (3.14). A matriz

Jacobiana é calculada nesses pontos de equilibrio, resultando em:

2 0
JH(0,0) = ,
0 1

de onde concluimos que o ponto (0,0) é uma sela hiperbolica,

0O O
THO.7/) = | 1]

que é uma matriz semi-hiperbolica,

1
JH(0,7/2) = ,
0 1

de onde concluimos que o ponto (0,7/2) é um no instéavel hiperbolico,

2 0
JH(0,7) = :
0 —1

0
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de onde concluimos que o ponto (0,7) é uma sela hiperbolica,

0O O
THOST = | 1.

V2

que é uma matriz semi-hiperbélica,

-1 0
JH(0,37/2) = :
0 -1
de onde concluimos que o ponto (0,37/2) ¢ um noé estavel hiperbolico.
Avaliando os pontos de equilibrio (0,7/4) e (0,57/4) em (3.15) temos que r’' = —r?/2,
entao r é um atrator. A seguir, apresentamos a Figura 3.7, que ilustra o retrato de fase

local em Sy = (0,0) quando 8 = —1.

93 93
)

04

0 o, 05 0

Figura 3.7: Retrato de fase local de (3.13) em Sy quando 5, = —1.

A expressao da compactificacao de Poincaré do sistema (3.12) na carta local Us é
' = (1-p)u—2uv+v°, v =v-0% (3.16)

My = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio que é un né instavel hiperbélico.
A seguir, apresentamos a Figura 3.8, que ilustra os retratos de fase globais para o
caso analisado. Essa analise foi feita levando-se em conta os pontos de equilibrio finitos e

infinitos e a nao existéncia de ciclos limites uma vez que a reta y = 1 é invariante.

01
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Py
— M, — M, —My
Ag — Ag QB .A7 L d Ag

Figura 3.8: Retratos de fase globais de (3.12). B, = 0: —1 < f; < 0 corresponde a
transicao entre as regioes As e Ag; 1 = —1 corresponde a regiao ()g; 1 < —1 corresponde

a transicao entre as regioes A; e Ag. Veja a Figura 3.10.

3.25 Casob: [1=0e (<0
Se 81 =0e fy <0, aequagao (1.1) tem a seguinte forma
r=1—zy =y(l—y— [ex). (3.17)

Os pontos de equilibrio sdo Py = (1,0), que é uma sela hiperbdlica e, P, = (1,1 — (,),
que é um no6 estavel hiperbolico.
Agora analisamos o comportamento dos pontos de equilibrio no infinito.

A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (3.17) na carta local U; é

U = —Bou+ 2uv — v —wv?, v =0 — v (3.18)

Os pontos de equilibrio nesta carta sao Sy = (0,0) e S; = (—fs,0).

Com base no Teorema 2.2.5, conclui-se que o ponto Sy = (0,0) é uma sela-n6. Para o
ponto de equilibrio S} = (=[5, 0), realiza-se uma transla¢ao para a origem a fim de aplicar
novamente o Teorema 2.2.5 permitindo concluir que este ponto também é uma sela-no6.

A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (3.17) na carta local U, é

u =u+ Bou® — 2uv + 0%, v = v+ fouv — 02 (3.19)
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My = (0,0) é um ponto de equilibrio que é um n6 instavel hiperbolico.
A seguir, apresentamos a Figura 3.9, que ilustra o retrato de fase global para o caso
analisado. Essa analise foi feita levando-se em conta os pontos de equilibrio finitos e

infinitos e a nao existéncia de ciclos limites uma vez que a reta x = 1 é invariante.

Mo

Figura 3.9: Retrato de fase global de (3.17). 1 = 0 e 5 < 0 corresponde & transi¢ao

entre as regioes A, e As.

Antes de iniciar o estudo da equagao (1.1) com parametros nos quadrantes 2, 3 e 4,
apresentamos o diagrama de bifurcacao mostrado na Figura 3.10, no qual cada regiao A;
e R; no plano corresponde a um retrato de fase global tinico. As curvas notaveis das bifur-
cagoes, representam transicoes entre diferentes comportamentos dindmicos. Além disso,
os pontos () e (2, que sao pontos de Bogdanov-Takens, marcam mudangas qualitativas

no sistema.
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Tﬁl
H SN,
R1
RlO
A Ry -
QQ Qs Q1
Too
R~ 8
HL3 Qa Ra
A2 Q3 Q2
R4 HLYy 6
T R3 S./\/z\
SN1 A 0O Q7 ,52
3
As
Ay
—1
Al Qs
Q
Az
As 6
SN

H

Figura 3.10: Diagrama de bifurcagio do sistema (1.1). A curva SN das bifurcagoes sela-no é a
uniao das curvas SN (verde) e SNy (laranja). A curva H (vermelha) é a curva das bifurcagoes
de Hopf. A curva 7 (marrom) é a curva das bifurcagoes transcriticas (finitas). A curva T4 (azul)
é a curva de bifurcagoes transcriticas infinitas. Os arcos @@ (roxo) e Q/@ sao as curvas das
bifurcagoes homoclinicas. A curva HLs (marrom) é a curva de lagos heteroclinicos ilimitados

3. A curva HL, (magenta) é a curva de 4-graficos ilimitados T'4,.



Capitulo 4

Estudo no segundo, terceiro e quarto

quadrantes

Nas secOes seguintes, analisaremos o comportamento dos retratos de fase globais do sis-

tema (1.1) no segundo, terceiro e quarto quadrantes.

4.1 Segundo quadrante

Neste quadrante, se tem que 3; > 0 e 3 < 0. Os possiveis pontos de equilibrio de (1.1)

para este caso sao

ﬁl+1+dﬁl—1—d)eP:<ﬂl+1—d61—1+d)
268, 26 ? 2608, 26 ’

Py=(1,0), P, = (

com

d= \/(51 +1)2—4p,5, > 0.
A matriz Jacobiana é

—1 =5y —pix
JF(.T, y) = 3
—Bay 1 —2y — Pox
de onde concluimos que o traco e o determinante para os pontos de equilibrio P, e P, sao

da seguinte forma

T=-1-(1+p8)y e D=y(l+py)— ifary.

46
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A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio Fy é

ey = T,

0 1-p5
e como 1 — 5 > 0, segue-se que Py é uma sela hiperbélica.

A seguir, analisaremos a natureza dos pontos de equilibrio por meio do traco e do
determinante da matriz Jacobiana, além de determinar em qual quadrante eles se encon-
tram.

Primeiramente, consideramos o ponto de equilibrio P, = (z1,y1), dado por

P _<61+1+d 51—1—d)
P 2018 1 204 .

As condigoes para x7 e y; serem negativos sao

O<pPi+1l=d<pi+1+d<2d,

o que implica

d
T < < 0,
2816
e
fi+l<d= B —1—d< -2,
logo,
-1
y1<—<0.

1

Como x; e y; sao sempre negativos, concluimos que o ponto de equilibrio P, pertence ao
terceiro quadrante.

Para verificar a existéncia de uma bifurcacao de Hopf, analisamos o traco e o deter-
minante da matriz Jacobiana em P;. As condigoes necessarias para a bifurcagao de Hopf
sasoT'=0e D > 0.

No calculo do traco, temos que

o que implica
1+ 5

~1+
A

<-1-(1+B8)n="T.
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Como resultado,

1
T7>—>0.

A

Portanto, o traco é sempre positivo e nao se anula, indicando que nao ocorre uma bifur-
cagao de Hopf.

Quanto ao determinante, sabemos que

D =y (1 + fry1) — Brfoxayn.

Dado que y1(1 + B1y1) > 0 e —f1 211 > 0, concluimos que D > 0.

Dessa forma, com T > 0 e D > 0 para P, no terceiro quadrante, o ponto de equilibrio
¢ um foco instével.

Consideramos agora o ponto de equilibrio Py = (9, ys), definido por

P — <51+1—d 51—1+d)
? 2018, 7 201 .

Para analisar a localizagao deste ponto no plano, verificamos as condigoes para x5 e ¥s.

Sabemos que

Bi+l<d=p+1—-d<0= a9 >0.

Além disso, como
fr+1<d=2p <pi—1+d,
obtemos

26 _pr—1+d
261 201

Assim, como x5 > 0 e yo > 0, concluimos que o ponto de equilibrio P, pertence ao primeiro

=Y =y > 1

quadrante.
Para determinar a natureza desse ponto, analisamos o trago e o determinante da matriz
Jacobiana avaliados em P,.

No célculo do traco, temos
T=-1—(1+7p)y.

Como y > 0, segue que T" < 0.
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Ja para o determinante, verificamos que

D =y(1+ Bry) — B1Bazy.

Como —B1faxy > 0 e y(1 + Bry) > 0, concluimos que D > 0.
Dessa forma, como o traco é negativo e o determinante é positivo, o ponto de equilibrio

P, é classificado como um foco estavel ou um né estavel.

Observacao 4.1.1. Como os trés pontos de equilibrio pertencem regioes disjuntas, eles
nao se colidem, e portanto nao existem bifurca¢oes transcritica e nem sela-no, além de

nao existir bifurcacao de Hopf.

A expressao da compactificacao de Poincaré do sistema (1.1) na carta local U, é
u' = (1—B1)u+ fou? — 2uv +v*, v = v+ fouv — v (4.1)

Os pontos de equilibrio nesta carta local sao My = (0,0) e My = (81 — 1/55,0) .

A matriz Jacobiana do sistema (4.1) é

1—061+20u—2v —2u+2v
Bov 1—2v+ Pau

JG(u,v) =

A matriz Jacobiana avaliada nos pontos de equilibrio M, é

1—-8 0
0 1

JG(Mo) =

e a estabilidade de M, dependeréa do valor que assume o parametro .
Se 0 < 87 < 1, entao My é um no6 instavel hiperbolico.
Se 8, =1, entao My = M; ponto transcritico que é topologicamente uma sela-noé.
Se f1 < 1, entao My é uma sela hiperbolica.
A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio M; é
B -1 2—2p

JG(M,) = Do
0 Ba

e a estabilidade dependeréd do valor que assume o parametro (.
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Se 0 < f1 < 1= My é uma sela hiperbdlica.
Se 6y = 1= My = M; ponto transcritico que é topologicamente uma sela-no.

Se f1 > 1= M; é um no instavel hiperbdlico.

Proposicao 4.1.1. Defina o conjunto

Too ={(B2,51) | Br =1, B < 0} .
O ponto de equilibrio My = (0,0) é um ponto transcritico para pardametros em T, .
Demonstracgao. Ver a prova da Proposigao 5.1.2. |
A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (1.1) na carta local U; é
u' = —fou+ (B — Du 4 2uv — wv?, v = fuv +v* —v°. (4.2)

Se v =0, entao Sy = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio nesta carta.
Para aplicar o Teorema 2.2.5 fazemos 4 = v e ¥ = u e o sistema anterior se converte

c1m
' = v+t —u® = A(4,0), U = —PByo+(B1—1)02+20u—0u* = —Bo0+B(u, ). (4.3)

Seja v = f(u) = a1u + axu® a expansao de Taylor da solugao de —f20 + B(a,v) = 0.
Assim, segue que a; = 0 e g(u) = A(f(a),u) = @* + O(3). Entdo, como o expoente de
menor grau de g(@) é par, concluimos que Sy = (0,0) é uma sela-no.

A seguir, apresentamos a Figura 4.1, que ilustra os retratos de fase globais para o caso
analisado. Essa analise foi feita levando-se em conta que o ponto de equilibrio P; é um
repulsor no terceiro quadrante (x < 0, y < 0). Para garantir que P; nao esta contido
em uma regiao limitada por um ciclo limite aplicamos o Teorema 2.2.6 com a fungao

o(z,y) = 1/zy. A divergéncia de (¢f, ¢g) tem a forma

le((bf, ¢g> R Y

x?y oz
a qual é sempre positiva na regiao x < 0, y < 0, garantindo a auséncia de orbitas fechadas

no terceiro quadrante. Como y = 0 é reta invariante e o campo que define (1.1) restrito
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a r = 0 tem a primeira componente 1, nao existe 6rbita fechada circulando o ponto de
equilibrio P;. O ponto de equilibrio P, é um né atrator no primeiro quadrante (x > 0,
y > 0) e a divergéncia de (¢ f, ¢g) é sempre negativa na regiao x > 0, y > 0, garantindo a
auséncia de orbita fechada no primeiro quadrante e, de modo anélogo ao explicado acima,
nao existe orbita fechada circulando o ponto de equilibrio P. Além disso, a reta invariante
y = 0 divide o plano de fase em duas regioes (y > 0 e y < 0), e a andlise pode ser feita
separadamente para cada regiao. Portanto, concluimos que nao héa ciclos limites em todo

o plano de fase.

M, s, My
Py
Py P
—Sp S o >
)
7N T A
Ao Ay & Ay

Figura 4.1: Retratos de fase globais de (1.1) para parametros no segundo quadrante.
0 < B1 < 1 corresponde a regiao A,; 81 = 1 corresponde & transicao entre as regioes A;

e Ay; 81 > 1 corresponde a regiao A;. Veja a Figura 3.10.

4.2 Terceiro quadrante

Neste quadrante, temos que 3; < 0 e 2 < 0. Os pontos de equilibrio de (1.1) para este

caso sao

Py = (1,0), Plz(ﬁl“w Bl_l_d) e p2:(51+1—d 51—1+d>7

20182 7 201 2018, 7 2B

com

d= \/(51 +1)% — 451 a.

Observacao 4.2.1. Nos retratos de fase, os pontos de equilibrio Py, e Py existem somente
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sed >0, ou seja, quando a sequinte condicao € satisfeita

(B +1)?
46y

Além disso, para os pontos de equilibrio Py e Ps, a sequinte equacao deve ser satisfeita

P >

A matriz Jacobiana é dada por

—1- By — B
—Bay 1 -2y — Box

JF(z,y) =

A seguir, analisaremos a natureza dos pontos de equilibrio por meio do trago e do deter-
minante da matriz Jacobiana, além de determinar em qual quadrante eles se encontram.

A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio Fy é

-1 —f
0 1-5

JF(Py) =

Como a matriz dada tem um autovalor positivo e outro negativo, entao o ponto Fy é uma
sela hiperbolica.
Analisamos a localizagdo e a natureza do ponto de equilibrio P, = (x1,¥;), definido

por

p _<6l+1+d 51—1—d)
b 2018 1 2B .

Se —1 < 1 <0, como f; — 1 —d e (B s@o negativos, entao y; é positivo. Além disso,
um céalculo simples mostra que z; também é positivo. Assim, P; = (x1,y;) pertence ao
primeiro quadrante.

Se 8, = —1, o ponto P, desaparece.

Se #; < —1, entao £, + 1 < 0, o que implica

81+ 1] =—1- 0.

Além disso,

0<(Bi+1)2 =481 < (i+1)?=0<d<|f+1=—1-8.



Portanto,

1+ 5
<z <0.
28182 — !

Concluimos que P; = (z1,%;) pertence ao segundo quadrante.

1+ <1+p+d<0=

Assim, temos
Se —1 < 1 < 0 = P; pertence ao primeiro quadrante.
Se 6y = —1 = P; desaparece.
Se 8, < —1 = P, pertence ao segundo quadrante.
Analisamos agora o determinante da matriz Jacobiana no ponto P;.

No céalculo do determinante, levando em conta que 1 — y — fox = 0, temos

D =y(1+ bry) — bifary = y(1 + Sy — i(1 —y)).
Rearranjando os termos
D =y(1+ By — b1+ fy) = y(2B1y + 1 = B1).
Como d = —(2p1y + 1 — 1), entao
D =y(—d) < 0= D <0, sempre.

Portanto, o ponto de equilibrio P; é uma sela hiperbdlica.

93

Em seguida, analisamos a localizac¢ao e a natureza do ponto de equilibrio P, = (3, y2),

definido por

P_<61+1—d61—1+d)

’ 2618, ' 281 )

Se —1< 1 <0=0<p+1<1,
O<d<fi+1=-—-1<—-d<0,

Br+1—-d - pr+1
2515 20152

:>.§L’2>0.

0<Bi+1l—d<p+1=0<

b+ 1
25153,

= 0< 2 <

Sefr<—-1= [Bi+1ll=-1-p

=0<d<-1-08 = pf+l<—-d<0
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B1+1—d - —d
23132 23132

=0+1—-d< —2d = x5 < 0.

Se —1<pi<0 =0<p+1<1,

0<pfi+1l<l = p[/—-1<pf—-14+d<25

Bi—1 B-1-1+d 28
T o8 T 25 26
B -1
26

=1<y < = 1y > 0.

Sefpr<—-1= [fi+1ll=-1-p

=0<d<—-1—-0, = p/—-1<p—-14+d< -2,

Bi—1 B—1-14+d -2 ~1 B -1
% 2% 2 B 2%,

Em conclusao:

Se —1 < B < 0, entao P, pertence ao primeiro quadrante.
Se f1 = 0, entao P, desaparece.
Se f1 < —1, entao P, pertence ao segundo quadrante.
Para determinar a natureza desse ponto, analisamos o trago e o determinante da matriz
Jacobiana avaliados em Ps.

No calculo do determinante, levando em conta que 1 — y — Sox = 0, temos
D=y(1+py) = fifery =y + by’ — Biy(l—y)

=y + By’ — Byl + By’ = y+261y° — By
y(26iy+1—01)=yd >0 = D >0 sempre.

Ja para o trago, temos os seguintes casos

Trago negativo: 1T <0

2
e Se —1< ;<0 %§ﬂ2<0.
e Se—1—-VvV2<pB<—-1 e M§ﬁ2<0.

4P
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12
e Seffi <—1-V2 M<B2<O.
461
Trago Nulo: 7'=0
B+ 2
S < —-1—+2 = —.
e Se f; < V2 e By (81 + 1)
Trago positivo: T >0
(B +1)? B +2
e Se < —1—-v2 —— <[y < .
o A N

Observacao 4.2.2. O ponto de equilibrio P antes de colidir é uma sela hiperbdlica, depois
ele colide com o ponto de equilibrio Py e ambos desaparecem. O ponto de equilibrio P,
possui determinante sempre positivo, e o sinal do traco varia de acordo com a mudanga

dos pardmetros.
A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (1.1) na carta local U; é
u' = —Bou+ (B — Du + 2uv — uv?, v =% — v + Buw. (4.4)

Os pontos de equilibrio no infinito sdo Sy = (0,0) e Sy = (S2/(f1 — 1),0) .

A matriz Jacobiana no ponto de equilibrio Sj é

— 0
JG(S,) = &
0 0
De (4.4), sem perda de generalidade, para simplificar o célculo, tomando 5, = —1 e
£1 = —1 temos que
u = —u+2uw —w?, v =0 —v® — Buw. (4.5)

Seguindo a sugestao do livro [2], pagina 338, fazemos u = v e ¥ = u e (4.5) se converte

cem
o =u*—u—av=A(u,v), v =0-20"+2u0—vu> =70+ B(a,0). (4.6)

Seja v = f(u) = a1 + au® + - - -, a expansao de Taylor da solugao de —v + B(u,v) = 0,

ao resolver temos que a; = 0 e g(u) = A(f(u),u) = u*+ O(3). Entao, como o expoente de
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menor grau de g(u) é par, pelo Teorema 2.2.5 concluimos que Sy = (0,0) é uma sela-no.

A matriz Jacobiana no ponto de equilibrio Sy = (f2/(81 — 1),0) é

26,

B g
EEI= s
Bi—1

Como seus autovalores da matriz sao negativos, conclui-se que S; é um né estavel hiper-
bolico.

A expressao da compactificacao de Poincaré do sistema (1.1) na carta local U, é
u' = (1—B))u+ fou? — 2uv +v*, v = v+ fouv — v (4.7)

So = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio.
A matriz Jacobiana do sistema (4.7) é

1—ﬂ1+2ﬁ2’u—2’0 —2u + 2v
Bav 1 —2v+ Pau

JG(u,v) =

A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio M, é

1-8 0
0 1

JG(Mo) =

Como os autovalores da matriz anterior sao positivos, entao M, é um noé instavel hiper-
bolico.

A seguir, apresentamos as Figuras 4.2 e 4.3 que ilustram os retratos de fase globais para
o caso analisado. Essa analise foi feita levando-se em conta os seguintes fatos. Na regiao
Ajs o ponto de equilibrio P; é uma sela, o que implica que nao pode estar em uma regiao
limitada por uma oOrbita fechada. Para o ponto P,, aplicamos o Teorema 2.2.6 com a
fungio ¢(z,y) = 1/xy no primeiro quadrante. Deste modo, div(¢f, ¢g) = —1/(z%y) —1/x
é sempre negativa na regiao x > 0, y > 0, garantindo a auséncia de 6rbita fechada
circulando o ponto P5. Na regiao Ag, segundo o Teorema 2.2.3, um ciclo limite instavel
unico bifurca do ponto de equilibrio P; quando os pardmetros cruzam transversalmente o
conjunto H da regiao As para a regiao Ag. Em outras regioes, nao é dificil ver que nao

héa ciclos limites. Veja a Figura 3.10.
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\\\ .
S
S ;\So So N - S;
23 " P
_S,
—Mj —Mj —Mj
.A3 A3 <~ A4 Q
My My My
S1 A
Sl Sl
_SO > < SVO SO > SO SO > < So
Py s /2 ’ s, 2
_s,
— My — My — My
.A4 A4 < A5 .A5

Figura 4.2: Retratos de fase globais de (1.1) para parametros no terceiro quadrante.
By > —1: (B + 1)%/481 < B corresponde & regidao As; B> = (1 + 1)2/43; corresponde
A transicao entre as regioes Az e Ay; Bo < (1 + 1)?/4B; corresponde a regiao Ay. Q =
(B2, B1) = ((1 —2)/2, -1 — \/5) o ponto de equilibrio P, = (—\/5, 1/\/5) ¢ um ponto
de Bogdanov-Takens. 3; < —1 —+v/2: By = (B +1)?/4/3; corresponde & transicdo entre as
regives Ay e As; (814 1)2/481 < Ba < (B1 +2)/(81 + 1)? corresponde a regiao A;. Veja
a Figura 3.10.
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S1
—So <19
Py 0
-5,
_MO 7M0 7MO
./45 < -/46 Aﬁ ./46 < ./47
My My
Py
51 S1
—So > <45, %0 > <« 5
P P
s, 0 s 0
— My — M
.A7 .A4 e .A7

Figura 4.3: Retratos de fase globais de (1.1) para parametros no terceiro quadrante.
B < —1 =2 By = (B +2)/(B1 + 1)? corresponde & transicdo entre as regides As
e Ag; quando (35 estd entre as regioes delimitadas pela curva de Hopf e a curva dos
lagos homoclinicos corresponde a regiao Ag. A curva de lagos homoclinicos corresponde a
transicio entre as regides Ag e A7. —1—+/2 < 81 < —1 e (B, +1)?/4f3; < B corresponde

a transicao entre as regioes A e A;. Veja a Figura 3.10.
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4.3 Quarto quadrante

Neste quadrante, temos que 51 < 0 e Sy > 0. Os pontos de equilibrio de (1.1) para este

caso sao

Py = (1,0), P1:(51+1+d 51—1—d)7 P2:(ﬁ1—|—1—d /61—1—|—d)7

20182 7 204 2018, 7 2B

co1m

d=/(B1+ 1) — 41 /.
A matriz Jacobiana é dada por
—1—py —pix
— B2y 1 =2y — oz

A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio F, tem a forma

JF (z,y) =

-1 —fh
0 1-5

Vemos que a estabilidade de Py depende do valor que o parametro 5 assume, e temos os

JF(Py) =

seguintes casos: Se 0 < [y < 1, entao Fy é uma sela hiperbélica; se f; = 1, entao Fy é
um ponto transcritico que, topologicamente ¢ uma sela-no; e se Sy > 1, entao Fy ¢ um no
estavel hiperbolico.

A seguir, analisaremos a natureza dos pontos de equilibrio P, e P5 por meio do trago
e do determinante da matriz Jacobiana, além de determinar em qual quadrante eles se
encontram.

Consideramos o ponto de equilibrio P; = (z1, %), dado por

P1_<51+1+d 51—1—65)’

20182 7 2B

onde

d=/(B1+1)2 — 41 5,.

E imediato que y; > 0, pois 3; —1 —d < 0 e #; < 0. Para z;, analisamos separadamente

os casos de 1. Se —1 < ;1 < 0, entao

T < =11 <0.

d
20152
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Se 1 < —1, entao
—Pi+1<0= -3 -1<d=0<Bi+1+d= 2, <0.

Assim, como z1 < 0 e y; > 0, concluimos que o ponto de equilibrio P; pertence ao segundo

quadrante. O determinante da matriz Jacobiana é dado por

D =y(1 + Bry) — B1fary.
Substituindo y = y;, verificamos que
—d<0=p—-1—-d<fp —1.
Isso implica

2ﬁ1y<ﬂl—1:>2ﬁ1y—|—1—ﬁ1<0

Multiplicando por y, obtemos

y(2B1y +1—5;) <0.

Rearranjando os termos
Biy? +y < By — By’
Ou seja,

y(1+ pry) < Bry(1 — B1) = Bry(Baz).

Portanto,

y(1+ pry) — B1fexy < 0= D < 0.

Como D < 0, concluimos que o ponto de equilibrio P; é uma sela hiperbdlica.

Agora, considere o ponto de equilibrio P, = (x3,y2), dado por

P _ <ﬂl+1—d 51—1+d)
2 2018, 25 '

Para —1 < 81 < 0, temos 0 < 5 + 1 < 1, o que implica |5, + 1| = 1+ 51. Sob a condicao

14 p1 < d, segue que

e

+1—-d<0 = x9=——7——>0.
& TN
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—203
Sefi<—1 = PB+1<0 = |Bi+1=—(B+1),

>0 = x,>0.

Seﬁlz—l = To =

pr+1l<d = —-p—-1<d = —-d<pi+1,

Bi+1—d<2(p+1),

. :51+1—d> 2(1 +1
2 23132 23132

> 0.

Assim, temos que x5 > 0.

A coordenada y, é dada por

L fimied
201

Para 5, = 1, obtemos d = 1 — 31, o que implica y, = 0.

No caso em que 0 < 35 < 1, as desigualdades (3; +1)? < d? < (8, — 1)? sao satisfeitas.
Para —1 < 8, < 0, temos

Bi+1l<d<1-—p,

o que garante 0 < yo < 1. Assim, P, pertence ao primeiro quadrante.

Se B1 = —1,entdo yy = 1—/Ba. Se B < —1, entdo |f1+1] = —B1—1e|B—1] =15,
com [ +1]<d<|l-F|=-p—1<d<1-p.

Logo,

-2 i+ 1-=d -1
2<f—-14+4d<0 = —>— >0 = 0<y < —.
£ %~ 2% 2 <3

Portanto, temos que 35 > 0.
Quando By = 1, o ponto P coincide com F,. Para 85 > 1, temos d > 1 — 31, o que

implica
_d+ -1
Yo = —251

Portanto, P, pertence ao quarto quadrante.

< 0.

Em resumo, o ponto de equilibrio P, possui a seguinte localizacao, dependendo dos
parametros: Se 0 < (B, < 1, P, pertence ao primeiro quadrante; se S5 = 1, P, coincide

com Fpy; e se By > 1, P, pertence ao quarto quadrante.
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Observacao 4.3.1. Quando Py — 17 o ponto de equilibrio P, que estd mo primeiro
quadrante comeca descer, se By = 1 ele colide com Py e se o > 1 passa para o quarto

quadrante.

Analisamos agora o determinante da matriz Jacobiana no ponto P, = (z3,¥2). No
célculo do determinante, temos: Se B > 1, y(1+ Bay) e — 1 P22y s@o negativos; portanto,
D = y(1 + py) — Bifexy < 0. Assim, como o determinante ¢ negativo, o ponto de
equilibrio P, é uma sela hiperbélica.

Se By, =1, entao P, = Py é um ponto transcritico que topologicamente é uma sela-n6. Se

0 < By < 1, entao P, pertence ao primeiro quadrante e, como

D =y(1+ fiy) — Bifoxy = y[1 + By — Bi(1 —y)] = y(1 + 26, — B1) = wd,

segue que D > 0.

Ja para o trago, temos: Se 0 < 1 < 1, como o trago é da forma T'= —1 — (1 + )y,
é facil ver que ele é negativo se 81 > —1. Se 1 < —1, tem-se que —f3; — 1 <d<1— [
e =1 —1 < 28y+1—p5; < 1— (. Com algumas contas simples, conclui-se que
—1—y < T < —y < 0, portanto, o trago é negativo. Assim, se 0 < §; < 1, o ponto de
equilibrio P, é um noé estavel ou foco estéavel.

Enunciamos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.3.1. Defina o conjunto

T =1(B2,81) | B2=1, B1 <0}.
O ponto de equilibrio Py = (1,0) de (1.1) é um ponto transcritico para parémetros em T .
Demonstracao. Ver prova da Proposicao 5.1.3. |

Agora analisamos o comportamento dos pontos de equilibrio no infinito. A expressao

da compactificacao de Poincaré¢ do sistema (1.1) na carta local U; ¢

u' = —Bou+ (B — D)u* 4+ 2uv —w?, v =0 —v® + Buw. (4.8)
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A matriz Jacobiana do sistema (4.8) esta dada por

—By +2(f1 — Du+ 2v — v? 2u — 2uv
Jotuny = 2B
B 20 — 30 + Bu
Os pontos de equilibrio na carta local U; sdo Sy = (0,0) e S; = (B2/(61 — 1),0).

A matriz Jacobiana no ponto de equilibrio Sj é

o= 2"
0 O
De (4.8), sem perda de generalidade tomando s =1 e 5y = —1 e fazendo u = v e U = u,
temos que
u = u® —v° — uv, v = —0 — 20% 4 2uv — uv’. (4.9)

Na equagao (4.9), o termo linear —v no lado direito da segunda equagao é negativo, entao

de acordo com a Observacao 2.2.2, ao substituir @ por —u, teremos que
' =u’ 4+ +uv = Alu,v), U =-—v-—20°—2u0— 00’ =0+ B(a,0). (4.10)

Seja ¥ = f(u) = a1t + a»u® + - - -, a expansao de Taylor da solugao de —v + B(u,v) = 0.
Ao resolver temos que a; = 0 e g(u) = A(f(u),u) = u*> + O(3). Entao, como o expoente
de menor grau de g(u) é par, concluimos pelo Teorema 2.2.5 que Sy = (0, 0) é uma sela-no.

A matriz Jacobiana de (4.8) no ponto de equilibrio S; = (82/(f1 — 1),0) é

26,

B 5
EEI=1 B,
-1

Como os autovalores dessa matriz sao positivos, segue-se que S; é um no6 instavel hiper-
bdlico.

A expressao da compactificagdo de Poincaré do sistema (1.1) na carta local U, é
u' = (1= B)u+ Bou® —2uv + 0%, v = v+ fouv — v*. (4.11)

My = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio e, a matriz Jacobiana do sistema (4.11) ¢ dada

por
1—061+20u—2v —2u+2w

[Bov 1 —2v+ Bau

JG(u,v) =
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A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio M, é dada por

1-58 0
0 1

JG(Mo) =

Como os autovalores sao positivos, entao My é um no6 instavel hiperbolico.

A seguir, apresentamos a Figura 4.4 que ilustra os retratos de fase globais para o
caso analisado. Essa analise foi feita levando-se em conta que o ponto de equilibrio P;
¢ uma sela, o que implica que nao pode estar em uma regiao limitada por uma o6rbita
fechada. Para o ponto P», que pertence ao primeiro quadrante quando 0 < [y < 1,
aplicamos o Teorema 2.2.6 com a fungao ¢(z,y) = 1/xy no primeiro quadrante. Assim,
div(¢f, dg) = —1/(2%y) — 1/x ¢ sempre negativa na regiao x > 0, y > 0, garantindo
a auséncia de o6rbitas fechadas no quarto quadrante. Como y = 0 é reta invariante e o
campo que define (1.1) restrito a x = 0 tem a primeira componente 1, nao existe érbita
fechada circulando o ponto de equilibrio P,. Se 5 = 0 nao existe ciclo limite uma vez que
a reta y = 0 é invariante. Se 8, > 1 o ponto P, é uma sela, o que implica que nao pode

estar associado a ciclos limites.

—M, — M,
-’48 AS <~ AQ

Figura 4.4: Retratos de fase globais de (1.1) para paradmetros no quarto quadrante. 0 <
B2 < 1 corresponde a regiao Ag; #2 = 1 corresponde a transi¢ao entre as regioes Ag e Ag;

B2 > 1 corresponde a regiao Ag. Veja a Figura 3.10.



Capitulo 5
Proposicoes

Neste capitulo, apresentamos todas as proposigoes resultantes das analises realizadas nos

Capitulos 3 e 4. Além disso, formularemos as proposicoes que generalizam esses resultados.

Proposicao 5.0.1. Defina o conjunto

(B +1)?
451

(2 -1
e (14‘51’ 25 )

de (1.1) € um ponto sela-nd para parametros em SN .

3N:{(52,51)|52= . Bi<0, B #—-1-—v72, 517&—1}.

O ponto de equilibrio

Demonstracao. A prova apresentada a seguir é uma verificagdo das condicoes apre-
sentadas no Teorema 2.2.1. Se (fs,01) € SN, entdo o ponto de equilibrio P =
(2/(1 + B51),(B1 — 1)/261) é nao hiperbdlico, pois a matriz Jacobiana do sistema (1.1)

no ponto P » tem autovalores

1—28 — B
AM=0 e =—7—7"—.
1 2 25,
A matriz Jacobiana do sistema (1.1) em P; o para valores de parametro em SN tem
a forma
1+ 5 —2f
_ 2 pr+1
Ap = (1=8)A+p6)* 1-5
8% 26,

65
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Segue-se que os autovetores direito e esquerdo de Ap, associados ao autovalor zero sao

dados, respectivamente, por

(s (1
VO‘( <1+ﬁl>2’1)’ W"‘( 167 ’1)'

Assim, a condicao SN1 do Teorema 2.2.1 é satisfeita.

Denotando por F' o campo de vetores que define o sistema (1.1) e por X = (z,y),

temos
2 (83
DiF (P2, B1)(Vo, Vo) = m,o )
Portanto,
WODiF(PLQ,ﬁl)(Vb,Vb):Q(1;?1) 7&0, Se 517&—1

Essa tltima condicao SN3 do Teorema 2.2.1, controla a nao degenerescéncia do compor-
tamento com respeito ao parametro e o efeito dominante do termo nao linear quadratico
do campo de vetores F.

A condicao SN2 do Teorema 2.2.1 ¢ equivalente a cruzar a curva SN transversalmente
no plano de parametros.

Se considerarmos a curva
C={(18)|8-2V2—1<p<-3-22+1 t>0},

entdo, para todo (82, 1) € C'\ {—1,-3 — 2\/5}, temos que

d
W, - d—i(a,z,m%, Vo) #0.

Em resumo, a proposi¢ao esté provada. |

Proposicao 5.0.2. Defina o conjunto

_ P2
H_{(B27ﬁl)|62_ma ﬁ1<—1—\/§}-

O ponto de equilibrio

1
Pi= (148, ———
= (14815
de (1.1) € um ponto de Hopf para parametros em H.
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Demonstracao. A prova apresentada a seguir é uma verificagao das condi¢oes apresen-
tadas no Teorema 2.2.3. Se (02, 51) € H, entao P, = (1 + (1, —1/(1 + 51)).

Fazendo a translagdo de P; para a origem, o sistema (1.1) assume a seguinte forma

R - y_ Pit2 - Bk+2
r = 1+61x 51(61‘{'2)?/ B1$y7 Yy = (Bl+1)3$+ 1+51y (ﬁl+1)2$y Yy

Apos realizar os calculos, o primeiro coeficiente de Lyapunov, conforme definido no Teo-

rema 2.2.4 para o sistema anterior, é dado por

(81 +2)
(B +1)(Br(Br +2) —1)3/2

Segundo o Teorema 2.2.3, um ciclo limite instavel inico bifurca do ponto de equilibrio

> 0.

o(Br) = 4

P, quando os parametros cruzam transversalmente o conjunto H da regiao As para a

regiao Ag. Veja a Figura 3.10. |

Proposicao 5.0.3. Consideremos o sistema (1.1). O ponto de equilibrio P, = (—\/5, 1/\/5)

de (1.1) € um ponto de Bogdanov-Takens para os pardmetros
Q= (i) = ((1-v2)/2,-1-V2).

Demonstracao. A prova apresentada a seguir é uma verificagao das condi¢oes apresen-

tadas no Teorema 2.2.4. Para os parametros

1—+2

2 Y

Bi=—-1-v2, =

o ponto de equilibrio P, tem coordenadas (—+/2,1/2/2). A matriz Jacobiana do sistema
(1.1) em P, para (31 e 5 é dada por

A=, V2
1(2—\/5) ——=

a qual possui um autovalor duplo zero. Como A nao é a matriz nula, a condi¢cao BT0 do

Teorema 2.2.4 é satisfeita. Os vetores

qQ = (2+2\/§,1), G = (6+4\/§,1),
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4

satisfazem as equagoes Aqy =

68

()

ATpy = 0,Aq1 = qo, ATpo = p1 e {qo.;1) = (@1, p0) =

0, (po, 90) = (p1,q1) = 1. A funcao bilinear simétrica tem a forma

B ((x1,22), (41,92)) = <B1 ((z1,22), (y1,92)) B2 (21, 22), (y17y2))> )

onde

By ((w1,72), (y1,12)) = (1 + \/5)(@% + 2132),

By ((w1,22), (y1,92)) = ((\/5 —1)/2) (x1y2 + 2y1) — 222%po.

Segue que

a = (p1, B(qo, q0)) =2+ V2 #0,

b= (po, B(q0, q1)) + (p1, B(qo, ¢1)) = V2 # 0.

Desta forma, as condi¢oes BT1 e BT2 do Teorema 2.2.4 sao satisfeitas. Finalmente,

considere a aplicagao

F(X,a,0) = (f(X,a,8),tr Df(X, a, §),det Df(X, o, ) -

A matriz Jacobiana de F(X, «, 8) em (Py, 51, 52) € igual a

DF(X751752) =

-2 -2 1 0

“1+v2 -5 V2

1
S1-VE - V2

a qual tem o determinante —v/2 # 0. Assim, a aplicacdo F é regular neste ponto e a

condigao BT3 do Teorema 2.2.4 é satisfeita. Pelo Teorema 2.2.4, o sistema (1.1) sofre

uma bifurcac¢do de Bogdanov-Takens nos parametros (31, 52). Vale a pena mencionar que

s = sign(ab) = 1, concordando com a analise da Proposigao 5.0.2. |

Como consequéncia da existéncia da bifurcacao de Bogdanov-Takens, existe uma

curva de bifurcagdes homoclinicas (associada aos lagos homoclinicos do ponto de sela
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P;) no plano de parametros, denotada pelo arco Cj@’ na Figura 3.10, em que @) =
((1 —2)/2,-1 - \/5) corresponde ao ponto da bifurcacao de Bogdanov-Takens e ()’
é o ponto final da curva. Essa curva pode ser obtida numericamente por meio de métodos
computacionais, como o MatCont [16], que foi utilizado neste caso, para aproximar as

solugoes numéricas do sistema dindmico em estudo.

5.1 Proposicoes novas e generalizadas

5.1.1 Proposigoes novas

Proposicao 5.1.1. Definamos o conjunto

P ={(B2; 1) | Br = 0, B2 € R\ {0}}.

O ponto de equilibrio S; = (—[32,0) € um ponto transcritico para pardmetros em P.

Demonstracao. A prova apresentada a seguir é uma verificagao das condi¢oes apresen-

tadas no Teorema 2.2.2. O sistema (1.1) na carta local U; se escreve como
u' = —Bou+ (B — Du 4 2uv — v?*u, v = fruv +0? —0°. (5.1)

Chamemos de G o campo de vetores que define o sistema (5.1). A seguir, consideremos

B1 = 0. A matriz Jacobiana de G em S; = (—[(2,0) e 51 = 0 tem a forma

Ba —203
0 0

A=

Portanto, os autovalores de A sdao \; = 0 e Ay = [55. Segue-se entdo que os autovetores
direito e esquerdo associados ao autovalor A\; = 0 sao

2 1
Vo= "] ewmo=1{ |.
1 0

respectivamente. A condicao T1 do Teorema 2.2.2 é satisfeita.
Por um calculo simples, obtemos

%%wh&=0%=@u%wﬂ=@ﬂ%®>
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segue-se que

oG
VVOT ’ 3_61(51,51 =0)=(0,1)- (_5570) =0

e a condicao T2 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Como

—2 0
D, (8_G) (51,51 = O) - & )

0B 0 — s
entao
—28, 0\ (2
Wi - [0 (55) s =ow] =0y | {7 — 6 0.
1 0 —4) 1

e a condicao T3 do Teorema 2.2.2 é satisfeita.

Finalmente, como
Wy - [D2G(Sh, B = 0)(Vo, Vo)l = (0,1) - (26,2) =2 40, ¥ B, € R\ {0},

e a condicao T4 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Isso completa a prova. |

Observacao 5.1.1. Consideremos o sequinte conjunto

R={(B2, 1) | B2=0, B eR\{0}}.

Neste conjunto, o ponto de equilibrio semi-hiperbolico Sy = (0,0), que € uma sela-nd,

apresenta um comportamento caracteristico de bifurcacao.

A seguir, faremos uma descrigao detalhada do comportamento da estabilidade local

do ponto de equilibrio Sy = (0,0) a medida que os parametros 3 e [, variam.

¢ Quando 1 =0e-e< [ <e €>0

Se 8, — 0T, o ponto de equilibrio semi-hiperbolico S;, que é uma sela-no, se apro-
xima do ponto de equilibrio semi-hiperbélico Sy, que também é uma sela-n6. Quando
B2 = 0, os dois pontos de equilibrio colidem, tornando-se Sy = 57, um ponto de equi-
librio degenerado. Para 5 < 0, o ponto S reaparece, mas com as estabilidades de
Sy e 57 invertidas em relacao ao caso anterior. Esse comportamento sugere uma

bifurcacao transcritica dos pontos de equilibrio sela-noé.
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¢ Quando 0 < i <le-e<f[Fy<e€e>0

Se By, — 0T, os pontos de equilibrio P; e S; se aproximam do ponto de equilibrio Sy.
Quando [y = 0, os trés pontos de equilibrio colidem, tornando-se um tnico ponto
degenerado, isto é, P, = Sy = S7. Para 5y < 0, os pontos S7 e P, reaparecem, com

P, surgindo a partir do antipoda de 5.

¢ Quando 1 =1 e-e< [y <e€,e>0

Se 8, — 0T, o ciclo limite associado a P; cresce, enquanto P; se aproxima do ponto
de equilibrio Sy. Quando 3 = 0, todos os pontos do bordo do disco de Poincaré se
tornam pontos de equilibrio. Para 8y < 0, o ponto P; reaparece, surgindo a partir

do antipoda de Sy.

¢ Quando ;1 >1e-e< [y <ee>0

Se By — 0T, os pontos de equilibrio P; e S; se aproximam do ponto de equilibrio
Sp, e o ciclo limite associado a P; cresce até colidir com uma das separatrizes do
ponto de equilibrio Py e com uma parte da reta invariante y = 0. Quando 5y = 0, os
trés pontos de equilibrio colidem, tornando-se P, = Sy, = S7, um ponto degenerado.
Para 85 < 0, os pontos S; e P; reaparecem, com P; surgindo a partir do antipoda

de Sl.

5.1.2 Proposicoes generalizadas

A partir das Proposigoes 3.1.5 e 4.1.1, enunciamos e provamos a seguinte proposicao, que

constitui uma generalizacao desses dois resultados.

Proposicao 5.1.2. Defina o conjunto

Too ={(B2,81) | B1 =1, [ c R\ {0}}.

O ponto de equilibrio My = (0,0) é um ponto transcritico para pardmetros em T,.

Demonstracao. A prova apresentada a seguir é uma verificacao das condi¢des apresenta-

das no Teorema 2.2.2. Seja G o campo vetorial que define o sistema (4.1) que depende do
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parametro ;. A seguir, consideramos o valor da bifurcagao f; = 1. A matriz Jacobiana

de G em My = (0,0) e 8, =1 tem a forma

A:
01

Portanto, os autovalores de A s@ao Ay = 0 e Ay = 1. Segue-se que os autovetores direito e

esquerdo associados ao autovalor zero coincidem e podem ser escritos como
‘/0 - WO == (1, O)

Assim, a hipoétese T1 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Por um calculo simples, obtemos

oG
= (M, =1)=(0,0).
8&1( 0751 ) ( ) )
Segue-se que
oG
Wo - 8_51(M0”81 = 1) =0,
e a hipotese T2 do Teorema 2.2.2 também é satisfeita. Como
oG -1 0 1
Wo - D, 25 (Mo, B1 = 1)(Vo) = (1,0) - : = —1,
B 0 O 0

segue-se que a hipotese T3 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Agora, como
DG (Mo, i = 1)(Vo, Vo) = (265, 0),
obtemos
Wo - D3G(Mo, Br = 1)(Vo, Vo) = (1,0) - (282,0) = 28, # 0, V5> € R\ {0}.

A hipoétese T4 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Isso completa a prova da proposicao. |

Apresentamos a seguinte proposicao, juntamente com sua prova, que generaliza as

Proposigoes 3.1.4, 3.2.1 e 4.3.1.

Proposicao 5.1.3. Defina o conjunto

T ={(B2,61) | fo=1, BreR\{1}}.

O ponto de equilibrio Py = (0,0) € um ponto transcritico para pardmetros em T .
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Demonstracao. A prova apresentada a seguir é uma verificagao das condi¢oes apresen-
tadas no Teorema 2.2.2. Seja F o campo vetorial que define o sistema (1.1). E facil ver
que Py é um ponto de equilibrio para todo §; € R\ {1}. A matriz Jacobiana de F' em P,

e B = 1 tem a forma

~1 -8
A= '
0 0
Assim, os autovalores de A sao Ay = 0 e \y = —1. Segue-se que os autovetores direito e

esquerdo de A associados ao autovalor zero sao dados, respectivamente, por
‘/0: (_6171)7 WOZ (071)

Assim, a hipotese T1 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. A hipotese T2 do Teorema 2.2.2

também é satisfeita por um calculo facil. Como

0 O —
Wy - D, (d—F) (P0752 = 1)(‘/0) = g = -1,
dfBs 0 —1 1

segue-se que a hipotese T3 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Agora, como
DiF(PU’52 - 1)(%7 ‘/0) = (25%’2(61 - 1)) 5

obtemos

Wo - DLF(Ry, B2 = 1)(Vo, Vo) = (0,1) - (267, 2(81 — 1)) = 2(B1 — 1) #0,
para todo 51 € R\ {1}. A hipotese T4 do Teorema 2.2.2 é satisfeita. Isso completa a
prova desta proposicao. [ |
Teorema 5.1.1. Para (32, 31) € R? onde B1 = 1 — 32/2, a reta f(z,y) =2x+y—2=0
¢ uma reta invariante do sistema (1.1).

Demonstracao. Seja F' o campo de vetores associado ao sistema (1.1). Vamos mostrar

que existe k(z,y) € Rz, y] que satisfaz a condi¢ao

F-Vf=k-f
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Calculamos F(x,y) - Vf(z,y),

F(z,y)-Vf(z,y) = (l—x— <1—%> zy, y—zﬁ—ﬁzxy) -(2,1).

Expandindo o produto escalar, obtemos
F(z,y) - Vf(x,y) =2 <1 —r— (1 — %) xy) +1 (y—y2 —ﬁgxy) .
Apos simplificacao, resulta em
22z —2xy+y—y’=—(y+1)(2x+y—2).
Portanto,

F(z,y) - Vf(z,y)=—(y+1D2x+y—2)=—(y+1)f(z,y).

Definindo k(x,y) = —(y + 1) € R[z,y], o teorema esta demonstrado.

Observacgao 5.1.2. E imediato verificar que a reta y = 0 é uma reta invariante do

sistema (1.1).

Como sintese dos resultados obtidos, sao apresentadas, a seguir, duas tabelas e todos
os retratos de fase estudados nesta dissertacao. A partir da analise realizada na parte
finita e em cada carta local no infinito para os parametros (3; e (32, se conclui que cada
retrato de fase local corresponde a um tnico retrato de fase global no disco de Poincaré.

Nas tabelas a seguir, usamos as seguintes notagoes e pontos: PP (retrato de fase), PV
(valores dos parametros), S (sela), UN (n6 instavel ou foco instavel), SN (no6 estavel ou
foco estavel), O (origem), E (eliptico) e S-N (sela-né topologica).

A Tabela 5.1, extraida do artigo [4], descreve a classificagao topologica dos pontos de
equilibrio do sistema (1.1) no disco de Poincaré, em fungao dos parametros positivos [ e
[Bo. Por sua vez, a Tabela 5.2 apresenta a classificagao topologica dos pontos de equilibrio

do mesmo sistema no disco de Poincaré para os parametros 3 e 5 nao positivos.
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Tabela 5.1: Classifica¢ao topologica de cada ponto de equilibrio do sistema (1.1) no disco

de Poincaré, em fungao dos valores positivos de 35 e (.

Regi()es Po Pl PQ So Sl M() PP PV: (,62,,81)

R1 SN # 3 SN UN S R1 (2, 2)

Ra SN 3 3 SN S UN R1 (2,1/2)

R3 SN UN S SN S UN R3 (2, 1/10)

Ry S UN SN S-N S UN R4 (1/2,1/2)

Rs SN UN S SN S UN Rs (21/20, 53/100)

R SN SN S SN S UN R (21/20, 3/5)

Rr S UN SN S-N S UN Rr (1/2, 9/10)

Rs S SN SN S-N S UN Rz (10/11, 10/11)

Ro S UN SN S-N UN S R7 (1/2, 4/3)

R0 S SN SN S-N UN S Rs (3/4, 2)

Ri1 SN S SN S-N UN S Ri1 (11/10, 3)

Ri2 SN UN S SN S UN Ri2 (21/20, 51,/100)
Ri+<Ry SN 3 3 SN # SN Ry &Ry (2, 1)
Rg(—)Rg SN S-N 39 S-N S UN RQHRg, (9/5, 1/5)
R3<+ Ry SN UN 3§ SN S UN Rz Ry (1, 1/5)
Ry<Ry S UN SN SN S UN Ry Ry (1/2, 3/4)
Ry;<Rg S SN SN SN S UN R (4/5, (=3 ++/105)/8)
Rs+<Rs SN SN S S-N S UN R (112/100, (—31 + 1/3425)/56)
Rs<R7 SN UN # S-N S UN Rj;« Ry (1, 53/100)
Rs+ Rz SN UN S S-N S UN Rj ¢ Rio ~ (21/20,52/100)
Re+Rs SN SN # SN S UN Rg¢ Rg (1, 7/10)
Rot>Re SN S-N # S-N S UN Ry Re (16/15, 3/5)
R7HR9 S UN SN S-N 39 S-N R7(—>R9 (1/2, 1)
Rg+Riw S SN SN S-N # S-N Rg & Rio (5/6, 1)
Ro+>Riw S SN SN S-N UN S Rz (1/2, v/3)
Rig<>Ri1 SSN A SN S-N UN S TRy < Ru (1, 2)
Ri1 < R SN S-N ﬂ S-N UN S R1 < R (9/8, 2)
Ra<++Riz2 SN SN A SN S UN Ry Rio (13/10, (8 —+/39)/5)
Rz Ri2 SN UN S S-N S UN R3¢ Rio (21/20, 19/40)

9 SN # 3 SN 3 SN R; <Ry (1, 1)

Qs SN BT # S-N S UN Qs (V2+1)/2,v/2-1)

Q3 SSN UN # SN S UN Q3 (1,1/2)

9 SSN SN # S-N S UN Rg<+ Rs (1, (v/5—1)/2)

Qs S SN SN S-N 3 S-N Rg < Rip (3/4, 1)

Qs SN SN # S-N S UN Qs (4/3,1/3)
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Tabela 5.2: Classifica¢ao topologica de cada ponto de equilibrio do sistema (1.1) no disco

de Poincaré, em fungao dos valores nao positivos de By e #;. Veja as Figuras 5.1, 5.2 e

5.3.
Regices Py, P, P Sy S1 M PP PV: (Bs, 51)
Ay S UN SN SN SN S A, (-2, 2)
As S UN SN SN S ©UN A (-1/2,1/2)
As S S SN SN SN UN As (-1/5,-1/5)
Ay S 3 A SN SN UN Ay (-2, -2)
As S S UN SN SN OUN As (-3/10, -3)
Asg S S SN SN SN UN As (—=11/5,-31/10)
Az S S SN SN SN UN Az (-1/10,-5/2)
As S S SN SN UN UN Asg (1/2,-1/2)
Ag SN S S SN UN UN Ao (2,-1/2)
Al A, S UN SN SN 3 SN A < A (-1, 1)
Ay A3 S 3 SN SN SN UN A« A (-1, 0)
A3+ Ay S SN A SN SN UN A« A (-4/5,-1/5)
Ai+As S B SN SN SN UN A < A; (-1/3,-3)
As<+As S S UN SN SN UN As (-1/4,-3)
As+<+A; S S SN SN SN UN Asg ~ (—19337/100000, —31/10)
A Ay S 4 S E B UN A< Ag (0,-3/2)
Ase Ay SN S A SN UN UN A+ A (-1,-1)
Ai++ A, S # SN SN SN UN A < A; (-1/8, -2)
A3+ A S B SN SN 3 UN A3 e A (0,-1/2)
Ay &+ Rs SN 3 S-N UN UN Ay« Ry (3/2, 0)
Q; SN % S-N UN UN Q, (1, 0)
As<+R, S A SN SN UN UN A <Ry (1/2, 0)
0] S # SN SN #A UN A <Ry (0, 0)
AR, S A SN SN # UN A« Ry (0, 1/2)
Q S # SN SN A Qo (0, 1)
ARy S H SN E 3B Al < Ry (0, 3/2)
Q S 3 SN SN SN UN Q (1 -+2)/2, =1 —/2)
o s # # E 3 UN Qs (0-1)




/l\
Dﬂw

\\
PP

%ﬁ
\ W\ W\

Ag < Ag Qg A? <~ AS
SN B R\
Py
.Az .AQ — .A1 -Al
Figura 5.1: Retratos de fase globais de (3.1) parte 1.




Y

.A4 < .A5 A5

QWQW

A5 g AG AG <~ -A7
> T < > 7 < > 2 -«
.A? .A4 g .A7 ./42 ad ./43

Figura 5.2: Retratos de fase globais de (3.1) parte 2.
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P1

AS ./48 < ./49 Ag

<A <

Figura 5.3: Retratos de fase globais de (3.1) parte 3.

Observacao 5.1.3. Nos retratos de fase globais das Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, optamos
por identificar apenas os pontos de equilibrio finitos, omitindo os simbolos dos pontos de
equilibrio no infinito. Isso se deve ao fato de que, nos casos estudados, esses pontos jd

estao devidamente nomeados e nao hd risco de confusao.

Como consequéncia de todo o estudo desenvolvido nesta dissertagao, enunciamos o

seguinte teorema, que generaliza o Teorema 3.1.1.

Teorema 5.1.2. O sistema de equagoes diferenciais ordindrias (1.1) com dois pardmetros

possui no mdzimo 50 retratos de fase globais nao topologicamente equivalentes.



Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos a dindmica qualitativa de um sistema de equacoes diferen-

ciais que modela a interacao entre leucécitos normais e células leucémicas, a saber

d=1—z- Py, ¥y =y—y — By

A analise detalhada permitiu identificar os pontos de equilibrio, suas classificacoes e as
bifurcagoes associadas, revelando a riqueza estrutural do sistema. Os retratos de fase
globais obtidos fornecem uma visao qualitativa abrangente da interacao entre leucocitos
normais e células leucémicas, destacando a importancia dos modelos matematicos no
estudo de sistemas biol6gicos complexos.

Contudo, surgem questoes instigantes a partir desses resultados. O que aconteceria,
por exemplo, se realizassemos pequenas variagoes nos valores dos cinco parametros fixados
ra=Ks=2epus=punx=ry =17 Casory = 13/10 ao invés de 1 ou K4 = 11/5 ao
invés de 2, os retratos de fase globais permanecerao topologicamente equivalentes ou seré
que tem um cambio qualitativo significante?

Além disso, surgiu outra pergunta interessante, sugerida por Daniel Panazzolo: o que
se pode observar ao compactificar o plano dos parametros (f;, 52)7 Sera que essa abor-
dagem traria novas informacoes sobre o sistema, revelando comportamentos dinamicos
ainda desconhecidos? Nesse caso, ao permitir que 3; e (5 variem livremente no espago
compactificado, poderiam surgir novos padroes globais ou bifurcagoes significativas?

Essas questoes abertas oferecem perspectivas promissoras para futuros estudos, am-

pliando as possibilidades de compreensao deste modelo e de sistemas dindmicos similares.
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