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Resumo

A Conjectura Jacobiana Real no plano (CJR) afirma que uma aplicagido polinomial do
plano no plano com Jacobiano nao nulo em todo ponto é invertivel. Apesar de sabermos
que essa conjectura é falsa, é de grande interesse encontrar condi¢oes que garantam a
invertibilidade global de difeomorfismos locais, em particular, de aplicagoes polinomiais
no plano. Nesta dissertacao, exploramos resultados relacionados a CJR, com énfase em
resultados baseados na Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias. Em
particular, exploramos a relacao entre injetividade global e equivaléncia topologica de

campos de vetores paralelos.

Palavras—chave: Injetividade global, Conjectura Jacobiana Real, campos de vetores

paralelos.

v



Abstract

The Real Jacobian Conjecture (RJC) states that a polynomial map of the plane in the
plane with nonzero Jacobian at every point is invertible. Although we know that this
conjecture is false, it is of great interest to find conditions that guarantee the global
invertibility of local diffeomorphisms, in particular, of polynomial maps in the plane. In
this dissertation, we explore results related to the RJC, with emphasis on results based on
the Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations. In particular, we explore the

relation between global injectivity and topological equivalence of parallel vector fields.

Keywords: Global injectivity, Real Jacobian conjecture, parallel vector fields.



Sumario

[Agradecimentos| ii
[Resumal iv
[Abstractl v
Sumaric vi
[Lista de Figuras| viii
(1 Introducao| 1
(1.1 Contextualizacao historical . . . . . . . . . . ... ... ... 1
(1.2 Problema de pesquisal. . . . . . . . . .. ... 3
(1.3 Estrutura da dissertacaol . . . . . . . . . . ... ... 4

2 Consideracoes iniciais| 5
2.1 Conjectura Jacobianal . . . . . . . . . . ... ... L 5
[2.2  Revisao de Teoria Qualitativa das kquacoes Diferenciais Ordinarias| . . . . 8
[2.2.1 Equivaléncia topologica e Teorema de Hartman-Grobman|. . . . . . 11

[2.2.2  Transtormacao de Poincaré e Teorema de Poincaré-Bendixson| . . . 12

[2.3  Compactificacao de Poincaré| . . . . . . . ... ... ... 13
2.4 Indice topologicol . . . . . . ... 20

[3 Respostas as Conjecturas Jacobianas| 23
3.1 Teorema de Hadamardl . . . . . . . .. .. ... .. ... ... ... ... 23

vi



Vil

[3.2 Injetividade global e conexidade dos conjuntos de nivell . . . . . . . . . .. 24
[3.3 Injetividade global e graus das componentes| . . . . . . . . ... ... ... 25

[4 Injetividade global e campos paralelos em R 28
4.1 Injetividade global e centro global em R? . . . . . . . ... ... ... ... 28
[4.1.1 Centro globall . . . . . ... ... ... .. ... ... ..., 28

M1.2 Teorema de Sabatinil . . . . . . ... ... ..o 30

4.1.3  Generalizacao do Teorema de Sabatimal . . . . ... ... ... ... 34

4.2 Injetividade global e campos paralelos em R?[. . . . . . . . ... ... ... 42
4.3  Equivaléncia topologica de campos de vetores paralelos| . . . . . . . . . .. 55

[5 Condicoes suficientes para que a Conjectura Jacobiana Real em R® seja |
L__verdadeiral 66
Conclusoes 75
Bibliog 76



Lista de Figuras

[2.1 As tolhas L; e Lo sao inseparaveis.| . . . . . . . . . . ... ... ... ... 10
2.2 Projecao central. | . . . . . . . ... 14
2.3 Cartas locais (Uy, ¢r), para k = 1,2, 3, na esfera de Poincaré. [15] . . . .. 16
[2.4  Setores de um ponto de equilibrio.|. . . . . . ..o 0oL 20
[2.5 Ilustracao de um setor hiperbolico degenerado.|. . . . . . . . . . . . . ... 21
41 Centrolinear) . . . . . . . . . . 29
4.2  Centro nao global.| . . . . . . .. ... ... .. L 30
[4.3 Anel com bordo I'yUl'o.|. . . . . . . . .o 37
4.4 Curvas Cy4 e Cg da Afirmacao 2.| . . . . . . . . . . . .. ... ... .... 38
4.5 F' é injetora em duas orbitas distintas. | . . . . . .. . ... 39
4.6 Retratos de fases dos campos canonicos anular (a), radial (b) e faixa (¢).| . 43
1U.7 Retrato de fase do pullback Vv, sendo X(z,y) = (—y,x) e F(z,y) = |

(arctanz,y). | . . . . 53
[4.8 Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem |

e tal que todos os pontos no infinito sao pontos de equilibrio.f. . . . . . . . 59
4.9 Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem |

e quatro pontos equilibrios infinitos formados por dois setores hiperboélicos |

degenerados.| . . . . . . ... 59
[4.10 Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem |

e dois pares de pontos de equilibrio infinitos: dois nos topologicos estaveis |

e duas selas topolégicas.| . . . . . ... 60

viii



X

4.11 Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem e

quatro pares de pontos de equilibrio infinitos: dois nos topoldgicos estaveis,

duas selas topologicas e quatro pontos de equilibrio infinitos degenerados.| . 60

4.12 Retrato de fase do campo JF - Vy(z,y) = (=3y* —1,—-3z*—1)| . . . . .. 65




Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao histoérica

O Teorema da Funcao Inversa garante que se uma aplicacao F' diferenciavel definida
em R? possui Jacobiano nao nulo em um determinado ponto zy, entdo F' ¢ invertivel em
uma vizinhanga de xy. No entanto, mesmo que uma fungao possua Jacobiano nao nulo
em todo ponto do plano, é possivel que essa fungao nao seja globalmente invertivel. De
fato, existem na literatura contraexemplos para a chamada Conjectura Jacobiana Real
no plano, a qual afirma que se F' = (f,g) : R?> — R? é uma aplicagao polinomial com
Jacobiano nao nulo em todo ponto do plano, entao F' é invertivel. Essa conjectura foi
introduzida na literatura por Ott-Heinrich Keller em 1939, no artigo [21], para o caso de
aplicagoes polinomiais definidas em C™, e aparece, inclusive, como um dos 18 problemas
matemaéticos para o século XXI listados por Smale em [28|, destacando sua relevancia.

Em 1994, Pinchuk exibiu, no artigo [25], uma classe de aplicages polinomiais no plano,
nao injetoras, com Jacobiano nao nulo em todo ponto, mostrando, assim, que a Conjectura
Jacobiana é falsa, em geral. No contraexemplo fornecido em [25], a componente g possui
grau 40 e, em 2011, Campbell mostrou em [12] que o seu grau pode ser reduzido a 25.
Em 2021, mantendo a aplicacao f de Pinchuk, outro exemplo foi dado em [16], com g de
grau 15. Em 2023, Braun e Fernandes, em [3|, construiram um difeomorfismo local nao

injetor no plano, com a primeira componente f tendo grau 9 e a segunda componente g



possuindo grau 15.

A partir do contraexemplo fornecido por Pinchuk, véarios matemaéticos se esforcam
para buscar condi¢oes adicionais que garantam a validade da conjectura. Nesse sentido,
citamos, por exemplo, o artigo [4] de Braun, Fernandes e Oréfice-Okamoto, publicado em
2025, no qual os autores provaram que a Conjectura Jacobiana no plano é verdadeira
no caso em que uma das func¢oes componentes possui grau menor ou igual a 5. Essa
afirmacao havia sido provada anteriormente, em 2010, por Braun e dos Santos em [10],
para o caso em que o grau de uma das componentes € menor ou igual a 3 e, em 2016, por
Braun e Oréfice-Okamoto em [9], para grau menor ou igual a 4. A validade da Conjectura,
Jacobiana também é conhecida, por exemplo, no caso em que os conjuntos de niveis de
uma das fungoes coordenadas sao conexos.

Resultados equivalentes a Conjectura Jacobiana no plano também sao conhecidos na
literatura. Por exemplo, o Teorema de Hadamard (veja o Teorema A de [I8]) diz que
uma aplicacao de classe C' definida em R" com Jacobiano nao nulo em todo ponto ¢ um
difeomorfismo global se, e somente se, é propria. No entanto, nao é simples, em geral,
verificar se uma dada fungao é propria.

Em 1998, Sabatini provou em [27] que uma aplicagao polinomial F' = (f,g) : R? — R?
com F'(0,0) = (0,0) e cujo Jacobiano nunca se anula é um difeomorfismo global se, e
somente se, o campo Hamiltoniano Hy, = (—f f,— 99y, f fz+99.) possui um centro global
na origem, isto é, H s, possui um unico equilibrio na origem e todas as 6rbitas regulares de
H)y, sao periddicas. Cabe ressaltar que um resultado analogo foi obtido por Gavrilov em
[17] de forma independente. Nesta dissertagao, iremos nos referir a estes resultados como
Teorema de Sabatini. Esse resultado foi generalizado por Braun e Llibre, no artigo [§],
no sentido em que nao exigem que a aplicagao seja polinomial e nem que esteja definida
no plano todo, bastando estar definida em um subconjunto aberto U do plano. No artigo
[7], em 2024, os mesmos autores forneceram outra generalizagao do Teorema de Sabatini,
demonstrando que um difeomorfismo local F : U C R* — R? ¢ um difeomorfismo global
se, e somente se, o pullback de X por F definido por Yx(z) = DF(2)'X(F(2)), 2 €
U, é topologicamente equivalente a X, em que X(z,y) = (—y,z), X(z,y) = (x,y) ou



X(z,y) = (1,0). Assim, se considerarmos o centro linear X(x,y) = (—y,x), entdo o
produto do Jacobiano de F' pelo pullback Yy coincide com o campo Hamiltoniano Hyy,,
e o Teorema de Sabatini é obtido como uma consequéncia desse resultado.

Recordamos que uma aplicacao polinomial definida em R"™ injetora é automaticamente
sobrejetora, de acordo com [2], ou seja, se queremos provar que uma fungao polinomial
no plano ¢é invertivel, basta provarmos a injetividade da funcao e a sobrejetividade sera
uma consequéncia. Utilizando o Teorema de Sabatini, foram encontradas condigoes su-
ficientes para que uma funcao satisfazendo as hipoteses da Conjectura Jacobiana em R?
seja globalmente injetora. De fato, em 2015, Braun e Llibre mostraram no artigo [6] que é
suficiente que os polindmios homogéneos de mais altos graus das fungoes coordenadas nao
possuam um fator linear real comum, no caso particular em que essas fungdes possuem
o mesmo grau m > 1. Em 2016, no artigo [5], Braun, Giné e Llibre obtiveram um novo
resultado, o qual mostra que se F' ¢ uma aplicacao nas hipdteses da Conjectura Jacobiana
com F(0,0) = (0,0) e tal que a parte homogénea de mais alto grau das componentes
do Hamiltoniano H), nao possuem um fator linear real em comum, entao F' é injetora.
Nesse sentido, em posse de novos resultados equivalentes & Conjectura Jacobiana no plano,
¢ natural e valido continuarmos buscando novas condi¢oes que garantam a validade da

conjectura.

1.2 Problema de pesquisa

A questao central que norteia este trabalho é a seguinte: dada uma aplicacao diferen-
ciavel, quais mecanismos influenciam a passagem da invertibilidade local para a invertibi-
lidade global? Como discutido anteriormente, as descobertas desses mecanismos tém sido
um processo lento ao longo dos anos, para o qual muitos matematicos tém contribuido.
Ao longo desta dissertacao, nos concentramos no estudo da invertibilidade global de apli-
cagoes polinomiais definidas no plano e em buscarmos respostas a esse questionamento
utilizando, principalmente, resultados da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais

Ordinarias.



1.3 Estrutura da dissertacao

Este trabalho est4 organizado da seguinte forma. No Capitulo[2], enunciamos a Conjec-
tura Jacobiana e apresentamos uma breve contextualizagao matematica de conceitos que
serao utilizados ao longo desta dissertagao, revisando alguns conceitos relativos a Teoria
Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias, bem como a ideia da compactificacao
de Poincaré e resultados relacionados ao indice topolégico de um ponto de equilibrio.

O Capitulo[3|retne algumas respostas as Conjecturas Jacobianas encontradas na litera-
tura, incluindo o Teorema de Hadamard, a relagao entre injetividade global e a conexidade
dos conjuntos de nivel das componentes de func¢oes definidas no plano, além da conexao
entre injetividade global e o grau das fun¢oes componentes.

No Capitulofd] exploramos resultados que abordam a relagao entre a injetividade global
e a equivaléncia topologica a campos de vetores paralelos em R?. Também fornecemos
uma demonstracao alternativa do Teorema de Hadamard em R2.

Em seguida, no Capitulo [f, apresentamos condigoes suficientes para a validade da
Conjectura Jacobiana no plano, a partir dos resultados explorados no capitulo anterior e da
Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias. Por fim, algumas consideragoes

finais sao apresentadas em [5] e, ao final, listamos as referéncias bibliogréficas utilizadas.



Capitulo 2
Consideracoes iniciais

Neste capitulo, serao apresentados alguns conceitos bésicos utilizados ao longo desta
dissertagao e pertinentes para a compreensao geral do texto. Na Se¢ao[2.1] serao enuncia-
das algumas versoes da Conjectura Jacobiana, bem como algumas definigoes e resultados
relacionados. Na Secao [2.2] serdo revisados alguns conceitos da Teoria Qualitativa das
Equagoes Diferenciais Ordinarias. Nas Segoes[2.3]e[2.4] apresentaremos, respectivamente,
a compactificacao de Poincaré e alguns resultados envolvendo indices topologicos e setores

de pontos de equilibrio.

2.1 Conjectura Jacobiana

Pela definicao de fungao, a injetividade de uma aplicacao é necessaria para calcular
sua inversa. Nesse sentido, para que uma funcao seja globalmente invertivel, é necessario
garantir que ela seja globalmente injetora. No caso polinomial, a injetividade de uma
aplicagao é também suficiente para se garantir a existéncia de uma inversa global, como
veremos no Lema[2.1] No entanto, o problema de determinar quando uma fungao é injetora
é algo muito geral e dificil. Na busca de respostas para esse problema, usualmente sao
utilizados conceitos da Analise, relacionados ao Jacobiano da aplicacdo, cuja definigao
recordaremos a seguir.

Primeiramente, considere F' : R™ — R™ uma aplicacao definida por um vetor de n



componentes, sendo cada componente uma aplicacao F; : R® — R. As derivadas parciais
dessas fungdes em um dado ponto xg do dominio podem ser organizadas em uma matriz
n X n, a qual é chamada Matriz Jacobiana da aplicagado F' no ponto xy. Ao longo desta

dissertacao, denotaremos a Matriz Jacobiana da aplicagdo F' no ponto xy por DF(x).

Chamamos de Jacobiano de F' no ponto xg o determinante da Matriz Jacobiana da

aplicagdo F' no ponto xy e o denotaremos por JF'(xg), ou seja,
JF (z) = det(DF(zg)).

Suponha que uma aplicacao F' possua Jacobiano nao nulo em um determinado ponto
pertencente ao dominio de F'. Neste contexto, a passagem do comportamento pontual
para o comportamento local é garantida pelo Teorema da Funcao Inversa, isto é, se uma
aplicacao F' possui Jacobiano nao nulo em um determinado ponto, entao a injetividade é
garantida pelo menos em uma vizinhanca U desse ponto. Uma demonstracao do Teorema

pode ser encontrada na pagina 221 de [26].

Teorema 2.1 (Teorema da Fungdo Inversa.). Considere F : R™ x R™ de classe C*,
k> 1, exy € R". Suponha que a transformagao linear DF (xq) : R" — R" seja um
isomorfismo. Entao, existem vizinhangas Uy e Vi de x¢ e de F(xg), respectivamente, tais

que Fly, : Uy — Vo € um difeomorfismo de classe Ck.

Sabemos, no entanto, que a hipdtese de que uma determinada aplicagao possua Jaco-
biano nao nulo em todo ponto de seu dominio nao é suficiente para garantir a injetividade

global, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. Seja F : R? — R? @ aplicacdao definida por

F(z,y) = (" cos(y), e"sen(y)).



Calculando o Jacobiano de F', obtemos

e® cos —e”sen
JF(z,y) = det () ) = e** cos®(y) + e*sen?(y) = e** > 0,
e’sen(y) e*cos(y)
para todo (z,y) € R% Assim, pelo Teorema seque que a funcao F € localmente

injetora. Observe, no entanto, que a funcao nao € globalmente injetora. De fato, tome

(0,0) # (0,27) e note que F(0,0) = (1,0) = F(0,2m).

Assim, é valido formular a seguinte pergunta: quais sao os mecanismos que influenciam
a passagem da invertibilidade local para a invertibilidade global? No caso de aplicagoes
polinomiais definidas em C", Ott-Heinrich Keller introduziu em 1939, no artigo [21], a

Conjectura Jacobiana.

Conjectura 1 (Conjectura Jacobiana). Considere F' : C" — C™ uma aplicagdo polino-
mial com Jacobiano constante nao nulo. Entao, F' € invertivel e a sua inversa é uma

aplicacao polinomial.
No espago R", a Conjetura Jacobiana é enunciada da seguinte forma.

Conjectura 2 (Conjectura Jacobiana em R™). Seja F' : R" — R"™ uma aplicagdo poli-
nomial com Jacobiano constante nao nulo. Entao, F € invertivel e a sua inversa € uma

aplicacao polinomaial.

Se a hipotese considerada for apenas que o Jacobiano seja nao nulo em todo ponto,

mas nao necessariamente constante, temos a seguinte versao da Conjectura Jacobiana.

Conjectura 3 (Conjectura Jacobiana Real). Seja F' : R" — R™ uma aplicagao polinomial

com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao, F' € invertivel.

O nosso foco principal nesta dissertacao é a Conjectura Jacobiana Real em R?, enun-

ciada a seguir.

Conjectura 4 (Conjectura Jacobiana Real (CJR) no plano). Seja F : R? — R? uma

aplicacao polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entdo, F € invertivel.



No caso polinomial, sabemos que se uma dada aplicagao é injetora, entao ela é também
sobrejetora, ou seja, basta garantir a injetividade de uma aplicacao polinomial e a sobre-
jetividade sera uma consequéncia. O resultado que garante essa afirmacao foi provado em

[2] e o enunciaremos como o Lema [2.1] a seguir para o caso real.

Lema 2.1. Se F' : R* — R" € uma aplicagao polinomial globalmente injetora, entao ela

€ sobrejetora.

Destacamos também que se F' = (f,g) : R® — R? com f e g polinomiais, ¢ um
difeomorfismo local, entdo f e g sdo submersoes, uma vez que a condigao det(DF'(zy)) # 0,

para todo 7o € R? implica que, em particular, Vf # 0 e Vg # 0 em todos os pontos.

2.2 Revisao de Teoria Qualitativa das Equacoes Dife-
renciais Ordinarias

Nesta secao, faremos uma breve revisao de conceitos da Teoria Qualitativa das Equa-
¢oes Diferenciais Ordinarias, os quais podem ser consultados mais detalhadamente em [1].
No decorrer desta dissertacao, estudaremos sistemas diferenciais definidos em R2, ou seja,

equacoes diferenciais ordinarias em duas variaveis reais

X' = = (Play). Q(r.y)) (2.1)
em que X = (x,y), t é a variavel independente e P e @) sao fungoes de classe C" definidas
em um conjunto aberto U C R? com r = 1,2,...,00,w e C* corresponde & classe das
fungoes analiticas. Sem perda de generalidade, podemos identificar o sistema com o
seu campo de vetores associado, o qual pode ser escrito como X (x,y) = (P(z,y), Q(z,v)).

O nosso foco seré estudar sistemas diferenciais polinomiais, isto é, sistemas da forma
([2.1), em que P e @ sao fungoes polinomiais. Uma solugdo de é uma funcao dife-
renciavel ¢ : I C R — U tal que

de
Lt = (601,



para todo ¢t € I. Um ponto p € U tal que X (p) = 0 é chamado ponto de equilibrio de X.
Caso X(p) # 0, dizemos que p é um ponto reqular de X. Observe que se p é um ponto
de equilibrio de X, entdo ¢(t) = p, com —oo < t < 00, é uma solugao de ([2.1), uma vez
que 0 = ¢'(t) = X(¢(t)) = X(p). Se tomarmos o sistema e um par (g, o), podemos

construir o problema de valor inicial (2.2) com condigdo inicial x

o X
dt (2.2)
X(to) = 2y-.
Uma solugao de ([2.2)) é uma fungao diferenciavel ¢ : I C R — U, tal que
d¢
#() = “2(t) = X(o(1))

para todo t € I e ¢(ty) = xo, to € I. Sem perda de generalidade, podemos considerar
to = 0. Um dos principais resultados relacionados ao problema de valor inicial é o Teorema
2.2 enunciado a seguir, o qual garante a existéncia e unicidade de solugbes de equagdes

diferenciais ordinarias e pode ser encontrado na pagina 25 de [I].

Teorema 2.2 (Teorema de Picard-Lindelof). Se f: D — R"™ € uma fungao continua e
localmente Lipschitz em x num conjunto aberto D C R xR™, entdo para cada (ty,z) € D

existe uma e somente uma solucao do problema de valor inicial

v = f(tv I)7
.T(t()) = Xy,

em algum intervalo aberto contendo ty.

Além da existéncia e unicidade da solugao, uma propriedade fundamental das equa-
¢oes diferenciais ordinérias é a dependéncia continua da solu¢ao em relagao as condigoes
inictats. Essa propriedade assegura que pequenas variagoes na condigao inicial xg resul-
tam em pequenas variagoes na solugao correspondente, dentro de um mesmo intervalo
de defini¢ao. Agora, seja ¢ : I — U uma solu¢ao do sistema (2.2)). Entao, se para
toda solugao ¢ : J — U, com I C J e ¢ = 9|, tivermos [ = J e, consequentemente,

¢ = 1, dizemos que ¢ é uma solugao maximal. Nesse caso, escrevemos I = [, e o
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chamamos de intervalo mazimal. Em outras palavras, as solugoes maximais sao aquelas
definidas no maior intervalo possivel. Se ¢ : I, — U é uma solugao maximal, sua imagem
Yo = {o(t) : t € I,, C U}, com a orientagao induzida por ¢ no caso em que ¢ ¢ nao
constante, é chamada de trajetoria, orbita ou curva integral associada a solugao maximal
¢. Uma orbita v = {z(t) : t € (a,b)} que ndo é um ponto de equilibrio é chamada perid-
dica se existe T' > 0 tal que x(t + T') = x(t) sempre que t,t + T € R. Ao longo do texto,
usaremos também a expressao oOrbita fechada. Se existe um ponto de equilibrio p tal que
x(t) — p quando t — —o0 e z(t) — p quando t — 400, entdo 7 é chamada homoclinica.
No caso em que existem pontos de equilibrios distintos p e ¢ tais que z(t) — p quando
t — —oo e z(t) — ¢ quando t — 400, dizemos que v é uma Orbita heteroclinica. O
chamado retrato de fase da equacao é obtido representando as 6rbitas no conjunto D,
juntamente com a indicagao do sentido do movimento. Um campo de vetores definido em
U define uma folheagao em U cujas folhas sao as érbitas desse campo. Nesse sentido, duas
folhas L, e Ly de Z sao chamadas insepardveis se, para quaisquer secoes transversais C

e (5 que intersectem L; e Lo, respectivamente, existir uma folha L3 cruzando C; e Cs.

Veja a Figura 2.1}

Figura 2.1: As folhas L; e L, sao inseparaveis.

Para uma folheacao, o conjunto de separatrizes é precisamente o fecho do conjunto

das folhas inseparéaveis.
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2.2.1 Equivaléncia topolégica e Teorema de Hartman-Grobman

Dizemos que dois campos de vetores Z : U — R? e W : V — R? sao topologicamente
equivalentes quando existe um homeomorfismo h : U — V que leva érbitas de Z em
orbitas de W preservando (revertendo) a orientacao de todas as érbitas. Dizemos que Z

e W sao C" conjugados, v > 0, quando existe um homeomorfismo h : U — V tal que

h(g(t, z)) = P(t, h(z)),

para todo (t,z) no dominio de ¢. Em outras palavras, uma conjugac¢ao nao apenas leva
orbitas em orbitas, mas também preserva o tempo.

Recordemos também que uma matriz quadrada se diz hiperbdlica quando nao possui
autovalores com parte real nula. Considere um campo de vetores F' : U C R™ — R" de
classe C!' e p € U um ponto de equilibrio de F'. Entao, dizemos que p é um ponto de
equilibrio hipérbolico se a sua linearizagao DF(p) possui todos os autovalores com partes
reais nao nulas. Caso contrario, o ponto p é nao hiperbolico. O Teorema de Hartman-
Grobman, o qual pode ser encontrado na péagina 149 de [I], mostra que para fungoes
f:R" — R"™ de classe C' tais que a equagao =’ = f(x) possui um ponto de equilibrio

hiperbdlico x, as solugoes das equagoes

' =f(x) e y =Df(xo)y

sao topologicamente conjugadas em vizinhancas de z e 0, respectivamente. Isto significa

que se ;(2) e p(2) s@o, respectivamente, as solugoes dos problemas de valor inicial

o =f@. )y =Dfaoy. (24)
x(O) =z, y(O) =z

entao existe um homeomorfismo h : U — V| em que U e V sao vizinhancas, respectiva-

mente, de x e 0, tal que h(xg) =0e

h(¢(t7 Z)) = (P(tv h(Z)),

sempre que z,9(t, z) € U. Isto garante que, a menos do homeomorfismo h, os retratos de

fase das equagoes em ([2.4]) em vizinhancas de z( e 0, respectivamente, sao os mesmos.
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2.2.2 Transformacao de Poincaré e Teorema de Poincaré-Bendixson

Proximo a uma orbita fechada ~y, construimos a Transformacgao de Poincaré associada
a 7 da seguinte forma. Tome X, € v e seja S uma secao local em X,. Consideramos
a funcao de primeiro retorno em S, isto é, a funcao P que associa a X € S o ponto
P(X) = ¢¢(X) € S, em que t & o menor tempo positivo tal que ¢(X) € S. Note que
P pode nao estar definida para todos os pontos em S, pois as solugdes que passam por
certos pontos em S podem nao retornar a S, mas certamente temos que P(Xy) = Xy e o
Teorema da Funcao Implicita (veja o Teorema 9.27 na pagina 224 de [26]) garante que P
esta definida e é continuamente diferenciavel em uma vizinhanga de Xj.

No caso de sistemas planares, uma se¢ao local é um subconjunto de uma reta passando
por Xg, de modo que podemos considerar essa secao local como um subconjunto de R e to-
mar Xy =0 € R. Assim, a Transformagao de Poincaré¢ ¢ uma fungao real P tal que P(0) =
0 e, ainda, se |P'(0)| < 1, entdo P assume a forma P(z) = ax+termos de ordem superior,
em que |a| < 1. Assim, para x proximo de 0, P(z) estd mais proximo de 0 do que z. Isso
significa que a solugao que passa pelo ponto correspondente em S se aproxima de 7y apos
uma passagem pela secao local.

O Teorema [2.3| apresentado a seguir, conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixson,
é um dos resultados centrais no estudo de sistemas planares, caracterizando conjuntos
limites de orbitas limitadas. Antes de enuncié-lo, recordemos que o conjunto de todos os
pontos limites de uma dada solu¢ao X (¢) é chamado conjunto w—limite da solugao X (t).
Similarmente, definimos o conjunto a—limite de uma solugao X (t) como sendo o conjunto
dos pontos Z tais que nh_}rgo X(t,) = Z, para alguma sequéncia t,, — —oo. A demonstragao

do Teorema [2.3| pode ser encontrada na pagina 223 de [20].

Teorema 2.3 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja 2 um conjunto limite nao vazio e
limitado de um sistema planar de equacgoes diferenciais que nao contém pontos de equili-

brio. Entao, ) € uma orbita periddica.

O proximo resultado, Teoremal[2.4] fornece uma condigao suficiente para que um campo

de vetores nao possua oOrbitas periodicas e pode ser encontrado na péagina 188 de [15].
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Teorema 2.4 (Teorema de Bendixson). Seja U C R? um conjunto simplesmente conexo
e F': U — R? um campo de vetores de classe C'. Entao, se a divergéncia de F possui

sinal constante em U, o campo F' nao possui orbita fechada em U.

2.3 Compactificacao de Poincaré

Nesta secao, apresentaremos a compactificagao de Poincaré, com base no Capitulo 5
de [15]. Trata-se de uma ferramenta que permite o estudo do comportamento de campos
polinomiais no infinito. Basicamente, a ideia ¢ mapear o plano R? sobre a esfera S?,
utilizando a projecao central e identificar os pontos no infinito com os pontos sobre o
equador da esfera. Por meio de uma mudanca de coordenadas apropriada, o campo de
vetores original ¢ estendido analiticamente ao equador, permitindo analisar as oérbitas

proximas ao infinito.

Definigao 2.1. O grau do campo X = (P, Q) € definido como o nimero mdzimo d entre

os graus dos polinomios P e @), ou seja,

d = max{ grau(P), grau(Q)}.
Definicao 2.2. Chamaremos de Esfera de Poincaré a esfera
S* = {(y1,92.95) ER 1y + 3 + 43 = 1.
Faremos uma identificacdo de R? com o plano
TpyS? = {(z1, 79, 23) € R : 25 = 1},

o qual é tangente & esfera S? em Py = (0,0,1). Nesta segdo, convencionaremos que as

coordenadas y; irao se referir a esfera S? e as coordenadas z; ao plano Tp,S? i = 1,2, 3.

Definicao 2.3. Definimos

Hy = {(y1,v2,y3) €S* 1 y3 > 0}

como sendo o hemusfério norte,

H_ = {(ylvyZay?)) € SQ S Y3 < 0}
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como sendo o hemisfério sul e

Sl = {(y17y27y3> € S2 ‘Ys = O}
como sendo o equador da Fsfera de Poincaré.

A compactificacao de Poincaré de X consiste em fazer duas copias do fluxo de X', uma
sobre H, e outra sobre H_, fazendo uso da projegao central. Dessa maneira, consideremos

a reta

L(t) = (0,0,0) + t([L‘l,ZCQ, 1) = t([L‘l,l’Q, 1), t e R,

que une a origem de R* a um ponto do plano Tp,S?, o qual intercepta a esfera S* em dois

pontos, um no hemisfério norte e o outro no hemisfério sul. Ver Figura

Tp,S*

P
3
5
N
= \
A\
1
1
p—
]
/
'
'
/s

Figura 2.2: Projecao central.

Agora, considerando a projecao do campo vetorial X de R? ~ Tp,S? para S? dada

pelas projecoes centrais, temos dois difeomorfismos
f+ : TPNS2 — H+ € fﬁ : TPNS2 — H,,

isto é, fT(p) (respectivamente, f~(p)) é a intersecao da reta que passa pelo ponto
p = (71,72,1) ligando a origem com o hemisfério norte (respectivamente, sul) de S?

cujas expressoes sao dadas por

f+(5131,332, 1) = % € f7($1,$2, 1) = —%> (2-5)
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em que A(z) = \/z% + 23+ 1.
Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X definido no plano tangente
a esfera, isto é, X : Tp,S?* — Tp,S?. Deste modo, podemos definir um novo campo X em

S?, induzido por X em S? por meio dos difeomorfismos f* e f~, o qual serd dado por

X(y) = DfF(2)X(x), se y=[f*(x)€Hy,

X(y)=Df (x)X(x), se y=f(z)eH,
respectivamente. Note que X é um campo de vetores definido em S? \ S'. Assim, para
estudar o comportamento assintotico das orbitas nao limitadas de X analisando X, é
necessério estender X para o equador S!, de modo a obter um campo na esfera. Desta
forma, o estudo de X em uma vizinhanca do equador permitira obter informacoes sobre
o comportamento do campo X no infinito. No entanto, em geral, essa extensao nem
sempre é possivel. No caso em que X é um campo polinomial, podemos estender X
analiticamente ao equador, como veremos adiante. Antes de estudar essa extensao, vamos
adotar um sistema de coordenadas conveniente para S? e calcular a expressio de X nessas

coordenadas. Para tanto, usaremos seis cartas locais, dadas por
Us={y Sy >0}, Vi={yeS:y, <0},

para k =1,2,3. Veja a Figura [2.3]
As aplicacoes locais correspondentes sao dadas por ¢, : Uy — R? e ¢ : Vi — R?

definidas como

o) = —inly) = (22,22,

Ye Yk
param < nem,n # k. A fim de encontrar a expressao do campo na carta local (U, ¢1),

inicialmente tome y € Uy N H,. Assim, y = fT(z), x € Tp,S? e

(@10 fM)(x) = ¢(f(2))
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Figura 2.3: Cartas locais (Uy, ¢x), para k = 1,2, 3, na esfera de Poincaré. [15]

T
Portanto, ¢1(x1,29,1) = (u,v), em que u = 22 ev=—. Como y € Uy N Hy, observe
T T

que z; # 0. Ainda, como X (y) = Df*(z)X(z) quando y = f*(x), segue que
Déi(y)X(y) = Déu(y) o Df*(x)X(x)
= D(¢10f7)(x)X(x).
Denote por X (y)|u,nm, o sistema de coordenadas definido como D¢ (y) X (y). Assim,
segue da expressao (2.6) que

(2.6)

XW|oow, = D(dro fH)(2)X(x)

—rp 1
3 x P(z1,15)
= 1 (2.7)
— 0 Q(z1, 72)
3

= %2(_@]3(371,902) + 21Q (21, 22), —P(x1, 72)).

A expressao dada em ([2.7)) ¢ a expressao de X em Ui N H . nas coordenadas ¢; e podemos

- 1 U
colocé-la em funcao de u e v para facilitar a anélise. Assim, considerando 1 = —, x5 = —,
v

v
e substituindo em ({2.7)), temos

Ko, = [k (L2 00 (14) e (1]
v v Vv v

Apesar de que, em geral, X nao permanece limitado quando nos aproximamos de S,

se multiplicarmos esse campo por um fator p(y) = yg_l, em que d é o grau do campo X,
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a extensao se torna possivel. Assim,

1 pi1

p(f*(x)) = AT~ AT

em que z = (u,v). Desta forma, temos que pX nas coordenadas (u,v) é dado por
Y Udfl ” ” u
pX(u,v) = e (—uwoP (53) +0Q (5. 3) , —v*P (5. 3))

pd—1

= ager (el () £ QG 5) P (5:7)

Logo, (2.8)) ¢ a expressao do campo em U; \ S'. Se y € U; N H_, a mesma expressao ¢

(2.8)

obtida.
Observe que os pontos do equador S'N U; sdo representados por v = 0 nas coordenadas
¢, e, por outro lado, esses pontos correspondem ao infinito do plano Tp,S?. Observe,

também, que é possivel fazer v = 0 na expressao (2.8)), resultando em
pX (u,0) = (—uPy + Qq,0),

em que P; e Qg sao os termos de maiores graus em P e (), respectivamente. Perceba,
ainda, que na expressao de pX (u,0), temos a segunda componente do vetor igual a zero,
o que significa que o vetor pé\; (u,0) é tangente ao equador quando observado na esfera
S?. Assim, podemos concluir que o equador S* N U; ¢ invariante pelo campo p./'? .
Removendo o fator W de (2.8]) por meio de uma parametrizacao de tempo, obtemos

a expressao para o campo pX na carta local (Uy, ¢1) escrita como
1 u 1 u
u,:: Ud {_JUJD ('_,__) _+'C2 (__7_{>} 9
v v
(2.9)
Analogamente, podemos calcular a expressao do campo p)? na carta (Us, ¢2), que sera

SR RO

Finalmente, a expressao do campo p)? na carta (Us, ¢3) é dada por

dada por

= P(u,v),

U= Q(u,v).

(2.11)
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Observagao 1. As expressoes para pX nas cartas (Vi,41), (Va,2), e (Va,1b3) sio dadas,
respectivamente, pelas expressoes , € multiplicadas por (—1)471. Observe
que o fator (—1)?=1 desempenha um papel importante na andlise das estabilidades dos
pontos de equilibrio infinitos e que, para estudar esses pontos, € suficiente analisar a

carta (Uy, ¢1) e a origem da carta (Us, ¢2).

Proposigao 2.1. Considere X um campo polinomial em R? de grau d. Seja p : S* — R,
definida por p(y) = y&* e pX o campo induzido em S*\S' por ft e f~, como definido em

(2.5). Entao, pz’f’ pode ser estendido a um campo analitico de S* com equador invariante.

Demonstragao: Vimos anteriormente que as expressoes de pX nas cartas (Uy, ¢1),

(Vi,11), (U, ¢a) e (Va,1)9) sdo dadas por e (2.10), respectivamente, multiplicadas
pelo fator (—1)?! quando for o caso. Observe que as expressoes e sao per-
feitamente definidas para v = 0, isto ¢, no equador S'. Assim, como tais expressoes sao
analiticas, podemos estendé-las analiticamente ao equador. Fazendo v = 0 em (2.9) e
(2-10), obtemos, respectivamente, pX (u,0) = (—uPy+Qq,0) e pX(u,0) = (Py,0). Assim,

concluimos que o equador sera invariante por X'. W

Definigao 2.4. O campo vetorial estendido na esfera S* pelas cartas locais (Uy, ¢r) e

(Vi, ¥x) chama-se compactifica¢io de Poincaré de X e serd indicado por P(X).
Definicao 2.5. A projecio de H. US' em R? € chamada de disco de Poincaré.

Definigao 2.6. Chamamos de pontos de equilibrio infinitos de X o0s pontos de equilibrio

de P(X) em S*.

Como observado anteriormente, sabemos que os pontos de equilibrio infinitos sao da

forma (u,0). As componentes P e () do campo X podem ser escritas como

P(z,y) = Pu(x,y) + -+ Py(x,y)

Q(x,y) = Qm(xay) +eoet Qd(x7y)7



19

sendo P; e (); polindmios homogéneos de grau j de P e ), com j = m,---,d, com
m > 0, os polindmios homogéneos nao nulos de menor grau. A seguir apresentamos dois

resultados envolvendo pontos de equilibrio infinitos.

Proposigao 2.2. Seja X = (P,Q) um campo vetorial polinomial em R?. As sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:
a) (u,0) € S*N(U; UVy) € um ponto de equilibrio infinito de P(X) se, e somente se,

Fi(u) = Qq(1,u) — uPy(1,u) = 0.

b) (u,0) € S'N(U;NV3) € um ponto de equilibrio infinito de P(X) se, e somente se,

Fy(u) = Qq(u, 1) — uPy(u, 1) = 0.

Demonstragao:

Considere o campo P(X') na carta (Uy, ¢1). Pela expressao dada em (2.9)), temos que

lim v {—UP (% %) +Q (9, 1)} = Qu(1,u) — uPy(1,u).

v—0 v v
(=) Assuma que (u,0) € S' N (U; UV;) seja um ponto de equilibrio infinito de P(X).
Entao, segue que

_upd(lau) + Qd<17u) =0.

(<) Agora, assumindo que Fi(u) = 0, de (2.9)) segue que

1
lim v+ P (—, 9) —0.

v—0 v v
Logo, (u,0) é um ponto singular de S! N (U; U V) e esta provado o item (a). A prova do
item (b) é anéloga. |

O Lema [2.2] a seguir é uma consequéncia direta da Proposicao [2.2]

Lema 2.2. A compactificag¢io de Poincaré do campo de vetores X (z,y) = (P(x,y), Q(x,y))
polinomial em R? possui pontos de equilibrio infinitos se existe um fator linear real ax -+ by
que divide o polinémio xQq(x,y) — yPa(x,y), em que Qq e Py sao as partes homogéneas

de grau d de Q) e P, respectivamente, e d é o grau do campo X .
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2.4 Indice topologico

Um setor topologicamente equivalente ao setor (a), (b) ou (c), respectivamente, repre-
sentados na Figura [2.4] a seguir, é chamado de setor hiperbdlico, setor eliptico e setor

parabolico, respectivamente.

(a)
Figura 2.4: Setores de um ponto de equilibrio.

Se p ¢ um ponto de equilibrio de um campo de vetores X, dizemos que X possui a
propriedade da decomposicao setorial finita em p se p é um centro, foco, ndé ou possui
uma vizinhanga formada por uma uniao finita de setores parabdlicos, hiperboélicos ou
elipticos. Destacamos que todos os pontos de equilibrio isolados de um sistema diferencial
polinomial satisfazem a propriedade da decomposicao setorial finita. Veja a Secao 1.5 de
[15] para mais detalhes sobre a estrutura local de pontos de equilibrio.

O numero de setores hiperbolicos e elipticos de um ponto de equilibrio p permite o
calculo do chamado indice de p, como mostra o Teorema [2.5] a seguir. A grosso modo,
o indice de um ponto de equilibrio fornece uma medida do "giro" do campo de vetores
ao redor desse ponto. Uma definicao precisa do indice de um ponto de equilibrio e a
demonstracao do Teorema podem ser encontradas nas paginas 172 e 179 de [I5],

respectivamente.

Teorema 2.5 (Formula do indice de Poincaré). Seja ¢ um ponto de equilibrio isolado que
possua a propriedade de decomposi¢ao setorial finita. Seja e, h e p o nimero de setores
elipticos, hiperbolicos e parabolicos de q, respectivamente, com e + h +p > 0. Entao, o

indice ind(q) de q é dado por
e—nh
2

ind(q) = + 1.

Se a compactificacao de Poincaré de um dado campo X possui uma quantidade finita

de pontos de equilibrio, o Teorema [2.6| garante que a soma dos indices desses pontos
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independe do campo considerado. Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada

na pagina 177 de [15].

Teorema 2.6 (Teorema de Poincaré-Hopf). Seja X' um campo de vetores polinomial. Se
a compactificacao de Poincaré de X possui uma quantidade finita de pontos de equilibrio,

entao a soma dos indices desses pontos € igual a dois.

Definicao 2.7. Denote por G,,, o conjunto de todos os campos de vetores polinomiais
X(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) com grau(P) = m e grau(Q) = n, tal que os polindmios
homogéneos P,, e @, nao tém fatores lineares reais em comum. No caso em que m = n,

denotamos esse conjunto por G,,.

Definigao 2.8. Seja F = (P, Q) : R? — R? um campo de vetores polinomial. Considere
Py € St um ponto de equilibrio infinito na compactificacao de Poincaré do campo F. Su-
ponha que Py tenha um setor hiperbolico. Dizemos que esse setor hiperbolico é degenerado
se as duas separatrizes estao contidas em S'. Caso contrdrio, esse setor hiperbolico é

chamado nao degenerado.

Figura 2.5: Ilustracao de um setor hiperboélico degenerado.

O Teorema a seguir, obtido por Cima, Gasull e Manosas, retine resultados en-
volvendo o grau das componentes de um campo de vetores polinomial Hamiltoniano e
o indice topolégico de um ponto de equilibrio infinito. A demonstracao desse resultado

pode ser encontrada em [13].

Teorema 2.7. Seja M : R?> — R uma aplicacao polinomial. Seja ¢ um ponto de equilibrio

infinito do campo de vetores polinomial Hamiltoniano Hy; : R? — R2, tal que

i = (-G o). G ) = (M, ),
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com grau(M,) = m e grau(M,) = n. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. Sem=mn e Hy € G, entao q é um nd e, portanto, ind(q) = 1.
2. Se q tem algum setor hiperbolico nao degenerado h, entao Hy ¢ G-
3. Sem >mn e Hy € Gy, entao

(a) Se m € par, entao q € um nd e, portanto, ind(q) = 1.
(b) Se m € impar e n € par, entao q tem um setor hiperbdlico degenerado e um

setor eliptico, e, portanto, ind(q) = 1.

(c) Se m e n sao impares, entio q tem dois setores hiperbdlicos degenerados e,

portanto, ind(q) = 0, ou q tem dois setores elipticos e, portanto, ind(q) = 2.
Como consequéncia do Teorema [2.7] temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1. Seja g um ponto de equilibrio infinito do campo de vetores Hamiltoniano
polinomial Hy = (—M,, M) tal que grau(M,) = m e grau(M,) =n. Se Hy € G,
entao o ind(q) € maior ou igual a zero e quando € zero o ponto de equilibrio q na esfera

de Poincaré € formado por dois setores hiperbdlicos degenerados.



Capitulo 3

Respostas as Conjecturas Jacobianas

3.1 Teorema de Hadamard

O Teorema seguinte, conhecido como Teorema de Hadamard, nos fornece uma
condigao equivalente & CJR e sua demonstragdo pode ser encontrada em [I8]. Para

enuncié-lo, precisaremos definir quando uma funcao é dita propria.

Definigao 3.1. Uma fungio continua f é dita propria se f~1(K) é compacto sempre que

K € compacto, ou seja, f: R"™ — R"™ € propria se ||z|| — oo implica || f(z)|| — oo.

Teorema 3.1. (Teorema de Hadamard). Seja F' : R™ — R"™ uma aplica¢io de classe
C? com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao, F é um difeomorfismo global se, e

somente se, F' € propria.

Apesar do Teorema de Hadamard nos fornecer uma condi¢ao necesséria e suficiente
para garantir que um determinado difeomorfismo local seja um difeomorfismo global, em

geral é bastante dificil verificar que uma dada aplicacao é propria.

23
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3.2 Injetividade global e conexidade dos conjuntos de
nivel

Vejamos a seguir alguns resultados que fornecem respostas para a CJR no plano,

analisando os conjuntos de nivel das fung¢oes coordenadas da aplicagao.

Teorema 3.2. Seja F' = (f,g) : R? — R? uma aplicacio de classe C* com Jacobiano
nao nulo em todo ponto. Se os conjuntos de nivel de f ou g sao conexos, entao F €

mjetora.

Demonstragao: Como o Jacobiano de F' é nao nulo em todo ponto, segue que
f,g: R? — R sao submersdes. Defina o campo de vetores Hamiltoniano associado a f
por

H;:R* —» R?
Hy(x,y) = (= fy(@,y), fo(2,9))-

Sabemos que as curvas de nivel de f definem uma folheagao sem singularidades em
R?, a qual coincide com as orbitas de H;. Assim, temos que cada componente conexa
da curva de nivel f~'({c}), ¢ € R, é composta por uma orbita de H;. Suponha que os
conjuntos de nivel de f (anéalogo para g) sejam conexos e seja ¢;(x,y) o fluxo do campo

de vetores H¢. Como o Jacobiano de F' é nao nulo em todo ponto, temos que

Lga ) = Voldle.)- dfe.y

_ (%wt(x,y)mg—jwt(m,y))) ()

(99 —Of dg Of
= (@ oy + oy %) (¢e(z,y))

= det(D(f,9))(¢:(x,y)) # 0, para todo (z,y) € R

Portanto, temos que a derivada é sempre positiva ou sempre negativa, o que implica que a
funcao g ¢ mondtona ao longo das orbitas de Hy. Agora, considere (z1,y1) # (22, y2) arbi-
trarios. Queremos mostrar que F'(zq,y;) # F(xq,y2). Para isso, é suficiente mostrar que

f(xr, 1) # f(22,92) ou g(x1,y1) # g(w2,y2). Consideremos, entdo, f(x1,y1) = f(z2,y2) =

a € Reseja L = f~*({a}). Por hipotese, L € F} possui apenas uma componente conexa,
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a qual contém (z1,y1) e (z2,y2). Mas, pela observagao anterior, g ¢ mondtona ao longo

da folha L. Logo, g(x1,y1) # g(z2,y2), o que implica F'(z1,y1) # F(z2, y2)- u

Se a aplicacao F' do Teorema for polinomial, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplica¢io polinomial com Jacobiano
nao nulo em todo ponto. Entao, ' € injetora se, e somente se, 0s conjuntos de nivel das

aplicagoes f e g sao conexos.

Demonstragao: (<) Segue imediatamente do Teorema [3.2]

(=) Se F' é polinomial e injetora, pelo Lema temos que F' é também sobrejetora
e, portanto, um difeomorfismo global. Assim, considerando a € R arbitrario, podemos
observar que f~!'({a}) = F7!'({a} x R), o qual é um conjunto conexo. O raciocinio ¢
anédlogo para a fungao g. ]

O Exemplo mostra que a hipdtese de F ser polinomial no Teorema |3.3|é necesséria.
Exemplo 3.1. Considere a aplicagio F(z,y) = (f(z,y),9(x,y)) : R* — R? dada por
F(x,y) = (1 — 2%)eY, —xeY). Temos que o Jacobiano de F é dado por

—2ze¥ e¥ — x%eY 9y, 9 )

det(DF (z,y)) = det =e(z°+1) >0, para todo (z,y) € R”.

Pelo Teorema |3.4, como os conjuntos de nivel de g sao conexos, entao F € injetora. No

entanto, observe que

o) = {(z.y) €R*: f(z,y) =0}
= {(z,y) eR*: (1 —2%)e’ =0}

= {-1,1} xR,

0 qual nao € conexo.

3.3 Injetividade global e graus das componentes

Em 1994, S. Pinchuk provou, no artigo [25], que a CJR no plano é falsa. De fato, ele

exibiu um contraexemplo e suas ideias foram generalizadas, sendo obtidos novos contra-
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exemplos com graus mais baixos. Por exemplo, em 2023, F. Braun e F. Fernandes, em
[3], construiram um difeomorfismo local nao injetor no plano, com a primeira componente
tendo grau 9 e a segunda componente possuindo grau 15.

Por outro lado, existem na literatura algumas respostas afirmativas & Conjectura Ja-
cobiana Real em R? considerando os graus das componentes de F' = (f,g). Em 2001,
Gwozdziewics provou em [19] que a CJR no plano é verdadeira se os graus de f e de g

sao menores ou iguais a trés, como mostra o Teorema |3.6| a seguir.

Teorema 3.4 (Gwozdziewics). Seja F = (f,g) : R* — R? uma aplicagio polinomial
com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Se os graus de f e de g sao menores ou iquais a

trés, entao F' € injetora.

Em 2010, F. Braun e J. R. dos Santos melhoraram o resultado do Teorema [3.6[anterior
no artigo [10], tendo obtido o Teorema , o qual mostra que, nas condigoes da CJR no
plano, basta que uma das fung¢oes coordenadas possua grau menor ou igual a trés para se

garantir a injetividade, independentemente do grau da outra.

Teorema 3.5. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicagio polinomial com Jacobiano nao
nulo em todo ponto. Se os graus de uma das func¢oes coordenadas de F' € menor ou igual

a trés, entao F € injetora.

Em 2016, F. Braun e B. Oréfice-Okamoto mostraram, em [9], que é suficiente uma das

fungoes coordenadas possuir grau menor ou igual a 4.

Teorema 3.6. Seja F' = (f,g) : R? — R? uma aplicacio polinomial com Jacobiano ndio
nulo em todo ponto. Se os graus de uma das fungoes coordenadas de F é menor ou igual

a quatro, entao F' € injetora.

Posteriormente, no artigo [4], em 2025, F. Braun, F. Fernandes e B. Oréfice-Okamoto

melhoraram os resultados anteriores, tendo obtido o Teorema

Teorema 3.7. Seja F = (f,g) : R* — R? uma aplica¢io polinomial com Jacobiano nao

nulo em todo ponto. Se o grau de f € menor ou iqual a cinco, entao F € injetora.
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Desta forma, de acordo com os resultados mencionados nesta secao, fica em aberto a

seguinte questao.

Questao 1. O que pode ser dito a respeito da Conjectura Jacobiana Real no plano no
caso em que o grau de uma das funcoes coordenadas € maior ou iqual a seis e menor ou

igual a oito?



Capitulo 4

Injetividade global e campos paralelos

em R?

Neste capitulo, exploramos como M. Sabatini, em 1998 no artigo [27], e independen-
temente L. Gavrilov no artigo [I7], estabeleceram uma conexao entre a propriedade CJR
no plano e a existéncia de um centro global de um campo de vetores Hamiltoniano e uma
extensao desse resultado obtida por F. Braun e J. Llibre, em 2024 no artigo [7], utilizando

a equivaléncia topolégica a outros tipos de campos paralelos.

4.1 Injetividade global e centro global em R?

O nosso foco, nesta se¢ao, é apresentar o Teorema de Sabatini, o qual pode ser encon-
trado em [27]. Como mencionado anteriormente, esse resultado exibe a equivaléncia entre
a CJR no plano e a existéncia de um centro global. A fim de enuncié-lo, apresentaremos

inicialmente uma breve descricao de centros no plano.

4.1.1 Centro global

Considere X : R? — R?, dado por X(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) um campo de vetores

de classe C*, k > 1 e p um ponto de equilibrio de X. Temos as seguintes definicoes.

28
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Definicao 4.1. Seja p um ponto de equilibrio de X eV uma vizinhanca de p. Definimos

a vizinhanga perfurada de p, a qual denotaremos por V,, como sendo V, =V \ {p}.

Definicao 4.2. Um ponto de equilibrio p de X ¢é dito ser um centro se existir uma vizi-

nhanca perfurada V, preenchida por orbitas periodicas.

Definigao 4.3. O anel periddico do centro p é a maior (no sentido de inclusao) vizinhanga

perfurada V, preenchida por orbitas periodicas.
Definigao 4.4. Dizemos que um centro p € global se seu anel periddico é R? \ {p} .

Definicao 4.5. Se p € um centro, dizemos que p € um centro nao degenerado se o Jaco-

biano de X em p € nao nulo.
Um exemplo bésico de centro global é o centro linear, conforme o Exemplo|4.1]a seguir.

Exemplo 4.1. Considere o centro linear X : R* — R? dado por X(z,y) = (—y,z).
Note que H(x,y) = (2? + y?)/2 € uma integral primeira do campo X. Assim, as curvas
de nivel de H coincidem com as drbitas do campo X (x,y). Para todo k > 0, temos que
(22 + y*)/2 = k sdo circunferéncias. Logo, o anel periddico da origem do campo X €

R2\ {(0,0)}. Veja a Figura[{.1

Figura 4.1: Centro linear.

No Exemplo temos um exemplo de um centro que nao é um centro global.
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Exemplo 4.2. Considere X : R?> — R?, dado por X(z,y) = (—y — 2* + y, x + 3zy).
Note que a origem € um ponto de equilibrio, o qual € um centro. Porém, o sistema possui
outros pontos de equilibrios, por exemplo, o ponto (0,1). Portanto, o centro (0,0) néo

pode ser global, ou seja, o anel periddico da origem ndo é o R*\ {(0,0)}. Veja a Figura

43

Figura 4.2: Centro nao global.

4.1.2 Teorema de Sabatini

Antes de enunciarmos o Teorema de Sabatini, recordemos a definicao do campo de
vetores Hamiltoniano associado a uma funcao. Considere G : R? — R uma aplicacio de
classe C?. Definimos o campo de vetores Hamiltoniano associado & G, o qual denotaremos

por Hg : R2 — R2, por

9G(z,y) 0G(z,y)
H — (- .
G(x7 y) ( ay ) O
Em particular, considere F' = (f, g) : R> — R? uma aplicagao polinomial com F'(0,0) =
(0,0) e defina a fungao Mp : R> — R por

Fzy) _ (f) +(g(z9)* (4.1)
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Note que a imagem de Mg contém apenas valores reais maiores ou iguais a zero. Pela defi-
nicao que acabamos de apresentar, temos que o campo de vetores Hamiltoniano associado

a Mp, ou seja, Hy, : R? — R? & dado por

Hyp(x,y) = (—aMFa(;’y), 3Mg;$,y)> |

Calculando as entradas do campo Hy,.(z,y), temos que

_aMg_W = —(f(2,9)f,(x.9)) + 9(2,9)g, (2. 9))
Y
Wg—i%y) — f(x’y)fz(x,y) -+ g(l’,y)gaz(m’y>7

em que as notagoes p, e p, indicam as derivadas do polinémio p com relacao as varidveis
x e y, respectivamente, aplicadas no ponto . Observe que Mg ¢ uma integral primeira do
campo de vetores Hy,. Deste modo, temos que as érbitas do campo Hjy, estao contidas
nas curvas de nivel de Mp. O Lema [4.1] a seguir sera utilizado na demonstragao do

Teorema de Sabatini.

Lema 4.1. Considere F = (f,g) : U C R> = R? uma aplicagio com Jacobiano nao nulo
em todo ponto (x,y) € R?. Os pontos de equilibrio de Hyy, sdo centros e sao 0s zeros de
Mp ou, equivalentemente, sao os zeros de F. Além disso, esses pontos de equilibrio sao

nao degenerados, equivalentemente, sao pontos de minimo isolados de Mp.

Demonstracao: Considere (g, o) um ponto de equilibrio do campo Hyy,., isto é,

oM oM
ayF ($07yo) = 8xF (1’0>yo) = 0.

Equivalentemente, temos que

f (o, v0) f2(20, yo) + 9(20, Y0)gz(0, Yo) = 0,

(4.3)
F(@0,Y0) fy (0, Yo) + g(0, Y0) gy (0, Yo) = 0.
Podemos transformar (4.3)) no sistema
x ) €T ) 7 0
fe(zo,90)  92(x0,90) | | f(Z0,%0) _ . (4.4)

fy(%,yo) gy(x()ay()) 9(z0,%0) 0
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Observe que a matriz que define o sistema linear possui determinante igual ao
Jacobiano de F' no ponto (zg,yo), 0 qual, por hipotese, é diferente de zero. Portanto,
a unica solu¢do do sistema é a solugao trivial, isto é, f(zo,y0) = g(z0,y0) = 0, 0 que
implica que F(xg,y0) = (0,0) e, consequentemente, Mp(zo,yo) = 0. Como F(xg,yp) =
(0,0) e F' & localmente injetiva, pelo Teorema da Funcao Inversa, segue que existem
vizinhangas V e W de (xg, yo) e F (o, o), respectivamente, tais que F(z,y) # (0,0) para
(x,y) # (xo,y0) € V. Assim, (zg,yo) ¢ um ponto de minimo local isolado de Mg, pois

MF(xay) # 07 para todo (xay) 7& (x()?yO) eV.

Agora, observe que a parte linear de Hy, em p = (x¢,yo) €

—f2(0) fy(P) — 92(P)gy () —f3(p) — g;(p)

DHMF( ) =
g 2O e L0 +u®a®)

Como det(DHyy,)) = (det(DF))? > 0, concluimos que (zg,yo) é um ponto de equilibrio
nao degenerado do campo Hj,. e que os autovalores de DH . (2o, y0) s@o imaginarios
puros, pois tr(DHy,) = 0. Assim, (zo,y0) ¢ um ponto de equilibrio do tipo foco ou
centro. Como as orbitas de Hyy, estao contidas nos conjuntos de niveis de Mg e (xo, yo)
¢ um minimo isolado de Mg, concluimos que (g, ¥yp) ¢ um centro do campo de vetores
Hu,. n
Teorema 4.1 (Teorema de Sabatini). Considere F' : R? — R? uma aplicagdo polinomial
com F(0,0) = (0,0) e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto € R?. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes.
1. A origem é um centro global de Hyy,.
2. F € um difeomorfismo global.

Demonstracao: (1) = (2) Assumindo que a origem é um centro global de Hyy,.,
queremos mostrar que F' é um difeomorfismo global. Para isto, mostraremos que F' é
propria e utilizaremos o Teorema de Hadamard para concluir que F' é um difeomorfismo
global. Sendo a origem um centro global de H),, temos que a origem é o tnico ponto

de equilibrio desse campo de vetores. Assim, pelo Lema temos que (0,0) é o tnico
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zero de Mp. Agora, considere uma reta L passando pela origem, grafico de uma funcgao
da forma y = ax, com a € R. Observe que a restrigao de Mp a reta L é uma fungao
polinomial de uma variavel, nao constante e, consequentemente, nao limitada. Logo, Mg
¢ também nao limitada. Como os conjuntos de nivel ~ > 0 de Mp coincidem com as
orbitas fechadas de H)y,., eles sao compactos e como Mp é constante ao longo das érbitas
do campo H,y, temos que se ||(z,y)|| tende ao infinito, a imagem de My também tende
ao infinito. Logo, ||F(z,y)|| tende ao infinito, ou seja, F' é propria.

(2) = (1) Assumindo que F' é um difeomorfismo global, vamos mostrar que a origem
do campo de vetores H), ¢ um centro global. Pelo Teorema de Hadamard, temos que F' ¢
propria e, consequentemente, Mp é também propria. Portanto, toda orbita de Hyy,, possui
fecho compacto, pois esta contida em um conjunto de nivel de My e para cada h > 0 € R
temos que My'(h) é um compacto. Sendo F um difeomorfismo global, em particular
segue que F é injetora e, por hipotese, F'(0,0) = (0,0). Assim, temos que F(z,y) # (0,0)
para todo (z,y) € R?\ {(0,0)}. Desta forma, pelo Lema [L.1] temos que Hyy, possui um
equilibrio apenas na origem. Para toda condicao inicial diferente da origem, os conjuntos
o e w—limite da o6rbita de Hjs, que passa por essa condicao inicial sao nao vazios e nao
contém pontos de equilibrio, pois a origem do campo H}y,. € um centro local. Assim, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, temos que essa orbita é fechada. Portanto, segue que

(0,0) é um centro global de Hyy,.. |

Vejamos uma aplicacao do Teorema [4.1] no Exemplo [4.3] a seguir.

Exemplo 4.3. Considere a aplicacio polinomial F : R?> — R?, dada por
F(z,y) = (z(1 4+ 2>+ y*),y(1 + 2% + v*)).
Observe que F(0,0) = (0,0) e que seu Jacobiano F é dado por
det(DF(z,y)) = 1+ 32" + 4y* + 3y* + 2°(4 + 6y*) > 0, V(z,y) € R*
Calculando o campo Hamiltoniano Hyy, associado a essa funcgao, obtemos

Hup = (—y(1+ 2% + ) (1 + 32° + 3y°), (1 +2° +y*)(1+ 32 + 3y?)),
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o qual possui a origem como unico ponto de equilibrio e nao possui pontos de equilibrio

infinitos. De fato, na carta Uy, as coordenadas desse campo sdo dadas por
u' =34+ 9u? + 9ut + 3ub + dv? + Suv? + due? + vt + uPvt,
v = 3uv + 6ulv + 3uv + duv® + 4uv® 4+ ww®

e na carta Uy temos

v = =3 —9u® — 9t — 3ub — 40? — SuPv? — dutv? — vt — Ut

v = =3uv — 6udv — 3udv + duv® — 4P — wd.

Note que fazendo v = 0, temos que u' é sempre positivo na carta U; e sempre negativo na
carta Us. Deste modo, temos que o infinito € uma orbita periodica e a origem € um centro
global de Hyy,, pelo Teorema de Poincaré-Bendizson. Logo, pelo Teorema de Sabatini,

concluimos que F € um difeomorfismo global.

4.1.3 Generalizacao do Teorema de Sabatini

A seguir, apresentaremos resultados obtidos por F. Braun e J. Llibre, no artigo [§], os
quais generalizam o Teorema de Sabatini, no sentido em que nao exigem que a aplicacao
seja polinomial e nem que esteja definida sobre o plano todo, bastando estar definida
em um subconjunto aberto U do plano. Ao longo desta subsecao, convencionaremos que
U C R? é um conjunto aberto e conexo, F' = (f,g) : U — R? é uma aplicagao de classe C?

e Mp e Hyy, sao, respectivamente, a funcao e o campo de vetores definidos anteriormente

Lema 4.2. Considere F : U C R? — R? uma aplicacio de classe C* com Jacobiano ndo
nulo em todo ponto (z,y) € R?, com F(p) = (0,0), p € U. Suponha que F € injetora.
Entao, p é um centro global de Hyy, se, e somente se, F(U) =R? ou F(U) = B((0,0),4),

com 0 > 0.

Demonstragao: Como p € U ¢é tal que F(p) = (0,0), pelo Lema[4.1] p ¢ pelo menos

um centro local de Hj,. Como, por hipétese, F' é injetora, novamente pelo Lema
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temos que p é o unico ponto de equilibrio de Hy,.. Note que 0 < h € Mp(U) se, e somente

se, existe (xg,yo) € U tal que Mp(zo,yo) = h, ou seja,

_ | F (o, yo)lI>  (f(x0,%0))* + (g(xo,yo))%

h — MF($07y0> 2 2

Observe que esta expressao é equivalente a

(F (o, 90)* + (g0, 0))? = (VER)

ou seja, existe um ponto (u,v) € F(U) tal que (u,v) = F(xo,yo) € ||(u,v)]| = vV2h. Agora,
a partir do ponto F'(xg,yo), vamos definir a circunferéncia Sy, centrada em (0,0) e de raio

V2h, com h > 0. Assim, temos que
Sp = {(u,v) € R* : u® +v* = (V2h)?}.

Note que Sj, ¢ um subconjunto do contradominio de F'. Pela discussao anterior, concluimos
que 0 < h € Mp(U) se, e somente se, S, N F(U) # .

(=) Suponha que p seja um centro global de Hys,.. Devemos mostrar que F'(U) = R?
ou F(U) = B((0,0),6), 6 > 0. Como U ¢ conexo e Mp é continua, segue que Mp(U) C R
é conexo. Logo, Mp(U) é um intervalo da forma [0,1), com 0 < I € R, ou Mp(U) =
[0,00). Agora, tome ¢ € F(U), ¢ # (0,0) arbitrario, considere F~'(q) C U e defina
h, = Mp(F~'(q)). Pela hipotese de que p é um centro global de Hyy,., temos que as
orbitas nao singulares de H)y, sao periddicas. Logo, as componentes conexas de M, 1(hq)
sao curvas fechadas. Entao, sendo I';,, uma dessas componentes conexas, segue que F'(I';,)
¢ uma curva fechada. Observe que para cada p € I';,, temos que Mp(p) = hy € Mp(U).
Logo, F(p) € F(U)N Sy, e, portanto, temos que F(I', ) esta contida em F(U) e também
estd contida em Sj,. Por outro lado, como F(I';,) ¢ uma curva fechada contida em
Shy> segue que F(I'y,) = S, € F(U). Em outras palavras, se ¢ € F(U), entao a
circunferéncia Sy, esta contida em F'(U). Isso implica que a imagem de F'(U) é folheada

por circunferéncias, isto é

FU)={0,0tu |J s

heMp(U)
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Portanto, F(U) = R?, se | = oo, enquanto que se | € R, [ > 0, entdao F(U) é o disco
aberto com raio [ centrado em (0,0).

(<) Assumindo que F(U) = R? ou F(U) = B((0,0),6), com § > 0, queremos mostrar
que p é um centro global de Hy;,. Para isto, vamos mostrar que as curvas de nivel de Mp,
as quais coincidem com as o6rbitas do campo H)y,., sao fechadas. Deste modo, fixemos,
arbitrariamente, h > 0, com h € Mp(U). Como vimos, h € Mp(U) se, e somente se,
S, NEFU) # 0. Se F(U) = R? entao S;, C R?* = F(U). Por outro lado, se F(U) =
B((0,0),0), entao S, N B((0,0),0) # 0. Portanto, S, C B((0,0),4), o que implica que
Sy, C F(U). Assim, concluimos que, 0 < h € Mp(U) se, e somente se, S, C F(U). Agora,

observe que

Mg'(h) = {(z,y) € U : Mp(z,y) = h} = {(z,y) € U : (f(z,9))* + (9(z,9))* = (V2h)*}
e, por outro lado,

FH(Sh) = {(z,y) €U : F(z,y) € Si} = {(z,y) € U : (f(z,9)* + (9(x,y))* = (V2h)*}.

Assim, concluimos que M,'(h) = F~(S}). Note que F~1(S;) é um conjunto nao vazio,
uma vez que Sy, C F(U). Dai, como F' é continua e é um difeomorfismo local, temos que
F~Y(S,) = Mz'(h) é uma curva de Jordan, isto é, uma curva fechada simples. Como
h € Mp(U), h > 0, foi tomado de forma arbitraria, segue que as 6rbitas nao singulares

do campo Hjy, sao periddicas. Desta forma, temos que o centro p é global. |

Lema 4.3. Considere F : U C R2. Seja F uma aplicacdo de classe C* com Jacobiano
nao nulo em todo ponto (x,y) € R?, com F(p) = (0,0), p € U. Suponha que p seja um

centro global em U de Hy,,. Entao, I € injetora.

Demonstragao: Temos que p é um centro global de Mg, o qual corresponde a curva
de nivel M;*({0}). Pelo Lema , p € o tnico zero de F, isto é, F'(p) = (0,0). Portanto,
para cada h > 0 € My(U), o conjunto de nivel M,'({h}) é uma unido de érbitas fechadas.
Afirmacao 1: Para cada h > 0 € Mp(U), Mz'({h}) C U é um conjunto conexo.

De fato, suponha que exista ho > 0 € Mp(U) tal que M;'({ho}) C U é ndo conexo.
Sejam T'y, T’y C U duas 6rbitas fechadas distintas de M, ({hg}). Considere o anel aberto A
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cujo bordo é I'; UTy. Considere também uma curva « : [0, 1] — A tal que « seja injetora,
de classe C!, com «a(0) € T'1,a(l) € Ty e a(s) C A, Vs € (0,1). Como Mp(a(0)) =
Mp(a(1)) = ho, segue que a fungdo Mpoa : [0, 1] — R atinge um méaximo ou um minimo

em sp € (0,1). Assim, considere a orbita I's € U passando por a(sp). Veja a Figura .

I'y

(1)

Figura 4.3: Anel com bordo I'1 U T's.

Observe que, localmente, I's decompde o anel A em duas regioes, A; e Ay. Como VMg
restrito a I'; ndo se anula (pois VM se anula apenas no ponto p = M;*({0})), a curva
a(0, 1) deve estar inteiramente contida em uma das duas regides: A; ou A,. No entanto,
perceba que isso resulta em uma contradicao com o fato de que a curva a conecta I'; e
I's, provando, assim, a Afirmacao 1.

Agora, denote por '), a érbita fechada M,'({h}), 0 < h € Mp(U). Observe que se
0 < hy < hy € Mp(U), entao I'y,, esta contida na regiao limitada por I'p,.

Afirmacgao 2: Seja 0 < h € Mp(U). Entao, F é injetora em T'},.

De fato, considere
T={h>0he Mp(U): F nao ¢ injetora em I'y.}.

Vamos mostrar que o conjunto 7' ¢ vazio. Para isto, suponha que T' # (). Entao, como T ¢

um subconjunto da imagem de M, a qual é limitada inferiormente, segue que 1" é também
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limitado inferiormente. Logo, T' C R possui infimo. Assim, considere hy = inf T'. Observe
que hg > 0, pois F' é um difeomorfismo local e, portanto, injetora em uma vizinhanca de
p = Mz*({0}). Suponha que F ndo seja injetora em I',,. Assim, existem A, B € Iy, tais
que A # Be F(A) = F(B). Entao, como F' é um difeomorfismo local, existem vizinhangas
Us,Ug C U de A e B, respectivamente, e W C R? vizinhanca de F(A) = F(B) # (0,0),
com Uy NUp = 0 tais que Fy := Fly, : Ux - W e Fg := Fly, : Ug — W sédo
difeomorfismos.

Agora, note que F(A) = F(B) € Sy, e considere o segmento de reta L que une F(A)
a origem e defina C'= L N W. Veja a Figura[4.4]

a

U F:UCR — R
- e W
S F () éulrw}

I

y— {0, 0)

@

Figura 4.4: Curvas C4 e Cp da Afirmacao 2.

Assim, ficam bem definidas as curvas Cy = F;'(C) e Cp = F5'(C), as quais estdo

contidas na regiao compacta limitada por I'y,, pois, caso contrario, existiria um ponto
¢ € C4 (anélogo para Cp) tal que ¢ € T'y,, para algum hy > hg, de forma que F(c) € Sy,
o que implicaria ¢ & Cly.
Logo, para 0 < h < hg suficientemente proximo de hg, a 6rbita fechada I'j, possui interse-
¢ao nao vazia com C'y e com Cp. Portanto, existem pontos P4 =1',NC4s e Pg =1,NCp,
tais que Py # Ppg, pois Py € Uy e Pg € Up. Deste modo, como F(P,), F(Pg) € C e
F(Py), F(Pg) € Sh, segue que F(P4) = F(Pg). Portanto, concluimos que F' nao é inje-
tora em I';,. Assim, temos que h € T', com 0 < h < hg = inf T, o que é uma contradi¢ao.
Portanto, temos que F' ¢ injetora em I',.

Agora, observe que pela definigao de infimo, existe uma sequéncia (h,,) em T, decres-
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cente, com h, > hg, para todo n € N, tal que h,, converge para hg e F' nao é injetora em
Iy, para cadan € N. Isto significa que para todo n € existem A,, # B,,, com A,,, B, € I';,,
e F(A,) = (B,). Como (4,) e (B,) estao em um conjunto compacto limitado por I'y,,
existem subsequéncias convergentes (A4,,) e (B,,) de (A4,) e (B,), respectivamente, as
quais, por sua vez, admitem subsequéncias (Ankj) e (Bnkj), respectivamente, tais que
(Ankj) converge para a € U e (Bnkj) converge para b € U. Entdo, como h, converge
para hg, temos que a,b € I'y, e F(a) = F(b), pois F(A,) = F(B,), para todo n € .
Assim, o fato de F' ser injetora em I';,, implica que a = b. Como, por hipdtese, F' é um
difeomorfismo local em a, pois a € U, existem vizinhancas V e W de a e F(a), respecti-
vamente, tais que F'|y : V' — W é um difeomorfismo local. Em particular, F'|y é injetora.
Portanto, obtemos uma contradigao com a hipétese que A,, # B, e F(A,) = F(B,), para
n suficientemente grande. Essa contradi¢ao prova que o conjunto 7' é vazio, ou seja, I’ é
injetora em Iy, para cada h > 0 € Mp(U), concluindo a prova da Afirmagao 2.

Agora, nos resta mostrar que dados dois pontos P; e P, pertencentes a 6rbitas distintas,
[y, e I'y,, respectivamente, entao F'(P;) # F(P,), ou seja, que F' é injetora em oOrbitas
distintas. Observe, no entanto, que esse fato é imediato, pois se P, # P5, com P; € I'y,
e P, eIy, com 0 < hy < hy, entdo F(Py) € Sy, e F(P) € Sy,, de forma que F(P;) #
F(P,). Veja a Figura |

Figura 4.5: F' é injetora em duas orbitas distintas.
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O principal resultado apresentado por F. Braun e J. Llibre em [6] é o Teorema
seguinte. Observe que sua demonstragao é uma aplicagdo direta dos Lemas e 4.3

anteriores.

Teorema 4.2. Considere F = (f,g) : U C R? — R? uma aplicagdo de classe C* com
Jacobiano nao nulo em todo ponto (x,y) € R?*, com F(p) = (0,0), p € U. O ponto de
equilibrio p € um centro global de Hy, se, e somente se, F' é injetora e F(U) = R? ou

F(U) = B((0,0),6), & > 0.

Demonstragao: (=) Assumindo que p é um centro global de Hy;,., segue do Lema
que F' ¢ injetora. Portanto, podemos utilizar o Lema [4.2 para concluir que F'(U) = R?
ou F(U) = B((0,0),4), § > 0. (<) Segue diretamente do Lema [1.2] |

Note que, de fato, o Teorema de Sabatini é um caso particular do Teorema [4.2] em

que U = R? e F ¢é polinomial. Do Teorema , obtemos ainda os seguintes corolarios.

Corolario 4.1. Seja F = (f,g) : U C R?* — R? uma aplicagio de classe C* com
Jacobiano nao nulo em todo ponto (z,y) € U e F(p) = (0,0), para algum p € U. Entao,

sao validas as sequintes afirmagoes:

1. F € injetora em Fp, em que Fp € o fecho de P, em U e P, denota o anel periodico

de p.
2. F(P,) =R? ou F(P,) € um disco aberto de centro (0,0) e raio §, 6 > 0.

Demonstracao: Como F(p) = (0,0), pelo Lema , p € um ponto de equilibrio do
tipo centro do campo de vetores Hy,. Pela Defini¢ao 4.3 V, é um conjunto aberto e
conexo contido em U. Considere F'|p, — R?, isto &, a restricdo da aplicagdo F' ao anel
peridédico de p. Observe que o centro p do campo de vetores Hyy, definido em F, é global.
Assim, pelo Teorema[1.2] F' ¢ injetora em V, e F(V,) = R? ou F(V,) = B((0,0),6), com
0 > 0. Portanto, esta provado o item 2.

Agora, considere P = Fp \ P,. Para finalizar a demonstracdo do corolario, basta

mostrar que F é injetora em P. A prova deste fato é similar a feita no Lema[f.3] Suponha
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que F' nao seja injetora em P. Desta forma, existem a,b € P, a # b, com F(a) = F(b).
Como F' é um difeomorfismo local, sabemos que existem vizinhancas U,,U, C U, de a e
b, respectivamente, com U, N Uy # 0, e W C R? vizinhanga de F'(a) = F(b) # (0,0), tais
que Fly, e F|y, sao difeomorfismos. Note que para cada p € P e cada h € Mp(P,), temos
M¢(p) > h. Logo, (a) = F(b) € Sh.

Considere o segmento de reta L que une F'(a) = F(b) a origem e defina C' = LN W.
Assim, ficam bem definidas as curvas C, = F }(C) e C, = F; *(C). Observe que C, e C,
estao contidas na regiao limitada por P, pois, caso contrario, se C, nao esta contida na
regiao limitada por P, entao existe ¢, € C,, tal que F(c,) & S, para todo h € Mp(DP,).
Logo, F () € C, o que é uma contradi¢ao. Para Cj, é analogo.

Para hyg € Mp(P,), existe uma 6rbita fechada Ty = My'(hy) € P,, suficientemente
proxima de P, tal que I'y possui interse¢ao nao vazia com C, e com Cj. Portanto, existem
pontos p, = Lo NC, e pp =Ty N Cy, tais que p, # Py, pois p, € U, € pp € Up. Entao, uma
vez que F(p,), F(py) € C e F(p,), F(py) € Shy, segue, portanto, que F(p,) = F(py), 0
que implica que F' é nao injetora em I'g. No entanto, observe que isso é uma contradicao,

pois ja vimos que F' ¢ injetora em FP,. |

Coroléario 4.2. Seja F = (f,g) : U C R? — R? uma aplicagio de classe C* com Jacobiano
nio nulo em todo ponto (z,y) € R* e F(p) = (0,0), para algum p € U. Entdo, o anel
periodico € o maior conjunto aberto e conexo que contém o ponto de equilibrio p e tal que

satisfaz as duas condicoes sequintes.
1. F € injetora nele.
2. Sua imagem por F é R? ou um disco aberto de centro (0,0) e raio §, § > 0.

Demonstragao: Pelo Corolario[d.1], sabemos que P, satisfaz as condicoes 1 e 2. Resta
mostrar que P, ¢ o maior conjunto aberto e conexo que contém o ponto de equilibrio p
satisfazendo 1 e 2. Suponha que V' C U seja um aberto conexo tal que F' é injetoraem V e
F(V) =R? ou F(V) ¢ um disco aberto de centro (0,0) e raio § > 0. Considere F|y — R
Pelo Teorema [£.2] temos que p é um centro global de Hyy, : V C R? — R% Portanto,



42

temos que as orbitas do campo H)y, que interceptam V' sao periddicas e estao contidas
em V. Dai, temos que V C P,, pois P, é a maior (no sentido de inclus@o) vizinhanca

perfurada de p preenchida por érbitas periddicas. ]

4.2 Injetividade global e campos paralelos em R

Nesta secao, apresentaremos o principal resultado deste capitulo, o Teorema [4.3], o
qual foi obtido por F. Braun e J. Llibre, em 2024, no artigo [7]. Esse resultado repre-
senta também uma generalizagao do Teorema de Sabatini, no sentido de que, ao invés
de verificar se o Hamiltoniano H);, possui um centro global na origem para concluir a
injetividade de F', tomamos um campo de vetores paralelo X e verificamos se esse campo
¢é topologicamente equivalente ao seu pullback pela aplicacao F'. No caso particular em
que tomamos o campo anular X (x,y) = (—y,x), o pullback de F' por X coincide com o
campo Hamiltoniano H);, definido anteriormente. Desta forma, veremos que o Teorema
de Sabatini representa um caso particular do Teoremald.3] A fim de enunciar e demonstrar

esse teorema, precisaremos primeiramente de algumas defini¢oes e lemas auxiliares.

Definicao 4.6. Dizemos que um campo de vetores X : U C R? — R? ¢ paralelo se ele é

topologicamente equivalente a um dos sequintes campos vetoriais:

(a) X(z,y) = (=y,z) em R*\ {(0,0)};
(b) X(x,y) = (z,y) em R*\ {(0,0)};

(c) X(z,y) = (1,0) em R%

Um campo de vetores paralelo é chamado anular, radial ou faixa quando € topologicamente
equivalente ao campo de vetores (a), (b) ou (c), respectivamente. Chamaremos ainda de

campo candnico anular, radial ou faiza, os campos (a), (b) e (c), respectivamente. Veja a

Figura [4.6
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Figura 4.6: Retratos de fases dos campos canoénicos anular (a), radial (b) e faixa (c).

Definicao 4.7. Se um campo de vetores X : U — R? € tal que X|o\(zy, para algum
z € U, ¢ anular ou radial, dizemos simplesmente que X ¢ anular ou radial em torno de

z, respectivamente.
Observe que a condigao da Definigao [£.7] impoe que U seja simplesmente conexo.

Definicao 4.8. Seja F : U C R? — R? uma aplicagcdo com Jacobiano nao nulo em todo
ponto (z,y) ER?* e X : V C R* = R? um campo de vetores com F(U) C V. Definimos,

em U, o pullback de X por F, denotado por Vx, da sequinte forma
Yx(z) = DF(2)"' X(F(2)), (4.5)
com z e U.

No Exemplo a seguir, consideramos F' = (f, g) um difeomorfismo local e exibimos
as expressoes explicitas para o pullback de X por F', no caso em que tomamos X como

sendo cada um dos campos candnicos definidos na Defini¢ao 4.6

Exemplo 4.4. Seja F = (f,g) : U C R?> = R? uma aplicagio de classe C* com Jacobiano
JF nao nulo em todo ponto (z,y) € R? e 2 € R? tal que f(z) = 0. A sequir, forneceremos
as expressoes explicitas de Y~ para os campos candnicos anular, radial e faixa. Para
simplificar as expressoes, vamos considerar o produto JF-Yx em vez de Y. E fdcil notar
que Yy € topologicamente equivalente a X se, e somente se, JF - Yy € topologicamente

equivalente a X .
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Primeiramente, tomando o campo canonico anular X(x,y) = (—y,z) da Defini¢ao

[4.8, obtemos que
JE - Yx = (=ffy = 99y, [ o + 992) = Husp, (4.6)

em que Hy,. € a aplicagcao definida em (4.2)). Tomando o campo canodnico radial X (x,y) =

(x,y), obtemos que
JF -Yx = (fgy = 9fy = f 92 + 9f2). (4.7)

Tomando, por fim, o campo candnico do tipo faira, X(x,y) = (1,0), obtemos que
JE - Yy = (9y, = z)- (4.8)

Observagao 2. Sejam F = (f,g) : U — R? um difeomorfismo local e G : V — R uma
fungao de classe C* com F(U) C V. Se H : U — R € definida por H= G o F, entdo

Hy(z,y) = (%—Zl(fc,y), —%—Z(I,yo

gy(z,y)  —fy(2,y)\ [0G oG

—(F(l', ))7__(F($7 ))
—g2(7,y)  fulr,y) (ay P o ! )
= JF(z,y) DF(x, y)_1 Hg(F(z,y))

= JF(z,y) Yu.(x,y).

Assim, vemos que Vg, € um maltiplo do Hamiltoniano Hy por um fator nao nulo. Con-

sequentemente, esses dois campos de vetores sao topologicamente equivalentes.

Lema 4.4. Seja U C R? um conjunto aberto. Considere F': U — R? uma aplicacdo de
classe C? com Jacobiano nao nulo em todo ponto (x,y) € R? e X um campo de vetores de
classe C definido em um conjunto aberto V. C R? tal que F(U) C V. Seja Yx o pullback

de X. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Um ponto z € U € um ponto de equilibrio de Yy se, e somente se, F(z) for um

ponto de equilibrio de X.

(ii) Se v € uma orbita de Vx, entio (F o) (t) = X(F o~(t)), para todo t pertencente
ao intervalo mdaximo de defini¢cao da solu¢ao v. Em particular, F' o~y estd contida

em uma orbita de X .
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(i1i) Para cada segao transversal S de YVx que passa por um ponto p € U, existe uma

vizinhanga U, de p tal que F(S NU,) € uma segao transversal de X em F(p).

(iv) Se G : V. — R é uma integral primeira de X, entao H = G o F' é uma integral
primeira de Yx. Um ponto z € U é um ponto critico de H se, e somente se, F(z)

for um ponto critico de G.

Demonstracao: A prova do item (i) segue diretamente da definigdo de V. Agora,
sendo v uma orbita de )Yy , segue que, para cada t pertencente ao intervalo maximal em

que a solucao vy esta definida, temos

(Fo)'(t) = DF(y(t))Y'(t) = DF(y(1))Yx(v(t)) = X(F(v(2))).

. Assim, fica provado o item (i7).. O item (7i7) segue do fato de F' ser um difeomorfismo
local. Finalmente, a fungdo H do item (iv) ndo é constante em nenhum aberto, pois F'
¢ uma aplicacao aberta. Por outro lado, H é constante ao longo das érbitas de Yy, de

acordo com o item (ii). Tomando z € U, pela regra da cadeia, temos
VH(z) = VG(F(2))DF(2).
Daf, temos que
VH(2)Vx(2) = (VG(F(2))DF(2))(DF(2) ' X (F(2))) = VG(F(2)) X (F(2)) = 0,

pois G é uma integral primeira de X. Logo, H é uma integral primeira de Jy. Ainda, como
VH(z) =VG(F(z))DF(z) e DF(z) é invertivel, temos que VH(z) = 0 se, e somente se,
VG(F(z)) = 0, ou seja, z é um ponto critico de H se, e somente se, F'(z) é um ponto

critico de G. Assim esta provado o item (iv). |

Considerando a notacao das hipoteses do Lema 4.4}, é claro que se ' é um difeomor-
fismo em V', entao F oy é uma oOrbita de X', uma vez que X e )Yy sao topologicamente
equivalentes. Todavia, isso pode nao ser verdade se F' for apenas um difeomorfismo local,

como mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 4.5. Seja F = (f,g) : R?> — R? um difeomorfismo local que nao seja global-
mente injetor e considere o campo de vetores faizra X = (0,1), definido em R2. Observe
que as orbitas deste campo sdao retas verticais e as orbitas de Yx = (—fy, fz) s@o as com-
ponentes conexas dos conjuntos de nivel de f, pois, neste caso, f € uma integral primeira
de YVy. Como F nao € injetor, devem ezistir conjuntos de niveis de f nao conexos, de
acordo com o Teorema [3.3. Entdo, devem existir pelo menos duas folhas insepardveis
7 ey de Yx (veja Teorema 1 de [24|] ou Proposi¢ao A de [11)]). Dessa forma, uma
vez que elas pertencem ao mesmo conjunto de nivel de f, seque que F(y1) e F(72) estao
contidas na mesma reta vertical. Por outro lado, observe que a fun¢do g € mondtona ao
longo de cada orbita de Vv, uma vez que JF nao se anula em nenhum ponto. Assim, da
inseparabilidade de v1 e o seque que g(v1) N g(y2) = 0. Em particular, F(v) e F(vy2)
nao podem ser uma reta vertical. Observe que isso acontece independentemente de F' ser

sobrejetora em R? ou nao.

De acordo com [22], se X é um campo de vetores paralelo de classe C*, com k =
1,...,00, entdo X admite uma integral primeira de classe C* sem pontos criticos. Assim,
como os campos de vetores canodnicos dos tipos anular, radial e faixa da Defini¢ao
possuem integrais primeiras dadas por x? + y?, arctan(y/z) e y, definidas em R?\ {0},
R?\ {0} e R?, respectivamente, podemos definir uma integral primeira canénica G, fazendo
a composicao dessas fungoes com T, em que T é um difeomorfismo de classe C* (veja

[22]), o qual leva os campos candnicos anular, radial e faixa em X, respectivamente.

Lema 4.5. Seja X : U — R? um campo de vetores de classe C' e F : U — R uma integral
primeira de X de classe C?* sem pontos criticos. Se X € do tipo faiza (respectivamente,
anular), entao os conjuntos de nivel de F sao conexos. Reciprocamente, assumindo que
X nao tem pontos de equilibrio e U é simplesmente conexo, se 0s conjuntos de nivel de

F sao conexos, entio X € do tipo faiza.

Demonstragao: Suponha que X seja anular ou faixa e sejam

T, :R*\{(0,0)} = U\ {2} e T,:R*—=U
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as equivaléncias topologicas de classe C! entre X e os campos de vetores X (x,y) =
(—y,z) e X(z,y) = (1,0), respectivamente. As componentes conexas de (F o T,)"(c)
e (FoT,) c), com ¢ € F(U), sdo circulos centrados em (0,0) e retas horizontais,
respectivamente. Como F o T, e F o Ty nao possuem pontos criticos, temos que F'oT, é
monoétona ao longo de qualquer raio, enquanto £’ o Ty é monétona em qualquer segmento
vertical. Em particular, os conjuntos (F o T,)"!(c) e (F o Ty)"!(c), com ¢ € F(U), sao
conexos. Deste modo, os niveis de F' em ambos os casos devem ser conexos.

Por outro lado, suponha que X nao possua pontos de equilibrio e que F' nao possua
pontos criticos. Nessas condigoes, temos que X e Hp sao topologicamente equivalentes.
Agora, suponha que os conjuntos de nivel de F' s@o conexos. Entao, se X nao for do
tipo faixa e, consequentemente, Hr também nao for faixa, deve existir um par de folhas
inseparaveis da folheacao de U dada por F. No entanto, isso resulta em uma contradicgao,

uma vez que folhas inseparaveis devem estar contidas em um mesmo conjunto de nivel de

F. |

Como mencionado anteriormente, o principal resultado deste capitulo é o Teorema

[4.3] enunciado a seguir.

Teorema 4.3. Seja U um subconjunto de R? aberto e simplesmente conexo. Seja
F : U — R? uma aplicagio de classe C* com Jacobiano naio nulo em todo ponto (x,y) € R?
e X : F(U) — R? um campo de vetores de classe C* do tipo anular, radial ou faiza, em
torno de um ponto de equilibrio no primeiro e sequndo casos. Entao, as duas condigoes

sequintes sao equivalentes:

(i) O campo de vetores YVx € topologicamente equivalente ao campo de vetores X .
(ii) F € um difeomorfismo global em F(U).

Demonstracao: A prova de que (ii) implica (¢) é imediata. Vamos mostrar que (7)
implica (77). Observe que para os casos anular e radial, sera suficiente provar a injetividade
de F' sobre cada o6rbita nao singular de Yy, levando em consideragao o item (i) do Lema

[4.4] Primeiramente, provaremos a seguinte afirmacao.
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Afirmacgao 1. Se 7y, e 75 sao duas 6rbitas nao singulares distintas de )y, entao as curvas
F o~ e F oy, estao contidas em orbitas diferentes de X.

Para o caso faixa (respectivamente, anular), seja G uma integral primeira canoénica de
X (respectivamente, de X restrito a F'(U) \ {F(z)}) e defina a fungdo H = Go F em U
(respectivamente, em U \ {z}). Pelo item (iv) do Lema segue que H é uma integral
primeira de Yy (respectivamente, de Yy restrito a U \ {z}) sem pontos criticos. Suponha
que F(71) e F(v;) estejam contidas em uma mesma 6rbita de X'. Assim, em particular
segue que G o F(y1) = G o F(7,) e, portanto, temos que 7; e 2 estdo no mesmo nivel de
H, o qual é conexo, pelo Lema [4.5] Logo, v1 = ..

Para o caso radial, seja U, uma vizinhanga de z tal que F|y, : U, — F(U,) seja um
difeomorfismo. Entao, como todas as 6rbitas em um campo radial em torno de um ponto
de equilibrio z possuem o ponto z em seu fecho, temos que F(y; NU,) e F(y2NU,) estao
em oOrbitas distintas de X. Portanto, a Afirmagao 1 decorre do item (i) do Lema [4.4]

Se X ¢ um campo de vetores do tipo faixa ou radial, entao as 6rbitas nao constantes
de X sao homeomorfas a R. Assim, a injetividade de F' sobre cada érbita nao singular de
Yy decorre do item (ii) do Lema No caso anular a prova nao é tao direta, pois, se v é
uma 6rbita de Yy, poderia acontecer que F o~y percorra mais de uma vez a curva fechada
F(v). Veremos, no entanto, que isso nao é possivel, por argumentos de continuidade.

Tomando X um campo de vetores anular, podemos parametrizar as 6rbitas nao sin-
gulares do campo vetorial anular )y pelos niveis de uma integral primeira canénica H
definida em U \ {z}, tal que para cada h € H(U), h > 0, o conjunto de nivel H~'(h) ¢
uma Orbita periédica de Yy, a qual denotaremos por ;. Observe que 0 < h; < hs se, e

somente se, a curva 7, esta contida na regiao limitada por 7;,. Defina o conjunto
T={he€ HU),h>0| F nao ¢ injetora em 7y, }.

Assim, basta provarmos que o conjunto 7' é vazio.

Suponha T # () e defina inf T = h,. Como F ¢ localmente injetora em z, segue que
he > 0. Provaremos que h, & T.
Afirmacgao 2: h, € T.

Suponha que h, € T. Entao, isso significa que F' nao é injetora em 7, , ou seja,
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existem p, q € Y., com p # qe F(p) = F(q). Como F' é um difeomorfismo local, podemos
tomar vizinhangas U,, U, e V de p,q ¢ F(p), respectivamente, com U, N U, = 0 e tais
que as restricoes Fly, : U, =V e F|y, : Uy — V sao difeomorfismos. Seja C' a intersecao
de uma segao transversal ao fluxo de X que une F(z) e F(p) com o aberto V e defina
C, = F|Z};(C’) e C, = F|&;(C’) Observe que as curvas C, e C, estdao contidas na regiao
compacta limitada pela curva v, . Em particular, para h < h, suficientemente préximo

de hy, a Orbita 75 possui intersecao nao vazia com C, e (. Dai, temos
F(Cy M) = F(Cqg N )

e, consequentemente, F' nao ¢ injetora em ,. Desta forma, terfamos h € T, o que é uma
contradi¢ao com o fato de que h, = infT". Isso prova a Afirmagao 2.

Por outro lado, pela defini¢ao de h,, existe uma sequéncia decrescente {h,} em T,
com h,, > h,, para todo n € N, tal que h,, = h, e F' nao ¢é injetora em -y, . Isso significa
que, para todo n € N, existem p, # ¢,, com p,,q¢, € Y, € F(p,) = F(g,). Entao,
como {p,} e {¢,} estdo em um conjunto compacto limitado por I',, temos que {p,} e
{g.} admitem, respectivamente, subsequéncias convergentes {p,, } ¢ {¢s, }, as quais, por
sua vez, admitem subsequéncias convergentes {pnkj} e {anj}, respectivamente, tais que
Pry; = P € dn,, — ¢, cOMP,q € Ue F(pnkj) = F(anj), para todo indice ny;. Entao, como
{h,} — hg, temos p,q € v, e F(p) = F(q), o que implica p = ¢, pois F é injetora em
Yh.- No entanto, isso gera uma contradi¢ao com o fato de que F' é localmente injetora em
P, pois, nessas condicoes, temos F(pnkj) — F(p), F(an]_) — F(q) = F(p), P, =+ G, €
F (pnkj) = F(anj), para todo indice ng,. Assim, concluimos que o conjunto 7' é vazio e

esta provado o Teorema. |
Vejamos uma aplicagao do Teorema [£.3] no Exemplo [4.6] a seguir.
Exemplo 4.6. Seja F' = (f,g) : R? = R2, dada por
F(z,y) = (z(1+2* + ), y(1 + 2% + %))

No Ezemplo [[.5, verificamos que F é um difeomorfismo local e utilizamos o Teorema

de Sabatini para concluir que essa aplicagcao é um difeomorfismo global. Agora, vamos
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utilizar o Teoremal4.3, considerando os campos de vetores paralelos do tipo radial e faiza,
para concluir a injetividade da aplicagao. Tomando inicialmente o campo candnico radial

X(z,y) = (z,y), calculando JF - Yx a partir da expressao dada em (4.7)), obtemos
JF - Yx = (2(1+ 2% + )" y(1 + 2" + 7)),

o qual, claramente, € topologicamente equivalente a X. Agora, se considerarmos o campo

do tipo faiza X = (1,0), calculando JF - Yx obtemos
JF - Yy = (1 + 2+ 3y*, —2xy).

Observe que, neste caso, o campo JF'-Yx nao possui pontos de equilibrio. Como o campo
€ polinomial, podemos utilizar a compactificacao de Poincaré para analisar a existéncia
de pontos de equilibrio no infinito. Procedendo desta maneira, podemos concluir que os
unicos pontos de equilibrio no infinito sao a origem da carta Uy, a qual é um no atrator,
e seu correspondente na origem da carta Vi, o qual é um no repulsor. Portanto, uma
vez que nao existem pontos de equilibrio no interior do disco de Poincaré, concluimos que
o campo JF - Yy € topologicamente equivalente ao campo faiza X = (1,0). Assim, em
ambos o0s casos, podemos aplicar o Teorema[].3 para concluir que F é um difeomorfismo

global.

O Exemplo [4.7 mostra que a hipotese de U ser um conjunto simplesmente conexo no

Teorema [£.3 ndo pode ser descartada.

Exemplo 4.7. Seja F : R?\ {0} — R?\ {0} a aplica¢io dada em coordenadas polares

por F(r,0) = (r,20). Em coordenadas cartesianas, F' possui a sequinte expressao:

F(z,y) = /2% + 32 (cos (2 arctan y) ,sen (2 arctan Q)) )
T

T

Essa aplicacio € analitica em R? \ {0}, pois, para x prézimo de zero e y > 0 (respectiva-
mente, y < 0) podemos considerar arccos(z/+/22 + y?) (respectivamente, arccos(z//x? + y?)+
7)). Temos também que o Jacobiano de F' é constante e igual a 2 e, portanto, F' é um
difeomorfismo local. Ainda, € fdcil ver que se X = 2(—y,x), entio Yr = (—y,z) € se
X = (x,y), entao Yx = (x,y). Portanto, em ambos os casos, X e Yx sao topologicamente

equivalentes, mas F nao € injetora, pois € um duplo recobrimento de R?\ {0}.



o1

Como consequéncia da Observagao[2 e do Teorema[4.3] temos o Corolario[d.3 enunciado
a seguir. Observe que nao consideramos o caso radial no Corolario [£.3] pois o pullback de

um campo radial por um difeomorfismo local nao é um campo de vetores Hamiltoniano.

Corolario 4.3. Seja U um subconjunto aberto simplesmente conexo de R%.  Sejam
F : U — R? uma aplicagio de classe C* com Jacobiano naio nulo em todo ponto (x,y) € R?
e G: F(U) — R uma fungao de classe C*. Suponha que o campo de vetores Hamiltoni-
ano Hg seja anular ou faiza e defina H = G o F'. Entao, as duas condi¢oes sequintes sao

equivalentes:
(i) Os campos vetoriais Hamiltonianos Hy e Hg sao topologicamente equivalentes.
(i) F € um difeomorfismo global em F(U).

O Teorema 4.4| a seguir nao depende do conhecimento de F'(U) a priori e sua demons-

tragdo é analoga a demonstracdo de que () implica (i) no Teorema [1.3]

Teorema 4.4. Sejam U um subconjunto aberto simplesmente conexo de R?, F : U — R?
uma aplicagao com Jacobiano ndao nulo em todo ponto (z,y) € U e X : U — R* um
campo de vetores C* anular, radial ou faiza, em torno de um ponto de equilibrio F(z) nos
primeiros dois casos. Se Yy € topologicamente equivalente a X, entao F' € globalmente

mjetora.

O Exemplo[4.8)a seguir apresenta um exemplo de difeomorfismo local cuja injetividade

global pode ser concluida diretamente pelo Teorema [4.3] considerando o campo radial.
Exemplo 4.8. Seja F : R? — R? definida por
F(z,y) = (x +pia® + pox’y — psay?, y + pia’y + poay® — pay?).
Observe que F(0,0) = (0,0) e que o Jacobiano de F' € dado por
JF(z,y) = (1+ 3p1a® + 3pawy — 3psy®) (1 + pra® + pazy — p3y?)),

o qual nao se anula em nenhum ponto se p3 < 0 e p3 + 4p1pz < 0, oupy = p3 =0 ¢

p1 > 0. Logo, sob essas condigoes, temos que F' é um difeomorfismo local. Vamos aplicar o
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Teoremalf.3, utilizando o campo canénico radial, para concluir que F' é um difeomorfismo
global. Considere o campo de vetores X(x,y) = (x,y). A partir da expressao (4.7)),
obtemos

JE -V (z,9) = (1 + pra® + poxy — psy®) (2, ).

Claramente, temos que JEF - Yy € topologicamente equivalente a X, uma vez que
1+ p1a® + paxy — p3y® > 0, sob as condigoes assumidas para os pardmetros pi,ps € ps.
Desta forma, seque do Teoremal[{.4] que F ¢é globalmente injetora e, consequentemente, é

um difeomorfismo global, pois F' € polinomial.

Observacgao 3. A reciproca do Teorema[{.4] € falsa, em geral, como mostra o Ezemplo
. No entanto, € claramente verdadeira se assumirmos F(U) = R?, de acordo com o
Teorema @ Assim, no caso em que F : R? — R? € polinomial, a reciproca também é
verdadeira, uma vez que uma aplicacao polinomial injetora cujo dominio e contradominio
sejam R™ € automaticamente sobrejetora, de acordo com [2]. No caso particular em que
X(z,y) = (—y,z) € o campo canénico anular, a reciproca também € verdadeira com a

hipdtese adicional de que F(U) € um disco centrado na origem, de acordo com [§].

Exemplo 4.9. Seja F : R? — R? qa aplicagdo dada por F(x,y) = (arctanx,y). Temos
que det(DF(z,y)) =

T2 > 0, para todo (x,y) € R?, e essa aplicagdo é claramente
injetora. Observe, no entanto, que o pullback Yy = (—(1+x?)y, arctanz) do centro linear
X(z,y) = (—y,x) por F nao é um centro global, pois as orbitas que passam por pontos
(z,y) com |y| > § sao ilimitadas, veja a Figura . De fato, uma tal orbita € a pré-

imagem por F' da curva fechada (rcost,rsent), t € R, com r > 7. Trata-se, portanto, de

uma das curvas (tan(r cost), rsent), com |cost| < 1.
O proximo corolario é o Teorema [4.4] para campos de vetores paralelos Hamiltonianos.

Corolario 4.4. Sejam U um subconjunto aberto simplesmente conexo de R?*, F : U —
R? uma aplica¢io de classe C* com Jacobiano ndo nulo em todo ponto (x,y) € U e
G : R? — R uma aplicagdo de classe C?. Suponha que o campo de vetores Hamiltoniano

Hg seja do tipo anular ou faixa, em torno de um ponto de equilibrio F(z) no primeiro
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Figura 4.7: Retrato de fase do pullback Yy, sendo X(z,y) = (—y,z) e F(x,y) =

(arctan z, y).

caso, e defina H = G o F. Se Hy € topologicamente equivalente a Hg, entao F € um
difeomorfismo global.

2 .2
Observe que o Corolario no caso em que G(z,y) = (z -21-2/ )

difeomorfismo local polinomial com F'(0,0) = (0,0) é exatamente o Teorema de Sabatini,

e F:R? > R?2éum

levando em consideragao a Observagao [3| para a reciproca. Ainda, se G(x,y) = x, entdo
o Corolério [£.4] recupera o Teorema [3.2] o qual afirma que se os conjuntos de nivel de
uma das fungoes componentes de um difeomorfismo local F' = (f, g) em R? sdo conexos,
entdo F' é injetora. Isso decorre do fato de que Hg = (0, —1) é um campo de vetores do
tipo faixa, enquanto o campo de vetores Hamiltoniano Hy = Hy definido no conjunto
simplesmente conexo U é faixa se, e somente se, os conjuntos de nivel de H = f sao
conexos, de acordo com o Lema [£.5]

No Capitulo , enunciamos o resultado conhecido como Teorema de Hadamard (Teo-
rema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [I§]. Recordamos que esse teorema
nos fornece uma condigao necessaria e suficiente para que a CRJ no plano seja verdadeira,

pois afirma que uma fungao F' : R" — R" com Jacobiano nao nulo em todo ponto é um di-



o4

feomorfismo global se, e somente se, é propria. A seguir, forneceremos uma demonstragao

desse resultado em R?, utilizando o Lema [4.4] e o Teorema [4.3|

Prova do Teorema de Hadamard em R?: E claro que um difeomorfismo global
¢ uma aplicacao propria. Por outro lado, suponha que a aplicacao F : R? — R? possua
Jacobiano nao nulo em todo ponto do plano e seja propria. Como F' é um difeomorfismo
local e, portanto, uma aplicacao aberta, segue que sua imagem é um conjunto aberto, o
qual deve ser todo o R?, uma vez que F ¢ propria. De fato, caso contrério, isto é, se
F(R?) # R?, poderiamos tomar uma sequéncia F'(z,) que converge a um ponto no bordo
de F(R?) e teriamos uma contradi¢do. Em particular, deve existir um ponto z, € R? tal
que F(z) = (0,0).

Agora, considere o campo canénico anular X (z,y) = (—y, x). Sabemos que os pontos
de equilibrio do pullback Yy sao as pré-imagens de 0 pela aplicacao F', de acordo com o
Lemal[d.4] e sao localmente centros, pois F' ¢ um difeomorfismo local. Por outro lado, cada,
6rbita nao constante de Yy esté contida na pré-imagem de um circulo 22 + y? = r2, o
qual ¢ um conjunto compacto, uma vez que F' é propria. Logo, pelo Teorema de Poincaré-
Bendixson, segue que todas as 6rbitas nao constantes de Yy sao periodicas e os pontos
de equilibrio de Yy sao centros. Note que Yy deve possuir um tinico centro, pois, caso
contrario, deveria existir uma separatriz v, a qual é necessariamente uma orbita periddica
no bordo do anel periédico de um dos centros. No entanto, isso ¢ uma contradi¢ao, pois a
dependéncia continua em relacao as condigoes iniciais obriga v a estar contida no periodo
anular do centro. Assim, temos que X e Yy sao topologicamente equivalentes e F' é um

difeomorfismo global, pelo Teorema [£.3] |
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4.3 Equivaléncia topologica de campos de vetores pa-
ralelos

Em posse dos Teoremas[4.3]e[4.4], é pertinente buscarmos condigoes para que um campo
de vetores seja topologicamente equivalente a um campo paralelo do tipo anular, radial
ou faixa. De fato, essa ideia é bem explorada na literatura para o caso anular, tendo em
vista o Teorema de Sabatini. A Proposigao a seguir fornece uma condicao necesséria
e suficiente para que um campo de vetores polinomial seja topologicamente equivalente a

um campo anular.

Proposigao 4.1. Sejam Y um campo de vetores polinomial em R?*e X (z,y) = (—y, ) o
campo de vetores candnico do tipo anular. Entao, Y € topologicamente equivalente a X

se, e somente se, as duas condi¢oes sequintes sao satisfeitas:
(i) Y possui um tnico ponto de equilibrio, o qual é do tipo centro.

(i1) Cada ponto de equilibrio infinito de Y € formado por dois setores hiperbolicos dege-

nerados.

Demonstracao: (=) Se Y é topologicamente equivalente a X', Y deve possuir, obri-
gatoriamente, um tnico ponto de equilibrio, o qual deve ser do tipo centro, uma vez que
X possui um tnico ponto de equilibrio, o qual é um centro. Se Y nao possui pontos de
equilibrios infinitos, a condi¢ao (ii) é automaticamente satisfeita, por vacuidade. Agora,
se Y possui pontos de equilibrio infinitos, a tinica possibilidade é que cada ponto de equi-
librio infinito seja formado por dois setores hiperboélicos degenerados, pois se um ponto
de equilibrio infinito for o ou w-limite de alguma o6rbita com condigao inicial no interior
do disco de Poincaré, esse campo nao pode ser topologicamente equivalente a X', uma
vez que as Orbitas de X com condicao inicial no interior do disco de Poincaré sao érbitas
periddicas e a imagem de uma orbita periddica por um homeomorfismo é também uma
orbita periddica.

(<) Seja Y um campo de vetores polinomial no plano que satisfaga as condigoes (i)

e (i7). Suponha que Y nao seja topologicamente equivalente a X. Observe que, nestas
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condicoes, a unica possibilidade, a principio, para que Y nao seja topologicamente equiva-
lente a X é que o anel periddico de Y nao seja todo o plano, ou seja, que o anel periddico
de Y possua um anel peridédico I' contido no interior do disco de Poincaré. Como estamos
exigindo que Y possua um tnico equilibrio, I' s6 pode ser uma oOrbita fechada, na qual
as orbitas do centro se acumulam. Tome uma secao transversal sobre I'. Entao, como a
aplicagao de Poincaré é analitica e no interior do anel perioédico ela é constante, isto €,
a identidade, segue que essa aplicacao deve também ser a aplicagao identidade no exte-
rior do anel periédico, o que é um absurdo, pela definicao de anel periédico. Logo, Y é

topologicamente equivalente a X'. |

Observe que se considerarmos um difeomorfismo local polinomial F' definido no plano,
com F(z) = (0,0), para um tnico z € R?, e tomarmos Y como sendo o pullback de X por
F', entao a condicao (i) da Proposic¢ao é automaticamente satisfeita, de acordo com o
Lema [4.1} Assim, para esse caso particular, o resultado anterior pode ser enunciado da

seguinte maneira.

Teorema 4.5. Seja F = (f,g) : R?> — R? uma aplica¢do polinomial, cujo Jacobiano
nao se anula em nenhum ponto e tal que existe um tnico z € R? tal que F(z) = (0,0).
Considerando o campo canonico anular X (z,y) = (—y, ), temos que JF - Yx € topologi-
camente equivalente a X (consequentemente, F' € injetora) se, e somente se, cada ponto
de equilibrio infinito de JF - Y~ € formado por dois setores hiperbdlicos degenerados, isto

€, as separatrizes dos setores hiperbolicos estao contidas no bordo do disco de Poincaré.

Nesse sentido, é interessante pensarmos em condi¢oes analogas para garantir que
JF - Yy e X sejam topologicamente equivalentes, quando X é um campo paralelo do
tipo radial ou faixa. A principio, uma das condi¢oes que precisariamos garantir, nesses
dois casos, para que JF'- Yy e X sejam topologicamente equivalentes, seria que JF'- Yy nao
possua oOrbitas periddicas. No entanto, veremos na proposicao a seguir que essa condi¢ao

¢ automaticamente satisfeita.

Proposigao 4.2. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicacio polinomial em R?  cujo

Jacobiano nao se anula em nenhum ponto. Entao, se X (x,y) = (z,y) ou X (z,y) = (1,0),
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o pullback JF - Yx nao possui orbitas periodicas.

Demonstracao: Considerando o campo canédnico radial X (z,y) = (z,y), de acordo

com , temos que
JF'yX = (P7Q> = (fgy _gfya_fgr +gfz)‘

Calculando a divergéncia de JF' - )y, obtemos

div(JF - Yy) = g—i + ?3_3
_ O(fgy —9fy) N IN—=fge+ 9fz)
N ox Jy

= f:vgy + fgyx - gwfy - gfyg: - fygac - fgxy +gyfx +gf:cy
= 2(fmgy_gxfy)'

Observe que f,g, — g f, ¢ exatamente a expressao para o Jacobiano de F', o qual nao
se anula em nenhum ponto do plano, por hipdtese. Logo, o sinal de div(F") é constante em
todo o plano. Entao, pelo Teorema de Bendixson (Teorema , concluimos que JF' - Yy
nao possui o6rbitas periodicas.

Agora, se considerarmos o campo X(z,y) = (1,0), temos que JF - Yy = (gy, —9a)-
Observe que JF'- Yy nao possui pontos de equilibrio, pois o fato de o Jacobiano de F' nao
se anular em nenhum ponto implica, em particular, que o gradiente de g nunca se anula.
Consequentemente, concluimos que neste caso também nao existem Orbitas periddicas,
pois, se tais Orbitas existissem, existiria necessariamente um ponto de equilibrio no interior

da regiao delimitada pela o6rbita periddica. |

Definicao 4.9. Se p € um ponto de equilibrio ou ponto de equilibrio infinito de um dado
campo de vetores em R?, dizemos que p é uma sela topoldgica (respectivamente, né topo-
légico) quando p € topologicamente equivalente a uma sela hiperbolica (respectivamente,

nd hiperbdlico).

Considerando o campo radial X' (z,y) = (z,y), podemos enunciar o seguinte resultado.
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Proposigao 4.3. Sejam F = (f,g) uma aplicagdo polinomial em R? cujo Jacobiano ndio
se anula em nenhum ponto e X (x,y) = (x,y) o campo de vetores candnico radial. Suponha
que JF - Yy = (fgy — 9fy, —f 9z + gfz) possua um inico ponto de equilibrio p e satisfaca
alguma das sequintes condigoes:

(i) Todos os pontos no infinito sao pontos de equilibrio infinitos e cada ponto no infi-
nito € w—hmite de uma unica orbita com condicao inicial no interior do disco de
Poincaré;

(11) Todos os pontos de equilibrio no infinito sao formados por dois setores hiperbdlicos
degenerados;

(i1i) Existem 2n pontos de equilibrios no infinito, dos quais n sao selas topoldgicas e os
outros n. pontos sao nos topologicos, dispostos de forma alternada, isto €, entre dois
nds topoldgicos sempre existe uma sela topoldgica. Ainda, se o ponto de equilibrio p
¢ instdvel (respectivamente, estdvel), entiao os nds topoldgicos no infinito sao estd-
veis (respectivamente, instdveis). Se existem outros pontos de equilibrio no infinito,

entao estes sao formados por dois setores hiperbolicos degenerados.

Entao, JE - Yy € topologicamente equivalente a X. Consequentemente, F € injetora.

Demonstracao: Como F' é um difeomorfismo local e p = F(0,0), uma vez que a
origem é o unico ponto de equilibrio do campo X e p é o tinico ponto de equilibrio do
campo JF'- Yy, temos que p é localmente um no topologico. Pela Proposigao [4.2] sabemos
que JF' - Yy nao possui Orbitas periodicas. Desta forma, nos resta analisar os pontos de
equilibrio no infinito de JF - V.

E facil ver que JF - Yy e X sdo topologicamente equivalentes no caso em que
JF - Yy possui infinitos pontos de equilibrio no infinito e cada ponto de equilibrio in-
finito é w—limite (respectivamente, a—limite) de uma tnica érbita com condigao inicial
no interior do disco de Poincaré. De fato, nesse caso, toda érbita diferente de p no interior
do disco possui p como a—limite (respectivamente, w—limite) e um ponto no infinito como
w—limite (respectivamente, a—limite). Assim, quando JF' - Yy satisfaz a condicao (i),

esta provado. Veja a Figura [4.§
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Figura 4.8: Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem e

tal que todos os pontos no infinito sao pontos de equilibrio.

Agora, se cada ponto de equilibrio no infinito é formado por dois setores hiperbélicos
degenerados, entdo o infinito é w—limite (respectivamente, a—limite) de todas as érbitas
diferentes de p, as quais possuem p como a—limite (respectivamente, w—limite). Dessa
forma, temos que JF - Yy é também topologicamente equivalente a X, no caso em que

JF - Yy satisfaz a condigao (ii). Veja a Figura[t.9

Figura 4.9: Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem e

quatro pontos equilibrios infinitos formados por dois setores hiperboélicos degenerados.

Agora, suponha que JF - Yy satisfaga a condicao (7iz). Entao, se p é instavel (respec-
tivamente, estavel) e JF - Yy possui n nos topologicos e n selas topologicas como pontos
de equilibrios infinitos, entdo cada né topologico no infinito deve ser estavel (respectiva-
mente, instével), por hipotese, e a parte instavel (respectivamente, estével) de cada sela
topologica no infinito deve estar contida no bordo do disco de Poincaré, uma vez que,
por hipotese, entre dois nos topologicos sempre existe uma sela topologica. Assim, toda

orbita diferente de p que esta contida no interior do disco de Poincaré possui p como
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a—limite (respectivamente, w—limite) e um ponto no infinito (uma sela topoldgica ou um

no topolégico) como w—limite (respectivamente, a—limite). Veja a Figura |4.10]

Figura 4.10: Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem
e dois pares de pontos de equilibrio infinitos: dois nds topolégicos estaveis e duas selas

topologicas.

Desta forma, segue que JF' - Yy e X sao também topologicamente equivalentes neste
caso. Observe que o resultado continua valido caso JF' - Yy possua outros pontos de
equilibrio infinitos formados por dois setores hiperbolios degenerados, pois, neste caso,
esses pontos nao podem ser a—limite ou w—limite de nenhuma 6rbita com condigao inicial
no interior do disco de Poincaré e, portanto, JF'- Yy e X continuam sendo topologicamente

equivalentes. Veja a Figura [4.11] |

Figura 4.11: Retrato de fase global de um campo com um equilibrio instavel na origem
e quatro pares de pontos de equilibrio infinitos: dois nds topologicos estaveis, duas selas

topologicas e quatro pontos de equilibrio infinitos degenerados.

Observagao 4. Observe que a condigao (ii) inclui o caso em que JF-Yy nao possui pontos

de equilibrios infinitos. De fato, neste caso, o infinito € uma orbita periddica. Entretanto,
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a proxima proposicao mostra que esse caso nao acontece se estivermos considerando o
campo canonico radial X(x,y) = (x,y), isto €, JF - Yy sempre possui pontos de equilibrio

infinitos, neste caso.

Proposigao 4.4. Seja F = (f,g) : R> — R? uma aplicagio polinomial cujo Jacobiano
nao se anula em nenhum ponto e X(x,y) = (z,y) o campo de vetores canodnico radial.

Entao, JF - Y~ sempre possui pontos de equilibrio infinitos.

Demonstragao: Neste caso, temos

JF-Yx =(P,Q) = (f9y — 9fy,—f9: +39[z)-

Assim, pelo Lema [2.2] sabemos que os pontos de equilibrio infinitos de JF - Yy séo

dados pelos fatores lineares do polinémio homogéneo

yP. — 2Qr = y(fgy — 9fy )k — (= fge + 9fu ),

em que k = max{grau(P), grau(Q)} e P, e Q) denotam as partes homogéneas de grau k
dos polinémios P e @, respectivamente. Sendo n = grau(f) e m = grau(g), pelo Teorema

de Euler, temos que

T fr, + yfny =nfn (4'9)

em que f, e g, sao as partes homogéneas de grau n e m, de f e g, respectivamente

(note que se m # n, entdo k = m + n — 1). Multiplicando (4.9) e (4.10) por g., e fn,

respectivamente, obtemos

xfnzgm + yfnygm =N frGm (4'11)

xgmxfn + ygmyfn = MG fn- (4'12)

Subtraindo a expressao (4.11]) da expressao (4.12]), obtemos que

(m - n)fngm = y(gmyfn - fnygm) - x(fnzgm - gmzfn) = yPk - -TQk
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Desta forma, segue que
yPy — 2Qr = (m — n) frgm. (4.13)
Agora, tome o campo H; = (f,, —f,). Entao, como H; nao possui pontos de equilibrio
(uma vez que o gradiente de f nao se anula em nenhum ponto), o Teorema de Poincaré-
Hopf garante que esse campo deve possuir pontos de equilibrio infinitos, o que implica que
existe um fator linear que divide o polinémio yf,, + xf,, = nf,. Assim, pela expressao
, concluimos que sempre existe um fator linear que divide y P, —xQy, ou seja, JF'- Yy
sempre possui pontos de equilibrio infinitos. Em particular, observe que se m = n, entao

todos os pontos no infinito sao pontos de equilibrio. |

Observe que na Proposi(;éohaviamos considerado o campo canonico radial X' (z,y) =
(x,y) para construir o pullback JF - Yy e mostramos que JF' - Yy sempre possui pontos
de equilibrios infinitos, neste caso. Poderiamos, no entanto, reescrever a Proposicao
tomando X um campo topologicamente equivalente ao campo canénico radial. Assim, se
tomarmos o campo radial X' (z,y) = (r —y,z +y), é possivel que o pullback JF' - Yy nao
possua pontos de equilibrios infinitos. Para esse caso, sendo F' = (f, g) : R? — R2, temos
que

JFyX - (gy(f_g) _fy(f+g)7_gz<f_g)+fx(f+g))> (414)

o qual pode nao possuir pontos de equilibrio infinitos. De fato, se tomarmos o exemplo
trivial em que F' é a aplicacao identidade, JF'-)y nao possui pontos de equilibrios infinitos.

Isso também acontece no seguinte exemplo.

Exemplo 4.10. Seja F(z,y) = (f(z,v),9(z,y)) = (23— > —y, 2> + 4> + 2) e considere o
campo

X(x,y) = (x —y,x+y). Observe que o Jacobiano de F ¢é dado por 1+ 3y* + 32%(1 + 6y?)
e nao se anula em nenhum ponto (x,y) € R?. De acordo com a expressio (4.14)), temos

que
JE - Yy(z,y) = (v — y+a:3(2 +6y2) — 6(y3 +y5),.il: +y+ 2y + 6932(:5 + 23 +y3)),

o qual possui um unico ponto de equilibrio na origem e cuja compactificagcao de Poincaré

nao possut pontos de equilibrio infinitos.
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Observagao 5. Se tomarmos X(z,y) = (v +y,x —y), utilizando um argumento andlogo

ao da demonstrag¢ao da Proposi¢ao[].3 € possivel também concluir que JF - Y ndo possui
drbitas periddicas, em que JF - Yy = (g,(f — 9)-fy(f +9), —9(f —9) + fo(f + 9)).

No proximo exemplo, utilizamos a Proposi¢ao [4.3] juntamente com as observagoes
anteriores, para concluir a injetividade de uma classe de aplicagoes polinomiais no plano.
Exemplo 4.11. Considere a sequinte classe de aplicagdes polinomiais F = (f,g) : R*? —
R2, dada por

F(z,y) = (—y+a" =y o+ "+ "),
com k > 1 impar. O Jacobiano de F é dado por

det(DF(z,y)) = 1 + k(2" + 951 4 28225 11 > 0, V(x,y) € R%

Tomando X (x,y) = (x+y,xr—y), calculando o pullback JF-Y~ de acordo com a expressdo
(4.14), sendo JF - Yy := (P,Q), obtemos
P(z,y) == —y — 2ky" " (y +y*) + 22" (1 + ky* ),
Q(z,y) = x + 2ka™ + 2k 4y + 2y (1 + 2ka™ ).
E possivel concluir que a origem é o unico ponto de equilibrio de JF - Y. De fato,
pelo item (i) do Lemal4.4, p é um ponto de equilibrio de JF - Yx se, e somente, se F(p) é
um ponto de equilibrio de X. Assim, temos que a origem € o unico equilibrio de JF - Vx

se, e somente se, o sistema

flxy) —glz,y) =—y—2x—2" =0, (4.15)

flxy) +g(x,y) =z —y+2" =0 (4.16)

possui o ponto (0,0) como tnica solu¢ao. Observe que isso € verdade, pois, como k é
impar, a reta x = —y — 2y* possui coeficiente angular negativo e a reta y = x + 2% possui
coeficiente angular positivo. Desta forma, essas retas tém apenas um ponto de intersecao.

Agora, analisaremos os pontos de equilibrio infinitos. Se k > 1, entdo as partes homo-

géneas de maior grau de JF' - Yy possuem grau 2k — 1 e sao dadas por
Py a(2,y) = =2k(y™ " — 2y

Qar—1(z,y) = 2k(y 2" — 2?7,
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Assim, de acordo com o Lemal2.4, a compactificacao de Poincaré do campo JF Y~ possui
pontos de equilibrios infinitos se existe um fator linear real da forma ax + by que divide o

polindomio yPop_1 — xQor_1. Entao, como

yPor1(2,y) — 1Qup1(,y) = y(—2k(y™ " = 2"y* 1)) — 2(2k(y et — 2P7)
= 2k(y? — gtk 4 ykak 4 g2
= —2k(y** + 22,
concluimos que JF - Yy nao possui pontos de equilibrio infinitos, uma vez que nao existe
um fator linear real que divide o polinémio y** + 2%, sendo k > 1. Assim, temos que X e

JF - Yy sdo topologicamente equivalentes. Consequentemente, F' € injetora. Observe que

no Exemplo tomamos k = 3.

Na proxima proposi¢ao, temos uma condicao suficiente para que o pullback do campo
de vetores canonico do tipo faixa X(z,y) = (1,0) por uma aplica¢do polinomial F' com

Jacobiano nao nulo em todo ponto seja topologicamente equivalente a X'.

Proposigao 4.5. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplica¢io polinomial com Jacobiano
nao nulo em todo ponto e considere o campo candnico do tipo faiza X(x,y) = (1,0).
Entao, se JF - Yy possui como pontos de equilibrio infinitos um inico par de pontos, p
e p, sendo p um nd atrator e p' um nd repulsor, JF - Yy € topologicamente equivalente
a X. Consequentemente, F € injetora. O resultado continua vdlido se, além de p e p/,
JF - Yy possuir outros pontos de equilibrio infinitos formados por dois setores hiperbolicos

degenerados.

Demonstracao: De acordo com a expressao , temos que, neste caso, o pullback
de X por F' é dado por
JF - Yx = (9, —9x)-
Podemos observar, inicialmente, que JF'- Yy nao possui equilibrios, uma vez que o fato de
o Jacobiano de F' nao se anular em nenhum ponto implica que, em particular, o gradiente
de g também nao se anule em nenhum ponto. Assim, concluimos também que nao existem
orbitas periodicas, pois, caso existissem, obrigatoriamente existiria um ponto de equilibrio

no interior da regiao limitada pela 6rbita periddica. Logo, todas as 6rbitas sao ilimitadas.
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Dessa forma, se existem exatamente dois pontos de equilibrios no infinito, um deles é o
w—Ilimite de todas as 6rbitas e o outro é o a—limite de todas as orbitas, o que é garantido
pela condicao de que um dos noés seja atrator e o outro repulsor. Nestas condicoes, JF'- Yy
é topologicamente equivalente a X'. Agora, suponha que JF - )y possua outros pontos
de equilibrios infinitos, formados por dois setores hiperbolicos degenerados, e seja p” um
desses pontos. Entdo, como p” é formado por dois setores hiperbolicos degenerados, p”
nao pode ser a—limite ou w—limite de nenhuma o6rbita com condic¢ao inicial no interior
do disco de Poincaré. Assim, JF - Yy continua sendo topologicamente equivalente a X.

Exemplo 4.12. Seja F(z,y) = (#* +v* + 2+ y,y> — 2 — 2 + y) e considere o campo
X(z,y) = (1,0). Observe que o Jacobiano de F, dado por 2(3z* + 1)(3y* + 1), ndo se

anula em nenhum ponto (z,y) € R% Calculando o pullback de X por F, obtemos
JF - Ya(w,y) = (=3y* — 1, =327 — 1).

De fato, JF - Yy nao possui pontos de equilibrio e, quando compactificado, possui apenas
o ponto (1,0) como ponto de equilibrio infinito na carta Uy, o qual é um nd repulsor, e
seu correspondente na carta Vi, o qual € um no atrator. Logo, temos que JF - Yy e X

sao topologicamente equivalentes e F' € injetora. Veja a Figura[{.13

Figura 4.12: Retrato de fase do campo JF - Vy(z,y) = (=3y* — 1, —32? — 1).



Capitulo 5

Condicoes suficientes para que a
Conjectura Jacobiana Real em R? seja

verdadeira

No Capitulo[3] mencionamos alguns resultados que estabelecem uma condigao suficiente
para a CJR em R?, considerando o grau de uma das fung¢oes coordenadas. Agora, neste
capitulo, o nosso interesse é explorar resultados que fornecem condigoes suficientes para
que a CJR em R? seja vélida, a partir do Teorema . Utilizando o Teorema de Sabatini,
essa ideia foi explorada em 2015 no artigo [6], por F. Braun e J. Llibre, e em 2016, no artigo
[5], por F. Braun, J. Giné e J. Llibre. O principal resultado do artigo [6] é o Teorema
o qual serd enunciado a seguir. Este resultado estabelece uma condigao suficiente
para que a CJR em R? seja verdadeira, considerando os polindmios homogéneos de mais
altos graus das fungoes coordenadas, no caso particular em que essas fungoes possuem o

mesmo grau.

Teorema 5.1. Considere F = (f,g) : R? — R? uma aplicagdo polinomial com Jacobiano
nao nulo em todo ponto. Suponha que grau(f) = grau(g) = m > 1. Se os polindmios
homogéneos de mais altos graus de f,, e gn de f e g, respectivamente, nao tém fatores

lineares reais comuns, entao F' € injetora.

Demonstragao: A demonstragao consiste, essencialmente, em mostrar que nas hi-

66
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poteses do teorema, H)js, possui um centro global na origem e, portanto, ' é um difeo-
morfismo global, de acordo com o Teorema de Sabatini, sendo, em particular, injetora.
Inicialmente, observe que nas hipoteses do Teorema de Sabatini é exigido que F'(0,0) =
(0,0), no entanto, caso isso nao ocorra, basta fazer uma translagao. De fato, se F'(0,0) =
(a,b) # (0,0), com (a,b) € R?, temos que F ¢é injetora se, e somente se, G = (g1, 92) :
R? — R?, dada por G(z,y) = F(x,y) — (a,b) ¢ injetora. Mais ainda, ¢ imediato que G
é polinomial, grau(g;) = grau(g:) = m, o Jacobiano de G ¢ igual ao Jacobiano de F' e
G(0,0) = (0,0). Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que F'(0,0) = (0,0).
Observe que as componentes do campo de vetores Hyy, = (P, Q) sao

My

P(x,y) = o = —f(z,9) fy(z,y) — 9(z,y)g, (7, y)

Qw9) = 5 = F(. ) ol) + (2 )0sl,0).

Deste modo, denotando por n o maximo grau de P e (), temos n < 2m — 1.

O fato do campo H)y, possuir um centro global na origem decorre das trés afirmagoes
seguintes.
Afirmacao 1. A compactificagao de Poincaré de H);, nao possui pontos de equilibrio
infinito.

Pelo Lema 2.2 o campo de vetores Hy, tem pontos de equilibrio infinito se existir
um fator linear da forma ax + by que divide o polindémio x@,, — yP,. As fungoes a seguir

estao aplicadas em (z,y), omitiremos isso para facilitar a notagao. Assim, temos
afm agm 8fm agm
—uP. = —Jm —Jm —Jm —om
=1 () g (2] o 1 (22 0 (2
1 2 2
1 2 2

=m(fy + gn)-
A terceira igualdade anterior decorre diretamente da Formula de Euler. Assim, concluimos

que a compactificacao de Poincaré de H);, nao possui pontos de equilibrio no infinito, pois,
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caso contrario, se existisse um fator linear real ax + by que divida o polinémio 2Q,(x,y) —
yP,(z,y), ele dividiria também f2 + g2, o que implicaria que dividiria simultaneamente
fm € gm, 0 que nao ocorre, por hipotese.

Afirmacao 2. H),, nao possui pontos de equilibrio diferentes da origem.

Por defini¢ao, sabemos que os pontos de equilibrio de Hj, satisfazem
P(z,y) = Q(z,y) = 0, 0 que ¢ equivalente ao sistema ([£.4). Como observado anteri-
ormente na demonstracao do Lema {4.1] a matriz associada a este sistema linear possui
determinante igual ao Jacobiano de F' no ponto (z,y), o qual é diferente de zero. Logo,
nao podemos ter uma quantidade infinita de solugoes para F(x,y) = (0,0). Pelo Lema
todos os pontos de equilibrio finitos de Hjs, sao os zeros de F' e, portanto, temos
uma quantidade finita deles.

Sabemos que cada ponto de equilibrio de Hy;, corresponde a dois pontos de equilibrio
na esfera de Poincaré quando compactificado, um no hemisfério norte e outro no hemisfério
sul. Além disso, pelo Lema 4.1} temos que os pontos de equilibrio de Hyy, sdo centros
e, portanto, correspondem a centros na esfera de Poincaré. Observe que a origem do
campo Hy;,. ¢ um ponto de equilibrio, pois estamos assumindo que F'(0,0) = (0,0), o
qual induz dois centros na esfera de Poincaré, (0,0,1) e (0,0, —1), com indices iguais a 1,
de acordo com o Lema [4.1] Portanto, o somatorio desses indices na esfera é dois. Assim,
se existisse outro ponto de equilibrio de Hy;, diferente da origem, o somatoério dos indices
excederia dois, o que nao pode acontecer, de acordo com o Teorema de Poincaré-Hopf, o
qual garante que o somatoério dos indices dos pontos de equilibrio na esfera é dois. Assim,
nao podem existir outros pontos de equilibrio de H);, diferentes da origem, a menos que
existam pontos de equilibrio em S! com indices negativos para compensar a soma, o que
nao ocorre devido & Afirmagao 1. Portanto, a origem de H},,. é o tinico ponto de equilibrio
finito.

Afirmagao 3. O anel periédico da origem de Hyy, ¢ o R?\ {(0,0)}.

Suponha que o anel periddico da origem de Hjs, nao seja o R? \ {(0,0)}. Deste

modo, o anel periédico da origem de Hy;, nao ¢ o S', quando consideramos a projegao da

compactificacao do campo H)y, sobre o disco de Poincaré. Considere, entao, a projecao
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da compactificacao do campo Hyy, sobre o disco de Poincaré. Sabemos que nao existem
pontos de equilibrio, exceto a origem, bem como pontos de equilibrio infinitos. Considere I"
o bordo do anel periédico e a um ponto no exterior da regiao limitada por I'. Agora, vamos
analisar a orbita v,, passando por a. Observe que 7, possui I' como w—limite ou a—limite,
pois, caso contrario, contradizemos o Teorema[2.2] o qual garante a existéncia e unicidade
de solugoes de equagoes diferenciais. Assim, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, segue
que I' é uma oOrbita fechada, uma vez que nao possui pontos de equilibrio.

Agora, tome ¥ uma secao transversal sobre I'. Observe que a transformagao de Poin-
caré, quando restrita & intersecao de > com pontos de I' e pontos do interior da regiao
limitada por I' é a aplicagao identidade, uma vez que nestas regioes o bordo e os pontos
interiores do bordo sao orbitas periédicas. Como a transformacgao de Poincaré Y é anali-
tica, pois o campo é polinomial e, portanto, analitico, de acordo com a Proposicao 1.21
do livro [15], ela deve ser também a identidade quando restrita & intersegao ¥ com pontos
do exterior da regiao limitada por I'. No entanto, isso nos leva a uma contradi¢ao com
a defini¢gdo de anel periddico, pois o anel periodico da origem é a maior (no sentido da

inclusdo) vizinhanga de (0, 0) tal que o seu interior é preenchido por érbitas periddicas.

Proposigao 5.1. Considere F' = (f,g9) : R?> — R? uma aplica¢io polinominal com

Jacobiano nao nulo em todo ponto, F(0,0) = (0,0) e

Suponha que grau(f) = grau(g) = m > 1. Se os polindmios homogéneos de mais altos
graus f,, e g, de f e de g, respectivamente, nao tém fatores lineares reais comuns, entao
os polindmios homogéneos de mais altos graus de P e Q) também nao tém fatores lineares

Teqls COMUNS.

Demonstracao: Nesta demonstragao, as fungoes estdo sempre aplicadas em (z,y),
todavia, omitiremos esse detalhe e denotaremos por (P(z,y)), e (P(x,y)), as derivadas
parciais do polindémio P(x,y) com respeito a x e a y, respectivamente, para facilitar a

notacao.
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Primeiramente, note que (f2 + ¢2,). # 0 e (f2 + ¢2), # 0. De fato, se supormos
que (f2 + ¢g2). = 0, entdo f2 e g2 seriam fungoes apenas de y e, portanto, terfamos
que fo(z,y) = any™ e gn(x,y) = bry™, o que implicaria que y é um fator comum de
fm(z,y) € gm(x,y), 0 que ndo ocorre, por hipétese. De forma analoga, provamos que
(f2 4 9¢2), £ 0. Assim, a menos de sinal, temos que os termos homogéneos de mais altos

graus de () e P sao dados, respectivamente, por
(fi + gfn> . (fi +9i>
2 . 2 y
Temos que

(fgq + ggn) _ 2fm(fm)e + 29m(gm )z
2 . 2

- fm(fm):t: + gm(gm)x = Qn ?_é 0,

= fi(fm)y + Gm(gm)y = —Pn # 0.

<f731 + g?n) _ 2fim(fm)y + 29m(gm)y
2 y 2

Para provar a proposi¢ao, utilizaremos a contrapositiva. Assim, suponha a existéncia
de um fator linear real da forma ax + by que divida os termos homogéneos de mais altos
graus de () e P. Vamos mostrar que ax + by divide os polinémios f,, e g,,. Como, por
hipotese, ax + by divide os termos homogéneos de mais altos graus de () e P, temos que
ax+ by divide qualquer combinagao linear desses termos, em particular, divide xQ,, —y P,,.

Agora, observe que
2 2 2 2
2Qn —yP, =z <fm;gm)x +y (fm;gm>y

— <2fm(fm)z;29m(gm)z> +y <2fm(fm)y;2gm(gm>y)

=z (fu(fm)e + 9m(gm)e) +y (fn(fin)y + 9m(gm)y)
= (z,9) - 3V (f5, + 9m)
=5 2m(f}+g%)

=m (fa + gm) -
Assim, obtemos que ax + by divide m(f2 + g2,) e, portanto, divide f,, e g, ou seja, é um

fator linear em comum de f,, e g,,, concluindo a prova da proposicao. |
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Em 2016, F. Braun, J. Giné e J. Llibre, no artigo [5], generalizaram o resultado obtido

no Teorema [5.1] por meio do Teorema [5.2]

Teorema 5.2. (Braun, Giné, Llibre). Considere F = (f,g) : R* — R? uma apli-
cagdo polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto, F(0,0) = (0,0), e o campo de
vetores polinomial Hyy (z,5) = (P(2,9), Q@) = (—(Ffy + 99, Ffo + 99:). Suponha
que 0s polindmios homogéneos de mais altos graus de P e @), respectivamente, nao tenha

fatores lineares reais comuns. Entao, F' € injetora.

Observe que a Proposigao[5.1]demonstra que o Teoremal5.2]¢é de fato uma generalizagao

do Teorema Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.1. Considere a aplicagao polinomial F(x,y) = (f,g) : R*> — R?, dada por
Fla,y) = (v +2° —y,2° +y).

Observe que o Jacobiano de F' é dado por 1+622%, que é maior ou igual a zero para todo
(z,y) € R%. Além disso, temos que grau(f) = grau(g) = 3, f3(z,y) = 2% € g3(z,y) = 2.
Assim, o fator linear x é comum a ambos. Portanto, nao estamos nas hipoteses do

Teorema[5.1 Por outro lado, € fdcil ver que F(0,0) = (0,0) e que
Hyp(2,y) = (P(2,9), Q(2,y)) = (v — 2y, 2 — y + 42° + 62°).

O polindmio homogéneo de mais alto grau de P € x —2y e o polindmio homogéneo de mais
alto grau de Q € 62°, 0s quais nao possuem fator linear em comum. Portanto, estamos nas
hipdteses do Teorema[5.3 Logo, F € injetora e, como € polinomial, é um difeomorfismo

global.

Observe que a ideia central presente nas demonstragoes dos Teoremas e [5.2] foi
utilizar a parte homogénea de mais alto grau das fungoes coordenadas e de suas derivadas
para garantir uma condicao suficiente para a existéncia de um centro global, a fim de
utilizar o Teorema de Sabatini para se concluir a injetividade da aplicagao. O Teorema
[4.3] abre novas possibilidades nesse sentido. Para buscar condigoes que garantam a inje-

tividade de um difeomorfismo local polinomial F' no plano, podemos, de uma forma mais
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geral, tomar X um campo de vetores paralelo e buscar condi¢oes para que o pullback
JF' - Yy seja topologicamente a X.

Deste modo, torna-se vélido o seguinte questionamento: Dado um difeomorfismo local
polinomial F' = (f,g) : R? — R? com f(z) = 0, para algum 2z € R? e um campo
de vetores X do tipo anular, radial ou faixa, quais condi¢bes podemos impor nas funcoes
coordenadas f e g de forma a garantir que o pullback )y seja topologicamente equivalente
a X e, portanto, F' seja globalmente injetora? Em outras palavras, queremos utilizar o
Teoremal[d.3| para encontrar condigoes suficientes para que a CJR no plano seja verdadeira.
Como mencionado anteriormente, essa ideia foi explorada em [5] e [6] para o caso anular.
O proximo resultado, o qual pode ser encontrado em [I4], explora uma ideia similar

considerando o campo do tipo faixa X'(z,y) = (1,0).

Teorema 5.3. Seja F = (f,g) : R* = R? uma aplicagio polinomial com Jacobiano ndio
nulo em todo ponto e tal que o grau da componente g é impar. Entao, sendo G a parte
homogénea de maior grau de g, se g, eg,, ambas nao identicamente nulas, nao possuem

fatores lineares reais em comum, F € injetora.

Demonstracao: A ideia desta demonstracao seréa utilizar o campo candénico do tipo
faixa X = (1,0) e construir o pullback JF' - Yy, a fim de mostrar que, sob as hipoteses
consideradas, X e JF' - Yy sao topologicamente equivalentes e, portanto, F' é injetora, de

acordo com o Teorema Tomando o campo X (z,y) = (1,0), temos que
JE - Yx = (9y, =0a)-

Observe que JF - Yy nao possui pontos de equilibrios, pois, em particular, o gradiente
de g nao se anula em nenhum ponto, uma vez que o Jacobiano da F' nunca se anula. Logo,
pelo Teorema de Poincaré-Hopf, devem existir pontos de equilibrios infinitos. Entao, seja
p um ponto de equilibrio infinito de JF - Yy. Supondo grau(g) = m, por hipdtese
temos que m é impar. Consequentemente, temos que g, e Gy ambas nao identicamente
nulas, por hipotese, possuem grau m — 1, o qual é par. Por hipotese, temos também que
JF - Yy € Gp_1, em que G,,_1 € o conjunto definido em [2.7] Portanto, podemos aplicar
o Teorema para concluir que p é um no, de forma que ind(p) = 1. Desta maneira,

concluimos que todos os pontos de equilibrio infinitos de JF' - Yy sao nos.
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Observe que isso forca a existéncia de uma quantidade finita de equilibrios infinitos,
pois, caso existissem infinitos pontos de equilibrio infinitos, como o bordo do disco de
Poincaré é um conjunto compacto, existiria um ponto de acumulagao que nao seria um
no, uma contradicao. Logo, pelo Teorema de Poincaré-Hopf, segue que JF - Yy possui
apenas dois nés como pontos de equilibrios infinitos. Deste modo, como o grau de JF'- Yy
é par, temos que os nds possuem sinais opostos, ou seja, um deles deve ser um no atrator
e o outro um noé repulsor. Logo, pela Proposicao [4.5] concluimos que X e JF' - Yy sao

topologicamente equivalentes. Consequentemente, F' é injetora. |

Observacao 6. Observe que poderiamos enunciar o teorema anterior a partir da compo-
nente f. Neste caso, bastaria tomarmos o campo X(x,y) = (0,1) e a demonstragao seria

andloga.

A seguir, no Exemplo[5.2] temos um exemplo que nao satisfaz as hipoteses do Teorema

[5.2] mas podemos concluir a injetividade da aplica¢do pelo Teorema

Exemplo 5.2. Seja F(z,y) = (f,9) = (#° +y*+x +y,y — x). Observe que o Jacobiano
de F € dado por 2+5z*+3y* > 0, ¥(x,y) € R2. Obviamente, F nao estd nas hipdteses do
Teorema 5.1, uma vez que os graus de f e g sao diferentes. Calculando o Hamiltoniano

Hyy,,, obtemos
Hyp(2,y) = (P,Q) = (x—y— (14+3y") (e +2° +y+¢°), o —y+ (1 +52") (w +2° +y +4?)).

Assim, as partes homogéneas de maior grau de P e Q sdo, respectivamente, 3y>x® e 5x°,
as quais possuem o fator x em comum. Portanto, também nao estamos nas hipdteses do
Teorema [5.2 No entanto, podemos aplicar o Teorema [5.5 De fato, note que g é uma
fungao homogénea de grau 1. Entao, como g, = —1 e g, = 1 nao possuem fatores lineares

comuns, pelo Teorema[5.5 seque que F € um difeomorfismo global.

Podemos utilizar o Teorema [5.3] para construir uma classe de aplicagdes polinomiais

injetoras no plano, como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 5.3. Considere a  sequinte classe de  aplicagoes  polinomiais

F=(fg) :R?— R?, dada por
F(z,y) = (@™ +y" +z +y,yf —a" +y—w),
com m,n e k impares. Calculando o Jacobiano de F', obtemos

ma™ 41 nyv 41
det(DF(z,y)) = det Y
—kabF =1 kyFl 41

= (ma™  H D(ky" 1) = (" Dy D=kt =),

o qual é maior que 0 para todo (x,y) € R?. Portanto, F' é um difeomorfismo local. Observe
que grau(g) = k, o qual é impar, por hipétese. Note ainda que g, = —kz*~ ' e gy = kyF—1
nao possuem fatores lineares reais comuns. Assim, seque do Teorema que F € um

difeomorfismo global.

O seguinte exemplo mostra que os Teoremas e [5.3] fornecem apenas condigoes

suficientes para garantir a injetividade da aplicacao F'.

Exemplo 5.4. Considere a funcio F(x,y) = (f,g9) = (2(1 + 2?),y(1 + 2?)), a qual €
um caso particular da aplicagao apresentada no Exemplo [{.8, em que tomamos py =1 e
pa = p3 = 0. Assim, de acordo com o Exemplo[{.8, sabemos que F € um difeomorfismo
global. No entanto, observe que F nao satisfaz as hipoteses de nenhum dos Teoremas|5.1
e[5.3 De fato, F nao estd nas hipéteses do Teorema pois as partes homogéneas
de mais alto grau de f e g possuem o fator x em comum. Também ndo estd nas hipdteses
do Teoremal5.9, pois Hyr, = (P, Q) = (y(1 + 2%)%, z(1 + 2)(1 + 322 + 2y?)) € tal que as
partes homogéneas de mais alto grau de P e Q também possuem x como fator comum.
Temos ainda que F' nao estd nas hipoteses do Teorema pois, sendo f e G as partes
homogéneas de maior grau de f e g, respectivamente, temos que 7y ¢ identicamente nula

€ g, € g, possuem y como fator comum.



Conclusoes

O problema da invertibilidade global tem despertado o interesse de muitos matemaéticos
ao longo dos anos e, em particular, a Conjectura Jacobiana. A partir dos resultados
explorados neste trabalho, vemos que a Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais
Ordinarias é uma ferramenta poderosa na busca por condi¢oes que assegurem a validade
dessa conjectura no plano. Resultados equivalentes & CJR, como o Teorema 4.3, abrem
novas possibilidades de pesquisa e também geram novas perguntas como, por exemplo,
entender quais sao as condigoes necessarias e suficientes para que um campo de vetores
seja topologicamente equivalente a um campo de vetores paralelo. Observamos também
que o pullback do campo canodnico anular ou faixa por um difeomorfismo local resulta
em um campo Hamiltoniano. Essa caracteristica facilita algumas analises e a busca por
condicoes que impliquem equivaléncias topoldgicas, tendo em vista os resultados existentes
na literatura para campos Hamiltonianos. Por outro lado, o pullback de um campo radial
apresenta uma expressao um pouco mais complexa, por nao ser Hamiltoniano, mas, ainda
assim, ha casos em que a injetividade global da aplicagao pode ser verificada diretamente
a partir desse tipo de campo. Por fim, temos a expectativa de que seja possivel utilizar
o Teorema para fornecer demonstragoes alternativas e, possivelmente, mais simples

para teoremas relacionados a Conjectura Jacobiana em R2.

I0)
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