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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo das configurages centrais (n, 1)-empilhadas Pla-
nares, nao-Colineares. Analisamos as configuracoes utilizando tanto as Equacoes de An-
doyer quanto o Potencial e o Momento de Inércia. Demonstramos que para n < 7 as
tinicas configuragoes centrais (n, 1)-empilhadas sdo as formadas por um poligono regular

com massas iguais em seus vértices e uma massa arbitraria no centro.

Palavras—chave: Problema de n-Corpos, Configuragoes Centrais, Configuragoes Cen-

trais Empilhadas, Configuracoes centrais co-Circulares;



Abstract

In this work we present a study of (n, 1)-Stacked Planar, non-Collinear, Central Con-
figurations. We analyze the configurations using both the Andoyer Equations and the
Potential and Moment of Inertia. We demonstrate that for n < 7 the only (n, 1)-stacked
central configurations are those formed by a regular polygon with equal masses at its

vertices and an arbitrary mass at the center.

Keywords: n-Body Problem, Central Configurations, Stacked Central Configurations,

Co-Circular Central Configurations.
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Capitulo 1

Introducao e Resultados Preliminares

O problema de n-corpos cléssico consiste no estudo do movimento de n corpos pon-
tuais com massas positivas my, mo, ..., m,, interagindo entre si de acordo com a lei de
gravitacao publicada por Newton em [21]. Nele consideramos que as n massas estao nas
posicoes 71,79, ...,7n, 7 € RY d = 2,3. Com o objetivo de facilitar os calculos, ¢ usual
considerar a constante gravitacional igual a 1. Segundo Albouy, Cabral e Santos [2],
o problema de n-corpos Newtoniano é definido como a equacao diferencial ordinaria de

segunda ordem

m .

v J
T _2_7"3 (Tj—Ti)7 (11)

#i
onde cada massa m; esta localizada na posicao r; € R3 e r;; representa a distancia eucli-
diana entre r; e 7, ||r; — r;||, conhecido como o problema de n-corpos Newtoniano. Em

alguns casos, vale a pena considerar a restricdo ao plano, com r,...,7, € R%, como sera

abordado ao longo do texto, assim como considerar um caso mais geral:

n

. am;
ri:zr?ﬁ';(rj_ri)’ (12)
j#i 1

com « > 0, que serd tratado de forma mais detalhada no Capitulo 4 e tem como casos

especificos o problema de n-corpos Newtoniano, quando o = 1, e o problema de n-vortices,

quando o = 0.



Dadas as posiges 11, Tg, . . ., Iy € a8 Massas my, My, . . . , My, chamaremos r = (ry,ra, ..., 1,)
de configuragao. Se, para algum i # j,r; = r;, diremos que a configuragio r = (r1,...,7,)
estd no conjunto de colisdes A. Como pode ser observado nas equagoes (1.1) e (1.2), o
problema de n-corpos nao estd bem definido quando r pertence ao conjunto de colisoes,
desta forma somente serao consideradas configuragoes fora deste conjunto, ou seja r;; # 0
para todo i # j.

Um tépico de particular interesse no problema de n-corpos é o estudo das configuracoes
centrais. Segundo Chenciner et al. [10], as configuragoes centrais podem ser definidas da

seguinte maneira:

Configuragoes centrais sao configuracoes nas quais a aceleragao em cada corpo
¢ igual a uma constante A multiplicada pelo vetor posicao do corpo, sendo o
centro de massa da configuragao tomado como a origem. O redimensionamento
de uma configuracao central ainda garante uma configuracao central mas o

fator A é alterado.

A propriedade mais simples de uma configuracao central é que ela define um
movimento homotético se as velocidades iniciais forem escolhidas convenien-
temente, por exemplo, se forem consideradas todas zero. Dizemos que um
movimento é homotético se durante o movimento apenas o tamanho da con-
figuracdo muda. Se aceitarmos também rotacoes das configuracoes, dizemos
que o movimento é homogréafico. Por fim, se aceitamos rotacoes, mas nao
mudancas no tamanho, dizemos que o movimento ¢ um equilibrio relativo

(Chenciner et al., 2002, p.1-2).

O escalar A ¢ chamado o multiplicador da configuracao central.

Ao longo da dissertacao nao serao consideradas as velocidades, mas apenas se as
posicoes iniciais sao configuracoes centrais. Ainda assim, supor velocidades iniciais nulas
e, logo, um movimento homotético, gera uma facilidade na imaginacao do movimento,
pois as configuracoes se manteriam, com todas as massas se aproximando cada vez mais

até uma colisao total no centro de massa.



Algumas vezes, apés a inclusao ou retirada de uma massa na configuragdo central,
nao ficara claro se a posicao do centro de massa sera alterada ou se manterd na origem.

Nesses casos a equacao da configuracao central sera a seguinte:

Ar;—c¢) = Z aa—%(rj — 1), (1.3)

re.
i
para cada instante e para cada ¢ = 1,...,n, onde ¢ é o centro de massa, ou seja, ¢ =
n
——,em= >_j—1 ™y € a massa total da configuragio r = (ry,..., ).

i=1
Para evitar que o texto fique muito repetitivo, muitas vezes utilizaremos a abreviagao

C.C. para as configuracoes centrais.

Cada C.C. define uma classe de equivaléncia por rotacoes e homotetias. Por exemplo,
para o caso n = 3 existem trés classes de equivaléncia, sendo trés destas classes geradas por
C.C., conforme comprovado por Euler em [14]. Estas configuracoes podem ser visualizadas
na Figura 1.1. Existem também duas classes de equivaléncia geradas por triangulos

equilateros, conforme demonstrado por Lagrange em [17], cujas configuracoes podem ser

observadas na Figura 1.2.
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Figura 1.1: As trés classes de equivaléncia de Configuragdes Centrais de Euler.
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Figura 1.2: As duas classes de equivaléncia de Configuragoes Centrais de Lagrange.



Hampton [16] define a familia de C.C. que possui a propriedade de possuir algum
subconjunto proprio de trés ou mais corpos formando uma configuracao central como
Configuragao Central Empilhada.

O objetivo de estudo desta dissertacao serao as C.C. planares, nao colineares, com n
corpos, n > 4, nas quais é possivel retirar uma das massas e ainda ter uma C.C. planar,
mas nao colinear. Vale ressaltar que a mesma configuracao central empilhada pode ser
encontrada considerando uma C.C. planar, nao-colinear, na qual é possivel incluir uma
massa no mesmo plano e ainda ter uma C.C. planar, sendo apenas uma diferenca na
abordagem.

Sempre que nao for explicitada a dimensao na qual esta a configuragao, consideraremos
que esta estritamente em R?, ou seja, é planar e ndo colinear. Da mesma maneira, sempre
que nos referirmos a uma configuracao central empilhada e nao especificarmos quantas
massas serao incluidas ou retiradas, serd apenas uma massa.

Quanto a retirada ou inclusao da massa, ao longo do texto serao utilizadas diferentes
abordagens. Quando nos referirmos a uma C.C. de n corpos na qual uma das massas é
retirada, a chamaremos de C.C. (n, 1)-empilhada, enquanto quando nos referirmos ao caso
com n massas na qual uma nova massa ¢ inserida utilizaremos a notacao C.C. (n+1,1)-
empilhada, de maneira geral, ao longo do capitulo 2 serd utilizada a primeira abordagem
e nos demais a segunda.

Outra diferenca marcante ao longo da dissertacao serd que, enquanto nos capitulos 3
e 4, as C.C. serao analisadas utilizando a Funcao Potencial U e o Momento de Inércia I,
que serao apresentados na Secao 1.1, o capitulo 2 utilizard as equacgoes de Laura-Andoyer,
que serao definidas na Secao 1.2. Comparativamente uma vantagem na utilizacao das
equacoes de Laura-Andoyer é uma maior facilidade na andlise geométrica. Em funcao
disso, no segundo capitulo sera possivel utilizar mais figuras para facilitar a compreensao
e assimilacao das ideias.

No inicio de cada capitulo ou se¢ao onde houver uma mudanca na abordagem ou na
notacao utilizada, estas serao devidamente explicitadas.

Considerando sempre C.C. planares e nao colineares, apds a apresentacao de algumas



ferramentas necessarias nas proximas secoes, veremos:

1. No capitulo 2 serd demonstrado que as tnicas C.C. (4,1) e (5, 1)-empilhadas sdo,
respectivamente, o triangulo equildtero com massas iguais em seus vértices e uma
massa arbitraria no baricentro e o quadrado com massas iguais em seus vértices e
uma massa arbitraria em seu centro. Na tultima secao, veremos que, para o €aso
geral, de n corpos, as tnicas C.C. (n,1)-empilhadas possiveis serdo formadas por
uma configuragio central co-circular (C.C.C.), com uma massa no centro, onde a

massa a ser retirada s6 podera ser a massa central.

2. No capitulo 3 seré realizada uma classificacao das Configuracoes Centrais, uma de-
monstracao com uma abordagem diferente para os casos ja citados, inclusive para
o caso geral, com n corpos, no qual serd demonstrado que uma configuracao central
(n+1, 1)-empilhada, devera partir de uma C.C. com os corpos em uma configuragao
co-circular, ou seja, uma C.C.C., e 0 novo corpo s6 podera ser incluido no centro do
circulo. Para o caso (n+1,1),3 < n < 6, poderemos garantir que as tnicas confi-
guragoes centrais (n + 1, 1)-empilhadas possiveis serdo formadas por configuragoes

centrais co-circulares centradas (C.C.C.C.).

3. O capitulo 4 ird focar na anélise das C.C.C.C., e a anélise serd expandida para
considerar nao apenas o caso Newtoniano, mas o caso geral, o que sera explicado em
detalhes no inicio do capitulo. Utilizando a andlise de pontos criticos e de simetrias
por permutacoes e rotagoes poderemos demonstrar diversos resultados. Ao final
do capitulo sera possivel obter um resultado geral que, dentro de determinadas
premissas, garante que os Unicos casos possiveis sao as configuracdes geradas por
poligonos regulares com massas iguais. Em particular, para o caso Newtoniano,
serd possivel demonstrar que a tnica Configuracao Central co-Circular Centrada é

o hexégono regular com todas as massas iguais.

Por fim, utilizando os resultados apresentados, em especial no terceiro e quarto capi-
tulos, conseguiremos demonstrar que, para o caso Newtoniano, com 3 < n < 6, a lnica

configuragao central (n + 1,1)-empilhada possivel serd a formada por massas iguais nos



vértices de um polindmio regular e uma massa arbitraria no centro do circulo, que coincide

com o centro de massa.

1.1 Equagoes de Funcao Potencial (U) e Momento de
Inércia (/) para Configuragoes Centrais e Configu-
racoes Centrais Empilhadas

Nesta secao serao introduzidas a Funcao Potencial U e o Momento de Inércia I.
Seja r = (rqy,re,...,r,) uma configuragdo com massas ms, ms, . .., M,, entao teremos

que a Funcao Potencial U seré tal que:

. oU(r)
= k=1,...,n. 1.4
mgTk 8Tk 3 ) y 1 ( )
Logo, utilizando a equagao (1.1), temos, para cada k =1,... n:
oU (r) "L mmy
B Z L (re — 15). (1.5)

j=lj#k ki

Na equacao acima U(r) é a fungdo potencial Newtoniana dada por:

ey = Y 19

r
j=1<i<j#n Y

Definamos o momento de Inércia I como:

m;m;
I(r) = 2 1.
(= > = (17)
1<i<j<n

n

onde m = Z m;. Sempre que ficar claro & qual configuragao r a funcao potencial U(r)
j=1

e o Momento de Inércia I(r) se referir, escreveremos apenas U e [.

Realizando uma mudanca de coordenadas no momento de inércia para relacionar ao

centro de massa, temos:



- m
1<i<j<n J=1
1 — m;m
= 3 (i =) =2((ri =), (r =) + (r; = ©)")
ij=1
1 <~ m;m; 1 &
= (5 Z m J ((7"1 — 6)2 -+ (T'j — C)Q)> — (E Z(mln — miCi)(ij’j — ij)>
i,j=1 B,j=1

- 1 ( >t~ c>2) v (Z my(r; - >)> = (me = me)(me — mo))

= Zmi\ri—c|2, (1.8)

Se a configuragao r for uma Configuragao Central, entao, pelas equagoes (1.3) e (1.5),

temos:

VU= m;(r;—c),i=1,...,n, (1.9)

Calculando o vetor gradiente do momento de inércia /, temos:

v[ _ (imlmﬂgl—rj)’“.’i—mjmiigrj—m) i i mim]‘2<7“i—7‘j),“"

j=2 j=1 j=i+1

n—1
Z —2mmy,(r; — rn))
=1 mn

n n—1
_ 5 Zmlmj — 1) Zm@-mj(n—rj My (rn — 75)
pu— 9 e —’ e ey
m : m
J#1 jti j=1
n n—1
mlmjrl miTy mpMm;Tny mpTn
= 2 E —my (c— e —— —m, (c—
m , m m
J#1 Jj=1
n n
mim;ry mpMm;rny
= 2 ——mlc,...,g —— — Mm,C
- m - m
J=1 Jj=1
= 2(my(r1—c¢),...,mu(r, —c)); (1.10)

Logo, pelas equagoes (1.9) e (1.10), se a configuragao r é central, temos:



A
VU (r)+ §VI =0, (1.11)
onde \ = %
Incluindo uma nova massa mg na configuracao r = (ry, 72, ...,7,), chamaremos a nova
configuracao de 7 = (rg,71,79,...,7,) €, caso esta seja uma configuragao central, teremos

as seguintes equagoes:

n

X(TZ—E> = Z %(Tj—ri), (112)

reo.
j=0,4#i ¥
n
. _ ., . _ rimy; mc + moro
para cada ¢ = 0,...,n onde ¢ é o centro de massa, ou seja, ¢ = — =
— m m -+ myg
em = Z?:o m; é a massa total da configuracio 7 = (rg,71,...,7r,). Além disso, vale

ressaltar que o multiplicador A pode ser diferente do multiplicador .

Teremos as seguintes equacoes para o potencial U e para o momento de inércia I:

UT=um= Y "_yy Zmomz (1.13)

,
0<i<j<n 0d

I=im= Y m’mj r2 —me , (1.14)

0<i<j<n

VI =0, (1.15)

onde \ =

~IS

Em resumo, teremos uma configuragao central (n + 1, 1)-empilhada se, e somente se,
tivermos dois sistemas de massas m = (mq,...,m,) e m = (mg,my,...,my),m; > 0
para i = 0,...,n, respectivamente nas posi¢oes r = (r1,...,7,) e T = (70,71, .. .,Tn), NO
qual cada r; representa uma posi¢do no plano (ou no espago no caso espacial), no qual
as equagoes (1.3) e (1.12) sejam satisfeitas, ou, equivalentemente, as equagoes (1.11) e

(1.15), ou seja:

VU(r) + V1) =0 e VI() + 3T =0, onde A=

~i

e\ = (1.16)



1.2 Secao 1.3 - Equacoes de Laura-Andoyer

Nesta secao iremos apresentar as equagoes de Laura-Andoyer, que, segundo [8] séo
também conhecidas como equacao de Andoyer ou de Routh. As equacodes constam no
trabalho original [3] e estdao bem organizadas em [15] e [8]. Como esta dissertacao foca no

caso planar, nao colinear, iremos restringir o resultado ao R2.

Definicao 1.2.1. As equacoes de Andoyer com as dreas em R? sio dadas por:

fij = Z mk(le — Rj )Awk = 0, 1 S i,j, /{? S n; (117)
k#i,j

onde Rijj = |ri—r;|™% e Aijr = (ri—r;) AN (rj—1%) € 0 dobro da drea orientada do tridngulo

com vértices nos pontos i, r; € Ty.

Conforme pode ser observado no Teorema 5.2.4 de [8], um sistema de n massas nao

colineares forma uma configuragao central se, e somente se, f;; = 0, paratodo1 <4,7 < n.

1.3 Secao 1.4 - Teorema do Bissetor Perpendicular

Nesta secao apresentaremos um tultimo resultado preliminar, o Teorema do Bissetor
Perpendicular. Segundo Moeckel [20] este resultado trata sobre o formato da configuragao
central e é devido a Conley. Fernandes [8] ressalta que o Teorema é muito 1til para provar
a nao existéncia de certas configuragoes centrais. O Teorema serd amplamente utilizado
ao longo da dissertacao, em especial no proximo capitulo, mas, antes, precisaremos definir

a mediatriz:

Definicao 1.3.1. Uma reta perpendicular a um sequimento de reta, que contem seu ponto

médio é chamada mediatriz.

Com esta definicao temos condigoes de enunciar e demonstrar, utilizando as Equacoes

de Andoyer, o Teorema do Bissetor Perpendicular:

Teorema 1.3.2. Considere uma Configuracao Central Planar formada por n massas

mi, Mg, ..., My. Escolha duas massas m; e m; com posi¢oes r; e rj, respectivamente.
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Trace a reta que contem estas duas massas e a reta que bissecta o sequimento 7,75, de
acordo com as figuras 1.3 e 1.4. Estas duas retas definem dois cones no plano. Entao,
se existem massas em um dos cones abertos, devemos ter também massas no outro cone.

Em outras palavras, se as massas que nao estiverem sobre uma das duas retas estiverem

todas em um mesmo cone, nao teremos uma configuracao central.

B

Figura 1.3: Nao pode ser Configuracao Central.

B

Figura 1.4: Poderia ser uma Configuragao Central.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, sejam as massas m; e msy localizadas nas

posicoes 11 e 19, L a reta que conecta r; a ro, e B a reta que bissecta o seguimento 7175.
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Suponhamos que uma massa ms esteja localizado na posicao r3, em um dos cones abertos
definidos pelas retas, digamos, sem perda de generalidade, no segundo quadrante. Entao,
pelas equacoes de Andoyer, para que tenhamos uma configuracao central deveremos ter,

em particular:

fi2 = ka(le — Ro)Ajji = 0.
p—

Como 113 < T93, (R13— Ra3) > 0, como ainda Ajs3 > 0, temos que (Ry3— Ro3)Aja3 > 0.
Para que tenhamos fij» = 0, para ao menos algum 4 < i < n, deveremos ter (Ry; —
Roi)Aqs; < 0.

Analisando todas as opcoes para a posicao r; da massa m;, temos:

a) Se r; esta localizada sobre a reta L, entdo r1; = ro; € m;(Ry; — Raoi) A9 = 0;

b) Se r; esté localizada sobre a reta M, entdo Ajg; = 0 e m;(Ry; — Ra;) A9 = 0;

¢) Se r; esta localizado no primeiro quadrante, entao ry; > ry;, temos (Ry; — Ro;) < 0
e A > 0, temos que (Ry3 — Ro3)A1e3 < 0;

d) Se r; esta localizado no segundo quadrante, entdo ry; < ro;, temos (Ry; — Ry;) > 0
e Aqg; > 0, temos que (Ry3 — Rag)Aja3 > 0;

e) Se r; esta localizado no terceiro quadrante, entao ry; < rq;, temos (Ry; — Ry;) > 0 e
Aq9; < 0, temos que (Ry3 — Ro3)Aqas < 0

f) Se r; esta localizado no quarto quadrante, entao r; > 79, temos (Ry; — Ry;) < 0 e
Ay < 0, temos que (Ry3 — Ro3)Aqa3 > 0.

Assim, para que a equacao fio seja satisfeita, deveremos ter ao menos uma massa m;

localizada no primeiro ou no terceiro quadrante, ou seja, no outro cone aberto. O



Capitulo 2

Configuracoes Centrais Planares, nao
Colineares, Empilhadas, Utilizando as

Equacoes de Laura-Andoyer

Neste capitulo verificaremos alguns casos de C.C. empilhadas utilizando as equacdes
de Laura-Andoyer (1.17).

Como o estudo é focado nas configuragoes planares e nao colineares e nao é possivel
obter tal configuracdo com menos de 3 corpos, os casos se restringem as C.C. (4,1)-
empilhadas, que serao analisadas na primeira se¢ao e tém como tnico resultado o triangulo
equiladtero com corpos com massas iguais em seus vértices e um corpo com massa arbitraria
no baricentro, as C.C. (5, 1)-empilhadas, que serao estudadas na segunda se¢ao e possuem
como Tnico resultado o quadrado com corpos de massas iguais nos seus vértices e um corpo
de massa arbitraria no centro e, por fim, o caso geral, que serd estudado na terceira e
tltima se¢ao, onde demonstraremos que os inicos casos possiveis de C.C. (n, 1)-empilhadas
ocorrem quando os n— 1 corpos estao localizados num circulo e o n-ésimo corpo, que pode

ter massa arbitraria, esta localizado no centro do circulo.

12
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2.1 Configuracoes Centrais (4,1)-Empilhadas

Nesta secao verificaremos que para o caso (4, 1) a tnica configuracao central empilhada
possivel é a C.C. formada por um triangulo equildtero com corpos com massas iguais em
seus vértices e um corpo com massa arbitraria no baricentro, na qual este ultimo corpo
pode ser retirado e ainda teremos uma C.C..

O caso com 3 corpos é o primeiro que permite uma configuracao nao colinear e, con-
forme demonstrado em [24], existe uma tnica configuracao. Este fato pode ser verificado

no lema a seguir:

Lema 2.1.1. A dnica configuracao central nao colinear com 3 corpos é o tridngulo equi-

ldtero.

Demonstracao. Para verificar seguem as equacoes de Laura-Andoyer:

f12 = m3(R13 - R23)A123 =0,
f13 = m2(R12 - R32)A132 =0,
f23 = ml(RQI - R31)A231 = 0.

Como no caso nao colinear Ajs 0 e tomando mq, mq, m 0, temos Rj3 — Ro3 =
3 ) ) 3 ) 3 3
Rio— R33 = Ro1 — R31 = 0, ou seja, todos os lados do tridangulo tém o mesmo comprimento,

logo o triangulo ¢ equilatero. O

Com este resultado, analisaremos o caso n = 4, no qual as equacoes de Laura-Andoyer

sao as seguintes:

fi2 = mg(Ri3 — Raz) A2z + my(Rig — Rog) D24 = 0, (2.1)
fi3 = ma(Ri2 — R32)Aqza + ma(Rys — R3s)A134 = 0, (2.2)
fi1a = ma(Ri2 — Ry2) Az + m3(Riz — Ryz)A1y3 = 0, (2.3)
fos = mi(Ro1 — R31)Ag31 + my(Ray — Rag)Assq =0, (2.4)

foa = mq(Ro1 — Ry1)Aosy + m3(Rag — Rasz)Aoy3 =0, (2.5)
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fs1a = mi(Rs1 — Ra1)Asgq1 + ma(Rs2 — Rya)Asse = 0. (2.6)

Para verificar quais sdo as possiveis configuragoes centrais empilhadas (4,1), consi-
deremos, sem perda de generalidade, que os corpos de massas my, my € mg formam um
triangulo equilatero, ou seja, que Ri3 — Ro3 = Ris — R3s = Ro; — R3; = 0. Assim, as

equacoes fio, f13 e fo3, cada uma delas igual a zero, nos dao:

fi2 = my(Ri4 — Roq)A124 = 0, (2.7)
fi3 = my(Ri4 — R34)A134 = 0, (2.8)
foz = ma(Ros — R3a)Agzq = 0. (2.9)

No lema a seguir, veremos que Ajog, Ay3g, Agzq # 0.

Lema 2.1.2. Em uma configura¢ao central (4,1)-empilhada, o quarto corpo (que serd
removido) nao pertence a nenhum dos lados do triangulo equildtero T, formado pelos

outros trés corpos.

Demonstracao. Suponha que rq, 79 e r3 estao ordenados em sentido anti-horario e que 74

esteja no segmento 775, conforme a Figura 2.1.

&

@
ri T4 r2

Figura 2.1: r, localizado no segmento 7175.

Entao Ajzs # 0, logo, pela equagao (2.8), r14 = 34, 0 que é um absurdo, pois como
r1,7ry € r3 formam um tridngulo equilatero, a tinica forma de termos r4 no segmento 775
e ry = r3y € se tivermos 4 = ro. Assim temos que Aoy # 0. Para A4 0 e Aggy #0 a

demonstracao é exatamente igual. O
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Assim, tomando my4 # 0, temos:

R14 - R24 = R14 - R34 = R24 - R34 = 07 (210)

ou seja, 0S corpos 11,79 € r3 se encontram num circulo centrado em r4. Considerando que
temos um triangulo equilatero, r, estard no baricentro, o que serd demonstrado formal-

mente no Lema 2.1.3, a seguir:

Lema 2.1.3. Em uma configura¢io central (4,1)-empilhada, o quarto corpo (que serd
removido) se encontra no baricentro do tridngulo equildtero T, formado pelos outros trés

CoTpos.

Demonstracao. Uma vez que pelo Lema 2.1.2 r4 nao pode pode pertencer a nenhum dos
lados de T, e temos Ry = Rs4, 74 se encontra na reta gerada pela bissetriz B, que
corta 7175. Definindo o lado do triangulo 7 como 1 e pelas equagdes (2.10), temos que
r1a—731 = /(1/2)2+ h2—+/3/2—h = 0, 0 que nos da que h = /3/6, conforme a Figura

2.2.
75 = (0.866,0.5)

(:289,0.

71=(0,0) rz = (1,0)

Figura 2.2: r, localizado no baricentro.

Como este resultado é valido fazendo a comparagao em relacao a cada lado do triangulo

T, temos que 74 se encontra no baricentro do tridngulo equilatero 7. O

Com isso chegamos ao resultado principal da secao:

Teorema 2.1.4. O tridngulo equildtero com massas iguais em seus vértices e uma massa

arbitrdria no baricentro é a unica configuracao central empilhada (4,1).
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Demonstracao. Pelo Lema 2.1.3, temos que a tnica configuracao central empilhada pos-
sivel é o triangulo equiladtero com uma massa no seu baricentro, logo s6 resta demonstrar
que a massa no baricentro pode ser arbitraria, enquanto as massas nos vértices tém de
ser iguais.

E facil ver que a massa my é arbitraria, pois 74 se encontra no baricentro, logo, nas
equagoes (2.1),(2.2) e (2.4), temos que Ryy — Roy = Ry — R3y = Roy — R3y = 0, logo
nestas equacoes, o valores de my é arbitraria.

Quanto as massas mq, my e mg, tomando a equacdo (2.3), como riy = r13 € 4o = I3,
temos Ry — Ryo = Ri3 — Ry3 e, como os triangulos A1y e Aqys sao espelhados, temos
que A1y e Az possuem sinais opostos, logo my = mg. Utilizando a mesma logica na
equagao (2.5), temos que m; = mg. Assim o triangulo equilatero com massas iguais em
seus vértices e uma massa qualquer no baricentro é a tinica configuracao central empilhada

(4,1). 0

2.2 Configuracoes Centrais (5, 1)-Empilhadas

Nesta se¢ao estamos interessados nas configuragoes centrais (5,1)-empilhadas, ou seja,
nas C.C. com 5 corpos, nas quais um dos corpos pode ser removido e ainda teremos uma
C.C. com os 4 corpos restantes. Veremos que a tinica possibilidade ocorre quando 4 dos
5 corpos formam um quadrado com massas iguais em seus vértices e o quinto corpo esté
localizado no centro do quadrado, podendo possuir uma massa qualquer.

A questao foi posta por Hampton em [16], onde questionou, em relacao ao caso planar,
se além do quadrado com uma massa no centro, que ja era um caso conhecido, havia outra
configuracao central planar, nao colinear, com cinco corpos que possuisse um subconjunto
formando uma configuracao central planar, nao colinear, de quatro corpos.

De fato, Fernandes e Mello [4], demonstraram que o quadrado com uma massa em
seu centro ¢ a Unica possibilidade para o caso planar, ou seja, demonstraram o seguinte

teorema:

Teorema 2.2.1. Considere o problema de cinco-corpos planar nao-colinear. A tnica
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configuracao central (5,1)-empilhada € obtida com quatro corpos de massas iguais nos

vértices de um quadrado e um corpo de massa arbitrdria na intersecao das diagonais.

Dividiremos a demonstracao em 5 lemas e, para formalizar o problema serao utilizadas
as equagoes de Laura-Andoyer. No caso da configuracao central de 5 corpos, suas massas

e posicoes terao que obedecer as seguintes equagoes:

fi2 = m3(Ri3 — Rag) Aoz + my(Rig — Roy)A1oa + ms(Ris — Ras)A1gs = 0,

fiz = ma(Rya — R32)Ayso + my(Rig — R3a)A1za + ms(Ris — Rss)Aiss = 0,
fia =ma(Ria — Rauz)Avgg + mz(Riz — Raz)Araz + ms(Ris — Ras) Az = 0,
fis = ma(Riz — Rs2)Arsz + ma(Riz — Rs3)Arsz + ma(Rig — R54)Arss = 0,
foz = mq(Ro1 — R31)Aa31 + ma(Ray — R3s)Aoszs + ms(Ras — R3s)Aags = 0,
foa = mi (R — Rai)Aasr + ma(Raz — Raz)Agas + mis(Ras — Ras)Agss = 0,
fas = mi(Ra1 — Rs1)Ao51 + ma(Rasz — Rs3)Aass + ma(Rag — R54)Agss = 0,
fas = mi(Ra1 — Ra1)Azar + ma(Ra2 — Raz)Azas + mis(R3s — Ras)Azas = 0,
fas = ma(Ra1 — Rs1)Ass1 + ma(Ra2 — Rsa)Assa + ma(Rss — Rs4)Ag54 = 0,
fas = ma(Ra — Rs1)Ausi + ma(Rag — Rsa)Assa + ma(Rag — Rs3)Ays3 = 0.

Como a configuragao central deve ser (5,1), ao retirar a quinta massa ainda restara

uma configuracao central, logo as seguintes equacoes também deverao ser garantidas:

g12 = m3(Riz — Roz) Araz + ma(Rig — Raa)A1zg = 0,
913 = ma(Ry2 — R32)Arzz + ma(Rig — R34)A134 = 0,
g14 = Mma(R1a — Ry2)A1go + ms(Riz — Raz) A1z = 0,
Gaz = mq(Ra1 — Ra1)Aog1 + my(Ray — R3s)Agss =0,

goa = m1(Ro1 — Ry1)Aoy1 + ms(Rog — Raz)Aosz = 0,
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931 = my(R31 — Ry1)Ass1 + ma(Rs2 — Raz)Agge = 0.

Com estes dois conjuntos de equacoes é possivel demonstrar o primeiro dos 5 lemas

necessarios para o resultado principal da secao.

Lema 2.2.2. Para termos uma configuracao central (5,1)-empilhada, as massas e posi¢oes

dos demais corpos devem ser independentes da massa do corpo a ser remouvido.

Demonstracao. Como os dois grupos de equacoes devem ser garantidos, é possivel realizar

a substitui¢ao das 6 equacoes g;;,1 <@ < j < 4, em cada uma das respectivas f;;, obtendo:

fi2 = g12 + ms(Ri5 — Ras) Avags = 0,
fiz = g1z + ms(Ris — Ras) Az = 0,
fia = gra + ms(Ris — Raz)Args = 0,
foz = g3 + ms(Ras — Ras)Aags = 0,
foa = goa + mis(Ras — Raz)Aass = 0,
fa1 = g3a + ms(R3s — Ras)Azas = 0.

Para 1l <i < j <4, fi; =0e gy =0, logo, tomando ms # 0, tem-se:

(Ri5 — Ros)Ar25 = 0, (2.11)
(R15 — Rss)A1zs =0, (2.12)
(R15 — Ras)A1as = 0, (2.13)
(Ra5 — Ras)Agss =0, (2.14)
(R25 — Ras)Aass = 0, (2.15)
(Ra5 — Ra5)Agas = 0. (2.16)

[

Além disso, pode-se limitar a forma do quadrilatero Q gerado pelos quatro corpos que

nao serao removidos utilizando o préoximo lema.
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Lema 2.2.3. Em uma configurac¢ao central (5,1)-empilhada, os quatro corpos restantes

formam uma configuracao central estritamente conveza.

Demonstracao. A prova se da por contradicao.

Suponha que os quatro corpos restantes, 1,2, 3 e 4, formam uma configuracao central
concava e, sem perda de generalidade, que 71,75 e r3 sejam os vértices de um triangulo 7.
Assim, pelo Teorema do Bissetor Perpendicular 1.3.2, r, nao pode pertencer a nenhum
dos lados do triangulo. Isto ocorre, pois, sendo, poderiamos tracar £ como a reta que
conecta trés dos quatro pontos, digamos, 1,75 e r4 e teriamos que r3 se encontraria em

um dos cones abertos determinados por L e seu bissetor B, enquanto no outro cone aberto

nao haveria nenhum ponto, conforme a Figura 2.3.

B

Figura 2.3: Lema 2.1.2.

Suponhamos entao que r4 se encontra no interior do triangulo 7 e consideremos 3
casos: 15 pertence ao exterior de T, r5 pertence a um dos lados de T e r5 pertence ao
interior de 7.

Caso 1: ry pertence ao exterior de 7. Este caso pode ser dividido em dois subcasos,
uma vez que ou ry pertence a uma linha entre dois vértices de 7 ou nao. No primeiro
subcaso, digamos, sem perda de generalidade, que r5 se encontra na reta entre os vértices

r1 e ro, conforme a Figura 2.4.
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| &

@
| @ r2 rs

Figura 2.4: Caso 1.1, com 74 no interior de 7.

Entao, Aizs # 0, Ays # 0 e Agzs # 0. Logo, pelas equagoes (2.12), (2.13) e (2.14),
r15 = T35 = T45 = T'o5, OU S€ja, T'1, T2, T3 € r4 teriam que se encontrar num circulo de raio
r15 € centro em 75, 0 que é uma contradi¢ao, pois supomos que r4 era interior.

No segundo subcaso, 5 nao se encontra na reta entre dois vértices de 7. Sem perda
de generalidade, considere que r5 se encontra no semiplano definido pela reta que liga os

vértices ro e r3, conforme a Figura 2.5.

ri T

Figura 2.5: Caso 1.2, com 74 no interior de 7.

Neste caso, Ajgs # 0 e A5 # 0. Entado, pelas equagoes (2.11) e (2.12), ro5 = 115 =
ri3 # 0. Por fim, se Ayys # 0, entdo, pela equagao (2.15), rys = ra5. Caso contrario, se
Agys = 0, entado ro, 74 € 75 880 colineares, logo r3,r4 e 75 nao sao colineares, Agys # 0 e,
pela equagao (2.16), r35 = 745.

Em ambos os casos, ri5 = 195 = 135 = r45 # 0, ou seja, 11,792,713 € T4 Se encontram

num circulo centrado em r5 com raio 75, chegando-se a mesma contradicao do subcaso
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anterior.
Caso 2: r5 pertence a um lado de 7. Sem perda de generalidade, considere que 75

pertence ao lado 775. Conforme a Figura 2.6.

| &}

@
Vi | &1 r2

Figura 2.6: Caso 2, com 74 no interior de 7.

Entdao Ajzs # 0,035 # 0 e Agys # 0, logo, pelas equagbes (2.12), (2.14) e (2.15),
T15 = I'35 = T95 = T45, OU S€ja 71,72, T3 € 14 encontram-se num circulo centrado em r5 com
raio r15, chegando a uma contradicao.

Caso 3: r5 pertence ao interior de 7, conforme a Figura 2.7.

&}

Vi r2

Figura 2.7: Caso 3, com 74 no interior de 7.

Se r5 pertence ao interior de T, entdo A5 # 0 e Aqz5 # 0, logo, por (2.11) e (2.12),
Tos = T15 = T'35. OS¢ Ayys # 0, entdo, por (2.13), 745 = 715. Sendo, se Ayy5 = 0, entdo ry,ry

e r5 sdo colineares, mas rq,r4 € r5 serdo nao colineares, ou seja, Agys # 0 e, por (2.15),
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ros = I'45. Em ambos 0s casos ri5 = ro5 = r35 = ry5 # 0, chegando a mesma contradigao

dos demais casos. O]

Com este lema temos uma disposi¢ao preliminar dos quatro primeiros corpos, formando
um quadrilatero convexo, e podemos passar a analise da posi¢ao do quinto corpo. Nos
préoximos 2 lemas mostraremos que este quinto corpo nao poderd se encontrar nem no
exterior do quadrilatero Q@ e nem em algum de seus lados, restando apenas o interior do

quadrilatero convexo Q.

Lema 2.2.4. Em uma configuracao central (5,1)-empilhada, o quinto corpo (que serd re-
movido) nao pertence ao exterior do quadrildtero convexo Q, formado pelos outros quatro

COTpos.

Demonstracao. Suponha que rq,79,73 € r4 sejam as posicoes dos vértices, ordenados no
sentido anti-horario, de um quadrilatero convexo Q. Considere dois casos: r5 pertence
ao exterior de Q e estd situado em uma das retas determinadas por um lado de Q; rj
pertence ao exterior de @, mas nao se encontra sobre nenhuma das retas determinadas
pelos lados de Q.

Caso 1 - r5 pertence ao exterior de Q e esté situado em uma reta determinada por um
dos lados de Q. Sem perda de generalidade, se r5 se encontra sobre a reta determinada
pelo lado 7175, conforme a Figura 2.8.

V4
&

o—
ri r2 rs

Figura 2.8: Caso 1 r5 no exterior de Q.

Neste caso Ajgs # 0 e Agzs # 0, 0 que implica, por (2.12) e (2.14), que 15 = 735 = 725,
0 que é uma contradi¢ao, pois como ry,79 € r5 sao colineares e r5 nao se encontra entre

r1 e 19, deveriamos ter ri5 # ro5.
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Caso 2 - r5 pertence ao exterior de Q, mas nao se encontra sobre nenhuma das retas
determinadas pelos lados de Q. Neste caso A5 # 0,A145 # 0 e Agss # 0, logo, por
(2.11), (2.13) e (2.14), temos que 745 = 715 = T'a5 = '35, OU S€ja, 11, 'y, I'3 € Ty S€ encontram
num circulo centrado em r5, o que ¢ uma contradicao em relacao ao Teorema do Bissetor

Perpendicular 1.3.2, conforme pode ser observado na Figura 2.9.

Figura 2.9: Caso 2 Lema 2.1.3.

]

Lema 2.2.5. Em uma configuragao central (5,1)-empilhada, o quinto corpo (que serd
removido) nao pertence a nenhum dos lados do quadrildtero convexo Q, formado pelos

outros qualro corpos.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que r{, 5, 3 e r4 estao ordenados em
sentido anti-horario e que 75 esteja no segmento 773. Entao Ay # 0, logo, por (2.13),
ri5 = 145 € tracando a reta L entre r; e 15, o bissetor perpendicular B passara exatamente
pelo ponto 75, pois, como 115 = 145, 11,74 € 5 formam um triangulo isésceles. Assim,
enquanto um dos cones abertos determinados pelas retas £ e B contem os pontos ry e 13,
0 cone oposto nao possui nenhum elemento, conforme a Figura 2.10, o que contraria o

Teorema do Bissetor Perpendicular 1.3.2.
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B

Figura 2.10: Lema r5 nao pertence a nenhum lado de Q.

]

Com estes resultados, a tinica opc¢ao disponivel é que as massas estao situadas nos vér-
tices do quadrilatero convexo Q e a quinta massa se encontra no interior do quadrilatero.
Resta mostrar que as quatro massas que formam os vértices do quadrilatero Q sao iguais
e formam um quadrado e que a quinta massa devera se encontrar no centro do quadrado

e poderé ter massa arbitraria, o que serd demonstrado no ultimo lema desta sec¢ao:

Lema 2.2.6. Em uma configuracao central (5,1)-empilhada, se o quinto corpo (o corpo
a ser removido) se encontrar no interior de um quadrildtero convero Q, formado pelos
outros quatro corpos, entao a configuracao central destes cinco corpos serd formada por
quatro corpos de massas tguais nos vértices de um quadrado e o quinto corpo, com Massa

arbitrdaria, localizado na interse¢ao das diagonais.

Demonstracao. Considerando um quadrilatero convexo Q, enumere seus lados no sentido
anti-horério e considere o quinto corpo no interior do quadrilatero. Entao Aqss, Agss, Asys
e Ayy5 sdo todos diferentes de 0. Assim, pelas equagoes (2.11), (2.14) e (2.16), ri5 = ro5 =
r35 = T45, OU Seja, 11,72, 7T3 € ry estao posicionados num circulo de raio d > 0, centrado

em 75, conforme a Figura 2.11.
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Figura 2.11: r; a r4 posicionados num circulo centrado em r;.

(mir1+mara+msrs+mars)
m )

E suficiente demonstrar que r5 coincide com o centro de massa ¢ =
onde m = my + mgy + m3 + my. Pela equagio (1.3), convencionando o centro de massa da

configuragao central 7 = (rq, 19,13, 74, 7'5) Na origem, temos para o quinto corpo:

(2.17)

! r
— 5 —
)\7"5 = — E m; 3
j=1 T'j5

Como convencionamos o centro de massa da configuragao central r = (ry, 79, 73,74,75)

4 4
T —
L= By = E m;ry — E m;Ts = Mc — mrs.
Jj=1 Jj=1

na origem, temos que mc + msr; = 0, ou seja,
(2.18)

mc = —MsTs.

Substituindo a equagao (2.18) na equacao (2.17), temos:
d’\rs = —mszrs —mrs = (d°A +m)rs = 0, (2.19)

onde m =my + --- + ms.
Vamos supor que r5 # (0,0). A partir desta parte consideraremos o corrigendum [6].

A equagao (2.19) é equivalente a
(2.20)

Sl >

onde R = d 3.
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Pela equagao (1.16), a equagao (2.19) pode ser reescrita como:

U - — M
R-—==0=Rml-U=0=R > mmypd— Y "2 _q,
ml 1<i<j<5 1<i<j<s i
separando ms, temos
1 fm m;m
2 i 2 ity
i=1 i=1 1<i<j<4 1<i<j<4
4 m, Lom, U
— ) RmlI-U=0=R——=0=
A
R——=0. (2.21)
m

Como os quatro corpos estao numa configuracdo central convexa com as posicoes
dispostas no sentido anti-horario, conforme pode ser observado em [13], as seguintes ine-

quacoes devem valer:

A
Ris, Ry < - < Ri2, Raz, Raa, Ryy. (2.22)

Por outro lado, conforme [13], usando o Teorema do Bissetor Perpendicular, vemos
que em uma configuracao central co-circular o centro do circulo pertence ao interior do
fecho convexo do quadrilatero.

Logo, pela geometria de um quadrilatero inscrito no circulo de raio d, com centro do
circulo dentro do fecho convexo do quadrilatero, ao menos um lado ¢ maior do que v/2d,

Entao a equagao (2.21) nunca é satisfeita, pois os quatro corpos co-circulares estao em
uma configuragao central convexa. Assim, para satisfazer a equacao (2.19) devemos ter

rs = (0,0) = ¢, 0 que encerra a demonstragao. ]
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2.3 Configuragoes Centrais (n, 1)-Empilhadas com as equa-
coes de Laura-Andoyer

Nesta tltima se¢ao analisaremos, com as equagoes de Laura-Andoyer (1.17), as confi-
guragoes centrais (n, 1)- empilhadas. Ou seja, ao contrario das se¢des anteriores nas quais
foram estudados casos especificos, nesta secao veremos quais resultados ja foram obtidos
para o caso geral, onde temos uma C.C. de n corpos e, apds retirarmos 1 corpo, teremos
uma C.C. de n — 1 corpos. O assunto foi tratado em [5].

O principal resultado desta secao é o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1. Para cada n, com n > 4, toda Configuragio Central (n,1)-empilhada é
formada por n — 1 massas localizadas num circulo, com uma massa arbitrdria m, em seu

centro.

A demonstracao sera dividida em dois lemas, sendo que o primeiro destes garante que

a massa m,, do corpo a ser removido, é arbitraria:

Lema 2.3.2. Para termos uma configuracdio central (n,1)-empilhada, as massas e posi-

coes dos demais corpos devem ser independentes da massa do corpo a ser removido.

Demonstracao. Para o caso geral, com n corpos, as n(n—1)/2 equacoes de Laura-Andoyer

sao as seguintes:

fi =Y mp(Ri— Rjp)Aijp = 0,1 <i < j <n. (2.23)
ki,

Ja o caso com n — 1 corpos temos as (n — 1)(n — 2)/2 seguintes equagoes:

gii = Y mp(Rip — Rjp)Ayjp = 0,1 <i<j<n—1. (2.24)
ki, j

Logo, substituindo as (n —1)(n —2)/2 equagobes ¢, j, 1 <i < j <n—1, nas correspon-

dentes f;j,1 <1i < j <n—1, temos:
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Como por (2.24) g;; =0, para 1 <i<j<n-—1:
fii = +mn(Rin — Rjn)Aijn = 0,1< i < j <n. (2.26)
Como as n — 1 restantes equacoes f1, independem do fator m, e m,, # 0, temos:
(Rin, — Rjn)Aijn =0 (2.27)

Entao as massas e posicoes dos demais corpos independem da massa do corpo a ser

removido. ]

Para finalizarmos a demonstracao do Teorema s6 resta mostrar que as outras n — 1
massas estao localizadas em um circulo centrado na massa m,, o que é comprovado no

lema seguinte:

Lema 2.3.3. Para termos uma configuragio central (n,1)-empilhada € necessdrios que

os n— 1 corpos restantes estejam em uma configuracao central co-circular.

Demonstracao. Por suposicao, temos que as configuragoes nao sao colineares, logo, exis-
tem 1 < i < j < n tais que 7,5 e n ndo sdo colineares, logo A; ;, # 0. Por (2.27), temos
que (Riy — Rjn) = 0, ou seja, 1, = rj, = d, onde d é o raio de um circulo centrado em r,.

Sem perda de generalidade, suponha que i =1e j =2 e tome 2 < k < n. Como rq, 7
e r, nao sao colineares, ou rq, 7y € r, Nao sao colineares ou ry, 1, € 7, NAO 0 sao0, conforme

pode ser observado na Figura 2.12.

Figura 2.12: Ou r1, 7, e r, nao sao colineares ou 79,7 € 1, NAO O SA0.
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Em outras palavras ou Ay, # 0, o que nos da, por (2.27), que Ry, — Ry, = 0 e
Tkn = T1n = d, ou Agg, # 0, por (2.27) Ry, — Ry, = 0 € 1, = 79, = d. Em todo caso,
ren = d, mas como k é arbitrario, para todo 2 < k < n, temos que 1, = d para todo
1 <1 < n, ou seja, todos os pontos estao num circulo de raio d centrado em r,, como

queriamos demonstrar. O
Um resultado direto do Lema 2.3.3 é o seguinte:

Corolario 2.3.4. Em uma Configura¢ao Central nao colinear (n,1)-empilhada, os n — 1

corpos restantes apds a retirada do corpo de massa m, formam um poligono convezo.



Capitulo 3

Classificacao das Configuracoes

Centrais Planares, nao Colineares,

(n + 1, 1)-Empilhadas

Neste capitulo estudaremos as Configuracoes Centrais empilhadas com enfoque nas
Fungdes Potencial e de Momento de Inércia, utilizando como base o artigo [23] e nao
serao utilizadas as equagoes de Laura-Andoyer. Assim como no artigo [23], sera utilizada a
notacao (n+1,1) na qual a C.C. empilhada é uma C.C. de n corpos que pode ser extendida
a uma C.C. com n + 1 corpos. Assim, deve ficar claro que enquanto no capitulo anterior,
numa C.C. (n,1)-empilhada comecidvamos a analise com n corpos e encontravamos uma
C.C. com n — 1 corpos, neste capitulo, uma C.C. (n + 1, 1)-empilhada é uma C.C. com n
corpos na qual podemos incluir 1 corpo e ainda ter uma C.C. com n + 1 corpos.

Na secao 1 sera realizada uma simplificacao das equagoes apresentadas na secao (1.1),
para obter os sistemas (3.4) e (3.8), que serao utilizados ao longo das se¢oes seguintes.

Na secao 2 realizaremos a classificacao das Configuracoes Centrais planares, nao-
colineares (n + 1,1). Para isto, utilizaremos dois importantes Teoremas, 3.2.1 e 3.2.2,
que limitarao consideravelmente as opgoes. Teremos que independente da massa adicio-
nada & C.C. de n corpos estar ou nao no centro de massa, estas deverao estar centradas

em um circulo, ou seja, serem Configura¢oes Centrais co-Circulares (C.C.C.).

30
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Com estes resultados, através do Teorema 3.2.4, conseguiremos demonstrar que, no
caso em estudo (planar, nao-colinear), a tnica C.C. na qual todos os subconjuntos formam
uma C.C. é formada por um tridngulo equilatero de Lagrange, que ja estudamos no
capitulo anterior, como o tnico caso de configuracao central planar, ndao colinear, com 3
corpos e, apOs a definicdo de configuragoes centrais co-circulares, poderemos classificar
todas as configuracoes centrais co-circulares na Proposicao 3.2.5, que serd o objetivo
principal da secao.

Na secao 3 sairemos um pouco do estudo das configuragoes centrais empilhadas para
focar nos escalares p e pp, que serao definidos na secao 2, respectivamente, como o raio
da C.C.C. e como a raiz ciibica do quociente da divisao entre a massa total da C.C. m, e
o multiplicador \.

Verificaremos no Teorema 3.3.1 uma importante restricao para as C.C.C. com n corpos,
n > 4, mostrando que para qualquer destas configuracoes, todos os lados exteriores serao
menores do que pg e, em cada vértice, havera ao menos uma diagonal incidente maior do
que pg. Como consequéncia deste Teorema, poderemos demonstrar o principal resultado
da secao, a Proposicao 3.3.3, segundo a qual para todas as C.C.C. com quatro, cinco ou
seis corpos, o raio do circulo contendo os corpos serd menor do que py.

Por fim, na secao 4, voltaremos ao estudo das C.C. empilhadas e, utilizando os re-
sultados das secoes anteriores, poderemos demonstrar a Proposicao 3.4.1 e verificar que,
para os casos onde 3 < n < 6, somente serd possivel o caso 1 dos dois tipos de C.C.
planar, ndo-colinear, (n + 1, 1)-empilhada, obtidos através da classificagao das C.C.C. na
Proposicao 3.2.5, no qual o centro de massa da C.C.C. devera estar no centro geomé-
trico da configuracao, ou seja, devera ser uma Configuracao Central co-Circular Centrada

(C.C.C.C.) e a massa my devera ser incluida no centro de massa c.
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3.1 Simplificacao das equacoes das Configuracoes Cen-
trais Empilhadas

Primeiramente iremos simplificar a equacao das configuracoes centrais empilhadas
(1.16).

Para isto, notaremos um fato simples, mas importante: os trés pontos c¢,¢ e ry sao
colineares, onde, relembrando, ¢ é o centro de massa do sistema r, ¢ é o centro de massas
do sistema 7 e rg é a posicao da massa mg, que faz parte do sistema 7, mas nao do sistema
r.

De fato ¢ pode ser visto como o centro de massa de dois pontos materiais c e ry, com
massas m e mg. Entdo ¢ = c¢ se, e somente se, ¢ = ro. A colinearidade dos trés pontos

também pode ser observada na seguinte equagcao:

> T
) — "1
=0 o TO)

= E q;m; — oM + oMy =
m —+ my

1=0

- quml rom =m (Z:Z’ 1 T;;nl — ro) =m(c—ry), (3.1)
=1 1

ou seja, 0s seguimentos ¢ — ry € ¢ — ry Sa0 proporcionais a = e, como
m

m(c—ro) = (m+ my) (

my moro — MoC + mc + mgc moro + mc
——(ro—c¢)+c= = =
m + mg m -+ my m + my
2oy mar
— m0r0+m< m > _ Z?zomm o
= = =7, (3.2)
m—+ my m —+ mg
para um ponto arbitrario A, temos:
— mo _
A-¢c=A-¢c)————(rg—c)=A—c—(¢c—c). 3.3
P= (A0 - ()= A—c— (- 0) (33)

Assim, o vetor posicao entre A e o centro de massa ¢ é igual a diferenca entre o vetor
posicao entre A e o centro de massa ¢ menos o vetor entre ¢ e ¢, que é gerado pelo escalar
da divisao entre m, e a massa total m = m + m, multiplicado vetor entre a nova posicao

0 0

o € 0 centro de massa ¢, ou seja (ro — c¢).
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Verificada a colinearidade, assuma que r = (rqg,ry,...,r,) € uma configura¢do central
empilhada (n+1,1). Considerando os gradientes VU, VI, VU e VI, temos que a equacio

(1.16) pode ser escrita como:

,
n mq;mj('ri—rj) _ . L s .
Zj?'éi,j:l R - )\ml(rl C), i=1,...,m

q S, momilriore) — N (r; — ©) .

[ri—ro|3

n mim;(ri—r;) mimo(ro—ri) __ A .
\ Z#m:l e T e = Ami(r; —¢),i=1,...,n;

Utilizando a primeira parte do sistema (3.4), a terceira parte do mesmo pode ser

mymo(ro—ri) .

reescrita da seguinte forma, apos a troca de sinais em ro—riP
1

mimo(’f’z’ - 7’0)

/\mi(ri_c)_l_ ZXmi(m—E),z': 1,...,n. (35)

|ri = ro/?
Somando a equagao (3.5) para ¢ = 1 até n, temos que a somatoria de (3.5) se torna a

segunda parte de (3.4):

n
mymo(r
Zmi(m —c)+ O—z Z:/\mZ
: |ri — 7ol?
=1
- " mom;(r; — 7o) =
(Z mm) — mc + (Z W) =\ (Z mu;r; — mﬁ—i—moro — M7 +m05— m06> =
— ; i —To

=1

mec — mc + (Z%) = \Nc —m € — mqoro + mec) =

R ] o

i1 ri —of? m— mg m m
n
yo momilr—ro) me me g+ g (LTI )
i=1 [7i =70l m
" momy(ry — 1)
D = Xy (g — ©) (3.6)
= Iri—rol

Além disso, por (3.3), temos que as n equagoes (3.5) podem ser escritas como:
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mymo(r; —ro) m
)\mi(m — C) -+ W = )\ml(n — C — %0(7”0 — C))
mo(ri — ¢+ c— 1) 3 Mo
m; | A(ry —¢) + F— =m, </\ (ri—c—%(ro—c»)
— m m m ‘
()\—A—{—M) (ri—c):(’ri_oro‘g— mo)(ro—c),z:l,...,n. (3.7)

Assim, substituindo por comodidade |r; — ro| por 70, 0 sistema (3.4) é equivalente ao

seguinte sistema:

n mymyj(ri—r;) _ . . .
D iij=1 —aE = Amy(r; —c)yi=1,...,n;

(3.8)

Onde A\=U/T e A=U/I.

3.2 Classificacao das Configuracoes Centrais Planares,
Nao-Colineares (n + 1,1)-Empilhadas

Com os resultados preliminares da Introdugao e da secao anterior conseguimos de-

monstrar alguns teoremas sobre configuracoes centrais empilhadas:

Teorema 3.2.1. Seja r = (r1,...,7,) wuma configura¢ao central com centro de massa c.

Considere a configuracio central com (n + 1) corpos adicionando mgy na posicdo ¢, ou

seja T = (¢,11,...,1n). Entao T € uma configuracao central se, e somente se, |r; — c| =
lrg —c|=---=|r, —¢|.
Demonstracao. Inicialmente notamos que como ¢ = ¢ = ¢y, temos r; # ¢,i = 1,...,n, pois

dois elementos nao podem estar no mesmo lugar, logo a segunda parte de (3.8) nos da que

)\—)\+%§ =0,i=1,...n, ouseja, ry = XmTO/\,i: 1,...,n,ouseja, rjp =rjo,1 <i,j <n,
2/
o que demonstra que se T é uma configura¢do, entdo |ry —c| =|ro —c¢|=--- = |r, — c|.

Para a volta, a primeira equacao de (3.8) é satisfeita pois ela independe do corpo

inserido. Quando a segunda equagao, como 7 = c=7¢C € g = r'ygg = -+ = TI'pp, LEMOS:
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n n
I=) mri—¢f? = Zmirfo =1 =mr3,
=0 =1
- U+ ZO§i<j§n mro?z U Mo ZOSKJ'Sn :;Lo Mo
I 1 mry, 50
Assim, temos que :fés =A—)\i=1,...,n, ou seja, a segunda equacdo de (3.8) também
¢é satisfeita. O
Teorema 3.2.2. Seja r = (ry,...,r,) uma configuracdo central com centro de massa

¢, massa total m e multiplicador A. Considere uma configuragio com (n + 1) cor-

pos adictonando mqy em alguma posi¢ao que nao seja o centro de massa, ou seja T =

(ro,71,--.,7"n), 70 # c. Entdo 7 é uma configura¢ao central (n + 1,1)-empilhada se, e
somente se, =~ =2 i=1,... n.
riO m

Demonstracao. Para demonstrarmos a condi¢ao necessaria, suponha que 7 é uma configu-
racao central. Como 7 ndo é colinear, existe algum k,1 < k < n, tal que r; nao pertence
a reta 7gc.

Note que a k-ésima equacao da segunda parte do sistema (3.8) vale se, e somente se,

(347 - (e

3
Tko Tko m

Como (ry — ¢) e (ro — ¢) ndo estao na mesma reta, a equagao so serd verdadeira se:

I A=A A IR
X g LA dm 1A
Tko Tko mo Tko m Tro MM
ou seja, temos:
A=A 1 A
=== (3.10)
my L

Suponha agora que para algum j,1 < j < n,7; esteja na reta 7oc enquanto 7, nao
pertence a esta reta. Entao, pela j-ésima equagdo da segunda parte do sistema (3.8),

temos:
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<)\—X+@> (rj—c) = (@—@> (ro — ).

3
5o j0 m
Mas como (r; — c) e (rg — ¢) sao colineares, existe um « pertencente aos reais tal que

Arj —¢) = (rg — ¢) e temos:

mo mo -

"0 —1) = =20 L a(h— A
S0 —1) =~ 4 a(i- Y
1 o A=) 1 X
ry a—1myg a—1lm

@ 1 1 1 [ a 1y 11
a—1r}, a—lrio_ a—1 a-—1 7",%0_7“;9;0'

XX A oA - _ T

= = = — = Am-m)=A-Am=>—=—

m my m—m m
Logo temos que%:%,i: ...n.

0

Para a demonstracao da condicao necesséaria, temos que, como r é uma configuracao

central, a primeira parte do sistema (3.8) é claramente valida. Para a segunda parte do

sistema, se & = 2 i =1,...,n, entdo, por (1.13) e (1.14):
i0
-~ = n mom; )\I+m mrz.zo
A o U _ U + Zz:l 750 . 0 T'?O -
oI 2 = o2 n 2
m  ml ZO§i<j§n Mm;T;; (Zl§i<j§n mzmﬂz‘j) + D iy oM

M +momrg2 NI +mord) A
ml +mmor2, — m(l +mer2)  m’
A equacao % = % implica que:
XA - — - A=) A
m m mo

Logo temos que = = 2 =22 A1 pn
Ti0 m mo m
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Assim temos que:

- m — A=A m m A A
)\—)\+—30:>\—)\—|—m0 :Oe—SO—TOZmo:—m()::O.
50 mo 50 m m m
Assim, a segunda parte do sistema (3.8) é valido para i = 1,...,n, e temos que T é
configuragao central (n + 1, 1)-empilhada, finalizando a demonstragao. O

Com este teorema, podemos enunciar um resultado direto.

Corolario 3.2.3. Suponha que T € uma configura¢ao central néao-colinear (n + 1,1)-
empilhada para as massas (mg,my,...,my,). Entao T também serd uma configurac¢ao
central nao colinear (n + 1,1)-empilhada para as massas (mg, ma,...,my,), onde my €

uma massa arbitrdria.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2.2, temos que a massa mg independe. Ou seja, como T é

uma configuracao central ndo-colinear (n+1, 1)-empilhada para as massas (mg, mq, ..., m,),
por 3.2.2, temos que T% = %,z‘ = 1,...,n, entdo, pelo mesmo Teorema 3.2.2, a configu-

0

ragao central 7 também serd uma configuragao central nao colinear (n + 1, 1)-empilhada

para as massas (mg,my, ..., my), onde my ¢ uma massa arbitraria. ]

Teorema 3.2.4. Em R? hd apenas um tipo de configuracio central ndao colinear com
n corpos, cujos todos os subconjuntos formam uma configurac¢ao central, a configuracao

central formada por um triangulo equildtero de Lagrange.

Demonstrag¢ao. Se r = (rg,71,...,7,) ¢ uma configuracao central (n + 1)-empilhada, cu-
jos todos os subconjuntos formam configuracoes centrais, pelos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2,
teremos que 7;; = ry;» para todo 0 < 4,5,7, 7' < n, onde ¢ # j e i # j'. Isto somente ird
ocorrer no caso planar, nao colinear, se todos os corpos dos subconjuntos formarem uma
poligono regular, o que nao acontece em nenhum caso com n > 4. O tnico caso planar,
nao-colinear, restante é o triangulo equildtero, que como mostramos em 2.1.1, é uma con-
figuracao central e cujos subconjuntos sao configuragoes com 2 corpos, que sempre geram
?

uma configuracao central. O

Com estes resultados, para termos uma configuragao central (n + 1, 1)-empilhada, in-

dependente da massa adicionada a subconfiguracao r = (rq, ..., r,) estar ou ndo no centro
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de massa, devera existir um ponto a tal que |r; —a| = |r; —a|,1 <, j < n. Restringindo

as configuracoes centrais a R?, a subconfiguraciao central r devera ser centrada em um

circulo. Essas configuracoes centrais sao chamadas configuragoes centrais co-circulares.
Denotando por p o raio do circulo citado e por py a raiz ciibica da razao entre a massa

total m e o multiplicador A\ da sub-configuragao central r, temos:

my1/3 (m[> 1/ Zl<i<j<n mimjr?j v
po = (—) = _— = — — .
A U Zl§i<j§n mim; /1

O resultado a seguir é obtido diretamente dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2, mas devido a

sua importancia no capitulo o chamaremos proposicao ao invés de corolario:

Proposicao 3.2.5. Sejar = (r1,...,r,) uma configuragao central co-circular com centro
de massa c, massa total m e multiplicador \. Seja p o raio do circulo e py = (%)1/3. Entao
r pode ser extendido para uma configuracao central (n+1,1)-empilhada T = (ro,r1,...,7y)

apenas nos sequintes casos:
1. ¢ € o centro geomélrico de r e ro = c;
2. p=poy ery serd colocado no centro geométrico de r.
O corolario a seguir também é um resultado direto dos resultados anteriores:

Corolario 3.2.6. No caso 2 da Proposi¢cao 3.2.5, sejam m a massa total da configuracao

1/3

central (n + 1,1)-empilhada 7,\ o multiplicador desta, e p, = (Z) Entao, p, nao

depende do valor de mg e py = po.

Demonstracao. A independéncia do valor de mg vem diretamente do Corolario 3.2.3 e a

igualdade gy = (%) = r;g = (§)"/* = p do Teorema 3.2.2. O

3.3 O Valor p) nas configuragoes Centrais Co-Circulares

De acordo com a Proposi¢ao 3.2.5 a medida do raio p e de py = (%)é ¢ crucial para a

classificagdo da configuragao central (n+1, 1)-empilhada. Nos obtemos um resultado geral
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para o caso co-circular, no qual, provamos que para as configuragoes centrais co-circulares
com quatro, cinco e seis corpos temos pg > p.

Para isto usaremos as seguintes notagoes para as configuracoes centrais co-circulares:
arestas sao seguimentos de retas conectando dois diferentes vértices de um poligono. Em
uma configuracao central na qual os vértices sao ordenados no sentido anti-horario como
(r1,72,...,7,), as arestas 7;7; sao chamados lados exteriores se [i — j| =1 ou n — 1. Uma

aresta e um vértice nesta aresta sao chamados incidentes.

Teorema 3.3.1. Assuma que n > 4. Para qualquer configuracao central co-circular com
n corpos, todos os lados exleriores sao menores que py. Em cada vértice hd ao menos

uma diagonal incidente maior do que pg.

Para n = 2,3 nao ha diagonais. Para n > 4 havera ao menos n/2 diagonais maiores
que py no caso par, sendo ao menos uma para cada lado, descontadas as repeticoes, e
ao menos (n + 1)/2 para o caso impar. Para n = 4 e n = 5 o resultado foi provado
para todas as configuracoes centrais planares convexas, respectivamente, por MacMillan

e Bartky em [18] e Chen e Hsiao em [9]. Segue a demonstragao para CCCs com n > 4.

Demonstra¢ao. Assumamos que r; = (cosf;,sen;) e 0 = 61 < 6, < -+ < 0, < 2m,
ou seja, temos uma configuragao central co-circular centrada na origem com raio 1 onde
r1 = (1,0) e os vértices estdo ordenados no sentido horario. Reescrevendo a equagao das

configuragoes centrais, temos que a configuracao sera central se, e somente se:

1A 11
my | = (re —r5) =D my, g | () =
k+£j kj kA j & Po
> o miSii(re =) =0, j=1,....n, (3.11)
ket
onde Si; = = %,
J

Para verificar que os dois lados exteriores incidentes com r; sao menores do que po,
notemos que a sequéncia {ris,713,...,71,} €, ou mondtona, ou é primeiro crescente e

depois decrescente.
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Provaremos considerando dois casos: o primeiro, quando r15 > pg e 1 > po € 0
segundo quando apenas um dos lados incidentes exteriores ¢ maior do que py, digamos
T12 2 po-

Caso 1 - Se r19 > po e rp1 > po, entao:

. 1 1
Ter > min{rig, 71} > po, 5 — 5 < 0,k=3,...,n—1.
k1 Po

Figura 3.1: r5 > pg e 11 > po-

Isto ¢, Sy < 0 para k = 2,...,n. Denotando por [ a linha perpendicular com a
tangente do circulo em r1, conforme a Figura 3.1, e por Pu a projecao ortogonal do vetor

u ao longo da linha [, temos:

Py <Z MSk1 (T — 7’1)) = kasmpl(?“k —r1) #0.

k#1 k#1
Sendo que a igualdade é verdadeira porque podemos "passar" P, por mySk, pois este é

um escalar e a desigualdade é valida porque my, serd sempre positivo, Si; sempre negativo
e a projecao P(ry —r1) tem sempre o mesmo sentido, pois todas as projecoes serao feitas
do mesmo lado de ry, logo o resultado serd diferente de 0.

Assim, a equacdo (3.11) ndo seré satisfeita.

Caso 2 - Se r19 > pg e rp1 < po, suponha que 6y < -+ < O <O < --- <0, <

27, r1L 2 po € rir+1) < Po-
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Teremos que Sy, < Oparak=2,...,Le Sy, >0parak=L+1,...,n. Conectando
ry com um ponto entre ry e 1 e tracando uma reta, chamemos a reta ortogonal a esta

de [, conforme a Figura 3.2.

Vi=7i+1

14

Figura 3.2: r15 > pg e mp1 < po.

Teremos:

L
kaSkl Ty — 7”1 + Z —mkS]ﬂ(Tl — Tq) =

—2 k=L+1
L
Z my Sk P(ry, — 1 +Z —my S Pi(r1 — i) # 0.
s}

A desigualdade se justifica, pois os dois termos terao sempre o mesmo sinal. O primeiro
porque Sg; serd negativo, possivelmente com a excecao de S, que podera ser igual a 0,
my serd sempre positivo e P(ry — ) terd sempre o mesmo sentido, pois a interse¢ao sera
dentro do circulo. O segundo termo porque my, e Sy serdo positivos, enquanto Py(r; — )
terd o sentido oposto dos elementos do primeiro termo, pois a projecao sera fora do circulo,
conforme a Figura 3.2.

Assim, a equagao (3.11) ndo sera satisfeita e o sistema também nao serd uma configu-
racao central no segundo caso, como queriamos demonstrar.

Concluimos que os dois lados exteriores incidentes serdo sempre menores do que py.

Mostraremos agora que ao menos uma diagonal incidente deve ser maior do que po,

uma vez que se os valores Sia, ... S, forem sempre positivos, entdo a equagao (3.11)
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também nao podera ser satisfeita, pois, utilizando a mesma projecao do caso 1, teremos
S1k € my, sempre positivos e P(ry —r1) sempre no mesmo sentido, conforme a Figura 3.1.
Entao ao menos um Sy, deverd ser negativo e correspondera a uma diagonal, ou seja,
ao menos uma diagonal incidente com r; devera ser maior do que py, como queriamos
demonstrar.

Por simetria, o resultado serd valido para todos os vértices rp,k = 1,...,n e fica
demonstrado que todos os lados exteriores serao menores do que py € a0 menos uma

diagonal incidente serd maior do que py, em cada vértice. O
Um resultado direto deste teorema ¢ o seguinte:

Corolario 3.3.2. Configuracoes centrais co-circulares nao podem estar inteiramente em

um semi-circulo.

Demonstracao. Caso contrario, haveria um lado exterior maior do que todas as diagonais.

]

Proposicao 3.3.3. Para todas as configuracoes centrais co-circulares com quatro, cinco

ou seis corpos, o raio do circulo contendo 0s corpos serd menor do que pg.

Demonstracao. Para o caso n = 6, ordenando as massas em um circulo no sentido anti-
horéario, pelo Teorema 3.3.1, temos que 112, 723, 7’34, T45, T'56, T61 < Po- Mas como os trian-
gulos 7,0r;41,5 = 1,...,n — 1 e r,0r; serao todos isosceles, isto somente poderia ocorrer
se Zr0ry, ..., Lr,_10r,, Zr,0rp < w/3. O que é um absurdo, pois a soma dos angu-
los internos seria menor do que 2w. A demonstracao para os casos n = 4en = 5 é

idéntica. O

3.4 Configuragoes Centrais (n + 1,1)-Empilhadas com
n<6

Com os resultados demonstrados, podemos concluir que para 3 < n < 6, as Unicas

configuragbes centrais co-circulares (n + 1,1)-empilhadas sdo as previstas no caso 1 da
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Proposicao 3.2.5, ou seja, nas quais o centro de massa da subconfiguragao r serd o seu
centro geométrico e a (n + 1)-ésima massa deverd ser colocada no centro do circulo,

conforme é constatado na proposicao a seguir:

Proposicao 3.4.1. Sejar = (r1,...,1,),3 < n <6, uma configuracao central co-circular
com cento de massa c, massa total m e multiplicados . Entao v so poderd ser extendido
para uma configuracao central (n + 1,1)-empilhada 7 = (ro,r1,...,7,) Se ¢ for o centro

geométrico de r e rog = c.

Demonstracao. Para os casos n = 3 e n = 4 ja demonstramos no capitulo anterior que as
lnicas opcoes de configuragoes centrais planares, nao colineares, sao, respectivamente, o
triangulo equildtero, com massas iguais em seus vértices e uma massa arbitraria em seu
centro e o quadrado com massas iguais em seus vértices e uma massa arbitraria em seu
centro. Ambas configuracoes sao co-circulares, com centro de massa no centro geométrico
e a massa my ¢ incluida no centro do circulo.

Para os casos n = 5 e n = 6, pela Proposicao 3.2.5, as inicas opgoes para a configuracao
central 7 seriam ¢ como o centro geométrico de r e 7y = ¢, ou p = py € ry No centro
geométrico de r. Pela Proposicao 3.3.3, nos casos onde 4 < n < 6, o raio do circulo
contendo os corpos serd menor do que pg, logo o segundo caso da Proposicao 3.2.5 ¢
vazio e a lnica opgao de extensao ¢ o primeiro caso, onde ¢ é o centro geométrico de 7 e

To = C. []

Com esta proposi¢ao encerramos o capitulo 3 onde foi apresentada uma abordagem di-
ferente no estudos das configuracoes centrais empillhadas, utilizando as fun¢ées potencial
e de momento de inércia e provamos alguns resultados, concluindo que as configuracoes
centrais planares, nao-colineres (n+1, 1)-empilhadas devem ser centradas co-circulares, ou
seja, ser uma Configuragao Central co-Circular (C.C.C) e, para os casos com 3 < n < 6,
a nova massa devera ser incluida no centro centro de massa ¢, que deverd estar posicio-
nado no centro geométrico da subconfiguracao central, gerando uma Configuragao Central
Co-Circular Centrada (C.C.C.C.). No proximo capitulo estudaremos especificamente as

C.C.C.C. e provaremos que para o caso n < 6 as tnicas configuragoes centrais (n + 1, 1)-
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empilhadas planares, nao-colineares possiveis sao as formadas por um poligono regular de

n lados.



Capitulo 4

Configuracoes Centrais Co-Circulares

Centradas C.C.C.C.

No capitulo anterior provamos através dos Teoremas 3.2.1, 3.2.2 e da Proposicao 3.2.5
que s6 podem existir dois tipos de configuragoes centrais planares, nao colineares, (n+1,1)-

empilhadas, sendo:

1. As Configuragoes Centrais Co-Circulares Centradas (C.C.C.C), onde a nova massa
é incluida no centro de massa, que condiz com o centro de um circulo no qual todas

as demais massas estao dispostas, ou seja, o caso 1 da Proposicao 3.2.5 e;

2. As Configuragoes Centrais Co-Circulares, Nao Centradas, onde a nova massa tam-
bém poderia ser incluida no centro de um circulo no qual todas as demais massas
estariam dispostas, mas este nao seria o centro de massa da Configuracao Central,

ou seja a Configuragao nao seria centrada, conforme caso 2 da Proposicao 3.2.5.

O primeiro caso sera o assunto deste capitulo, onde analisaremos o artigo |25].

O estudo é motivado pela Conjectura de Chenciner, um questionamento formulado
por Chenciner em [11], onde o autor questiona se o n-4gono regular com massas iguais é
a unica configuracao central na qual todos os corpos se situam em um circulo e o centro
de massa coincide com o centro do circulo.

Neste capitulo seré utilizada uma nocao mais ampla do Potencial U, pois, além do caso

45



46

Newtoniano, abordado na Introducao e no capitulo anterior, que aqui chamaremos de Uy,
serd analisado um caso mais geral: U,, a > 0. Conseguiremos demonstrar duas maneiras
praticas de verificar se uma configuracao nao pode gerar uma CCCC, demonstraremos
que, com algumas restri¢coes colocadas no principal resultado do capitulo, o Teorema 4.4.4,
a conjectura de Chenciner é verdadeira e mostraremos que para o caso newtoniano, para
n < 6, o poligono regular de n lados é a inica Configuracao Central Co-Circular Centrada.

Para isto, na primeira secao, vamos utilizar a definicao de Configuracao Central apre-
sentada em [25] e vamos encontrar o sistema de equagoes para as Configuracoes Centrais
Co-Circulares Centradas (CCCC) em (4.3). Observaremos que uma vantagem na utiliza-
¢ao do potencial mais genérico, em termos de U,, é que o momento de inércia I pode ser
expresso como U_,. Finalizaremos a se¢ao apresentando as equagoes para as configuracoes
centrais em termos dos gradientes pelos vetores m e 6 do potencial U,, respectivamente,
VoUalmo € ViUalme, em (4.7) e do momento de inércia I = U_,, respectivamente,
V@U_2|m79 [§] VmU_2|m,9, cm (4.8).

Na segunda secao citaremos [12]|, um importante resultado de Cors, Hall e Roberts, no
qual eles comprovam que dado um conjunto de massas m, com um ordenamento fixado,
a funcdo U,(m) terd apenas um ponto critico, que serd um ponto de minimo. Este
resultado serd enunciado no Lema 4.2.1, mas nao serd demonstrado, pois, com a ajuda
de uma constante K > %, o resultado sera expandido, como feito por Zhigiang em [25]
no Lema 4.2.2, que serd demonstrado da forma mais detalhada e terd o Lema 4.2.1 com
consequéncia direta.

Na se¢ao 3 realizaremos uma analise quanto as simetrias das configuracoes centrais por
rotacoes, em especial permutacoes e reflexdes. Também enunciaremos e provaremos trés
novos lemas, sendo o Lema 4.3.1, que prova que, para CCCCs, a simetria da distribuicao
das massas pode implicar na simetria da configuracao e os lemas 4.3.3 e 4.3.4, que trarao
maneiras de demonstrar que uma dada configuracao nao é uma CCCC. Estes novos re-
sultados fornecerao uma ferramenta para verificar quando configuracoes nao podem gerar
CCCCs, possibilitando diversos resultados praticos, sendo que alguns serao demonstrados

na secao. Dentre estes vale citar os corolarios 4.3.5 e 4.3.6, que, respectivamente, demons-
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tram que o triangulo equilatero com massas iguais e que o quadrado com massas iguais
sao as unicas CCCCs com, respectivamente, trés e quatro corpos, para o caso geral do
potencial U,.
Na quarta e tltima secao serd demonstrado o Lema 4.4.1, ltimo lema preparatorio,
e dois corolarios deste, 4.4.2 e 4.4.3, sendo que este ultimo fornece uma segunda forma
pratica, depois da forma evidenciada nos lemas 4.3.3 e 4.3.4, de verificar quando uma
configuracao nao pode gerar uma CCCC, ao demonstrar que dado um vetor de massas nao
todas iguais m, se existir alguma configuracao qualquer ¢, tal que 2“*1% <1+4%,
entdo nao podera haver qualquer CCCC (m, 0,,).
Com isto poderemos demonstrar o resultado principal do capitulo, o Teorema 4.4.4,
que esclarece que para ntimeros positivos « e inteiros n > 3, satisfazendo
1 ”Z_i csc” Jm <1+ e
n n 4’
o poligono regular de n faces com massas iguais é a tinica configuracao central co-circular
centrada para o problema de n-corpos com o potencial U,. Concluiremos com o Corolario
4.4.5 que, para o caso do problema de n-corpos Newtoniano, onde « = 1 en < 6, o

poligono regular de n corpos é a tinica configuracao central co-circular centrada.

4.1 Equacoes para as Configuracoes Centrais Co-Circulares
Centradas

Dadas n massas my;, > 0, e suas posicoes x, € R,k =1,...,n. Paran € N,n > 2e

a € R, a > 0, o movimento é regido pelas seguintes equagoes diferenciais:

onde z = (x1,Ta,...,x,)", €
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DAL w40,

= |
Uy (x) = { 'SI<ksn (4.1)
Z mymy In |z, — x|, a=0.
1<j<k<N

Observacao 4.1.1. Dois casos especiais para o potencial geral U, merecem ser ressal-
tados. O primeiro € o caso Newtoniano, com o qual estamos mais habituados, sendo o
foco do capitulo 2 desta dissertacao, que ocorre quando o = 1. O outro € o problema de
n-vortices, que ocorre quando o = 0. Para o problema de n-vortices, Cors, Hall e Roberts
demonstraram em [12] que, para o caso planar do problema de n-vortex, com vdrtices arbi-
trarios, a unica configuracao central co-circular centrada € o poligono reqular com massas
iguais. Como este caso ja estd resolvido e nao € o foco desta dissertacao, a partir deste

momento consideraremos sempre o > 0.

Considerando X o conjunto de todas as configuracoes x = (x1,2a,...,x,), diremos
que uma configuracdo z pertence ao conjunto de colisdes A se existir z;; = |z; — x;| =0,
onde |z; — z;| é a distancia euclidiana entre z; e ;. Como o sistema (4.1) ndo esta bem
definido para qualquer z;; = 0, sempre consideraremos configuracoes fora do conjunto de

colisoes , ou seja, trabalharemos no seguinte conjunto de configuracoes:

X\A = {(5[)1,.1’2, s 7xn)T € R3" L 7£ Tk Onde‘j 7£ k}

Estando claro o espaco de configuragoes que sera considerado, é possivel definir de

forma clara as configuracoes centrais que serao estudadas no capitulo, conforme segue:

Defini¢do 4.1.2. Uma configura¢io v = (1, Ta, ..., x,)" € X\A serd chamada configu-

ragdo central (CC) para as massas m = (my,ma, ..., my,)", se existir alguma constante
A € R tal que:
u T;— 1 A
| — T
Z ﬁmjmk = ——mk(mk—co), k= 1,2,...,71, (42)
otk 1T TR @

ou, equivalentemente:

oU,(x
T(k) = —dmg(zg — o), k=1,2,... n,
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mrx
onde o centro de massa € defintdo como cy = %, pois, para o > 0:
k

(x; — xp) 1
ijmk 1>|J:]-—x||x'—x|a+1+
1<j<k J kel 1 k

Z mym;(—a)(1) (2, = ;) = Z ammy—2—"_ T = 1,...,n.

2 eI 3 ammp 2 e

Definida a configuragdo central, como serao estudadas Configuragoes Centrais co-
Circulares Centradas (CCCC), as n massas positivas (mq,ma, ..., m,)" € R" devem ser
todas tomadas em um circulo unitario centrado na origem do plano complexo, entao suas
posigoes serdo r = (ry,7g,...,7,)7 € C", onde r; = €% = cosf; + isend;. Consideremos

6; € (0,2n] e, para evitar colisoes:
0= (01,0s,....0) eKL={0eR":0<0, <0< <0, <27}

Assim, dado um vetor de massas m, sua ordem também estara determinada.

Sob estas notacoes, o potencial U, pode ser escrito como:

MMy, —a MMy
=S " e (525

<k Ik j<k

uma vez que.

ik = |rj — 1] = €% — €% | = |(cos0; — cos O) — i(send; — sendy)| =

\/(COS 0; — cosy)? + (send; — senfy)? =

\/0082 6; + cos? 6y, + sen?6; + sen?d;, — 2(cos 0; cos b, + senf;sendy,) =

\/2 — 2cos(0; — O);

V2= 2c0s(8; — 8) = 1/2(1 — cos(t; - 6,)) = \/2 (2sen2 (9];_@)) _
e () =i (52 < e (5

¢ a distancia entre r; e 7.

9
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Tomando (4.2), dividindo as n equagbes por myzy e considerando a notagdo apresen-
tada, com c¢q = 0, temos que a configuragao r = (rq,...,r,) serd CCCC, se e somente

se,

Sy P 22 =1,

Z?:l m;r; = 0.

Pois, enquanto a segunda equacao de (4.3) ocorre por se tratar de uma configuragao

(4.3)

centrada na origem do plano complexo (¢ = 0), para a primeira equagao temos:

ri— T A m(ry —rj) mi(l—r;/re) A

J _ _ R A ] J _

E ijmk = akak = E ot = T = E a+2 =
j#k Ik j#k jk Tjk

sendo a ultima passagem possivel considerando que r, # 0 para k=1...,n.

Escrevendo as partes real e imaginarias de (4.3) separadamente, temos:

Para a primeira equacao:

Smloplnd 2oyl 2
7S o T a
£k gk J#k ik
Z m;(1 — cos(0; — Ok) +isen(6; — 0)) A
a+2 -
ik Tk o

onde a parte real fica

m;(1 —cos(0; —0;)) A m; 2\ ¢
—_ - —_— = — = A
2 2T e s =

= 2(1 —cos(0; — Ok))rs,

pois adotaremos = \. Por outro lado, a parte imaginaria fica:

m sen(6; — 6)
Z at2 =0.
Ak Tjk

Quanto a segunda equacao de (4.3), temos:

Z =m;r; =0= ij(cos 6, — isend,;) = 0.
j=1 j=1
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Assim, para os reais, ) ., m;cosf; = 0 e, para os imaginarios, > ;_, m;sent; = 0.

Por fim, com a separacao, o sistema (4.3) fica:

( N m B

2 = A

j#k Ik

"L m;sen(6; — 6y)

D (4.4)
ik j

ij cost; =0 = ijseHQj = 0.
\ Jj=1 1
Considerando U,(m,0) = >_._, =k

j<k T5,0) como uma funcao das varidveis m e 6, temos
que essas equacoes sao equivalentes a:

j=

0 0 N
LU, =0, LU, =X k=1,....n, 45
00, oy " (4:5)
pois
0 0 MM 0 o
—Uy= — Z = Z —mymg(2 —2cos(0; — 0;)) 2 =
90, 90, \<j<k<n ik 1<j<k<n 90
— Y <_20‘) (2= 2cos(0; — 6,)) "5V 2sen(0; — 6;) =
=Lk
mjsen(0; — 6y) > ( m;sen(6; — Qk)>
amy = = amy = =0, k=1,...,n;
(; 2~ 2con(ty — 60) 3 2
0 0 m;my m;
T y,=2 B ST X k=1,...n
omy, omy, 1<J§<n 5% ; o

Outro ponto interessante ao abordar o potencial U em termos de a,m e 6 & que,

ao tomarmos a = —2, temos que U_s(m, ) nao é outro sendo o Momento de Inércia [

apresentado nos capitulos anteriores, conforme pode ser verificado abaixo:

U_3(m,0) = Z mjmkr?k = Z m;my(2 — 2 cos(0; — 6)),

i<k <k
Aplicando a equagcdo (4.5) para o caso especifico onde v = —2, ou seja, para o momento

de Inércia, obtemos a seguinte equagao:
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0
90,7270 Ggm,

onde a derivada parcial de U_5(m, ) por 6 continua igual a 0, pois esta nao depende de

Uo,=2M, k=1,...,n, (4.6)

o, enquanto, para a derivada parcial de U_5(m, #) por my, obtemos o resultado especifico

2M, pois:

iU_g = 9 Z mjmy(2 — 2cos(0; — 0y)) =

1<j<k<n

n

Z m;(2 — 2cos(0; — 6y)) = 2(M —my,) — Z 2m; cos(8; — 0;) =

=Lk =Lk
2(M —my) —2 ( Z m; cos 0; cos O, + mjsenejsen9k> =
1<j<k<n
2(M —my) —2 (COS Oy, (Z m; cos 9j> + sendy, (Z mjsen9j>> =
j#k i7k

2(M — my) — 2 (— cos by (my, cos Oy) — senby, (mysenby))

= 2(M — my,) + 2my,(cos® O, +sen?dy) =2M, k=1,...,n.

Por fim, expressando as equagoes (4.5) e (4.6) através do vetor gradiente:

VoUulmo =0 ViUdlme = M (4.7)
v9U’72’m,0 =0 va72|m,9 = 2M17 (48)
onde os vetores 0,1 € R*, 0 = (0,...,0)T e 1 = (1,...,1)T. Entao, m,f formarao uma

configuracao central co-circular centrada (C.C.C.C.) se, e somente se, a equagao (4.7)
valer para o potencial U, e a equagio (4.8) for valida para o Momento de Inércia I.

Nos casos onde m e 6 satisfazem (4.7) e (4.8), simplesmente denotaremos que (m, ) €

c.C.



93

4.2 O Ponto Critico do potencial U, e de uma funcao
relacionada

Um grande avanco no estudos das C.C.C.C.s foi dado por Cors, Hall e Roberts em [12],
ao notarem que VyU, = 0 significa que 6 serd um ponto critico de U, quando o vetor
de massas positivas m é dado. Calculando a correspondente matriz hessiana de U, eles
mostraram que o ponto critico serd um minimo e serd tinico, exceto por translacao, o que

pode ser removido tomando #,, = 2mw. Seja

Ko = {0 € K|6, = 27},CCo = {(m, 0) € CC € Ko}

Este resultado pode ser expresso conforme lema a seguir:

Lema 4.2.1. Para qualquer vetor dado m € R, existe um unico ¢, € Ky tal que

VoUqy(m, @) = 0. Além disso, este ponto critico serd um ponto de minimo.

Cors, Hall e Roberts também concluem que dado um vetor de massas positivas m,
uma configuragdo central co-circular centrada (se existir), digamos 6, devera ser o tnico

minimo do potencial U,, ou seja:
(m,0) € CCy= 0 = pp.

No artigo [25] ¢ feita uma extensao do resultado demonstrado em [12]. Para isto é

, . 3+a . ~
necessario uma constante K > QT e definir a funcao fy:

Com estas temos o lema a seguir:

Lema 4.2.2. Para qualquer vetor de massas positivas m € R e qualquer nimero inteiro
K > 232%, existe um unico 6, € Ko tal que Vofi(m,0,,) = 0. Além disso, este ponto

critico é um ponto de minimo e (m,0) € CCy implica que 0 = 0,,.
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Demonstragao. Para um dado ntimero 8 # 0, derivando parcialmente em termos de 6; e

0;, temos:
0 0 mym 0? MMy
50,00,°° = 26,00, (Z 5] T 06,00, 2 0-0.\7 )
R i i<k Tk 00 \ 1= |2sen (%5%)|
o\ [B—1 2sen (%% B
—myf3 ‘QSGH (9329’“)‘ <9 = ) 2 cos <9J29’“) %
RS pen(5)
Py R 55 =
891 k#j ’28611 (@)’
0 my2sen <€j;9k> coS (9”;9’“)
00, —hm Z 0.—o.\ |B12 -
! k#j ‘2sen <JT’“>’
_p. D, a0\ |Bt2
m;2 cos (@) (—1) cos (%) 9sen (0]291>‘
_Bm] 0.—0, 28+4
‘QSGH (JT>
Y y o\ [B+2
+mﬂsen (97201> (—1)sen (9]2&) (—%) ‘QSGH (97291”
9.\ |28+4
‘2sen <_9]201>‘
—0; B+1
m,;2sen (%) cos ( ) (B+2) )QSGH ( —bi )‘
g\ |28+4
’2sen (_0]291”
2sem (5% 0.~ 0\ [ 1
— N % 7 9cos (u> (——) —
() U)
2
< cos < >+ sen (9 5 )) ‘28611 <—0j;9’“>’
—fmym; F+i
)
2
(B+2) <QSen <97%0>> cos? (%)
g\ |84 -
2sen (—9J29’)‘
—cos? (_@-;91-) + sen? (—aj;9k> + B cos? <9 b ) + 2 cos? (9 291-)
_ﬁm]ml 0.-0, B+2 =
‘2sen <JT>

—pmym; <1 + B cos? (9 . ))

g\ |BT2
o (9
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Os célculos para derivar parcialmente duas vezes em 6; utilizam o mesmo raciocinio,

de modo que nao sera repetido. Assim, temos:

( 52 o —pBmj m; 143 cos? %% . .
70,95, U8 = \Qsegl(ef';”)(“z Dowits
. _Zﬂmimj <l—|—ﬁcos2 (@)) —i 9? .
007~ T L (9j79i p+2 = 06,00, A
\ J# )QSen 5 )‘ j#i
Assim, derivando duas vezes na mesma coordenada:
32
0? 0? U_, 02 52 U—2
o027 = 62 <Ua+7) ot TR T
92
20,0,
0? g 0? ( UQ) 0?
_ v - S A L I o N R
P 00,0, K P 00,0; K P 00,0;
Por outro lado, derivando em coordenadas diferentes:
o2 —a (1 + « cos? <#>> 2 — 4 cos? (%)
Jx = mim; 5 + <
00,0; at K

‘QSen (—9359’)
—a (1—%04(:052 (@)) 2 — 4 cos? <9j;9i>

M 9a+2 T K ’

23+a

onde a passagem se justifica pois o numerador é positivo. Tomando K >

0;,—6; 9 (0;—6;
5?2 —« (1 + « cos? (JT)> o 4 cos (JT)
< mam _ —
6019] fK > mim; Qa+2 + 22+« K
—a? cos? (—9”;6") 4 cos? (9”;9")
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Tomando a matriz hessiana de fx (DQfK = (ae 7 fK) ), por (4.9) e (4.10) temos
nrn

que todos os elementos fora da diagonal principal sao nao positivos, enquanto os da diago-
nal principal sdo a soma dos moédulos dos elementos na mesma linha/coluna, ou seja, D? fx
serd uma matriz diagonal dominante. Como também é simétrica e todos os elementos da
diagonal principal sao nao negativos, a matriz hessiana é positiva semidefinida.

O tnico autovetor de D?fx associado ao autovalor 0 serd o vetor unitario 1, o que
sera verificado a seguir:

1) Existéncia:

82 82 82 B Z 891 fK + Z a
90101 fx 56102 fre o 9010, fx 1 0
aezelfK aegesz 8029an 1 _ _2892 fK+Z&90 _ 0

»
0, glfK 50, 92fK e K 1 0 0 0
~2 0.5, 2l
jAn j#n
2) Unicidade:
Seja v = (vy,vs,...,v,)T um vetor ndo nulo, nao paralelo a 1 e tal que D?fx(v) = 0.
Existe k,1 < k < n tal que v, > v;, paratodo? =1,...,n e temos que o k-ésimo elemento

de D? fr(v) seré:

Ve | — + v,—— > 0,
2 00:0; ) 2" 00,0,

pois, como v nao é paralelo a 1, para algum j = 1,...,n,v; > v;, 0 que é uma contradigao.
Logo a forma quadratica v? (D?fg)v é maior do que ou igual a 0, sendo identicamente
nula apenas se v for miltiplo do vetor 1.

Este vetor corresponde & invariancia translacional de fg, assim, limitando 6, = 2,
como limg_, gk, = +00, pois os denominadores tenderiam a 0, temos que para um dado
vetor de massas m existe no maximo um ponto critico 6,,, que, quando existir, serd um
ponto de minimo e, se (m,#) € CCy é uma C.C.C.C., entdo (4.7), (4.8) serdo satisfeitos e
O

23+a
P

6 = 0, serd o Unico ponto critico da fungao fr, K >

Considerando que (4.7) implica (4.8), ¢,, no Lema 4.2.1 ¢é igual a 6,, no Lema 4.2.2.
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4.3 Simetria das Configuracoes Centrais Co-Circulares

Centradas (CCCCQC)

Nesta secao sera estudada a simetria das configuracoes centrais co-circulares centradas
(CCCQ). Para isto serdo utilizadas reflexdes (S) e permutacoes (P) de CCCCs, conforme

a seguir:

010 00 00 010
00 1 00 00 100
pP= .S =
000 ...01 10 ...000
100 ... 00 00 ..001

Para melhor visualizacao segue a Figura 4.1, na qual podem ser verificados, uma

configuragao qualquer (m,#), sua projecao (Pm, P0) e sua reflexao (Sm, S0):

Vi Vn v+
72 T
I\ I'n \

73 Ng— 72 e
| &0 73 ri

Figura 4.1: Uma configuragdo co-circular (m,#) a esquerda, a projecdo (Pm, P6) no

centro e a reflexdo (Sm, S0) a direita.

Note que se (m, ) ¢ uma configuracao central, entdo (Pm, Pf) e (Sm,S0) também

serao, pois:



j=1.3#k Jj#k

Sm] mn j+1 N
= A,
ZHS@ — SO || ZH@

n—jt1 = Onjir[[*

ZSm] cos(56;) Zmn —j41c088,_i11 =0,

J 1 J 1
5 Smjsen(S0;) g Mp—jr1send, ;1 = 0.
\ Jj=1 j=1

aSmy Z sen(S6; — S6i) = amy,_j+1 Z sen(0,_j41 — On_ji1) =0,

o8

(4.11)

( n
Pm,;
P ] PO; — PO)) =
aPmy, Z PG, — Py —sen(P0; k)
j=1,j#k
nfl
m.
QM1 9 ]+91 asen(QjH — 9k+1> = O,
o 1051 = Ora |
n Pm n—1 m
J Jj+1 Y
];#kHP@‘—P@kHO‘ ;¢k||9j+1—9k+1||°‘
Z Pm; cos(Pb;) ZmJH cosfjy1 =0= Zmﬁlsenﬁjﬂ Z Pmjsen(P0;);
\ Jj=1 7=0 7j=1
¢ n

Com isto podemos observar que as equacoes (4.7) e (4.8) sdo invariantes pelas mesmas

permutacoes e reflexdes nos indices m e 6 simultaneamente. Seja G =< P, S > o grupo

diedral gerado pelas matrizes P e S. Entao, para todo g € GG, teremos

(m,0) € CC < (gm, g8) € CC.

Restringindo os angulos 6 € Ky, podemos tomar:

-1 10 ... 00 o 0 ... 0 —-11

-1 01 ... 00 o 0 ... =1 0 1
P = eS =

-1 00 ... 01 -10 ... 0 0 1

0 00 ... 01 0O 0 ... 0 0 1
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Observe na Figura 4.2 que ainda assim teremos uma permutacao e uma reflexao, mas
com uma rotagao (R), fazendo com que a tltima massa esteja no ponto (27,0), no caso

da projecao e mantendo o ordenamento no caso da reflexao.

¥ Vi
— r2 _—
/ r BNZ
r2

, 'n / Vn

'n
I3

& &
| & V4

Figura 4.2: Uma configuragdo co-circular (m,0) a esquerda, a projecio (Pm,P6) no

centro e a reflexdo (Sm,S0) a direita.

Desta forma, comparando as Figuras 4.1 e 4.2, observamos que no segundo caso, na
projecdo, a iltima massa sempre estara na posi¢ao (2m,0), o que nem sempre ocorre com
(Pm, P0), ja na reflexdo, com a aplicacao de S apoés a troca de posi¢oes S, a perspectiva
e 0 ordenamento se mantém, o que nao ocorre com .S, onde ha uma inversao da ordem.

Logo 0 € K, se, e somente se, P"S'0 € Ky, Vh,l € Z.

Para todo g = P"S' € G, tomando § = P"S!, podemos definir o grupo de representa-
cao

g(m,0) = (gm, g0).

Lema 4.3.1. Suponha que (m,0,,) € CCy seja uma configuragdo central co-circular cen-
trada, entao:

1) g(m,0,,) € CC\Vg € G;

2) fr(m,0m) = fr(gm, §0n) < fr(gm,bm) € G0 = Ogm;

3) m = gm implica 0., = §0,,.

Demonstracao. 1) Se 6 € Ko, entdo 0 < ) < by < --- < 0, 1 <0, =27 e temos:

PO = (03 — 01,05 —01,...,0, — 01,0, — 0, +27m) € K,
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S0 =021 —0,_1,21 — 0,9, ...,21 — 01,27) € K,.

Como ambos sao rotagoes e reflexoes acompanhados de translacoes e 4.7 e 4.8 sao
invariantes por estas operacoes, logo

(m,0) € CCy & (PmPO) € CCy < (SmSH) € CCy < g(m, 0) € CCy.

2) Pelo Lema 4.2.2 fx(m,0,) = fe(gm,§0n) < fr(Gm,0mn), onde fi(gm,§0,,) <
fr(Gm,0m) se, e somente se, 0, = §0,,, pois (gm, §b,,) € o unico ponto critico de f e é
um minimo da funcao.

3) Pelo lema 4.2.2 6,, é anico, logo, se m = gm, entao 6,, = G0,,. O

Este Lema nos diz que a simetria da distribuicao das massas pode implicar na simetria
da configuragao. Por exemplo, se (m,6,,) € CCy e m = Pm (ou seja, todas as massas sao
iguais), entao 0, = Pb,,, que é o poligono regular de n lados. O que nos da o corolario a

seguir

Corolario 4.3.2. Para qualquer inteiro n > 3 e qualquer real o > 0, se todas as mas-
sas sao iguais, entao a unica configura¢ao central co-circular centrada (CCCC) para o

potencial U, serd o poligono reqular de n lados com todas as massas iguais.

Demonstracdo. E um fato conhecido que o poligono regular de n lados com massas iguais
¢ uma configuracao central. Seja m um vetor de massas iguais, temos que o arranjo com
as massas em um poligono regular nas posi¢oes 6,, ¢ uma CCCC. Pelo item 1) do Lema
4.3.1, g(m, 0,,) também serd uma CCCC. Por 3) do mesmo lema, como m = g,,, uma vez
que as massas sao iguais, gf,, = 0,,, ou seja, ainda teremos obrigatoriamente um poligono

regular de n lados com massas iguais. O

Definamos agora a matriz

B 1
Heyp = (rjka(em) + 2 ?k(em)) ,
nrn
que é determinada pelo vetor de massas m, entendendo r;;(6) como variaveis indiretas,

e consideremos a funcao

2
Yivk  Yiykr3,(0) 1 "
hm<y) = fK(y79m> = Z (TO‘](;) + . Iék = §yTHa,mya Yy e R™.
j<k \ Jk
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Entao h,,(y) é um polindmio homogéneo de grau 2.
Se m e 6, também satisfizerem a segunda parte de (4.7) e (4.8), ou seja, (m, 0,,) € CCy

¢ uma configuracao central co-circular centrada, nés temos

Dhp(m) = Vo frc(m, 0,) = <X + %) 1.

Escrevendo h,,(y) na sua expansiao em série de Taylor no ponto m:
~ [ 2M 1
o) = )+ 3 (34220 0= )+ 30 = ) Hly = ),

onde H, ,, ¢ a Hessiana de h,,(y) no ponto m.

Se (m, 6) € CCy e, para que o segundo termo da expansio se anule, 37 y; = > m;,

entao

Tk, 0m) — fre(m, 0n) = %(y —m) Hom(y —m) = fx(y —m, 0, (4.12)

Por fim, para y = gm, temos o seguinte lema, que serd o primeiro critério para verificar

que um vetor de massas positivas m nao podera gerar uma CCCC:
Lema 4.3.3. Para um vetor de massas positivas m, se
m? (g — )" Hym(g — I)m < 0, para algumg € G,

ou

fr(gm, bm) < frx(m,0), para algumg € G,

entao nao hd nenhuma configuracao central co-circular centrada para m.

Demonstra¢ao. Suponha que (m,60,,) € CCy, entdao, por (4.12), as duas condigbes sao

equivalentes, mas pelo Lema 4.3.1, temos que

fK(mvem) = fK(gmugem) < (gma 9m>7

0 que é uma contradicao. O]
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Vale ressaltar que ¢ bem dificil computar 6,, na matriz H, ,,, mas com ele podemos
demonstrar o proximo lema, que, utilizado juntamente com o Lema 4.3.3 fornecera uma

forma pratica para verificar que certos vetores de massas m nao podem gerar CCCCs:

Lema 4.3.4. Suponha que m massas positivas my, ma, ..., m, formem uma CCCC. Al-

terando as posicoes de duas massas diferentes quaisquer o valor de fx ird decrescer estri-

tamendle.
Demonstracdo. Seja m = (my, ma,...,m,)%, com (m,0,,) € CC.
I __
Tome m' = (mh ey TG 1y My T s e s M1, TG, Ty 1 - - 7mn)7

Pela Equagao (4.12), nos temos:

f(m',0,) = hy(m) = fre(m,0,,) + %(m' —m)Hyp(m' —m)" =

o que implica

Tx(m' 0,,) < frx(m,0), se m; # my,

o que é um absurdo, pois contraria o Lema 4.3.1. O

Com estes dois lemas podemos demonstrar os corolarios seguintes, que além de de-
monstrarem resultados tteis também exemplificam a utilizacao dos lemas estudados até

aqui.

Corolario 4.3.5. A CC gerada por um triangulo equildtero com massas iguais em seus

vértices € a unica CCCC para o potencial geral o no problema de 3 corpos.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradi¢dao, que (m,#6,,) seja uma CCCC, onde my,ms €

mg nao sejam todas iguais. Sem perda de generalidade, suponha m; # ms. Entao

m = (m1,m2,m3)T 75 (m2,m1,m3)T =S
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Mas, pelo Lema 4.3.4, numa CCCC, a troca de posicao de duas massas diferentes
quaisquer gera uma reducao estrita no valor de fx, o que é uma contradicao, pois pelo

Lema 4.3.3, se fx(gm,0,) < fr(m,0,,), entdo nao existe CCCC para m. O

Corolario 4.3.6. A configuracao central gerada por um quadrado com massas iguais € a

unica CCCC para o potencial geral no problema de 4-corpos.

Demonstracao. Suponha que m = (my, ma, mg, my) € (m,0,,) € CCy, entao S,, = (mg, ma, mq, my)
e P2S,, = (my, my, m3, my) também formarao CCCCs. Aplicando os Lemas 4.3.3 e 4.3.4,
um raciocinio similar ao apresentado na demonstracao do Corolario 4.3.5 nos mostrara
que, respectivamente, m; = ms e mo = My.
Aplicando o item 3) do Lema 4.3.1, temos que § = SO = P?S0, o que implica que
0= (g, , 37”, 27r), um quadrado. Para verificar que, sendo um quadrado, as massas tém

de ser todas iguais, suponhamos que duas das massas sejam diferentes, digamos m # ms.

Entao, pela segunda equacao do sistema (4.4), L =)= Z — . mas, se my # my e
1 72 92
a > 0, entao
@_m2+m4+%_\/§a2m2+m1#ﬂa2m1+m2_m1+m3+@_ m;
il vzt 2 2 v

n
m; |, ~
Logo Z é # A para todo k, ou seja (m, ) nao seria uma CCCC. Assim, uma CC
itk I
gerada por um quadrado deve ter todas as massas iguais. O

Corolario 4.3.7. No problema de n-corpos, para o potencial geral, nao existem configu-

ragoes centrais co-circulares centradas com todas as massas iquais, excelo uma.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que o vetor de massas é
m=(1,...,1,m,).
Por contradi¢ao, suponha que m,, # 1 e (m,0,,) € CCy. Como

(I —P)m=(0,...,0,1 —my,,m, — 1),
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o Lema 4.3.4 implica que fx(Pm,0,) < fx(m,0,), mas isto contradiz o Lema 4.3.3,
ou seja, para que tenhamos uma CCCC, nao podemos ter todas as massas iguais exceto

uma. OJ

Corolario 4.3.8. No problema de n-corpos, para o potencial geral, quando n é impar,

nao existem configuracoes centrais tendo todas as massas iguais, exceto duas.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que o vetor de massas m seja:
m=(1...,1,my,1,....,1,m,),

onde todas as componentes, possivelmente com excecao da k-ésima e da n-ésima, sao
iguais a 1. Pelo Corolario 4.3.7 basta provar que m; = 1. Suponha por contradigdo, que

my # 1 e que n é impar. Como temos:
(I-S)ym=1(0,...,0,my—1,0,...,0,1 —my —1,0,...,0,0),

pelo Lema 4.3.4 fx(Sm,0,,) < fx(m,0,,), mas isto contradiz o Lema 4.3.3, ou seja, para
que (m = (my,...,my),0,), n impar, seja uma CCCC, nao podemos ter todas as massas

iguais exceto duas. O

Corolario 4.3.9. No problema de n-corpos, para o potencial geral, se n for par, entao
nao existirao CCCCs quando todas as massas forem iguais, exceto duas e:
1) Estas duas massas diferentes nao sejam simetricamente opostas, ou

2) Estas duas massas sejam diferentes entre si.

Demonstracao. A demonstragao dos casos 1 e 2 é similar a do corolario 4.3.8.

Sem perda de generalidade, suponha que:

Caso 1) o vetor de massas seja m = (1...,1,my,1,...,1,m,), onde k # n/2. Pelo
Corolario 4.3.7 basta provar que m; = 1. Suponha por contradi¢ao, que my # 1 e que n

¢ par. Como

(I—S)ym=1(0,...,0,mp —1,0,...,0,1 —my —1,0,...,0,0),
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pelo Lema 4.3.4, fr(Sm,0,,) < fx(m,6,,), mas isto contradiz o Lema 4.3.3, ou seja, para
que (m=(1...,1,mg, 1,...,1,m,),0,), n par e k # n/2, seja uma CCCC, nao podemos
ter todas as massas iguais exceto duas.

Caso 2) o vetor de massas sejam = (1...,1,my, 1,...,1,m,), onde k = n/2 e my, #
m,. Note que as demais possibilidades dentro do caso 2, ou seja, quando as massas sao
diferentes mas nao simetricamente opostas, ja foram resolvidas no caso 1.

Pelo Corolario 4.3.7 basta provar que my = 1. Suponha por contradicao, que my # 1
e que n é par.

Temos:
(I—P3)m=(0,...,0,my —my,0,...,0,1 —my, —1,0,...,0,m, — my).

Pelo Lema 4.3.4, fx(P2m,0,,) < fx(m,0,), mas isto contradiz o Lema 4.3.3, ou
seja, para que (m = (1...,1,mg, 1,...,1,m,),0,), n par, k = n/2 e my # m, seja uma
CCCC, nao podemos ter todas as massas iguais exceto duas.

A restricao de que as duas massas nao sejam simetricamente opostas entre si e iguais
é necessaria na demonstracao, pois, caso fossem simetricamente opostas e iguais, nao
teriamos combinagoes de permutacoes e simetrias capazes de trocar as posicoes de apenas

duas massas diferentes. O]

4.4 Resultado Principal

O objetivo desta se¢ao é provar o resultado principal do artigo [25] e seu corolario, que
comprova que para o caso n < 6 o questionamento elaborado por Chenciner em [11], se o
poligono regular de n corpos com massas iguais é a Unica configuracao central onde todos
0s corpos se situam num circulo e o centro de massa coincide com o centro do circulo,
tem resposta positiva.

Para isto precisaremos de mais alguns resultados preliminares, onde, por simplicidade,

~ , . 3+a L, ~ L.
nas demonstragoes sera considerado K = 27, mas os resultados também sao validos

23+«

para K >

a

Suponha que (m,0,,) € CCy e considere



66

2U,(m, 0,,)  2M
- (20,2

onde .J, é a matriz nxn na qual todos os elementos sao iguais a 1.

) Jn - Ha,ma

Lema 4.4.1. Se (m,6,,) € CCy e 2‘1*1% <1+ %, entao a matriz simétrica Heom €

positiva semi-definida e seu unico autovetor associado ao autovalor 0 é m.

Demonstracao. Inicialmente notemos que H, ,, é simétrica, pois J,, e H, ,, sao simétricas.
Mostrar que é positiva semi-definida e que seu tinico autovetor associado ao autovalor 0
é equivalente a mostrar que a matriz simétrica M*H,,,, M & positiva semi-definida e seu
linico autovetor associado ao autovalor 0 é 1, pois M é uma matriz positiva definida, M
tem posto n e M(1) = m. Como (m,0,,) € CCy, as segundas partes de (4.7) e de (4.8)

implicam que

n
—Q 1 2
kalk + Emkrlk

ri + %7‘%1 A %r%n my k=1 :
7,.2—106 + %7’%1 te 742_”06 + %r%n ma . Z kaQ_ka + ?mkr%k -
= | k=1 =
ol ey oo+ w2 ) \my n 1 )
; MET g + Emkrnk
U- 2U, 2M
(7 (e ) - (G50
entao
2U4(m, 6,
Homm = (#) Jpm — Hy ym =
2U,(m,0,,) 2M 2Uy(m, 0,,)  2M
1-— 1=0
( m * K ) ( m * K ’
o que implica que
M™H M1 = 0. (4.13)
A condicao
Ua(m,6,,) a
at+l Yo s UYm “
2 —ar <1+ 1
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implica
2Ua(m,9m)< 1 L0 1 N 2
M?2 —Q2a  2af2 2o | K
23+a

Para r;; € (0,2] e K = =,

d 1 T?j T« 27’@' o —1 Tij o —Tij T'ij <0
drij E'Oé‘ + ? - Tiaj+1 + 23+a T a Tiaj-i-l + 22+a =a quj—i—Q + 22+a —

«

2

logo % (r% + %) é decrescente no intervalo (0,2), sendo que no intervalo (0, 2] atinge
ij \Tij

minimo quando r;; = 2. Assim, para r;; € (0,2] e K = 23;:

1+7"Z-2j>1+4
rg KT 20 K’

Para os elementos fora da diagonal principal da matriz M7 H,,,, M, temos

2U,(m, 0,,) 2 1
mimg \"p tr) T \Ge TR )]s

ij

1+4 1+r§j <0
M TK) T e TR )

Este resultado, juntamente com (4.13), mostra que a matriz M'H M é diagonalmente
dominante e, logo, positiva semi-definida. Além disso, o vetor 1 é o tnico autovetor

associado ao autovalor 0, pelo mesmo argumento apresentado na demonstragao do Lema

4.2.2. [l

Este lema implica que se as massas my, . .., m, nao forem todas iguais, ou seja, P(m) #

m, e 2““% <1+ %, entdo
m? (P — )" Hy (P — I)m < 0.
Aplicando o Lema 4.3.3, temos como resultado direto o seguinte corolario:

Corolario 4.4.2. Uma condi¢do necessdria para que massas nao todas iguaism = (mq, ..., my)

formem uma configuracao central co-circular centrada (m,0,,) € CCqy € que

Ua (11, Om) 142

204—1—1
M? 4
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Considerando que 6,, é dificil de calcular e notando que 6,, ¢ um minimo, temos o
corolario a seguir que, apos o Lema 4.3.3, é o segundo critério para verificar se um vetor

de massas m nao pode formar uma CCCC:

Corolario 4.4.3. Para qualquer vetor de massas positivas, nao todas iguais, m, se existir

algum ¢ € Ky tal que

Ua(m, o) a
204+1 o ) <1 -
M2~ + 4’

entao nao pode existir uma configuracao central co-circular centrada para m, ou seja,
(mv Hm) ¢ CCO

Demonstracao. Resultado direto dos Corolarios 4.4.2 e 4.2.2. O
Finalmente podemos demonstrar o resultado principal do capitulo:

Teorema 4.4.4. Para qualquer inteiro n > 3 e numeros reais a > 0, satisfazendo

_ZCSC < ><1+%,

a configuracao central gerada por um poligono reqular de n lados € a inica configuracao
central para o potencial Ua na qual todos os copros estao em um circulo e o centro de

massa coincide com o centro do circulo, ou seja, uma C.C.C.C..

Demonstracao. Conforme ja mencionado, a configuragao central gerada por um poligono
regular de n lados com massas iguais em cada vértice é a CCCC trivial. Quando conside-
ramos a CC gerada por um n-gono regular é interessante notar que Hq 1, J, € Hy, 1 sao
todas matrizes circulantes, o que pode ser verificado em [19] e [22].

Uma matriz n x n C' = (¢x;) € chamada circulante se ¢; = ¢,_1,;_1, onde ¢ ; € ¢ sa0

identificadas como ¢, ; e ¢, respectivamente. Entao toda matriz circulante C' pode ser
n

representada como C' = g cle]’I, sendo que todas estas tém os mesmos autovetores
j=1
2km ; , . . .
v = (&_1,& 4, ..., &0 )T, onde & = e ' denota a n-ésima raiz complexa da unidade.

Entao considerando a CC gerada pelo n-gono regular com todas as massas iguais

(1,6,) € CCo, se

)

> Q

U, 19 1 '
a+1 1) _24 a )7
2 _n: né +
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entao, pelo Lema 4.4.1, H,; serd positiva semi-definida com um tnico autovalor 0. Isto
implica que os autovalores de H, ; serao negativos, exceto pelo correspondente ao auto-

vetor v; = 1. Entao para qualquer vetor de massas nao todas iguais m, temos:

mTHaJm 1THO¢’1
M S T

Notando que fx(m,6,,) = 3m” H,1m, entdo, pelo Lema 4.2.2:

mTHaﬁmm mTHaJm 1THQ71
M ST M S

Suponha que exista algum vetor de massas m = my,...,my, com m; # m;j, para

(4.14)

algum 1 < 4,7 < n, que forme uma CCCC, digamos (m, 0,,) € CCy, entdo as inequacdes

(4.14) implicam que

2 (m, ) +2M° _ 2Ua(1,6)) + 207

M? n? ’
logo
Ua(m, 6,,) a
otz T o] 4 —.
M? + 4
Mas pelo Corolario 4.4.3 isto é um absurdo, pois por este resultado, se 2a+1% <

1+ ¢, entao (m,0,,) ¢ CCy, o que encerra a demonstragao do Teorema.

n—1

s

Notando que a fun(;ao = E csc™ = & crescente com respeito a n e a a, separadamente.

n
7j=1

Para qualquer inteiro n > 0 dado, podemos obter uma resposta positiva para a Conjectura
de Chenciner para o problema de n-corpos no potencial U,, no caso em que a = a(n) é
suficientemente pequeno. Para o problema classico Newtoniano, onde o = 1, um calculo
direto mostra que:

jm 2v/3 1

et — < 14 -
csc6 6—1—9<—l—4

||M°°

Y
6 <

Com isto, chegamos ao resultado final desta dissertacao:
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Corolario 4.4.5. No caso Newtoniano do problema de n-corpos, se n < 6, entdo a
configuracao central gerada por um poligono reqular de n lados com massas iguais em
seus vértices € a unica configuracao central na qual todos os corpos se situam em um

circulo e o centro de massa coincide com o centro do circulo.



Capitulo 5

Conclusoes

Considerando os topicos abordados ao longo da dissertacao podemos concluir o resul-

tado publicado em |7] por Fernandes, Silva e Vidal:

Teorema 5.0.1. No caso Newtoniano do problema de n-corpos, se n < 6, entdao a con-
figuracao central planar, nao colinear, (n + 1,1)-empilhada deverd ser formada por uma
configuragao central r = (ry,...,7,), com n massas iguais localizadas nos vértices de
um poligono reqular que somente poderd ser estendida através da inclusao de uma massa

arbitrdria mgy no baricentro do poligono.

Demonstracao. Consideremos o caso Newtoniano.

Os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 garantem que uma configuracao central de n corpos s6 pode
ser estendida a uma configuracao central de n+ 1 corpos se a configuragao central original
for co-circular e a nova massa tiver sido incluida no centro do circulo.

Nao existem configuragoes centrais planares, nao colineares para n < 3.

A Proposicao 3.4.1 garante que, se 3 < n < 6, entdo uma configuracao central co-

circular r = (rq,...,r,) com centro de massa ¢ s6 podera ser estendida, para uma confi-
guracao central (n + 1, 1)-empilhada 7 = (rg,7,...,7,), se ¢ for o centro geométrico de r
ery=c.

Pelo Corolario 3.2.3 a massa mg que serd inserida na posicao ry é arbitréria.
Pelo coroléario 4.4.5, como n < 6, a configuracao central r, na qual todos os corpos

se situam num circulo e o centro de massa coincide com o centro do circulo, s6 pode ser
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gerada por um poligono regular de n lados com massas iguais em seus vértices, o que

encerra a demonstragao. O]

Analogamente, utilizando a outro notagao, a tnica configuragdo central planar, ndo-
colinear, (n, 1)-empilhada para n < 7 sera a gerada por um poligono regular com n — 1
massas iguais em seus vértices e uma massa arbitraria no baricentro, que podera ser
removida.

Ao longo da dissertacao foram utilizadas as notacoes originais utilizadas nos artigos
estudados, sendo a notacao (n, 1) nos artigos [4] e [5] e a notagao (n+1, 1) nos artigos [23|
e [25]. Para o caso das configuragdes centrais planares, nao-colineares, empilhadas, na
qual apenas um corpo é inserido ou removido, as duas notacoes sao equivalentes, desde
que se tenha a atencao para que nao haja uma reducao na dimensao da configuracao
para o caso (n,1), no qual se retira um dos corpos, ou um aumento da dimensdo no
caso (n + 1,1), no qual um corpo é inserido. Entdo a escolha da notacdo se torna uma
questao de familiaridade. Pessoalmente, considerando que foi demonstrado que as confi-
guracoes planares, nao-colineares, empilhadas devem ser co-circulares, com a massa a ser
inserida/removida, no centro do circulo, a notacao (n + 1,1) me parece mais intuitiva,
mas a utilizagao da outra notagao nao gera nenhum prejuizo.

Para a continuacao dos estudos desenvolvidos durante a dissertacao ¢ natural consi-

derar como dire¢oes a serem perseguidas:

1. A conjectura de Chenciner, se o n-agono com todas as massas iguais é a Unica
configuracao central na qual todos os corpos estao em um circulo e o centro de

massa coincide com o centro do circulo.

2. Encontrar um exemplo do caso 2 da Proposicao 3.2.5, de configuragdo co-circular
central nao centrada, ou comprovar a impossibilidade de existéncia deste tipo de

configuragao.

3. A solugao dos problemas levantados por Albouy, Cabral e Santos em [2].

Vale notar que a generalizacao do resultado final obtido no Teorema 5.0.1 seria uma
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consequéncia direta da verificacao da conjectura de Chenciner, citada no caso 1, com a
comprovacao da impossibilidade de existéncia de C.C.C. nao centrada, citada no caso 2.

E importante ressaltar que os caminhos de pesquisa sugeridos se referem a direcoes de
estudo e a obtencao de resultados parciais que, apesar de nao resolverem os problemas de

forma definitiva, j& representem um avanco relevante, é um objetivo a ser alcancado.
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