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Resumo

O principal objeto de estudo deste trabalho é a propriedade de continuidade absoluta
de folheagoes invariantes por sistemas dinamicos. Iniciamos com a construcao dindmica
de um exemplo classico de folheagdo que nao possui essa propriedade [13]. Entre as
diversas implicagoes dinamicas da continuidade absoluta das folheagoes estavel e instavel
de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos de classe C?, destacamos a ergodicidade dos
difeomorfismos de Anosov conservativos também de classe C? [2]. Por fim, no contexto
dos difeomorfismos parcialmente hiperbodlicos, investigamos a relacao entre os expoentes
de Lyapunov centrais e a continuidade absoluta da folheagao central, explorando uma
generalizagao do conhecido argumento de Mané, conforme apresentado no trabalho de
Pesin e Hirayama |7]. Deste resulta-se que, em certos contextos do ambiente parcialmente

hiperboélico, a propriedade de continuidade absoluta falha genericamente.

Palavras—chave: Continuidade absoluta, folheagoes, variedades Riemannianas, difeo-

morfismos parcialmente hiperbodlicos.
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Abstract

The main object of study in this work is the absolute continuity property of invariant
foliations for dynamical systems. We begin by presenting the dynamical construction
of a classical example of a foliation that does not possess this property [13]. Among
the various dynamical implications of the absolute continuity of the stable and unstable
foliations of partially hyperbolic diffeomorphisms of class C?, we highlight the ergodicity
of conservative Anosov diffeomorphisms, also of class C? [2|. Finally, in the context of
partially hyperbolic diffeomorphisms, we investigate the relationship between the central
Lyapunov exponents and the absolute continuity of the central foliation, exploring a
generalization of the well-known Mané argument, as presented in the work of Pesin and
Hirayama. This latter work leads to the conclusion that, in certain settings within the

partially hyperbolic framework, the absolute continuity property fails generically [7].

Keywords: Absolute continuity, foliations, Riemannian manifolds, partially hyperbolic

diffeomorphisms.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das folheagoes surgiu a partir do interesse de entender a topologia de varie-
dades, especialmente em resposta a questao de Hopf na década de 1930 sobre a existéncia
de campos vetoriais completamente integraveis na esfera S°.

As folheagoes em variedades desempenham um papel importante ao permitir a decom-
posigao desses espagos complexos em subconjuntos de menor dimensao, chamados folhas,
que preservam a estrutura local. Essa estrutura facilita o estudo tanto das propriedades
dindmica quanto das caracteristicas geométricas da variedade. Esse conceito de folheagao
¢ fundamental na geometria diferencial e na topologia, com aplicagoes em &reas como
sistemas dinamicos e geometria complexa.

Folheagoes absolutamente continuas estao associadas a boas propriedades dinadmicas.
Intuitivamente, uma folheacao F em uma variedade M, é absolutamente continua, se
localmente em relagao a uma secao transversal é possivel aplicar o Teorema de Fubini
para o célculo de integrais em M, para conjuntos de medida de Lebesgue nula.

Existem folheacoes que nao satisfazem essa propriedade do “ tipo Fubini 7, um exemplo
interessante desse fenomeno foi publicado por John Milnor na Mathematical Intelligencer
em 1997 [13], da construgao de uma folhea¢do na qual as folhas sdo analiticas, mas in-
tersectam um conjunto de medida positiva em no méximo um tnico ponto, motivo pelo
qual o Teorema de Fubini ndo se aplica, sendo este exemplo conhecido como o "Pesadelo

de Fubini". Nesse caso, o fendémeno decorre do fato de que a folheagao construida nao



possui a propriedade de continuidade absoluta, o que motiva o estudo sobre esta proprie-
dade, bem como a investigagao das condic¢oes sob as quais uma folheagao é absolutamente
continua e se tal fend6meno se manifesta em contextos mais gerais.

No caso dos Difeomorfismos de Anosov conservativos de classe C?, a continuidade ab-
soluta das folheagoes estéveis e instaveis implicam na ergodicidade em relagao a medida de
Lebesgue. No entanto, para difeomorfismos parcialmente hiperbolicos existem exemplos
robustos em que a folheagao central falha em ter a propriedade de continuidade absoluta.

O objetivo deste trabalho é estudar a propriedade de continuidade absoluta de fo-
lheacoes, em particular a continuidade absoluta da folheacao central de difeomorfismos
parcialmente hiperbolicos, explorando argumento de Mané e algumas de suas generaliza-
¢oes. No primeiro capitulo, apresenta-se a introducao, No segundo capitulo retine alguns
preliminares necessarios ao contexto em que os resultados sao desenvolvidos, como as va-
riedades diferenciaveis e Riemannianas, folheacoes e conceitos de teoria da medida. No
terceiro capitulo, aborda algumas ferramentas de Teoria Ergodica, que possibilitam o es-
tudo do comportamento de sistemas dinamicos que permanecem invariantes sob a agao
da dindmica. Nesse capitulo, sao tratados temas como medidas invariantes, o Teorema
Ergodico de Birkhoff e os expoentes de Lyapunov.

No quarto capitulo, apresenta-se a construcao da folheacao conhecida como Pesadelo
de Fubini, baseada no artigo de John Milnor [13]. O quinto capitulo ¢ dedicado a apre-
sentacao das definicoes de continuidade absoluta de folheagoes, conforme o artigo de C.
Pugh, M. Viana e A. Wilkinson [18], além de conceitos relacionados a sistemas dinamicos
hiperbélicos e parcialmente hiperbolicos, nesse contexto, discute-se também a implicagao
da continuidade absoluta das folheagoes estavel e instével na ergodicidade dos difeomor-
fismos de Anosov de classe C?, conforme demonstrado por M. Brin e G. Stuck [2]. Por
fim, no sexto capitulo, sao apresentados os resultados sobre a nao continuidade absoluta
da folheagao central de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos, obtidos por meio de um
mecanismo conhecido como argumento de Mané, com base no artigo de M. Hirayama e

Y. Pesin [7].



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos chaves, sobre variedades, folheagoes

e teoria da medida que serao base para a compreensao dos resultados posteriores.

2.1 Variedades

Variedades Diferenciaveis

Definicao 2.1 ( [8]). Seja M wum espago topologico. Um sistema de coordenadas
locais ou carta local em M ¢ um homeomorfismo de um subconjunto aberto U C M
sobre um aberto o(U) C R™. Dizemos que m ¢é a dimensao de ¢ : U — ¢(U) .

Para cada x € U tem-se que o(z) = (¢*(z),...,o™(x)). Os nimeros ¢ = ¢'(z),

t=1,...,m sao chamados as coordenadas do ponto x € M no sistema .

Definicao 2.2 ( [8]). Um atlas de dimensao m sobre um espago topoldgico M €é uma
colecao A = {p : U — R™} de cartas locais em M cujos dominios U cobrem M. Os

dominios U dos sistemas ¢ € A sao chamados as vizinhang¢as coordenadas de 2.

Definigao 2.3 ( [8]). Um espago topoldgico M no qual existe um atlas de dimensdo
m chama-se uma variedade topoldgica de dimensao m. Em outras palavras, M é uma
variedade topoldgica de dimensao m, se cada ponto de M tem uma vizinhang¢a homeomorfa

a um aberto do R™.



Dadas as cartas locais ¢ : U — R™ e ¢ : V — R™ no espacgo topoldgico M, tais que
UNV # &, cada ponto x € UNV tem coordenadas ¢' = ¢'(x) no sistema ¢ e coordenadas
' = 9)*(x) relativamente ao sistema ).

A correspondéncia (p!'(z),...,0™(z)) <> (Y (x),...,9™(z)) estabelece um homeomor-
fismo @,y = Yoy~ (UNV) = (UNV) que é chamado mudanga de coordenadas.

Um atlas 2( sobre um espago topologico M diz-se diferenciavel, de classe C"(r > 1),

s

y
—

( ]
e
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Figura 2.1: Mudanca de Coordenadas.

se todas as mudancas de coordenadas @, ¢, % € 2 sao aplicagoes de classe C". Como
Py, = (Pyy) 1, segue-se que os @y, sdo de fato, difeomorfismos C”.

Seja 2l um atlas de dimensao m e classe C" num espago topolégico M. Uma carta
local ¢ : W — R™ em M diz-se admissivel relativamente a 2 se para todo sistema de
coordenadas locais ¢ : U — R™, pertencente a A com U N W # &, as mudangas de
coordenadas @ 4 € Dy, sdo de classe C7. Em outras palavras, se AU {¢} ¢ ainda um atlas
de classe C" em M.

Um atlas 2, de dimensao m e classe C" sobre M, diz-se maximo quando contém

todas as cartas locais que sao admissiveis em relacao a 2A.

Definigao 2.4 ( [8]). Uma variedade diferencidvel de dimensio m e classe C™ € um
par ordenado (M,2L) onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel

e 2 € um atlas mdximo de dimensao m e classe C" sobre M.

Para denotar que M é uma variedade de dimensao m usaremos as vezes a notagao

M™.



Espaco Tangente

Seja M™ uma variedade de classe C” e fixado um ponto x € M denotemos por C, (M)

o conjunto de todas as curvas diferenciaveis C”, v : (=6,0) = M com § > 0 e v(0) = x.

Definicao 2.5 ( [8]). Seja, v € Co.(M) e v : U — R™ um sistema de coordenadas em M.

No sistema de coordenadas (¢, U) o vetor tangente a x é dado por (p o) (0) = v,.

Diremos que duas curvas 7, A € C,(M) sdo equivalentes e escrevemos 7 ~ \
quando existir um sistema de coordenadas locais (p,U) em M, com z € U, tal que,
poy=(=06,0) > R™epol:(—¢€e) — R™ tem 0 mesmo vetor tangente em t = 0, isto

(©07)'(0) = (¢ o X)(0). (2.1)

Observe que a igualdade (2.1) independe da escolha do sistema de coordenadas (U, ¢) em
M, x € U. Resulta disto que a relagao v ~ A\ é de fato uma relagao de equivaléncia em
C.(M).

A derivada de uma curva diferenciavel v € C,(M), ou vetor tangente a curva é por
defini¢do a classe de equivaléncia de v. Ou seja [y] =4 = {\ € C,(M) : v ~ A}. Portanto
dados v, A € C,(M) tem-se [y] = [A] se, somente se, vale (2.1) para algum (logo para

todo) sistema de coordenadas locais (U, p) em M, z € U.

Definicao 2.6 ( [8]). O conjunto quociente C,(M)/ ~ ¢é chamado espago tangente a
M e é denotado por T, M.

Desse modo, dizemos que um vetor tangente a M em x é a derivada de uma curva
diferenciavel em x. E o espago tangente de M em x é o conjunto de todos o vetores

tangentes em x e é denotado por T, M. Assim,
T.M = {v, : v, ¢é derivada de uma curva diferenciavel}.

Fixado um ponto  em M temos que T, M é um espago vetorial (usando a adigao em

qualquer um dos sistemas de coordenadas em x). A unido disjunta dos vetores tangentes



em todos os pontos de M define o fibrado tangente da variedade M, que é denotado

por T'M. Assim,

TM = {(x,v,) : x € M e v, ¢ um vetor tangente em z}.

Derivada de uma aplicagao diferencial

Sejam M™ e N variedades diferenciaveis, variedades de classe C", (r > 1) e supo-
nhamos que 2, ‘B sao atlas de classe C" em M e N respectivamente. Dizemos que uma
aplicacdo f : M — N & diferenciavel de classe C*, k < r, se f é continua e para cada,

x € M existem cartas locais (U, ¢) € A e (V,¢) € B, comz € U e f(U) CV tais que
Yofop i) CR" 5 y(V)CR"

¢ de classe CF.

Dizemos que f é de classe C*(k < r), se para cada x € M, existem sistemas de
coordenadas locais ¢ : U - R em M, e ¢ :V - R"em N, com z € U e f(U) CV tais
que o fopt:plU)— (V) éde classe C.

Um difeomorfismo f : M — N é uma bijecao diferenciavel, cuja inversa é também
diferenciavel. Se ambas f e f~! sao de classe C*, dizemos que f ¢ um difeomorfismo de

classe CF.

Definigao 2.7 ( [3]). A derivada da aplicacao diferencidvel f : M — N no ponto x
¢ uma transformagao linear Df(x) : T,M — Ty N que associa a cada v =[] € T,M o

elemento Df(x)-v = [f o] € Ty N a classe de equivaléncia da curva f oy € Co(M).

Subvariedades

Um subconjunto N C M™ é chamado subvariedade de M de dimensao n e classe
C"(r > 1), se para todo x € N existe uma carta local C" (U, ¢) com ¢(U) =V x W onde
0V CR" 0eW C R™™sao bolas abertas euclidianas, tal que (N NU) =V x {0}.
Na situacao acima dizemos também que a codimensao de N é m —n = dim M — dim N.

Segue-se da definigdo que uma subvariedade N de M ¢é em particular uma variedade

C". Por exemplo S™ é uma subvariedade de dimensao n e classe C*° de R"*1



Variedades Riemannianas

Definicao 2.8 ( [8]). Uma métrica riemanniana numa variedade diferencidvel M, é
uma correspondéncia que associa continuamente a cada ponto x € M, um produto interno

no espago tangente T, M.

Seja g uma métrica riemanniana em M. Indicamos por g,(u,v), ou quando nao ha
perigo de confusao, < u,v >, o produto interno dos vetores u,v € T, M. O comprimento

ou norma do vetor tangente u € T, M é definido por

lulz = gz (u, u).

Definicao 2.9 ( [8]). Uma variedade diferencidvel M, onde estd definida wma métrica
riemanniana chama-se uma variedade riemanniana. Em termos mais preciso, trata-se

de um par (M, g) onde g é uma métrica riemanniana na variedade M.

Em uma variedade riemanniana M, podemos definir o comprimento de um cami-

nho « : [a,b] — M de classe C', como sendo

(o) = / o/ (1) dt.

Nesta expressao, [a/(t)| = /< &/(t),/(t) >o @ € a norma do vetor tangente
o (t) € TywM.

Um caminho « : [a,b] — M diz-se seccionalmente de classe C*, se « for continuo
e existir uma particao a =ty < t; < ... < t;, = b tal que o; = O“[ti,tm] ¢ de classe C!, para
todoi=0,1,....k — 1.

Dados dois pontos arbitrarios, z,y € M, existe um caminho v : [0,1] — M, seccio-
nalmente de classe C", tal que y(0) = z e y(1) = y. Definimos a distancia intrinseca

d(x,y) entre dois pontos z,y de uma variedade riemanniana conexa como

d(x,y) = inf{l(y) | ¥ é seccionalmente C' em M ligando x a y}.



2.2 Folheacoes

De maneira intuitiva, uma folheagao de dimensao k, de uma variedade diferenciavel
M™, & uma decomposicao de M, em subvariedades de dimensao k, chamadas folhas, as
quais se aglomeram localmente como subconjuntos de R™ = R¥ x R™ % com a segunda,

coordenada contante. Mais precisamente.

Definicao 2.10 ( [2]|). Seja F wma particio de uma variedade diferencidvel M™ em
subvariedades C' de dimensao k. Para x € M, seja F(x) a subvariedade contendo .
Dizemos que F € uma folheagao continua k-dimensional com folhas C' (ou sim-
plesmente folheagdo) se para todo x € M existe uma vizinhanga U e um homeomorfismo

0 :B*x B"* — U, onde B' C RY, i € {k,m — k}, sdo bolas unitdrias tal que:

1. Para cada 2 € B™ %, o conjunto o(B* x {2}) é a componente coneza de

F(p(0,2))NU contendo ¢(0,2) e
2. (-, 2) € de classe C' e depende continuamente de z na topologia C*.
Cada subvariedade F(x) da folheagao é chamada folha de F.

O par (U, ¢) como definido acima é chamado uma carta de coordenadas da folhe-
agao. Os conjuntos p(B* x {z}) sdo chamados folhas locais (ou placas). Para z € U,
denotamos Fy () a folha local contendo x.

Os conjuntos p({y} x B™*) sdo chamados transversais locais.

Definigao 2.11 ( [2]|). Uma subvariedade diferencidvel T™% C M ¢ uma transversal

se T for transversal as folhas de F.

Observagao 2.12. Note que para a variedade M com dim(M) =m > 2 e uma folheagao
F com folhas de dim(F(p)) =k Vp € U, se T é uma transversal local a F, entao ¥p € U,
as folhas F(p) e T sao tais que:

1. UNnF(p)NT ={p};

2. T,F(p)® T, T =T,M.



Uma folheagao continua F é uma folheacao C*, (k > 1) se a carta ¢ pode ser escolhida

para ser C*.

Definicao 2.13 ( [7]). Localmente, uma holonomia (ou F-holonomia) entre duas

transversais T1 e Ty a folheacao F € a aplicag¢ao
W T = T,

definida por
h2 " (p) = F(p) N Ta.

Uma folheacao F em uma variedade diferenciavel M, define uma distribui¢ao continua
E = TF no fibrado tangente T'M, a qual consiste nos espacos tangentes as folhas. Uma
distribuigao F ¢ dita integravel, se for tangente a uma folheagao, isto ¢, se E(z) = T,F(z)

para cada x € M.
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2.3 Teoria da medida

Definicao 2.14 ( [20]). Uma cole¢io A de subconjuntos de um conjunto M é chamada
de

o-dlgebra se possui as sequintes propriedades:
(i) Me A;
(ii) Se A€ A, entao A° € A;

(iii) Se Ay, Ay, ..., Ay, ... € A, entio | JA; € A

j=1
Definicao 2.15 ( [20]). Um espago mensurdvel é uma dupla (M, A) onde M € um
conjunto e A € uma o-dlgebra de subconjuntos de M. Os elementos de A sao chamados

conjuntos mensurdveis do espaco.

Definigao 2.16 ( [2|). Dados dois espagos mensurdveis (M, A) e (N,B), dizemos que
uma aplicagao f : M — N € mensurdvel se para todo conjunto A € B, tem-se que

f1(A) € A.

Observagao 2.17 ( [20]). Se A é uma o-dlgebra em M, como consequéncia imediata da

Definicao 2.14, temos que
(i) g€ A

(ii) Se Ay, Ay, .. € A entio, [ 4; € A.

j=1
(iii) Ay, Ay, .. A, € A entio, | ] A; € A.

j=1
Definigao 2.18 ( [20]). Seja M um espago topoldgico. A menor o-dlgebra B em M tal
que todo aberto de M pertence a B é chamada o-dlgebra de Borel, ¢ os elementos de

B sao chamados conjuntos de Borel ou borelianos de M.

Quando M é um espago mensuravel com a o-algebra de Borel, N um espagco topologico
e f: M — N éuma funcao, dizemos que f é mensurdvel, se f~1(V) é um conjunto

mensuravel em M, para cada aberto V em N.
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Definicao 2.19 ( [20]). Uma medida positiva em (M, A) € uma fungdo i : A — [0, +00]

tal que (D) = 0 e cuja imagem [0, +o0] € o-aditiva, isto é,

1 <U Aj> = Z,u(Aj), para  qualquer colegao {A;}jen
P j=1

de elementos dois a dois disjuntos de A. A tripla (M, A, u) é chamada espago de me-
dida.

Quando vale p(M) < oo, dizemos que p é uma medida finita. Se p(M) = 1, dizemos
que u € uma medida de probabilidade, neste caso (M, A, 1) € um espago de probabilidade.

Escrevemos (M, i) quando nao é necessario especificar a o-algebra.

Teorema 2.20 ( [20]). Seja p uma medida positiva em uma o-dlgebra A. Entdo,

(a) u(@)=0;
(b) p(A1U---UA,) = u(A)+---+u(Ay) se Ay, -+ Ap € A sio dois a dois disjuntos;

(c) A C B implica que p(A) < u(B) se A, B € A;

n—o0

(d) lim p(A,) = p(A) se A=|JAn, A€ A e CACA3C -
n=1

(e) lim p(A,) = p(A) se A=) An, Ay €A A DAy D A3 D+ e p(4)) < oo.

n—00
n=1

Observagao 2.21 ( |2|). Um mensurdvel A € (M, ) com p(A) =0 € chamado conjunto
de medida nula. Dizemos que A € (M, 1) tem medida total se seu complementar A°

tem medida nula.

Observagao 2.22 ( [2]). Em um espago de medida (M, u) dizemos que uma propriedade
¢ vdlida para ( mod 0) em M, ou que € vdlida em p-quase todo ponto (pu-q.t.p.)
xr € M, se € vdlida em todo M exceto, possivelmente num conjunto de medida nula.
Também usamos a palavra essencialmente para indicar que uma propriedade € vdlida

para ( mod 0).

Definicao 2.23 ( [14]). Seja (M, A, u) um espago de medida. Diz-se que p € atémica

se existe algum ponto x € M, tal que p({z}) > 0. Tais pontos sao chamados de dtomos.
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Definigao 2.24 ( [20]). Seja M um espa¢o mensurdvel e A C M é um conjunto mensu-

ravel, a fungio xa : M — R definida por

1, sexe A
xa(z) =
0, sex¢ A

€ chamada funcao caracteristica do conjunto A.

Nessas condigoes, a fungao caracteristica é uma fungao mensuravel. Também usaremos

em alguns momentos a notagao 14 para denotar a fungao caracteristica do conjunto A.

Definigao 2.25 ( [20]). Seja (M, A, ) um espago de medida, com p positiva. O espago

das funcoes Lebesgue integrdveis em M € definido por,

Ll—Ll(u)—{f:M—MC mensurdveis : / |f] du <oo}.
M

Teorema 2.26 (Teorema da Convergéncia Mondtona [20]). Seja {f,} uma sequéncia

de fungoes mensurdveis em M e suponha que
(a) 0< fi(z) < folx) < f3(x) < -+ < 00 para todo x € M,

(b) fu(z) = f(x) quando n — oo, para todo x € M. Entao f é mensurdvel, e
/ In du—)/ f du quando n — oo.
M M

Teorema 2.27 (Teorema da Convergéncia Dominada [20]). Seja (M, A, 1) um es-
pago de medida, com p positiva. Suponha que {f,} € uma sequéncia de fungoes complexas
mesurdveis em M tal que f(x) = lirf fn(z) existe para cada © € M. Se existe uma
n—-+0o0
fungdo g € L' (u) ou seja integrdvel, tal que |f.(x)] < g(z) n=1,2,... z € M, entdo
fe L),
im [ 12— f1=0 (2.2)
n—oo
M

lim fn du :/ f du. (2.3)
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Observagao 2.28 ([20]). Se f,g : M — N sao mensurdveis e u({x € M : f(z) # g(x)}) =0,

dizemos que f = g u-q.t.p em M e escrevemos f ~ g.

Definigao 2.29 ( [20]). Se0 <p < oo e f: M — C é mensurdvel define-se,

1/p
1l = {/M P du}

e LP(p) = LP(M, ) ={f : M — C mensurdvel : || f||, < oo} .

Observagao 2.30 ( [20]). Se 0 < p < o0 0 espago LP(M, ) consiste das classes de

equivaléncia mod 0, em que, f~g <= |[|[f—gl,=0 < f =g p-qt.p em M.

Observagao 2.31 ( [20]). Sejam (f,) € LP e f € LP dizemos que (f,) converge para f
em LP se

Tim | f = fll, = 0.
Lema 2.32 (Lema de Borel-Cantelli [14]). Seja (E,), uma familia enumerdvel de

conjuntos mensurdveis. Seja F o con]unto dos pontos que pertencem a E, para infinitos

valores de n, ou seja, F' = hmsupE = m U E,. Se Z,u ) < oo entao pu(F) = 0.

k=1n=k

Demonstracgao: Considere Fj, = U E,, dessa forma F' = lim sup E, = ﬂ Fi.. Observe

n=~k k=1
que
oo [e.¢]
u(F) = (| Ea) < Y (). (24)
n=~k n==k
como por hipdtese Z pu(E,) < oo, isto é, esta série converge, e isto implica que,

n=1

Z,u ) — 0 quando k& — oo

Logo por (2.4) como ,LL(Fk) > 0 segue que ,u(Fk) — 0 quando k& — 0. Observe que

FioFKD--- el = UE = u(Fy) < Z,u < 00, como F' = ﬂsteguepelo
n=1 k=1
Teorema 2.20 que

p(F) = lim p(Fy) =0 .. w(F)=0.

k—o00
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Definigao 2.33 ( [20]). Sejam p uma medida positiva e v uma medida positiva (ou
complexa) definidas em um espag¢o mensurdvel (M, A). Dizemos que v é absolutamente

continua com respeito a i, e escrevemos v << [i, se i € U satisfazem
v(A)=0 YA€ A para o qual u(A) = 0.
Quando v < p e p < v, dizemos que p e v sao equivalentes e escrevemos ji ~ v.

Teorema 2.34 (Teorema de Radon-Nikodym [20]). Sejam (M, A) um espago men-
surdvel, p e v medidas positivas finitas em A, tais que v < pu, entdo existe uma unica

fungdo p € L*(p) tal que
v(A) = / p du para todo A € A.
A

Chamamos p de densidade, ou derivada de Radon-Nikodym de v com relacao a u e

€SCreveimos

v
0

Ponto de Densidade( [14]) Seja m a medida de Lebesgue em R?. Dado um subcon-

P

junto mensuravel A, de R?, dizemos que um ponto a € A é um ponto de densidade de A
se este conjunto preenche a maior parte de qualquer pequena vizinhanca de a, isto é,

lim m(B(a,0) N A)
i—0  m(B(a,0)

= 1. (2.5)

Desintegracao de Rokhlin

Definigao 2.35. Seja (M,B) um espago mensurdvel. Uma particio P de M é uma

familia de subconjuntos mensurdveis, dois a dois disjuntos, tal que, U A= M.
AeP

Sejam (M, B, ;1) um espago de probabilidade e P uma partigao de M. Podemos definir
em M a seguinte relagdo de equivaléncia = ~y <= P(z) = P(y), onde P(z) é o
elemento da particao P que contém x.

Assim o conjunto quociente M/ ~ = P = {P(z) : © € M} pode ser munido de

uma estrutura de espago de probabilidade, da seguinte forma: Considere primeiramente
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a projecao natural

T: M —P

x— P(x)

em seguida, defina em P a o-algebra B = {Q € P : 77 1(Q) € B} e a seguinte medida de
probabilidade,
((Q) = 7 = p(n'(Q)) para cada Q € B.

Dessa forma, obtemos um espago de probabilidade (P, B, j1).
Dizemos que uma sequéncia de partigdes enumeréveis (P, ),en € crescente ou que P;
é menos fina que P;.1, e escrevemos P; < P;11 se todo elemento de P, esta contido em

algum elemento de P;. Denotando

@Pn:{ﬁPn:ﬁPR%QePnGPnparatodoneN},
n=1

n=1 n=1

(o] o
segue que \/ P, € uma particao mais fina, tal que P,, < \/ P,, para todo n € N.

n=1 n=1
Definicao 2.36 ( [14]). Sejam (M, B, 1) um espago de probabilidade, e P uma parti¢ao de
M. Dizemos que P é uma particao mensurdvel, se existe algum conjunto mensurdvel

My C M, com u(My) = 1, tal que, restrito a My, a parti¢ao P pode ser escrita como o

limate crescente de uma sequéncia de particoes enumerdveis Py, Pa, ..., ou seja:
[o.¢]
P=\ P
n=1

para alguma sequéncia crescente Py < Py < ... < P, < ... de parti¢oes enumerdveis.

Definigao 2.37 ( [14]). Sejam (M, B, i) um espago de probabilidade, e P uma parti¢ao de
M. Uma desintegragao de uma medida p relativamente a P é uma familia {up : P € P}

de probabilidades em M tal que, para todo mensurdvel A C M :
(a) pp(P) =1 para fi-quase todo P € P;

(b) a aplicagio P — R, definida por P — up(A) € fi-mensurdvel;
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(¢) j(A) = / up(4) di(P).

Teorema 2.38 (Desintegracao de Rokhlin [14]). Se (M, B, i) um espaco de probabi-
lidade com M, um espago métrico completo e P uma particao mensurdvel de M. FEntao,

a probabilidade p admite alguma desintegracao relativamente a P.



Capitulo 3

Principios de Teoria Ergbdica

A teoria ergodica, estuda o comportamento de sistemas dindmicos relativamente a
medidas que permanecem invariantes sob a acao da dindmica. Mais precisamente, busca-
se descrever as propriedades que sao validas para quase toda trajetéria do sistema em

relacao a medida invariante.

3.1 Medidas Invariantes e Recorréncia de Poincaré

Definigao 3.1 ( [14]). Sejam (M, B, u) um espago de medida e f : M — M wuma trans-
formagao mensurdvel. Dizemos que a medida 1 € invariante por [ (ou f-invariante)

Se

u(f~H(A)) = u(A), para todo mensurdvel A C M. (3.1)

Neste caso, dizemos também que f preserva .

Proposigao 3.2 ( [14]). Sejam f : M — M uma transformag¢io mensurdvel e j uma

medida em M. Entao, f preserva u se, e somente se,

[odu=[oos i (3.2)

para toda funcao p-integravel ¢ : M — R.

17
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Demonstragao: (<) Suponha que f satisfaz (3.2) para toda fungao p-integravel ¢ :

M — R. Entao, dado A € B, tome ¢ = x4 assim,

w(fHA) = /M Xf-1(4) dpp = /M xaof du (;) /MXA dp = p(A). (3.3)

Portanto, f-preserva u.

(=) Suponha agora que f preserva . Com um raciocinio analogo, a equagao em (3.3)
temos que f satisfaz (3.2) para toda fungdo caracteristica. Pela linearidade da integral
também vale para func¢oes simples, por ser umrg combinacao finita de funcoes caracteris-

ticas. De fato, dada uma funcao simples s = Z ;X 4, entao,
i=1

m

[ s dn=>" a4 = 3 an(a) = a4 = Yo [ xgn du
M i=1 i=1 = i=1 M

:Zai/ XAiofd,u:/ ZaiXAofd,u:/ so fdu :>/ sdu:/ so f du.
P M M M M M

(3.4)
Sabemos que para qualquer fun¢ao nao-negativa ¢ : M — [0,400) integravel existe
uma sequéncia crescente de fungoes simples (s,),eny em M tais que 0 < 51 < ... < ¢
sp(x) — ¢(x) para todo x € M assim, usando o teorema da convergéncia mondtona duas
vezes obtemos

/M ¢dy = lim Sp dp lim spo f du — /M po f du. (3.5)

T.C.M. n—oco M (5—4) n—oo [ar

Por fim, para uma funcao ¢ : M — R integravel qualquer, basta observar que ¢ = ¢™ — ¢,
em que ¢ e ¢~ sdo ambas funcoes positivas, e procedendo de forma anédloga ao que foi
feito em (3.5) para as partes positivas e negativas de ¢, obtemos o resultado para o caso

geral. Portanto, f satisfaz (3.2) para toda func¢ao u-integravel. |

Teorema 3.3 (Teorema de Recorréncia de Poincaré [14]). Sejam (M,B,pu) um
espaco de medida finita e f : M — M uma transformag¢ao mensurdvel que preserva pi. Se
A C M é um conjunto mensurdvel com pu(A) > 0. Entao, para pu-quase todo ponto x € A

existem infinitos valores de n € N para os quais f™(z) € A.
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Demonstracao: Seja A € M um conjunto mensuravel com medida positiva. Considere

Ag o conjuntos dos pontos x € A que nunca retornam para A, ou seja,
Ag={zecA: ffa)¢d AV k>1}.

Note que Ay é mensuréavel. Pois, A é mensurével e tomando B = A€, segue que B também

é mensuravel, assim temos:

+o0o
Ay=AnfrB)NfAB)N..=An([)f~
j=1

+oo
em que f~7/(B) é mensuréavel para todo 7 > 1, logo m f77(B) também ¢é mensurével e
j=1

portanto, Ay é mensuravel.

Afirmagao 1. O conjunto Ay tem medida nula. Para provarmos esta afirmagao precisa-
mos de outra afirmagao.

Afirmagao 2. As pré-imagens f~7(4y) sao disjuntas duas a duas.

Prova da afirmagao 2. Suponha por absurdo que exista x € f~"(Ay) N f~"(Ay),
n > 1,m > 1en # m, sem perda de generalidade seja m > n. Tome y = f"(x) assim,
y € Age f"(y) = f™(x) € Ag, e como Ay C A, temos que f™ "(y) € A, que é uma
contradi¢ao com a defini¢ao do conjunto Ay. Portanto, as pré-imagens de Ay sao disjuntas

duas a duas.

Prova da afirmacao 1. Como f preserva a medida p, temos que pu(f~"(Ao)) = wu(Ao)

para todo n > 1. Além disso, p ¢ uma medida finita, assim, M(U f"(Ap)) < +00, com

. n=0
1sto,

ZMAD < +00.

o0 oo
—n(A _ _
(U740 = Sl | =
n=0 n=0
Como a série a direita tem termos constantes e converge pela finitude da medida, segue
que p(Ap) = 0. Agora, considere F' o conjunto dos pontos z € A, que retornam ao
conjunto A apenas um numero finito de vezes. Observe que = € F, implica que para

algum k € N f*(x) € Ay, ou seja,

FclJu
n=0
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Como p(Ap) =0 e f preserva pu, temos que

u(F) < (U (7 (A0)) = D S 7" (Ao) = D _ 1l Ay) =0
n=0 n=0 n=0
Portanto, u(F) = 0. Isto conclui a demonstragao. [

Exemplos

A seguir, temos alguns exemplos com medidas invariantes por transformacoes, que nos

ajudam a compreender o significado do Teorema de Recorréncia de Poincaré.

Observacgao 3.4. No Teorema de Recorréncia de Poincaré nota-se que a hipotese medida

finita (ou de probabilidade) nao pode ser retirada, veja o exemplo a sequir.

Exemplo 1. Seja f : R — R definida por f(x) =x + 1, com a o-dlgebra de Borel e m a
medida de Lebesque. A aplicacao [ preserva a medida de Lebesque, mas nao possui pontos
recorrentes.

De fato, como f € continua, ela € mensurdvel. Além disso a medida de Lebesque em
R coincide com o comprimento dos intervalos, ou seja, para qualquer intervalo nao-
degenerado I = (a,b) C R, temos que m(I) = |b —al. Como f~'(I) = (a —1,b—1)

seque que:

m(fH(I) =1(b—1) = (a=1)| = b —a| = m(1),

o que mostra que f preserva a medida de Lebesgue. Por outro lado, f nao possui pontos
recorrentes. De fato, dado qualquer intervalo I C R e qualquer ponto x € I, pela propri-
edade arquimediana existe k € N, tal que f* = v +k ¢ I. Assim,nenhum ponto retorna
infinitamente muitas vezes ao intervalo I. Esse fendmeno ocorre porque a medida de Le-
besque em Ré€ infinita, impedindo que os conjuntos tenham recorréncia global garantida,

como ocorreria em espacos com medida finita.

Exemplo 2 (Rotagdes no circulo [14]). Identificamos o circulo S' com o quociente

R/Z, isto é, dois pontos x,y € R sdo identificados quando x —y € Z. Assim, podemos
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escrever:

S'=R/~, onde v~y <= z—-ycZ,

com ~ representa a relagdo de equivaléncia em R. Cada classe de equivaléncia € dada por
] ={x+m:m € Z}.

Com essa identificagcao, o circulo herda de R uma estrutura de grupo abeliano.com as
0peragoes:
[+l =lz+yl, [¢]-[]=lz—yl
Também ¢ possivel identificar S* com o intervalo unitdrio [0,1], com os extremos
identificados: S* = (0,1]/{0,1}.

Dado o € R, definimos a rotagao de dngulo o, como a aplicagao,
Ry :S'—= S Ru([z]) =[x+ al.
Objetivo: Estudar o comportamento dindmico da rotacao R, bem como a existéncia de

uma medida de probabilidade invariante por essa rotac¢ao.

Construcao da medida: Podemos munir S' com uma estrutura de espaco de probabi-
lidade da seguinte forma. Seja m: R — S' a projecao candnica x — |x]. Dizemos que um
conjunto A C S é mensurdvel se 7' (A) C R é mensurdvel. A medida de Lebesgue

no circulo ¢ entao definida por:
w(A) =m(x Y (A) N[k, k+1)) para qualquer k € Z,
Onde m é a medida de Lebesque em R. FEssa definicao € bem posta, pois:
ANk k+1)= (7r*1(A) N[0, 1)) +k,

e a medida de Lebesque € invariante por translagoes.

Dessa forma, temos:

u(S") =m([0,1)) = 1,

1sto €, i € uma medida de probabilidade.

Invariancia da medida: Seja E C S' mensurdvel. Como ' (RY(E)) =7 Y(E) —«
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para todo mensurdvel E C S*. Seja k a parte inteira de o. Como m € invariante por

translagoes temos que,

pRH(E)) = m(n(R(E))N[0,1)) = m((n~(E) — ) N[0, 1))

«

(

=m(r N E)N[a,a+ 1))
(T E)N[a,k+ 1) +m(r Y E)N[k+1,a+1))
(

7 YB) A [k + 1)) = p(E)
Assim, a medida p € invariante por R, para todo o € R.

(¥) Note que, m H(E)N[k+ 1L,a+1)=7"YE)N[k,a) + 1 logo,
(w1 (E) A [a, b+ 1)) + m(r (B) 0 [k, 0)) = m(x~ () 0 [k, k+ 1)),

Comportamento dindmico de R,: A dindmica da rotacio R, : S' — S', apresenta dois

comportamentos diferentes dependendo se o € R for racional ou irracional.

i) Se a € Q, digamos o = P com p,q € Z, entio dado qualquer [x] € S*
q

2
[z] — [x—l—p} — |::L‘—|—p:| cee— [aH—qp} = [z +p| = [2]
Ra q « q Ra q
ou seja, R&([z]) = [z + qa] = [z] Vo € S. Neste caso todo ponto x € S' ¢ periddico de

periodo q.

ii) Se a € R\ Q, entao a drbita de [z], ou seja, O([z]) = {R2([z]) : n € Z} € um subconjunto

denso em R/Z para todo [x].

De fato, seja A = {m + na : m,n € Z}. Note que (A,+) € um grupo abeliano. Considere
entao AT = AN (0, +00).
Afirmacao 1: Se B=1infA" >0 entdo 3 € AT.
Prova da Afirmacao 1. Com efeito. Suponha que = inf AT > 0, mas 8 ¢ A*. Como
B > 0 subdividimos a reta em intervalos de comprimento 3, uma vez que 3 ¢ AT entio existe
uma sequéncia (ay)n, em AT tal que (an) N\ 8. Em particular, como A é um grupo, temos que

ap — apni1 € AT e ap — apr1 — 0 Vn suficientemente grande, logo 0 < a, — any1 < 8 para n
———

€At
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suficientemente grande, absurdo. Portanto 3 € A™.

Afirmacao 2: Se B =inf AT > 0 entao AT = {3,20,303,...,n0, ...}

Prova. De fato. Seja a € AT, considere os valores nf3,n > 0, assim a = ngf3 + r para algum
no = 0 inteiro e 0 < r < B. Note que, ngB € AT U {0}, como A é um grupo, temos que,
a—ngB =1r€ ATU{0}. Ser >0, entio 0 < r < 3 comr € A", absurdo. Logor = 0 e
com isto, a = nof. Como a € A* é arbitrdrio, seque que AT = {nfB : n > 0 inteiro}. Portanto
A={np:neclZ}.

Afirmacao 3: Se B =inf AT > 0 entio o € Q.

Prova. De fato, se f > 0 pela Afir2 A = {nf : n € Z}, assim existe Ny € Z tal que
#0

1 k
NB=1= 0= —, eem’stekoGZtalquekOB:aia:—oéaeQ. Segue que se
No #0 No

aeR\Q=p=inf AT =0.
Afirmacgao 4: Se o € R\ Q entdao o conjunto A é denso em R.
Prova. Basta mostrarmos que AT é denso em RT = (0,400). Seja (¢,d) C (0,+00). Como
inf AT = 0, existea€ AT tal que 0 <a <d—c.

Afir.3
Considere os valores {na}n>o. Pelo principio da boa ordem, existe N € N tal que Na < ¢ e
(N+1)a>c Assim,c < (N+1l)a=Na+a<c+(d—c)=d =c<(N+1)a<d, logo
(N +1)a € A" e (N + 1)a € (¢,d). Portanto, A é denso em RY. Disto, obtemos também que
A~ € denso em R™, e portanto, que o conjunto A € um conjunto denso em R.

Isto mostra, que a orbita O([z]) € densa em S' = R\ Z. Em particular, para qualquer o € R,

seque que todo ponto do circulo € recorrente.

Exemplo 3. Considere f : S' — S' definida por f([z]) = [2z] = 2z mod 1, como

St ~0,1]/{0,1} podemos expressar essa fungao por

2x, sex O,%
(i) = =0

20 —1, sex e[} 1)

Assim, dado = € [0,1), = (0,z12223...)2 com = € {0,1}, isto é, na representagio



24

bindria, entao

I:E—l—?—i—?—l—"' SB:[{E]
i) XT3 Tn

= 2r = —= 2 ..

v=m bttt

= [22] = 0, xox324...

Implica que, f(0,x129x3...) = 0, x92324... logo f™(x) = 0,2y 1Tn10Tnis....
Observe que f preserva a medida de Lebesqgue m da reta. Pois, dado um intervalo

qualquer I = (a,b) C [0,1] tem-se que m(I) = |b —a| e que f~'(I) = I, U I, onde

7 1 a b I I+1 a+1 b+1 ]
— _ = = = e = = 0qgo
1 9 272 2 9 9 ) 9 go,

b a n b+1 (a+1)
12 2 2 2
b a b a
— |- — — —_— - g J— g J— et [
‘2 2—|—‘2 2bfa>0b a=1|b—al=m(I)

Portanto, m(f~1(I)) = m(I).
Seja s =011 e I = {x € [0,1] : = na base 2 comega por 011}.

1
I Iy 01 .
— t - I i i — | ; i
0 Iy 1 I 1 0 Ty 1 I E 1 Ioio é Iy =1 1
2 4 2 4 8 2
m(l,) = |2 — 2| =L >0, como f preserva m e m(S*) = 1, entio pelo Teorema de
s) T 19 81 7T 8 ) p - 5 p

Poincaré m-q.t.p. x € S' tem em sua representacdao bindria, infinitas apari¢oes do bloco

011.

3.2 Teorema Ergdédico de Birkhoff

Veremos nesta se¢ao o Teorema Ergodico de Birkhoff que fornece informagoes ainda
mais quantitativas quanto ao comportamento das trajetérias de uma transformacao men-

suravel no espago em que ela esta definida.
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Definigao 3.5 ( [14]). Sejam f : M — M wma transforma¢iao mensurdvel e p uma
medida de probabilidade invariante por f. Dada uma fun¢do mensurdvel o : M — R

definimos a média temporal de o em x em relagao a f como o limite

o(x) = lim — ng fi(x)) se ele existir. (3.6)

n—oo N

Dado qualquer mensuravel A C M, no caso em que ¢ = x4 caracteristica do conjunto

A, denotaremos sua média temporal por 7(A, z) e observamos que

T(A,x) = lim — ZXA fi(z)) = lim —#{0 j<n—1:fl(z)e A},

n—oo N n—oo 1
chamamos 7(A, z) também de tempo médio de visita de = ao conjunto A.

Definigao 3.6 ( [14]). Sejam f : M — M wuma transformagao mensurdvel, e u uma
medida de probabilidade invariante por f. Dizemos que uma fun¢ao mensurdvel v : M —
R ¢ invariante por f (ou f-invariante) se ¥ o f =1 em p-quase todo ponto x € M.
Além disso, dizemos que um conjunto mensurdvel B C M, € invariante por f, se a sua
funcao caracteristica xg, € f-invariante. Em outras palavras, B € invariante por f,

se f71(B) = B a menos de conjuntos de medida nula, isto €,
u(BAfH(B)) = 0.
Denotamos por A a diferenga simétrica, ou seja, AAB = (A\B)|J(B\A).

Observagao 3.7 ( [14]). Em particular, toda funcao f-invariante é constante em cada

trajetoria de f, a menos de um conjunto de medida nula.

Teorema 3.8 (Teorema Ergddico de Birkhoff [14]). Sejam f: M — M uma trans-
formagao mensurdvel, e u uma medida de probabilidade invariante por f. Dada qualquer

fungao integravel ¢ : M — R, sua média temporal

existe em p-quase todo ponto x € M, e é invariante por f. Além disso, p € integrdvel e

/ @dﬂz/ @ dp.
M M

satisfaz
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Demonstracao: Veja [14, p.115]. |

Observagao 3.9 ( [14]). Note que, dado qualquer conjunto mensurdvel A C M, tomando

© = Xa, seque do Teorema FErgodico de Birkhoff que o tempo médio de visita

n—1
7(A,2) = JLHSOHZ;XA (2)),

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, /T(A,ZE) du = u(A).

Nos proximos resultados f : M — M e pu s@ao como no Teorema 3.8. A Proposi¢ao
a seguir, mostra que as médias temporais sao constantes ao longo da érbita de f, em

pu-quase todo ponto x € M.

Proposigao 3.10 ( [14]). Seja ¢ : M — R uma fungao integrdvel. Entao, ¢(f(z)) = ¢(z)

para j1-quase todo ponto x € M.

Demonstracao: Com efeito, para a funcao caracteristica de um conjunto mensuravel
A C M, temos que x4 é integravel. Como observado anteriormente, o tempo médio de
visitas de z € M ao conjunto A, denotado por 7(A, z), existe para p-quase todo ponto

x € M. Por definicao,

AT = Jim 3 ()

n—o0

— lim % Z xal(fi(z ——[XA( ) —xa(f"(2))

n—o0

—(A2) = lim ~fua(a) = xal" (@)

Como a funcgao caracteristica é limitada, o limite & direta na ultima igualdade é igual a
zero. Com isso, segue que 7(A, f(z)) = 7(A,x) em p-quase todo ponto = € M. Para
¢ : M — R integravel qualquer, pelo Teorema 3.8, a média temporal ¢ existe em pu-q.t.p

x € M. Assim, por definigao

n—oo N n—00

P = Jim © Zsof” )= Jm |23 e(P @) + el @) - o)

= ¢(f(x)) + lim l(90(10"(95)) — ¢(x)). (3.7)

n—oo N,
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1 1
Sabemos que lim —¢(x) = 0, basta entao provarmos que lim —p(f"(z)) = 0, para isto
n—oo M, n—oo M,

precisamos do seguinte Lema.

1
Lema 3.11 ( [14]). Se ¢ : M — R € uma fungao integrdavel, entao o lim —¢(f"(z)) =0

n—oo M

para pi-quase todo ponto x € M.

Demonstracao: Fixe qualquer € > 0. Como p é invariante por f temos que

pfz e M :o(f"(2))] = né})“ p{z € M :|o(x)| = ne})
u({z € 19 ( IR > )
i {reM: k< |()| <k+1})

< k + 1}. Somando os t,, sobre

. . |9()]
Considere t,, = § , onde uy, = M: k< 22
onsidere uy, onde ux = p({z € .

k=n
todo n € N, na igualdade obtida acima, temos,

=n

> u{x e M |o(f(x)] = ne}) ZZM{ eM:k< |()‘ <k+1} = Ztne

t1:U1+U2+U3+"‘
t2:0 + UQ+U3+"'
t5=0 4+ 0 +ug—+--

+

:>Ztn:u1+2u2+3u3+4u4+:Zkuk

n=1

Logo,

> u{x € M |¢(f"(x)] = ne}) = Zku{eMk; [l )|<k+1}

W)(:)’ dy. (3.8)
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A desigualdade em (3.8), decorre do fato de que, para Ey = {x € M : k < |¢( )

kw@m=iékdu<4;@gﬂdﬂ

¢wamﬂﬁﬂd

< k+1},

temos que

|9(2)]

Como ¢ é integravel, temos que / ——— du < 00, assim, todos os termos em (3.8) sao
V=

finitos, disto temos que i p{z € M : |op(f*(x))| = ne}) < oo. Isto implica, que o
conjunto B(e) dos pontog::zlc, tais que |¢(f"(x))| = ne, para infinitos valores de n, tem
medida nula, pelo Lema de Borel-Cantelli 2.32. Segue imediatamente da definicao de
B(e), que para todo x gé B(e), existe algum p > 1 tal que |¢(f™(x))] < ne para todo

> p. Considere B = U B(1/i). Entao B tem medida nula, logo para todo = ¢ B vale

que lim —¢(f"(x)) =0. |

n—oo M,

Aplicando o Lema 3.11 para ¢ = ¢, obtemos que lim, o +(¢(f"(z)) —¢(z)) = 0 para
p-quase todo ponto. Portanto, vale a igualdade em (3.7) pu-q.t.p x € M. |

O Teorema a seguir é uma versao mais geral do Teorema Ergodico de Birkhoff, que
garante que para uma funcao invertivel f, dada uma funcao integravel ¢, as médias

temporais ¢ com relacdao a f e f!, existem e coincidem em quase todo ponto. Usaremos

a notagao f~7(x) = (f~1)(x).

Teorema 3.12 (Teorema Ergodico de Birkhoft-Khinchin [4]). Seja (M,B, ) um
espaco de probabilidade e f : M — M, uma func¢dao invertivel que preserva . Dada
qualquer fungdao @ € L*(M,B, 1), os sequintes limites

n

1 .
oy () = e !
ol de_f nhg)lonztpf h%nc}onzw _nhl%o2n+1.z (@)

j=-n

existem e sao iguais entre si, p-quase todo ponto x € M. Também, ¢(f(z)) = ¢(z) p-q.t.p
sempre que p(x) existir. Além disto, p € L*(M,B, ) e /@(m) dp = /cp(x) d.
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n—1
1 .
Denotaremos ¢¢(z) = lim — Z ©(f?(x)) para a média temporal com respeito a f e
n—oo N,
=0
@r-1(r) = lim — Z o(f a média temporal com respeito a f~!. Vale destacar que

n—oo N,

o Teorema Ergodlco de Birkhoff-Khinchin é ainda mais geral, sendo o resultado valido

para fluxos e semi-fluxos. Para a demonstragao veja em [4].

3.3 Ergodicidade

Definicao 3.13 ( [14]). Sejam (M,B,u) um espago de probabilidade e f : M — M
uma transformagao mensurdvel que preserva p. Dizemos que o sistema (f, ) € ergddico
(ou que p é ergddica, ”ou que f € ergddica relativamente a p) se para todo conjunto

mensurdvel f-invariante A C M, tem-se que u(A) =0 ou pu(A) = 1.
A proposicao a seguir reformula essa definicao de ergodicidade.
Proposicao 3.14 ( [17]). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) O sistema (f, ) € ergodico;
(b) Toda fungao integravel f-invariante ¢ : M — R € constante para p-quase todo ponto;

(c) Para toda fungao integravel ¢ : M — R a média temporal ¢ : M — R € constante em

p-quase todo ponto.
Demonstracgao:

(a) = (b) Suponha que exista ¢ : M — R integravel e f-invariante, mas que nao é cons-
tante p-q.t.p, entao podemos escolher ¢ € R tal que o conjunto B = {z € M : ¢(x) >
tenha medida 0 < u(B) < 1.

Mas ¢ é f-invariante, isto é, ¢ o f = ¢ u-q.t.p, implica que

r€ [YB) «< f(x) €B <= p(f(x))>c < p(r)>c < z € B.

f-inv.
= f~Y(B) = B em p-q.t.p e por (a) tem-se que (f,u) é ergodico, entao u(B) =0

ou u(B) = 1 que é um absurdo. Portanto ¢ é constante p- quase todo ponto.



30

(b) = (a) Dado B C M um conjunto mensuréavel f-invariante, ou seja, f~'(B) = B
u-q.t.p, defina ¢ = xp. A condicao de B, implica que, a caracteristica de B é
invariante por f, ou seja, yp o f = xp e como yp ¢é integravel, e por (b) temos que
xB ¢ constante u-quase todo ponto e por definicao ela s6 assume o valor 0 ou 1,

portanto,

se xp =0 = u(B) = /XB dp =0 p-q.t.p

se xp =1 = pu(B) = /XB dp =1 p-q.t.p
Segue que u(B) =0 ou u(B) =1 entao o sistema (f, ) é ergodico.
(c) = (b) Seja: M — R uma fungao integréavel e f-invariante. Pelo Teorema Ergodico
de Birkhoff a média temporal ¢ existe u-q.t.p é integravel e f- invariante, logo por
(¢) ¢ é constante em p-quase todo ponto. Como ¢ é invariante por f, para z em

um conjunto de medida total vale que,

$(x) = lim — Zs@ fi(z)) = lim — Zw = lim p(z) = ¢(z),

n—oo N, n—oo N, n—oo
entao, como p = @ u—q.t.p segue que  é constante p-quase todo ponto.
(b) = (c) Seja ¢ : M — R uma funcdo integravel. Segue do Teorema Ergodico de

Birkhoff que a média temporal ¢ existe para p-q.t.p, é integravel e f- invariante,

assim por (b) a média temporal @ é constante em p-quase todo ponto x € M.

Proposicao 3.15 ( [4]). Seja f: M — M uma transformag¢ao mensurdvel que preserva

uma medida de probabilidade p. Se existe um conjunto denso F C L*(M) tal que

¢(z) = / @ dp parap-q.t.p.
M
e todo ¢ € F, entao f ¢é ergodica.
Demonstragao: Dada uma fungao ¢ € L'(M), pelo Teorema Ergodico de Birkhoff o
limite

lim — Zso (f () = &(x)

n—oo M,
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existe para q.t.p x € M, para toda funcao integravel ¢ : M — R, isto significa que a

sequéncia,
1 n—1
SO LAY
n <
7=0
converge a ¢ em L' (veja a Observacao 2.31) pelo Teorema Ergédico de Birkhoff. Entao

¢ suficiente mostrar que se p € L'(M):

1 n—1

~D pof - / o dp
J=0 M 1

Dado € > 0, seja ¢ € F tal que || — ¢||1 < &/3. Seja ng € N tal que n > ny implica que,

1n—1 ;
E;Wf —/deu E

lim =0.
n—oo

/3.

Entao, se n > ng tem-se que

1 n—1 ' 1 n—1 ‘ 1 n—1 ' 1 n—1 '

;;@ij—/MSOd/i 1"52900fj52¢0f]+52¢0f]
/ww+/wm /ww

f —;wof + S vop - [ v

Ao ool

ZHsoof] vo ll, +

+/M¢_¢du’.

Como 1 f-invariante pela Proposicio 3.2, lp o 7 = o fil], = (= ¥) o fIl, = ll¢ ¥,

1

1n—1 ;
vel - [ v |

e

\/ w—soduk/ W — ol du= 1 — ol
M M



32

Logo, para todo n > ng

n—1

n—1 n—1
1 . 1 1 .
= sOOf”—/sOdu <= o=l + 1= ¢ij—/wdu + [l =2l
j=0 1 j=0 j=0 1
<lle—=vl,+e/3+ e -l <e
Portanto,
n—1
1 .
5(z) = lim — i(z)) = du p-qtpxeM
() nggongzo p(f(2)) /Mso popeqtpx e M,

isto implica, que a média temporal ¢ é constante u-q.t.p e pela Proposi¢ao 3.14, segue

que f é ergodico. |

3.4 Expoentes de Lyapunov e Teorema de Oseledec

Nesta se¢ao, considere M uma variedade diferenciavel, compacta, conexa, sem bordo,
de dimensao m, e f : M — M difeomorfismo de classe C*. Queremos analisar a acao da

derivada nas o6rbitas de f. Pela regra da cadeia Temos:

Dfy = Df(f"(x))---Df(f(x))- Df(x), onde f"= fofo---of.

n-composigoes de f

Como M é uma variedade diferencidvel de dimensao m, a aplicagao linear
Df; T M — Tfn(l-)M

pode ser representada por uma matriz m X m, com relacao a qualquer base apropriada
para os dois espacos vetoriais m-dimensionais. Ha resultados, originalmente devidos a

Oseledec, sobre a taxa de crescimento exponencial de ||Df7(v)||, com v € T, M.

Teorema 3.16 (Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledec [14]). Sejam
f: M — M um difeomorfismo de classe C* de uma variedade diferencidvel compacta M™,
e u uma medida de probabilidade invariante por f. Entao, existe um conjunto I' C M, de

medida total, para qualquer medida de probabilidade em M, invariante por f, tal que:
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(a) Para cada x € T, existem nimeros x1(x) > xa2(x) > -+ > Xs@)(2) € uma decomposi-

¢ao mensurdavel do espago tangente
T.M = Ey(x) @ @ Eyyy(x), com dim(E;(x)) = n,(x),
tais que, para cada i =1,...,s(x), temos:

lim —log I Df; () [|= xi(x), ve E(x)\{0},

n—+oo

s(x)

1
lim —log\Jac DfM)| = sz

n—+oo

onde Jac(Dfl) denota o Jacobiano de DfI' no ponto x, isto é, o determinante

det(Dfr).
(b) Os inteiros positivos ny, ..., Ns(z) € Ly $G0 tais que ny + - - - + Nz = M.

(c) As funcoes T' 5 x — x(x), s(x), e E(x) sao mensurdveis e f-invariantes, ou seja,

para todo x €T ei=1,...,s(x)
Xi(f (@) = xi(x), s(f(x)) = s(x), e Df(Ei(x)) = Ei(f(2)).

Os ntameros x;(x) sdo denominados expoentes de Lyapunov de f em z, ao longo
do subespaco E;(x), que é um subespago proprio de f. Cada n;(x) é denominado
multiplicidade do expoente de Lyapunov y;(x), e o conjunto I' é chamado de conjunto

dos pontos regulares de f.



Capitulo 4

Pesadelo de Fubini

4.1 Teorema de Fubini

O Teorema de Fubini, estabelece condigoes sob as quais é possivel calcular uma integral
dupla através de integrais iteradas. Primeiramente, apresentaremos o Teorema de Fubini
de teoria da medida para espacgos de medida em um contexto geral.

Seja f: X XY — Z uma funcdo. A cada x € X, associamos a funcao

fo Y = Z, y—= fuly) = flz,y),

a qual chamamos de x-secao de f.

Analogamente, a cada y € Y, associamos a fungao
f1eX = 2Z v fU2) = fa,y),
a qual chamamos de y-secao de f.

Teorema 4.1 (Teorema de Fubini [20]). Sejam (X,mqy,p) e (Y, ma,v) espagos de

medida o-finitos, e f uma fungao my X mo-mensurdvel em X xX Y.

(a) Se0< f< o0, ese

o(z) = /Y fo dly) e $(z) = /X £ du(z) (4.1)

34
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entao, ¢ € my-mensurdvel e 1 é mo-mensurdvel e

/X (/Y fa du(!/)) du(z) = nyf d(p x v) :/Y(/X 1Y du(x)) dv(y). (4.2)

(b) Se f é compleza e se

- /Y @) doly), e /X o (2)du(z) < oo,

entao f € L'(u x v).

(c) Se f e L'Y(uxv), entio f, € L' (v) para quase todo v € X, e f¥ € L*(u) para quase
todo y € Y. Além disso, as fungoes ¢ e 1, definidas por (4.1), q.t.p pertencem a

LY (p) e L*(v) respectivamente, e a igualdade da parte (a) vale.

Para nossos proposito nos deteremos a espagos euclidianos (ou localmente homeomor-
fos a estes). O Teorema de Fubini pode ser provado para volumes n-dimensionais em

espacos R™, n > 2. Segue abaixo o Teorema para medida de Lebesgue em R2.

Teorema 4.2 (Teorema de Fubini para medida de Lebesgue em R?). Se a fungio

X [e,d] — R € continua e D C [a,b] X [c,d] é mensurdvel, entdo

/ / F(ay) dudy = / ( / F (e, y) dy) i~ | d ( / fe)Lo(e.y) daz) ay

Entre algumas aplicagoes do teorema de Fubini, podemos calcular a area do conjunto
D C R? como a integral dupla sobre D da fungao constante f(z,y) =1 em [a,b] x [c,d].

O Teorema de Fubini também garante que o volume(ou area) de um conjunto mensu-
ravel é nulo se, e somente se, quase todo corte transversal horizontal(ou vertical) intersecta
o mensuravel em um conjunto de medida nula sobre a transversal. Uma questao interes-
sante a ser feita é: seria possivel particionar o quadrado (0,1) x [0,1] C R? por folhas
suaves de forma que esta folheacao burle o Teorema de Fubini? A proxima se¢ao mostra

que de fato isso é possivel.

4.2 Pesadelo de Fubini

A construgao nesta segao foi feita com base no artigo publicado por John Milnor [13]

para a descoberta por Anatole Katok.
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Katok provou o seguinte: existe um conjunto mensuravel de area total no quadrado
unitério (0,1) x [0,1] C R?, juntamente com uma familia de curvas analiticas reais e
disjuntas I's, que preenchem este quadrado, de modo que cada I's intersecta esse conjunto
em, no maximo, um tnico ponto. A Figura 4.1 mostra um exemplo de tal familia de curvas,

baseada em uma construgao similar, mas nao igual, a feita por Katok.

Figura 4.1: Familia de curvas que formam uma folheacao patologica. [13]

Assim, o objetivo é particionar o quadrado @ = (0, 1) x [0, 1] C R?, por uma folheagao
F com folhas suaves, de modo que exista um conjunto mensuravel R C @) de éarea total,

tal que quase toda folha F{,) encontre R em um conjunto de medida nula sobre F{,.

Construcao do Conjunto de Medida Positiva

No quadrado @ = (0,1) x [0,1] C R?, defina para cada p € (0, 1) uma fungao
f» :10,1] — [0, 1] dada por:

)
Y ye [0,p)=1I
b

fp(y):
y—p
e 1| =1
\1_p7 Yy € [P, ] 1

Figura 4.2: Grafico da funcao f,.
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Observacao 4.3. Para garantirmos a continuidade, podemos entender, que estamos con-
siderando a fungio f,: S' — S, em que o intervalo [0,1] tem seus extremos identifica-
dos. Estamos considerando a o-dlgebra de Borel, e a medida considerada é a medida de

Lebesgue m.
Observe que:

i) O espago S! que ¢é intervalo [0, 1] com os extremos identificados, ¢ um espago de pro-

babilidade uma vez que, a medida de Lebesgue m(S') = m([0,1]) = 1.

ii) Para cada p € (0,1), f, ¢ Lebesgue mensuravel. De fato, pois dado um intervalo
aberto J C [0,1] tem-se f,*(J) = Ji C [0,p) e f,'(J) = Jo C [p,1], sdo ambos
intervalos abertos, ou seja, fp_l(J) = J; U Jy é unido de abertos (veja a Figura 4.3),

logo ¢ um boreliano em [0, 1], entdo f, ¢ Borel mensuravel.

iii) Para cada p € (0,1), f, preserva a medida de Lebesgue. De fato, note que qualquer
intervalo J C [0, 1] tem pré-imagem J; C [0,p) e Jo C [p, 1],

de comprimentos

g(Jl) = pﬁ(J)

((J2) = (1 = p)(J)

! !
{ ) y { )
Iy P Ty

Figura 4.3: Pré-imagem da f,

Como fp’l(J) =JiUJye J NJy, =2, entao
m(fy () = (1) + €(J2) = pl(J) + (1 = p)t(J) = £(J) = m(J)

logo, m(f,'(J)) = m(J). Portanto, f, é mensuravel e preserva a medida de proba-

bilidade m no quadrado @ = (0,1) x [0, 1].
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iv) Para cada p € (0,1), f, ¢ uniformemente expansora, uma vez que para y € [0,p)

1 1
temos que f,(y) = > e para y € [p,1] temos f,(y) = e Como p € (0,1),

> 1. Logo, a derivada de f, ¢ maior que 1 em modulo

tem-se que — > 1 e
p
para todo y € [0,1] \ {y}. Portanto, f, é uniformemente expansora com constante

1 - :
A =min< —, T, (" valida em todo ponto, exceto possivelmente, em y = p.
p Ll=p

Além disso, a funcao f, ¢ ergddica, pois é uniformemente expansora e preserva a

medida de Lebesgue.

Agora, para cada p € (0, 1) fixo, podemos codificar cada ponto y € S! as iteragoes por

fp da seguinte forma:
St — {0, 1}

y — (S0, 51, S2, ),

uma sequéncia infinita nao trivial de 0’s e 1’s, onde, cada elemento da sequéncia é dado

por:

1, se fi(y) € Ip=10,p),

0, se fi(y) € I =[p,1].

Sj:

Para ilustrar, suponha que para um certo y € S* tenhamos,

y e [07 f]}(y) € [17 pr(y) € Ilv f;)(y> € [07"' = (07171707 )

Assim, para cada (p,y) temos associada uma sequéncia de 0’s e 1’s, que descreve
a trajetoria de y por f,, com p € (0,1) fixado. Note que, para quase todo y € S' a
frequéncia de “1s” no itinerario de y, sao a quantidade de vezes que a iterada de y por f,
pertence ao intervalo 1, ou seja, quando fg € I;. Pelo Teorema Ergoédico de Birkhoff 3.8

essa frequéncia é dada por
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e que,
/7’(]1,y) dm=m(I,) =) =|1—-p|=1—p paragqtp yecS. (4.3)
Para cada p € (0, 1) fixo, definimos o conjunto,
C, ={(p,y) : a frequéncia de 1's no itinerario de y seja 1 — p}.

Como cada C), ¢ unidimensional, segue diretamente da Equagao (4.3) que C, é um conjunto
mensuravel de medida de Lebesgue total, tal que que todo (p,y) € C, tem a frequéncia
1 — p definida, ou seja, £(C,) = 1.

Seja,

rR=|J G,.

p€(0,1)

Afirmacao: R = {(p,y) € (0,1) x [0,1] : 7,(I1,y) = 1} é um conjunto mensuravel.
Demonstragao: De fato, defina para cada N € N, 7y : (0,1) x [0,1] — R tal que

™(p,y) = % Z X (f3(y))-

Observe que (p, y) — x;r(y) ¢ descontinua em (p, p), e pela continuidade da f,, temos que
X © fp ¢ descontinua em uma uniao finita de curvas suaves (p, y(p)) em (0,1) x S*, logo
Tn(p,y) € continua mg 1yxs1-¢.t.p. Portanto 7y(p,y) é mensuravel.

Considere My o conjunto dos pares (p,y) para os quais existe o limite pontual,
| N
Jim 7y(py) = lim z; xre (£ ())-
]:

Pela teoria da medida My ¢ mensuravel. Defina 7: My C (0,1) x S' — R a funcao dada

pelo limite pontual 7x(p, y) P 7(p,y). Finalmente, os pontos que queremos residem
—00

em M, e satisfazem 7(p,y) = 1 — p. Defina ¢ : My — R, por ¥(p,y) := 7(p,y) — (1 — p),

assim, o conjunto R é caracterizado por

(py) € R <= ¥(p,y) =0.

Note que 1 é mensuravel, pois 7 é mensurével e (p,y) — (1 — p) é continua(mensuravel).
Como R = ¢~1({0}), segue que, R é mensuravel. |
!

fechado
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Podemos calcular a medida do conjunto R usando o Teorema de Fubini. Isto é,

m(R) = Area(R // 1r(p,y) dydp.

m(R):/O1 [/OlnR(p, )dy] dp — /e dp = /Oldpzl. (4.4)

Assim, temos que R é um conjunto de medida positiva m(R) = 1.

Construcao da Folheacao

Em seguida, defina uma familia de curvas suaves I's como segue. Seja 8 € [0,1] um
nimero qualquer, entao existe uma tnica expansao binaria infinita nao trivial, 0.b;b2bs...

que o representa, ou seja,

00
8= 0.b1b2b3(ba.s.e. )= ; %, onde b; € {0,1} sao digitos binarios.
Além disso, a expansao 0.b1byb3... pode ser expressa, por uma sequéncia infinita binaria
correspondente, 8 = (by, b, bs, ...). Dizemos que essa sequéncia ¢ nao trivial se ela nao for
identicamente nula, ou seja, se para todo N € N, existir n > N tal que b,

Fixada uma sequéncia binaria infinita nao trivial § = (b, b, bs,...), associada ao
namero 8 € [0,1], e dado p € (0,1), associamos a ela o namero y(p,5) € [0,1], cujo

itinerario sob a agao de f, ¢ exatamente (.

Denote a curva definida pela sequéncia 3, por
I's={(p,y); pe€(0,1) e o itinerario de y por f, ¢ descrito por = (b1, b, b3, ...) }.

Note que se § # (', entdo '3 NIy = @. Pois, caso ocorresse que duas curvas I'g e Iy,
se intersectem em um mesmo par (p,y), isto implicaria que o itinerario de y por f, seria
definido por 8 e ', mas como um itinerario é unicamente definido, entao 5 = f’, logo,
I's =Tg.

Deste modo, as curvas I's preenchem o quadrado @) = (0,1) x [0,1], isto &, folheiam

este quadrado. Assim,
U T
pel0,1]
é a folheacao procurada.
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Analiticidade das Folhas.

Dados p € (0,1) e p € [0,1]. Seja y = y(p, ) cujo o itinerario por f, é dado por
ﬁ - (bl, bQ, bg, ) .
Cada y(p, 5) pode ser descrito como y; +y2 +y3+ - -+ = y(p, 5). Para obter yy,ya, - -

precisamos de fungoes auxiliares,

q(0) = p, 6(0) =0,
q(1) =1-p. (1) =p.
De modo que,
0, se b =0,
Y1 =
p, se by =1.

Assim, y; = 3(b1) e yn = 8(bn)q(b1)...q(by) n = 2. Obtemos, dessa forma que y,, é o
produto de n + 1 fatores iguais a p ou 1 — p.

A ideia é iniciar com o intervalo [0, 1] o qual dividido em propor¢ao p : 1 — p; na etapa
seguinte pela iteracdo da f, um dos intervalos, o Iy = [0,1) ou I; = [p, 1] indicado o
qual y; pertence, ¢ dividido na proporcao p : 1 — p e assim por diante. Na n-ésima etapa
desse processo temos 2" intervalos de tamanhos ¢(b1)q(b2)q(b3)...q(b,). A multiplicagao
d(bn)q(b1)q(b2)...q(b,) indica qual porgao do intervalo y ocupa no intervalo de tamanho
q(b1)q(b2)q(bs)...q(by,). Se b, = 0 & na primeira porgao do intervalo que y esta. Se b, = 1
¢ na segunda porcao do intervalo que y esta.

Como ¥, é o produto de n + 1 fatores iguais a p ou 1 — p, tomando 6 = max{p, 1 — p}
temos que 0 < 6 < 1. Além disso, 0 <y, < 6™ Vp € (0,1).

Resultando, que y = y(p, 5) pode ser representado por uma série de poténcias de p,
tal que N ~

y= Z Yj < 6’ < oo,
j=1 j=1

uma vez que 0 < 6 < 1 temos que a série geométrica Z ¢’ converge. Segue do Teorema
=1
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da Convergéncia Uniforme de Série de Fungoes de Weierstrass, mas conhecido como Teste
M de Weierstrass [19] que para cada [ fixo a série y(p,3) é uniformente convergente.
Portanto, y(p, 8) ¢ uma fungao analitica em p, para todo p € (0,1). Desse modo, temos
que I'g é o grafico dessa fungao real analitica p — y(p, §). Com isto
F=|J Iy,
Belo,1]

¢ uma folheacao com folhas analiticas.

Cada I's intersecta o conjunto R em no maximo um ponto.

Dado 3 € {0,1}Y, suponha que esteja bem definida a frequéncia de “1’s” para a
sequéncia 3, e esta seja 1 — p. Note que I's; N {p} x S = {y(p, B)} C C,. Observe que,
para p’ # p temos que no conjunto Cy, os pontos (p', y) sdo tais, que y define um itinerario

cuja frequéncia de “1's” é 1 —p'#1—p,logo 'y N Cy = 2.

Se para alguma sequéncia o,
a frequéncia nao esta definida,
entdao I'y, NC, = @ Vp € (0,1).
Portanto, I'g intersecta o con- Tj/—
junto R, no méaximo em um //

lnico ponto para cada conjunto

C,p, com p € (0,1). ’ = P

O Teorema de Fubini Falha.

Mostramos em (4.4) que a medida de Lebesgue do conjunto R C (0,1) x [0,1] era

m(R) = 1. No entanto, se pudéssemos calcular sobre F = U I's, a integral tipo
B€[0,1]
Fubini para obter m(R) terfamos:
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1 1 1 1
m(R):/ U Trar, dy} dp:/ m(RNTp) dp:/ 0dp=0= m(R) =0,
0 0 0 — 0

=ponto

ou seja, para esta folheacao o Teorema de Fubini falha.

A medida de Lebesgue de um tnico ponto é nula. Observe que a falha do Teorema de
Fubini ocorre justamente, do fato que as folhas desta folheacao intersectam o conjunto de
medida positiva R, em um tnico ponto, ou seja, em um conjunto de medida nula sobre a
folha.

Folheacoes para as quais ocorrem fenémenos como os descritos acima, sao chamadas de
“Patologicas”, isso decorre do fato, de que essas folheagoes nao satisfazem a propriedade
de continuidade absoluta e acontecem em situagoes mais gerais. Em Difeomorfismos
parcialmente hiperbolicos, em relacao a folheagao central esse fendmeno aparece. Em
diversos contextos, a continuidade absoluta da folheagao central falha genericamente.

As definigoes e resultados sobre continuidade absoluta de folheagoes serao abordados

nos capitulos seguintes.



Capitulo 5

Continuidade Absoluta das Folheacoes

Neste capitulo veremos as defini¢coes de continuidade absoluta para folheacoes, e um
pouco sobre difeomorfismos de Anosov, para o qual as folheagoes estaveis e instaveis
tem essas boas propriedades e também veremos o conceito sobre sistemas parcialmente

hiperbélico.

5.1 Continuidade Absoluta por Folhas

Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta, U C M uma vizinhanca aberta, e F
uma folheagao local de U de dimensao k. Assumimos que as folhas de F sao uniforme-
mente continuas pelo menos C*.

Assumimos também que F tem uma folheagao local transversal T suave (isto significa
que U C M tem uma estrutura de vizinhanga produto).

Denotaremos por m o volume Riemanniano em U; por Ay, a medida Riemanniana
induzida na subvariedade suave ) de U; e por u, a proje¢ao do volume Riemanniano m
no espaco quociente U/F. Denote por {mzg : p € U} a decomposicao de Rokhlin da

medida m ao longo das componentes conexas de F em U.

Observagao 5.1 ( [18]). Os termos “ absolutamente continua ™ e “ absolutamente con-
tinua por folhas’ e assim por diante, sio definidas aqui para folheacoes locais. As cor-

respondentes defini¢oes para folheagoes globais podem ser dadas em termos de cartas da

44
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folheacgao.

Definigao 5.2 ( [18]). A folheacio F ¢é absolutamente continua se para qualquer
par de transversais suaves Ti, To em U, a aplicacao de holonomia hJTéTQ entre T1, To €

absolutamente continua em relacao a Ay, A,.

A holonomia '™ é absolutamente continua se dado Z C 7y tal que Ay (Z) = 0,
entdo A7, (h%2™(Z)) = 0. Isto &, a holonomia ao longo das folhas de F ¢é absolutamente
continua se leva conjuntos de medida nula da transversal 7; em conjuntos de medida nula

em 7s.

Definigao 5.3 ( [18]). F ¢ absolutamente continua por folhas do tipo I, quando
para m-quase todo ponto p € U a medida \r, € absolutamente continua em relagio a
desintegracao myg).

F € absolutamente continua por folhas do tipo II, quando para m-quase todo
ponto p € U, a desintegragao mg) € absolutamente continua com respeito a \x,.

F € absolutamente continua por folhas do tipo 111, quando para m-quase todo

ponto p € U a desintegragao mgzg,) € equivalente a Ar,.
Podemos reformular essas defini¢coes em termos de desintegracao.

Proposicao 5.4 ( [18]). i) Se F € absolutamente continua por folhas do tipo I, entdo
para qualquer conjunto de medida nula Z C U por m, isto é, m(Z) = 0, tem-se que

para m-quase todo ponto p € U, Ax,(Z N F,) = 0.

ii) Se F ¢é absolutamente continua por folhas de tipo I1, entdo para qualquer conjunto
mensurdvel Z C U, tal que Ar,(Z N F,) = 0 tem-se que m(Z) = 0 para m-quase
todo p € U.

iii) Se F € absolutamente continua por folhas do tipo I11, entao F ¢é absolutamente

continua por folhas do tipo I e do tipo I1.

Demonstracao:
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i) Seja B C U um conjunto m-mensuravel, com medida total, tal que para Vp € B tem-se
que B = |J F, tenha p-medida total (para quase toda folha) para os quais valem
a proprieggge de que A\r, < mgg,). Considere Z C U um conjunto m-mensuravel
tal que m(Z) = 0. Como,
m(Z) = | mpE)(ZNF) du(Fp) =0
U/F
= mzp)(ZNF,) =0 para p-quase toda folha F, € |J F,.
Logo, existe um conjunto m-mensuravel A C U com néj—er]rgledida total, de modo que,
mrp(ZNF,) =0 Vpe A
Tome E = AN B e note que, m(E°) = m(A°U B¢) < m(A°) + m(B¢) =0, logo E

¢ um conjunto de m-medida total.
Assim, Vp € E vale que myz,)(Z N F,) =0 = Ag,(Z N F,) = 0 pois, por hipétese
F & absolutamente continua por folhas do tipo /. Portanto Az, (Z N F,) = 0 para

m-q.t.p. peU.

ii) Seja A C U, um conjunto de m-medida total, tal que para cada a € A exista C, C F,

mensuravel tal que Az, (C,) = 0. Considere Z = |J C,, assim
acA

Ar(ZNF,) = Ar (Cy) = 0 Va € A.

Como F ¢é absolutamente continua por folhas do tipo II, temos que mz, < Ag,

m-quase todo p € U, entao mg,(Z N F,) =0 m-q.t.p pem U. Logo,

m(Z) = mr,(Z N Fp) du(F,) =0 pois mg, (ZNF,) =0 m-q.t.ppeU.
U/F

Portanto m(Z) = 0 para m-quase todo ponto p € U.

iii) Se F é absolutamente continua por folhas do tipo I11, temos que, mr, < Afx,, €
assim, Az, < mrp) m-qtp. em U e mg, < Ar, m-gt.p. em U, isto implica,

respectivamente, que F é absolutamente continua por folhas do tipo I e do tipo I1.
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5.2 Nocoes de Dinamica Parcialmente Hiperbdlica

Esta secao é uma breve introdugao aos sistemas parcialmente hiperboélicos. No entanto,
antes disso, é necessario compreendermos o que é um sistema hiperbdlico.

Localmente, um sistema dindmico diferenciavel é bem aproximado por uma aplicagao
linear, que ¢ a sua derivada. Hiperbolicidade refere-se a existéncia de dire¢oes invariantes
sob a acao da derivada, nas quais o sistema exibe contragao e expansao uniformes e
complementares. Por sua vez, a hiperbolicidade parcial caracteriza-se pela presenca de
uma terceira direcao invariante, cuja dinamica ¢ dominada pelas taxas de expansao ou

contracao das demais, apresentando, portanto, comportamento intermediério.

Hiperbolicidade Completa (Sistemas Anosov).

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa, suave, sem bordo, e seja

f M — M um difeomorfismo de classe C", com r > 1.

Definigao 5.5 ( [16]). Dizemos que f: M — M é completamente hiperbdlico ou um
difeomorfismo de Anosov se para cada x € M, existir uma decomposi¢ao do espago

tangente em dois subespacos

T.M = E*(z) & E"(z)
e constantes C' >0 e 0 < XA <1 < p tais que para cada v € M,

1. A decomposicao € invariante sobre a acao da derivada, ou seja,

Df(E*(x)) = E*(f(x)) e Df(E"(z)) = E"(f(2));
2. || Df*(v) IS CN" || v || parav € E*(z) en > 0;
3. | Df"(v) IK Cu™ || v | parav e E*(x) en > 0.

Os subespagos E*(x) e E%(x) sdo chamados respectivamente de subespago estavel
e subespaco instavel. Tem-se que Df contrai uniformemente em = € M os vetores

ao longo do subespago E*(x) e expande uniformemente os vetores ao longo do subespago
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As distribui¢oes E® e E* sao unicamente integraveis pelo Teorema da Variedade Esta-
vel (veja em [15]). Suas variedades integraveis determinam duas folheagoes transversais,
W? tangente & E° chamada de folheagao estavel e W" tangente & E" chamada de

folheacao instavel de M. Essas folheacoes sao f-invariantes, ou seja, para x € M,
fOV?(x)) =W (f(x)). o=s,u.
e podem ser caracterizadas da seguinte forma

We(x)={ye M :d(f"(x), f"(y)) = 0 quando n — oo},
Whz)={ye M :d(f"(z), f"(y)) — 0 quando n — oo}.

onde d é distancia induzida pela métrica Riemanniana. [16]

Sistemas Parcialmente Hiperbdlicos.

Definicao 5.6 ( [16]). Dizemos que o difeomorfismo f : M — M ¢é Parcialmente

Hiperbdlico se existem niumeros C > 0,
O< A< <Xd<pup<Ad<pu m<leld>1 (5.1)
tais que para cada x € M, existe uma decomposicao invariante do fibrado tangente
T.M = E*(z) ® E°(z) ® E*(x)
DF(E"(x)) = E*(f(2)), o =s,c,u (5.2)
a qual, para todo n = 0
CN < | DF ) | < Ol o, ve B5(x),
CN < || D) | < Cut v, v e Ba),
CTIAy <[ Df*() | < Cpgllvll, v e E*(x).

As distribuicoes E°, E¢, E* sao chamadas respectivamente de subespac¢o estdvel, su-
bespaco central e subespago instdvel. Seguindo esta nomenclatura, as distribuigoes
E = FE<® E° e B := E°® E" sao chamadas de centro-estdvel e centro-instdvel,

respectivamente.



49

Observe que D f contrai vetores uniformemente ao longo do subespago estavel E*(x),
expande uniformente ao longo do subespago instavel E*(x) e atua com taxas intermedia-
rias ao longo do subespaco central E°(x). A acao de Df em E°(x) é dominada pelas agdes
de Df em E*(x) e E“(z). Além disso se f ¢ parcialmente hiperbolico entao f~! também

é, e estao relacionados por: E} = -1 E}y = E;_l e B =F5 ..

Exemplos

Chamamos toro de dimensao d o espaco quociente T¢ = R4/Z<, ou seja, o espaco das

classes de equivaléncia da relacao de equivaléncia definidaem R por z ~ y <= x —y € Z%.

Exemplo 4 ( [14]). Seja f : T?> — T? o difeomorfismo de Anosov sobre o toro T?, induzido

pela transformacao linear dada pela matriz

2 1
A=
11
3 5 3—b
Observe que os autovalores de A sao A\, = +2\/_ >1> )\ = 2\/_ > 0 e os respectivos
subespacgos sao tangentes as linhas no toro
5—1 541
Lo—{ep e y= Ll o L@y ereiy - -y,

Além disso, |det(A)| = A\s - Ay = 1. Como a matriz é hiperbdlica, o espago RY, pode
ser escrito como soma direta, RY = B ® E* tal que, A(E®) = E° ¢ A(E") = E*. Entao,

existem constantes C' >0 e A < 1 tais que,

|A"™ (v)|| < CA*||[v®|| para todo v° € E® e todo n > 0, (5.3)

|AT" (v")|| < CA™||v"]| para todo v° € E° e todo n > 0.

A familia de todos os subespacos afins de R? da forma v + E° com v € R?, define
uma particio F° de R?, chamada de folheacdo estdvel, cujos elementos sio denominados
folhas estaveis de A. FEssa folheagao € invariante por A, isto €, a imagem de qualquer
folha estdvel também é uma folha estdvel. Além disso, pela equagio (4.3), A contrai

distdincias, uniformemente, dentro de cada folha estdvel. Analogamente, a familia de
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todos os subespagos afins de R? da forma v+ E*, com v € RY, define uma particio F* de
R? chamada folheacdo instdvel. Esta folheacdo também € invariante, e a transformacao
A expande distancias ao longo das folhas instdveis.

Projetando F° e F" pela projecio canénica m : R — T¢, obtemos folheacoes W?

e W" do toro, chamadas de folheagao estavel e folheacao instavel da transformagao f,
respectivamente.

Figura 5.1: Folheagao estavel e folheagao instavel no toro T? [14].

De forma geral, toda matriz d x d com entradas inteiras e determinante um, cujos
autovalores, tem mddulo diferente de um, induz um difeomorfismo Anosov no toro T¢
que chamamos de Anosov linear. Isso ocorre, porque uma matriz com entradas inteiras,
determinante um e autovalores com modulo diferente de um, define uma transformagao
hiperbolica em RY, cuja agdo induz um difeomorfismo bem definido no toro T¢ = R?/Z4.
A condicao sobre os autovalores garante a existéncia de uma decomposicao hiperbolica do

espago tangente, com subespacos invariantes contraido e expandido, caracterizando um

difeomorfismo de Anosov linear.

Exemplo 5 ( [10]). Seja f : T2 — T? o difeomorfismo de Anosov sobre o toro T?, induzido

pela transformacao linear dada pela matriz
A=

e considere fo : T?xS* — T?x St de modo que fo = AxId, isto €, fo(z,y,0) = (A(z,y),0).
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Assim, fo € um exemplo de difeomorfismo parcialmente hiperbolico com,
3 __ s c u
T = Efo 87 Efo ® Efo’

onde

By (2,y,0) = Ei(z,y) x {0}
B (2,y,0) = E4(z,y) x {0}
ES (2,y,0) = Tiay0)S"

5.3 Continuidade Absoluta das Folheacoes Estaveis e
Instaveis.

Seja M™ uma variedade Riemanniana, suave e conexa. Seja F uma folheagao k-
dimensional com folhas C*'. Como na Definicao 2.10, estamos considerando homeomor-
fismo ¢ : B¥ x B™ % — U para todo x € M e U C M vizinhanca de .

A definicao "usual" da propriedade de continuidade absoluta no sentido forte, que seré
apresentada a seguir, impoe condicoes sobre as derivadas de Radon-Nikodym das medidas
condicionais geradas pelo volume em Fy;.

Seja (U, ¢) a carta coordenada da folheagao F em M, onde conjuntos ¢(B* x {z}) sdo
folhas locais e seja T = o({y} x B™ %) a transversal local C'. Para x € U, denotamos
Fu(z) a folha local contendo x. As notagoes para os volumes serdo mantidas como na

Secao 5.1.

Definigao 5.7 ( [2]). A folheacio F é dita absolutamente continua se para quaisquer

T e U existir uma familia mensurdvel de fungoes mensurdveis positivas,
0y Fu(x) — R (chamadas densidades condicionais)

tal que, para cada subconjunto mensurdvel A C U,

m(A) = [r [ /f L)) B ()] (o)
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Note que as densidades condicionais sao automaticamente integraveis. Observe tam-
bém, que essa definicao é equivalente, a definicao de F ser absolutamente continua do

tipo I1.

Proposicao 5.8 ( |2]). Seja F uma folheacao absolutamente continua de uma variedade
Riemanniana M, e seja f : M — R uma fun¢ao mensurdvel. Suponha que exista
um congunto A C M de medida nula, tal que f € constante em Fy\A para cada folha
Fla)- Entao, f € essencialmente constante em quase todas as folhas, isto €, para qualquer

transversal T, a fungao f é AF, -essencialmente constante para Ar-quase todo x € T.

Demonstragao: Seja A C M um conjunto mensuravel, com m(A) = 0 tal que a fungao
mensuravel f : M — R seja constante em F(;)\A. Dada uma transversal local 7, como

F é absolutamente continua temos que,

0=mi) = [ [ / L) Do) diro) (5.4)

fazendo ¥ (z) = / Ta(z,y)02(y) dAr,(2)(y) em (5.4) obtemos que,

Fu(z)
/ (x) dAr(x) =0 como () = 0entdo ¥P(z) =0 Ap—qtp. z €T,
-

Fu(x

= 0x(y) AAryy(y) =0 Ar—qitp. €T,
(Fu(z)NA)

= Ay (Fu(@)NA) =0 Ar—qtpzeT.
Portanto para Ay — ¢.t.p. * € T a fungdo f € Ax -essencialmente constante. ]

A continuidade absoluta das folheagoes estaveis e instéveis é uma condicao suficiente
para provarmos a ergodicidade de difeomorfismos de Anosov. No entanto, provaremos
uma propriedade mais forte chamada continuidade absoluta transversal.

Seja F uma folheagdo de M e (U,p) uma carta coordenada da folheagdo. Seja
Ti = o({yi} x B™7%) para y; € B* i = 1,2. Defina a aplicagao de holonomia h :
7. — T2 um homeomorfismo dado por h(p(y1, 2)) = ©(y», 2) para z € B™F,
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Figura 5.2: Aplicagao de holonomia entre 7; e 75 ao longo das folhas de F.

Definigao 5.9 ( [2]). A folheagcio F € transversalmente absolutamente continua
se a aplicacao de holonomia h é absolutamente continua para qualquer carta coordenada
da folheacio e qualquer par de transversais como acima, isto €, se existe uma funcao
mensurdvel q : Ti — R (chamada Jacobiano de h) tal que para qualquer subconjunto

mensurdvel A C Ty,

M) = [ Lag(e) i ().

T
Observacao 5.10. Note que, na Definicao 5.9 a aplicacao de holonomia é absolutamente
continua, se A\, < Ay, ou seja, para todo mensurdvel A C M tal que, Ay (A) = 0 entao,
A, (R(A)) = 0. Observe ainda, que a Defini¢ao 5.9 é equivalente a Defini¢io 5.2 do inicio

do capitulo.

Proposigao 5.11 ( [2]). Se a folheagiao F ¢é transversalmente absolutamente continua,

entao F € absolutamente continua.

Demonstragao: Sejam 7 uma transversal e U um aberto, como na defini¢ao de folheagao
absolutamente continua. Sejam z € T e £ uma folheagao C' (m — k)-dimensional,

transversal a folheagao F, tal que T C L, Ly(z) =T e U = U Ly (y).
yeFu ()
Note que, L é absolutamente continua e transversalmente absolutamente continua, por

ser de classe C''. Denote por gy(-) as densidades condicionais para £. Como L é uma

folheacdo C', entdo 0 é continua e portanto mensuravel. Para qualquer subconjunto
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Figura 5.3: Aplicagoes de Holonomia das folheagoes F e L.

A C U, segue do Teorema de Fubini

m(A) = /fU(z) {/EU(y) La(y, 2)d,(2) d)%(y)(z) d)\;(w)(y). (5.5)

Seja h,, a aplicac@o de holonomia da transversal Ly (x) = 7T para a transversal Ly (y), ao
longo das folhas de F, isto é, hy, : T — Ly(y). Como F ¢é transversalmente absolutamente
continua, denote g, o Jacobiano de h,. Assim, dado um conjunto mensuravel A C U temos

que

Ay () (hy(A)) = /Tﬁ ( )]1A(hy(8))qy(8)d/\7(8) = dAzy(y)(2) = 4 () dr(s). (5.6)

Observe pela Figura 5.3 que, hy(s) =2z e L4(hy(s)) =1a(y, 2), (com y fixo).
Por (5.6) temos,

[ 1402500 By (2) = Aoy (A = [ alh oI, hy()dAr(s) 67
Ly (y) T

Substituindo o membro direito da igualdade em (5.7) na Equagao (5.5) e trocando a ordem

de integragao, obtemos

m(A) = /T [ /f LA (5) i, <y>] Ay (s). (5.8)

. >
g

*)

Analogamente, como 7 é transversalmente absolutamente continua. Denote por h, a

aplicacio de holonomia ao longo das folhas de £, h, : Fy(z) — Fy(s), com s € T e
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denote por g, o Jacobiano de hy.

Assim podemos transformar a integral sobre F(z) em uma integral sobre Fy (s), fazendo

a seguinte mudanca de variaveis r = hy(s) e y = hs_l(r), obtemos

Aoy (A) = Ary o (s (Fa(A))) = /f AT 0) s, )

Novamente pela continuidade absoluta transversal da folheacao 7, obtemos pelo Teorema

de Radon-Nikodym

Assim, podemos reescrever a integral em (%),

/ La(hy(5))ay(5)0, (hy(5)) dAz,, (y) = / 1a(r)gy(s)0y(r)g; ' (r) dAz,(r). (5.9)
Fu(z)

Fu(s)

Por (5.8) e (5.9), segue que

mia) = [ [ / LR E ) B )] drr(e)

Portanto, F é absolutamente continua.

Teorema 5.12 ( [2]). As folheacoes estdveis e instaveis de um difeomorfismo de Anosov

C? sao transversalmente absolutamente continuas.

Demonstragao: Veja ( [2], p. 148). |

5.4 Prova da Ergodicidade do difeomorfismo Anosov C?

Dizemos que uma medida g, em uma variedade Riemanniana M, é suave se ela
tem uma densidade continua ¢ em relagao ao volume Riemanniano m, ou seja, quando

p(A) = [, q(x)dm(z) para cada conjunto de Borel limitado A C M.

Teorema 5.13 ( |2|). Um difeomorfismo de Anosov de classe C* que preserva uma medida

suave € ergodico.



26

Demonstracao: Sejam (M, B, ;1) um espago de probabilidade, onde M é uma variedade
Riemanniana suave, compacta e conexa, 8 é o completamento da o-algebra de Borel
e f: M — M um difeomorfismo de Anosov de classe C?, que preserva uma medida
de probabilidade suave pu. Para x € M, pela hipotese de f ser Anosov C? garante
que o fibrado tangente T'M admite uma decomposi¢ao continua e D f-invariante em dois
subfibrados,

TM = E* & E*

que sao integréaveis a folheacoes, estavel W?* e instavel W" cujas folhas respectivamente

sao tais que

Wi (x)={ye M :d(f"(z), f"(y)) = 0 quando n — oo} e (5.10)
Whx)={ye M :d(f"(z), f"(y)) = 0 quando n — oo}. (5.11)

Considere uma funcao ¢ : M — R continua. Como M é compacta, ¢ é Lebesgue inte-
gravel, ou seja, ¢ € L'(M), logo pelo Teorema Ergodico de Birkhoff 3.12 temos que os
limites
1 n—1 ' 1 n—1 ‘
~ . . - ] ~ — 3 _ —J
Gple) = Jim — > p(f(x)) e Gpr(w) = lim =% o(f(x),
=0 =0

existem e sao iguais em pu-q.t.p x € M. Seja B C M, o conjunto de medida total em que

@¢(x) = @p-1(x) para todo x € B. (5.12)

Afirmacao 1: Seja U C M uma vizinhanca local. Para m-quase todo ponto x € U, a
média @y é constante ao longo da folha local estavel W*(x,U), ou seja, ¢f(z) = @r(y),
para todo y € W*(x,U) m-quase todo ponto x € U.

Prova da Afirmagao 1. Seja B; C U um conjunto de medida de Lebesgue total, tal
que, para x € By, ¢y estd bem definida como em (5.12).

Considere x € B!, dado y € W#(x,U), pela propriedade (5.10) temos que

ds(f(x), f1(y)) 3:)0 0, e como ¢ é continua em M, e M é compacta, segue que ¢ é

uniformente continua, assim |o(f?(z)) — ¢(f/(y))] — 0 quando j — oo. Como @s(z)
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n—1
existe para r € B!, digamos que seja, p(z) = h_>m %Z o(f?(x)) = 0, entao
=0
n—1 1 n—1 ' Jl n—1 1 n—1
Zr(y) = lim = " o(f(y) = lim {=> o(f @) —=>_e(f(@)+=>_ of(x)
n—oo M, =0 n—oo | N =0 =0 n =0
n—1 n—1
= lim " o(P ) — o) + Tim = S (i)
7=0 7=0
=0
= ¢y(x)

Logo, W#(z,U) C By e todo y € W*(x,U), satisfaz ¢s(z) = ¢¢(y). Isto é, By é um
conjunto s-saturado em U, em outras palavras, para x € B tem-se que W?*(x,U) C By.

Afirmacao 1’: Seja U C M uma vizinhanca local. Para m-quase todo ponto x € U, a
fungdo ¢;-1 é constante ao longo da folha local instavel W*(z,U), ou seja, para m-quase
todo ponto x € U, @¢-1(x) = $s-1(y), para todo y € W(z,U).

Seja By C U, um conjunto de medida de Lebesgue total, tal que, para x € By, ¢s
estd bem definida como em (5.12). A prova dessa afirmagao, segue de maneira aniloga a
da Afirmacao 1, substituindo-se @y por ¢;-1 e considerando as folhas instaveis W*(z,U)
no lugar das estéaveis locais. Assim, concluimos que, para todo = € Bs, tem-se que
W(z,U) C Bs, e que, para todo y € W*(z,U), vale ¢s-1(z) = ¢s-1(y). Portanto, o
conjunto By é u-saturado e tem medida de Lebesgue total em U.

Considere agora, B’ = B; N By. Assim, o conjunto B’ tem medida de Lebesgue total em
U, isto é, (U \ B') = 0.

Dado x € M, seja V, uma vizinhanga do tipo produto em M, cuja fronteira de V,, esté
contida na uniao de folhas estaveis e instaveis de f. Como anteriormente, considere
B cU=V,.

Como W* é transversalmente absolutamente continua, vale que, dada uma transversal T

contida em uma folha instavel em U, tem-se que,
My (UN\ B)NW?A(p,U)) =0 Ar-q.t.p.p e T. (5.13)

Afirmacgao 2: ¢; e ¢y1 sao iguais e constante em quase todo ponto de U.

Prova da Afirmacao 2: Sejam F; = W?(a,U) e F5 = W?*(b,U) duas folhas estaveis em
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U, para as quais valem (5.13). Considere h : F7 — F5 a holonomia local entre F} e F3,
via folhas instéveis. A aplicagao h ¢ um homeomorfismo e satisfaz, h(F; N B') = F5 N B’
para Az;-quase todo ponto. Assim, existem Cy C 7 N B’ e Cy C F3; N B’ conjuntos de
medida de Lebesgue total, tais que h(C}) = Cy. Além disso, se a € C} e b € Cy, supondo
que h(a) = p temos que

W a,U)

Gr(a) b wi-1(a) AT wi-1(p) BB o1(p) i or(b) B @7-1(b)

Portanto ¢y é constante em B’ C U.

Finalmente tome {V,,,V,,, -+, V. } subcobertura finita da cobertura {V,},ca. Pela
Afirmacao 2, temos que, ¢y é essencialmente localmente constante, isto é, cada z € M,
admite uma vizinhanca aberta V,, C M, com x € V, tal que, ¢f é constante em Lebesgue
quase todo ponto p € V.

Afirmacao 3: ¢ é constante Lebesgue quase todo ponto em M.

Prova da afirmacao 3. Suponha que existam k; < kg valores de ¢;. Seja V.C M o
maior aberto tal que ¢ é essencialmente constante igual a k; , e seja U o aberto tal que
¢ € essencialmente contante mas ¢y # k. Assim, M =V UU, com VNU = &, absurdo,
pois M é conexo.

Segue das Proposigoes 3.14 e 3.15 que f é ergddico.



Capitulo 6

Folheacoes Nao Absolutamente

Continuas

Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico de classe C? definido em
uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida suave p (isto
é, uma medida equivalente ao volume Riemanniano m em M). Como vimos no capitulo
anterior, o fibrado tangente T'M admite uma decomposi¢ao continua e D f-invariante em
trés subfibrados:

TM =FE°*® E°® E"

onde Df contrai vetores uniformemente ao longo do subfibrado estavel E°, e expande
uniformemente ao longo do subfibrado instavel E* e atua com taxas intermediérias ao
longo do subfibrado central E°.

Pelo Teorema da Variedade Estéavel em [16] as distribuigdes E* e E" sdo (unicamente)
integréaveis e por [2] as folheagoes estaveis W* e instaveis W" possuem a propriedade
crucial de continuidade absoluta. Por outro lado, a distribui¢ao central E° pode nao
ser integravel e mesmo que seja, a folheacao central correspondente W€, pode falhar em
satisfazer a propriedade de continuidade absoluta.

Um dos primeiros a estudar o comportamento da folheacao central foi o R. Mané em
uma carta (ndo publicada) para M. Shub, no qual ele relaciona a continuidade absoluta

das folheagoes centrais compactas com os expoentes de Lyapunov nao nulos.

59
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Mané observou que, no caso dim E¢ = 1, se existe uma folheagao tangente ao fibrado
central £, e as folhas sdo todas compactas com comprimento limitado por uma constante
K > 0. Se T}Lriloilog||fo|Ec(x)|| > 0 g.t.p. v € M (relativo a medida de Lebesgue),
entao WW¢ é nao absolutamente continua.

Argumento de Mafié: Seja A = {z € M : xj(x) > 0}, se m(A) > 0 entao para algum
a > 0 tem-se que m({z € M : x5(z) > a}) > 0.

Escolha a > 0 tal que m(A,) > 0. Suponha por absurdo que a folheac¢ao central W°
é absolutamente continua em M.

Entdo 3 A, tal que Lebyye(r)(AaNW5(x)) > 0V x € Aj,. No entanto, como a folheagao

¢ f-invariante, dado x € A/, calculando

Wi @)l = [ DRz [ e i o

c n—00
f

= [W{(f"(x))| — oo quando n — oo, que contradiz a limitagdo por K.

O objetivo, neste contexto, é demonstrar que a falha da continuidade absoluta constitui
um fenémeno genérico, em certo sentido. Mais precisamente, Hirayama e Pesin em |[7],
estabelecem condigoes suficientes para a nao continuidade absoluta da folheacao central,

baseando-se em um método conhecido como argumento de Mané.

6.1 Conceitos necessarios

Defini¢ao 6.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C", (r > 1), e W uma
folheagao de classe C" da variedade diferencidvel M. Dizemos que W é uma folheagao
f-invariante se, para todo ponto x € M, a imagem da folha de VW passando por x € igual

a folha passando por f(x), isto €,

Nas condigoes da Secao 3.4, considere I' o conjunto dos pontos regulares de f. Seja
x € I' e YW uma folheacao f-invariante de M cujas folhas sao subvariedades suaves de M.

Definimos o expoente de Lyapunov ao longo da folheagao por

n—+oo

1
xw(z) = lim —log|Jac(Dfy|T.W(x))l,



61

onde Jac representa o jacobiano.
Seja A* o conjunto dos pontos para os quais yw(z) > 0. Suponha u(A*) > 0.

Entao, para a > 0 suficientemente pequeno, ¢ um inteiro suficientemente grande e todo

J’_
a,le

e € (0,a/100), existe um conjunto de Borel A C At de medida p-positiva tal que

para todo z € A", _en >0,

a,l.e
| Jac(DfM T W (x))| > £ 1e e =", (6.1)

Quando a distribuicao E° é integravel a uma folheacao W° com folhas suaves, deno-
tamos yyye(z) simplesmente por x¢(x), a soma dos expoentes de Lyapunov de f no

ponto z ao longo do subespaco central, T,W*(z) = E°(z). Assim,

: 1 n C
X(@) =l —log|Jac(Df7|E*(2)].

Como consequéncia do Teorema de Oseledec 3.16, x°(x) = >, xi(z)dimE;(z), onde
a soma é tomada sobre todos os ¢ para os quais os subespacos associados satisfazem,
B, Filx) = E*(a).

A medida p é dita hiperbdlica se x;(z) # 0 para p-quase todo ponto x € M e todo
i=1,...,s(x).

Seja p > 0 suficientemente pequeno, e ¢ inteiro suficientemente grande. Para todo
e € (0,p/100) existe um conjunto de Borel A,,. C M, de medida positiva, que constitui
um bloco de Pesin (ver [17]), tal que para x € A, . existe uma subvariedade local suave

Wy (xz) de M com a seguinte propriedade: para y € Wi (z) e n > 0,

Aoy (f"(2), ["(y) < Le™ e dy (2, y), (6.2)

onde d, denota a distancia Riemanniana induzida em W (z). A variedade local W, (z)

¢é tangente a

i3xi(2)<0
Para © € A,;. o tamanho 6(z) de W, () é uniformemente limitado inferiormente

digamos por 9.
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Seja x € I'. Definimos o maior expoente de Lyapunov central por

: 1 n (&
Xel#) = I ~log | DfIIE@) |

Claramente, f tem expoente central negativo se, e somente se, x.(z) < 0. Se f tem

expoente central negativo entdo £~ (z) = E°(x) @ E°(x) para quase todo = € M.

6.2 Resultados

Definicao 6.2 ([7]). Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbolico f : M — M
preservando uma medida de probabilidade de Borel i1, é centro dissipativo se, para p-
quase todo ponto x € M, a soma dos expoentes de Lyapunov ao longo do subespago central

E<(x), denotada por x°(x), € nao nula, ou seja,
X°(z) # 0 para p-quase todo x € M.

Teorema 6.3 ( [7]). Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico de
classe C* de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida

suave . Suponha que,

(1) a distribuicao central E¢ € integrdvel a uma folheagio W€ com folhas compactas e

suaves;
(2) fé€ centro dissipativo em um conjunto de p-medida total.
Entao, a folheagao central W€ nao é absolutamente continua.

Definigao 6.4 ([7]). Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbolico f : M — M
preservando uma medida de probabilidade de Borel i, tem expoentes centrais negati-
vos se para p-quase todo ponto x € M, todos os expoentes de Lyapunov ao longo da
distribuicao central sdao negativos. A definicao de f ter expoentes centrais positivos é

andlogo.

Observagao 6.5 ( [7]). No caso em que a distribuicao central é unidimensional a dissi-

patividade central € equivalente a ter expoentes centrais nao nulos p-quase todo ponto.
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Como consequéncia do Teorema 6.3, obtemos o seguinte resultado, que provaremos a

Seguir.

Teorema 6.6 ( [7]). Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico de
classe C? de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida

suave p. Suponha que

(1) a distribuicao central E¢ € integravel a uma folheagao W€ com folhas compactas e

suaves;
(2) ftem expoentes centrais negativos(positivos).

Entao a folheagao central W€ nao € absolutamente continua. Além disso, se u é ergodica,

entao as medidas condicionais induzidas por i nas folhas de W€ sao atémicas.

Para um difeomorfismo centro-dissipativo geral, a medida condicional nas folhas cen-
trais, embora sejam suaves, podem nao ser atomicas. (Veja o exemplo em [7]).

O Teorema 6.3 é um caso particular de um resultado mais geral que descreveremos
a seguir. Para a proxima defini¢ao, considere um difeomorfismo f : M — M de classe
C?, de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida de

probabilidade de Borel pu.

Definicao 6.7 ( [7]). Seja W uma folheagio f-invariante de M, com folhas suaves.
Dizemos que f € W-dissipativo se existe um conjunto invariante A C M, com u(A) >
0,tal que, para p-quase todo ponto x € A, a soma dos expoentes de Lyapunov de f ao

longo do espago tangente a folha T, W(z), denotada por xw(x) € diferente de zero,

xw(x) # 0.

Para © € M denotamos por Vol (x)) o volume na folha W(z). Dizemos que a
folheacao VW tem folhas de volume finito em p-quase todo ponto x € M, se o
conjunto

C={zxeM: Vo(W(x)) < oo}

tem volume Riemanniano total, isto é, m(M \ C) = 0.
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Observagao 6.8 ( [7]). Um caso tipico de folheagio cujas folhas tem volume finito em
quase todo ponto, € uma folheagao com folhas compactas e suaves. Se W for tal folheacao,
entdo para quase todo x € M, a fungio x — VolWW(x)) estd bem definida(finita), mas

pode nao ser limitada.

Teorema 6.9 ( [7]). Seja f: M — M um difeomorfismo de classe C* de uma variedade
Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida suave p. Seja também W
uma folheacao f-invariante de M, com folhas suaves. Suponha que VW tem folhas de
volume finito em m-quase todo ponto. Se [ é W-dissipativo em m-quase todo ponto entao

a folheagao VW nao € absolutamente continua.

Demonstracao: Como f é W-dissipativo em quase todo ponto, seja A~ C M o conjunto
dos pontos para os quais xyw(x) < 0 e AY C M o conjunto dos pontos para os quais
xw(z) > 0. Ambos os conjuntos sao f-invariantes pelo Teorema de Oseledec e também
(A7) >0, ou pu(A*) > 0, ou ambos.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que u(A*) > 0 (aqui estamos usando o
fato de que p é f-invariante suave, e portanto equivalente ao volume m). Fixe ¢ > 0

suficientemente grande tal que u(AY, ) > 0 (como em 6.1). Pelo Teorema de Derivagao

a,l,e

de Lebesgue, pi-quase todo ponto z € A, _ é ponto de densidade de A, com respeito a

i (2.5).
Dado V > 0, considere o conjunto Yy, = {y € M : Vol(W(y)) < V}. Escolha z € A}

a,le?

um ponto de densidade e r > 0, tal que, u(AS, N B(x,r)) > 0, (B(x,r) ¢ uma bola em

a,l,e

M centrada em x e raio r) e denote E = A',_ N B(z,r). Pelas hipéteses do Teorema,

ale
para p-quase todo ponto p € E, tem-se que Vol(W(p)) < +o00. Dado N € N, definimos
Exn={pe E:VolW(p) <N}, N=1,2,3, ..
logo N

JExv=E qtp peE.

N=1

Como pu(E) > 0, existe Ny € N, tal que pu(FEy,) > 0. Desta forma, existe R = Ey, tal
que, RC AT, NB(z,r)NYy e u(R) > 0.

a,l.e

Suponha por absurdo, que W seja uma folheagao absolutamente continua. Como m(R) >
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0 pois, u(R) > 0, entdo para m-quase todo y € R o conjunto R, = R NW(y) é tal
que Ay (Ry) > 0. Usando novamente, o fato de y ser uma medida f-invariante suave,
equivalente ao volume m, em que pu(R) > 0, pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré a
trajetoria de p-quase todo ponto y € R retorna infinitas vezes para R.

Seja y € R tal ponto. Logo existe uma sequéncia (nj)j?’il de retornos sucessivos de y para

o conjunto R, ou seja,
ff"e R= Vo(W(f"(y)) < NoVj=1,2.3,..

Como W é uma folheagao f-invariante, temos que, f*(W(y)) = W(f"(y)) Vn € Z. Como
f"(y) € R C Yy temos que para todo j > 1,

M ) (17 (Ry)) S Vol ("1 (W(y))) = Vol(W(f™ (y)) < No <V
= Vol(W(f"(y)) <V Vj=>1 (6.3)

Por outro lado, usando 6.1

Vol(W(f™ (y))) = M ) (f (Ry))

- / [ Jac(D £ [y | A (2)

Y

\%

/ C71e™ e ™™ dAwy) (2)
R

(5.1) Y

_ g—le(a—a)nj )\W(y) (Ry)

1
hY R (a—e)n; s 00 4
14 W(y>)0( y)e n; — +oo (6 )

logo Vol(W(f"(y))) — 400 quando n; — +o0. Por (6.3) e (6.4), absurdo!

Portanto a folheagao W nao é absolutamente continua. |

Observacao 6.10. Note que, o Teorema 6.3 € um caso particular do Teorema 6.9.

Demonstragao: De fato, temos nas hipdteses do Teorema 6.3, pelo item (1) que a
folheagao central W€, tem folhas compactas e suaves e pela Observacao 6.8, isto implica
que as folhas de W¢ tem volume finito em m-quase todo ponto em M. Além disto, pelo

item (2) temos que f € centro dissipativo em p-quase todo ponto em M, sendo assim,
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todas as condigcoes do Teorema 6.9 para a folheagao central W€ sdo satisfeitas. Portanto

a folheacao central W€ nao é absolutamente continua. |

Demonstracao do Teorema 6.6.
Demonstragao: Note que, as hipoteses (1) e (2) do Teorema 6.6, implicam que a folhe-
acao central satisfaz as condicoes do Teorema 6.3 e portanto a folheagao central W¢ nao
é absolutamente continua. Basta provamos que se p é uma medida ergodica, entao as
medidas condicionais induzidas por u, nas folhas de W¢, sao atémicas.

Como a folheagao central WW¢ é f-invariante, temos que

foble = pip@)  p-qtp.x €M (6.5)

onde p, denota a medida de probabilidade condicional gerada por p na folha We(z).
Obs(1). Por definigao fop,(A) = p.(f71(A)).

Obs(2). Lembre-se: pu é ergodica < Dado qualquer mensuréavel £ C M invariante por f
isto ¢, E = f~Y(F) u-q.t.p, ¢ tal que u(E) =0 ou u(F) = 1.

Pela ergodicidade de pu é suficiente mostrar que existe um conjunto mensuravel A C M,
com pu(A) > 0, tal que, para pu-quase todo ponto € A a medida condicional y, tem um

atomo. De fato, para € M defina,

d(z) = sup{p.({y}) : y € W(x)}.

Note que d é uma funcao Borel mensuravel, pois o conjunto dos atomos de uma folha é

enumeravel e como p é uma medida positiva, f-invariante, temos que,

pro{fWY) = fa({F W)Y = (T H{F W)} = m({y}), (6.6)

Obs.(1)

logo,

d(f(2)) = sup{ps@)({f(y)}) -y € W(x)} = sup{p({y}) - y € W(x)} = d(x)

= d(f(z)) = d(x), isto &, d & invariante por f e positiva para u-q.t.p v € A. Como pu é
ergodica, e d é f-invariante, temos que d(z) = d > 0 é constante para p-q.t.p x € M.

Seja S={reM:pu({y}) > g para algum y € W¢(z)}, por (6.6) S é f-invariante,
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ou seja, S = f~1S) pu-q.t.p x € M, logo u(S) = 0 ou u(S) = 1, como para u-q.t.p v € A
tem-se que d(z) = d > 0 entdo A C S e u(A) > 0 logo u(S) = 1. O resultado segue,
portanto, se mostrarmos que a medida condicional y, tem um atomo.
Defina o conjunto Ay = A,¢. como em (6.2). Fixe um inteiro positivo suficientemente
grande ¢ > 1. Entdo existe um conjunto A com u(A) > 0 tal que, para todo z € A
obtemos,

1

peWH (@) N Ag) = 5. (6.7)

Mostraremos que para p-quase todo ponto x € A, a medida condicional p, tem um atomo.
Como u(A) > 0, segue do Teorema de Recorréncia de Poincaré, que existe um conjunto
Borel mensuravel R C A, com u(R) = u(A) tal que, todo ponto z € R retorna infi-
nitas vezes para R por iteradas de f. Isto implica que a aplicacao de primeiro retorno
F = f": R— R estd bem definida, onde 7 : R — N é o tempo de primeiro retorno para

R. Note que, para

7=1 tem-se RN f'(R), é mensuravel, pois R e f~'(R) sdo mensuraveis.
Seja, By = R\ f7'(R),
7 = 2 implica que B; N f~'(B;) é mensuravel, pois By e f'(B;) sdo mensuraveis.

Considere By = By \ f~1(B))

Desta forma, temos que 7 é mensuravel. Além disto, considere R = R, U Ry U R3 U
.ocom R, = {x € R: 7(x) = i}, para i # j temos que R; N R; = @. Assim,
F(R)= f(R) = fY(Ry) U f*(Ry) U f3(R3) U---U f{(R;)--- . Logo F também ¢ mensu-
ravel.

Obs(3). Note que fi(R;) N fI(R;) = & se i # j.

Com efeito, suponha por absurdo que f(R;) N f/(R;) # @ para i # j, entdo existe
y € fY(R;) N fI(Ry) tal que y = f'(z) e y = fI(z), suponha sem perca de generalidade

que i < j entao fi(z) = fi(x) = = f¥(x) € Rcom k = j —i > 0, que é um absurdo
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pois 7(z) =i é o tempo de primeiro retorno de z para R. Com isso, obtemos que,

8

+

p(F(R) = u(\J (R) "2 3 (i (R) 2 37 (R = wl(J R) = (R)

=1 1

<.
Il

logo j(F(R)) = u(R).
Como a folheagdo W¢(x) é f-invariante, para = € R temos que,

FOWe(x)) = @ (We(x)) Jrimar. We(fm@)(x)) = We(F(z)) isto implica que para todo

r € Raextensdo, F(W(z)) = f7@(W¢(x)) estd bem definida e satisfaz F(W¢(x)) = We(F(x)).
Seja z € A e para r € (0,0,/10), considere uma familia B, de N = N(z,r) > 1 bolas
fechadas (n® N de bolas) que cobrem W¢(z), isto é possivel, uma vez que a folha W¢(z)

é compacta. Considere uma subcolegao, de bolas B; com essas condigoes e defina

k
m(z) = inf {Z diamxBZ} :
i=1
(aqui o diam, B; denota o didmetro de B; com respeito a distancia intrinseca em W¢(z))

onde o infimo é tomado sobre todas as subcolegoes de bolas fechadas B; em W¢(z) tal

que k< N e

‘ 1
Ha (Z:L_Jl Bi) > 2 (6.8)

Seja m = supesszeam(x).

Afirmacgao. Tem-se que m = 0.

Prova da Afirmagao. Suponha que m > 0, entao existe um inteiro ng tal que para todo
n > no,

IANe e <

% onde A = diam,W*(x). (6.9)

Sejam B(y1,7), B(y2,7), ..., B(yr@), ), bolas na colecao B, para as quais a intersecao

B(yi, r)NA, # @. Como essas bolas cobrem W¢(x)NA,, uma vez que, W (x)NA, C W*(z),
k(z)

assim W¢(x) N A, C U B(y;,r) e como

i=1
1
Ha(W2) N Ag) > 5, por (6.7)

temos que
k(z)

I U B(yi,r) | = pa(We(z) N Ay) > (6.10)

N —
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Por (6.5) fI'itz = pin(z) para todo n € Z e portanto,

n 1
e | U F(Byir) > 5 (6.11)
=1

Como as bolas B(y;,r) intersetam A, em didmetros menores que &,/10 obtemos de
(6.2) que
diam ) f"(B(yi, 7)) < LDe e, (6.12)

Note que obtemos (6.12) da compacidade de W¢(x), umas vez que estamos considerando
bolas B(y;,r), e f"(B(y;,r)) pode nao ser uma bola, no entanto, tomando a maior dis-
tancia entre pontos diametralmente opostos, obtemos uma bola B com f*(B(y;,r)) C B
tal que o diamB = diam f™(B(y;,r))-

Fixe n > ng, e seja y € F"(R). Entao existe x € R tal que F"(z) = y. Entdo, segue da
defini¢gao de m, da F-invariancia da folheacdo W¢|g, e das desigualdades (6.9), (6.11), e
(6.12) que

Disto implica que,

m = supessye Am(r) = supessycrm(x) = supessycpnrym(y) < %
contradigao, com a suposigao de que m > 0. Portanto, temos que m = 0, logo m(x) = 0
para p-quase todo ponto z € A.

Justificativa para que (%) ocorra: k(xz) < N e observe que

F(z) =12 retorno de x & R < 7(x) = 71(z) é tempo de primeiro retorno de x a R por f.

F™(z) = n® retorno de x & R < 7,(z) é o tempo de primeiro retorno de x a R por f,

logo 7, = n = —n > —7,(x) assim, e ™ L e
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Agora, fixe x € A, existe uma sequéncia de bolas fechadas By, Bs, Bs,... C W¢(z) (com

respeito a x) satisfazendo (6.8) tais que

lim diam,B; =0
j—00

e por (6.8)
p(Bj) > — VjeN (6.13)

Tome z; € B;.

Afirmacao: Para z; € B;, qualquer ponto de acumulacdo da sequéncia (z;); ¢ um atomo
para fi.

Prova da afirmacao. Seja z ponto de acumulacdo da sequéncia (z;); . Suponha que

w({z}) = 0 e seja U, bolas abertas de centro z e raio — em W¢(z). Como
n
(NU.={z} e Us\i{2}
n=1

1
= e (Up) — p({z}) = 0. Assim, dado ¢ < v existe ng tal que, para n > ng

pe(Uy) < € = p(Uy) < em particular p,(Uy,) < —. Como lim diam,B; = 0 e

1
AN’ 4N’ Jaes

z ponto de acumulagao, existe z; € (z;);, de modo que d(z;, z) <

T0ng e que a bola B;

contendo x; seja tal que diam,B; < .
1 1077,0

1
Sejay € B; tal que d(y,2) < — < — = B; C U,,
5710 U

1

) < —. :
= 1a(Bi) < 2(Uno) < 37 (6.14)

As sentencas (6.13) e (6.14) nos conduzem a uma contradi¢ao. Portanto p.({z}) > 0, ou
seja, qualquer ponto de acumulagio da sequéncia (z;); como na afirmagao tem um atomo

de p,. Isto conclui a prova do Teorema. ]

Observagao 6.11. Por [16] temos que se f é um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico
de classe C?, entao ewiste uma vizinhanca aberta de f, na topologia C', tal que todo

difeomorfismo nessa vizinhanga também € parcialmente hiperbolico.
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O resultado a seguir, nos mostra que a propriedade centro-dissipativo € tipica em certo

sentido.

Teorema 6.12 ( [7]). Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico de
classe C? de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida
suave p. Suponha que X;(x) < —a, para algum o > 0 e p-quase todo ponto x € M. Entao,
qualquer difeomorfismo g que preserva u, suficientemente prozimo de f na topologia C!

€ centro dissipativo em um conjunto de medida positiva.

Demonstragao: Seja U C Diff'(M, 1) uma vizinhanga de f na topologia C'. Onde
f € U & um difeomorfismo para o qual x%(z) < —a, para algum a > 0 pequeno e para

todo x € Ay um conjunto de medida total em M. Assim para todo z € Ay,

Xj(r) = lim %log ‘Jac(Df”|E?(:)s))’ < —a.

n—-+40o

Integrando sobre M obtemos,

)| duta) < [ —adu(o)

1
/ lim —log )Jac(Df"
M n—-+oo 1 M

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

)| dile) < —ap(M) = —a

n—+oo N

1
lim —/ log )Jac(Df"
M
Em particular, existe ny > 0, tal que

1 n o}
n_o/M log‘Jac(Df °|E;(x)))d,u(x) <-3

Por simplicidade podemos assumir que ng = 1, assim,

/M log ’Jac(Df E;(x))) du(x) < —%.

Como a distribuicao central varia continuamente com uma pertubacao, para um difeo-

morfismo g € U que preserva i, suficientemente proximo de f na topologia C*, temos

/ log
M

a
Jac(Dglpe ()| du() < I
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Segue do Teorema Ergodico de Birkhoff que existe um subconjunto g-invariante A, com

p(Ay) > 0, tal que, para todo z € A,

n—1
1 - o)
im =) (g <2 ,
nl_lgloo n 2 log |Jac(Dg Be(g ()] < 1 (6.15)

n vezes

Como g" =gogo .. og usando a regra da cadeia, Dg" = Dg - Dg ... Dg, assim

n—1

| Jac(Dg"|g; (x)| = [ [ |Tac(Dg|ES(g (x))]

j=0
e o log transforma produto em soma, logo

n—1

logl.Jac(Dg" | EZ(x)] = 3 log|Jac(Dg|EX(g () (6.16)

Jj=0

Portanto, por (6.15) e (6.16) temos que

1
Jlim_—~log|Jac(Dg"|Efa)] < -7 = xjla) < -7
para todo x € Ay, disto segue o resultado.

Teorema 6.13 ( [7]). Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico de
classe C? de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida
suave . Suponha que X?(m) = 0 para p-quase todo ponto x € M. Entao para qualquer
e > 0, hd um difeomorfismo g de classe C?, tal que, doi(f, g) < € e g € centro dissipativo

em um conjunto de medida positiva.

O Teorema 6.13 decorre dos resultados de Baraviera e Bonatti [1], que mostram que a
neutralidade na direcao central é estruturalmente instével na topologia C*, podendo ser

quebrada por pequenas perturbacoes que induzem dissipacao.

Observagao 6.14. Os resultados de Baraviera e Bonatti [1] estabelecem que no ambi-
ente conservativo, um difeomorfismo parcialmente hiperbélico f : M — M de classe C?,
cuja soma dos expoentes de Lyapunov centrais € nula em quase todo ponto, pode ser C*-
aprozimado por difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos de classe C?, conservativos, tais

que soma dos expoentes de Lyapunov centrais € nao nula.
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Desta maneira, no contexto em que hd persisténcia de coeréncia dindmica, com fo-
lheagao central compacta, entdo restrito aos difeomorfismos hiperbdlicos conservativos de
classe C?, os resultados de Baraviera-Bonatti, junto com os de Pesin-Hirayama [7], ga-
rantem a existéncia de um conjunto C' aberto e denso de difeomorfismos parcialmente
hiperbolicos cuja folheacao central nao é absolutamente continua.

De acordo com o contexto mencionado, podemos citar por exemplo, os difeomorfismos

parcialmente hiperbélicos de T2 com expoente central nulo ou skew-products com base

Anosov e fibras S*.

Existem resultados de persisténcia de folheagao central nao absolutamente continua,
no caso de folheagdo nao compacta. Para tais resultados recomendamos por exemplo [6],
para o caso Anosov; [12] no caso de derivados de Anosov de T? e [5], no caso de folheagao

central nao compacta e de dimensao maior que 1.



Referéncias Bibliograficas

[1] BARAVIERA, A. T.; BONATTI, C. Removing zero Lyapunov exponents. Ergodic
Theory and Dynamical Systems, v. 23, p. 1655-1670, 2003.

[2] BRIN, M.; STUCK, G. Introduction to dynamical systems. Cambridge: Cambridge
University Press, 2002.

[3] CAMACHO, C.; NETO, A. L. Geometric theory of foliations. Springer Science &
Business Media, 2013.

[4] CORNFELD, I. P.; FOMIN, S. V.; SINAL Y. G. Ergodic theory. Springer Science &
Business Media, 2012.

[5] COSTA, J. S.; MICENA, F. Pathological center foliation with dimension greater
than one. Discrete and Continuous Dynamical Systems — Series A, v. 39, n. 2, p.

1049-1070, 2019. DOI: 10.3934 /dcds.2019044.

[6] GOGOLEV, A. How typical are pathological foliations in partially hyperbolic dyna-
mics: an example. Israel Journal of Mathematics, v. 187, p. 493-507, 2012.

[7] HIRAYAMA, M.; PESIN, Y. Non-absolutely continuous foliations. Israel Journal of
Mathematics, v. 160, n. 1, p. 173-187, 2007.

[8] LIMA, E. L. Variedades diferencidveis. Rio de Janeiro: IMPA, 2011.

[9] MANE, R. Teoria ergddica. Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA, 1983.

74


https://doi.org/10.3934/dcds.2019044

75

[10] MICENA, F. P. Avancgos em dindmica parcialmente hiperbdlica e entropia para sis-
tema iterado de fungoes. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,

2011.

[11] MICENA, F.; TAHZIBI, A. Regularity of foliations and Lyapunov exponents of par-
tially hyperbolic dynamics on 3-torus. Nonlinearity, v. 26, n. 4, p. 1071-1082, 2013.

[12] MICENA, F. New derived from Anosov diffeomorphisms with pathological center fo-
liation. Journal of Dynamics and Differential Equations, v. 29, p. 1159-1172, 2017.

[13] MILNOR, J. Fubini foiled: Katok’s paradoxical example in measure theory. The
Mathematical Intelligencer, v. 19, n. 2, p. 30-32, 1997.

[14] OLIVEIRA, K.; VIANA, M. Fundamentos da teoria ergidica. Rio de Janeiro: IMPA,
2014. p. 3-12.

[15] PALIS, J.; MELO, W. de. Geometric Theory of Dynamical Systems: An Introduction.
New York: Springer-Verlag, 1982.

[16] PESIN, Y. B. Lectures on partial hyperbolicity and stable ergodicity. Ziirich: European
Mathematical Society, 2004.

[17] POLLICOTT, M. Lectures on ergodic theory and Pesin theory on compact manifolds.
Cambridge: Cambridge University Press, 1993.

[18] PUGH, C.; VIANA, M.; WILKINSON, A. Absolute continuity of foliations. Pre-
print, 2007. Disponivel em: https://w3.impa.br/ viana/out/pvw.pdf. Acesso em:
6 maio 2025.

[19] RUDIN, W. Principles of mathematical analysis. 3. ed. New York: McGraw-Hill,
1976.

[20] RUDIN, W. Real and complex analysis. New York: McGraw-Hill, 1987.


https://w3.impa.br/~viana/out/pvw.pdf

	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Variedades
	Folheações
	Teoria da medida

	Princípios de Teoria Ergódica
	Medidas Invariantes e Recorrência de Poincaré
	Teorema Ergódico de Birkhoff
	Ergodicidade
	Expoentes de Lyapunov e Teorema de Oseledec

	Pesadelo de Fubini
	Teorema de Fubini
	Pesadelo de Fubini

	Continuidade Absoluta das Folheações
	Continuidade Absoluta por Folhas
	Noções de Dinâmica Parcialmente Hiperbólica
	Continuidade Absoluta das Folheações Estáveis e Instáveis.
	Prova da Ergodicidade do difeomorfismo Anosov C2

	Folheações Não Absolutamente Contínuas
	Conceitos necessários
	Resultados

	Referências Bibliográficas

