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Resumo

O principal objeto de estudo deste trabalho é a propriedade de continuidade absoluta

de folheações invariantes por sistemas dinâmicos. Iniciamos com a construção dinâmica

de um exemplo clássico de folheação que não possui essa propriedade [13]. Entre as

diversas implicações dinâmicas da continuidade absoluta das folheações estável e instável

de difeomorfismos parcialmente hiperbólicos de classe C2, destacamos a ergodicidade dos

difeomorfismos de Anosov conservativos também de classe C2 [2]. Por fim, no contexto

dos difeomorfismos parcialmente hiperbólicos, investigamos a relação entre os expoentes

de Lyapunov centrais e a continuidade absoluta da folheação central, explorando uma

generalização do conhecido argumento de Mañé, conforme apresentado no trabalho de

Pesin e Hirayama [7]. Deste resulta-se que, em certos contextos do ambiente parcialmente

hiperbólico, a propriedade de continuidade absoluta falha genericamente.

Palavras–chave: Continuidade absoluta, folheações, variedades Riemannianas, difeo-

morfismos parcialmente hiperbólicos.
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Abstract

The main object of study in this work is the absolute continuity property of invariant

foliations for dynamical systems. We begin by presenting the dynamical construction

of a classical example of a foliation that does not possess this property [13]. Among

the various dynamical implications of the absolute continuity of the stable and unstable

foliations of partially hyperbolic diffeomorphisms of class C2, we highlight the ergodicity

of conservative Anosov diffeomorphisms, also of class C2 [2]. Finally, in the context of

partially hyperbolic diffeomorphisms, we investigate the relationship between the central

Lyapunov exponents and the absolute continuity of the central foliation, exploring a

generalization of the well-known Mañé argument, as presented in the work of Pesin and

Hirayama. This latter work leads to the conclusion that, in certain settings within the

partially hyperbolic framework, the absolute continuity property fails generically [7].

Keywords: Absolute continuity, foliations, Riemannian manifolds, partially hyperbolic

diffeomorphisms.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo das folheações surgiu a partir do interesse de entender a topologia de varie-

dades, especialmente em resposta a questão de Hopf na década de 1930 sobre a existência

de campos vetoriais completamente integráveis na esfera S3.

As folheações em variedades desempenham um papel importante ao permitir a decom-

posição desses espaços complexos em subconjuntos de menor dimensão, chamados folhas,

que preservam a estrutura local. Essa estrutura facilita o estudo tanto das propriedades

dinâmica quanto das características geométricas da variedade. Esse conceito de folheação

é fundamental na geometria diferencial e na topologia, com aplicações em áreas como

sistemas dinâmicos e geometria complexa.

Folheações absolutamente contínuas estão associadas a boas propriedades dinâmicas.

Intuitivamente, uma folheação F em uma variedade M , é absolutamente contínua, se

localmente em relação a uma seção transversal é possível aplicar o Teorema de Fubini

para o cálculo de integrais em M , para conjuntos de medida de Lebesgue nula.

Existem folheações que não satisfazem essa propriedade do “ tipo Fubini ”, um exemplo

interessante desse fenômeno foi publicado por John Milnor na Mathematical Intelligencer

em 1997 [13], da construção de uma folheação na qual as folhas são analíticas, mas in-

tersectam um conjunto de medida positiva em no máximo um único ponto, motivo pelo

qual o Teorema de Fubini não se aplica, sendo este exemplo conhecido como o "Pesadelo

de Fubini". Nesse caso, o fenômeno decorre do fato de que a folheação construída não
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possui a propriedade de continuidade absoluta, o que motiva o estudo sobre esta proprie-

dade, bem como a investigação das condições sob as quais uma folheação é absolutamente

contínua e se tal fenômeno se manifesta em contextos mais gerais.

No caso dos Difeomorfismos de Anosov conservativos de classe C2, a continuidade ab-

soluta das folheações estáveis e instáveis implicam na ergodicidade em relação a medida de

Lebesgue. No entanto, para difeomorfismos parcialmente hiperbólicos existem exemplos

robustos em que a folheação central falha em ter a propriedade de continuidade absoluta.

O objetivo deste trabalho é estudar a propriedade de continuidade absoluta de fo-

lheações, em particular a continuidade absoluta da folheação central de difeomorfismos

parcialmente hiperbólicos, explorando argumento de Mañé e algumas de suas generaliza-

ções. No primeiro capítulo, apresenta-se a introdução, No segundo capítulo reúne alguns

preliminares necessários ao contexto em que os resultados são desenvolvidos, como as va-

riedades diferenciáveis e Riemannianas, folheações e conceitos de teoria da medida. No

terceiro capítulo, aborda algumas ferramentas de Teoria Ergódica, que possibilitam o es-

tudo do comportamento de sistemas dinâmicos que permanecem invariantes sob a ação

da dinâmica. Nesse capítulo, são tratados temas como medidas invariantes, o Teorema

Ergódico de Birkhoff e os expoentes de Lyapunov.

No quarto capítulo, apresenta-se a construção da folheação conhecida como Pesadelo

de Fubini, baseada no artigo de John Milnor [13]. O quinto capítulo é dedicado à apre-

sentação das definições de continuidade absoluta de folheações, conforme o artigo de C.

Pugh, M. Viana e A. Wilkinson [18], além de conceitos relacionados a sistemas dinâmicos

hiperbólicos e parcialmente hiperbólicos, nesse contexto, discute-se também a implicação

da continuidade absoluta das folheações estável e instável na ergodicidade dos difeomor-

fismos de Anosov de classe C2, conforme demonstrado por M. Brin e G. Stuck [2]. Por

fim, no sexto capítulo, são apresentados os resultados sobre a não continuidade absoluta

da folheação central de difeomorfismos parcialmente hiperbólicos, obtidos por meio de um

mecanismo conhecido como argumento de Mañé, com base no artigo de M. Hirayama e

Y. Pesin [7].



Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos chaves, sobre variedades, folheações

e teoria da medida que serão base para a compreensão dos resultados posteriores.

2.1 Variedades

Variedades Diferenciáveis

Definição 2.1 ( [8]). Seja M um espaço topológico. Um sistema de coordenadas

locais ou carta local em M é um homeomorfismo de um subconjunto aberto U ⊂ M

sobre um aberto φ(U) ⊂ Rm. Dizemos que m é a dimensão de φ : U → φ(U) .

Para cada x ∈ U tem-se que φ(x) = (φ1(x), ..., φm(x)). Os números φi = φi(x),

i = 1, ...,m são chamados as coordenadas do ponto x ∈M no sistema φ.

Definição 2.2 ( [8]). Um atlas de dimensão m sobre um espaço topológico M é uma

coleção A = {φ : U → Rm} de cartas locais em M cujos domínios U cobrem M . Os

domínios U dos sistemas φ ∈ A são chamados as vizinhanças coordenadas de A.

Definição 2.3 ( [8]). Um espaço topológico M no qual existe um atlas de dimensão

m chama-se uma variedade topológica de dimensão m. Em outras palavras, M é uma

variedade topológica de dimensão m, se cada ponto de M tem uma vizinhança homeomorfa

a um aberto do Rm.
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Dadas as cartas locais φ : U → Rm e ψ : V → Rm no espaço topológico M , tais que

U∩V ̸= ∅, cada ponto x ∈ U∩V tem coordenadas φi = φi(x) no sistema φ e coordenadas

ψi = ψi(x) relativamente ao sistema ψ.

A correspondência (φ1(x), ..., φm(x)) ↔ (ψ1(x), ..., ψm(x)) estabelece um homeomor-

fismo Φφψ = ψ ◦φ−1 : φ(U ∩V ) → ψ(U ∩V ) que é chamado mudança de coordenadas.

Um atlas A sobre um espaço topológico M diz-se diferenciável, de classe Cr(r ≥ 1),

Figura 2.1: Mudança de Coordenadas.

se todas as mudanças de coordenadas Φφψ, φ, ψ ∈ A são aplicações de classe Cr. Como

Φψφ = (Φφψ)
−1, segue-se que os Φφψ são de fato, difeomorfismos Cr.

Seja A um atlas de dimensão m e classe Cr num espaço topológico M . Uma carta

local ϕ : W → Rm em M diz-se admissível relativamente a A se para todo sistema de

coordenadas locais φ : U → Rm, pertencente a A com U ∩ W ̸= ∅, as mudanças de

coordenadas Φφϕ e Φϕφ são de classe Cr. Em outras palavras, se A∪{ϕ} é ainda um atlas

de classe Cr em M .

Um atlas A, de dimensão m e classe Cr sobre M , diz-se máximo quando contém

todas as cartas locais que são admissíveis em relação a A.

Definição 2.4 ( [8]). Uma variedade diferenciável de dimensão m e classe Cr é um

par ordenado (M,A) onde M é um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável

e A é um atlas máximo de dimensão m e classe Cr sobre M .

Para denotar que M é uma variedade de dimensão m usaremos às vezes a notação

Mm.
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Espaço Tangente

Seja Mm uma variedade de classe Cr e fixado um ponto x ∈M denotemos por Cx(M)

o conjunto de todas as curvas diferenciáveis Cr, γ : (−δ, δ) →M com δ > 0 e γ(0) = x.

Definição 2.5 ( [8]). Seja, γ ∈ Cx(M) e φ : U → Rm um sistema de coordenadas em M .

No sistema de coordenadas (φ,U) o vetor tangente a x é dado por (φ ◦ γ)′(0) = vx.

Diremos que duas curvas γ, λ ∈ Cx(M) são equivalentes e escrevemos γ ∼ λ

quando existir um sistema de coordenadas locais (φ,U) em M , com x ∈ U , tal que,

φ ◦ γ = (−δ, δ) → Rm e φ ◦ λ : (−ϵ, ϵ) → Rm tem o mesmo vetor tangente em t = 0, isto

é,

(φ ◦ γ)′(0) = (φ ◦ λ)′(0). (2.1)

Observe que a igualdade (2.1) independe da escolha do sistema de coordenadas (U,φ) em

M , x ∈ U . Resulta disto que a relação γ ∼ λ é de fato uma relação de equivalência em

Cx(M).

A derivada de uma curva diferenciável γ ∈ Cx(M), ou vetor tangente à curva é por

definição a classe de equivalência de γ. Ou seja [γ] = γ̇ = {λ ∈ Cx(M) : γ ∼ λ}. Portanto

dados γ, λ ∈ Cx(M) tem-se [γ] = [λ] se, somente se, vale (2.1) para algum (logo para

todo) sistema de coordenadas locais (U,φ) em M , x ∈ U .

Definição 2.6 ( [8]). O conjunto quociente Cx(M)/ ∼ é chamado espaço tangente a

M e é denotado por TxM .

Desse modo, dizemos que um vetor tangente a M em x é a derivada de uma curva

diferenciável em x. E o espaço tangente de M em x é o conjunto de todos o vetores

tangentes em x e é denotado por TxM . Assim,

TxM = {vx : vx é derivada de uma curva diferenciável}.

Fixado um ponto x em M temos que TxM é um espaço vetorial (usando a adição em

qualquer um dos sistemas de coordenadas em x). A união disjunta dos vetores tangentes
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em todos os pontos de M define o fibrado tangente da variedade M , que é denotado

por TM . Assim,

TM = {(x, vx) : x ∈M e vx é um vetor tangente em x}.

Derivada de uma aplicação diferencial

Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis, variedades de classe Cr, (r ⩾ 1) e supo-

nhamos que A,B são atlas de classe Cr em M e N respectivamente. Dizemos que uma

aplicação f : M → N é diferenciável de classe Ck, k ⩽ r, se f é contínua e para cada

x ∈M existem cartas locais (U,φ) ∈ A e (V, ψ) ∈ B, com x ∈ U e f(U) ⊂ V tais que

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn

é de classe Ck.

Dizemos que f é de classe Ck(k ⩽ r), se para cada x ∈ M , existem sistemas de

coordenadas locais φ : U → Rm em M , e ψ : V → Rn em N , com x ∈ U e f(U) ⊂ V tais

que ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ψ(V ) é de classe Ck.

Um difeomorfismo f : M → N é uma bijeção diferenciável, cuja inversa é também

diferenciável. Se ambas f e f−1 são de classe Ck, dizemos que f é um difeomorfismo de

classe Ck.

Definição 2.7 ( [3]). A derivada da aplicação diferenciável f :M → N no ponto x

é uma transformação linear Df(x) : TxM → Tf(x)N que associa a cada v = [γ] ∈ TxM o

elemento Df(x) · v = [f ◦ γ] ∈ Tf(x)N a classe de equivalência da curva f ◦ γ ∈ Cx(M).

Subvariedades

Um subconjunto N ⊂ Mm é chamado subvariedade de M de dimensão n e classe

Cr(r ⩾ 1), se para todo x ∈ N existe uma carta local Cr (U,φ) com φ(U) = V ×W onde

0 ∈ V ⊂ Rn, 0 ∈ W ⊂ Rm−n são bolas abertas euclidianas, tal que φ(N ∩ U) = V × {0}.

Na situação acima dizemos também que a codimensão de N é m− n = dim M− dim N.

Segue-se da definição que uma subvariedade N de M é em particular uma variedade

Cr. Por exemplo Sn é uma subvariedade de dimensão n e classe C∞ de Rn+1.
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Variedades Riemannianas

Definição 2.8 ( [8]). Uma métrica riemanniana numa variedade diferenciável M , é

uma correspondência que associa continuamente a cada ponto x ∈M , um produto interno

no espaço tangente TxM .

Seja g uma métrica riemanniana em M . Indicamos por gx(u, v), ou quando não há

perigo de confusão, < u, v >x o produto interno dos vetores u, v ∈ TxM . O comprimento

ou norma do vetor tangente u ∈ TxM é definido por

|u|x =
√
gx(u, u).

Definição 2.9 ( [8]). Uma variedade diferenciável M , onde está definida uma métrica

riemanniana chama-se uma variedade riemanniana. Em termos mais preciso, trata-se

de um par (M, g) onde g é uma métrica riemanniana na variedade M .

Em uma variedade riemanniana M , podemos definir o comprimento de um cami-

nho α : [a, b] →M de classe C1, como sendo

ℓ(α) =

∫ b

a

|α′(t)|dt.

Nesta expressão, |α′(t)| =
√
< α′(t), α′(t) >α′(t) é a norma do vetor tangente

α′(t) ∈ Tα′(t)M .

Um caminho α : [a, b] → M diz-se seccionalmente de classe C1, se α for contínuo

e existir uma partição a = t0 < t1 < ... < tk = b tal que αi = α|[ti,ti+1] é de classe C1, para

todo i = 0, 1, ..., k − 1.

Dados dois pontos arbitrários, x, y ∈ M , existe um caminho γ : [0, 1] → M , seccio-

nalmente de classe Cr, tal que γ(0) = x e γ(1) = y. Definimos a distância intrínseca

d(x, y) entre dois pontos x, y de uma variedade riemanniana conexa como

d(x, y) = inf{ℓ(γ) | γ é seccionalmente C1 em M ligando x a y}.
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2.2 Folheações

De maneira intuitiva, uma folheação de dimensão k, de uma variedade diferenciável

Mm, é uma decomposição de M , em subvariedades de dimensão k, chamadas folhas, as

quais se aglomeram localmente como subconjuntos de Rm = Rk × Rm−k, com a segunda

coordenada contante. Mais precisamente.

Definição 2.10 ( [2]). Seja F uma partição de uma variedade diferenciável Mm em

subvariedades C1 de dimensão k. Para x ∈ M , seja F(x) a subvariedade contendo x.

Dizemos que F é uma folheação contínua k-dimensional com folhas C1 (ou sim-

plesmente folheação) se para todo x ∈M existe uma vizinhança U e um homeomorfismo

φ : Bk ×Bm−k −→ U , onde Bi ⊂ Ri, i ∈ {k,m− k}, são bolas unitárias tal que:

1. Para cada z ∈ Bm−k, o conjunto φ(Bk × {z}) é a componente conexa de

F(φ(0, z)) ∩ U contendo φ(0, z) e

2. φ(·, z) é de classe C1 e depende continuamente de z na topologia C1.

Cada subvariedade F(x) da folheação é chamada folha de F .

O par (U,φ) como definido acima é chamado uma carta de coordenadas da folhe-

ação. Os conjuntos φ(Bk × {z}) são chamados folhas locais (ou placas). Para x ∈ U ,

denotamos FU(x) a folha local contendo x.

Os conjuntos φ({y} ×Bm−k) são chamados transversais locais.

Definição 2.11 ( [2]). Uma subvariedade diferenciável T m−k ⊂ M é uma transversal

se T for transversal às folhas de F .

Observação 2.12. Note que para a variedade M com dim(M) = m ⩾ 2 e uma folheação

F com folhas de dim(F(p)) = k ∀p ∈ U , se T é uma transversal local a F , então ∀p ∈ U ,

as folhas F(p) e T são tais que:

1. U ∩ F(p) ∩ T = {p};

2. TpF(p)⊕ TpT = TpM .
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Uma folheação contínua F é uma folheação Ck, (k ⩾ 1) se a carta φ pode ser escolhida

para ser Ck.

Definição 2.13 ( [7]). Localmente, uma holonomia (ou F-holonomia) entre duas

transversais T1 e T2 à folheação F é a aplicação

hT1,T2F : T1 → T2,

definida por

hT1,T2F (p) = F(p) ∩ T2.

Uma folheação F em uma variedade diferenciável M , define uma distribuição contínua

E = TF no fibrado tangente TM , a qual consiste nos espaços tangentes às folhas. Uma

distribuição E é dita integrável, se for tangente a uma folheação, isto é, se E(x) = TxF(x)

para cada x ∈M .
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2.3 Teoria da medida

Definição 2.14 ( [20]). Uma coleção A de subconjuntos de um conjunto M é chamada

de

σ-álgebra se possui as seguintes propriedades:

(i) M ∈ A ;

(ii) Se A ∈ A, então Ac ∈ A;

(iii) Se A1, A2, ..., An, ... ∈ A, então
∞⋃
j=1

Aj ∈ A.

Definição 2.15 ( [20]). Um espaço mensurável é uma dupla (M,A) onde M é um

conjunto e A é uma σ-álgebra de subconjuntos de M . Os elementos de A são chamados

conjuntos mensuráveis do espaço.

Definição 2.16 ( [2]). Dados dois espaços mensuráveis (M,A) e (N,B), dizemos que

uma aplicação f : M → N é mensurável se para todo conjunto A ∈ B, tem-se que

f−1(A) ∈ A.

Observação 2.17 ( [20]). Se A é uma σ-álgebra em M , como consequência imediata da

Definição 2.14, temos que

(i) ∅ ∈ A;

(ii) Se A1, A2, ... ∈ A então,
∞⋂
j=1

Aj ∈ A.

(iii) A1, A2, ...An ∈ A então,
n⋃
j=1

Aj ∈ A.

Definição 2.18 ( [20]). Seja M um espaço topológico. A menor σ-álgebra B em M tal

que todo aberto de M pertence a B é chamada σ-álgebra de Borel, e os elementos de

B são chamados conjuntos de Borel ou borelianos de M.

Quando M é um espaço mensurável com a σ-álgebra de Borel, N um espaço topológico

e f : M → N é uma função, dizemos que f é mensurável, se f−1(V ) é um conjunto

mensurável em M , para cada aberto V em N .
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Definição 2.19 ( [20]). Uma medida positiva em (M,A) é uma função µ : A → [0,+∞]

tal que µ(∅) = 0 e cuja imagem [0,+∞] é σ-aditiva, isto é,

µ

(
∞⋃
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

µ(Aj), para qualquer coleção {Aj}j∈N

de elementos dois a dois disjuntos de A. A tripla (M,A, µ) é chamada espaço de me-

dida.

Quando vale µ(M) < ∞, dizemos que µ é uma medida finita. Se µ(M) = 1, dizemos

que µ é uma medida de probabilidade, neste caso (M,A, µ) é um espaço de probabilidade.

Escrevemos (M,µ) quando não é necessário especificar a σ-álgebra.

Teorema 2.20 ( [20]). Seja µ uma medida positiva em uma σ-álgebra A. Então,

(a) µ(∅) = 0;

(b) µ(A1 ∪ · · · ∪An) = µ(A1) + · · ·+ µ(An) se A1, · · · , An ∈ A são dois a dois disjuntos;

(c) A ⊂ B implica que µ(A) ⩽ µ(B) se A,B ∈ A;

(d) lim
n→∞

µ(An) = µ(A) se A =
∞⋃
n=1

An, An ∈ A e A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ;

(e) lim
n→∞

µ(An) = µ(A) se A =
∞⋂
n=1

An, An ∈ A, A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · e µ(A1) <∞.

Observação 2.21 ( [2]). Um mensurável A ∈ (M,µ) com µ(A) = 0 é chamado conjunto

de medida nula. Dizemos que A ∈ (M,µ) tem medida total se seu complementar Ac

tem medida nula.

Observação 2.22 ( [2]). Em um espaço de medida (M,µ) dizemos que uma propriedade

é válida para ( mod 0) em M , ou que é válida em µ-quase todo ponto (µ-q.t.p.)

x ∈ M , se é válida em todo M exceto, possivelmente num conjunto de medida nula.

Também usamos a palavra essencialmente para indicar que uma propriedade é válida

para ( mod 0).

Definição 2.23 ( [14]). Seja (M,A, µ) um espaço de medida. Diz-se que µ é atômica

se existe algum ponto x ∈M , tal que µ({x}) > 0. Tais pontos são chamados de átomos.
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Definição 2.24 ( [20]). Seja M um espaço mensurável e A ⊂ M é um conjunto mensu-

rável, a função χA :M → R definida por

χA(x) =

1, se x ∈ A

0, se x /∈ A

é chamada função característica do conjunto A.

Nessas condições, a função característica é uma função mensurável. Também usaremos

em alguns momentos a notação 1A para denotar a função característica do conjunto A.

Definição 2.25 ( [20]). Seja (M,A, µ) um espaço de medida, com µ positiva. O espaço

das funções Lebesgue integráveis em M é definido por,

L1 = L1(µ) =

{
f :M → C mensuráveis :

∫
M

|f | dµ <∞
}
.

Teorema 2.26 (Teorema da Convergência Monótona [20]). Seja {fn} uma sequência

de funções mensuráveis em M e suponha que

(a) 0 ⩽ f1(x) ⩽ f2(x) ⩽ f3(x) ⩽ · · · ⩽ ∞ para todo x ∈M ,

(b) fn(x) → f(x) quando n→ ∞, para todo x ∈M . Então f é mensurável, e∫
M

fn dµ −→
∫
M

f dµ quando n→ ∞.

Teorema 2.27 (Teorema da Convergência Dominada [20]). Seja (M,A, µ) um es-

paço de medida, com µ positiva. Suponha que {fn} é uma sequência de funções complexas

mesuráveis em M tal que f(x) = lim
n→+∞

fn(x) existe para cada x ∈ M . Se existe uma

função g ∈ L1(µ) ou seja integrável, tal que |fn(x)| ⩽ g(x) n = 1, 2, ... x ∈ M, então

f ∈ L1(µ),

lim
n→∞

∫
M

|fn − f | = 0 (2.2)

e

lim
n→∞

∫
M

fn dµ =

∫
M

f dµ. (2.3)
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Observação 2.28 ( [20]). Se f, g :M → N são mensuráveis e µ({x ∈M : f(x) ̸= g(x)}) = 0,

dizemos que f = g µ-q.t.p em M e escrevemos f ∼ g.

Definição 2.29 ( [20]). Se 0 < p <∞ e f :M → C é mensurável define-se,

∥f∥p =
{∫

M

|f |p dµ
}1/p

e Lp(µ) = Lp(M,µ) = {f :M → C mensurável : ∥f∥p <∞} .

Observação 2.30 ( [20]). Se 0 < p < ∞ o espaço Lp(M,µ) consiste das classes de

equivalência mod 0, em que, f ∼ g ⇐⇒ ∥f − g∥p = 0 ⇐⇒ f = g µ-q.t.p em M.

Observação 2.31 ( [20]). Sejam (fn) ∈ Lp e f ∈ Lp dizemos que (fn) converge para f

em Lp se

lim
n→∞

∥fn − f∥p = 0.

Lema 2.32 (Lema de Borel-Cantelli [14]). Seja (En)n uma família enumerável de

conjuntos mensuráveis. Seja F o conjunto dos pontos que pertencem a En para infinitos

valores de n, ou seja, F = lim sup
n
En =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

En. Se
∞∑
n=1

µ(En) <∞ então µ(F ) = 0.

Demonstração: Considere Fk =
∞⋃
n=k

En dessa forma F = lim sup
n
En =

∞⋂
k=1

Fk. Observe

que

µ(Fk) = µ(
∞⋃
n=k

En) ⩽
∞∑
n=k

µ(En), (2.4)

como por hipótese
∞∑
n=1

µ(En) <∞, isto é, esta série converge, e isto implica que,

∞∑
n=k

µ(En) → 0 quando k → ∞

Logo por (2.4) como µ(Fk) > 0 segue que µ(Fk) → 0 quando k → ∞. Observe que

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · e F1 =
∞⋃
n=1

En ⇒ µ(F1) ⩽
∞∑
n=1

µ(En) <
Hip.

∞, como F =
∞⋂
k=1

Fk segue pelo

Teorema 2.20 que

µ(F ) = lim
k→∞

µ(Fk) = 0 ∴ µ(F ) = 0.

■



14

Definição 2.33 ( [20]). Sejam µ uma medida positiva e ν uma medida positiva (ou

complexa) definidas em um espaço mensurável (M,A). Dizemos que ν é absolutamente

contínua com respeito a µ, e escrevemos ν ≪ µ, se µ e ν satisfazem

ν(A) = 0 ∀A ∈ A para o qual µ(A) = 0.

Quando ν ≪ µ e µ≪ ν, dizemos que µ e ν são equivalentes e escrevemos µ ∼ ν.

Teorema 2.34 (Teorema de Radon-Nikodym [20]). Sejam (M,A) um espaço men-

surável, µ e ν medidas positivas finitas em A, tais que ν ≪ µ, então existe uma única

função ρ ∈ L1(µ) tal que

ν(A) =

∫
A

ρ dµ para todo A ∈ A.

Chamamos ρ de densidade, ou derivada de Radon-Nikodym de ν com relação a µ e

escrevemos

ρ =
dν

dµ
.

Ponto de Densidade( [14]) Seja m a medida de Lebesgue em Rd. Dado um subcon-

junto mensurável A, de Rd, dizemos que um ponto a ∈ A é um ponto de densidade de A

se este conjunto preenche a maior parte de qualquer pequena vizinhança de a, isto é,

lim
δ→0

m(B(a, δ) ∩ A)
m(B(a, δ)

= 1. (2.5)

Desintegração de Rokhlin

Definição 2.35. Seja (M,B) um espaço mensurável. Uma partição P de M é uma

família de subconjuntos mensuráveis, dois a dois disjuntos, tal que,
⋃
A∈P

A =M .

Sejam (M,B, µ) um espaço de probabilidade e P uma partição de M . Podemos definir

em M a seguinte relação de equivalência x ∼ y ⇐⇒ P(x) = P(y), onde P(x) é o

elemento da partição P que contém x.

Assim o conjunto quociente M/ ∼ = P = {P(x) : x ∈ M} pode ser munido de

uma estrutura de espaço de probabilidade, da seguinte forma: Considere primeiramente
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a projeção natural

π :M → P

x 7→ P(x)

em seguida, defina em P a σ-álgebra B̂ = {Q ⊂ P : π−1(Q) ∈ B} e a seguinte medida de

probabilidade,

µ̂(Q) = π ∗ µ = µ(π−1(Q)) para cada Q ∈ B̂.

Dessa forma, obtemos um espaço de probabilidade (P , B̂, µ̂).

Dizemos que uma sequência de partições enumeráveis (Pn)n∈N é crescente ou que Pi
é menos fina que Pi+1, e escrevemos Pi ≺ Pi+1 se todo elemento de Pi+1 está contido em

algum elemento de Pi. Denotando

∞∨
n=1

Pn =

{
∞⋂
n=1

Pn :
∞⋂
n=1

Pn ̸= ∅ e Pn ∈ Pn para todo n ∈ N

}
,

segue que
∞∨
n=1

Pn é uma partição mais fina, tal que Pn ≺
∞∨
n=1

Pn para todo n ∈ N.

Definição 2.36 ( [14]). Sejam (M,B, µ) um espaço de probabilidade, e P uma partição de

M . Dizemos que P é uma partição mensurável, se existe algum conjunto mensurável

M0 ⊂ M , com µ(M0) = 1, tal que, restrito a M0, a partição P pode ser escrita como o

limite crescente de uma sequência de partições enumeráveis P1,P2, . . . , ou seja:

P =
∞∨
n=1

Pn,

para alguma sequência crescente P1 ≺ P2 ≺ ... ≺ Pn ≺ ... de partições enumeráveis.

Definição 2.37 ( [14]). Sejam (M,B, µ) um espaço de probabilidade, e P uma partição de

M . Uma desintegração de uma medida µ relativamente a P é uma família {µP : P ∈ P}

de probabilidades em M tal que, para todo mensurável A ⊂M :

(a) µP (P ) = 1 para µ̂-quase todo P ∈ P;

(b) a aplicação P → R, definida por P 7→ µP (A) é µ̂-mensurável;
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(c) µ(A) =

∫
µP (A) dµ̂(P ).

Teorema 2.38 (Desintegração de Rokhlin [14]). Se (M,B, µ) um espaço de probabi-

lidade com M , um espaço métrico completo e P uma partição mensurável de M . Então,

a probabilidade µ admite alguma desintegração relativamente a P.



Capítulo 3

Princípios de Teoria Ergódica

A teoria ergódica, estuda o comportamento de sistemas dinâmicos relativamente a

medidas que permanecem invariantes sob a ação da dinâmica. Mais precisamente, busca-

se descrever as propriedades que são válidas para quase toda trajetória do sistema em

relação à medida invariante.

3.1 Medidas Invariantes e Recorrência de Poincaré

Definição 3.1 ( [14]). Sejam (M,B, µ) um espaço de medida e f : M → M uma trans-

formação mensurável. Dizemos que a medida µ é invariante por f (ou f-invariante)

se

µ(f−1(A)) = µ(A), para todo mensurável A ⊂M. (3.1)

Neste caso, dizemos também que f preserva µ.

Proposição 3.2 ( [14]). Sejam f : M → M uma transformação mensurável e µ uma

medida em M . Então, f preserva µ se, e somente se,∫
ϕ dµ =

∫
ϕ ◦ f dµ, (3.2)

para toda função µ-integrável ϕ :M → R.

17
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Demonstração: (⇐) Suponha que f satisfaz (3.2) para toda função µ-integrável ϕ :

M → R. Então, dado A ∈ B, tome ϕ = χA assim,

µ(f−1(A)) =

∫
M

χf−1(A) dµ =

∫
M

χA ◦ f dµ =
(3.2)

∫
M

χA dµ = µ(A). (3.3)

Portanto, f -preserva µ.

(⇒) Suponha agora que f preserva µ. Com um raciocínio análogo, a equação em (3.3)

temos que f satisfaz (3.2) para toda função característica. Pela linearidade da integral

também vale para funções simples, por ser uma combinação finita de funções caracterís-

ticas. De fato, dada uma função simples s =
m∑
i=1

αiχAi
então,

∫
M

s dµ =
m∑
i=1

αiµ(Ai ∩M) =
m∑
i=1

αiµ(Ai) =
(3.1)

m∑
i=1

αiµ(f
−1(Ai)) =

m∑
i=1

αi

∫
M

χf−1(A) dµ

=
m∑
i=1

αi

∫
M

χAi
◦ f dµ =

∫
M

m∑
i=1

αiχA ◦ f dµ =

∫
M

s ◦ f dµ ⇒
∫
M

s dµ =

∫
M

s ◦ f dµ.

(3.4)

Sabemos que para qualquer função não-negativa ϕ : M → [0,+∞) integrável existe

uma sequência crescente de funções simples (sn)n∈N em M tais que 0 ≤ s1 ≤ ... ≤ ϕ

sn(x) → ϕ(x) para todo x ∈M assim, usando o teorema da convergência monótona duas

vezes obtemos∫
M

ϕ dµ =
T.C.M.

lim
n→∞

∫
M

sn dµ =
(3.4)

lim
n→∞

∫
M

sn ◦ f dµ =
T.C.M.

∫
M

ϕ ◦ f dµ. (3.5)

Por fim, para uma função ϕ :M → R integrável qualquer, basta observar que ϕ = ϕ+ − ϕ−,

em que ϕ+ e ϕ− são ambas funções positivas, e procedendo de forma análoga ao que foi

feito em (3.5) para as partes positivas e negativas de ϕ, obtemos o resultado para o caso

geral. Portanto, f satisfaz (3.2) para toda função µ-integrável. ■

Teorema 3.3 (Teorema de Recorrência de Poincaré [14]). Sejam (M,B, µ) um

espaço de medida finita e f :M →M uma transformação mensurável que preserva µ. Se

A ⊂M é um conjunto mensurável com µ(A) > 0. Então, para µ-quase todo ponto x ∈ A

existem infinitos valores de n ∈ N para os quais fn(x) ∈ A.
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Demonstração: Seja A ∈ M um conjunto mensurável com medida positiva. Considere

A0 o conjuntos dos pontos x ∈ A que nunca retornam para A, ou seja,

A0 = {x ∈ A : fk(x) /∈ A ∀ k ≥ 1}.

Note que A0 é mensurável. Pois, A é mensurável e tomando B = Ac, segue que B também

é mensurável, assim temos:

A0 = A ∩ f−1(B) ∩ f−2(B) ∩ ... = A ∩ (
+∞⋂
j=1

f−j(B))

em que f−j(B) é mensurável para todo j ≥ 1 , logo
+∞⋂
j=1

f−j(B) também é mensurável e

portanto, A0 é mensurável.

Afirmação 1. O conjunto A0 tem medida nula. Para provarmos esta afirmação precisa-

mos de outra afirmação.

Afirmação 2. As pré-imagens f−j(A0) são disjuntas duas a duas.

Prova da afirmação 2. Suponha por absurdo que exista x ∈ f−n(A0) ∩ f−m(A0),

n ≥ 1,m ≥ 1 e n ̸= m, sem perda de generalidade seja m > n. Tome y = fn(x) assim,

y ∈ A0 e fm−n(y) = fm(x) ∈ A0, e como A0 ⊂ A, temos que fm−n(y) ∈ A, que é uma

contradição com a definição do conjunto A0. Portanto, as pré-imagens de A0 são disjuntas

duas a duas.

Prova da afirmação 1. Como f preserva a medida µ, temos que µ(f−n(A0)) = µ(A0)

para todo n ≥ 1. Além disso, µ é uma medida finita, assim, µ(
∞⋃
n=0

f−n(A0)) < +∞, com

isto,

µ(
∞⋃
n=0

f−n(A0)) =
Af.2.

∞∑
n=0

µ(f−n(A0)) =
f pres.µ

∞∑
n=0

µ(A0) < +∞.

Como a série à direita tem termos constantes e converge pela finitude da medida, segue

que µ(A0) = 0. Agora, considere F o conjunto dos pontos x ∈ A, que retornam ao

conjunto A apenas um número finito de vezes. Observe que x ∈ F , implica que para

algum k ∈ N fk(x) ∈ A0, ou seja,

F ⊂
∞⋃
n=0

(f−n(A0))
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Como µ(A0) = 0 e f preserva µ, temos que

µ(F ) ≤ µ(
∞⋃
n=0

(f−n(A0))) =
∞∑
n=0

µ(f−n(A0)) =
∞∑
n=0

µ(A0) = 0.

Portanto, µ(F ) = 0. Isto conclui a demonstração. ■

Exemplos

A seguir, temos alguns exemplos com medidas invariantes por transformações, que nos

ajudam a compreender o significado do Teorema de Recorrência de Poincaré.

Observação 3.4. No Teorema de Recorrência de Poincaré nota-se que a hipótese medida

finita (ou de probabilidade) não pode ser retirada, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1. Seja f : R → R definida por f(x) = x+ 1, com a σ-álgebra de Borel e m a

medida de Lebesgue. A aplicação f preserva a medida de Lebesgue, mas não possui pontos

recorrentes.

De fato, como f é contínua, ela é mensurável. Além disso a medida de Lebesgue em

R coincide com o comprimento dos intervalos, ou seja, para qualquer intervalo não-

degenerado I = (a, b) ⊂ R, temos que m(I) = |b − a|. Como f−1(I) = (a − 1, b − 1)

segue que:

m(f−1(I)) = |(b− 1)− (a− 1)| = |b− a| = m(I),

o que mostra que f preserva a medida de Lebesgue. Por outro lado, f não possui pontos

recorrentes. De fato, dado qualquer intervalo I ⊂ R e qualquer ponto x ∈ I, pela propri-

edade arquimediana existe k ∈ N, tal que fk = x + k /∈ I. Assim,nenhum ponto retorna

infinitamente muitas vezes ao intervalo I. Esse fenômeno ocorre porque a medida de Le-

besgue em Ré infinita, impedindo que os conjuntos tenham recorrência global garantida,

como ocorreria em espaços com medida finita.

Exemplo 2 (Rotações no círculo [14]). Identificamos o círculo S1 com o quociente

R/Z, isto é, dois pontos x, y ∈ R são identificados quando x − y ∈ Z. Assim, podemos
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escrever:

S1 = R/ ∼, onde x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z,

com ∼ representa a relação de equivalência em R. Cada classe de equivalência é dada por

[x] = {x+m : m ∈ Z}.

Com essa identificação, o círculo herda de R uma estrutura de grupo abeliano.com as

operações:

[x] + [y] = [x+ y], [x]− [y] = [x− y].

Também é possível identificar S1 com o intervalo unitário [0, 1], com os extremos

identificados: S1 ∼= [0, 1]/{0, 1}.

Dado α ∈ R, definimos a rotação de ângulo α, como a aplicação,

Rα : S1 → S1, Rα([x]) = [x+ α].

Objetivo: Estudar o comportamento dinâmico da rotação Rα, bem como a existência de

uma medida de probabilidade invariante por essa rotação.

Construção da medida: Podemos munir S1 com uma estrutura de espaço de probabi-

lidade da seguinte forma. Seja π : R → S1 a projeção canônica x 7→ [x]. Dizemos que um

conjunto A ⊂ S1 é mensurável se π−1(A) ⊂ R é mensurável. A medida de Lebesgue

no círculo é então definida por:

µ(A) = m(π−1(A) ∩ [k, k + 1)) para qualquer k ∈ Z,

Onde m é a medida de Lebesgue em R. Essa definição é bem posta, pois:

π−1(A) ∩ [k, k + 1) =
(
π−1(A) ∩ [0, 1)

)
+ k,

e a medida de Lebesgue é invariante por translações.

Dessa forma, temos:

µ(S1) = m([0, 1)) = 1,

isto é, µ é uma medida de probabilidade.

Invariância da medida: Seja E ⊂ S1 mensurável. Como π−1(R−1
α (E)) = π−1(E)−α
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para todo mensurável E ⊂ S1. Seja k a parte inteira de α. Como m é invariante por

translações temos que,

µ(R−1
α (E)) = m(π−1(R−1

α (E)) ∩ [0, 1)) = m((π−1(E)− α) ∩ [0, 1))

= m(π−1(E) ∩ [α, α + 1))

= m(π−1(E) ∩ [α, k + 1)) +m(π−1(E) ∩ [k + 1, α+ 1))

=
∗
m(π−1(E) ∩ [k, k + 1)) = µ(E)

Assim, a medida µ é invariante por Rα para todo α ∈ R.

(∗) Note que, π−1(E) ∩ [k + 1, α+ 1) = π−1(E) ∩ [k, α) + 1 logo,

m(π−1(E) ∩ [α, k + 1)) +m(π−1(E) ∩ [k, α)) = m(π−1(E) ∩ [k, k + 1]).

Comportamento dinâmico de Rα: A dinâmica da rotação Rα : S1 → S1, apresenta dois

comportamentos diferentes dependendo se α ∈ R for racional ou irracional.

i) Se α ∈ Q, digamos α =
p

q
com p, q ∈ Z, então dado qualquer [x] ∈ S1

[x] −→
Rα

[
x+

p

q

]
−→
Rα

[
x+

2p

q

]
· · · −→
Rα

[
x+

qp

q

]
= [x+ p] = [x]

ou seja, Rq
α([x]) = [x + qα] = [x] ∀x ∈ S1. Neste caso todo ponto x ∈ S1 é periódico de

período q.

ii) Se α ∈ R \ Q, então a órbita de [x], ou seja, O([x]) = {Rn
α([x]) : n ∈ Z} é um subconjunto

denso em R/Z para todo [x].

De fato, seja A = {m + nα : m,n ∈ Z}. Note que (A,+) é um grupo abeliano. Considere

então A+ = A ∩ (0,+∞).

Afirmação 1 : Se β = infA+ > 0 então β ∈ A+.

Prova da Afirmação 1. Com efeito. Suponha que β = inf A+ > 0, mas β /∈ A+. Como

β > 0 subdividimos a reta em intervalos de comprimento β, uma vez que β /∈ A+ então existe

uma sequência (an)n em A+ tal que (an) ↘ β. Em particular, como A é um grupo, temos que

an − an+1 ∈ A+ e an − an+1 → 0 ∀n suficientemente grande, logo 0 < an − an+1︸ ︷︷ ︸
∈A+

< β para n
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suficientemente grande, absurdo. Portanto β ∈ A+.

Afirmação 2: Se β = inf A+ > 0 então A+ = {β, 2β, 3β, ..., nβ, ...}.

Prova. De fato. Seja a ∈ A+, considere os valores nβ, n ⩾ 0, assim a = n0β + r para algum

n0 ⩾ 0 inteiro e 0 ≤ r < β. Note que, n0β ∈ A+ ∪ {0}, como A é um grupo, temos que,

a − n0β = r ∈ A+ ∪ {0}. Se r > 0, então 0 < r < β com r ∈ A+, absurdo. Logo r = 0 e

com isto, a = n0β. Como a ∈ A+ é arbitrário, segue que A+ = {nβ : n > 0 inteiro}. Portanto

A = {nβ : n ∈ Z}.

Afirmação 3: Se β = inf A+ > 0 então α ∈ Q.

Prova. De fato, se β > 0 pela Afir.2 A = {nβ : n ∈ Z}, assim existe N0
̸=0

∈ Z tal que

N0β = 1 ⇒ β =
1

N0
, e existe k0

̸=0
∈ Z tal que k0β = α ⇒ α =

k0
N0

⇒ α ∈ Q. Segue que se

α ∈ R \Q ⇒ β = inf A+ = 0.

Afirmação 4: Se α ∈ R \Q então o conjunto A é denso em R.

Prova. Basta mostrarmos que A+ é denso em R+ = (0,+∞). Seja (c, d) ⊂ (0,+∞). Como

inf A+ =
Afir.3

0 , existe a ∈ A+ tal que 0 < a < d− c.

Considere os valores {na}n⩾0. Pelo principio da boa ordem, existe N ∈ N tal que Na ⩽ c e

(N + 1)a > c. Assim, c < (N + 1)a = Na + a < c + (d − c) = d ⇒ c < (N + 1)a < d, logo

(N + 1)a ∈ A+ e (N + 1)a ∈ (c, d). Portanto, A é denso em R+. Disto, obtemos também que

A− é denso em R−, e portanto, que o conjunto A é um conjunto denso em R.

Isto mostra, que a órbita O([x]) é densa em S1 = R \ Z. Em particular, para qualquer α ∈ R,

segue que todo ponto do círculo é recorrente.

Exemplo 3. Considere f : S1 → S1 definida por f([x]) = [2x] = 2x mod 1, como

S1 ≃ [0, 1]/{0, 1} podemos expressar essa função por

f([x]) =

2x, se x ∈ [0, 1
2
)

2x− 1, se x ∈ [1
2
, 1).

Assim, dado x ∈ [0, 1), x = (0, x1x2x3...)2 com x ∈ {0, 1}, isto é, na representação
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binária, então

x =
x1
2

+
x2
22

+
x3
23

+ · · · x = [x]

⇒ 2x = x1
{0,1}

+
x2
21

+
x3
22

+ · · · xn
2n−1

+ · · ·

⇒ [2x] = 0, x2x3x4...

Implica que, f(0, x1x2x3...) = 0, x2x3x4... logo fn(x) = 0, xn+1xn+2xn+3....

Observe que f preserva a medida de Lebesgue m da reta. Pois, dado um intervalo

qualquer I = (a, b) ⊂ [0, 1] tem-se que m(I) = |b − a| e que f−1(I) = I1 ∪ I2 onde

I1 =
I

2
=

(
a

2
,
b

2

)
e I2 =

I + 1

2
=

(
a+ 1

2
,
b+ 1

2

)
logo,

m(f−1(I)) = m(I1 ∪ I2) =
disj.

m(I1) +m(I2)

=

∣∣∣∣ b2 − a

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣b+ 1

2
− (a+ 1)

2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ b2 − a

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ b2 − a

2

∣∣∣∣ =
b−a>0

b− a = |b− a| = m(I).

Portanto, m(f−1(I)) = m(I).

Seja s = 011 e Is = {x ∈ [0, 1] : x na base 2 começa por 011}.

m(Is) = |1
2
− 3

8
| = 1

8
> 0, como f preserva m e m(S1) = 1, então pelo Teorema de

Poincaré m-q.t.p. x ∈ S1 tem em sua representação binária, infinitas aparições do bloco

011.

3.2 Teorema Ergódico de Birkhoff

Veremos nesta seção o Teorema Ergódico de Birkhoff que fornece informações ainda

mais quantitativas quanto ao comportamento das trajetórias de uma transformação men-

surável no espaço em que ela está definida.
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Definição 3.5 ( [14]). Sejam f : M → M uma transformação mensurável e µ uma

medida de probabilidade invariante por f. Dada uma função mensurável φ : M → R

definimos a média temporal de φ em x em relação a f como o limite

φ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) se ele existir. (3.6)

Dado qualquer mensurável A ⊂M , no caso em que φ = χA característica do conjunto

A, denotaremos sua média temporal por τ(A, x) e observamos que

τ(A, x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(f
j(x)) = lim

n→∞

1

n
#{ 0 ⩽ j ⩽ n− 1 : f j(x) ∈ A},

chamamos τ(A, x) também de tempo médio de visita de x ao conjunto A.

Definição 3.6 ( [14]). Sejam f : M → M uma transformação mensurável, e µ uma

medida de probabilidade invariante por f . Dizemos que uma função mensurável ψ :M →

R é invariante por f (ou f-invariante) se ψ ◦ f = ψ em µ-quase todo ponto x ∈M .

Além disso, dizemos que um conjunto mensurável B ⊂ M , é invariante por f, se a sua

função característica χB, é f -invariante. Em outras palavras, B é invariante por f ,

se f−1(B) = B a menos de conjuntos de medida nula, isto é,

µ(B∆f−1(B)) = 0.

Denotamos por ∆ a diferença simétrica, ou seja, A∆B = (A\B)
⋃
(B\A).

Observação 3.7 ( [14]). Em particular, toda função f -invariante é constante em cada

trajetória de f , a menos de um conjunto de medida nula.

Teorema 3.8 (Teorema Ergódico de Birkhoff [14]). Sejam f : M → M uma trans-

formação mensurável, e µ uma medida de probabilidade invariante por f . Dada qualquer

função integrável φ :M → R, sua média temporal

φ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)),

existe em µ-quase todo ponto x ∈ M , e é invariante por f . Além disso, φ̃ é integrável e

satisfaz ∫
M

φ̃ dµ =

∫
M

φ dµ.
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Demonstração: Veja [14, p.115]. ■

Observação 3.9 ( [14]). Note que, dado qualquer conjunto mensurável A ⊂M , tomando

φ = χA, segue do Teorema Ergódico de Birkhoff que o tempo médio de visita

τ(A, x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χA(f
i(x)),

existe em µ-quase todo ponto x ∈M . Além disso,
∫
τ(A, x) dµ = µ(A).

Nos próximos resultados f : M → M e µ são como no Teorema 3.8. A Proposição

a seguir, mostra que as médias temporais são constantes ao longo da órbita de f , em

µ-quase todo ponto x ∈M .

Proposição 3.10 ( [14]). Seja φ :M → R uma função integrável. Então, φ̃(f(x)) = φ̃(x)

para µ-quase todo ponto x ∈M .

Demonstração: Com efeito, para a função característica de um conjunto mensurável

A ⊂ M , temos que χA é integrável. Como observado anteriormente, o tempo médio de

visitas de x ∈ M ao conjunto A, denotado por τ(A, x), existe para µ-quase todo ponto

x ∈M . Por definição,

τ(A, f(x)) = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

χA(f
i(x))

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χA(f
i(x))− 1

n
[χA(x)− χA(f

n(x))

= τ(A, x)− lim
n→∞

1

n
[χA(x)− χA(f

n(x))].

Como a função característica é limitada, o limite à direta na última igualdade é igual a

zero. Com isso, segue que τ(A, f(x)) = τ(A, x) em µ-quase todo ponto x ∈ M . Para

φ :M → R integrável qualquer, pelo Teorema 3.8, a média temporal φ̃ existe em µ-q.t.p

x ∈M . Assim, por definição

φ̃(f(x)) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

φ(f j(x)) = lim
n→∞

[
1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) +
1

n
(φ(fn(x))− φ(x))

]

= φ̃(f(x)) + lim
n→∞

1

n
(φ(fn(x))− φ(x)). (3.7)
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Sabemos que lim
n→∞

1

n
φ(x) = 0, basta então provarmos que lim

n→∞

1

n
φ(fn(x)) = 0, para isto

precisamos do seguinte Lema.

Lema 3.11 ( [14]). Se ϕ :M → R é uma função integrável, então o lim
n→∞

1

n
ϕ(fn(x)) = 0

para µ-quase todo ponto x ∈M .

Demonstração: Fixe qualquer ε > 0. Como µ é invariante por f temos que

µ({x ∈M : |ϕ(fn(x))| ⩾ nε}) =
µ inv.

µ({x ∈M : |ϕ(x)| ⩾ nε})

= µ({x ∈M :
|ϕ(x)|
ε

⩾ n})

=
∞∑
k=n

µ({x ∈M : k ⩽
|ϕ(x)|
ε

< k + 1})

Considere tn =
∞∑
k=n

uk, onde uk = µ({x ∈ M : k ⩽
|ϕ(x)|
ε

< k + 1}. Somando os tn sobre

todo n ∈ N, na igualdade obtida acima, temos,

∞∑
n=1

µ({x ∈M : |ϕ(fn(x))| ⩾ nε}) =
∞∑
n=1

∞∑
k=n

µ({x ∈M : k ⩽
|ϕ(x)|
ε

< k + 1} =
∞∑
n=1

tn e

t1 = u1 + u2 + u3 + · · ·

t2 = 0 + u2 + u3 + · · ·

t3 = 0 + 0 + u3 + · · ·
...

...
...

... +

⇒
∞∑
n=1

tn = u1 + 2u2 + 3u3 + 4u4 + · · · =
∞∑
k=1

kuk.

Logo,

∞∑
n=1

µ({x ∈M : |ϕ(fn(x)| ⩾ nε}) =
∞∑
k=1

kµ({x ∈M : k ⩽
|ϕ(x)|
ε

< k + 1}

⩽
∫
M

|ϕ(x)|
ε

dµ. (3.8)
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A desigualdade em (3.8), decorre do fato de que, para Ek = {x ∈M : k ⩽
|ϕ(x)|
ε

< k+1},

temos que

kµ(Ek) =

∫
Ek

k dµ ⩽
∫
Ek

|ϕ(x)|
ε

dµ

⇒
∞∑
k=1

kµ(Ek) ⩽
∫
M

|ϕ(x)|
ε

dµ.

Como ϕ é integrável, temos que
∫
M

|ϕ(x)|
ε

dµ < ∞, assim, todos os termos em (3.8) são

finitos, disto temos que
∞∑
n=1

µ({x ∈ M : |ϕ(fn(x))| ⩾ nε}) < ∞. Isto implica, que o

conjunto B(ε) dos pontos x, tais que |ϕ(fn(x))| ⩾ nε, para infinitos valores de n, tem

medida nula, pelo Lema de Borel-Cantelli 2.32. Segue imediatamente da definição de

B(ε), que para todo x /∈ B(ε), existe algum p ⩾ 1 tal que |ϕ(fn(x))| < nε para todo

n ⩾ p. Considere B =
∞⋃
i=1

B(1/i). Então B tem medida nula, logo para todo x /∈ B vale

que lim
n→∞

1

n
ϕ(fn(x)) = 0. ■

Aplicando o Lema 3.11 para ϕ = φ, obtemos que limn→∞
1
n
(φ(fn(x))−φ(x)) = 0 para

µ-quase todo ponto. Portanto, vale a igualdade em (3.7) µ-q.t.p x ∈M . ■

O Teorema a seguir é uma versão mais geral do Teorema Ergódico de Birkhoff, que

garante que para uma função invertível f , dada uma função integrável φ, as médias

temporais φ̃ com relação a f e f−1, existem e coincidem em quase todo ponto. Usaremos

a notação f−j(x) = (f−1)j(x).

Teorema 3.12 (Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin [4]). Seja (M,B, µ) um

espaço de probabilidade e f : M → M , uma função invertível que preserva µ. Dada

qualquer função φ ∈ L1(M,B, µ), os seguintes limites

φ̃(x) =
def.

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f−j(x)) = lim
n→∞

1

2n+ 1

n∑
j=−n

φ(f j(x))

existem e são iguais entre si, µ-quase todo ponto x ∈M . Também, φ̃(f(x)) = φ̃(x) µ-q.t.p

sempre que φ̃(x) existir. Além disto, φ̃ ∈ L1(M,B, µ) e
∫
φ̃(x) dµ =

∫
φ(x) dµ.
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Denotaremos φ̃f (x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) para a média temporal com respeito a f e

φ̃f−1(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f−j(x)) a média temporal com respeito a f−1. Vale destacar que

o Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin é ainda mais geral, sendo o resultado válido

para fluxos e semi-fluxos. Para a demonstração veja em [4].

3.3 Ergodicidade

Definição 3.13 ( [14]). Sejam (M,B, µ) um espaço de probabilidade e f : M → M

uma transformação mensurável que preserva µ. Dizemos que o sistema (f, µ) é ergódico

(ou que µ é ergódica, ” ’ou que f é ergódica relativamente a µ) se para todo conjunto

mensurável f -invariante A ⊂M , tem-se que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

A proposição a seguir reformula essa definição de ergodicidade.

Proposição 3.14 ( [17]). As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) O sistema (f, µ) é ergódico;

(b) Toda função integrável f -invariante φ :M → R é constante para µ-quase todo ponto;

(c) Para toda função integrável φ :M → R a média temporal φ̃ :M → R é constante em

µ-quase todo ponto.

Demonstração:

(a) ⇒ (b) Suponha que exista φ :M → R integrável e f -invariante, mas que não é cons-

tante µ-q.t.p, então podemos escolher c ∈ R tal que o conjuntoB = {x ∈M : φ(x) ⩾ c}

tenha medida 0 < µ(B) < 1.

Mas φ é f -invariante, isto é, φ ◦ f = φ µ-q.t.p, implica que

x ∈ f−1(B) ⇐⇒ f(x) ∈ B ⇐⇒ φ(f(x)) ⩾ c ⇐⇒
f -inv.

φ(x) ⩾ c ⇐⇒ x ∈ B.

⇒ f−1(B) = B em µ-q.t.p e por (a) tem-se que (f, µ) é ergódico, então µ(B) = 0

ou µ(B) = 1 que é um absurdo. Portanto φ é constante µ- quase todo ponto.
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(b) ⇒ (a) Dado B ⊂ M um conjunto mensurável f -invariante, ou seja, f−1(B) = B

µ-q.t.p, defina φ = χB. A condição de B, implica que, a característica de B é

invariante por f , ou seja, χB ◦ f = χB e como χB é integrável, e por (b) temos que

χB é constante µ-quase todo ponto e por definição ela só assume o valor 0 ou 1,

portanto,

se χB = 0 ⇒ µ(B) =

∫
χB dµ = 0 µ-q.t.p

se χB = 1 ⇒ µ(B) =

∫
χB dµ = 1 µ-q.t.p

Segue que µ(B) = 0 ou µ(B) = 1 então o sistema (f, µ) é ergódico.

(c) ⇒ (b) Seja φ :M → R uma função integrável e f -invariante. Pelo Teorema Ergódico

de Birkhoff a média temporal φ̃ existe µ-q.t.p é integrável e f - invariante, logo por

(c) φ̃ é constante em µ-quase todo ponto. Como φ é invariante por f , para x em

um conjunto de medida total vale que,

φ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(x) = lim
n→∞

φ(x) = φ(x),

então, como φ = φ̃ µ-q.t.p segue que φ é constante µ-quase todo ponto.

(b) ⇒ (c) Seja φ : M → R uma função integrável. Segue do Teorema Ergódico de

Birkhoff que a média temporal φ̃ existe para µ-q.t.p, é integrável e f - invariante,

assim por (b) a média temporal φ̃ é constante em µ-quase todo ponto x ∈M .

■

Proposição 3.15 ( [4]). Seja f : M → M uma transformação mensurável que preserva

uma medida de probabilidade µ. Se existe um conjunto denso F ⊂ L1(M) tal que

φ̃(x) =

∫
M

φ dµ paraµ-q.t.p.

e todo φ ∈ F , então f é ergódica.

Demonstração: Dada uma função φ ∈ L1(M), pelo Teorema Ergódico de Birkhoff o

limite

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) = φ̃(x)
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existe para q.t.p x ∈ M , para toda função integrável φ : M → R, isto significa que a

sequência,
1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j

converge a φ̃ em L1 (veja a Observação 2.31) pelo Teorema Ergódico de Birkhoff. Então

é suficiente mostrar que se φ ∈ L1(M):

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

φ ◦ f j −
∫
M

φ dµ

∥∥∥∥∥
1

= 0.

Dado ε > 0, seja ψ ∈ F tal que ∥ψ− φ∥1 ⩽ ε/3. Seja n0 ∈ N tal que n ⩾ n0 implica que,∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

ψ ◦ f j −
∫
M

ψ dµ

∥∥∥∥∥
1

⩽ ε/3.

Então, se n ⩾ n0 tem-se que∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

φ ◦ f j −
∫
M

φ dµ

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

φ ◦ f j − 1

n

n−1∑
j=0

ψ ◦ f j + 1

n

n−1∑
j=0

ψ ◦ f j

−
∫
M

ψ dµ+

∫
M

ψ dµ−
∫
M

φ dµ

∥∥∥∥
1

⩽
1

n

∥∥∥∥∥
n−1∑
j=0

φ ◦ f j −
n−1∑
j=0

ψ ◦ f j
∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

ψ ◦ f j −
∫
M

ψ dµ

∥∥∥∥∥
1

+

∣∣∣∣∫
M

ψ dµ−
∫
M

φ dµ

∣∣∣∣
⩽

1

n

n−1∑
j=0

∥∥φ ◦ f j − ψ ◦ f j
∥∥
1
+

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

ψ ◦ f j −
∫
M

ψ dµ

∥∥∥∥∥
1

+

∣∣∣∣∫
M

ψ − φ dµ

∣∣∣∣ .
Como µ é f -invariante pela Proposição 3.2, ∥φ ◦ f j − ψ ◦ f j∥1 = ∥(φ− ψ) ◦ f j∥1 = ∥φ− ψ∥1
e ∣∣∣∣∫

M

ψ − φ dµ

∣∣∣∣ ⩽ ∫
M

|ψ − φ| dµ = ∥ψ − φ∥1 .
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Logo, para todo n ⩾ n0∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

φ ◦ f j −
∫
M

φ dµ

∥∥∥∥∥
1

⩽
1

n

n−1∑
j=0

∥φ− ψ∥1 +

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
j=0

ψ ◦ f j −
∫
M

ψ dµ

∥∥∥∥∥
1

+ ∥φ− ψ∥1

⩽ ∥φ− ψ∥1 + ε/3 + ∥φ− ψ∥1 ⩽ ε.

Portanto,

φ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) =

∫
M

φ dµ µ-q.t.p x ∈M,

isto implica, que a média temporal φ̃ é constante µ-q.t.p e pela Proposição 3.14, segue

que f é ergódico. ■

3.4 Expoentes de Lyapunov e Teorema de Oseledec

Nesta seção, considere M uma variedade diferenciável, compacta, conexa, sem bordo,

de dimensão m, e f : M → M difeomorfismo de classe C1. Queremos analisar a ação da

derivada nas órbitas de f . Pela regra da cadeia Temos:

Dfnx = Df(fn−1(x)) · · ·Df(f(x)) ·Df(x), onde fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n-composições de f

.

Como M é uma variedade diferenciável de dimensão m, a aplicação linear

Dfnx : TxM → Tfn(x)M

pode ser representada por uma matriz m ×m, com relação a qualquer base apropriada

para os dois espaços vetoriais m-dimensionais. Há resultados, originalmente devidos a

Oseledec, sobre a taxa de crescimento exponencial de ∥Dfnx (v)∥, com v ∈ TxM .

Teorema 3.16 (Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec [14]). Sejam

f :M →M um difeomorfismo de classe C1 de uma variedade diferenciável compacta Mm,

e µ uma medida de probabilidade invariante por f . Então, existe um conjunto Γ ⊂M , de

medida total, para qualquer medida de probabilidade em M , invariante por f, tal que:
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(a) Para cada x ∈ Γ, existem números χ1(x) > χ2(x) > · · · > χs(x)(x) e uma decomposi-

ção mensurável do espaço tangente

TxM = E1(x)⊕ · · · ⊕ Es(x)(x), com dim(Ei(x)) = ni(x),

tais que, para cada i = 1, ..., s(x), temos:

lim
n→±∞

1

n
log ∥ Dfnx (v) ∥= χi(x), v ∈ Ei(x)\{0},

e

lim
n→±∞

1

n
log |Jac(Dfnx )| =

s(x)∑
i=1

χi(x)ni(x),

onde Jac(Dfnx ) denota o Jacobiano de Dfnx no ponto x, isto é, o determinante

det(Dfnx ).

(b) Os inteiros positivos n1, ..., ns(x) ∈ Z+ são tais que n1 + · · ·+ ns(x) = m.

(c) As funções Γ ∋ x 7→ χ(x), s(x), e E(x) são mensuráveis e f -invariantes, ou seja,

para todo x ∈ Γ e i = 1, ..., s(x)

χi(f(x)) = χi(x), s(f(x)) = s(x), e Df(Ei(x)) = Ei(f(x)).

Os números χi(x) são denominados expoentes de Lyapunov de f em x, ao longo

do subespaço Ei(x), que é um subespaço próprio de f . Cada ni(x) é denominado

multiplicidade do expoente de Lyapunov χi(x), e o conjunto Γ é chamado de conjunto

dos pontos regulares de f .



Capítulo 4

Pesadelo de Fubini

4.1 Teorema de Fubini

O Teorema de Fubini, estabelece condições sob as quais é possível calcular uma integral

dupla através de integrais iteradas. Primeiramente, apresentaremos o Teorema de Fubini

de teoria da medida para espaços de medida em um contexto geral.

Seja f : X × Y → Z uma função. A cada x ∈ X, associamos a função

fx : Y → Z, y 7→ fx(y) = f(x, y),

a qual chamamos de x-seção de f .

Analogamente, a cada y ∈ Y , associamos a função

f y : X → Z, x 7→ f y(x) = f(x, y),

a qual chamamos de y-seção de f .

Teorema 4.1 (Teorema de Fubini [20]). Sejam (X,m1, µ) e (Y,m2, ν) espaços de

medida σ-finitos, e f uma função m1 ×m2-mensurável em X × Y .

(a) Se 0 ⩽ f ⩽ ∞, e se

φ(x) =

∫
Y

fx dν(y) e ψ(x) =

∫
X

f y dµ(x) (4.1)

34
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então, φ é m1-mensurável e ψ é m2-mensurável e∫
X

(∫
Y

fx dν(y)

)
dµ(x) =

∫
X×Y

f d(µ× ν) =

∫
Y

(∫
X

f y dµ(x)

)
dν(y). (4.2)

(b) Se f é complexa e se

φ∗(x) =

∫
Y

|f(x, y)| dν(y), e
∫
X

φ∗(x)dµ(x) <∞,

então f ∈ L1(µ× ν).

(c) Se f ∈ L1(µ× ν), então fx ∈ L1(ν) para quase todo x ∈ X, e f y ∈ L1(µ) para quase

todo y ∈ Y . Além disso, as funções φ e ψ, definidas por (4.1), q.t.p pertencem a

L1(µ) e L1(ν) respectivamente, e a igualdade da parte (a) vale.

Para nossos propósito nos deteremos a espaços euclidianos (ou localmente homeomor-

fos a estes). O Teorema de Fubini pode ser provado para volumes n-dimensionais em

espaços Rn, n ⩾ 2. Segue abaixo o Teorema para medida de Lebesgue em R2.

Teorema 4.2 (Teorema de Fubini para medida de Lebesgue em R2). Se a função

f : [a, b]× [c, d] −→ R é contínua e D ⊂ [a, b]× [c, d] é mensurável, então∫ ∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)1D(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)1D(x, y) dx

)
dy.

Entre algumas aplicações do teorema de Fubini, podemos calcular a área do conjunto

D ⊂ R2 como a integral dupla sobre D da função constante f(x, y) = 1 em [a, b]× [c, d].

O Teorema de Fubini também garante que o volume(ou área) de um conjunto mensu-

rável é nulo se, e somente se, quase todo corte transversal horizontal(ou vertical) intersecta

o mensurável em um conjunto de medida nula sobre a transversal. Uma questão interes-

sante a ser feita é: seria possível particionar o quadrado (0, 1) × [0, 1] ⊂ R2 por folhas

suaves de forma que esta folheação burle o Teorema de Fubini? A próxima seção mostra

que de fato isso é possível.

4.2 Pesadelo de Fubini

A construção nesta seção foi feita com base no artigo publicado por John Milnor [13]

para a descoberta por Anatole Katok.



36

Katok provou o seguinte: existe um conjunto mensurável de área total no quadrado

unitário (0, 1) × [0, 1] ⊂ R2, juntamente com uma família de curvas analíticas reais e

disjuntas Γβ, que preenchem este quadrado, de modo que cada Γβ intersecta esse conjunto

em, no máximo, um único ponto. A Figura 4.1 mostra um exemplo de tal família de curvas,

baseada em uma construção similar, mas não igual, a feita por Katok.

Figura 4.1: Família de curvas que formam uma folheação patológica. [13]

Assim, o objetivo é particionar o quadrado Q = (0, 1)× [0, 1] ⊂ R2, por uma folheação

F com folhas suaves, de modo que exista um conjunto mensurável R ⊂ Q de área total,

tal que quase toda folha F(x) encontre R em um conjunto de medida nula sobre F(x).

Construção do Conjunto de Medida Positiva

No quadrado Q = (0, 1)× [0, 1] ⊂ R2, defina para cada p ∈ (0, 1) uma função

fp : [0, 1] −→ [0, 1] dada por:

fp(y) =



y

p
, y ∈ [0, p) = I0

y − p

1− p
, y ∈ [p, 1] = I1

Figura 4.2: Gráfico da função fp.
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Observação 4.3. Para garantirmos a continuidade, podemos entender, que estamos con-

siderando a função fp : S1 −→ S1, em que o intervalo [0, 1] tem seus extremos identifica-

dos. Estamos considerando a σ-álgebra de Borel, e a medida considerada é a medida de

Lebesgue m.

Observe que:

i) O espaço S1 que é intervalo [0, 1] com os extremos identificados, é um espaço de pro-

babilidade uma vez que, a medida de Lebesgue m(S1) = m([0, 1]) = 1.

ii) Para cada p ∈ (0, 1), fp é Lebesgue mensurável. De fato, pois dado um intervalo

aberto J ⊂ [0, 1] tem-se f−1
p (J) = J1 ⊂ [0, p) e f−1

p (J) = J2 ⊂ [p, 1], são ambos

intervalos abertos, ou seja, f−1
p (J) = J1 ∪ J2 é união de abertos (veja a Figura 4.3),

logo é um boreliano em [0, 1], então fp é Borel mensurável.

iii) Para cada p ∈ (0, 1), fp preserva a medida de Lebesgue. De fato, note que qualquer

intervalo J ⊂ [0, 1] tem pré-imagem J1 ⊂ [0, p) e J2 ⊂ [p, 1],

de comprimentos

ℓ(J1) = pℓ(J)

e

ℓ(J2) = (1− p)ℓ(J)

Figura 4.3: Pré-imagem da fp

Como f−1
p (J) = J1 ∪ J2 e J1 ∩ J2 = ∅, então

m(f−1
p (J)) = ℓ(J1) + ℓ(J2) = pℓ(J) + (1− p)ℓ(J) = ℓ(J) = m(J)

logo, m(f−1
p (J)) = m(J). Portanto, fp é mensurável e preserva a medida de proba-

bilidade m no quadrado Q = (0, 1)× [0, 1].
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iv) Para cada p ∈ (0, 1), fp é uniformemente expansora, uma vez que para y ∈ [0, p)

temos que f ′
p(y) =

1

p
, e para y ∈ [p, 1] temos f ′

p(y) =
1

1− p
. Como p ∈ (0, 1),

tem-se que
1

p
> 1 e

1

1− p
> 1. Logo, a derivada de fp é maior que 1 em módulo

para todo y ∈ [0, 1] \ {y}. Portanto, fp é uniformemente expansora com constante

λ = min

{
1

p
,

1

1− p

}
, válida em todo ponto, exceto possivelmente, em y = p.

Além disso, a função fp é ergódica, pois é uniformemente expansora e preserva a

medida de Lebesgue.

Agora, para cada p ∈ (0, 1) fixo, podemos codificar cada ponto y ∈ S1 as iterações por

fp da seguinte forma:

S1 −→ {0, 1}N

y 7−→ (s0, s1, s2, ...),

uma sequência infinita não trivial de 0’s e 1’s, onde, cada elemento da sequência é dado

por:

sj =

1, se f jp (y) ∈ I0 = [0, p),

0, se f jp (y) ∈ I1 = [p, 1].

Para ilustrar, suponha que para um certo y ∈ S1 tenhamos,

y ∈ I0, f
1
p (y) ∈ I1, f

2
p (y) ∈ I1, f

3
p (y) ∈ I0, ... ⇒ (0, 1, 1, 0, ...).

Assim, para cada (p, y) temos associada uma sequência de 0’s e 1’s, que descreve

a trajetória de y por fp, com p ∈ (0, 1) fixado. Note que, para quase todo y ∈ S1 a

frequência de “1s” no itinerário de y, são a quantidade de vezes que a iterada de y por fp

pertence ao intervalo I1, ou seja, quando f jp ∈ I1. Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff 3.8

essa frequência é dada por

τ(I1, y) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

1I1(f
j
p (y)),
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e que, ∫
τ(I1, y) dm = m(I1) = ℓ(I1) = |1− p| = 1− p para q.t.p. y ∈ S1. (4.3)

Para cada p ∈ (0, 1) fixo, definimos o conjunto,

Cp = {(p, y) : a frequência de 1′s no itinerário de y seja 1− p}.

Como cada Cp é unidimensional, segue diretamente da Equação (4.3) que Cp é um conjunto

mensurável de medida de Lebesgue total, tal que que todo (p, y) ∈ Cp tem a frequência

1− p definida, ou seja, ℓ(Cp) = 1.

Seja,

R =
⋃

p∈(0,1)

Cp .

Afirmação: R = {(p, y) ∈ (0, 1)× [0, 1] : τp(I1, y) = 1} é um conjunto mensurável.

Demonstração: De fato, defina para cada N ∈ N, τN : (0, 1)× [0, 1] → R tal que

τN(p, y) =
1

N

N−1∑
j=0

χIp1 (f
j
p (y)).

Observe que (p, y) 7→ χIp1 (y) é descontinua em (p, p), e pela continuidade da fp, temos que

χIp1 ◦ fp é descontínua em uma união finita de curvas suaves (p, y(p)) em (0, 1)× S1, logo

τN(p, y) é continua m(0,1)×S1-q.t.p. Portanto τN(p, y) é mensurável.

Considere M0 o conjunto dos pares (p, y) para os quais existe o limite pontual,

lim
N→∞

τN(p, y) = lim
N→∞

1

N

N−1∑
j=0

χIp1 (f
j
p (y)).

Pela teoria da medida M0 é mensurável. Defina τ : M0 ⊂ (0, 1)× S1 → R a função dada

pelo limite pontual τN(p, y) −→
N→∞

τ(p, y). Finalmente, os pontos que queremos residem

em M0 e satisfazem τ(p, y) = 1− p. Defina ψ :M0 → R, por ψ(p, y) := τ(p, y)− (1− p),

assim, o conjunto R é caracterizado por

(p, y) ∈ R ⇐⇒ ψ(p, y) = 0.

Note que ψ é mensurável, pois τ é mensurável e (p, y) 7→ (1− p) é continua(mensurável).

Como R = ψ−1({0}
↓
)

fechado

, segue que, R é mensurável. ■
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Podemos calcular a medida do conjunto R usando o Teorema de Fubini. Isto é,

m(R) = Área(R) =
∫ ∫

R

1R(p, y) dydp.

m(R) =

∫ 1

0

[∫ 1

0

1R(p, y)dy

]
dp =

∫ 1

0

ℓ(Cp)dp =

∫ 1

0

1 dp = 1. (4.4)

Assim, temos que R é um conjunto de medida positiva m(R) = 1.

Construção da Folheação

Em seguida, defina uma família de curvas suaves Γβ como segue. Seja β ∈ [0, 1] um

número qualquer, então existe uma única expansão binária infinita não trivial, 0.b1b2b3...

que o representa, ou seja,

β = 0.b1b2b3 ...
(base 2)

=
+∞∑
i=1

bi
2i
, onde bi ∈ {0, 1} são dígitos binários.

Além disso, a expansão 0.b1b2b3... pode ser expressa, por uma sequência infinita binária

correspondente, β = (b1, b2, b3, ...). Dizemos que essa sequência é não trivial se ela não for

identicamente nula, ou seja, se para todo N ∈ N, existir n ⩾ N tal que bn = 1.

Fixada uma sequência binária infinita não trivial β = (b1, b2, b3, ...), associada ao

número β ∈ [0, 1], e dado p ∈ (0, 1), associamos a ela o número y(p, β) ∈ [0, 1], cujo

itinerário sob a ação de fp é exatamente β.

Denote a curva definida pela sequência β, por

Γβ = {(p, y) ; p ∈ (0, 1) e o itinerário de y por fp é descrito por β = (b1, b2, b3, ...)}.

Note que se β ̸= β′, então Γβ ∩ Γβ′ = ∅. Pois, caso ocorresse que duas curvas Γβ e Γβ′ ,

se intersectem em um mesmo par (p, y), isto implicaria que o itinerário de y por fp seria

definido por β e β′, mas como um itinerário é unicamente definido, então β = β′, logo,

Γβ = Γβ′ .

Deste modo, as curvas Γβ preenchem o quadrado Q = (0, 1) × [0, 1], isto é, folheiam

este quadrado. Assim,

F =
⋃

β∈[0,1]

Γβ,

é a folheação procurada.
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Analiticidade das Folhas.

Dados p ∈ (0, 1) e β ∈ [0, 1]. Seja y = y(p, β) cujo o itinerário por fp é dado por

β = (b1, b2, b3, ...) .

Cada y(p, β) pode ser descrito como y1 + y2 + y3 + · · · = y(p, β). Para obter y1, y2, · · ·

precisamos de funções auxiliares,

q : {0, 1} −→ {p, 1− p}

q(0) = p,

q(1) = 1− p.

δ : {0, 1} −→ {0, p}

δ(0) = 0,

δ(1) = p.

De modo que,

y1 =

0, se b1 = 0,

p, se b1 = 1.

Assim, y1 = δ(b1) e yn = δ(bn)q(b1)...q(bn) n ⩾ 2. Obtemos, dessa forma que yn é o

produto de n+ 1 fatores iguais a p ou 1− p.

A ideia é iniciar com o intervalo [0, 1] o qual dividido em proporção p : 1− p; na etapa

seguinte pela iteração da fp um dos intervalos, o I0 = [0, 1) ou I1 = [p, 1] indicado o

qual y1 pertence, é dividido na proporção p : 1− p e assim por diante. Na n-ésima etapa

desse processo temos 2n intervalos de tamanhos q(b1)q(b2)q(b3)...q(bn). A multiplicação

δ(bn)q(b1)q(b2)...q(bn) indica qual porção do intervalo y ocupa no intervalo de tamanho

q(b1)q(b2)q(b3)...q(bn). Se bn = 0 é na primeira porção do intervalo que y está. Se bn = 1

é na segunda porção do intervalo que y está.

Como yn é o produto de n+1 fatores iguais a p ou 1− p, tomando θ = max{p, 1− p}

temos que 0 < θ < 1. Além disso, 0 ⩽ yn ⩽ θn ∀p ∈ (0, 1).

Resultando, que y = y(p, β) pode ser representado por uma série de potências de p,

tal que

y =
∞∑
j=1

yj ⩽
∞∑
j=1

θj <∞ ,

uma vez que 0 < θ < 1 temos que a série geométrica
∞∑
j=1

θj converge. Segue do Teorema
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da Convergência Uniforme de Série de Funções de Weierstrass, mas conhecido como Teste

M de Weierstrass [19] que para cada β fixo a série y(p, β) é uniformente convergente.

Portanto, y(p, β) é uma função analítica em p, para todo p ∈ (0, 1). Desse modo, temos

que Γβ é o gráfico dessa função real analítica p 7→ y(p, β). Com isto

F =
⋃

β∈[0,1]

Γβ ,

é uma folheação com folhas analíticas.

Cada Γβ intersecta o conjunto R em no máximo um ponto.

Dado β ∈ {0, 1}N, suponha que esteja bem definida a frequência de “1′s” para a

sequência β, e esta seja 1 − p. Note que Γβ ∩ {p} × S1 = {y(p, β)} ⊂ Cp. Observe que,

para p′ ̸= p temos que no conjunto Cp′ , os pontos (p′, y) são tais, que y define um itinerário

cuja frequência de “1′s” é 1− p′ ̸= 1− p, logo Γβ ∩ Cp′ = ∅.

Se para alguma sequência α,

a frequência não está definida,

então Γα ∩ Cp = ∅ ∀p ∈ (0, 1).

Portanto, Γβ intersecta o con-

junto R, no máximo em um

único ponto para cada conjunto

Cp, com p ∈ (0, 1).

O Teorema de Fubini Falha.

Mostramos em (4.4) que a medida de Lebesgue do conjunto R ⊂ (0, 1) × [0, 1] era

m(R) = 1. No entanto, se pudéssemos calcular sobre F =
⋃

β∈[0,1]

Γβ, a integral tipo

Fubini para obter m(R) teríamos:
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m(R) =

∫ 1

0

[∫ 1

0

1R∩Γβ
dy

]
dp =

∫ 1

0

m(R ∩ Γβ︸ ︷︷ ︸
=ponto

)

 dp = ∫ 1

0

0 dp = 0 =⇒ m(R) = 0,

ou seja, para esta folheação o Teorema de Fubini falha.

A medida de Lebesgue de um único ponto é nula. Observe que a falha do Teorema de

Fubini ocorre justamente, do fato que as folhas desta folheação intersectam o conjunto de

medida positiva R, em um único ponto, ou seja, em um conjunto de medida nula sobre a

folha.

Folheações para as quais ocorrem fenômenos como os descritos acima, são chamadas de

“Patológicas”, isso decorre do fato, de que essas folheações não satisfazem a propriedade

de continuidade absoluta e acontecem em situações mais gerais. Em Difeomorfismos

parcialmente hiperbólicos, em relação a folheação central esse fenômeno aparece. Em

diversos contextos, a continuidade absoluta da folheação central falha genericamente.

As definições e resultados sobre continuidade absoluta de folheações serão abordados

nos capítulos seguintes.



Capítulo 5

Continuidade Absoluta das Folheações

Neste capítulo veremos as definições de continuidade absoluta para folheações, e um

pouco sobre difeomorfismos de Anosov, para o qual as folheações estáveis e instáveis

tem essas boas propriedades e também veremos o conceito sobre sistemas parcialmente

hiperbólico.

5.1 Continuidade Absoluta por Folhas

Seja Mm uma variedade Riemanniana compacta, U ⊂M uma vizinhança aberta, e F

uma folheação local de U de dimensão k. Assumimos que as folhas de F são uniforme-

mente contínuas pelo menos C1.

Assumimos também que F tem uma folheação local transversal T suave (isto significa

que U ⊂M tem uma estrutura de vizinhança produto).

Denotaremos por m o volume Riemanniano em U ; por λ∑, a medida Riemanniana

induzida na subvariedade suave
∑

de U ; e por µ, a projeção do volume Riemanniano m

no espaço quociente U/F . Denote por {mF(p) : p ∈ U} a decomposição de Rokhlin da

medida m ao longo das componentes conexas de F em U .

Observação 5.1 ( [18]). Os termos “ absolutamente contínua ” e “ absolutamente con-

tínua por folhas” e assim por diante, são definidas aqui para folheações locais. As cor-

respondentes definições para folheações globais podem ser dadas em termos de cartas da

44
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folheação.

Definição 5.2 ( [18]). A folheação F é absolutamente contínua se para qualquer

par de transversais suaves T1, T2 em U , a aplicação de holonomia hT1,T2F entre T1, T2 é

absolutamente contínua em relação a λT1, λT2.

A holonomia hT1,T2F é absolutamente contínua se dado Z ⊂ T1 tal que λT1(Z) = 0,

então λT2(h
τ1,τ2
F (Z)) = 0. Isto é, a holonomia ao longo das folhas de F é absolutamente

contínua se leva conjuntos de medida nula da transversal T1 em conjuntos de medida nula

em T2.

Definição 5.3 ( [18]). F é absolutamente contínua por folhas do tipo I, quando

para m-quase todo ponto p ∈ U a medida λFp é absolutamente contínua em relação a

desintegração mF(p).

F é absolutamente contínua por folhas do tipo II, quando para m-quase todo

ponto p ∈ U , a desintegração mF(p) é absolutamente contínua com respeito a λFp.

F é absolutamente contínua por folhas do tipo III, quando para m-quase todo

ponto p ∈ U a desintegração mF(p) é equivalente a λFp.

Podemos reformular essas definições em termos de desintegração.

Proposição 5.4 ( [18]). i) Se F é absolutamente contínua por folhas do tipo I, então

para qualquer conjunto de medida nula Z ⊂ U por m, isto é, m(Z) = 0, tem-se que

para m-quase todo ponto p ∈ U , λFp(Z ∩ Fp) = 0.

ii) Se F é absolutamente contínua por folhas de tipo II, então para qualquer conjunto

mensurável Z ⊂ U , tal que λFp(Z ∩ Fp) = 0 tem-se que m(Z) = 0 para m-quase

todo p ∈ U .

iii) Se F é absolutamente contínua por folhas do tipo III, então F é absolutamente

contínua por folhas do tipo I e do tipo II.

Demonstração:
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i) Seja B ⊂ U um conjunto m-mensurável, com medida total, tal que para ∀p ∈ B tem-se

que B̂ =
⋃
p∈B

Fp tenha µ-medida total (para quase toda folha) para os quais valem

a propriedade de que λFp ≪ mF(p). Considere Z ⊂ U um conjunto m-mensurável

tal que m(Z) = 0. Como,

m(Z) =

∫
U/F

mF(p)(Z ∩ Fp) dµ(Fp) = 0

⇒ mF(p)(Z ∩ Fp) = 0 para µ-quase toda folha Fp ∈
⋃
p∈B

Fp.

Logo, existe um conjunto m-mensurável A ⊂ U com m-medida total, de modo que,

mF(p)(Z ∩ Fp) = 0 ∀p ∈ A.

Tome E = A ∩ B e note que, m(Ec) = m(Ac ∪Bc) ≤ m(Ac) +m(Bc) = 0, logo E

é um conjunto de m-medida total.

Assim, ∀p ∈ E vale que mF(p)(Z ∩ Fp) = 0 ⇒ λFp(Z ∩ Fp) = 0 pois, por hipótese

F é absolutamente contínua por folhas do tipo I. Portanto λFp(Z ∩ Fp) = 0 para

m-q.t.p. p ∈ U .

ii) Seja A ⊂ U , um conjunto de m-medida total, tal que para cada a ∈ A exista Ca ⊂ Fa

mensurável tal que λFa(Ca) = 0. Considere Z =
⋃
a∈A

Ca, assim

λFa(Z ∩ Fa) = λFa(Ca) = 0 ∀a ∈ A.

Como F é absolutamente contínua por folhas do tipo II, temos que mFp ≪ λFp

m-quase todo p ∈ U , então mFp(Z ∩ Fp) = 0 m-q.t.p p em U . Logo,

m(Z) =

∫
U/F

mFp(Z ∩ Fp) dµ(Fp) = 0 pois mFp(Z ∩ Fp) = 0 m-q.t.p p ∈ U.

Portanto m(Z) = 0 para m-quase todo ponto p ∈ U.

iii) Se F é absolutamente contínua por folhas do tipo III, temos que, mF(p)
∽ λFp , e

assim, λFp ≪ mF(p) m-q.t.p. em U e mF(p)
≪ λFp m-q.t.p. em U , isto implica,

respectivamente, que F é absolutamente contínua por folhas do tipo I e do tipo II.

■
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5.2 Noções de Dinâmica Parcialmente Hiperbólica

Esta seção é uma breve introdução aos sistemas parcialmente hiperbólicos. No entanto,

antes disso, é necessário compreendermos o que é um sistema hiperbólico.

Localmente, um sistema dinâmico diferenciável é bem aproximado por uma aplicação

linear, que é a sua derivada. Hiperbolicidade refere-se à existência de direções invariantes

sob a ação da derivada, nas quais o sistema exibe contração e expansão uniformes e

complementares. Por sua vez, a hiperbolicidade parcial caracteriza-se pela presença de

uma terceira direção invariante, cuja dinâmica é dominada pelas taxas de expansão ou

contração das demais, apresentando, portanto, comportamento intermediário.

Hiperbolicidade Completa (Sistemas Anosov).

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa, suave, sem bordo, e seja

f :M →M um difeomorfismo de classe Cr, com r ⩾ 1.

Definição 5.5 ( [16]). Dizemos que f :M →M é completamente hiperbólico ou um

difeomorfismo de Anosov se para cada x ∈ M , existir uma decomposição do espaço

tangente em dois subespaços

TxM = Es(x)⊕ Eu(x)

e constantes C > 0 e 0 < λ < 1 < µ tais que para cada x ∈M ,

1. A decomposição é invariante sobre a ação da derivada, ou seja,

Df(Es(x)) = Es(f(x)) e Df(Eu(x)) = Eu(f(x));

2. ∥ Dfn(v) ∥⩽ Cλn ∥ v ∥ para v ∈ Es(x) e n ⩾ 0;

3. ∥ Df−n(v) ∥⩽ Cµ−n ∥ v ∥ para v ∈ Eu(x) e n ⩾ 0.

Os subespaços Es(x) e Eu(x) são chamados respectivamente de subespaço estável

e subespaço instável. Tem-se que Df contrai uniformemente em x ∈ M os vetores

ao longo do subespaço Es(x) e expande uniformemente os vetores ao longo do subespaço

Eu(x).
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As distribuições Es e Eu são unicamente integráveis pelo Teorema da Variedade Está-

vel (veja em [15]). Suas variedades integráveis determinam duas folheações transversais,

Ws tangente à Es chamada de folheação estável e Wu tangente à Eu chamada de

folheação instável de M . Essas folheações são f -invariantes, ou seja, para x ∈M ,

f(Wσ(x)) = Wσ(f(x)). σ = s, u.

e podem ser caracterizadas da seguinte forma

Ws(x) = {y ∈M : d(fn(x), fn(y)) → 0 quando n→ ∞},

Wu(x) = {y ∈M : d(f−n(x), f−n(y)) → 0 quando n→ ∞}.

onde d é distância induzida pela métrica Riemanniana. [16]

Sistemas Parcialmente Hiperbólicos.

Definição 5.6 ( [16]). Dizemos que o difeomorfismo f : M → M é Parcialmente

Hiperbólico se existem números C > 0,

0 < λ1 ⩽ µ1 < λ2 ⩽ µ2 < λ3 ⩽ µ3, µ1 < 1 e λ3 > 1 (5.1)

tais que para cada x ∈M , existe uma decomposição invariante do fibrado tangente

TxM = Es(x)⊕ Ec(x)⊕ Eu(x)

Df(Eσ(x)) = Eσ(f(x)), σ = s, c, u (5.2)

a qual, para todo n ⩾ 0

C−1λn1 ⩽ ∥ Dfn(v) ∥ ⩽ Cµn1 ∥ v ∥, v ∈ Es(x),

C−1λn2 ⩽ ∥ Dfn(v) ∥ ⩽ Cµn2 ∥ v ∥, v ∈ Ec(x),

C−1λn3 ⩽ ∥ Dfn(v) ∥ ⩽ Cµn3 ∥ v ∥, v ∈ Eu(x).

As distribuições Es, Ec, Eu são chamadas respectivamente de subespaço estável, su-

bespaço central e subespaço instável. Seguindo esta nomenclatura, as distribuições

Ecs := Ec ⊕ Es e Ecu := Ec ⊕ Eu são chamadas de centro-estável e centro-instável,

respectivamente.
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Observe que Df contrai vetores uniformemente ao longo do subespaço estável Es(x),

expande uniformente ao longo do subespaço instável Eu(x) e atua com taxas intermediá-

rias ao longo do subespaço central Ec(x). A ação de Df em Ec(x) é dominada pelas ações

de Df em Es(x) e Eu(x). Além disso se f é parcialmente hiperbólico então f−1 também

é, e estão relacionados por: Es
f = Eu

f−1 , Eu
f = Es

f−1 e Ec
f = Ec

f−1 .

Exemplos

Chamamos toro de dimensão d o espaço quociente Td = Rd/Zd, ou seja, o espaço das

classes de equivalência da relação de equivalência definida em Rd por x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Zd.

Exemplo 4 ( [14]). Seja f : T2 → T2 o difeomorfismo de Anosov sobre o toro T2, induzido

pela transformação linear dada pela matriz

A =

2 1

1 1

 .

Observe que os autovalores de A são λu =
3 +

√
5

2
> 1 > λs =

3−
√
5

2
> 0 e os respectivos

subespaços são tangentes às linhas no toro

Lu = {(x, y) ∈ R2 : y =

√
5− 1

2
x} e Ls = {(x, y) ∈ R2 : y = −

√
5 + 1

2
x}.

Além disso, | det(A)| = λs · λu = 1. Como a matriz é hiperbólica, o espaço Rd, pode

ser escrito como soma direta, Rd = Es ⊕Eu tal que, A(Es) = Es e A(Eu) = Eu. Então,

existem constantes C > 0 e λ < 1 tais que,

∥An(vs)∥ ⩽ Cλn∥vs∥ para todo vs ∈ Es e todo n ⩾ 0, (5.3)

∥A−n(vu)∥ ⩽ Cλn∥vu∥ para todo vs ∈ Es e todo n ⩾ 0.

A família de todos os subespaços afins de Rd da forma v + Es com v ∈ Rd, define

uma partição F s de Rd,chamada de folheação estável, cujos elementos são denominados

folhas estáveis de A. Essa folheação é invariante por A, isto é, a imagem de qualquer

folha estável também é uma folha estável. Além disso, pela equação (4.3), A contrai

distâncias, uniformemente, dentro de cada folha estável. Analogamente, a família de
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todos os subespaços afins de Rd da forma v+Eu, com v ∈ Rd, define uma partição Fu de

Rd chamada folheação instável. Esta folheação também é invariante, e a transformação

A expande distâncias ao longo das folhas instáveis.

Projetando F s e Fu pela projeção canônica π : Rd → Td, obtemos folheações Ws

e Wu do toro, chamadas de folheação estável e folheação instável da transformação f ,

respectivamente.

Figura 5.1: Folheação estável e folheação instável no toro T2 [14].

De forma geral, toda matriz d × d com entradas inteiras e determinante um, cujos

autovalores, tem módulo diferente de um, induz um difeomorfismo Anosov no toro Td

que chamamos de Anosov linear. Isso ocorre, porque uma matriz com entradas inteiras,

determinante um e autovalores com módulo diferente de um, define uma transformação

hiperbólica em Rd, cuja ação induz um difeomorfismo bem definido no toro Td = Rd/Zd.

A condição sobre os autovalores garante a existência de uma decomposição hiperbólica do

espaço tangente, com subespaços invariantes contraído e expandido, caracterizando um

difeomorfismo de Anosov linear.

Exemplo 5 ( [10]). Seja f : T2 → T2 o difeomorfismo de Anosov sobre o toro T2, induzido

pela transformação linear dada pela matriz

A =

2 1

1 1

 ,

e considere f0 : T2×S1 → T2×S1 de modo que f0 = A×Id, isto é, f0(x, y, θ) = (A(x, y), θ).
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Assim, f0 é um exemplo de difeomorfismo parcialmente hiperbólico com,

TT3 = Es
f0
⊕ Ec

f0
⊕ Eu

f0
,

onde

Es
f0
(x, y, θ) = Es

A(x, y)× {θ}

Eu
f0
(x, y, θ) = Eu

A(x, y)× {θ}

Ec
f0
(x, y, θ) = T(x,y,θ)S

1.

5.3 Continuidade Absoluta das Folheações Estáveis e

Instáveis.

Seja Mm uma variedade Riemanniana, suave e conexa. Seja F uma folheação k-

dimensional com folhas C1. Como na Definição 2.10, estamos considerando homeomor-

fismo φ : Bk ×Bm−k −→ U para todo x ∈M e U ⊂M vizinhança de x.

A definição "usual" da propriedade de continuidade absoluta no sentido forte, que será

apresentada a seguir, impõe condições sobre as derivadas de Radon-Nikodym das medidas

condicionais geradas pelo volume em FU .

Seja (U,φ) a carta coordenada da folheação F em M , onde conjuntos φ(Bk×{z}) são

folhas locais e seja T = φ({y} × Bm−k) a transversal local C1. Para x ∈ U , denotamos

FU(x) a folha local contendo x. As notações para os volumes serão mantidas como na

Seção 5.1.

Definição 5.7 ( [2]). A folheação F é dita absolutamente contínua se para quaisquer

T e U existir uma família mensurável de funções mensuráveis positivas,

δx : FU(x) −→ R (chamadas densidades condicionais)

tal que, para cada subconjunto mensurável A ⊂ U ,

m(A) =

∫
T

[∫
FU (x)

1A(x, y)δx(y) dλF(x)
(y)

]
dλT (x).
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Note que as densidades condicionais são automaticamente integráveis. Observe tam-

bém, que essa definição é equivalente, a definição de F ser absolutamente contínua do

tipo II.

Proposição 5.8 ( [2]). Seja F uma folheação absolutamente contínua de uma variedade

Riemanniana M , e seja f : M −→ R uma função mensurável. Suponha que exista

um conjunto A ⊂ M de medida nula, tal que f é constante em F(x)\A para cada folha

F(x). Então, f é essencialmente constante em quase todas as folhas, isto é, para qualquer

transversal T , a função f é λF(x)
-essencialmente constante para λT -quase todo x ∈ T .

Demonstração: Seja A ⊂ M um conjunto mensurável, com m(A) = 0 tal que a função

mensurável f :M −→ R seja constante em F(x)\A. Dada uma transversal local T , como

F é absolutamente contínua temos que,

0 = m(A) =

∫
T

[∫
FU (x)

1A(x, y)δx(y) dλFU (x)(y)

]
dλT (x), (5.4)

fazendo ψ(x) =
∫
FU (x)

1A(x, y)δx(y) dλFU (x)(y) em (5.4) obtemos que,

∫
T
ψ(x) dλT (x) = 0 como ψ(x) ⩾ 0 então ψ(x) = 0 λT − q.t.p. x ∈ T ,

=⇒
∫
FU (x)

1A(x, y)δx(y) dλFU (x)(y) = 0 λT − q.t.p. x ∈ T ,

=⇒
∫
(FU (x)∩A)

δx(y) dλFU (x)(y) = 0 λT − q.t.p. x ∈ T ,

=⇒ λFU (x)(FU(x) ∩ A) = 0 λT − q.t.p x ∈ T .

Portanto para λT − q.t.p. x ∈ T a função f é λF(x)
-essencialmente constante. ■

A continuidade absoluta das folheações estáveis e instáveis é uma condição suficiente

para provarmos a ergodicidade de difeomorfismos de Anosov. No entanto, provaremos

uma propriedade mais forte chamada continuidade absoluta transversal.

Seja F uma folheação de M e (U,φ) uma carta coordenada da folheação. Seja

Ti = φ({yi} ×Bm−k) para yi ∈ Bk, i = 1, 2. Defina a aplicação de holonomia h :

T1 → T2 um homeomorfismo dado por h(φ(y1, z)) = φ(y2, z) para z ∈ Bm−k.
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Figura 5.2: Aplicação de holonomia entre T1 e T2 ao longo das folhas de F .

Definição 5.9 ( [2]). A folheação F é transversalmente absolutamente contínua

se a aplicação de holonomia h é absolutamente contínua para qualquer carta coordenada

da folheação e qualquer par de transversais como acima, isto é, se existe uma função

mensurável q : T1 → R (chamada Jacobiano de h) tal que para qualquer subconjunto

mensurável A ⊂ T1,

λT2(h(A)) =

∫
T1
1Aq(z) dλT1(z).

Observação 5.10. Note que, na Definição 5.9 a aplicação de holonomia é absolutamente

contínua, se λT2 ≪ λT1, ou seja, para todo mensurável A ⊂M tal que, λT1(A) = 0 então,

λT2(h(A)) = 0. Observe ainda, que a Definição 5.9 é equivalente a Definição 5.2 do início

do capítulo.

Proposição 5.11 ( [2]). Se a folheação F é transversalmente absolutamente contínua,

então F é absolutamente contínua.

Demonstração: Sejam T uma transversal e U um aberto, como na definição de folheação

absolutamente contínua. Sejam x ∈ T e L uma folheação C1 (m − k)-dimensional,

transversal a folheação F , tal que T ⊂ L, LU(x) = T e U =
⋃

y∈FU (x)

LU(y).

Note que, L é absolutamente contínua e transversalmente absolutamente contínua, por

ser de classe C1. Denote por δy(·) as densidades condicionais para L. Como L é uma

folheação C1, então δ é contínua e portanto mensurável. Para qualquer subconjunto
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Figura 5.3: Aplicações de Holonomia das folheações F e L.

A ⊂ U , segue do Teorema de Fubini

m(A) =

∫
FU (x)

[∫
LU (y)

1A(y, z)δy(z) dλL(y)
(z)

]
dλF(x)

(y). (5.5)

Seja hy a aplicação de holonomia da transversal LU(x) = T para a transversal LU(y), ao

longo das folhas de F , isto é, hy : T → LU(y). Como F é transversalmente absolutamente

contínua, denote qy o Jacobiano de hy. Assim, dado um conjunto mensurável A ⊂ U temos

que

λLU (y)(hy(A)) =

∫
T =LU (x)

1A(hy(s))qy(s)dλT (s) ⇒ dλLU (y)(z) = q(y)(s) dT (s). (5.6)

Observe pela Figura 5.3 que, hy(s) = z e 1A(hy(s)) = 1A(y, z), (com y fixo).

Por (5.6) temos,∫
LU (y)

1A(y, z)δy(z) dλL(y)
(z) = λLU (y)(hy(A)) =

∫
T
1A(hy(s))qy(s)δy(hy(s))dλT (s) (5.7)

Substituindo o membro direito da igualdade em (5.7) na Equação (5.5) e trocando a ordem

de integração, obtemos

m(A) =

∫
T

[∫
FU (x)

1A(hy(s))qy(s)δy(hy(s)) dλF(x)
(y)

]
︸ ︷︷ ︸

(*)

dλT (s). (5.8)

Analogamente, como T é transversalmente absolutamente continua. Denote por hs a

aplicação de holonomia ao longo das folhas de L, hs : FU(x) → FU(s), com s ∈ T e
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denote por qs o Jacobiano de hs.

Assim podemos transformar a integral sobre FU(x) em uma integral sobre FU(s), fazendo

a seguinte mudança de variáveis r = hy(s) e y = h
−1

s (r), obtemos

λFU (x)(A) = λFU (x)(h
−1

s (hs(A))) =

∫
FU (s)

1A(r)q
−1
s (r) dλF(s)

(r)

Novamente pela continuidade absoluta transversal da folheação T , obtemos pelo Teorema

de Radon-Nikodym

dλF(x)
(y) = q−1

s (r) dλF(s)
(r).

Assim, podemos reescrever a integral em (∗),∫
FU (x)

1A(hy(s))qy(s)δy(hy(s)) dλF(x)
(y) =

∫
FU (s)

1A(r)qy(s)δy(r)q
−1
s (r) dλF(s)

(r). (5.9)

Por (5.8) e (5.9), segue que

m(A) =

∫
T

[∫
FU (s)

1A(r)qy(s)δy(r)q
−1
s (r) dλF(s)

(r)

]
dλT (s).

Portanto, F é absolutamente contínua.

■

Teorema 5.12 ( [2]). As folheações estáveis e instáveis de um difeomorfismo de Anosov

C2 são transversalmente absolutamente contínuas.

Demonstração: Veja ( [2], p. 148). ■

5.4 Prova da Ergodicidade do difeomorfismo Anosov C2

Dizemos que uma medida µ, em uma variedade Riemanniana M , é suave se ela

tem uma densidade contínua q em relação ao volume Riemanniano m, ou seja, quando

µ(A) =
∫
A
q(x)dm(x) para cada conjunto de Borel limitado A ⊂M.

Teorema 5.13 ( [2]). Um difeomorfismo de Anosov de classe C2 que preserva uma medida

suave é ergódico.
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Demonstração: Sejam (M,B, µ) um espaço de probabilidade, onde M é uma variedade

Riemanniana suave, compacta e conexa, B é o completamento da σ-álgebra de Borel

e f : M → M um difeomorfismo de Anosov de classe C2, que preserva uma medida

de probabilidade suave µ. Para x ∈ M , pela hipótese de f ser Anosov C2 garante

que o fibrado tangente TM admite uma decomposição contínua e Df -invariante em dois

subfibrados,

TM = Es ⊕ Eu

que são integráveis à folheações, estável Ws e instável Wu cujas folhas respectivamente

são tais que

Ws(x) = {y ∈M : d(fn(x), fn(y)) → 0 quando n→ ∞} e (5.10)

Wu(x) = {y ∈M : d(f−n(x), f−n(y)) → 0 quando n→ ∞}. (5.11)

Considere uma função φ : M → R contínua. Como M é compacta, φ é Lebesgue inte-

grável, ou seja, φ ∈ L1(M), logo pelo Teorema Ergódico de Birkhoff 3.12 temos que os

limites

φ̃f (x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) e φ̃f−1(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f−j(x)),

existem e são iguais em µ-q.t.p x ∈M . Seja B ⊂M , o conjunto de medida total em que

φ̃f (x) = φ̃f−1(x) para todo x ∈ B. (5.12)

Afirmação 1: Seja U ⊂ M uma vizinhança local. Para m-quase todo ponto x ∈ U , a

média φ̃f é constante ao longo da folha local estável Ws(x, U), ou seja, φ̃f (x) = φ̃f (y),

para todo y ∈ Ws(x, U) m-quase todo ponto x ∈ U .

Prova da Afirmação 1. Seja B1 ⊂ U um conjunto de medida de Lebesgue total, tal

que, para x ∈ B1, φ̃f está bem definida como em (5.12).

Considere x ∈ B1, dado y ∈ Ws(x, U), pela propriedade (5.10) temos que

ds(f
j(x), f j(y)) −→

j→∞
0, e como φ é continua em M , e M é compacta, segue que φ é

uniformente contínua, assim |φ(f j(x)) − φ(f j(y))| → 0 quando j → ∞. Como φ̃f (x)
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existe para x ∈ B1, digamos que seja, φ̃f (x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) = θ, então

φ̃f (y) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(y)) = lim
n→∞

[
1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(y))− 1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) +
1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x))

]

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(y))− φ(f j(x)) + lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x))

= θ

= φ̃f (x)

Logo, Ws(x, U) ⊂ B1 e todo y ∈ Ws(x, U), satisfaz φ̃f (x) = φ̃f (y). Isto é, B1 é um

conjunto s-saturado em U , em outras palavras, para x ∈ B1 tem-se que Ws(x, U) ⊂ B1.

Afirmação 1’: Seja U ⊂ M uma vizinhança local. Para m-quase todo ponto x ∈ U , a

função φ̃f−1 é constante ao longo da folha local instável Wu(x, U), ou seja, para m-quase

todo ponto x ∈ U , φ̃f−1(x) = φ̃f−1(y), para todo y ∈ Wu(x, U).

Seja B2 ⊂ U , um conjunto de medida de Lebesgue total, tal que, para x ∈ B2, φ̃f−1

está bem definida como em (5.12). A prova dessa afirmação, segue de maneira análoga à

da Afirmação 1, substituindo-se φ̃f por φ̃f−1 e considerando as folhas instáveis Wu(x, U)

no lugar das estáveis locais. Assim, concluímos que, para todo x ∈ B2, tem-se que

Wu(x, U) ⊂ B2, e que, para todo y ∈ Wu(x, U), vale φ̃f−1(x) = φ̃f−1(y). Portanto, o

conjunto B2 é u-saturado e tem medida de Lebesgue total em U .

Considere agora, B′ = B1 ∩ B2. Assim, o conjunto B′ tem medida de Lebesgue total em

U , isto é, µ(U \B′) = 0.

Dado x ∈ M , seja Vx uma vizinhança do tipo produto em M , cuja fronteira de Vx está

contida na união de folhas estáveis e instáveis de f . Como anteriormente, considere

B′ ⊂ U = Vx.

Como Ws é transversalmente absolutamente contínua, vale que, dada uma transversal T

contida em uma folha instável em U , tem-se que,

λWs(p,U)((U \B′) ∩Ws(p, U)) = 0 λT -q.t.p. p ∈ T . (5.13)

Afirmação 2: φ̃f e φ̃f−1 são iguais e constante em quase todo ponto de U .

Prova da Afirmação 2: Sejam F s
1 = Ws(a, U) e F s

2 = Ws(b, U) duas folhas estáveis em
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U , para as quais valem (5.13). Considere h : F s
1 → F s

2 a holonomia local entre F s
1 e F s

2 ,

via folhas instáveis. A aplicação h é um homeomorfismo e satisfaz, h(F s
1 ∩B′) = F s

2 ∩B′

para λFs
2
-quase todo ponto. Assim, existem C1 ⊂ F s

1 ∩ B′ e C2 ⊂ F s
2 ∩ B′ conjuntos de

medida de Lebesgue total, tais que h(C1) = C2. Além disso, se a ∈ C1 e b ∈ C2, supondo

que h(a) = p temos que

φ̃f (a) =
B′⊂B1

˜φf−1(a) =
Af.1′

˜φf−1(p) =
B′⊂B2

φ̃f (p) =
Af.1

φ̃f (b) =
B′⊂B2

˜φf−1(b)

Portanto φ̃f é constante em B′ ⊂ U .

Finalmente tome {Vx1 , Vx2 , · · · , Vxn} subcobertura finita da cobertura {Vx}x∈M . Pela

Afirmação 2, temos que, φ̃f é essencialmente localmente constante, isto é, cada x ∈ M ,

admite uma vizinhança aberta Vx ⊂M , com x ∈ Vx, tal que, φ̃f é constante em Lebesgue

quase todo ponto p ∈ Vx.

Afirmação 3: φ̃f é constante Lebesgue quase todo ponto em M .

Prova da afirmação 3. Suponha que existam k1 < k2 valores de φ̃f . Seja V ⊂ M o

maior aberto tal que φ̃f é essencialmente constante igual a k1 , e seja U o aberto tal que

φ̃f é essencialmente contante mas φ̃f ̸= k1. Assim, M = V ∪U , com V ∩U = ∅, absurdo,

pois M é conexo.

Segue das Proposições 3.14 e 3.15 que f é ergódico.

■



Capítulo 6

Folheações Não Absolutamente

Contínuas

Seja f :M →M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico de classe C2 definido em

uma variedade Riemanniana compacta e suave M , preservando uma medida suave µ (isto

é, uma medida equivalente ao volume Riemanniano m em M). Como vimos no capítulo

anterior, o fibrado tangente TM admite uma decomposição contínua e Df -invariante em

três subfibrados:

TM = Es ⊕ Ec ⊕ Eu

onde Df contrai vetores uniformemente ao longo do subfibrado estável Es, e expande

uniformemente ao longo do subfibrado instável Eu e atua com taxas intermediárias ao

longo do subfibrado central Ec.

Pelo Teorema da Variedade Estável em [16] as distribuições Es e Eu são (unicamente)

integráveis e por [2] as folheações estáveis Ws e instáveis Wu possuem a propriedade

crucial de continuidade absoluta. Por outro lado, a distribuição central Ec pode não

ser integrável e mesmo que seja, a folheação central correspondente Wc, pode falhar em

satisfazer a propriedade de continuidade absoluta.

Um dos primeiros a estudar o comportamento da folheação central foi o R. Mañé em

uma carta (não publicada) para M. Shub, no qual ele relaciona a continuidade absoluta

das folheações centrais compactas com os expoentes de Lyapunov não nulos.

59
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Mañé observou que, no caso dimEc = 1, se existe uma folheação tangente ao fibrado

central Ec, e as folhas são todas compactas com comprimento limitado por uma constante

K > 0. Se lim
n→∞

1

n
log ∥Dfnx |Ec(x)∥ > 0 q.t.p. x ∈ M (relativo a medida de Lebesgue),

então Wc é não absolutamente contínua.

Argumento de Mañé: Seja A = {x ∈ M : χcf (x) > 0}, se m(A) > 0 então para algum

α > 0 tem-se que m({x ∈M : χcf (x) > α}) > 0.

Escolha α > 0 tal que m(Aα) > 0. Suponha por absurdo que a folheação central Wc

é absolutamente contínua em M .

Então ∃ A′
α tal que LebWc(x)(Aα∩Wc

f (x)) > 0 ∀ x ∈ A′
α. No entanto, como a folheação

é f -invariante, dado x ∈ A′
α calculando

|Wc
f (f

n(x))| =
∫
Wc

f

|Dfnx (t) · γ′(t)|dt ⩾
∫
Wc

f

enα dt −→ ∞
n→∞

⇒ |Wc
f (f

n(x))| → ∞ quando n→ ∞, que contradiz a limitação por K.

O objetivo, neste contexto, é demonstrar que a falha da continuidade absoluta constitui

um fenômeno genérico, em certo sentido. Mais precisamente, Hirayama e Pesin em [7],

estabelecem condições suficientes para a não continuidade absoluta da folheação central,

baseando-se em um método conhecido como argumento de Mañé.

6.1 Conceitos necessários

Definição 6.1. Seja f : M → M um difeomorfismo de classe Cr, (r ⩾ 1), e W uma

folheação de classe Cr da variedade diferenciável M . Dizemos que W é uma folheação

f -invariante se, para todo ponto x ∈M , a imagem da folha de W passando por x é igual

à folha passando por f(x), isto é,

f(W(x)) = W(f(x)).

Nas condições da Seção 3.4, considere Γ o conjunto dos pontos regulares de f . Seja

x ∈ Γ e W uma folheação f -invariante de M cujas folhas são subvariedades suaves de M .

Definimos o expoente de Lyapunov ao longo da folheação por

χW(x) = lim
n→±∞

1

n
log |Jac(Dfnx |TxW(x))| ,
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onde Jac representa o jacobiano.

Seja A+ o conjunto dos pontos para os quais χW(x) > 0. Suponha µ(A+) > 0.

Então, para α > 0 suficientemente pequeno, ℓ um inteiro suficientemente grande e todo

ε ∈ (0, α/100), existe um conjunto de Borel A+
α,ℓ,ε ⊂ A+ de medida µ-positiva tal que

para todo x ∈ A+
α,ℓ,ε e n ≥ 0,

|Jac(Dfnx |TxW(x))| ≥ ℓ−1eαne−εn. (6.1)

Quando a distribuição Ec é integrável a uma folheação Wc com folhas suaves, deno-

tamos χWc(x) simplesmente por χc(x), a soma dos expoentes de Lyapunov de f no

ponto x ao longo do subespaço central, TxWc(x) = Ec(x). Assim,

χc(x) = lim
n→±∞

1

n
log |Jac(Dfnx |Ec(x))| .

Como consequência do Teorema de Oseledec 3.16, χc(x) =
∑

i χi(x)dimEi(x), onde

a soma é tomada sobre todos os i para os quais os subespaços associados satisfazem,⊕
iEi(x) = Ec(x).

A medida µ é dita hiperbólica se χi(x) ̸= 0 para µ-quase todo ponto x ∈ M e todo

i = 1, ..., s(x).

Seja ρ > 0 suficientemente pequeno, e ℓ inteiro suficientemente grande. Para todo

ε ∈ (0, ρ/100) existe um conjunto de Borel Λρ,ℓ,ε ⊂ M , de medida positiva, que constitui

um bloco de Pesin (ver [17]), tal que para x ∈ Λρ,ℓ,ε existe uma subvariedade local suave

W−
U (x) de M com a seguinte propriedade: para y ∈ W−

U (x) e n ⩾ 0,

dfn(x)(f
n(x), fn(y)) ⩽ ℓe−ρneεndx(x, y), (6.2)

onde dx denota a distância Riemanniana induzida em W−
U (x). A variedade local W−

U (x)

é tangente a

E−(x) =
⊕

i;χi(x)<0

Ei(x).

Para x ∈ Λρ,ℓ,ε o tamanho δ(x) de W−
U (x) é uniformemente limitado inferiormente

digamos por δl.
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Seja x ∈ Γ. Definimos o maior expoente de Lyapunov central por

χc(x) = lim
n→+∞

1

n
log ∥ Dfnx |Ec(x) ∥ .

Claramente, f tem expoente central negativo se, e somente se, χc(x) < 0. Se f tem

expoente central negativo então E−(x) = Es(x)⊕ Ec(x) para quase todo x ∈M .

6.2 Resultados

Definição 6.2 ( [7]). Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbólico f :M →M

preservando uma medida de probabilidade de Borel µ, é centro dissipativo se, para µ-

quase todo ponto x ∈M , a soma dos expoentes de Lyapunov ao longo do subespaço central

Ec(x), denotada por χc(x), é não nula, ou seja,

χc(x) ̸= 0 para µ-quase todo x ∈M.

Teorema 6.3 ( [7]). Seja f : M → M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico de

classe C2 de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida

suave µ. Suponha que,

(1) a distribuição central Ec é integrável a uma folheação Wc com folhas compactas e

suaves;

(2) f é centro dissipativo em um conjunto de µ-medida total.

Então, a folheação central Wc não é absolutamente contínua.

Definição 6.4 ( [7]). Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbólico f :M →M

preservando uma medida de probabilidade de Borel µ, tem expoentes centrais negati-

vos se para µ-quase todo ponto x ∈ M , todos os expoentes de Lyapunov ao longo da

distribuição central são negativos. A definição de f ter expoentes centrais positivos é

análogo.

Observação 6.5 ( [7]). No caso em que a distribuição central é unidimensional a dissi-

patividade central é equivalente a ter expoentes centrais não nulos µ-quase todo ponto.
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Como consequência do Teorema 6.3, obtemos o seguinte resultado, que provaremos a

seguir.

Teorema 6.6 ( [7]). Seja f : M → M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico de

classe C2 de uma variedade Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida

suave µ. Suponha que

(1) a distribuição central Ec é integrável a uma folheação Wc com folhas compactas e

suaves;

(2) f tem expoentes centrais negativos(positivos).

Então a folheação central Wc não é absolutamente contínua. Além disso, se µ é ergódica,

então as medidas condicionais induzidas por µ nas folhas de Wc são atômicas.

Para um difeomorfismo centro-dissipativo geral, a medida condicional nas folhas cen-

trais, embora sejam suaves, podem não ser atômicas. (Veja o exemplo em [7]).

O Teorema 6.3 é um caso particular de um resultado mais geral que descreveremos

a seguir. Para a próxima definição, considere um difeomorfismo f : M → M de classe

C2, de uma variedade Riemanniana compacta e suave M , preservando uma medida de

probabilidade de Borel µ.

Definição 6.7 ( [7]). Seja W uma folheação f -invariante de M , com folhas suaves.

Dizemos que f é W-dissipativo se existe um conjunto invariante A ⊂ M , com µ(A) >

0,tal que, para µ-quase todo ponto x ∈ A, a soma dos expoentes de Lyapunov de f ao

longo do espaço tangente à folha TxW(x), denotada por χW(x) é diferente de zero,

χW(x) ̸= 0.

Para x ∈ M denotamos por Vol(W(x)) o volume na folha W(x). Dizemos que a

folheação W tem folhas de volume finito em µ-quase todo ponto x ∈ M , se o

conjunto

C = {x ∈M : V ol(W(x)) <∞}

tem volume Riemanniano total, isto é, m(M \ C) = 0.
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Observação 6.8 ( [7]). Um caso típico de folheação cujas folhas tem volume finito em

quase todo ponto, é uma folheação com folhas compactas e suaves. Se W for tal folheação,

então para quase todo x ∈ M , a função x 7→ Vol(W(x)) está bem definida(finita), mas

pode não ser limitada.

Teorema 6.9 ( [7]). Seja f :M →M um difeomorfismo de classe C2 de uma variedade

Riemanniana compacta e suave M, preservando uma medida suave µ. Seja também W

uma folheação f -invariante de M , com folhas suaves. Suponha que W tem folhas de

volume finito em m-quase todo ponto. Se f é W-dissipativo em m-quase todo ponto então

a folheação W não é absolutamente contínua.

Demonstração: Como f é W-dissipativo em quase todo ponto, seja A− ⊂M o conjunto

dos pontos para os quais χW(x) < 0 e A+ ⊂ M o conjunto dos pontos para os quais

χW(x) > 0. Ambos os conjuntos são f -invariantes pelo Teorema de Oseledec e também

µ(A−) > 0, ou µ(A+) > 0, ou ambos.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que µ(A+) > 0 (aqui estamos usando o

fato de que µ é f -invariante suave, e portanto equivalente ao volume m). Fixe ℓ > 0

suficientemente grande tal que µ(A+
α,ℓ,ε) > 0 (como em 6.1). Pelo Teorema de Derivação

de Lebesgue, µ-quase todo ponto x ∈ A+
α,ℓ,ε é ponto de densidade de A+

α,ℓ,ε com respeito a

µ (2.5).

Dado V > 0, considere o conjunto YV = {y ∈ M : V ol(W(y)) ⩽ V }. Escolha x ∈ A+
α,ℓ,ε,

um ponto de densidade e r > 0, tal que, µ(A+
α,ℓ,ε ∩ B(x, r)) > 0, (B(x, r) é uma bola em

M centrada em x e raio r) e denote E = A+
α,ℓ,ε ∩ B(x, r). Pelas hipóteses do Teorema,

para µ-quase todo ponto p ∈ E, tem-se que Vol(W(p)) < +∞. Dado N ∈ N, definimos

EN = {p ∈ E : Vol(W(p)) < N} , N = 1, 2, 3, ...

logo
∞⋃
N=1

EN = E q.t.p p ∈ E.

Como µ(E) > 0, existe N0 ∈ N, tal que µ(EN0) > 0. Desta forma, existe R = EN0 tal

que, R ⊂ A+
α,ℓ,ε ∩B(x, r) ∩ YV e µ(R) > 0.

Suponha por absurdo, que W seja uma folheação absolutamente contínua. Como m(R) >
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0 pois, µ(R) > 0, então para m-quase todo y ∈ R o conjunto Ry = R ∩ W(y) é tal

que λW(y)(Ry) > 0. Usando novamente, o fato de µ ser uma medida f -invariante suave,

equivalente ao volume m, em que µ(R) > 0, pelo Teorema de Recorrência de Poincaré a

trajetória de µ-quase todo ponto y ∈ R retorna infinitas vezes para R.

Seja y ∈ R tal ponto. Logo existe uma sequência (nj)
∞
j=1 de retornos sucessivos de y para

o conjunto R, ou seja,

fnj ∈ R ⇒ V ol(W(fnj(y))) ⩽ N0 ∀ j = 1, 2, 3, ...

Como W é uma folheação f -invariante, temos que, fn(W(y)) = W(fn(y)) ∀n ∈ Z. Como

fnj(y) ∈ R ⊂ YV temos que para todo j ⩾ 1,

λW(fnj (y))(f
nj(Ry)) ⩽ V ol(fnj(W(y))) = V ol(W(fnj(y))) ⩽ N0 < V

⇒ V ol(W(fnj(y))) < V ∀j ⩾ 1 (6.3)

Por outro lado, usando 6.1

V ol(W(fnj(y))) ⩾ λW(fnj (y))(f
nj(Ry))

=

∫
Ry

∣∣Jac(Dfnj
x |TxW(x))

∣∣ dλW(y)(z)

⩾
(5.1)

∫
Ry

ℓ−1eαne−εn dλW(y)(z)

= ℓ−1e(α−ε)njλW(y)(Ry)

=
1

ℓ
λW(y)(Ry)

>0

e(α−ε)nj −−−−−→
nj → +∞

+∞ (6.4)

logo V ol(W(fnj(y))) −→ +∞ quando nj → +∞. Por (6.3) e (6.4), absurdo!

Portanto a folheação W não é absolutamente contínua. ■

Observação 6.10. Note que, o Teorema 6.3 é um caso particular do Teorema 6.9.

Demonstração: De fato, temos nas hipóteses do Teorema 6.3, pelo item (1) que a

folheação central Wc, tem folhas compactas e suaves e pela Observação 6.8, isto implica

que as folhas de Wc tem volume finito em m-quase todo ponto em M . Além disto, pelo

item (2) temos que f é centro dissipativo em µ-quase todo ponto em M , sendo assim,
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todas as condições do Teorema 6.9 para a folheação central Wc são satisfeitas. Portanto

a folheação central Wc não é absolutamente contínua. ■

Demonstração do Teorema 6.6.

Demonstração: Note que, as hipóteses (1) e (2) do Teorema 6.6, implicam que a folhe-

ação central satisfaz as condições do Teorema 6.3 e portanto a folheação central Wc não

é absolutamente continua. Basta provamos que se µ é uma medida ergódica, então as

medidas condicionais induzidas por µ, nas folhas de Wc, são atômicas.

Como a folheação central Wc é f -invariante, temos que

f∗µx = µf(x) µ-q.t.p. x ∈M (6.5)

onde µx denota a medida de probabilidade condicional gerada por µ na folha Wc(x).

Obs(1). Por definição f∗µx(A) = µx(f
−1(A)).

Obs(2). Lembre-se: µ é ergódica ⇔ Dado qualquer mensurável E ⊂M invariante por f

isto é, E = f−1(E) µ-q.t.p, é tal que µ(E) = 0 ou µ(E) = 1.

Pela ergodicidade de µ é suficiente mostrar que existe um conjunto mensurável A ⊂ M ,

com µ(A) > 0, tal que, para µ-quase todo ponto x ∈ A a medida condicional µx tem um

átomo. De fato, para x ∈M defina,

d(x) = sup{µx({y}) : y ∈ Wc(x)}.

Note que d é uma função Borel mensurável, pois o conjunto dos átomos de uma folha é

enumerável e como µ é uma medida positiva, f -invariante, temos que,

µf(x)({f(y)}) =
6.5
f∗µx({f(y)}) =

Obs.(1)
µx(f

−1{f(y)}) = µx({y}), (6.6)

logo,

d(f(x)) = sup{µf(x)({f(y)}) : y ∈ Wc(x)} = sup{µx({y}) : y ∈ Wc(x)} = d(x)

⇒ d(f(x)) = d(x), isto é, d é invariante por f e positiva para µ-q.t.p x ∈ A. Como µ é

ergódica, e d é f -invariante, temos que d(x) = d > 0 é constante para µ-q.t.p x ∈M .

Seja S = {x ∈ M : µx({y}) ⩾
d

2
para algum y ∈ Wc(x)}, por (6.6) S é f -invariante,
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ou seja, S = f−1(S) µ-q.t.p x ∈ M , logo µ(S) = 0 ou µ(S) = 1, como para µ-q.t.p x ∈ A

tem-se que d(x) = d > 0 então A ⊂ S e µ(A) > 0 logo µ(S) = 1. O resultado segue,

portanto, se mostrarmos que a medida condicional µx tem um átomo.

Defina o conjunto Λℓ = Λρ,ℓ,ε como em (6.2). Fixe um inteiro positivo suficientemente

grande ℓ ≥ 1. Então existe um conjunto A com µ(A) > 0 tal que, para todo x ∈ A

obtemos,

µx(Wc(x) ∩ Λℓ) ⩾
1

2
. (6.7)

Mostraremos que para µ-quase todo ponto x ∈ A, a medida condicional µx tem um átomo.

Como µ(A) > 0, segue do Teorema de Recorrência de Poincaré, que existe um conjunto

Borel mensurável R ⊂ A, com µ(R) = µ(A) tal que, todo ponto x ∈ R retorna infi-

nitas vezes para R por iteradas de f . Isto implica que a aplicação de primeiro retorno

F = f τ : R → R está bem definida, onde τ : R → N é o tempo de primeiro retorno para

R. Note que, para

τ = 1 tem-se R ∩ f−1(R), é mensurável, pois R e f−1(R) são mensuráveis.

Seja, B1 = R \ f−1(R),

τ = 2 implica que B1 ∩ f−1(B1) é mensurável, pois B1 e f−1(B1) são mensuráveis.

Considere B2 = B1 \ f−1(B1)

...

Desta forma, temos que τ é mensurável. Além disto, considere R = R1 ∪ R2 ∪ R3 ∪

..., com Ri = {x ∈ R : τ(x) = i}, para i ̸= j temos que Ri ∩ Rj = ∅. Assim,

F (R) = f τ (R) = f 1(R1) ∪ f 2(R2) ∪ f 3(R3) ∪ · · · ∪ f i(Ri) · · · . Logo F também é mensu-

rável.

Obs(3). Note que f i(Ri) ∩ f j(Rj) = ∅ se i ̸= j.

Com efeito, suponha por absurdo que f i(Ri) ∩ f j(Rj) ̸= ∅ para i ̸= j, então existe

y ∈ f i(Ri) ∩ f j(Rj) tal que y = f i(x) e y = f j(x), suponha sem perca de generalidade

que i < j então f i(x) = f j(x) ⇒ x = fk(x) ∈ R com k = j − i > 0, que é um absurdo
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pois τ(x) = i é o tempo de primeiro retorno de x para R. Com isso, obtemos que,

µ(F (R)) = µ(
+∞⋃
i=1

f i(Ri))
Obs(3)
=

+∞∑
i=1

µ(f i(Ri))
µ é f -invar.

=
+∞∑
i=1

µ(Ri) = µ(
+∞⋃
i=1

Ri) = µ(R)

logo µ(F (R)) = µ(R).

Como a folheação Wc(x) é f -invariante, para x ∈ R temos que,

F (Wc(x)) = f τ(x)(Wc(x))
f -invar.
= Wc(f τ(x)(x)) = Wc(F (x)) isto implica que para todo

x ∈ R a extensão, F (Wc(x)) = f τ(x)(Wc(x)) está bem definida e satisfaz F (Wc(x)) = Wc(F (x)).

Seja x ∈ A e para r ∈ (0, δℓ/10), considere uma família Bx de N = N(x, r) ⩾ 1 bolas

fechadas (nº N de bolas) que cobrem Wc(x), isto é possível, uma vez que a folha Wc(x)

é compacta. Considere uma subcoleção, de bolas Bi com essas condições e defina

m(x) = inf

{
k∑
i=1

diamxBi

}
,

(aqui o diamxBi denota o diâmetro de Bi com respeito a distância intrínseca em Wc(x))

onde o ínfimo é tomado sobre todas as subcoleções de bolas fechadas Bi em Wc(x) tal

que k ⩽ N e

µx

(
k⋃
i=1

Bi

)
⩾

1

2
. (6.8)

Seja m = supessx∈Am(x).

Afirmação. Tem-se que m = 0.

Prova da Afirmação. Suponha que m > 0, então existe um inteiro n0 tal que para todo

n ≥ n0,

ℓ△Ne−ρneεn < m

2
onde △ = diamxWc(x). (6.9)

Sejam B(y1, r), B(y2, r), ...., B(yk(x), r), bolas na coleção Bx para as quais a interseção

B(yi, r)∩Λℓ ̸= ∅. Como essas bolas cobrem Wc(x)∩Λℓ, uma vez que, Wc(x)∩Λℓ ⊂ Wc(x),

assim Wc(x) ∩ Λℓ ⊂
k(x)⋃
i=1

B(yi, r) e como

µx(Wc(x) ∩ Λℓ) ⩾
1

2
, por (6.7)

temos que

µx

k(x)⋃
i=1

B(yi, r)

 ⩾ µx(Wc(x) ∩ Λℓ) ⩾
1

2
. (6.10)
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Por (6.5) fn∗ µx = µfn(x) para todo n ∈ Z e portanto,

µfn(x)

k(x)⋃
i=1

fn(B(yi, r))

 ⩾
1

2
. (6.11)

Como as bolas B(yi, r) intersetam Λℓ em diâmetros menores que δℓ/10 obtemos de

(6.2) que

diamfn(x)f
n(B(yi, r)) ⩽ ℓ△e−ρneεn. (6.12)

Note que obtemos (6.12) da compacidade de Wc(x), umas vez que estamos considerando

bolas B(yi, r), e fn(B(yi, r)) pode não ser uma bola, no entanto, tomando a maior dis-

tância entre pontos diametralmente opostos, obtemos uma bola B com fn(B(yi, r)) ⊂ B

tal que o diamB = diamfn(B(yi, r)).

Fixe n ⩾ n0, e seja y ∈ F n(R). Então existe x ∈ R tal que F n(x) = y. Então, segue da

definição de m, da F -invariância da folheação Wc|R, e das desigualdades (6.9), (6.11), e

(6.12) que

m(y) = m(F n(x)) ⩽
k(x)∑
i=1

diamFn(x)F
n(B(yi, r))

⩽ ℓ△k(x)e−ρτn(x)eετn(x)
⋆

⩽ ℓ△Ne−ρneεn

<
m

2
.

Disto implica que,

m = supessx∈Am(x) = supessx∈Rm(x) = supessy∈Fn(R)m(y) <
m

2

contradição, com a suposição de que m > 0. Portanto, temos que m = 0, logo m(x) = 0

para µ-quase todo ponto x ∈ A.

Justificativa para que (⋆) ocorra: k(x) < N e observe que

F (x) = 1º retorno de x à R ⇔ τ(x) = τ1(x) é tempo de primeiro retorno de x à R por f .
...

F n(x) = nº retorno de x à R ⇔ τn(x) é o tempo de primeiro retorno de x à R por f ,

logo τn ⩾ n⇒ −n ⩾ −τn(x) assim, e−τn(x) ⩽ e−n.
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Agora, fixe x ∈ A, existe uma sequência de bolas fechadas B1, B2, B3,... ⊂ Wc(x) (com

respeito a x) satisfazendo (6.8) tais que

lim
j→∞

diamxBj = 0

e por (6.8)

µx(Bj) ⩾
1

2N
∀ j ∈ N (6.13)

Tome zj ∈ Bj.

Afirmação: Para zj ∈ Bj, qualquer ponto de acumulação da sequência (zj)j é um átomo

para µx.

Prova da afirmação. Seja z ponto de acumulação da sequência (zj)j . Suponha que

µx({z}) = 0 e seja Un bolas abertas de centro z e raio
1

n
em Wc(x). Como

∞⋂
n=1

Un = {z} e Un ↘ {z}

⇒ µx(Un) −→ µx({z}) = 0. Assim, dado ε ≪ 1

4N
, existe n0 tal que, para n ⩾ n0

µx(Un) < ε ⇒ µx(Un) <
1

4N
, em particular µx(Un0) <

1

4N
. Como lim

j→∞
diamxBj = 0 e

z ponto de acumulação, existe xi ∈ (zj)j, de modo que d(xi, z) <
1

10n0

e que a bola Bi

contendo xi seja tal que diamxBi <
1

10n0

.

Seja y ∈ Bi tal que d(y, z) ⩽
1

5n0

<
1

n0

⇒ Bi ⊂ Un0

⇒ µx(Bi) ⩽ µx(Un0) <
1

4N
. (6.14)

As sentenças (6.13) e (6.14) nos conduzem a uma contradição. Portanto µx({z}) > 0, ou

seja, qualquer ponto de acumulação da sequência (zj)j como na afirmação tem um átomo

de µx. Isto conclui a prova do Teorema. ■

Observação 6.11. Por [16] temos que se f é um difeomorfismo parcialmente hiperbólico

de classe C2, então existe uma vizinhança aberta de f , na topologia C1, tal que todo

difeomorfismo nessa vizinhança também é parcialmente hiperbólico.
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O resultado a seguir, nos mostra que a propriedade centro-dissipativo é típica em certo

sentido.

Teorema 6.12 ( [7]). Seja f : M → M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico de

classe C2 de uma variedade Riemanniana compacta e suave M , preservando uma medida

suave µ. Suponha que χcf (x) < −α, para algum α > 0 e µ-quase todo ponto x ∈M . Então,

qualquer difeomorfismo g que preserva µ, suficientemente próximo de f na topologia C1

é centro dissipativo em um conjunto de medida positiva.

Demonstração: Seja U ⊂ Diff1(M,µ) uma vizinhança de f na topologia C1. Onde

f ∈ U é um difeomorfismo para o qual χcf (x) < −α, para algum α > 0 pequeno e para

todo x ∈ Af um conjunto de medida total em M . Assim para todo x ∈ Af ,

χcf (x) = lim
n→+∞

1

n
log
∣∣∣Jac(Dfn|Ec

f
(x))

∣∣∣ < −α.

Integrando sobre M obtemos,∫
M

lim
n→+∞

1

n
log
∣∣∣Jac(Dfn|Ec

f (x)
)
∣∣∣ dµ(x) < ∫

M

−αdµ(x),

Pelo Teorema da Convergência Dominada,

lim
n→+∞

1

n

∫
M

log
∣∣∣Jac(Dfn|Ec

f (x)
)
∣∣∣ dµ(x) < −αµ(M)︸ ︷︷ ︸

=1

= −α

Em particular, existe n0 > 0, tal que

1

n0

∫
M

log
∣∣∣Jac(Dfn0|Ec

f (x)
)
∣∣∣ dµ(x) < −α

2
.

Por simplicidade podemos assumir que n0 = 1, assim,∫
M

log
∣∣∣Jac(Df |Ec

f (x)
)
∣∣∣ dµ(x) < −α

2
.

Como a distribuição central varia continuamente com uma pertubação, para um difeo-

morfismo g ∈ U que preserva µ, suficientemente próximo de f na topologia C1, temos∫
M

log
∣∣∣Jac(Dg|Ec

g(x))
∣∣∣ dµ(x) < −α

4
.
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Segue do Teorema Ergódico de Birkhoff que existe um subconjunto g-invariante Ag com

µ(Ag) > 0, tal que, para todo x ∈ Ag

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

log
∣∣Jac(Dg|Ec

g
(gj(x)))

∣∣ ≤ −α
4

(6.15)

Como gn =
n vezes

g ◦ g ◦ ... ◦ g usando a regra da cadeia, Dgn =
n vezes

Dg ·Dg ... Dg, assim

|Jac(Dgn|Ec
g
(x)| =

n−1∏
j=0

|Jac(Dg|Ec
g(g

j(x))|

e o log transforma produto em soma, logo

log|Jac(Dgn|Ec
g(x)| =

n−1∑
j=0

log|Jac(Dg|Ec
g(g

j(x))| (6.16)

Portanto, por (6.15) e (6.16) temos que

lim
n→+∞

1

n
log|Jac(Dgn|Ec

g(x)| ⩽ −α
4

⇒ χcg(x) ⩽ −α
4

para todo x ∈ Ag, disto segue o resultado.

■

Teorema 6.13 ( [7]). Seja f : M → M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico de

classe C2 de uma variedade Riemanniana compacta e suave M , preservando uma medida

suave µ. Suponha que χcf (x) = 0 para µ-quase todo ponto x ∈ M . Então para qualquer

ε > 0, há um difeomorfismo g de classe C2, tal que, dC1(f, g) ⩽ ε e g é centro dissipativo

em um conjunto de medida positiva.

O Teorema 6.13 decorre dos resultados de Baraviera e Bonatti [1], que mostram que a

neutralidade na direção central é estruturalmente instável na topologia C1, podendo ser

quebrada por pequenas perturbações que induzem dissipação.

Observação 6.14. Os resultados de Baraviera e Bonatti [1] estabelecem que no ambi-

ente conservativo, um difeomorfismo parcialmente hiperbólico f : M → M de classe C2,

cuja soma dos expoentes de Lyapunov centrais é nula em quase todo ponto, pode ser C1-

aproximado por difeomorfismos parcialmente hiperbólicos de classe C2, conservativos, tais

que soma dos expoentes de Lyapunov centrais é não nula.
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Desta maneira, no contexto em que há persistência de coerência dinâmica, com fo-

lheação central compacta, então restrito aos difeomorfismos hiperbólicos conservativos de

classe C2, os resultados de Baraviera-Bonatti, junto com os de Pesin-Hirayama [7], ga-

rantem a existência de um conjunto C1 aberto e denso de difeomorfismos parcialmente

hiperbólicos cuja folheação central não é absolutamente contínua.

De acordo com o contexto mencionado, podemos citar por exemplo, os difeomorfismos

parcialmente hiperbólicos de T3 com expoente central nulo ou skew-products com base

Anosov e fibras S1.

Existem resultados de persistência de folheação central não absolutamente contínua,

no caso de folheação não compacta. Para tais resultados recomendamos por exemplo [6],

para o caso Anosov; [12] no caso de derivados de Anosov de T3 e [5], no caso de folheação

central não compacta e de dimensão maior que 1.



Referências Bibliográficas

[1] BARAVIERA, A. T.; BONATTI, C. Removing zero Lyapunov exponents. Ergodic

Theory and Dynamical Systems, v. 23, p. 1655–1670, 2003.

[2] BRIN, M.; STUCK, G. Introduction to dynamical systems. Cambridge: Cambridge

University Press, 2002.

[3] CAMACHO, C.; NETO, A. L. Geometric theory of foliations. Springer Science &

Business Media, 2013.

[4] CORNFELD, I. P.; FOMIN, S. V.; SINAI, Y. G. Ergodic theory. Springer Science &

Business Media, 2012.

[5] COSTA, J. S.; MICENA, F. Pathological center foliation with dimension greater

than one. Discrete and Continuous Dynamical Systems – Series A, v. 39, n. 2, p.

1049–1070, 2019. DOI: 10.3934/dcds.2019044.

[6] GOGOLEV, A. How typical are pathological foliations in partially hyperbolic dyna-

mics: an example. Israel Journal of Mathematics, v. 187, p. 493–507, 2012.

[7] HIRAYAMA, M.; PESIN, Y. Non-absolutely continuous foliations. Israel Journal of

Mathematics, v. 160, n. 1, p. 173–187, 2007.

[8] LIMA, E. L. Variedades diferenciáveis. Rio de Janeiro: IMPA, 2011.

[9] MAÑÉ, R. Teoria ergódica. Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA, 1983.

74

https://doi.org/10.3934/dcds.2019044


75

[10] MICENA, F. P. Avanços em dinâmica parcialmente hiperbólica e entropia para sis-

tema iterado de funções. Tese (Doutorado) — Universidade de São Paulo, São Paulo,

2011.

[11] MICENA, F.; TAHZIBI, A. Regularity of foliations and Lyapunov exponents of par-

tially hyperbolic dynamics on 3-torus. Nonlinearity, v. 26, n. 4, p. 1071–1082, 2013.

[12] MICENA, F. New derived from Anosov diffeomorphisms with pathological center fo-

liation. Journal of Dynamics and Differential Equations, v. 29, p. 1159–1172, 2017.

[13] MILNOR, J. Fubini foiled: Katok’s paradoxical example in measure theory. The

Mathematical Intelligencer, v. 19, n. 2, p. 30–32, 1997.

[14] OLIVEIRA, K.; VIANA, M. Fundamentos da teoria ergódica. Rio de Janeiro: IMPA,

2014. p. 3–12.

[15] PALIS, J.; MELO, W. de. Geometric Theory of Dynamical Systems: An Introduction.

New York: Springer-Verlag, 1982.

[16] PESIN, Y. B. Lectures on partial hyperbolicity and stable ergodicity. Zürich: European

Mathematical Society, 2004.

[17] POLLICOTT, M. Lectures on ergodic theory and Pesin theory on compact manifolds.

Cambridge: Cambridge University Press, 1993.

[18] PUGH, C.; VIANA, M.; WILKINSON, A. Absolute continuity of foliations. Pre-

print, 2007. Disponível em: https://w3.impa.br/~viana/out/pvw.pdf. Acesso em:

6 maio 2025.

[19] RUDIN, W. Principles of mathematical analysis. 3. ed. New York: McGraw-Hill,

1976.

[20] RUDIN, W. Real and complex analysis. New York: McGraw-Hill, 1987.

https://w3.impa.br/~viana/out/pvw.pdf

	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Variedades
	Folheações
	Teoria da medida

	Princípios de Teoria Ergódica
	Medidas Invariantes e Recorrência de Poincaré
	Teorema Ergódico de Birkhoff
	Ergodicidade
	Expoentes de Lyapunov e Teorema de Oseledec

	Pesadelo de Fubini
	Teorema de Fubini
	Pesadelo de Fubini

	Continuidade Absoluta das Folheações
	Continuidade Absoluta por Folhas
	Noções de Dinâmica Parcialmente Hiperbólica
	Continuidade Absoluta das Folheações Estáveis e Instáveis.
	Prova da Ergodicidade do difeomorfismo Anosov C2

	Folheações Não Absolutamente Contínuas
	Conceitos necessários
	Resultados

	Referências Bibliográficas

