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Resumo

Nesta dissertacao estudamos atratores pullback de sistemas dindmicos multivocos que
sao assintoticamente convergentes. E mostrado que, sob certas condicoes, os conjuntos
componentes do atrator pullback de um sistema dindmico podem convergir, com a vari-
acao da variavel temporal, para aqueles do atrator pullback do sistema dindmico limite.
Exemplos particulares sao atratores pullback de processos assintoticamente autdénomos e
assintoticamente peridédicos. Teoremas com diferentes condigoes sao estabelecidos e sua

aplicabilidade e vantagens sao destacadas.

Palavras—chave: problemas assintoticamente auténomos, atrator pullback, atrator glo-

bal, processo de evolugao, semigrupo e inclusoes diferenciais.



Abstract

In this master thesis we study pullback attractors of multivalued dynamical systems that
are asymptotically convergent. It is shown that, under certain conditions, the component
sets of the pullback attractor of a dynamical system can converge, when time vary, to
those of the pullback attractor of the limit dynamical system. Particular examples are
pullback attractors of asymptotically autonomous and asymptotically periodic processes.
Theorems with different conditions are established and their applicability and advantages

are highlighted.

Keywords: asymptotically autonomous problems, pullback attractor, global attractor,

evolution process, semigroup and differential inclusions.
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Introducao

A teoria de atratores ¢ uma ferramenta tutil para aprender sobre o comportamento de
longo prazo de um sistema dindmico, veja por exemplo [30, 23, 20, 13]. Um dos atratores
que tem atraido muita atencao nas tultimas décadas é o chamado atrator pullback, que
¢ uma familia de conjuntos compactos indexados no tempo U = {A(t)}+cr, onde cada
conjunto compacto atrai as trajetorias da solucao no tempo correspondente & medida que
os dados iniciais sdo puxados de volta para menos infinito [15, 3.

Geralmente, a dependéncia do tempo de um atrator pullback estéd diretamente re-
lacionada & caracteristica nao autéonoma do sistema dindmico associado a uma equagao
diferencial com algum termo dependendo do tempo, por exemplo, a forca externa. Se o
campo for¢ante na equacao ' = f(t,z) for perioddico, entdo o atrator pullback também
tem chance de ser periddico (veja o Teorema 3.1.1). Portanto, intuitivamente, se o forga-
mento nao autonomo de um sistema dinamico se tornar cada vez mais autonomo em algum
sentido, a natureza nao autonoma do atrator pullback devera tornar-se correspondente-
mente cada vez mais fraca. Isso leva ao estudo de atratores pullback assintoticamente
autonomos.

Parece que os primeiros resultados a respeito de comportamento assintotico de solugoes

de equagoes diferenciais ordinarias assintoticamente autonomas da forma

= f(t,x) (1)

em R" com f(t,z) — g(z) quando t — oo apareceram no trabalho de Markus [24]. A
equacao

Y =g(y) (2)



é entdao chamada a equagao limite de (1). Foi provado, no caso bi-dimensional (n = 2),
que o conjunto w—limite de uma solugao limitada para frente do problema (1) ou contém
equilibrios de (2) ou é a uniao de o6rbitas periddicas do problema (2).

Thieme, providenciou em [31], exemplos para os quais as solugdes de (1) exibem um
comportamento assintotico que difere dramaticamente daquele das solugoes para o sistema
limite (2). No trabalho [32] o autor apresentou o conceito de sistemas quasi-auténomos
e contribuiu para obter mais resultados sobre o conjunto w—limite de uma solucao limi-
tada para frente do problema (1) relacionando-o com equilibrios e érbitas periodicas do
sistema limite (2). A equagao (1) é chamada quasi-auténoma com limite (2) se para todo
subconjunto compacto K de X, tivermos f;;o sup,cx || f(s,2) — g(z)||ds < oo para todo
so € R.

Strauss e Yorke consideraram, no seu trabalho [29], equagdes diferenciais ordinarias
assintoticamente autonomas da forma 2’ = f(x)+g(t, z) e provaram que todas as solu¢oes
tendem a zero quando t — oo desde que f e g sejam fungoes continuas com valor vetorial
e g(t,-) tende a zero quando t — oo, uniformemente sobre subconjuntos compactos de
R".

Uma vasta revisao da literatura sobre equagoes diferenciais assintoticamente autono-
mas pode ser encontrada no Survey de Simsen [27].

Nesta dissertacao apresentaremos inclusoes diferenciais ordinarias assintoticamente
autonomas as quais foram apresentadas no artigo [7].

Equagoes Diferenciais Parciais assintoticamente auténomas do tipo semilinear com
dependéncia temporal apenas do termo de forga externa foram consideradas nos trabalhos
[2, 3, 11, 6, 22]. Os autores de [21| abordaram uma equagao fracamente dissipativa com
a dependéncia do tempo sendo apenas do termo de forga externa.

Equacgoes Diferenciais Parciais quasilineares assintoticamente auténomas com o opera-
dor principal dependendo do tempo foram abordadas em [16, 17]. Depois disso os autores
em [18, 26| consideraram Inclusoes Diferenciais Parciais assintoticamente auténomas com
o operador principal dependendo do tempo e os autores de [19]| consideraram Sistemas

Acoplados de Inclusoes Diferenciais Parciais assintoticamente auténomos com os opera-



dores principais dependendo do tempo.

A teoria dos processos de evolucao é uma ferramenta importante para estudar o com-
portamento de longo prazo das solugoes globais associadas a equagoes nao auténomas.
Para muitas dessas equacoes, temos a garantia da existéncia de atratores pullback e, para
alguns problemas, os componentes do atrator pullback convergem para o atrator global
associado a um semigrupo limitante. Recentemente, para sistemas dindmicos univocos,

os autores em [21], mostraram o seguinte resultado:

Lema 0.0.1. Seja U o atrator pullback de um processo U e seja A o atrator global de

um semigrupo S. Suponha que

(i) U € compacto para frente, ou seja, o fecho da unido |J,o A(t) € compacto;

(ii) para qualquer sequéncia {x,} com lim z, = x,
T—r00

lim dy(U(r +t,7,2.),S(t,20)) = 0,Y t > 0. (3)

T—00

Entao,

li ist(A =0.
Jim dist(A(t),A) =0
Em caso univoco, a condigao em (i) é equivalente a

lim supdx(U(t +T,t,z),S(T,z)) =0,V E compacto, T > 0. (4)

t—o0 =

As definigoes precisas de semigrupo, processo, atrator global e atrator pullback serao
apresentadas no préoximo capitulo.

O Lema 0.0.1 melhora os resultados correspondentes em [16], onde as duas condigoes
haviam sido assumidas com mais uniformidade. No entanto, ainda pode ser dificil aplica-lo
em Equacoes Diferenciais Parciais. Consequentemente, Cui em [6], estabeleceu o seguinte

resultado alternativo usando a condicao de limitagcao para frente.

Lema 0.0.2. Seja U o atrator pullback de um processo U e seja A o atrator global de

um semagrupo S. Suponha que



(i) U é limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que J,5q A(t) C

B;
(i1) a sequinte condi¢ao assintoticamente auténoma € vdlida

lim supdx(U(t +T,t,x),S(T,z)) =0, VT > 0. (5)

t—=00 B

Entao,

lim dist(A(t), A) = 0.

t—o00

Sugerimos ao leitor os trabalhos [27] e [25] para ver uma revisao da literatura no
contexto univoco.

Esta dissertagdo é baseada no artigo [7], no qual os resultados acima foram gene-
ralizados em trés diregoes: primeiro, sistemas dinamicos multivocos em vez de apenas
sistemas univocos; segundo, a convergéncia de atratores pullback para atratores pullback,
0 que cobre o caso particular em que o atrator pullback convergem para atratores globais
associados a um semigrupo; terceiro, tanto as convergéncias para frente quanto as con-
vergéncias para tras sao estudadas e além disso, sob condicoes de equi-atragao mostra-se
que as convergéncias podem acontecer com a métrica completa de Hausdorff.

Vale a pena notar que a diferenca entre as condigoes (3) e (5) pode ser crucial em
aplicagoes especificas. Uma inclusao diferencial escalar (também chamada inclusao dife-
rencial ordinaria) ¢ estudada como exemplo destacando as vantagens do Lema 0.0.2 sobre
o Lema 0.0.1. E mostrado que o atrator pullback ¢ assintoticamente auténomo se o termo
forcante também for assintoticamente auténomo. Além disso, a equi-atracao do atrator
pullback também é provada, o que torna as convergéncias nesta aplicacao todas vélidas

no sentido métrico completo de Hausdorff.



Capitulo 1

Pré-Requisitos

1.1 Uma Coletanea de Resultados

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que utilizaremos ao longo
deste trabalho.
Sejam X um espago métrico completo com a métrica denotada por d, R, = [0,00) e
2% 0 conjunto de todos os subconjuntos de X.
Neste texto, usaremos as seguintes notacoes:
PX)={ACX:A#0}
B(X):={B C X : B # () ¢ um conjunto limitado em X}
F(X):={F C X : F # () éum conjunto fechado em X}
BF(X):={AC X : A#0éum conjunto fechado e limitado em X}
K(X):={K C X : K # () é um conjunto compacto em X}
C(X):={f:X — X: fécontinua}
Para a aplicagao multivoca F: X — 2% denote D(F) = {z € X : F(x) € P(X)}.

Definigao 1.1.1. [}/ Um processo de evolu¢do em X ¢é uma familia de aplicagies

{U(t,s): X = X, t > s e R} CC(X) que satisfaz as sequintes propriedades
(i) U(t,t) =1 para todo t € R, onde I € aplicagao identidade em X ;

(ii) U(t,s) =U(t, 7)U(t,s) para todo t > 7 > s;



(iii) {(t,s) e RxR:t>s} x X 3 (t,s,2) — U(t,s)zr € X é continua.

U(t,s) toma cada estado x do sistema no instante inicial s e evolui para o estado
U(t,s)x do sistema no tempo final t, onde —oo < s < t < oo. Observemos que, para
o € Ry fixo, o operador U(o + 7,7) pode ser um operador distinto para cada valor de
T € R. Isto significa que, além do tempo decorrido o, também o instante inicial T pode
desempenhar um papel importante no processo de evolugao.

Os processos {U(t,s) : t > s} para os quais U(t,s) = U(t — s,0) para todo t > s sdo

chamados processos de evolugao autémnomos.

Definigao 1.1.2. /20, 50, 23, 13, 12] Uma familia de operadores {S; : X — X, t e Ry} C
C(X), satisfazendo:
St-i—r‘ = StST,V t,’f’ S R+

So = I (identidade em X)
€ chamado Semigrupo. Diremos que o semigrupo € linear quando X for espago vetorial
e S X = X é um operador linear, ¥V t € Ry. O semigrupo é nao linear quando X
nao for espaco vetorial ou se existe ty € Ry tal que Sy, : X — X € nao linear. Também
denotaremos um semigrupo por {Si}tier,. Um semigrupo {Sitier, € chamado continuo
(ou C° — semigrupo) se a aplicagio (t,x) — Si(x) = S(t,x) de Ry x X em X é continua.
Quando S; € uma aplicagao multivoca ¥V t € R, o semigrupo é chamado semigrupo

multivoco e S(ty + ta, x) C S(t1, S(ta, x)),V t1,to € Ry V& € X para o qual

S(t,B)=|J S(tx), BCX.
zeB
Definigao 1.1.3. [14] Dizemos que a aplicagio z(-) : Ry — X € uma trajetoria do

semigrupo multivoco S : Ry x X — P(X) correspondente a condi¢ao inicial xo, se
z(t+ 7)€ S(t,z(1)),Vt,7 € Ry, z(0) = x.
Denotemos por D(xy) o conjunto de todas as trajetorias correspondentes a xy.

Definigao 1.1.4. [8/ Uma métrica num conjunto X € uma funcio d : X x X — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um numero real d(zx,y), chamado a

distancia de x a y, de modo que para quaisquer x,y,z € X, vale



(1) d(z,z) = 0;

(2) Sex #y, entio d(z,y) > 0;
(3) d(z,y) = d(y,z);

(4) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Definigao 1.1.5. [8/ Um espago métrico é um conjunto M munido de wma métrica d e
denotamos por (M,d) ou, simplesmente M, deizando subentendida qual a métrica d estd

sendo considerada.
Definigao 1.1.6. [10/ Parax € X, A,BC X (A# 0, B #0) definiremos
dist(z, B) = inf{d(z,y)}.
yeB

A semi-métrica de Hausdorff entre A e B € definida por

dist(A, B) = sup{dist(z, B)} = sup inf {d(z,y)}.

€A €A YEB
Definicao 1.1.7. [14] Parae > 0, B € B(X), o conjunto O.(B) = {y € X : dist(y, B) <

e} € uma e - vizinhanca de B.
Observagao 1.1.1. [1/] O.(B) = J,.5 B(z,¢).

Definig¢ao 1.1.8. [14] Diz-se que o conjunto A C X atrai o conjunto B pelo semigrupo
multivoco S : Ry x X — P(X) se dist(S(t, B), A) — 0, quando t — +o00. O conjunto M

€ um B - atrator global (atrator global) se ele atrai cada B € B(X).

Observagao 1.1.2. [1}] Note que A atrai B se, e somente se, para todoe > 0, 3 T(B,¢) >
0 tal que S(t,B) C O.(A)Vt>T(B,¢).

Definigao 1.1.9. /8] Seja X um espago métrico. Um ponto x € X diz-se aderente a um
subconjunto A de X quando d(x,A) = 0, isto €, para cada ¢ > 0 existe y € A tal que
d(z,y) < e.



Definigao 1.1.10. /8] O fecho de um conjunto A num espago métrico X € o conjunto de

pontos de X que sio aderentes a A e indicamos por A.

Definigao 1.1.11. /8] Um subconjunto A de um espa¢o métrico X diz-se denso em X
quando A = X.

Definigao 1.1.12. /8] Um conjunto A de um espago métrico X chama-se fechado quando
A=A

Observagao 1.1.3. /8] Dizer que um conjunto A de um espago métrico X € fechado,

significa que, se x, € A para todon € N e lim x, = x, entdo x € A.
n—o0

Proposicao 1.1.1. /8] Para todo subconjunto A de um espaco métrico X, seu fecho A ¢
fechado.

Observagao 1.1.4. [8] Se A é um conjunto num espago métrico X, A é o menor conjunto
fechado de X que contém A, no sequinte sentido: se B € fechado de X e A C B, entao
AcCB.

Definigao 1.1.13. /25] Uma norma sobre um espago vetorial E sobre R é uma fung¢ao
que associa a cada u € E um nidmero real nao negativo, indicado por ||u||, e chamado

norma de u, de maneira que:
i) |lu|| =0 <= u=0;
i) |au|| = |a|||lu, Va e R eV u e E;
iii) |lu+ vl < ul| + |||, Vu,v e E.

Defini¢ao 1.1.14. /25] Um espago vetorial normado real é um espago vetorial sobre R
dotado de uma norma. Se E é um espaco vetorial normado, entdo d : EXE — R, definida
por d(u,v) = |[[lu—v|| € uma métrica sobre E. A métrica d assim obtida chama-se métrica

induzida pela norma dada sobre E.

Definicao 1.1.15. [25] Uma sequéncia {x,} em um espago métrico (X,d) € dita de

Cauchy se, para todo € > 0, ezistir um ng € N tal que d(x,,x,,) < &, se n,m > ny.



Toda sequéncia convergente € de Cauchy. Porém, nem toda sequéncia de Cauchy €

convergente.

Definigao 1.1.16. [25] Um espago métrico (X,d) € dito completo se toda sequéncia de

Cauchy converge em X.

Definigao 1.1.17. [14] Um espago normado N que é completo com a métrica induzida

pela norma € chamado espaco de Banach. Assim representamos estes espacgos por B.

Definigao 1.1.18. /8] Um operador linear entre os espagos vetoriais X €Y € uma apli-

cacao T : domT C X =Y em que seu dominio dom'T" € um subespaco vetorial e

T(€+an) =T() +aT(n)

para quaisquer £,m € dom T e todoa e E(E=R ouE=C). SeY =E, T:domT C

X =Y € chamado de funcional linear.

Definigao 1.1.19. [9/ O grdfico de um operador linear T : dom T C N7 — N3 € o
subespago vetorial G(T) = {(§,T€) : £ € dom T} de N1 x Ns.

Defini¢ao 1.1.20. /9] Um operador linear T : dom T C N7 — Na € fechado se para toda
sequéncia (§,) C dom T convergente, &, — £ € Ny, com (TE,) C Na também convergente,
T, — n, tenha-se £ € dom T e n = TE. Em outras palavras, T' € fechado se G(T) for
um subespaco vetorial fechado de N7 x Ns.

Proposigao 1.1.2. [9] Todo operador limitado T (T € B(By,Bsy)) € fechado.

Teorema 1.1.1. /9] (Grdfico Fechado). Se T : By — By for um operador linear, entao

T € continuo se, e somente se, T for fechado.

Definigao 1.1.21. /8] Um produto interno no espago vetorial X € uma fungao de X x X

em E que para cada (§,m) € X x X associa-se o elemento (£,n) € E e que satisfaz

(i) (€4 n,9) =(,9) + (n,9) para todo &, n,9 € X;

(i1) (a&,n) = (&, n) para todo {,m € X e a € E;
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(iii) (&;m) = (n,€) para todo §,n € X;

(1v) (£,€) >0 para todo £ € X e (£,£) =0 se, e somente se, & = 0.

Definigao 1.1.22. [8/ Um espago de Hilbert H € um espago com produto interno que é

completo com a norma induzida pelo produto interno.

Definigao 1.1.23. [8/ Se X ¢é um espago normado, entiao o espago de Banach B(X,E)
serd denotado por X* e chamado de espaco dual de X. Cada elemento de X* é chamado

de funcional linear continuo em X. A norma em X* serd dada por

/]

xe = sup{|f(2)] : v € X, [||| <1},

Quando f € X* e x € X, denotaremos por (f,x) = f(x) e diremos que (-,-)x=x € 0

produto escalar na dualidade X*, X.

Definigao 1.1.24. /8] Seja X um espago de Banach com dual X*. Uma fung¢ao conveza e
propria em X é uma fungao ¢ : X — (—00,00] para o qual eziste ug € X com p(ug) < 0o

e satisfaz a desigualdade

p((1 = tu+tv) < (1= t)p(u) +tp(v)

para todo u,v € X et € [0,1].

Definigao 1.1.25. /8] A fun¢do ¢ : X — (—o0,+00| € dita ser semicontinua inferior-
mente (s.c.i) se

e(u) < lim inf p(u,)

n—oo
para toda sequéncia (Uy)nen, com u, — u em X. Dada uma fun¢io ¢ : X — (—o00, +00]

conveza, propria e s.c.i, denotamos por D(p), o dominio de p, o conjunto
D(p) ={ue X : p(u) < co}.

Definigao 1.1.26. /8] Seja A um operador definido no espago de Hilbert H cujo dominio
D(A) ={x € H : Az # 0}. Dizemos que A em H € mondtono se, para todo x1,xs € D(A),
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<AZE1 — AI‘Q,Z’I — l’2> Z 0,

ou, mais precisamente, para todo iy, € Axy e para todo ys € Axs,

(Y1 — Yo, 21 — w2) > 0.
A nocao de operador mondtono em um espaco de Hilbert aparece como um caso par-

ticular de operador mondtono de um espago de Banach no seu dual.

Definig¢ao 1.1.27. /8] Dada uma fun¢ao ¢ : X — (—o0, +00] conveza, propria e s.c.i, a

subdiferencial Op de ¢ € a aplicagao dp : X — X* dada por

Ip(u) ={f € X*: p(v) —p(u) > (f,v —u)xx,V v ED(p)}

Denotamos D(0p) = {u € X : dp(u) # 0}.
Observagao 1.1.5. [8] A subdiferencial Oy é mondtona em X.

Teorema 1.1.2. [8] Seja X um espago de Banach real e ¢ : X — (—00,400] uma funcao

convexa, propria e s.c.i. Entao 0p : X — X* é um operador maximal mondtono.

Definigao 1.1.28. [10]/ Uma cole¢io C de subconjuntos de um espago topoldgico X € dita
cobrir X ou ser uma cobertura de X se a uniao dos elementos de C contém X. FEla €

chamada uma cobertura aberta de X se seus elementos sao abertos de X.

Defini¢ao 1.1.29. [10] Um espago topoldgico X € dito ser compacto se toda cobertura

aberta C de X contém uma subcolecao finita que também cobre X .

Definigao 1.1.30. [10] Um conjunto A em um espago métrico (X, d) é chamado relati-

vamente compacto se o fecho A € compacto.

Definigao 1.1.31. [1}] Seja 1 < p < oo e um espago de medida (X,3, ). O espago
LP(X) € definido como o conjunto de classes de equivaléncias com representantes sendo

fungoes complexras mensurdveis definidas em X tais que
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wm:(éuw@p<m

No caso p = oo, denotamos por Lff(X) o conjunto das func¢oes complexas mensurdveis a
Lebesgue e essencialmente limitadas em X, isto €, existe C' > 0 tal que |f(x)| < C para
quase todo (q.t.p.) x € X. Cada constante C' é denominada majorante essencial de |f| e

a norma de f € Ly*(X) € definida por
1£lloo = E{C;[f(2)] < C, qt.pa € X} =supess|f]

O espago LP(X), 1 < p < oo, munido de sua respectiva norma torna-se um espago de

Banach.

Lema 1.1.1. [14] (Desigualdade de Young) Sejam 0,¢ > 0 expoentes conjugados, ou

1 1
seja ] + g—b = 1. Entao para quaisquer nimeros reais positivos a,b temos que

1 1
wggf+&w

Lema 1.1.2. /8] (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Sejam 7,7 € R, 7 < T.
Sejam m € LY(7,T,R) tal que m > 0 q.t.p em (7,T) e a > 0 uma constante. Seja

¢ : |1, T] = R uma fungao continua que verifica

wwSa+/Vmgw@@,

para todo t € [1,T]. Entao,

o(t) < ackmO*,
para todo t € [1,T].

Lema 1.1.3. /8] (Desigualdade de Gronwall) Sejam 7,7 € R, 7 < T. Sejam m €
LY (7, T,R) tal que m >0 q.t.p em (1,T) e a > 0 uma constante. Seja ¢ : [1,T] — R uma
fung¢ao continua satisfazendo

500 < s+ [ mls)o(s)ds,

T



para todo t € [1,T]. Entao,
|o(1)

para todo t € [1,T].

d
Definicio 1.1.32. A funcio d—? =

du
SUP7¢[q,b] E(T) < +0o0.

t
| < CH—/ m(s)ds,

%&([57“‘00%]1%) se ¥V [a,b] C [s,00) temos

13



Capitulo 2

Atratores pullback de processos

multivocos

Nesta secao relembramos alguns preliminares sobre atratores pullback de sistemas dina-
micos multivocos e depois mostramos que o atrator pullback de um sistema periddico é
periodico.

Seja (X, dx) um espago métrico completo. Denote por RZ := {(t,7) e R* : ¢t > 7} ¢
R, :=[0,00).

2.1 Preliminares

Uma aplicagio U : R x X — P(X) é chamada de processo multivocos se U(t,7,x) C
U(t,s,U(s,1,2)) e U(T,7,2) =z parat > s >1ex € X. A aplicagdo U é chamada de

estrito se U(t,7,z) = U(t,s,U(s,7,x)) para todosost > s >1ex € X.

Definicao 2.1.1. /7] Uma familia U = {A(t) }er de conjuntos compactos é chamado

de atrator pullback de um processo multivoco U se

(i) € pullback atraente, ou seja, para todo conjunto limitado nao-vazio D em X,

lim dist(U(t, 1, D), A(t)) =0,V t € R;

T——00
(ii) € negativamente semi-invariante, ou seja, A(t) C U(t, 7, A(T)) para todot > T; e

14
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(11i) € minimal entre as familias de conjuntos fechados que satisfazem as condi¢oes acima.

Além disso, é dito estritamente invariante se A(t) = U(t, 7, A(T)) para todo t > T.

Observacao 2.1.1. A minimalidade mencionada na definicio acima, € no sentido de
que se existisse outra cole¢ao de fechados Us, = {Ax(t)} que cumpre as duas primeiras

condigoes da defini¢ao acima, entao A(t) C Ax(t) Vit € R.
Definicao 2.1.2. [7] Dizemos que uma familia {E(t) }1er de conjuntos nao-vazios é

(i) limitada [compacta] para frente, se existir um conjunto B limitado [compacto] tal

que

JE®) c B;

>0
(i1) limitada [compacta] para trds, se existir um conjunto limitado [compacto] K tal que

UE® c K

t<0

O seguinte teorema de existéncia é bem conhecido.

Lema 2.1.1. (/5/, Lema 2.5). Suponha que exista uma familia de conjuntos compactos
{K(t)}ier que é pullback atraente e que a aplicagio x — U(t, T,z) tenha grdfico fechado
para todo t > 7. Entao o processo multivoco U tem um atrator pullback U = {A(t)}ier

dado por

Aty= |J w(tE)VteR,

E€BF(X)

onde w(t, E) =, U<, U(t, 7, E) € o conjunto w — limite pullback atraente definido em
E sob U. Além disso, se U € estrito e o atrator pullback U € limitado para trds, entao

U € estritamente invariante.

Um processo multivoco especial é o chamado semigrupo multivoco, cujo comporta-
mento dindmico depende apenas do tempo decorrido e ndo do tempo inicial. E defi-
nido como uma aplicagdo multivoca S : Ry x X — P(X) satisfazendo S(0,2) = x e

S(t+s,z) C S(t,S(s,x)) para todos t,s € Ry e x € X.



16

Definigao 2.1.3. [7] Diz-se que um conjunto compacto A C X ¢é o atrator global do

semigrupo multivoco S se

(i) € globalmente atraente, ou seja, para cada conjunto limitado nao-vazio D em X,

lim dist(S(t, D),.A) = 0;
t—o0
(ii) é negativamente semi-invariante, ou seja, A C S(t,.A) para todo t > 0;

(i1i) € o conjunto minimal fechado que satisfaz as condigdes acima.

Observagao 2.1.2. [5] Vamos denotar W (1) = C([1,00); X) e seja R = U, g R(7)
consistindo de aplicagoes o € W =, g W(T) satisfazendo:

(H1) Para qualquer 7 € R e x € X existe ¢ € R(7) tal que o(7) = x.

(H2) @5 = ¢|jr1s,00) € R(T + s) para qualquer s > 0, ¢ € R(7) (Proriedade de Trans-
lagao).
Considere também algumas suposicoes adicionais, que serao necessarias para obter
boas propriedades. A saber:

(H3) Seja v € R(7), ¥ € R(r) e ¢(s) = 1(s) para alguns s > r > T.

Entao a funcgao 0 definida por

p(t), t € [r 5],

o(t), t € [s,00),

0(t) :=

pertence a R(T) (Propriedade de Concatenagao).

(H4) Para qualquer sequéncia ™ € R(T) tal que o™ (T) — o em X, existe uma subsequén-
cia ™ e p € R(T) tal que
O (t) = p(t), VE >
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Definigao 2.1.4. [5] Definimos a aplicagio multivoca U : RS x X — P(X) associado

familia R da sequinte maneira:
y € U(t,s,x) se howver ¢ € R(s) tal quey = ¢(t), ¢(s) = .

Lema 2.1.2. [5]/ Se (H1) e (H2) forem vdlidas, entao U é um processo multivoco. Se,
além disso, (H3) for vdlido, entio U é um processo multivoco estrito.

Se (H4) € satisfeito, entio x — U(t,T,x) tem grdfico fechado para todos ost > T.

Lema 2.1.3. /5] Uma aplica¢io v : R — X é chamada de trajetoria completa de R se

© = Y|r400) € R(T), para todo T € R. (2.1)
E 6bvio que
v(t) € U(t,s,v(s)) para todo s < t. (2.2)

A trajetoria completa v € dita limitada para trds (para frente) se existe 7 € R tal
que Up<rY(r)  (Upsoy(r)) € limitado. E limitado se U,cgy(r) € um conjunto limitado.

Claramente, v € limitado se, e somente se, for limitado para trds e para frente.

Teorema 2.1.1. [5] Suponha que (H1),(H2) e (H3) ou (H4) valem e que U possua o
atrator pullback limitado para trds {A(t)}. Entao

A(t) = {7(t) : v € uma trajetoria completa limitada para trds}.

Teorema 2.1.2. [5] Suponha que (H1),(H2) e (H3) ou (H4) valem e que U possua o
atrator pullback limitado para frente {A(t)}. Entao

A(t) = {y(t) : v é uma trajetoria completa limitada para frente}

Corolario 2.1.1. [5] Suponha que (H1),(H2) e (H3) ou (H4) valem e que U possua o
atrator pullback limitado {A(t)}. Entao

A(t) = {y(t) : v € uma trajetoria completa limitada}
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2.2 Periodicidade dos atratores pullback

Nesta se¢ao provaremos que os atratores pullback de processos peridédicos sao periodicos.
Resultados semelhantes também séo vistos em Wang [33], onde os atratores pullback
aleatorios sao estudados.

Seja T' > 0. Diz-se que um processo multivoco U ¢é periédico com periodo T se
Ut+T,7+T,x)=U(t,r,z),Vt>1,x€X.

Um atrator pullback U é chamado peridédico com periodo T se A(t) = A(t+T') para todo
te R

Teorema 2.2.1. [7] Suponha que U seja um processo multivoco com atrator pullback U.

Se U ¢€ periodico com periodo T, entao U € periodico com periodo T'.

Demonstragao. Definindo Uy, = {Aoo(t) }rer por Ax(t) := A(t+T). Queremos mostrar
que A(t) = Ax(t).
Seja B C X um conjunto nao-vazio limitado qualquer. Pela definicao do atrator

pullback, U é pullback atraente, e portanto

lim dist(U(¢, 7, B), Ax(t)) = lim dist(U(t+ 1,7+ 7T,B),A(t+T))=0,VteR.

r5—00 TS —00
Portanto Uy, 1= {Ax(t) Her € uma familia de conjuntos compactos que atraem limitados
de X através do recuo dos dados iniciais do processo U.

Pela definigao do atrator pullback U, temos que A(t) C U(t, 7, A(T)) para todo t > 7.
Como A(t+T) = Ax(t) e Ut + T, 7+ T, A(r+T1)) = Ut + T, 7+ T,Ax(7)) =
U(t, 7, Ax(7)), concluimos que A (t) C U(t, T, Ax(7)) V t > 7. Isto mostra que Uy, =
{Ax(t) }ier € negativamente semi-invariante.

Pela propriedade da minimalidade do atrator pullback U temos A(t) C A (t) ¥Vt € R.

Da mesma forma,

lim dist(U(t+7T,7+T,B),A(t)) = lim dist(U(t, 7, B), A(t)) =0,Vt € R.

T——00 T——00

Por outro lado,

lim dist(U(t+T, 74T, B), Axc(t)) = lim dist(U(t+T,7+T, B), A(t+T)) = 0,V t € R.

T——00 T——00
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Portanto, pela minimalidade do Uy, = {Ax(t) }1er temos que A (t) C A(t) VieR. R



Capitulo 3

Primeiros teoremas de convergéncia das

propriedades de compacidade

Nesta secao estudamos atratores pullback com propriedades de compacidade para frente

ou para tras. Ambas as convergéncias para frente e para tras sao estudadas.

3.1 Semiconvergéncias no sentido da semi-métrica de

Hausdorff

A seguir esta uma generalizagao multivoca do Lema 0.0.1.

Teorema 3.1.1. /7] (Semiconvergéncia para frente) Seja U um processo multivoco
com atrator pullback U = {A(t) }ier € seja S um semigrupo multivoco com atrator global

A. Suponha que

(i) para cada sequéncia {x,} com lim x, = x,
T—00

lim dist(U(7 + ¢, 7,2,),S(t,x0)) =0,V ¢ >0; (3.1)

T—00
(i) U € compacto para frente.
Entao,

lim dist(A(t), A) = 0. (3.2)

t—o00

20
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Demonstragao. Suponha por contradi¢do que (3.2) nao vale, entdo existe um 6 > 0
tal que para todo n € N existe t,, > n tal que dist(A(¢,),A) > ¢, ou seja, existe uma
sequéncia t, — oo quando n — oo tal que dist(A(t,), A) > § V n € N. Entao pela

compacidade de U existe uma sequéncia x,, € A(t,) tal que
dist(z,, A) = dist(A(t,), A) > 6,V n € N. (3.3)

Como U ¢ compacto para frente, o conjunto B = J,5, A(t) ¢ compacto. Pela atragio

de A pelo S, existe um Ty > 0 tal que

dist(S(Tp, B), A) < g (3.4)

Além disso, pela semi-invariancia negativa de U, V x,,
Ty € A(tn) C U(tn, tn — Ty, A(t, — Tp)).

Logo existe b, € A(t, —Ty) C B tal que x, € U(t,,t, — Ty, b,) para n suficientemente
grande e b, — by para n — oo para algum by € B (a menos de uma subsequéncia).

Portanto, pela condi¢ao (3.1) existe um N = N(§) > 0 tal que para n > N temos

>

diSt(In, S(To, bo)) < dlSt(U(tn, t, — To, bn), S(To, bo)) < = (35)

\)

Portanto, de (3.4) e (3.5) segue pela desigualdade triangular que

)
dist(x,,, A) < dist(x,, S(To, bo)) + dist(S(Tp, by), A) < g + 3= J.

Isto contradiz a desigualdade (3.3). |

Analogamente, temos o seguinte teorema da semiconvergéncia para tras.

Teorema 3.1.2. [7] (Semiconvergéncia para trds). Seja U um processo multivoco
com atrator pullback U = {A(t) }ier € seja S um semigrupo multivoco com atrator global

A. Suponha que

(i) para qualquer {x,} com lim x, = x,
T——00

lim dist(U(t +7,7,2,),S(t,z0)) =0,V t € Ry; (3.6)

T——00
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(i) U é compacto para trds.
Entao

lim dist(A(t),.A) = 0. (3.7)

t——o00

Demonstragao. Faremos a prova por contradigdo. Se a condigdo (3.7) nao vale, entdo
existe 6 > 0 e t,, - —oo quando n — oo tal que dist(A(t,), A) > d V n € N. Entao, pela

compacidade de U existe z,, € A(t,) tal que
dist(z,, A) = dist(A(t,), A) > 6,V n € N. (3.8)

Como U ¢é compacto para tras, o conjunto B := | J,., A(t) é compacto. Como A atrai os

limitados sob S, em particular atrai B. Logo, existe Ty > 0 tal que

dist(S(Ty, B), A) < (3.9)

| S

Pela semi-invariancia negativa de U, =, € A(t,) C U(tp,t, — To, A(t, — Tp)). Logo existe
b_, € A(t, —Ty) C B tal que z, € U(t,,t, — To,b_,) (para n suficientemente grande).
Pela compacidade de B, existe uma subsequéncia de b_,, que continuaremos chamando
de b_, tal que b_,, — by € B quando n — oo. Portanto, pela condigdo (3.6) existe um

N = N(0) > 0 tal que para n > N temos
J
diSt(iL'n, S(To, bo)) < dlSt(U(tn, t, — To, b,n>, S(Tg, bo)) < 5 (310)
Portanto, de (3.9) e (3.10) segue que

dist(z,, A) < dist(z,, S(To, bo)) + dist(S(To, bo), A)
4]

o . J
< 5 + dlSt(S(TO,B),.A) < 5 + 5= 0.

O que d& uma contradigdo com (3.8). |
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3.2 Convergéncias completas no sentido métrico de Haus-

dorff

Nesta segao, com base nas ideias principais dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2, estudamos con-
vergéncias no sentido métrico completo de Hausdorff. Para tanto, serda assumida uma

condi¢ao de equi-atragao.

Definigao 3.2.1. [7] O atrator pullback U do processo U € considerado equiatrativo sob
U se para qualquer conjunto limitado nao-vazio B
stgg dist(U(t,t — 7, B), A(t)) — 0, quandoT — 0. (3.11)
Observe que a propriedade (3.11) € equivalente a
sup dist(U(T +t,7,B), A(T +t)) = 0,quandot — oc. (3.12)
TE

De fato, assumindo a condigao (3.11) e tomando z := T + t, temos

lim supdist(U(7 +t,7, B), A(T +1t)) = lim supdist(U(z,z —t, B), A(z))

t—00 rcR t—=00 reR

= lim supdist(U(z,z — t, B), A(z)) = 0.

t—o00 2€R

Agora, assumindo a condigdo (3.12) e tomando z :==t — T, temos

lim supdist(U(t,t — 7, B), A(t)) = lim supdist(U(7 + 2,2, B), A(T + 2))
T—00 teR T—00 teR
= lim supdist(U(7 + 2, 2, B), A(T + 2)) = 0.
T—00 2€R

Em seguida apresentaremos proposicoes para convergéncias de atratores pullback para

atratores pullback.

Proposicao 3.2.1. Sejam U e Uy, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) }rer € U = {Aco(t) }rer, respectivamente. Suponha que
(i) para qualquer sequéncia {x,} com lim z, = xo,
T—00

lim dist(U(1 +t,7,2.),Us(T + t,7,20)) =0,V ¢ > 0; (3.13)

T—00
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(i) U é compacto para frente;
(111) U € equiatraente sob Us.
Entao

lim dist(A(t), A (t)) = 0. (3.14)

t—o00

Demonstragao. Faremos a prova por contradi¢do. Vamos supor que a condicao (3.14)
nao vale. Entao existe 6 > 0 e ¢, — oo para n — oo tal que dist(A(t,), Ax(tn)) > 0

V' n € N. Entao pela compacidade de U existe x, € A(t,) tal que
dist(x,,, Aso(tn)) = dist(A(t,), Ax(tn)) > 0,V n € N, (3.15)

Agora, pela compacidade para frente de U podemos definir B := UtZO A(t) compacto.

Pela equiatracao de U, existe um M > 0 tal que

sup dist(Uso (tn, tn, — M, B), Axo(ts)) <

neN

(3.16)

|

Como U ¢ negativamente semi-invariante, entao x, € A(t,) C (tn,t, — M, A(t, — M)).
Logo, existe b, € A(t, — M) C B tal que x,, € U(t,,t, — M,b,).
Pela compacidade de B existe by € B tal que b, — by quando n — 0o no sentido da

subsequéncia. Assim, por (3.13) existe N = N(J) € N tal que para n > N temos
)
dist (2, Uso (tn, tn — M, bo)) < dist(U(t, tn — M, by), Uso(tn, tn, — M, bg)) < 3 (3.17)
Portanto, de (3.16) e (3.17) segue pela desigualdade triangular que

dist(zy, Ao (tn)) < dist(xy, Us(tn, tn — M, by)) + dist(Uso (tn, t, — M, bo), Aso(tn))

)
< —4+z-=90
2 * 2 ’
O que d& uma contradigdo com (3.15). |

Analogamente a proposi¢ao anterior, podemos mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.2. Sejam U e Uy, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) her € Uso = {Axo(t) }ier, Tespectivamente. Suponha que
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(i) para qualquer sequéncia {x,} com lim z, = x,
T—00

lim dist(Uoo(7 + ¢, 7, 2,), U(T + t,7,20)) = 0,V t > 0; (3.18)

00

(11) Uy, € compacto para frente;

(111) U € equiatraente sob U.
Entao

lim dist(Aw(t), A(t)) = 0. (3.19)

t—00

Juntando as Proposigoes 3.2.1 e 3.2.2, temos o seguinte corolario:

Corolario 3.2.1. [7] Sejam U e Uy, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) her € Uso = {Ax(t) }ier, respectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequéncia {x,} com lim z, = x,
T—r00

lim distg(U(7 +t,7,2,),Us(T + t,7,20)) =0,V t > 0; (3.20)

T—00
(ii) os dois atratores U e Uy, sao ambos compactos para frente;
(111) U e U sao equitraentes sob U e Uy, respectivamente.

Entao U e Uy, sao assintoticamente idénticos num futuro distante, ou seja,
tlim disty (A(t), A (t)) = 0. (3.21)
— 00

Proposicao 3.2.3. Sejam U e Uy, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) }er € Uso = {Ano(t) }ier, respectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequéncia {x,} com lim x, = x,
T——00

lim dist(U(t + 7,7, 2;), Uso(t + 7, 7,20)) =0,V t > 0; (3.22)

T——00

(i) U é compacto para trds;
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(111) U € equiatraente sob Us.
Entao

lim dist(A(t), Aw(t)) = 0. (3.23)

t——o0

Demonstragao. Faremos a prova por contradi¢do. Supondo que a condi¢ao (3.23) nao
vale, entao existe § > 0 e t, — —oo quando n — oo tal que dist(A(t,), As(tn)) > 0
VneN.

Pela compacidade do atrator U, existe z,, € A(t,) tal que
dist(x,,, Ax(tn)) = dist(A(t,), Ax(tn)) > 6V n € N. (3.24)

Como U é compacto para trés, B =, <0 A(t) é compacto, logo limitado. Pela equiatragao

de U, existe M > 0 tal que

sup dist(Uso (tn, tn — M, B), Ao (L)) <

neN

N S

(3.25)

Como U é negativamente semi-invariante, temos z,, € A(t,) C U(t,,t, — M, A(t, — M))
e portanto existe b_,, € A(t,—M) C B tal que z,, € U(t,,t,,— M,b_,). Pela compacidade
de B, existe by € B tal que b_,, — by quando n — 0o a menos de subsequéncia. Usando

a condigao (3.22) existe um N = N(J) € N tal que para n > N temos

dist(zp, Uso(tn, tn — M, bo)) < dist(U(tn, tn, — M, b_p,), Uso(tn, t, — M, bg)) <

N S

(3.26)
Usando (3.25) e (3.26) temos:

dist(xy,, As(tn)) < dist(xy,, Us(tn, tn — M, bo)) + dist(Uso (tn, t — M, by), Aso(tn))

)
< 54’5—5.

O que d& uma contradigdo com (3.24). [

Proposicao 3.2.4. Sejam U e Uy, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) her € Uso = {Ax(t) }ier, respectivamente. Suponha que
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(i) para qualquer sequéncia {x,} com lim x, = x,
T——00

lim dist(Us(t + 7,7, 2,),U(t + 7,7,20)) =0,V ¢t > 0; (3.27)

T——00
(i1) Uy € compacto para trds;

(i1i) U € equiatraente sob U.

Entao
tlim dist(A(t), A(t)) = 0. (3.28)
——00

Demonstracao. A prova é analoga a proposicao anterior. |

Juntando as Proposigoes 3.2.3 e 3.2.4, temos o seguinte corolario:

Corolario 3.2.2. [7] Sejam U e Uy processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) }er € Uso = {Axo(t) }ier, Tespectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequéncia {x,;} com lim =z, = x,
T——00

lim disty(U(t + 7,7, 2,), Us(t + 7,7,20)) =0, V't > 0; (3.29)

T——00
(ii) os dois atratores U e Uy, sGo ambos compactos para trds;
(111) U e U sao equitraentes sob U e Uy, respectivamente.

Entao U e Uy, sao assintoticamente idénticos num passado distante, ou seja,

lim disty(A(t), Ax(t)) = 0. (3.30)

t——o00

Como consequéncia das Proposigoes 3.2.1 e 3.2.2, temos os dois teoremas seguintes.

Teorema 3.2.1. [7] Seja U um processo multivoco com atrator pullback U e seja S

um semigrupo multivoco com atrator global A. Suponha que

(i) para cada sequéncia {x,} com lim x, = x,
T—00

lim dist(U(7 + ¢, 7,2,),S(t,29)) =0, YVt > 0; (3.31)

T—00
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(i) U é compacto para frente.
Entao o atrator global A € o conjunto w — limite do atrator pullback U, ou seja,

lim dist(A(t), A) = 0. (3.32)

t—o00

Demonstracao. Vamos provar que todas as hipoteses da Proposicao 3.2.1 sao satisfeitas
neste teorema e em seguida aplicar a Proposicao 3.2.1.

Defina Uy (t, s, x) := S(t — s,) para cada (t,s) € R ez € X.

Afirmacao: U, é um processo multivoco com atrator pullback U, = {A(t)},
Ao(t) = AVt eR e Us(T +t,7,20) = S(T+ 1 — T,20) = S(t, 20).
De fato,

(i) lim dist(U(7 + ¢, 7,2,), Uso (T + t,7,20)) = lim dist(U(7 + ¢, 7,2,),S(t,x9)) = 0,
T—00

T—00

para todo ¢ > 0. Isto confirma a hipétese (i) da Proposi¢ao 3.2.1.

(ii) Por ser o atrator U = {A(t)} compacto para frente, entdo ¢ o mesmo que o item

(ii) da Proposicao 3.2.1.

(iii) Vamos mostrar que a hipotese (iii) da Proposi¢ao 3.2.1 é satisfeita, isto é, vamos

mostrar que U,, equiatrai sob U.

De fato, seja B € B(X) e seja t € R arbitrariamente fixado.
dist(Us(t,t — T, B), Axo(t)) = dist(S(t — (t — 7)), B), A) = dist(S(, B), A) = 0

com 7 — OQ.

Entao, pela Proposicao 3.2.1 segue que

lim dist(A(t), A) = lim dist(A(t), A (t)) = 0.

t—o00 t—o00

Teorema 3.2.2. [7] Seja U um processo multivoco com atrator pullback U e seja S um

semigrupo multivoco com atrator global A. Suponha que
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(a) para cada sequéncia {x,} com lim x, = x,
T—00

lim dist(S (¢, z,),U(T +t,7,20)) =0, YVt > 0; (3.33)

T—00

(b) U € equiatraente sob U.
Entao,

lim dist (A, A(t)) = 0. (3.34)

t—o00

Demonstracao. Vamos provar que todas as hipoteses da Proposicao 3.2.2 sao satisfeitas
neste teorema e em seguida aplicar a Proposi¢ao 3.2.2.

Defina Uy (t, s, x) :== S(t — s,) para cada (t,s) €e R ez € X.

Afirmacao: U, é um processo multivoco com atrator pullback U, = {A(t)},
Aoty = AVt eRe Up(T+t,7,2,) = S(T+t —T,2,) = S(t, ),
De fato,

(i) lim dist(Uso(7+t, 7, 2,), U(T+t, 7, 20)) = lim dist(S(¢, z,),U(7+t, 7, 20)) =0,V ¢ >
T—00 T—00

0. Isto confirma a hipotese (i) da Proposigao 3.2.2.

(ii) Us € compacto para frente, pois (J;sg Aoo(t) = Uizg A = A = A que é um conjunto

compacto.

(iii) A hipotese (iii) da Proposigao 3.2.2 é satisfeita, pois U equiatrai sob U pela nossa
hipotese (b).

Entao, pela Proposicao 3.2.2 segue que

Tim dist(A, A(t)) = Jim dist(As(t), A(t)) = 0.

t—o00

Juntando os Teorema 3.2.1 e Teorema 3.2.2 temos o seguinte corolario:

Corolario 3.2.3. [7] (Convergéncia total para frente). Seja U wum processo mul-
tivoco com atrator pullback U e seja S um semigrupo multivoco com atrator global A.

Suponha que
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(1) para cada sequéncia {x.} com lim x, = x,
T—00

lim disty(U(7 +t,7,2,),5(t,20)) =0, V> 0; (3.35)

7300
(i) U é compacto para frente;
(iii) U € equiatraente sob U.
Entao,
tlirgo disty (A(t), A) = 0. (3.36)

Teorema 3.2.3. Seja U um processo multivoco com atrator pullback U e seja S um

semigrupo multivoco com atrator global A. Suponha que

(i) para cada sequéncia {z.} com lim xz, =z,
T——00

lim dist(U(t +7,7,2,),S(t,z0)) =0,V t € R,; (3.37)

T——00
(i) U € compacto para trds.
Entao o atrator global A é o conjunto o — limite do atrator pullback U, ou seja,

lim dist(A(t), A) = 0. (3.38)

t——o00
Demonstracao. Vamos provar que todas as hipoteses da Proposicao 3.2.3 sao satisfeitas
e em seguida aplica-lo. De fato, defina Uy(t, s, z) := S(t — s,z) para cada (t,s) € R% e
reX.
Afirmacao: U, é um processo multivoco com atrator pullback U, = {A(t)},
Ax(t) = AVt eR e Uy(t +7,7,20) = S(t +7 — 7,20) = S(t, x0).

(i) lim dist(U(t + 7,7, 2,), Us(t + 7,7,20)) = lim dist(U(t + 7,7, 2,), S(t,z0)) =
T——00

T——00

0,V t € R,. Isto confirma a hipdtese (i) da Proposigao 3.2.3.

(ii) A hipotese (ii) deste teorema é a mesma com a hipotese (ii) da Proposigao 3.2.3.
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(iii) Vamos mostrar que a hipotese (iii) da Proposi¢ao 3.2.3 é satisfeita, isto é, vamos
mostrar que U, equiatrai sob U,,. De fato,seja B € B(X) e seja t € R arbitraria-

mente fixado. Temos

dist(Uno(t,t — T, B), Au(t)) = dist(S(t — (t — T)), B), A) = dist(S(T, B), A) — 0,

quando T" — oo.

Entao pela Proposicao 3.2.3 segue que

lim dist(A(t),.A) = tLilinoo dist(A(t), Ao (t)) = 0.

t——o00

Teorema 3.2.4. Seja U um processo multivoco com atrator pullback U e seja S um

semigrupo multivoco com atrator global A. Suponha que

(a) para cada sequéncia {x,} com lim x, = xo,

T——00
11)111 dist(S(t,z,), U(t + 1,7,20)) = 0,V t € Ry; (3.39)
(b) U é equiatraente sob U.
Entao,
Jim dist(A, A(t)) = 0. (3.40)
——00

Demonstracao. Vamos provar que todas as hipoteses da Proposicao 3.2.4 sao satisfeitas
neste teorema e em seguida aplicar a Proposi¢ao 3.2.4. De fato, defina Uy (t, s, x) :=
S(t—s,z) paracadat>sex € X.

Afirmacao: U, é um processo multivoco com atrator pullback U, = {A(t)},
Aoty =AVteRe Uyt +7,7,2,) =St +7—71,2,) = S(t, z,)

(i) lim dist(Us(t + 7,7, 2,),U(t + 7,7,20)) = lim dist(S(¢,2z,), U(t + 7,7, 20)) =
T——00

T——00

0,V ¢t > 0. Isto confirma a hipotese (i) da Proposi¢ao 3.2.4.
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(ii) U & compacto para tras, pois (J,g Ae(t) = Ujcp A = A = A que é um conjunto

compacto.

(iii) A hipotese (iii) da Proposicao 3.2.4 ¢ satisfeita, pois U equiatrai sob U pela nossa
hipotese (b).

Entao, pela Proposicao 3.2.4 segue que

tl}l_noo dist(A, A(t)) = tkr_noo dist(A(t), A(t)) = 0.
Juntando os Teorema 3.2.3 e Teorema 3.2.4 teremos o seguinte corolério:

Corolario 3.2.4. [7] (Convergéncia total para trds). Seja U um processo multivoco
com atrator pullback U e seja S um semigrupo multivoco com atrator global A. Suponha

que

(i) para cada sequéncia {x.} com lim xz, = xy,

s
TEEnOO distg(U(t + 7,7,2,),S(t,20)) =0,V t € Ry; (3.41)
(i) U é compacto para trds;
(111) U € equiatraente sob U.
Entao,
lim disty(A(t),.A) = 0. (3.42)

t——o0



Capitulo 4

Teoremas de convergéncia alternativos

de propriedades de limitacao

Como as condigoes de compacidade dos atratores sao geralmente tecnicamente dificeis de
estabelecer em aplicagoes, baseado em [6], utilizando condigoes de limitacao em vez das

condicoes de compacidade, estabelecemos alguns resultados de critérios alternativos.

4.1 Convergéncias sem suposicao de equi-atracao

Primeiro mostramos resultados que nao dependem da propriedade de equi-atragao, in-
cluindo a convergéncia total para tras que no Corolario 3.2.4 exigia a suposicao de equi-

atracao.

Proposicao 4.1.1. Sejam U = {A(t)}ier € U = {Aco(t) hier atratores pullback dos

processos multivocos U e Uy, respectivamente. Suponha que

(i) U € limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que |J,~q A(t) C

B;

(i1) a sequinte convergéncia € vdlida

33
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lim sup dist(U(t,t —7,2),Us(t,t —1,2)) =0. (4.1)

t—=00 peB,7eR

Entao,

lim dist(A(t), Ax(t)) = 0. (4.2)

t—o00

Demonstragao. Vamos supor que a condi¢ao (4.2) nao acontece. Logo, existe 6 > 0 e
t, — oo quando n — oo tal que dist(A(t,), Ax(t,)) > 6 ¥ n € N. Pela compacidade do
U existe z,, € A(t,) tal que

dist (2, Ao (tn)) = dist(A(t), A (tn)) = 0. (4.3)

Pela semi-invariancia negativa do U, =, € A(t,) C Ul(tn,t, — 7, A(t, — 7)) para todo
n € N. Logo, existe b, € A(t, — 1) C B tal que x, € Ul(t,,t, — 7,b,). Assim, pela
condigao (4.1) existe um N = N(9) > 0 tal que para todo n > N temos

dist(xy, Uso (tn, tn — 7, b)) < dist(U(tn, tn — 7,00), Uso(tn, tn — T, b))

< sup  dist(U(tp, ty — 7,2), Uso (st — 7, )
zeB,TERL

< g (4.4)

Além disso, como {b,} C B ¢ pullback atraido por U, sob U, existe um M = M (d) > 0

tal que para 7 > M

dist(Une (tns b — 7, b0)s Aue(t)) < dist(Uss (b, tn — 7, B), A (t)) < (4.5)

| Sa

Portanto, de (4.4) e (4.5) segue-se que,

dist(xy,, A (tn)) < dist(xy,, Use(tn, tn — 7, b)) + dist(Uso (tn, tnn — 7, bp) 5 Ao (t1))
d 0

AT
2+2 ’

o que contradiz (4.3). |
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Proposigao 4.1.2. Sejam U = {A(t)}er € U = {Ax(t) }ter atratores pullback dos

processos multivocos U e Uy, respectivamente. Suponha que

(i) Us € limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que | J,sq Aso(t) C

B;

(i1) a sequinte convergéncia € vdlida

tllglo xe;g}éﬂh dist(Uso(t,t — 7, 2), U(t, t — 1,2)) = 0. (4.6)

Entao,
tlgglo dist(A(t), A(t)) = 0. (4.7)
Demonstracao. E analoga a Proposicao 4.1.1. ]

Juntando as Proposigoes 4.1.1 e 4.1.2 temos o seguinte corolario:

Corolario 4.1.1. Sejam U = {A(t)her € U = {Ax(t) her atratores pullback dos

processos multivocos U e Uy, respectivamente. Suponha que

(i) U e U sao limitados para frente, ou seja, existem conjuntos limitados By e By tais

que Uyso A(t) C By e U5 Aso(t) C Ba;

(11) a sequinte convergéncia € vdlida

lim sup distyg(U(t,t — 7,2),Ux(t,t —7,2)) = 0. (4.8)

t—=00 2B 7eRy

Entao,
tlim disty (A(t), Ao (t)) = 0. (4.9)
—00

Com o Corolario 4.1.1, temos

Teorema 4.1.1. [7] (Convergéncia total para frente). Seja U um processo multivoco

com atrator pullback U = {A(t) }ier € seja S um semigrupo multivoco com atrator global

A. Suponha que
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(i) U ¢é limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que | J,5q A(t) C
B;
(i1) a sequinte condi¢do assintoticamente auténoma € vdlida

lim sup dist(U(t,t — T, x),S(T,z)) =0,YT > 0. (4.10)

1= 1B

Entao o atrator global A € o conjunto w — limite do atrator pullback U, ou seja,

1tlirn dist(A(t),.A) = 0. (4.11)
—00
Se, além disso
lim supdisty(U(t,t —T,x),5(T,2z)) =0,V T >0, (4.12)
t—o0 x€B
entao
tlim disty (A(t), A) = 0. (4.13)
—00

Demonstragao. Vamos supor que a condigao (4.11) nao é cumprida. Logo, existe um
d >0et, — oo quando n — oo tal que dist(A(t,), A) > 9, ¥V n € N. Pela compacidade

do atrator U para qualquer n € N existe um z,, € A(t,) tal que
dist(x,, A) = dist(A(t,), A) >V n e N. (4.14)

Como B é limitado, entao B é atraido por A. Assim, existe um 7" > 0 tal que

dist(S(T, B), A) < g (4.15)

Pela semi-invariancia negativa do U, x,, € A(t,) C Ul(t,, t,—T, A(t,—T)) e A(t,—T) C B
(para n suficientemente grande). Assim, existe y, € A(t,—7T) tal que x,, € U(tn, tn—T, yYn).
Usando (4.14), temos

dist(U(tn, tn — T, yn), A) > dist(z,, A) = dist(A(t,),A) > IV n eN. (4.16)
Por outro lado, pela condigao (4.10) existe N = N(J) > 0 tal que paran > N

dist(U(tn, tn — T, yn), S(T, yn)) < =

> (4.17)
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Usando a desigualdade triangular, (4.16) e (4.17), temos que
dist(U(tp, tn — T, yn), A) < dist(U(tn, tn — T, yn), S(T,y,)) + dist(S(T, yn),.A)
e assim
dist(S(T,yn), A) > dist(U(tn,tn — T,yn), A) — dist(U(t,, tn — T, yn), S(T, yn))
> 5022
- 2 2

o que contradiz (4.15). Portanto vale (4.11).

Agora, se a condi¢ao (4.12) ocorre, o resultado segue pelo Corolario 4.1.1. |

Observagao 4.1.1. [7] Modificando ligeiramente a prova como em [6, Teorema 2|, vé-se
que a condi¢ao (4.10) no Teorema 4.1.1 pode ser ligeiramente enfraquecida para a sequinte

condicao

lim dist(U(t + T,t, B),S(T,B)) = 0,¥ T > 0.

t—o00
Proposigao 4.1.3. [7] Sejam U = {A(t) her € U = {Ax(t) }ter atratores pullback dos
processos multivocos U e Us,, respectivamente. Suponha que

(1) U € limitado para trds, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que |J,., A(t) C

B;
(ii) a sequinte convergéncia € vdlida
lim sup dist(U(t,t — 7, 2),Ux(t,t —7,2)) =0. (4.18)
== yeB,reR,
Entao,
tlim dist(A(t), Auo(t)) = 0. (4.19)
——00

Demonstragao. Vamos supor que a condi¢ao (4.19) nao acontece. Logo, existe 6 > 0 e
t, — —oo quando n — oo tal que dist(A(t,), Ax(tn)) > d, V n € N. Pela compacidade
do U existe x, € A(t,) tal que

dist (2, Aus () = dist(A(t,), A(tn)) > 6. (4.20)
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Pela semi-invaridncia negativa do U, x,, € A(t,) C U(t,,t,—7, A(t,—7)) para todon € N.
Logo, existe b, € A(t, — ) C B tal que z,, € U(t,,t, — 7,b,) (para n suficientemente
grande). Assim, pela condic¢do (4.18) existe um N = N(§) > 0 tal que para todo n > N

temos

dist (2, Uno (bt — 7 00)) < dist(U(Ens tn — 7 bn)s Uso (bt — 72 52))

< sup  dist(U(tp,ty — 7,2), Uso (st — 7, )
IEB,TER+

0

Além disso, como {b,} C B é pullback atraido por U, sob Uy, existe um M = M (§) > 0

tal que para ™ > M

dist(Ung (tns tn — 7 bn)s Ao () < dist(Une (tn, tn — 7, B), Ao (tn)) < (4.22)

| Sn

Portanto, de (4.21) e (4.22) segue-se que,

o que contradiz (4.20). |

Proposicao 4.1.4. Sejam U = {A(t)}er € U = {Aoo(t) hier atratores pullback dos
processos multivocos U e Uy, respectivamente. Suponha que

(i) Us € limitado para trds, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que |J,<; A ()
C B;

(ii) a sequinte convergéncia € vdlida

lim  sup dist(Ux(t,t —7,2),U(t,t —7,2)) = 0. (4.23)
t——00 reB,TERL
Entao,
tlim dist(A(t), A(t)) = 0. (4.24)
——00
Demonstracao. E analoga a Proposicao 4.1.3. |

Juntando as Proposigoes 4.1.2 e 4.1.3, temos o seguinte corolario:
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Corolario 4.1.2. Sejam U = {A(t)her € U = {Ax(t) her atratores pullback dos
processos multivocos U e Uy, respectivamente. Suponha que

(i) U e Us sao limitados para trds, ou seja, existem conjuntos limitados By e By tais
que Utgo A(t) C By e Utgo Aso(t) C By

(ii) a sequinte convergéncia € vdlida

lim sup distg(U(t,t —71,2),Usx(t,t —7,2)) =0. (4.25)
t——00 reB, TeER4
Entao,
tlim dist 7 (A(t), Axo(t)) = 0. (4.26)
——00

Com o Corolario 4.1.2, temos

Teorema 4.1.2. [7] (Convergéncia total para trds). Seja U um processo multivoco
com atrator pullback U = {A(t) }ier € seja S um semigrupo multivoco com atrator global
A. Suponha que

(i) U € limitado para trds, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que | J,o A(t) C
B;

(ii) a sequinte condi¢io assintoticamente auténoma € vdlida

lim supdist(U(t,t —T,x),S(T,z)) =0,¥T > 0. (4.27)

t—=—00 4B

Entao o atrator global A € o conjunto a — limite do atrator pullback U, ou seja,

. Er_noo dist(A(t),.A) = 0. (4.28)
Se, além disso
tLiznoo gsclelg distg(U(t,t — T,x),S(T,z)) =0,V T >0, (4.29)
entao
lim disty(A(t),.A) = 0. (4.30)

t——o0
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Demonstragao. Vamos supor que a condigao (4.28) nao é cumprida. Logo, existe um
d>0et, — —oo quando n — oo tal que dist(A(t,),.A) > d, V¥ n € N. Pela compacidade

do atrator U para qualquer n € N existe um z,, € A(t,) tal que
dist(z,, A) = dist(A(t,), A) > oV n eN. (4.31)

Como B ¢ limitado, entao B é atraido por A. Assim, existe um 7" > 0 tal que

|

dist(S(T, B), A) < (4.32)

—~

Pela semi-invariancia negativado U, x,, € A(t,) C U(t,, t,—T, A(t,—T)) e A(t,—T) C B

(para n suficientemente grande). Assim, existe y, € A(t, — T) tal que x,, € U(t,,t, —
T,yy,). Usando (4.31), temos

dist(U(tn, tn — T, yn), A) > dist(x,, A) = dist(A(t,),A) > IV n eN. (4.33)
Por outro lado, pela condigao (4.27) existe N = N(J) > 0 tal que paran > N

dist(U(tn, tn — T, yn), S(T, yn) < g (4.34)

Usando a desigualdade triangular, (4.33) e (4.34), temos que
dist(U(tp, tn — T, yn), A) < dist(U(tn, tn — T, yn), S(T,y,)) + dist(S(T, yn),.A)
e assim

dist(S(T, yn), A) > dist(U(tn,tn — T, yn), A) — dist(U (tn, trn — T, yn), S(T, yn))

o 0
> f— - =
= 2 2

o que contradiz (4.32). Portanto vale (4.28).

Agora, se a condic¢ao (4.29) ocorre, o resultado segue pelo Corolario 4.1.2. |

4.2 Convergéncias completas para frente sob a suposi-
cao de equi-atracao

Com a propriedade de equi-atragao, teremos também um resultado sobre convergéncia

total para frente, de forma anéloga ao Corolario 3.2.1. Comecamos com o seguinte
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Proposicao 4.2.1. Sejam U e U, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) }rer € U = {Ano(t) }rer, respectivamente. Suponha que
(i) a sequinte condigao é vdlida para todo conjunto limitado nao vazio B

lim sup dist(U(t + T, t,x), Ux(t + T,t,x)) = 0,V T > 0; (4.35)

t=o0 zeB
(i) U é limitado para frente;
(111) U € equiatraente sob Us.
Entao

lim dist(A(t), Ax(t)) = 0. (4.36)

t—00

Demonstragao. Faremos a prova por contradigdo. Vamos supor que a condi¢ao (4.36)
nao vale. Existe § > 0 e t,, — oo para n — oo tal que dist(A(t,), Ax(ts)) > 6, ¥V n € N.

Entao pela compacidade de U existe z,, € A(t,) tal que
dist(x,,, Ax(tn)) = dist(A(t,), Aso(tn)) > 0,V n € N, (4.37)

Agora, pela limitagdo para frente de U existe B € B(X) tal que J,5, A(t) C B. E pela

equiatracao de U, existe um 7" > 0 tal que

N |

sup dist(Uso(tn, tn — T, B), Aso(tn)) <

neN

(4.38)

Como U ¢ negativamente semi-invariante, entao x,, € A(t,) C U(tn,t, — T, A(t, — T)).
Logo, existe b, € A(t, —T) C B tal que =, € U(t,,t, — T,b,). Como {b,} C B, pela
condicao (4.35) existe N > 0 tal que para n > N temos,

supdist(U(t, — T, tn,bn), Uso(tn — Ty tn, b,)) = supdist(U(t, — T, tn, @), Us(ty, — Ty tp, x))
neN reB

)
< SNT>0 (4.39)
Portanto, de (4.38) e (4.39) segue pela desigualdade triangular que

dist (2, Ac(tn)) < dist(zn, Uso(tns tn — T, B)) + dist(Uns (£t — T, B), Ao (t0))

)
< §'+'§ —-&



42

o que d& uma contradi¢do com (4.37). [
De modo analogo pode-se provar a seguinte

Proposigao 4.2.2. Sejam U e Uy, processos multivocos com atratores pullback U =

{A(t) her € Uso = {Axo(t) }ier, Tespectivamente. Suponha que
(i) a segquinte condi¢ao € vdlida para todo conjunto limitado nao vazio B

lim sup dist(Uso (t + T, t, 2),U(t + T,t,x)) = 0,V T > 0; (4.40)

t—=0 4B
(i1) Us € limitado para frente;
(iii) U € equiatraente sob U.
Entao

tlg?o dist (A (t), A(t)) = 0. (4.41)

Juntando as Proposigoes 4.2.1 e 4.2.2, temos o seguinte corolério:

Corolario 4.2.1. [7] Sejam U e Uy, processos multivocos com atratotes pullback U =

{A(t) }er € U = {Ano(t) }rer, respectivamente. Suponha que

(i) a sequinte condigao é vdlida para todo conjunto limitado nao vazio B

lim supdisty(U(t + T, t,2), Us(t +T,t,2)) =0,V T > 0; (4.42)

t—00 2B
(i1) U e U sao ambos limitados para frente;

(111)) U e Uy sao ambos equiatraentes.

Entao U e Uy, sao assintoticamente idénticos em um futuro distante, ou seja,
tlim disty(A(t), Ax(t)) = 0. (4.43)
—00

Com o coroléario 4.2.1, temos o seguinte teorema:
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Teorema 4.2.1. Seja U um processo multivoco com um atrator pullback U = {A(t) }ier

e seja S um semigrupo multivoco com um atrator global A. Suponha que

(i) a segquinte condi¢ao € vdlida para todo conjunto limitado nao vazio B

lim supdist(U(t + T, t,x),S(T,z)) =0,¥T > 0; (4.44)

t=00 zeB
(i1) U € limitado para frente;
(111) U € equiatraente sob U.
Entao, o atrator A do semigrupo € o conjunto w — limite do atrator pullback, ou seja,

lim dist(A(t), A) = 0. (4.45)

t—o00

Demonstracao. Vamos provar que todas as hipéteses da Proposicao 4.2.1 sao satisfeitas
neste teorema e em seguida aplicar a Proposicao 4.2.1.
Seja S(T,z) :=Ux(t + T,t,x) e U, = {Aco(t)} = {A} paratodot e Re T € R,.
Afirmacgao: U, é um processo multivoco com atrator pullback U, e Uy (t + T, t, ) =
St+T—txz)=S(T,x).
De fato,
(i) lim supdist(U(t+T,t,z), Us(t+T,t,x)) = lim supdist(U(t+ T, ¢, x), S(T,z)) =0

t—o00 z€B t—o00 z€B

Isto confirma a hipotese (i) da Proposigao 4.2.1.

(ii) Por ser o atrator U limitado para frente, entdo é o mesmo que o item (ii) da Pro-

posicao 4.2.1.

(iii) Vamos mostrar que a hipotese (iii) da Proposi¢ao 4.2.1 é satisfeita, isto é, vamos

mostrar que U, equitrai sob U,,.

De fato , seja B € B(X) e seja t € R arbitrariamente fixado.
dist(Uso(t,t — 7, B), Axo(t)) = dist(S(t — (¢t — 1), B), A) = dist(S(7, B), A) — 0

quando T — 00.
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Entao, pela Proposicao 4.2.1 segue que

tli)rilo dist(A(t),.A) = lim dist(A(t), A (t)) = 0.

t—o00

Teorema 4.2.2. Seja U um processo multivoco com um atrator pullback U = {A(t) }ier

e seja S um semigrupo multivoco com um atrator global A. Suponha que

(a) a sequinte condigdo € vdlida para todo conjunto limitado ndo vazio B

lim supdist(S(T,x), U(t+T,t,z)) =0,¥ T > 0; (4.46)

t—00 B

(b) U € equiatraente sob U.
Entao,
tlim dist(A, A(t)) = 0. (4.47)
—00

Demonstracao. Vamos provar que todas as hipoteses da Proposicao 4.2.2 sao satisfeitas
neste teorema e em seguida aplicar a Proposicao 4.2.2. Defina Uy (t,s,x) := S(t — s,x)
(parat > s, © € X) e Uy = {Axo(t)} com Ay (t) = A para todo t € R.

Afirmagao: U, é um processo multivoco com atrator pullback U, e Uy (t +T,t, x) =
St+T—tx)=S8(T,x).

De fato,

(i) lim supdist(Us(t+T,t,x),U(t+T,t,z)) = lim supdist(S(T,z), U(t+T,t,z)) =0

t—=00 1B =00 2¢B

Isto confirma a hipotese (i) da Proposigao 4.2.2.
(ii) O atrator U, ¢ limitado para frente, pois (J;5g Aoo(t) = Uz A = A € B(X).
(iii) U equitrai sob U pela hipotese (b).
Entao, pela Proposicao 4.2.2 segue que

Tim dist(A, A(t)) = lim dist(Aw(t), A(t)) = 0.
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Juntando os Teorema 4.2.1 e Teorema 4.2.2, temos o seguinte corolério:

Corolario 4.2.2. [7] (Convergéncia total para frente). Seja U um processo multivoco
com um atrator pullback U = {A(t) hier € seja S um semigrupo multivoco com um atrator

global A. Suponha que

(i) a sequinte condigao é vdlida para todo conjunto limitado nao vazio B

lim supdisty(U(t + T,t,2),S(T,x)) =0,V T > 0; (4.48)

t=o0 zep
(i1) U € limitado para frente;
(111) U € equiatraente sob U.
Entao,

lim disty (A(t), A) = 0. (4.49)

t—o00



Capitulo 5

Aplicacoes para uma inclusao

diferencial escalar

Comparado com o Teorema 3.1.1, o Teorema 4.1.1 tem a vantagem evidente de exigir
apenas uma condicao de limitacao para frente em vez de uma condi¢cao de compactacao
para frente. Esta é uma melhoria importante para sistemas dindmicos de dimensao infinita
e mesmo em caso de unicidade de solu¢ao, um exemplo de equagao de reacao-difusao é dado
em [6]. Neste capitulo, por meio de uma aplica¢do a uma inclusao diferencial ordinaria
destacamos outra vantagem que a condi¢ao (4.1) tem com os dados iniciais sendo os

1mesmos.

5.1 Uma inclusao diferencial escalar nao auténoma: Exis-
téncia de solucoes

Consideramos a seguinte inclusao diferencial escalar

du
— 4+ A u € b(t)Hy(u), t > s,
a (1) Ho(w) .

u(s) = us,

46
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onde A > 0, Hy é a funcao de Heaviside dada por

p
-1, seu <0,

Ho(u) = { [~1,1], se u =0,

1, seu >0,
\

eb: R — R, é uma funcao continua que satisfaz
0 < by <b(t) < by.

d
Definicao 5.1.1. [7] A funcao u € C([s,+00),R) é chamada solu¢ao de (5.1) se d—:f €
LY ([s, +00),R) e existe h € LY ([s,+00),R) tal que h(t) € Hy(u(t)), para quase todo

t>s, e

d
d—? + Au = b(t)h(t) para quase todot > s (5.2)

com u(s) = us.

Observagao 5.1.1. /5] Denotaremos por R® o conjunto de todas as solugoes de (5.1)
comegando em s. No caso auténomo, isto €, quando b(t) =b > 0, o conjunto de todas as

solugoes comecando em s = 0 serd denotado por R.

Lema 5.1.1. [5] Se us > 0, entdo u(t) > 0 para todos ost > s e todos os u € R® com

u(s) = ps. Seuy <0, entdo u(t) < 0 para todos ost > s e todos os u € RS com u(s) = us.

Lema 5.1.2. /5] (Concatenagdo). Sejau e R, v € RE com T <r < s eu(s) =v(s).

Entao

u(t) seT <t <s,
w(t) =

v(t) set > s,
pertence a R.
E claro que o problema (5.1) possui pelo menos uma solucio para cada dado inicial

[5]. Além disso, o seguinte lema mostra que a unicidade das solugdes falha apenas quando

os dados iniciais sao zero.
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Lema 5.1.3. [/5]. Para qualquer us # 0 o problema (5.1) tem a tinica solu¢io dada por
t
u(t) = e M=y, + / e NEEDB(r)A(T) dr.

Para ugs = 0, existem infinitas solugoes dadas por

Uso = 0,
0, s<t<r,
ut(t) =
[fe=Db(r)dr, t > 7,
0, s<t<r,
u, () =

— f: e ME=Tp(TYdr, t > 7

onde r > s € arbitrdrio, e estas sao as unicas solugoes PoSSIVELS.

Demonstracao. Usaremos a técnica de fator integrante. Note que a equacgao diferencial

ordinéria de primeira ordem

du
T + Au = b(t)h(t)

é do tipo ¢ + p(t)y = g(t) onde a fungao

o(t) = e/ PO o </ o) dt)

multiplicada pela equagao 3’ + p(t)y = ¢(t) transforma o primeiro membro na derivada

do produto v(t) - y(t).

A dt
Logo, multiplicando a equagao v’ + Au = b(t)h(t) por v(t) = e/ = M temos

eMu' + NeMu = b(t)h(t)eM, ou seja,

Integrando em ambos os lados,

eMu = /b(T)h(T)e)\T dr + C, onde C' € R.
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Logo,

Como u(s) = us temos

1 [° - C C
Uy = " s b(1)h(7)eM dr + el
C = uze.
Logo,
1 [t uge

e Se ug > 0, entdao h(7) = 1 para todo 7 > s. Logo,
t
u(t) = e My, +/ e M=p(7) dr.
e Se ug < 0, entdao h(r) = —1 para todo 7 > s. Logo,

¢
u(t) = e My, — / e AETp(7) dr.

e Se ug =0, entéao h(7) € [—1, 1] para todo 7 > s. Logo,
t t
u(t) =e 9.0 4 / e MDb(r)h(T) dr = / e MTb(7)h(7) dr.

As solucoes para este caso sao
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e usando a concatenacao do Lema 5.1.2 temos

0, s<t<r
+ _

uy = ¢
/ e MDp(r) drt > r

5.1.1 Existéncia do atrator pullback e algumas propriedades

O trabalho recente de Caraballo et al. [5] mostra que o problema escalar (5.1) gera um

processo estrito multivoco, que possui um atrator pullback compacto.
Lema 5.1.4. /5] A aplicagao (t,s,us) — U(t, s, us) dado
U(t,s,us) ={y € R: ezisten € C([s, +00),R) tal quey =n(t) eus =n(s)}

é um processo estrito multivoco que possui gréafico fechado. Além disso, o processo U
possui um atrator pullback U = {A(t)}ter.

Neste artigo, fazendo uso de nossos resultados tedricos, estudamos o comportamento
assintotico do atrator pullback sob algumas condigoes em b(t). Para comegar, mostramos

que o atrator pullback i/ é limitado para tras e para frente, e é equiatraente sob U.

Proposicao 5.1.1. /7] O atrator pullback U € limitado para frente e para trds.

du(t)
dt
ambos os lados pela solugdo u (calculada no tempo genérico t), obtemos que qualquer

Demonstragao. Por (5.2), + Au(t) = b(t)h(t). Multiplicando esta equagao em

solugdo u do problema (5.1) satisfaz

1d
2dt

() + Aju®)* = b(t)h(t)u(t) = %b(t)h(t)\/xU(t)

1 1
< ﬁb(t)\h(t)lﬁlwﬂ <

ﬁb(t)mu(t)\, Vi>s.
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Usando a desigualdade de Young, obtemos

Logo,

1d, o 1., A o
gl = 3o = glul”

Integrando de s a t, obtemos

1 [td ) )
5 d—|u 2dr < ﬁ |b )° dr — = |u )|° dr.
()P < Juls) l/w Pm—t/w )2 dr.

1 t
Considerando a := |u(s)|* + X/ b(7)|? d7 e ¢(t) := |u(t)|?, temos

Logo,

o(t) < a+ /t—w(r) drvte s, T).

S

Dai, pela desigualdade de Gronwall-Bellman, obtemos

t
/ —\dr
lu(t)]* = o(t) < ae’s )

1 t
= P+ 5 [ ar] e
S 1 .
= e M |y(s)? + X/ e M=9)|p(7)|? dr.
Portanto, o conjunto ndo autéonomo B = {B(t) };cr dado por

1 t
B(t) = {n ER:|n[2<1+ X/ e M=) () 2 dT},

2
¢ um conjunto pullback absorvente do processo U. Além disso, |n(t)]*> < 1+ /\—12 para

todo n(t) € B(t), t > s. De fato, primeiro note que |b(7)| < b;. Seja n(t) € B(t). Pela
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defini¢ao de B(t), temos

WOF < 143 [ X ar
< ;/ t7b2d7'
< i/
- A
< 1 b2 bQ —A(t—7)
< +ﬁ 2l
bQ
< 1+

Teorema 5.1.1. [5] Existe uma trajetoria completa limitada mdzima &y (-) de Ry, € que

significa que para qualquer trajetoria completa limitada ¢(-) temos
—En(t) < (1) < Enr(t) para todo t € R.

Além disso, para qualquer ugs # 0 temos

lim Uy(t,s,us) = Ep(t) seus >0, (5.3)
§——00

lim Uy(t,s,us) = —&n(t) seus <0, (5.4)
s——00

e o intervalo [—&y(t), Ear ()] € positivamente invariante.

Lema 5.1.5. [5] Se ¢(-) € uma trajetoria completa limitada de Ry tal que ¥(t) > 0
((t) < 0) para todo t € R, entao

P(t) = Eu(t) (P(t) = —Eu(t)).
Lema 5.1.6. [5] Seja us > 0, vy < 0. Entao
|Us(t, s, us) — Enr(t)] — 0,

|Uy(t, 8,v5) + Ear ()] = 0, comt — +o0.
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Lema 5.1.7. Para qualquer s € R existem pelo menos duas trajetorias completas limita-

das ¢F, ¢ tais que ¢F (t) = ¢; (t) =0, para todos t < s, e

S

o (t) — Epr(t)] = 0 com t — +o00,

lo5 () + & (t)] = 0 comt — +o0.

Corolario 5.1.1. [5] Seja 1(-) uma trajetoria completa limitada de Ry. Entao, ou(t) =
+&0r(t), ¥(t) =0 ou existe s € R tal que ¥(t) = PE(t).

Proposicao 5.1.2. O atrator pullback U € equiatraente pelo processo U.

Demonstragao. Dado um conjunto limitado nao vazio K C R, sem perda de generali-
dade assumimos que ele pode ser dividido em trés partes K = K; U {0} U K3, onde K;
contém todos os elementos positivos de K e Ky contém todos os negativos. Queremos

concluir que

lim sup dist(U(t + 7,7, K), A(t + 7)) =0 (5.5)

t—00 rcR
vale para K = K7, {0}, K», respectivamente.

by by

e Para K, : Pelo Teorema 5.1.1, considere &y, : R — [X, X] dada por

t
Em(t) = / e M=9)p(s) ds, YVt € R.

—00

Esta aplicacao é uma trajetoria completa e limitada de U satisfazendo
U(t,s,&n(s)) = &Em(t), VI =s,.

Isto implica que &y (t) € A(t) para todo t € R.

De fato, dado € > 0 e para t fixado arbitrariamente, existe sy < t tal que

En(t) =Ul(t,s,&m(s)) CU(t,s,Uerém (1)) C O(A()), Vs < so.
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Entao, £y (t) € ﬂ O:(A(t)) = A(t) = A(t). Portanto, pelo Lema 5.1.3, uma vez

e>0
que U é univoco em K7, temos

dist(U(t + 7,7, K1), A(t + 7)) < sup dist(U(t + 7,7, ), Er (6 + 7))

reK
t+7 t+1
= sup e*/\(t+~rf‘r) 'SL’+/ efA(tJr‘rfs)b(S) ds _/ e*)\(ﬁi’T*S)b(S) ds
€Ky T —0o0
= sup e’\t'x—/ e NHT=)p(s) ds
€Ky —00
< e Msup |z| + ‘—/ e MHFT=Ip(s) ds
€Ky —o0
= e MK | +e M / e A9 (s) ds

= Ml +leu) < e (1Bl + 5 ) 0

quando t — +oo, uniformemente para todo 7 € R. Portanto, a equitragao (5.5)

vale para K.

Para Ks:
O caso K, é semelhante a K7 com —&y(+) em vez de &y ().
Para K = {0}:

Como o processo multivoco U é estrito e da Proposicao 5.1.1 o atrator pullback U
¢ limitado para trés, pelo Lema 2.1.1, U ¢é estritamente invariante, ou seja, U(t +
7,7, A(T)) = A(t + 7) para todo t > 0 e 7 € R. Portanto, como £(t) = 0 pertence a
A(t) para todo t € R, temos

dist(U(t + 7,7,0), A(t + 7)) < dist(U(t + 7,7, A(T)), A(t + 7)) =0

para todo t > 0 e 7 € R. Portanto, a equitragao (5.5) vale para K = {0}.
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5.2 Convergéncias de atratores pullback assintoticamente
periodicos

Seja p(t) uma fungao periodica continua e considere a seguinte versao periddica de (5.1)

du

pri Au € p(t)Ho(u). (5.6)

Claramente, o processo multivoco Uy, correspondente a (5.6) tem um atrator pullback

Uper = {Aper(t) her. Além disso, pelas Proposicoes 5.1.1, 5.1.2 e Teorema 2.5, temos

Teorema 5.2.1. O atrator pullback U, € limitado para frente e para trds e é equiatraente

em Uper. Além disso, € periodico.

A seguir, estudamos as convergéncias do atrator pullback U de (5.1) em diregao ao

atrator pullback periodico U, de (5.6).

Teorema 5.2.2. (Convergéncia para frente). Seja tlim |b(t) — p(t)| = 0. Entao os
— 00
dots atratores U e Uye, sG0 assintoticamente idénticos em um futuro distante em relagao

a métrica completa de Hausdorff, ou seja,
tlim distr (A(2), Aper(t)) = 0.
— 00
Demonstragao. Pela Proposicao 4.5 e Teorema 5.2.1, é suficiente provar

tlim supdist(U(t +T,t,x), Uper(t + T, t,2)) =0,V T > 0. (5.7)
P reX

Pela hipotese, para qualquer € > 0 existe um T, > 0 tal que |b(7) — p(7)| < € para todo

T > T,. Portanto, se x # 0, entao, pelo Lema 5.1.3,

t+T
disty(U(t + T, t,2), Uper(t + T, t, ) = / e_)‘(”T_T)(b(T) — p(7)dr
¢

t+T
< / |b(T) — p(7)|dr < Te, Vit >T,.
¢

Se x = 0, entao, pelo Lema 5.1.3 novamente,

4T
distg(U(t + T,t,0), Upe, (t +T,¢,0)) < sup / e_’\(t+T_T|b(7') — p(7)|dr
rett+T) Jr
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t+T +T
< sup / 1b(T) — p(7)|dT < / |b(T) — p(T)|dr < Te, Vit >T..
) Jr t

relt,t+T
Portanto, (5.7) é valido como desejado. |
Teorema 5.2.3. (Convergéncia para trds). Seja tlim |b(t) — p(t)| = 0. Entao os
——00

dots atratores U e Upe, sao assintoticamente idénticos no passado distante em relagao a

métrica completa de Hausdorff, ou seja,

lim dist g (A(t), Aper(t)) = 0.

t——o0

Demonstracao. Pelo Corolario 4.1.2 ¢ suficiente provar que

sup disty(U(t,t —7,2), Uper(t,t — 7,2)) = 0,comt — —o0. (5.8)

zeX,TER L
Pela hipotese, para qualquer € > 0 existe um T, < 0 tal que |b(s) — p(s)| < e para todo
s < T,. Portanto, se z # 0, entao, pelo Lema 5.1.3,
sup disty (U(t,t — 7, 2), Uper(t,t — 7,2)) =

TERY

| 0s) = pleyas

: (t—s) €
< 7}\t78 d — _
< /_Ooe €as \

para todo t < T,. Se x = 0, entao, pelo Lema 5.1.3 novamente,

!
sup disty(U(t,t — 7,0), Uper(t,t —7,0)) < sup ( sup / e M=9|p(s) — p(3)|ds>

TERL TERL \ rell—7l)
t
< sup / e Meds = E,
re(—oo,t) Jr A
para todo ¢t < T,. Portanto, (5.8) é véalido como desejado. |

5.3 Convergéncias de atratores pullback assintoticamente
autonomos

Seja b € [by, by] uma constante e considere a versdo auténoma de (5.1)

% + Au € bHy(u). (5.9)
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Claramente, o semigrupo multivoco S gerado por (5.9) tem um atrator global A como
caso particular.
A seguir, estudamos as convergéncias do atrator pullback U de (5.1) em diregao ao

atrator global A de (5.9).

Teorema 5.3.1. (Convergéncia para frente). Seja tlim |b(t) —b| = 0. Entdo o atrator
—00

semigrupo A € o conjunto w — limite do atrator pullback U, ou seja,
lim dist g (A(t),.A) = 0.
t—o0

Demonstracao. Como o atrator pullback U é limitado para frente pela Proposi¢ao 5.1.1

e equiatraente sob U pela Proposicao 5.1.2, pelo Coroléario 4.2.2 é suficiente provar que

lim sup disty (U(t +T,t,2),S(T,z)) =0,V T > 0. (5.10)

t—=00 e x

Pela hipotese, para qualquer ¢ > 0 existe um 7, > 0 tal que |b(7) — b| < ¢ para todo

7 > T,. Portanto, se x # 0, entao, pelo Lema 5.1.3,

dlStH(U(t + T, t, il'), S(Ta x)) =

+T B
< / |b(T) = bldT < Te, Vit >T,;
¢

se x = 0, entao, pelo Lema 5.1.3 novamente,

+T
distg(U(t +T,t,0),S(7,0)) < sup / e MFT=D (1) — bldr
)Jr

reftt+T

t+T _
< sup / |b(T) — bldT
)Jr

reft,t+T

t+T ~
< / |b(T) — bldT < Te, ¥Vt >T..
¢

Portanto, (5.10) é valido como desejado. |

Teorema 5.3.2. (Convergéncia para trds). Seja tlim |b(t) — b] = 0. Entdo o atrator
——00

semigrupo A € o conjunto o — limite do atrator pullback U, ou seja,

lim disty(A(t), A) = 0.

t——o0
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Demonstracao. Como pela Proposicao 5.1.1 o atrator pullback ¢ é limitado para tras,

pelo Teorema 4.1.2, é suficiente provar que

sup disty(U(t,t — 1,2),S(1,2)) = 0,comt — —oc0. (5.11)
reX,TERL

Pela hipétese, para qualquer € > 0 existe um 7}, < 0 tal que |b(s) — b| < € para todo

s < T,. Portanto, se  # 0, entao, pelo Lema 5.1.3,

sup disty (U(t,t — 7,2),S(r,x)) =

T€R+

t
< / e M eds = ;, Vi<T,

—00

se x = 0, entao, pelo Lema 5.1.3 novamente,

t
sup disty (U(t,t — 7,0),5(7,0)) < sup ( sup / e A9 |p(s) — B|ds>

TERL TERY \ reft—rt) Jr

t
< sup / e M eds = ;, Vi <T,.
) Jr

re(—oo,t

Portanto, (5.11) é vélido como desejado. |



Conclusoes

Pelo Teoremas 4.1.2 e pelo Corolario 4.2.2 provamos as convergéncias completas do atrator
pullback para o atrator do semigrupo. Isto pode ser considerado um exemplo que destaca
as vantagens do Teorema 4.1.2 e do Corolario 4.2.2 sobre os primeiros Corolérios 3.2.3 e

3.2.4. Na verdade, pelo Lema 5.1.3 temos, para qualquer n € N,

1 1
n n

-

e n+1
= —+/ 6_’\("+1_T)b(7)d7
n n

n+1 bO

o que mostra que a condi¢ao (3.35) falha e o Corolarios 3.2.3 nao pode ser aplicado neste

exemplo. A condigao (4.48) no Corolario 4.2.2 revela-se facil de verificar (Teorema 5.3.1).
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Apéndice: Resultados teéricos para

inclusoes diferenciais abstratas

Este apéndice é baseado no artigo [26].
Considere o seguinte problema multivoco nao auténomo em um espago de Banach X
da forma
Ju

SH) + Au(t) + F(u(t) 0, u(r) = v, (5.12)

em comparag¢ao com do problema auténomo multivoco da forma

%(t) +Auo(t) + F(u(8) 30, 0(0) = do, (5.13)

onde A(t), A sao operadores univocos em X e I’ : X — P(X) ¢ uma aplica¢do multivoca
((X, || - ]|) serda um espago de Banach).
O processo de evolugao multivoco associado a (5.12) é definido pela aplicacao U :

RZ x X — P(X) definido por
U(t, 7)€ = {z : existe u(-) € D-(§) tal que u(t) = z}

onde D.(§) denota o conjunto de todas as solugoes de (5.12) correspondente a condigdo
inicial u(7) = &.

Suponhamos que o processo de evolugao multivoco {U(t,7) : t > 7} em X associado
ao problema (5.12) tem um atrator pullback A = { A(¢) : t € R}, com A(t) compacto para
cada t € R, e que o semigrupo multivoco G : RT x X — P(X) associado ao problema

(5.13) tem um atrator auténomo global compacto A, no espaco de Banach X.
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Teorema 5.3.3. Suponha que para cada solu¢ao u do problema (5.12) existe uma solugdo
v do problema (5.13) tal que u(t + 1) — v(t) em X quando T — +o00 para cada t > 0
sempre que P, €A(T) e Py — g em X com T — +00. Se Ug>:A(s) € um subconjunto

compacto de X para cada T € R, entao

lim dist(A(t), Ax) = 0. (5.14)

t—+00

Demonstragao. Temos que K(7) := m ¢ um subconjunto compacto de X para
cada 7 € R. Em particular, K := m ¢ um subconjunto compacto de X. Suponha
que (5.14) nao seja verdadeiro. Entdo existiria um €y > 0 e uma sequéncia real {7, },en
com 0 < 7, /" 400 tal que dist(A(7,), Asx) > 3€g para todo n € N. Uma vez que os

conjuntos A(7,) sdo compactos, existe a,, € A(7,) tal que
dist(an, Ax) = dist(A(7,), Ax) > 3eo, (5.15)

para cada n € N. Pela propriedade de atracao temos dist(G(7,,, K), As) < € para ng
> 0 grande o suficiente. Além disso, pela semi-invariancia do atrator pullback existe
b, € A(T, — Tn,) C K para n > ng tal que a,, € U(Tp, T — Tpy)bn para cada n > ny.
Como K é compacto, existe uma subsequéncia convergente b,, — b € K. Como a,s €
U (Tor, T — Ty ) by existe uma solugao u,, de

8un/
ot

tal que a,» = u, (7). Escrevendo 7, = 7,, + (T, — Ty ) € usando as hipoteses com t = 7,

(t) + A(t)un/ (t) + F(un/ (t)) 20, Uy (Tn/ - Tno) = by,

T =Ty — Tny — +00 (com n’ — +00), existe uma solugao v, de

8’Un/
ot

(t) + Aot (t) + F (v () 20, v,,(0) = b,
tal que
[t (Tor) — v (Tng) | x < €0

p . :
para n' grande o suficiente. Daqui,

dist (ap/, Aso) = dist (tp (T0), Aso)

IN

[ (7o) = s (Tng )| 4 st (v (T ) Ao)

(Twr) = vn/(Tno)HX + dist (G Ty, K) , Aso)

IN
=
3

IN
[\
)

2
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que contradiz (5.15). |

Sob a seguinte condigao extra (USC) uma espécie de reciproca do teorema anterior é
valida.
(USC): Para cadat € R, o : [t,+00) x X — P(X), definido por o(r,x) := U(r,t)x, é

uma aplicagao semicontinua superior e tem valores compactos.

E um resultado bem conhecido que para cada par fixo (t,7) com t > T, 0 processo de
evolugao multivoco associado ao problema (5.12) U(t,7) : X — P(X) é uma aplicagdo
semicontinua superior se, por exemplo, o processo multivoco é definido por um Processo

Generalizado Exato (veja Teorema 12.3 em [28]).

Teorema 5.3.4. Suponha que (USC) seja satisfeito e que para cada solu¢ao do problema
(5.12) existe uma solugdo v do problema (5.13) tal que para cada t > 0, u(t + 7) — v(t)
em X quando T — 400 sempre que 1, €A(T) e, — 1y em X com T — +oo. Se

lim dist(A(t), Ase) = 0 (5.16)

t—+00

entdo Ugs>,A(s) € um subconjunto compacto de X para cada T € R.

Demonstragao. Suponha que (5.16) seja verdadeiro. Vamos provar a pre-compactagao
de U,>1A(r) para cada t € R fixado. Tomando uma sequéncia {z,} a partir desta unido,
entao escolhemos r,, > t tal que x,, € A(r,). Vamos provar que a sequéncia {z, } tem uma

subsequéncia convergente em dois casos.

Caso 1. 7y 1= sup,cy ™ < +00.

Neste caso, {r,} C [t,ro] e assim {z,,} C <, <,, A(7). Pelainvariancia do atrator pull-
back U, temos |J,,,, A(r) C o([t,ro] X A(t)). Pela hipotese (USC), o : [t, +o0] x X —
P(X) é semicontinua superior. Uma vez que uma aplicagdo multivoca semicontinua su-
perior com valores compactos leva conjuntos compactos em conjuntos compactos (veja
Proposigao 3, p.42 em [1]) temos que o([t, o] x A(t)) é um conjunto compacto. En-
tao, m ¢ um conjunto compacto, pois ¢ um conjunto fechado em um conjunto

compacto.
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Portanto {x,} é compacto.

Caso 2. sup,,cy 7, = +00.
Neste caso, passando para uma subsequéncia, podemos assumir r,  4o00. Usando
(5.16), temos
dist(zp, As) < dist(A(r,), As) — 0 (5.17)

quando n — +o00. Entao, para cada n € N podemos escolher y, € A, tal que
) 1
d(xp, yn) < dist(z,, As) + e

Como A, ¢ um conjunto compacto, segue-se que ¥, tem uma subsequéncia convergente

tal que y,, — v € A, com k — +o00. Portanto,

d(xnk7y> jS d(mnk,ynk)+—d(ynk,y)

1
< dist(tn,, A) + — + d(yn,, y).
k

Usando (5.17), concluimos que x,, — y com k — +00. |

O leitor pode ver uma aplicagao concreta no artigo [26], onde os autores consideraram
uma inclusao de evolugao com os coeficientes de difusao e absorcao ambos dependen-
tes do tempo, mais precisamente, estudaram o comportamento assintético do problema
multivoco nao autéonomo, com condicao de fronteira Neumann homogénea, no espaco de

Hilbert H := L?(Q2)

Ou

o (t) — div (D1 ()| V[P 2Vu) + Dy(t)[u"™ 2w + F(u(t)) 30, u(r) =1, (5.18)

sendo que €2 um dominio suave limitado em R™, n > 1, o expoente p(-) € C(Q) satisfaz

pT = maxp(z) > p = minp(x) > 2

e e

e a condicao inicial u(7) € H := L*(Q).
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