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Resumo

Nesta dissertação estudamos atratores pullback de sistemas dinâmicos multívocos que

são assintoticamente convergentes. É mostrado que, sob certas condições, os conjuntos

componentes do atrator pullback de um sistema dinâmico podem convergir, com a vari-

ação da variável temporal, para aqueles do atrator pullback do sistema dinâmico limite.

Exemplos particulares são atratores pullback de processos assintoticamente autônomos e

assintoticamente periódicos. Teoremas com diferentes condições são estabelecidos e sua

aplicabilidade e vantagens são destacadas.

Palavras–chave: problemas assintoticamente autônomos, atrator pullback, atrator glo-

bal, processo de evolução, semigrupo e inclusões diferenciais.
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Abstract

In this master thesis we study pullback attractors of multivalued dynamical systems that

are asymptotically convergent. It is shown that, under certain conditions, the component

sets of the pullback attractor of a dynamical system can converge, when time vary, to

those of the pullback attractor of the limit dynamical system. Particular examples are

pullback attractors of asymptotically autonomous and asymptotically periodic processes.

Theorems with different conditions are established and their applicability and advantages

are highlighted.

Keywords: asymptotically autonomous problems, pullback attractor, global attractor,

evolution process, semigroup and differential inclusions.
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Introdução

A teoria de atratores é uma ferramenta útil para aprender sobre o comportamento de

longo prazo de um sistema dinâmico, veja por exemplo [30, 23, 20, 13]. Um dos atratores

que tem atraído muita atenção nas últimas décadas é o chamado atrator pullback, que

é uma família de conjuntos compactos indexados no tempo U = {A(t)}t∈R, onde cada

conjunto compacto atrai as trajetórias da solução no tempo correspondente à medida que

os dados iniciais são puxados de volta para menos infinito [15, 3].

Geralmente, a dependência do tempo de um atrator pullback está diretamente re-

lacionada à característica não autônoma do sistema dinâmico associado a uma equação

diferencial com algum termo dependendo do tempo, por exemplo, a força externa. Se o

campo forçante na equação x′ = f(t, x) for periódico, então o atrator pullback também

tem chance de ser periódico (veja o Teorema 3.1.1). Portanto, intuitivamente, se o força-

mento não autônomo de um sistema dinâmico se tornar cada vez mais autônomo em algum

sentido, a natureza não autônoma do atrator pullback deverá tornar-se correspondente-

mente cada vez mais fraca. Isso leva ao estudo de atratores pullback assintoticamente

autônomos.

Parece que os primeiros resultados a respeito de comportamento assintótico de soluções

de equações diferenciais ordinárias assintoticamente autônomas da forma

x′ = f(t, x) (1)

em Rn com f(t, x) → g(x) quando t → ∞ apareceram no trabalho de Markus [24]. A

equação

y′ = g(y) (2)
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é então chamada a equação limite de (1). Foi provado, no caso bi-dimensional (n = 2),

que o conjunto ω−limite de uma solução limitada para frente do problema (1) ou contém

equilíbrios de (2) ou é a união de órbitas periódicas do problema (2).

Thieme, providenciou em [31], exemplos para os quais as soluções de (1) exibem um

comportamento assintótico que difere dramaticamente daquele das soluções para o sistema

limite (2). No trabalho [32] o autor apresentou o conceito de sistemas quasi-autônomos

e contribuiu para obter mais resultados sobre o conjunto ω−limite de uma solução limi-

tada para frente do problema (1) relacionando-o com equilíbrios e órbitas periódicas do

sistema limite (2). A equação (1) é chamada quasi-autônoma com limite (2) se para todo

subconjunto compacto K de X, tivermos
∫∞
s0

supx∈K ∥f(s, x) − g(x)∥ds < ∞ para todo

s0 ∈ R.

Strauss e Yorke consideraram, no seu trabalho [29], equações diferenciais ordinárias

assintoticamente autônomas da forma x′ = f(x)+g(t, x) e provaram que todas as soluções

tendem a zero quando t→ ∞ desde que f e g sejam funções contínuas com valor vetorial

e g(t, ·) tende a zero quando t → ∞, uniformemente sobre subconjuntos compactos de

Rn.

Uma vasta revisão da literatura sobre equações diferenciais assintoticamente autôno-

mas pode ser encontrada no Survey de Simsen [27].

Nesta dissertação apresentaremos inclusões diferenciais ordinárias assintoticamente

autônomas as quais foram apresentadas no artigo [7].

Equações Diferenciais Parciais assintoticamente autônomas do tipo semilinear com

dependência temporal apenas do termo de força externa foram consideradas nos trabalhos

[2, 3, 11, 6, 22]. Os autores de [21] abordaram uma equação fracamente dissipativa com

a dependência do tempo sendo apenas do termo de força externa.

Equações Diferenciais Parciais quasilineares assintoticamente autônomas com o opera-

dor principal dependendo do tempo foram abordadas em [16, 17]. Depois disso os autores

em [18, 26] consideraram Inclusões Diferenciais Parciais assintoticamente autônomas com

o operador principal dependendo do tempo e os autores de [19] consideraram Sistemas

Acoplados de Inclusões Diferenciais Parciais assintoticamente autônomos com os opera-
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dores principais dependendo do tempo.

A teoria dos processos de evolução é uma ferramenta importante para estudar o com-

portamento de longo prazo das soluções globais associadas a equações não autônomas.

Para muitas dessas equações, temos a garantia da existência de atratores pullback e, para

alguns problemas, os componentes do atrator pullback convergem para o atrator global

associado a um semigrupo limitante. Recentemente, para sistemas dinâmicos unívocos,

os autores em [21], mostraram o seguinte resultado:

Lema 0.0.1. Seja U o atrator pullback de um processo U e seja A o atrator global de

um semigrupo S. Suponha que

(i) U é compacto para frente, ou seja, o fecho da união
⋃

t≥0A(t) é compacto;

(ii) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

dX(U(τ + t, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0,∀ t ≥ 0. (3)

Então,

lim
t→∞

dist(A(t),A) = 0.

Em caso unívoco, a condição em (ii) é equivalente a

lim
t→∞

sup
x∈E

dX(U(t+ T, t, x), S(T, x)) = 0, ∀ E compacto, T > 0. (4)

As definições precisas de semigrupo, processo, atrator global e atrator pullback serão

apresentadas no próximo capítulo.

O Lema 0.0.1 melhora os resultados correspondentes em [16], onde as duas condições

haviam sido assumidas com mais uniformidade. No entanto, ainda pode ser difícil aplicá-lo

em Equações Diferenciais Parciais. Consequentemente, Cui em [6], estabeleceu o seguinte

resultado alternativo usando a condição de limitação para frente.

Lema 0.0.2. Seja U o atrator pullback de um processo U e seja A o atrator global de

um semigrupo S. Suponha que
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(i) U é limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≥0A(t) ⊂

B;

(ii) a seguinte condição assintoticamente autônoma é válida

lim
t→∞

sup
x∈B

dX(U(t+ T, t, x), S(T, x)) = 0, ∀ T > 0. (5)

Então,

lim
t→∞

dist(A(t),A) = 0.

Sugerimos ao leitor os trabalhos [27] e [25] para ver uma revisão da literatura no

contexto unívoco.

Esta dissertação é baseada no artigo [7], no qual os resultados acima foram gene-

ralizados em três direções: primeiro, sistemas dinâmicos multívocos em vez de apenas

sistemas unívocos; segundo, a convergência de atratores pullback para atratores pullback,

o que cobre o caso particular em que o atrator pullback convergem para atratores globais

associados a um semigrupo; terceiro, tanto as convergências para frente quanto as con-

vergências para trás são estudadas e além disso, sob condições de equi-atração mostra-se

que as convergências podem acontecer com a métrica completa de Hausdorff.

Vale a pena notar que a diferença entre as condições (3) e (5) pode ser crucial em

aplicações específicas. Uma inclusão diferencial escalar (também chamada inclusão dife-

rencial ordinária) é estudada como exemplo destacando as vantagens do Lema 0.0.2 sobre

o Lema 0.0.1. É mostrado que o atrator pullback é assintoticamente autônomo se o termo

forçante também for assintoticamente autônomo. Além disso, a equi-atração do atrator

pullback também é provada, o que torna as convergências nesta aplicação todas válidas

no sentido métrico completo de Hausdorff.



Capítulo 1

Pré-Requisitos

1.1 Uma Coletânea de Resultados

Nesta seção, apresentaremos algumas definições e resultados que utilizaremos ao longo

deste trabalho.

Sejam X um espaço métrico completo com a métrica denotada por d, R+ = [0,∞) e

2X o conjunto de todos os subconjuntos de X.

Neste texto, usaremos as seguintes notações:

P(X) := {A ⊂ X : A ̸= ∅}

B(X) := {B ⊂ X : B ̸= ∅ é um conjunto limitado em X}

F (X) := {F ⊂ X : F ̸= ∅ é um conjunto fechado em X}

BF (X) := {A ⊂ X : A ̸= ∅ é um conjunto fechado e limitado em X}

K(X) := {K ⊂ X : K ̸= ∅ é um conjunto compacto em X}

C(X) := {f : X → X : f é contínua}

Para a aplicação multívoca F : X → 2X denote D(F ) = {x ∈ X : F (x) ∈ P(X)}.

Definição 1.1.1. [4] Um processo de evolução em X é uma família de aplicações

{U(t, s) : X → X, t ≥ s ∈ R} ⊂ C(X) que satisfaz as seguintes propriedades

(i) U(t, t) = I para todo t ∈ R, onde I é aplicação identidade em X;

(ii) U(t, s) = U(t, τ)U(τ, s) para todo t ≥ τ ≥ s;

5
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(iii) {(t, s) ∈ R× R : t ≥ s} ×X ∋ (t, s, x) 7→ U(t, s)x ∈ X é contínua.

U(t, s) toma cada estado x do sistema no instante inicial s e evolui para o estado

U(t, s)x do sistema no tempo final t, onde −∞ < s ≤ t < ∞. Observemos que, para

σ ∈ R+ fixo, o operador U(σ + τ, τ) pode ser um operador distinto para cada valor de

τ ∈ R. Isto significa que, além do tempo decorrido σ, também o instante inicial τ pode

desempenhar um papel importante no processo de evolução.

Os processos {U(t, s) : t ≥ s} para os quais U(t, s) = U(t − s, 0) para todo t ≥ s são

chamados processos de evolução autônomos.

Definição 1.1.2. [20, 30, 23, 13, 12] Uma família de operadores {St : X → X, t ∈ R+} ⊂

C(X), satisfazendo: St+r = StSr,∀ t, r ∈ R+

S0 = I(identidade em X)

é chamado Semigrupo. Diremos que o semigrupo é linear quando X for espaço vetorial

e St : X → X é um operador linear, ∀ t ∈ R+. O semigrupo é não linear quando X

não for espaço vetorial ou se existe t0 ∈ R+ tal que St0 : X → X é não linear. Também

denotaremos um semigrupo por {St}t∈R+. Um semigrupo {St}t∈R+ é chamado contínuo

(ou C0−semigrupo) se a aplicação (t, x) 7→ St(x) = S(t, x) de R+×X em X é contínua.

Quando St é uma aplicação multívoca ∀ t ∈ R+, o semigrupo é chamado semigrupo

multívoco e S(t1 + t2, x) ⊂ S(t1, S(t2, x)),∀ t1, t2 ∈ R+,∀ x ∈ X para o qual

S(t, B) =
⋃
x∈B

S(t, x), B ⊂ X.

Definição 1.1.3. [14] Dizemos que a aplicação x(·) : R+ → X é uma trajetória do

semigrupo multívoco S : R+ ×X → P(X) correspondente à condição inicial x0, se

x(t+ τ) ∈ S(t, x(τ)), ∀ t, τ ∈ R+, x(0) = x0.

Denotemos por D(x0) o conjunto de todas as trajetórias correspondentes a x0.

Definição 1.1.4. [8] Uma métrica num conjunto X é uma função d : X ×X → R, que

associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈ X um número real d(x, y), chamado a

distância de x a y, de modo que para quaisquer x, y, z ∈ X, vale
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(1) d(x, x) = 0;

(2) Se x ̸= y, então d(x, y) > 0;

(3) d(x, y) = d(y, x);

(4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Definição 1.1.5. [8] Um espaço métrico é um conjunto M munido de uma métrica d e

denotamos por (M,d) ou, simplesmente M , deixando subentendida qual a métrica d está

sendo considerada.

Definição 1.1.6. [10] Para x ∈ X, A,B ⊂ X (A ̸= ∅, B ̸= ∅) definiremos

dist(x,B) = inf
y∈B

{d(x, y)}.

A semi-métrica de Hausdorff entre A e B é definida por

dist(A,B) = sup
x∈A

{dist(x,B)} = sup
x∈A

inf
y∈B

{d(x, y)}.

Definição 1.1.7. [14] Para ε > 0, B ∈ B(X), o conjunto Oε(B) = {y ∈ X : dist(y,B) <

ε} é uma ε - vizinhança de B.

Observação 1.1.1. [14] Oε(B) =
⋃

x∈B B(x, ε).

Definição 1.1.8. [14] Diz-se que o conjunto A ⊂ X atrai o conjunto B pelo semigrupo

multívoco S : R+ ×X → P(X) se dist(S(t, B), A) → 0, quando t→ +∞. O conjunto M

é um B - atrator global (atrator global) se ele atrai cada B ∈ B(X).

Observação 1.1.2. [14] Note que A atrai B se, e somente se, para todo ε > 0, ∃ T (B, ε) ≥

0 tal que S(t, B) ⊂ Oε(A) ∀ t ≥ T (B, ε).

Definição 1.1.9. [8] Seja X um espaço métrico. Um ponto x ∈ X diz-se aderente a um

subconjunto A de X quando d(x,A) = 0, isto é, para cada ε > 0 existe y ∈ A tal que

d(x, y) < ε.
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Definição 1.1.10. [8] O fecho de um conjunto A num espaço métrico X é o conjunto de

pontos de X que são aderentes a A e indicamos por A.

Definição 1.1.11. [8] Um subconjunto A de um espaço métrico X diz-se denso em X

quando A = X.

Definição 1.1.12. [8] Um conjunto A de um espaço métrico X chama-se fechado quando

A = A.

Observação 1.1.3. [8] Dizer que um conjunto A de um espaço métrico X é fechado,

significa que, se xn ∈ A para todo n ∈ N e lim
n→∞

xn = x, então x ∈ A.

Proposição 1.1.1. [8] Para todo subconjunto A de um espaço métrico X, seu fecho A é

fechado.

Observação 1.1.4. [8] Se A é um conjunto num espaço métrico X, A é o menor conjunto

fechado de X que contém A, no seguinte sentido: se B é fechado de X e A ⊂ B, então

A ⊂ B.

Definição 1.1.13. [25] Uma norma sobre um espaço vetorial E sobre R é uma função

que associa a cada u ∈ E um número real não negativo, indicado por ∥u∥, e chamado

norma de u, de maneira que:

i) ∥u∥ = 0 ⇐⇒ u = 0;

ii) ∥αu∥ = |α|∥u∥, ∀ α ∈ R e ∀ u ∈ E;

iii) ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥, ∀ u, v ∈ E.

Definição 1.1.14. [25] Um espaço vetorial normado real é um espaço vetorial sobre R

dotado de uma norma. Se E é um espaço vetorial normado, então d : E×E → R, definida

por d(u, v) = ∥u−v∥ é uma métrica sobre E. A métrica d assim obtida chama-se métrica

induzida pela norma dada sobre E.

Definição 1.1.15. [25] Uma sequência {xn} em um espaço métrico (X, d) é dita de

Cauchy se, para todo ε > 0, existir um n0 ∈ N tal que d(xn, xm) < ε, se n,m > n0.
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Toda sequência convergente é de Cauchy. Porém, nem toda sequência de Cauchy é

convergente.

Definição 1.1.16. [25] Um espaço métrico (X, d) é dito completo se toda sequência de

Cauchy converge em X.

Definição 1.1.17. [14] Um espaço normado N que é completo com a métrica induzida

pela norma é chamado espaço de Banach. Assim representamos estes espaços por B.

Definição 1.1.18. [8] Um operador linear entre os espaços vetoriais X e Y é uma apli-

cação T : dom T ⊂ X → Y em que seu domínio dom T é um subespaço vetorial e

T (ξ + αη) = T (ξ) + αT (η)

para quaisquer ξ, η ∈ dom T e todo α ∈ E (E = R ou E = C). Se Y = E, T : dom T ⊂

X → Y é chamado de funcional linear.

Definição 1.1.19. [9] O gráfico de um operador linear T : dom T ⊂ N1 → N2 é o

subespaço vetorial G(T ) = {(ξ, T ξ) : ξ ∈ dom T} de N1 ×N2.

Definição 1.1.20. [9] Um operador linear T : dom T ⊂ N1 → N2 é fechado se para toda

sequência (ξn) ⊂ dom T convergente, ξn → ξ ∈ N1, com (Tξn) ⊂ N2 também convergente,

Tξn → η, tenha-se ξ ∈ dom T e η = Tξ. Em outras palavras, T é fechado se G(T ) for

um subespaço vetorial fechado de N1 ×N2.

Proposição 1.1.2. [9] Todo operador limitado T (T ∈ B(B1,B2)) é fechado.

Teorema 1.1.1. [9] (Gráfico Fechado). Se T : B1 → B2 for um operador linear, então

T é contínuo se, e somente se, T for fechado.

Definição 1.1.21. [8] Um produto interno no espaço vetorial X é uma função de X×X

em E que para cada (ξ, η) ∈ X ×X associa-se o elemento ⟨ξ, η⟩ ∈ E e que satisfaz

(i) ⟨ξ + η, ϑ⟩ = ⟨ξ, ϑ⟩+ ⟨η, ϑ⟩ para todo ξ, η, ϑ ∈ X;

(ii) ⟨αξ, η⟩ = α⟨ξ, η⟩ para todo ξ, η ∈ X e α ∈ E;
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(iii) ⟨ξ, η⟩ = ⟨η, ξ⟩ para todo ξ, η ∈ X;

(iv) ⟨ξ, ξ⟩ ≥ 0 para todo ξ ∈ X e ⟨ξ, ξ⟩ = 0 se, e somente se, ξ = 0.

Definição 1.1.22. [8] Um espaço de Hilbert H é um espaço com produto interno que é

completo com a norma induzida pelo produto interno.

Definição 1.1.23. [8] Se X é um espaço normado, então o espaço de Banach B(X,E)

será denotado por X∗ e chamado de espaço dual de X. Cada elemento de X∗ é chamado

de funcional linear contínuo em X. A norma em X∗ será dada por

∥f∥X∗ = sup{|f(x)| : x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1},

Quando f ∈ X∗ e x ∈ X, denotaremos por ⟨f, x⟩ = f(x) e diremos que ⟨·, ·⟩X∗,X é o

produto escalar na dualidade X∗, X.

Definição 1.1.24. [8] Seja X um espaço de Banach com dual X∗. Uma função convexa e

própria em X é uma função φ : X → (−∞,∞] para o qual existe u0 ∈ X com φ(u0) <∞

e satisfaz a desigualdade

φ((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)φ(u) + tφ(v)

para todo u, v ∈ X e t ∈ [0, 1].

Definição 1.1.25. [8] A função φ : X → (−∞,+∞] é dita ser semicontínua inferior-

mente (s.c.i) se

φ(u) ≤ lim
n→∞

inf φ(un)

para toda sequência (un)n∈N, com un → u em X. Dada uma função φ : X → (−∞,+∞]

convexa, própria e s.c.i, denotamos por D(φ), o domínio de φ, o conjunto

D(φ) = {u ∈ X : φ(u) <∞}.

Definição 1.1.26. [8] Seja A um operador definido no espaço de Hilbert H cujo domínio

D(A) = {x ∈ H : Ax ̸= ∅}. Dizemos que A em H é monótono se, para todo x1, x2 ∈ D(A),
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⟨Ax1 − Ax2, x1 − x2⟩ ≥ 0,

ou, mais precisamente, para todo y1 ∈ Ax1 e para todo y2 ∈ Ax2,

⟨y1 − y2, x1 − x2⟩ ≥ 0.

A noção de operador monótono em um espaço de Hilbert aparece como um caso par-

ticular de operador monótono de um espaço de Banach no seu dual.

Definição 1.1.27. [8] Dada uma função φ : X → (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i, a

subdiferencial ∂φ de φ é a aplicação ∂φ : X → X∗ dada por

∂φ(u) = {f ∈ X∗ : φ(v)− φ(u) ≥ ⟨f, v − u⟩X∗,X ,∀ v ∈ D(φ)}.

Denotamos D(∂φ) = {u ∈ X : ∂φ(u) ̸= ∅}.

Observação 1.1.5. [8] A subdiferencial ∂φ é monótona em X.

Teorema 1.1.2. [8] Seja X um espaço de Banach real e φ : X → (−∞,+∞] uma função

convexa, própria e s.c.i. Então ∂φ : X → X∗ é um operador maximal monótono.

Definição 1.1.28. [10] Uma coleção C de subconjuntos de um espaço topológico X é dita

cobrir X ou ser uma cobertura de X se a união dos elementos de C contém X. Ela é

chamada uma cobertura aberta de X se seus elementos são abertos de X.

Definição 1.1.29. [10] Um espaço topológico X é dito ser compacto se toda cobertura

aberta C de X contém uma subcoleção finita que também cobre X.

Definição 1.1.30. [10] Um conjunto A em um espaço métrico (X, d) é chamado relati-

vamente compacto se o fecho A é compacto.

Definição 1.1.31. [14] Seja 1 ≤ p < ∞ e um espaço de medida (X,Σ, µ). O espaço

Lp
µ(X) é definido como o conjunto de classes de equivalências com representantes sendo

funções complexas mensuráveis definidas em X tais que
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∥f∥p =
(∫

X

|f |pdµ
) 1

p

<∞.

No caso p = ∞, denotamos por L∞
µ (X) o conjunto das funções complexas mensuráveis à

Lebesgue e essencialmente limitadas em X, isto é, existe C > 0 tal que |f(x)| ≤ C para

quase todo (q.t.p.) x ∈ X. Cada constante C é denominada majorante essencial de |f | e

a norma de f ∈ L∞
µ (X) é definida por

∥f∥∞ = inf
x∈X

{C; |f(x)| ≤ C, q.t.p x ∈ X} = sup ess |f |.

O espaço Lp(X), 1 ≤ p ≤ ∞, munido de sua respectiva norma torna-se um espaço de

Banach.

Lema 1.1.1. [14] (Desigualdade de Young) Sejam θ, ϕ ≥ 0 expoentes conjugados, ou

seja
1

θ
+

1

ϕ
= 1. Então para quaisquer números reais positivos a, b temos que

ab ≤ 1

θ
aθ +

1

ϕ
bϕ.

Lema 1.1.2. [8] (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Sejam τ, T ∈ R, τ < T .

Sejam m ∈ L1(τ, T,R) tal que m ≥ 0 q.t.p em (τ, T ) e a ≥ 0 uma constante. Seja

ϕ : [τ, T ] → R uma função contínua que verifica

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

τ

m(s)ϕ(s)ds,

para todo t ∈ [τ, T ]. Então,

ϕ(t) ≤ ae
∫ t
τ m(s)ds,

para todo t ∈ [τ, T ].

Lema 1.1.3. [8] (Desigualdade de Gronwall) Sejam τ, T ∈ R, τ < T . Sejam m ∈

L1(τ, T,R) tal que m ≥ 0 q.t.p em (τ, T ) e a ≥ 0 uma constante. Seja ϕ : [τ, T ] → R uma

função contínua satisfazendo

1

2
ϕ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

τ

m(s)ϕ(s)ds,
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para todo t ∈ [τ, T ]. Então,

|ϕ(t)| ≤ a+

∫ t

τ

m(s)ds,

para todo t ∈ [τ, T ].

Definição 1.1.32. A função
du

dt
∈ L∞

Loc([s,+∞),R) se ∀ [a, b] ⊂ [s,∞) temos

supτ∈[a,b]
du

dt
(τ) < +∞.



Capítulo 2

Atratores pullback de processos

multívocos

Nesta seção relembramos alguns preliminares sobre atratores pullback de sistemas dinâ-

micos multívocos e depois mostramos que o atrator pullback de um sistema periódico é

periódico.

Seja (X, dX) um espaço métrico completo. Denote por R2
≥ := {(t, τ) ∈ R2 : t ≥ τ} e

R+ := [0,∞).

2.1 Preliminares

Uma aplicação U : R2
≥ × X → P(X) é chamada de processo multívocos se U(t, τ, x) ⊂

U(t, s, U(s, τ, x)) e U(τ, τ, x) = x para t ≥ s ≥ τ e x ∈ X. A aplicação U é chamada de

estrito se U(t, τ, x) = U(t, s, U(s, τ, x)) para todos os t ≥ s ≥ τ e x ∈ X.

Definição 2.1.1. [7] Uma família U = {A(t)}t∈R de conjuntos compactos é chamado

de atrator pullback de um processo multívoco U se

(i) é pullback atraente, ou seja, para todo conjunto limitado não-vazio D em X,

lim
τ→−∞

dist(U(t, τ,D), A(t)) = 0,∀ t ∈ R;

(ii) é negativamente semi-invariante, ou seja, A(t) ⊂ U(t, τ, A(τ)) para todo t ≥ τ ; e

14
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(iii) é minimal entre as famílias de conjuntos fechados que satisfazem as condições acima.

Além disso, é dito estritamente invariante se A(t) = U(t, τ, A(τ)) para todo t ≥ τ .

Observação 2.1.1. A minimalidade mencionada na definição acima, é no sentido de

que se existisse outra coleção de fechados U∞ = {A∞(t)} que cumpre às duas primeiras

condições da definição acima, então A(t) ⊂ A∞(t) ∀ t ∈ R.

Definição 2.1.2. [7] Dizemos que uma família {E(t)}t∈R de conjuntos não-vazios é

(i) limitada [compacta] para frente, se existir um conjunto B limitado [compacto] tal

que ⋃
t≥0

E(t) ⊂ B;

(ii) limitada [compacta] para trás, se existir um conjunto limitado [compacto] K tal que⋃
t≤0

E(t) ⊂ K.

O seguinte teorema de existência é bem conhecido.

Lema 2.1.1. ([5], Lema 2.5). Suponha que exista uma família de conjuntos compactos

{K(t)}t∈R que é pullback atraente e que a aplicação x 7→ U(t, τ, x) tenha gráfico fechado

para todo t ≥ τ . Então o processo multívoco U tem um atrator pullback U = {A(t)}t∈R
dado por

A(t) =
⋃

E∈BF (X)

ω(t, E),∀ t ∈ R,

onde ω(t, E) =
⋂

s≤t

⋃
τ≤s U(t, τ, E) é o conjunto ω− limite pullback atraente definido em

E sob U . Além disso, se U é estrito e o atrator pullback U é limitado para trás, então

U é estritamente invariante.

Um processo multívoco especial é o chamado semigrupo multívoco, cujo comporta-

mento dinâmico depende apenas do tempo decorrido e não do tempo inicial. É defi-

nido como uma aplicação multívoca S : R+ × X → P(X) satisfazendo S(0, x) = x e

S(t+ s, x) ⊂ S(t, S(s, x)) para todos t, s ∈ R+ e x ∈ X.
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Definição 2.1.3. [7] Diz-se que um conjunto compacto A ⊂ X é o atrator global do

semigrupo multívoco S se

(i) é globalmente atraente, ou seja, para cada conjunto limitado não-vazio D em X,

lim
t→∞

dist(S(t,D),A) = 0;

(ii) é negativamente semi-invariante, ou seja, A ⊂ S(t,A) para todo t ≥ 0;

(iii) é o conjunto minimal fechado que satisfaz as condições acima.

Observação 2.1.2. [5] Vamos denotar W (τ) = C([τ,∞);X) e seja R =
⋃

τ∈RR(τ)

consistindo de aplicações φ ∈ W =
⋃

τ∈RW (τ) satisfazendo:

(H1) Para qualquer τ ∈ R e x ∈ X existe φ ∈ R(τ) tal que φ(τ) = x.

(H2) φs = φ|[τ+s,∞) ∈ R(τ + s) para qualquer s ≥ 0, φ ∈ R(τ) (Proriedade de Trans-

lação).

Considere também algumas suposições adicionais, que serão necessãrias para obter

boas propriedades. A saber:

(H3) Seja φ ∈ R(τ), ψ ∈ R(r) e φ(s) = ψ(s) para alguns s ≥ r ≥ τ .

Então a função θ definida por

θ(t) :=

φ(t), t ∈ [τ, s],

ψ(t), t ∈ [s,∞),

pertence a R(τ) (Propriedade de Concatenação).

(H4) Para qualquer sequência φn ∈ R(τ) tal que φn(τ) → φ0 em X, existe uma subsequên-

cia φnk e φ ∈ R(τ) tal que

φnk(t) → φ(t), ∀ t ≥ τ.
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Definição 2.1.4. [5] Definimos a aplicação multívoca U : R2
≥ ×X → P(X) associado à

família R da seguinte maneira:

y ∈ U(t, s, x) se houver φ ∈ R(s) tal que y = φ(t), φ(s) = x.

Lema 2.1.2. [5] Se (H1) e (H2) forem válidas, então U é um processo multívoco. Se,

além disso, (H3) for válido, então U é um processo multívoco estrito.

Se (H4) é satisfeito, então x→ U(t, τ, x) tem gráfico fechado para todos os t ≥ τ .

Lema 2.1.3. [5] Uma aplicação γ : R → X é chamada de trajetória completa de R se

φ := γ|[τ,+∞) ∈ R(τ), para todo τ ∈ R. (2.1)

É óbvio que

γ(t) ∈ U(t, s, γ(s)) para todo s ≤ t. (2.2)

A trajetória completa γ é dita limitada para trás (para frente) se existe τ ∈ R tal

que ∪r≤τγ(r) ( ∪r≥τγ(r)) é limitado. É limitado se ∪r∈Rγ(r) é um conjunto limitado.

Claramente, γ é limitado se, e somente se, for limitado para trás e para frente.

Teorema 2.1.1. [5] Suponha que (H1), (H2) e (H3) ou (H4) valem e que U possua o

atrator pullback limitado para trás {A(t)}. Então

A(t) = {γ(t) : γ é uma trajetória completa limitada para trás}.

Teorema 2.1.2. [5] Suponha que (H1), (H2) e (H3) ou (H4) valem e que U possua o

atrator pullback limitado para frente {A(t)}. Então

A(t) = {γ(t) : γ é uma trajetória completa limitada para frente}

Corolário 2.1.1. [5] Suponha que (H1), (H2) e (H3) ou (H4) valem e que U possua o

atrator pullback limitado {A(t)}. Então

A(t) = {γ(t) : γ é uma trajetória completa limitada}
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2.2 Periodicidade dos atratores pullback

Nesta seção provaremos que os atratores pullback de processos periódicos são períodicos.

Resultados semelhantes também são vistos em Wang [33], onde os atratores pullback

aleatórios são estudados.

Seja T > 0. Diz-se que um processo multívoco U é periódico com período T se

U(t+ T, τ + T, x) = U(t, τ, x),∀ t ≥ τ, x ∈ X.

Um atrator pullback U é chamado periódico com período T se A(t) = A(t+T ) para todo

t ∈ R.

Teorema 2.2.1. [7] Suponha que U seja um processo multívoco com atrator pullback U .

Se U é periódico com período T , então U é periódico com período T .

Demonstração. Definindo U∞ = {A∞(t)}t∈R por A∞(t) := A(t+T ). Queremos mostrar

que A(t) = A∞(t).

Seja B ⊂ X um conjunto não-vazio limitado qualquer. Pela definição do atrator

pullback, U é pullback atraente, e portanto

lim
τ→−∞

dist(U(t, τ, B), A∞(t)) = lim
τ→−∞

dist(U(t+ T, τ + T,B), A(t+ T )) = 0,∀ t ∈ R.

Portanto U∞ := {A∞(t)}t∈R é uma família de conjuntos compactos que atraem limitados

de X através do recuo dos dados iniciais do processo U .

Pela definição do atrator pullback U , temos que A(t) ⊂ U(t, τ, A(τ)) para todo t ≥ τ .

Como A(t + T ) = A∞(t) e U(t + T, τ + T,A(τ + T )) = U(t + T, τ + T,A∞(τ)) =

U(t, τ, A∞(τ)), concluímos que A∞(t) ⊂ U(t, τ, A∞(τ)) ∀ t ≥ τ . Isto mostra que U∞ :=

{A∞(t)}t∈R é negativamente semi-invariante.

Pela propriedade da minimalidade do atrator pullback U temos A(t) ⊂ A∞(t) ∀ t ∈ R.

Da mesma forma,

lim
τ→−∞

dist(U(t+ T, τ + T,B), A(t)) = lim
τ→−∞

dist(U(t, τ, B), A(t)) = 0,∀ t ∈ R.

Por outro lado,

lim
τ→−∞

dist(U(t+T, τ+T,B), A∞(t)) = lim
τ→−∞

dist(U(t+T, τ+T,B), A(t+T )) = 0,∀ t ∈ R.
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Portanto, pela minimalidade do U∞ = {A∞(t)}t∈R temos que A∞(t) ⊂ A(t) ∀ t ∈ R. ■



Capítulo 3

Primeiros teoremas de convergência das

propriedades de compacidade

Nesta seção estudamos atratores pullback com propriedades de compacidade para frente

ou para trás. Ambas as convergências para frente e para trás são estudadas.

3.1 Semiconvergências no sentido da semi-métrica de

Hausdorff

A seguir está uma generalização multívoca do Lema 0.0.1.

Teorema 3.1.1. [7] (Semiconvergência para frente) Seja U um processo multívoco

com atrator pullback U = {A(t)}t∈R e seja S um semigrupo multívoco com atrator global

A. Suponha que

(i) para cada sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

dist(U(τ + t, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0,∀ t ≥ 0; (3.1)

(ii) U é compacto para frente.

Então,

lim
t→∞

dist(A(t),A) = 0. (3.2)

20
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Demonstração. Suponha por contradição que (3.2) não vale, então existe um δ > 0

tal que para todo n ∈ N existe tn ≥ n tal que dist(A(tn),A) ≥ δ, ou seja, existe uma

sequência tn → ∞ quando n → ∞ tal que dist(A(tn),A) ≥ δ ∀ n ∈ N. Então pela

compacidade de U existe uma sequência xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn,A) = dist(A(tn),A) ≥ δ,∀ n ∈ N. (3.3)

Como U é compacto para frente, o conjunto B =
⋃

t≥0A(t) é compacto. Pela atração

de A pelo S, existe um T0 ≥ 0 tal que

dist(S(T0, B),A) <
δ

2
. (3.4)

Além disso, pela semi-invariância negativa de U , ∀ xn

xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn − T0, A(tn − T0)).

Logo existe bn ∈ A(tn−T0) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn−T0, bn) para n suficientemente

grande e bn → b0 para n → ∞ para algum b0 ∈ B (a menos de uma subsequência).

Portanto, pela condição (3.1) existe um N = N(δ) > 0 tal que para n ≥ N temos

dist(xn, S(T0, b0)) ≤ dist(U(tn, tn − T0, bn), S(T0, b0)) <
δ

2
(3.5)

Portanto, de (3.4) e (3.5) segue pela desigualdade triangular que

dist(xn,A) ≤ dist(xn, S(T0, b0)) + dist(S(T0, b0),A) <
δ

2
+
δ

2
= δ.

Isto contradiz a desigualdade (3.3). ■

Analogamente, temos o seguinte teorema da semiconvergência para trás.

Teorema 3.1.2. [7] (Semiconvergência para trás). Seja U um processo multívoco

com atrator pullback U = {A(t)}t∈R e seja S um semigrupo multívoco com atrator global

A. Suponha que

(i) para qualquer {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

dist(U(t+ τ, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0,∀ t ∈ R+; (3.6)
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(ii) U é compacto para trás.

Então

lim
t→−∞

dist(A(t),A) = 0. (3.7)

Demonstração. Faremos a prova por contradição. Se a condição (3.7) não vale, então

existe δ > 0 e tn → −∞ quando n→ ∞ tal que dist(A(tn),A) ≥ δ ∀ n ∈ N. Então, pela

compacidade de U existe xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn,A) = dist(A(tn),A) ≥ δ, ∀ n ∈ N. (3.8)

Como U é compacto para trás, o conjunto B :=
⋃

t≤0A(t) é compacto. Como A atrai os

limitados sob S, em particular atrai B. Logo, existe T0 ≥ 0 tal que

dist(S(T0, B),A) <
δ

2
. (3.9)

Pela semi-invariância negativa de U , xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn − T0, A(tn − T0)). Logo existe

b−n ∈ A(tn − T0) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn − T0, b−n) (para n suficientemente grande).

Pela compacidade de B, existe uma subsequência de b−n que continuaremos chamando

de b−n tal que b−n → b0 ∈ B quando n → ∞. Portanto, pela condição (3.6) existe um

N = N(δ) ≥ 0 tal que para n ≥ N temos

dist(xn, S(T0, b0)) ≤ dist(U(tn, tn − T0, b−n), S(T0, b0)) <
δ

2
(3.10)

Portanto, de (3.9) e (3.10) segue que

dist(xn,A) ≤ dist(xn, S(T0, b0)) + dist(S(T0, b0),A)

<
δ

2
+ dist(S(T0, B),A) <

δ

2
+
δ

2
= δ.

O que dá uma contradição com (3.8). ■
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3.2 Convergências completas no sentido métrico de Haus-

dorff

Nesta seção, com base nas ideias principais dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2, estudamos con-

vergências no sentido métrico completo de Hausdorff. Para tanto, será assumida uma

condição de equi-atração.

Definição 3.2.1. [7] O atrator pullback U do processo U é considerado equiatrativo sob

U se para qualquer conjunto limitado não-vazio B

sup
t∈R

dist(U(t, t− τ, B), A(t)) → 0, quando τ → ∞. (3.11)

Observe que a propriedade (3.11) é equivalente a

sup
τ∈R

dist(U(τ + t, τ, B), A(τ + t)) → 0, quando t→ ∞. (3.12)

De fato, assumindo a condição (3.11) e tomando z := τ + t, temos

lim
t→∞

sup
τ∈R

dist(U(τ + t, τ, B), A(τ + t)) = lim
t→∞

sup
τ∈R

dist(U(z, z − t, B), A(z))

= lim
t→∞

sup
z∈R

dist(U(z, z − t, B), A(z)) = 0.

Agora, assumindo a condição (3.12) e tomando z := t− τ, temos

lim
τ→∞

sup
t∈R

dist(U(t, t− τ, B), A(t)) = lim
τ→∞

sup
t∈R

dist(U(τ + z, z, B), A(τ + z))

= lim
τ→∞

sup
z∈R

dist(U(τ + z, z, B), A(τ + z)) = 0.

Em seguida apresentaremos proposições para convergências de atratores pullback para

atratores pullback.

Proposição 3.2.1. Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

dist(U(τ + t, τ, xτ ), U∞(τ + t, τ, x0)) = 0,∀ t ≥ 0; (3.13)
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(ii) U é compacto para frente;

(iii) U∞ é equiatraente sob U∞.

Então

lim
t→∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0. (3.14)

Demonstração. Faremos a prova por contradição. Vamos supor que a condição (3.14)

não vale. Então existe δ > 0 e tn → ∞ para n → ∞ tal que dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ

∀ n ∈ N. Então pela compacidade de U existe xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn, A∞(tn)) = dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ,∀ n ∈ N. (3.15)

Agora, pela compacidade para frente de U podemos definir B :=
⋃

t≥0A(t) compacto.

Pela equiatração de U∞, existe um M > 0 tal que

sup
n∈N

dist(U∞(tn, tn −M,B), A∞(tn)) <
δ

2
. (3.16)

Como U é negativamente semi-invariante, então xn ∈ A(tn) ⊂ (tn, tn −M,A(tn −M)).

Logo, existe bn ∈ A(tn −M) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn −M, bn).

Pela compacidade de B existe b0 ∈ B tal que bn → b0 quando n → ∞ no sentido da

subsequência. Assim, por (3.13) existe N = N(δ) ∈ N tal que para n ≥ N temos

dist(xn, U∞(tn, tn −M, b0)) ≤ dist(U(tn, tn −M, bn), U∞(tn, tn −M, b0)) <
δ

2
. (3.17)

Portanto, de (3.16) e (3.17) segue pela desigualdade triangular que

dist(xn, A∞(tn)) ≤ dist(xn, U∞(tn, tn −M, b0)) + dist(U∞(tn, tn −M, b0), A∞(tn))

<
δ

2
+
δ

2
= δ,

O que dá uma contradição com (3.15). ■

Analogamente a proposição anterior, podemos mostrar o seguinte resultado.

Proposição 3.2.2. Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que
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(i) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

dist(U∞(τ + t, τ, xτ ), U(τ + t, τ, x0)) = 0,∀ t ≥ 0; (3.18)

(ii) U∞ é compacto para frente;

(iii) U é equiatraente sob U .

Então

lim
t→∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0. (3.19)

Juntando as Proposições 3.2.1 e 3.2.2, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.1. [7] Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

distH(U(τ + t, τ, xτ ), U∞(τ + t, τ, x0)) = 0,∀ t ≥ 0; (3.20)

(ii) os dois atratores U e U∞ são ambos compactos para frente;

(iii) U e U∞ são equitraentes sob U e U∞, respectivamente.

Então U e U∞ são assintoticamente idênticos num futuro distante, ou seja,

lim
t→∞

distH(A(t), A∞(t)) = 0. (3.21)

Proposição 3.2.3. Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

dist(U(t+ τ, τ, xτ ), U∞(t+ τ, τ, x0)) = 0,∀ t ≥ 0; (3.22)

(ii) U é compacto para trás;
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(iii) U∞ é equiatraente sob U∞.

Então

lim
t→−∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0. (3.23)

Demonstração. Faremos a prova por contradição. Supondo que a condição (3.23) não

vale, então existe δ > 0 e tn → −∞ quando n → ∞ tal que dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ

∀ n ∈ N.

Pela compacidade do atrator U , existe xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn, A∞(tn)) = dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ ∀ n ∈ N. (3.24)

Como U é compacto para trás, B :=
⋃

t≤0A(t) é compacto, logo limitado. Pela equiatração

de U∞, existe M > 0 tal que

sup
n∈N

dist(U∞(tn, tn −M,B), A∞(tn)) <
δ

2
. (3.25)

Como U é negativamente semi-invariante, temos xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn−M,A(tn−M))

e portanto existe b−n ∈ A(tn−M) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn−M, b−n). Pela compacidade

de B, existe b0 ∈ B tal que b−n → b0 quando n → ∞ a menos de subsequência. Usando

a condição (3.22) existe um N = N(δ) ∈ N tal que para n ≥ N temos

dist(xn, U∞(tn, tn −M, b0)) ≤ dist(U(tn, tn −M, b−n), U∞(tn, tn −M, b0)) <
δ

2
. (3.26)

Usando (3.25) e (3.26) temos:

dist(xn, A∞(tn)) ≤ dist(xn, U∞(tn, tn −M, b0)) + dist(U∞(tn, tn −M, b0), A∞(tn))

<
δ

2
+
δ

2
= δ.

O que dá uma contradição com (3.24). ■

Proposição 3.2.4. Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que
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(i) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

dist(U∞(t+ τ, τ, xτ ), U(t+ τ, τ, x0)) = 0,∀ t ≥ 0; (3.27)

(ii) U∞ é compacto para trás;

(iii) U é equiatraente sob U .

Então

lim
t→−∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0. (3.28)

Demonstração. A prova é análoga à proposição anterior. ■

Juntando as Proposições 3.2.3 e 3.2.4, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.2. [7] Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) para qualquer sequência {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

distH(U(t+ τ, τ, xτ ), U∞(t+ τ, τ, x0)) = 0, ∀ t ≥ 0; (3.29)

(ii) os dois atratores U e U∞ são ambos compactos para trás;

(iii) U e U∞ são equitraentes sob U e U∞, respectivamente.

Então U e U∞ são assintoticamente idênticos num passado distante, ou seja,

lim
t→−∞

distH(A(t), A∞(t)) = 0. (3.30)

Como consequência das Proposições 3.2.1 e 3.2.2, temos os dois teoremas seguintes.

Teorema 3.2.1. [7] Seja U um processo multívoco com atrator pullback U e seja S

um semigrupo multívoco com atrator global A. Suponha que

(i) para cada sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

dist(U(τ + t, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0, ∀ t ≥ 0; (3.31)
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(ii) U é compacto para frente.

Então o atrator global A é o conjunto ω − limite do atrator pullback U , ou seja,

lim
t→∞

dist(A(t),A) = 0. (3.32)

Demonstração. Vamos provar que todas as hipóteses da Proposição 3.2.1 são satisfeitas

neste teorema e em seguida aplicar a Proposição 3.2.1.

Defina U∞(t, s, x) := S(t− s, x) para cada (t, s) ∈ R2
≥ e x ∈ X.

Afirmação: U∞ é um processo multívoco com atrator pullback U∞ = {A∞(t)},

A∞(t) := A ∀ t ∈ R e U∞(τ + t, τ, x0) = S(τ + t− τ, x0) = S(t, x0).

De fato,

(i) lim
τ→∞

dist(U(τ + t, τ, xτ ), U∞(τ + t, τ, x0)) = lim
τ→∞

dist(U(τ + t, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0,

para todo t ≥ 0. Isto confirma a hipótese (i) da Proposição 3.2.1.

(ii) Por ser o atrator U = {A(t)} compacto para frente, então é o mesmo que o item

(ii) da Proposição 3.2.1.

(iii) Vamos mostrar que a hipótese (iii) da Proposição 3.2.1 é satisfeita, isto é, vamos

mostrar que U∞ equiatrai sob U∞.

De fato, seja B ∈ B(X) e seja t ∈ R arbitrariamente fixado.

dist(U∞(t, t− τ, B), A∞(t)) = dist(S(t− (t− τ)), B),A) = dist(S(τ, B),A) → 0

com τ → ∞.

Então, pela Proposição 3.2.1 segue que

lim
t→∞

dist(A(t),A) = lim
t→∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0.

■

Teorema 3.2.2. [7] Seja U um processo multívoco com atrator pullback U e seja S um

semigrupo multívoco com atrator global A. Suponha que
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(a) para cada sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

dist(S(t, xτ ), U(τ + t, τ, x0)) = 0, ∀ t ≥ 0; (3.33)

(b) U é equiatraente sob U.

Então,

lim
t→∞

dist(A, A(t)) = 0. (3.34)

Demonstração. Vamos provar que todas as hipóteses da Proposição 3.2.2 são satisfeitas

neste teorema e em seguida aplicar a Proposição 3.2.2.

Defina U∞(t, s, x) := S(t− s, x) para cada (t, s) ∈ R2
≥ e x ∈ X.

Afirmação: U∞ é um processo multívoco com atrator pullback U∞ = {A∞(t)},

A∞(t) := A ∀ t ∈ R e U∞(τ + t, τ, xr) = S(τ + t− τ, xr) = S(t, xr),

De fato,

(i) lim
τ→∞

dist(U∞(τ+t, τ, xτ ), U(τ+t, τ, x0)) = lim
τ→∞

dist(S(t, xτ ), U(τ+t, τ, x0)) = 0,∀ t ≥

0. Isto confirma a hipótese (i) da Proposição 3.2.2.

(ii) U∞ é compacto para frente, pois
⋃

t≥0A∞(t) =
⋃

t≥0A = A = A que é um conjunto

compacto.

(iii) A hipótese (iii) da Proposição 3.2.2 é satisfeita, pois U equiatrai sob U pela nossa

hipótese (b).

Então, pela Proposição 3.2.2 segue que

lim
t→∞

dist(A, A(t)) = lim
t→∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0.

■

Juntando os Teorema 3.2.1 e Teorema 3.2.2 temos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.3. [7] (Convergência total para frente). Seja U um processo mul-

tívoco com atrator pullback U e seja S um semigrupo multívoco com atrator global A.

Suponha que
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(i) para cada sequência {xτ} com lim
τ→∞

xτ = x0,

lim
τ→∞

distH(U(τ + t, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0, ∀ t ≥ 0; (3.35)

(ii) U é compacto para frente;

(iii) U é equiatraente sob U.

Então,

lim
t→∞

distH(A(t),A) = 0. (3.36)

Teorema 3.2.3. Seja U um processo multívoco com atrator pullback U e seja S um

semigrupo multívoco com atrator global A. Suponha que

(i) para cada sequência {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

dist(U(t+ τ, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0,∀ t ∈ R+; (3.37)

(ii) U é compacto para trás.

Então o atrator global A é o conjunto α− limite do atrator pullback U , ou seja,

lim
t→−∞

dist(A(t),A) = 0. (3.38)

Demonstração. Vamos provar que todas as hipóteses da Proposição 3.2.3 são satisfeitas

e em seguida aplicá-lo. De fato, defina U∞(t, s, x) := S(t − s, x) para cada (t, s) ∈ R2
≥ e

x ∈ X.

Afirmação: U∞ é um processo multívoco com atrator pullback U∞ = {A∞(t)},

A∞(t) := A ∀ t ∈ R e U∞(t+ τ, τ, x0) = S(t+ τ − τ, x0) = S(t, x0).

(i) lim
τ→−∞

dist(U(t + τ, τ, xτ ), U∞(t + τ, τ, x0)) = lim
τ→−∞

dist(U(t + τ, τ, xτ ), S(t, x0)) =

0,∀ t ∈ R+. Isto confirma a hipótese (i) da Proposição 3.2.3.

(ii) A hipótese (ii) deste teorema é a mesma com a hipótese (ii) da Proposição 3.2.3.
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(iii) Vamos mostrar que a hipótese (iii) da Proposição 3.2.3 é satisfeita, isto é, vamos

mostrar que U∞ equiatrai sob U∞. De fato,seja B ∈ B(X) e seja t ∈ R arbitraria-

mente fixado. Temos

dist(U∞(t, t− T,B), A∞(t)) = dist(S(t− (t− T )), B),A) = dist(S(T,B),A) → 0,

quando T → ∞.

Então pela Proposição 3.2.3 segue que

lim
t→−∞

dist(A(t),A) = lim
t→−∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0.

■

Teorema 3.2.4. Seja U um processo multívoco com atrator pullback U e seja S um

semigrupo multívoco com atrator global A. Suponha que

(a) para cada sequência {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

dist(S(t, xτ ), U(t+ τ, τ, x0)) = 0,∀ t ∈ R+; (3.39)

(b) U é equiatraente sob U.

Então,

lim
t→−∞

dist(A, A(t)) = 0. (3.40)

Demonstração. Vamos provar que todas as hipóteses da Proposição 3.2.4 são satisfeitas

neste teorema e em seguida aplicar a Proposição 3.2.4. De fato, defina U∞(t, s, x) :=

S(t− s, x) para cada t ≥ s e x ∈ X.

Afirmação: U∞ é um processo multívoco com atrator pullback U∞ = {A∞(t)},

A∞(t) := A ∀ t ∈ R e U∞(t+ τ, τ, xr) = S(t+ τ − τ, xr) = S(t, xr)

(i) lim
τ→−∞

dist(U∞(t + τ, τ, xτ ), U(t + τ, τ, x0)) = lim
τ→−∞

dist(S(t, xτ ), U(t + τ, τ, x0)) =

0,∀ t ≥ 0. Isto confirma a hipótese (i) da Proposição 3.2.4.
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(ii) U∞ é compacto para trás, pois
⋃

t≤0A∞(t) =
⋃

t≤0A = A = A que é um conjunto

compacto.

(iii) A hipótese (iii) da Proposição 3.2.4 é satisfeita, pois U equiatrai sob U pela nossa

hipótese (b).

Então, pela Proposição 3.2.4 segue que

lim
t→−∞

dist(A, A(t)) = lim
t→−∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0.

■

Juntando os Teorema 3.2.3 e Teorema 3.2.4 teremos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.4. [7] (Convergência total para trás). Seja U um processo multívoco

com atrator pullback U e seja S um semigrupo multívoco com atrator global A. Suponha

que

(i) para cada sequência {xτ} com lim
τ→−∞

xτ = x0,

lim
τ→−∞

distH(U(t+ τ, τ, xτ ), S(t, x0)) = 0,∀ t ∈ R+; (3.41)

(ii) U é compacto para trás;

(iii) U é equiatraente sob U .

Então,

lim
t→−∞

distH(A(t),A) = 0. (3.42)



Capítulo 4

Teoremas de convergência alternativos

de propriedades de limitação

Como as condições de compacidade dos atratores são geralmente tecnicamente difíceis de

estabelecer em aplicações, baseado em [6], utilizando condições de limitação em vez das

condições de compacidade, estabelecemos alguns resultados de critérios alternativos.

4.1 Convergências sem suposição de equi-atração

Primeiro mostramos resultados que não dependem da propriedade de equi-atração, in-

cluindo a convergência total para trás que no Corolário 3.2.4 exigia a suposição de equi-

atração.

Proposição 4.1.1. Sejam U = {A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R atratores pullback dos

processos multívocos U e U∞, respectivamente. Suponha que

(i) U é limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≥0A(t) ⊂

B;

(ii) a seguinte convergência é válida

33
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lim
t→∞

sup
x∈B,τ∈R+

dist(U(t, t− τ, x), U∞(t, t− τ, x)) = 0. (4.1)

Então,

lim
t→∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0. (4.2)

Demonstração. Vamos supor que a condição (4.2) não acontece. Logo, existe δ > 0 e

tn → ∞ quando n → ∞ tal que dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ ∀ n ∈ N. Pela compacidade do

U existe xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn, A∞(tn)) = dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ. (4.3)

Pela semi-invariância negativa do U , xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn − τ, A(tn − τ)) para todo

n ∈ N. Logo, existe bn ∈ A(tn − τ) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn − τ, bn). Assim, pela

condição (4.1) existe um N = N(δ) > 0 tal que para todo n ≥ N temos

dist(xn, U∞(tn, tn − τ, bn)) ≤ dist(U(tn, tn − τ, bn), U∞(tn, tn − τ, bn))

≤ sup
x∈B,τ∈R+

dist(U(tn, tn − τ, x), U∞(tn, tn − τ, x))

<
δ

2
. (4.4)

Além disso, como {bn} ⊂ B é pullback atraído por U∞ sob U∞, existe um M =M(δ) > 0

tal que para τ ≥M

dist(U∞(tn, tn − τ, bn), A∞(tn)) ≤ dist(U∞(tn, tn − τ, B), A∞(tn)) <
δ

2
. (4.5)

Portanto, de (4.4) e (4.5) segue-se que,

dist(xn, A∞(tn)) ≤ dist(xn, U∞(tn, tn − τ, bn)) + dist(U∞(tn, tn − τ, bn), A∞(tn))

<
δ

2
+
δ

2
= δ,

o que contradiz (4.3). ■
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Proposição 4.1.2. Sejam U = {A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R atratores pullback dos

processos multívocos U e U∞, respectivamente. Suponha que

(i) U∞ é limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≥0A∞(t) ⊂

B;

(ii) a seguinte convergência é válida

lim
t→∞

sup
x∈B,τ∈R+

dist(U∞(t, t− τ, x), U(t, t− τ, x)) = 0. (4.6)

Então,

lim
t→∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0. (4.7)

Demonstração. É análoga à Proposição 4.1.1. ■

Juntando as Proposições 4.1.1 e 4.1.2 temos o seguinte corolário:

Corolário 4.1.1. Sejam U = {A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R atratores pullback dos

processos multívocos U e U∞, respectivamente. Suponha que

(i) U e U∞ são limitados para frente, ou seja, existem conjuntos limitados B1 e B2 tais

que
⋃

t≥0A(t) ⊂ B1 e
⋃

t≥0A∞(t) ⊂ B2;

(ii) a seguinte convergência é válida

lim
t→∞

sup
x∈B,τ∈R+

distH(U(t, t− τ, x), U∞(t, t− τ, x)) = 0. (4.8)

Então,

lim
t→∞

distH(A(t), A∞(t)) = 0. (4.9)

Com o Corolário 4.1.1, temos

Teorema 4.1.1. [7] (Convergência total para frente). Seja U um processo multívoco

com atrator pullback U = {A(t)}t∈R e seja S um semigrupo multívoco com atrator global

A. Suponha que
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(i) U é limitado para frente, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≥0A(t) ⊂

B;

(ii) a seguinte condição assintoticamente autônoma é válida

lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U(t, t− T, x), S(T, x)) = 0,∀ T > 0. (4.10)

Então o atrator global A é o conjunto ω − limite do atrator pullback U , ou seja,

lim
t→∞

dist(A(t),A) = 0. (4.11)

Se, além disso

lim
t→∞

sup
x∈B

distH(U(t, t− T, x), S(T, x)) = 0, ∀ T > 0, (4.12)

então

lim
t→∞

distH(A(t),A) = 0. (4.13)

Demonstração. Vamos supor que a condição (4.11) não é cumprida. Logo, existe um

δ > 0 e tn → ∞ quando n → ∞ tal que dist(A(tn),A) ≥ δ, ∀ n ∈ N. Pela compacidade

do atrator U para qualquer n ∈ N existe um xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn,A) = dist(A(tn),A) ≥ δ ∀ n ∈ N. (4.14)

Como B é limitado, então B é atraído por A. Assim, existe um T > 0 tal que

dist(S(T,B),A) <
δ

2
. (4.15)

Pela semi-invariância negativa do U , xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn−T,A(tn−T )) e A(tn−T )⊂ B

(para n suficientemente grande). Assim, existe yn ∈ A(tn−T ) tal que xn ∈ U(tn, tn−T, yn).

Usando (4.14), temos

dist(U(tn, tn − T, yn),A) ≥ dist(xn,A) = dist(A(tn),A) ≥ δ ∀ n ∈ N. (4.16)

Por outro lado, pela condição (4.10) existe N = N(δ) > 0 tal que para n ≥ N

dist(U(tn, tn − T, yn), S(T, yn)) <
δ

2
. (4.17)
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Usando a desigualdade triangular, (4.16) e (4.17), temos que

dist(U(tn, tn − T, yn),A) ≤ dist(U(tn, tn − T, yn), S(T, yn)) + dist(S(T, yn),A)

e assim

dist(S(T, yn),A) ≥ dist(U(tn, tn − T, yn),A)− dist(U(tn, tn − T, yn), S(T, yn))

≥ δ − δ

2
=
δ

2

o que contradiz (4.15). Portanto vale (4.11).

Agora, se a condição (4.12) ocorre, o resultado segue pelo Corolário 4.1.1. ■

Observação 4.1.1. [7] Modificando ligeiramente a prova como em [6, T eorema 2], vê-se

que a condição (4.10) no Teorema 4.1.1 pode ser ligeiramente enfraquecida para a seguinte

condição

lim
t→∞

dist(U(t+ T, t, B), S(T,B)) = 0,∀ T > 0.

Proposição 4.1.3. [7] Sejam U = {A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R atratores pullback dos

processos multívocos U e U∞, respectivamente. Suponha que

(i) U é limitado para trás, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≤0A(t) ⊂

B;

(ii) a seguinte convergência é válida

lim
t→−∞

sup
x∈B,τ∈R+

dist(U(t, t− τ, x), U∞(t, t− τ, x)) = 0. (4.18)

Então,

lim
t→−∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0. (4.19)

Demonstração. Vamos supor que a condição (4.19) não acontece. Logo, existe δ > 0 e

tn → −∞ quando n → ∞ tal que dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ, ∀ n ∈ N. Pela compacidade

do U existe xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn, A∞(tn)) = dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ. (4.20)
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Pela semi-invariância negativa do U , xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn−τ, A(tn−τ)) para todo n ∈ N.

Logo, existe bn ∈ A(tn − τ) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn − τ, bn) (para n suficientemente

grande). Assim, pela condição (4.18) existe um N = N(δ) > 0 tal que para todo n ≥ N

temos

dist(xn, U∞(tn, tn − τ, bn)) ≤ dist(U(tn, tn − τ, bn), U∞(tn, tn − τ, bn))

≤ sup
x∈B,τ∈R+

dist(U(tn, tn − τ, x), U∞(tn, tn − τ, x))

<
δ

2
(4.21)

Além disso, como {bn} ⊂ B é pullback atraído por U∞ sob U∞, existe um M =M(δ) > 0

tal que para τ ≥M

dist(U∞(tn, tn − τ, bn), A∞(tn)) ≤ dist(U∞(tn, tn − τ, B), A∞(tn)) <
δ

2
. (4.22)

Portanto, de (4.21) e (4.22) segue-se que,

dist(xn, A∞(tn)) ≤ dist(xn, U∞(tn, tn − τ, bn)) + dist(U∞(tn, tn − τ, bn), A∞(tn)) < δ,

o que contradiz (4.20). ■

Proposição 4.1.4. Sejam U = {A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R atratores pullback dos

processos multívocos U e U∞, respectivamente. Suponha que

(i) U∞ é limitado para trás, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≤0A∞(t)

⊂ B;

(ii) a seguinte convergência é válida

lim
t→−∞

sup
x∈B,τ∈R+

dist(U∞(t, t− τ, x), U(t, t− τ, x)) = 0. (4.23)

Então,

lim
t→−∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0. (4.24)

Demonstração. É análoga à Proposição 4.1.3. ■

Juntando as Proposições 4.1.2 e 4.1.3, temos o seguinte corolário:
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Corolário 4.1.2. Sejam U = {A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R atratores pullback dos

processos multívocos U e U∞, respectivamente. Suponha que

(i) U e U∞ são limitados para trás, ou seja, existem conjuntos limitados B1 e B2 tais

que
⋃

t≤0A(t) ⊂ B1 e
⋃

t≤0A∞(t) ⊂ B2;

(ii) a seguinte convergência é válida

lim
t→−∞

sup
x∈B,τ∈R+

distH(U(t, t− τ, x), U∞(t, t− τ, x)) = 0. (4.25)

Então,

lim
t→−∞

distH(A(t), A∞(t)) = 0. (4.26)

Com o Corolário 4.1.2, temos

Teorema 4.1.2. [7] (Convergência total para trás). Seja U um processo multívoco

com atrator pullback U = {A(t)}t∈R e seja S um semigrupo multívoco com atrator global

A. Suponha que

(i) U é limitado para trás, ou seja, existe um conjunto limitado B tal que
⋃

t≤0A(t) ⊂

B;

(ii) a seguinte condição assintoticamente autônoma é válida

lim
t→−∞

sup
x∈B

dist(U(t, t− T, x), S(T, x)) = 0,∀ T > 0. (4.27)

Então o atrator global A é o conjunto α− limite do atrator pullback U , ou seja,

lim
t→−∞

dist(A(t),A) = 0. (4.28)

Se, além disso

lim
t→−∞

sup
x∈B

distH(U(t, t− T, x), S(T, x)) = 0,∀ T > 0, (4.29)

então

lim
t→−∞

distH(A(t),A) = 0. (4.30)
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Demonstração. Vamos supor que a condição (4.28) não é cumprida. Logo, existe um

δ > 0 e tn → −∞ quando n→ ∞ tal que dist(A(tn),A) ≥ δ, ∀ n ∈ N. Pela compacidade

do atrator U para qualquer n ∈ N existe um xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn,A) = dist(A(tn),A) ≥ δ ∀ n ∈ N. (4.31)

Como B é limitado, então B é atraído por A. Assim, existe um T > 0 tal que

dist(S(T,B),A) <
δ

2
. (4.32)

Pela semi-invariância negativa do U , xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn−T,A(tn−T )) eA(tn−T ) ⊂ B

(para n suficientemente grande). Assim, existe yn ∈ A(tn − T ) tal que xn ∈ U(tn, tn −

T, yn). Usando (4.31), temos

dist(U(tn, tn − T, yn),A) ≥ dist(xn,A) = dist(A(tn),A) ≥ δ ∀ n ∈ N. (4.33)

Por outro lado, pela condição (4.27) existe N = N(δ) > 0 tal que para n ≥ N

dist(U(tn, tn − T, yn), S(T, yn) <
δ

2
. (4.34)

Usando a desigualdade triangular, (4.33) e (4.34), temos que

dist(U(tn, tn − T, yn),A) ≤ dist(U(tn, tn − T, yn), S(T, yn)) + dist(S(T, yn),A)

e assim

dist(S(T, yn),A) ≥ dist(U(tn, tn − T, yn),A)− dist(U(tn, tn − T, yn), S(T, yn))

≥ δ − δ

2
=
δ

2
,

o que contradiz (4.32). Portanto vale (4.28).

Agora, se a condição (4.29) ocorre, o resultado segue pelo Corolário 4.1.2. ■

4.2 Convergências completas para frente sob a suposi-

ção de equi-atração

Com a propriedade de equi-atração, teremos também um resultado sobre convergência

total para frente, de forma análoga ao Corolário 3.2.1. Começamos com o seguinte
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Proposição 4.2.1. Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) a seguinte condição é válida para todo conjunto limitado não vazio B

lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U(t+ T, t, x), U∞(t+ T, t, x)) = 0,∀ T > 0; (4.35)

(ii) U é limitado para frente;

(iii) U∞ é equiatraente sob U∞.

Então

lim
t→∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0. (4.36)

Demonstração. Faremos a prova por contradição. Vamos supor que a condição (4.36)

não vale. Existe δ > 0 e tn → ∞ para n → ∞ tal que dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ, ∀ n ∈ N.

Então pela compacidade de U existe xn ∈ A(tn) tal que

dist(xn, A∞(tn)) = dist(A(tn), A∞(tn)) ≥ δ, ∀ n ∈ N. (4.37)

Agora, pela limitação para frente de U existe B ∈ B(X) tal que
⋃

t≥0A(t) ⊂ B. E pela

equiatração de U∞, existe um T > 0 tal que

sup
n∈N

dist(U∞(tn, tn − T,B), A∞(tn)) <
δ

2
. (4.38)

Como U é negativamente semi-invariante, então xn ∈ A(tn) ⊂ U(tn, tn − T,A(tn − T )).

Logo, existe bn ∈ A(tn − T ) ⊂ B tal que xn ∈ U(tn, tn − T, bn). Como {bn} ⊂ B, pela

condição (4.35) existe N > 0 tal que para n ≥ N temos,

sup
n∈N

dist(U(tn − T, tn, bn), U∞(tn − T, tn, bn)) = sup
x∈B

dist(U(tn − T, tn, x), U∞(tn − T, tn, x))

<
δ

2
,∀ T > 0 (4.39)

Portanto, de (4.38) e (4.39) segue pela desigualdade triangular que

dist(xn, A∞(tn)) ≤ dist(xn, U∞(tn, tn − T,B)) + dist(U∞(tn, tn − T,B), A∞(tn))

<
δ

2
+
δ

2
= δ,
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o que dá uma contradição com (4.37). ■

De modo análogo pode-se provar a seguinte

Proposição 4.2.2. Sejam U e U∞ processos multívocos com atratores pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) a seguinte condição é válida para todo conjunto limitado não vazio B

lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U∞(t+ T, t, x), U(t+ T, t, x)) = 0,∀ T > 0; (4.40)

(ii) U∞ é limitado para frente;

(iii) U é equiatraente sob U .

Então

lim
t→∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0. (4.41)

Juntando as Proposições 4.2.1 e 4.2.2, temos o seguinte corolário:

Corolário 4.2.1. [7] Sejam U e U∞ processos multívocos com atratotes pullback U =

{A(t)}t∈R e U∞ = {A∞(t)}t∈R, respectivamente. Suponha que

(i) a seguinte condição é válida para todo conjunto limitado não vazio B

lim
t→∞

sup
x∈B

distH(U(t+ T, t, x), U∞(t+ T, t, x)) = 0,∀ T > 0; (4.42)

(ii) U e U∞ são ambos limitados para frente;

(iii) U e U∞ são ambos equiatraentes.

Então U e U∞ são assintoticamente idênticos em um futuro distante, ou seja,

lim
t→∞

distH(A(t), A∞(t)) = 0. (4.43)

Com o corolário 4.2.1, temos o seguinte teorema:
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Teorema 4.2.1. Seja U um processo multívoco com um atrator pullback U = {A(t)}t∈R
e seja S um semigrupo multívoco com um atrator global A. Suponha que

(i) a seguinte condição é válida para todo conjunto limitado não vazio B

lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U(t+ T, t, x), S(T, x)) = 0,∀ T > 0; (4.44)

(ii) U é limitado para frente;

(iii) U é equiatraente sob U .

Então, o atrator A do semigrupo é o conjunto ω − limite do atrator pullback, ou seja,

lim
t→∞

dist(A(t),A) = 0. (4.45)

Demonstração. Vamos provar que todas as hipóteses da Proposição 4.2.1 são satisfeitas

neste teorema e em seguida aplicar a Proposição 4.2.1.

Seja S(T, x) := U∞(t+ T, t, x) e U∞ = {A∞(t)} = {A} para todo t ∈ R e T ∈ R+.

Afirmação: U∞ é um processo multívoco com atrator pullback U∞ e U∞(t+ T, t, x) =

S(t+ T − t, x) = S(T, x).

De fato,

(i) lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U(t+T, t, x), U∞(t+T, t, x)) = lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U(t+T, t, x), S(T, x)) = 0

Isto confirma a hipótese (i) da Proposição 4.2.1.

(ii) Por ser o atrator U limitado para frente, então é o mesmo que o item (ii) da Pro-

posição 4.2.1.

(iii) Vamos mostrar que a hipótese (iii) da Proposição 4.2.1 é satisfeita, isto é, vamos

mostrar que U∞ equitrai sob U∞.

De fato , seja B ∈ B(X) e seja t ∈ R arbitrariamente fixado.

dist(U∞(t, t− τ, B), A∞(t)) = dist(S(t− (t− τ), B),A) = dist(S(τ, B),A) → 0

quando τ → ∞.
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Então, pela Proposição 4.2.1 segue que

lim
t→∞

dist(A(t),A) = lim
t→∞

dist(A(t), A∞(t)) = 0.

■

Teorema 4.2.2. Seja U um processo multívoco com um atrator pullback U = {A(t)}t∈R
e seja S um semigrupo multívoco com um atrator global A. Suponha que

(a) a seguinte condição é válida para todo conjunto limitado não vazio B

lim
t→∞

sup
x∈B

dist(S(T, x), U(t+ T, t, x)) = 0,∀ T > 0; (4.46)

(b) U é equiatraente sob U .

Então,

lim
t→∞

dist(A, A(t)) = 0. (4.47)

Demonstração. Vamos provar que todas as hipóteses da Proposição 4.2.2 são satisfeitas

neste teorema e em seguida aplicar a Proposição 4.2.2. Defina U∞(t, s, x) := S(t − s, x)

(para t ≥ s, x ∈ X) e U∞ = {A∞(t)} com A∞(t) = A para todo t ∈ R.

Afirmação: U∞ é um processo multívoco com atrator pullback U∞ e U∞(t+ T, t, x) =

S(t+ T − t, x) = S(T, x).

De fato,

(i) lim
t→∞

sup
x∈B

dist(U∞(t+T, t, x), U(t+T, t, x)) = lim
t→∞

sup
x∈B

dist(S(T, x), U(t+T, t, x)) = 0

Isto confirma a hipótese (i) da Proposição 4.2.2.

(ii) O atrator U∞ é limitado para frente, pois
⋃

t≥0A∞(t) =
⋃

t≥0A = A ∈ B(X).

(iii) U equitrai sob U pela hipótese (b).

Então, pela Proposição 4.2.2 segue que

lim
t→∞

dist(A, A(t)) = lim
t→∞

dist(A∞(t), A(t)) = 0.
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■

Juntando os Teorema 4.2.1 e Teorema 4.2.2, temos o seguinte corolário:

Corolário 4.2.2. [7] (Convergência total para frente). Seja U um processo multívoco

com um atrator pullback U = {A(t)}t∈R e seja S um semigrupo multívoco com um atrator

global A. Suponha que

(i) a seguinte condição é válida para todo conjunto limitado não vazio B

lim
t→∞

sup
x∈B

distH(U(t+ T, t, x), S(T, x)) = 0,∀ T > 0; (4.48)

(ii) U é limitado para frente;

(iii) U é equiatraente sob U .

Então,

lim
t→∞

distH(A(t),A) = 0. (4.49)



Capítulo 5

Aplicações para uma inclusão

diferencial escalar

Comparado com o Teorema 3.1.1, o Teorema 4.1.1 tem a vantagem evidente de exigir

apenas uma condição de limitação para frente em vez de uma condição de compactação

para frente. Esta é uma melhoria importante para sistemas dinâmicos de dimensão infinita

e mesmo em caso de unicidade de solução, um exemplo de equação de reação-difusão é dado

em [6]. Neste capítulo, por meio de uma aplicação a uma inclusão diferencial ordinária

destacamos outra vantagem que a condição (4.1) tem com os dados iniciais sendo os

mesmos.

5.1 Uma inclusão diferencial escalar não autônoma: Exis-

tência de soluções

Consideramos a seguinte inclusão diferencial escalar
du

dt
+ λu ∈ b(t)H0(u), t ≥ s,

u(s) = us,

(5.1)

46
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onde λ > 0, H0 é a função de Heaviside dada por

H0(u) =


−1, se u < 0,

[−1, 1], se u = 0,

1, se u > 0,

e b : R → R+ é uma função contínua que satisfaz

0 < b0 ≤ b(t) ≤ b1.

Definição 5.1.1. [7] A função u ∈ C([s,+∞),R) é chamada solução de (5.1) se
du

dt
∈

L∞
Loc([s,+∞),R) e existe h ∈ L∞

Loc([s,+∞),R) tal que h(t) ∈ H0(u(t)), para quase todo

t > s, e

du

dt
+ λu = b(t)h(t) para quase todo t > s (5.2)

com u(s) = us.

Observação 5.1.1. [5] Denotaremos por Rb
s o conjunto de todas as soluções de (5.1)

começando em s. No caso autônomo, isto é, quando b(t) ≡ b > 0, o conjunto de todas as

soluções começando em s = 0 será denotado por Rb.

Lema 5.1.1. [5] Se us > 0, então u(t) > 0 para todos os t ≥ s e todos os u ∈ Rb
s com

u(s) = µs. Se us < 0, então u(t) < 0 para todos os t ≥ s e todos os u ∈ Rb
s com u(s) = us.

Lema 5.1.2. [5] (Concatenação). Seja u ∈ Rb
τ , v ∈ Rb

r com τ ≤ r ≤ s e u(s) = v(s).

Então

w(t) =

u(t) se τ ≤ t ≤ s,

v(t) se t ≥ s,

pertence a Rb
τ .

É claro que o problema (5.1) possui pelo menos uma solução para cada dado inicial

[5]. Além disso, o seguinte lema mostra que a unicidade das soluções falha apenas quando

os dados iniciais são zero.
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Lema 5.1.3. [5]. Para qualquer us ̸= 0 o problema (5.1) tem a única solução dada por

u(t) = e−λ(t−s)us +

∫ t

s

e−λ(t−τ)b(τ)h(τ) dτ.

Para us = 0, existem infinitas soluções dadas por

u∞ ≡ 0,

u+r (t) =

0, s ≤ t ≤ r,∫ t

r
e−λ(t−τ)b(τ)dτ, t > r,

u−r (t) =

0, s ≤ t ≤ r,

−
∫ t

r
e−λ(t−τ)b(τ)dτ, t > r,

onde r ≥ s é arbitrário, e estas são as únicas soluções possíveis.

Demonstração. Usaremos a técnica de fator integrante. Note que a equação diferencial

ordinária de primeira ordem
du

dt
+ λu = b(t)h(t)

é do tipo y′ + p(t)y = g(t) onde a função

v(t) = e

∫
p(t) dt

:= exp

∫ p(t) dt



multiplicada pela equação y′ + p(t)y = g(t) transforma o primeiro membro na derivada

do produto v(t) · y(t).

Logo, multiplicando a equação u′ + λu = b(t)h(t) por v(t) = e

∫
λ dt

= eλt, temos

eλtu′ + λeλtu = b(t)h(t)eλt, ou seja,

(
eλt · u

)′
= b(t)h(t)eλt.

Integrando em ambos os lados,

eλtu =

∫
b(τ)h(τ)eλτ dτ + C, onde C ∈ R.
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Logo,

u =
1

eλt

∫
b(τ)h(τ)eλτ dτ +

C

eλt

Como u(s) = us temos

us =
1

eλs

∫ s

s

b(τ)h(τ)eλτ dτ +
C

eλs
=

C

eλs

C = use
λs.

Logo,

u(t) =
1

eλt

∫ t

s

b(τ)h(τ)eλτ dτ +
use

λs

eλt

⇒ u(t) =
1

eλt

∫ t

s

b(τ)h(τ)eλτ dτ + eλ(s−t)us

⇒ u(t) = e−λ(t−s)us +
1

eλt

∫ t

s

b(τ)h(τ)eλτ dτ

⇒ u(t) = e−λ(t−s)us +

∫ t

s

eλτ

eλt
b(τ)h(τ) dτ

⇒ u(t) = e−λ(t−s)us +

∫ t

s

e−λ(t−τ)b(τ)h(τ) dτ

• Se us > 0, então h(τ) = 1 para todo τ ≥ s. Logo,

u(t) = e−λ(t−s)us +

∫ t

s

e−λ(t−τ)b(τ) dτ.

• Se us < 0, então h(τ) = −1 para todo τ ≥ s. Logo,

u(t) = e−λ(t−s)us −
∫ t

s

e−λ(t−τ)b(τ) dτ.

• Se us = 0, então h(τ) ∈ [−1, 1] para todo τ ≥ s. Logo,

u(t) = e−λ(t−s) · 0 +
∫ t

s

e−λ(t−τ)b(τ)h(τ) dτ =

∫ t

s

e−λ(t−τ)b(τ)h(τ) dτ.

As soluções para este caso são

u∞ ≡ 0,
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e usando a concatenação do Lema 5.1.2 temos

u+r =


0, s ≤ t ≤ r∫ t

r

e−λ(t−τ)b(τ) dτ, t > r

u−r =


0, s ≤ t ≤ r

−
∫ t

r

e−λ(t−τ)b(τ) dτ, t > r

■

5.1.1 Existência do atrator pullback e algumas propriedades

O trabalho recente de Caraballo et al. [5] mostra que o problema escalar (5.1) gera um

processo estrito multívoco, que possui um atrator pullback compacto.

Lema 5.1.4. [5] A aplicação (t, s, us) 7→ U(t, s, us) dado

U(t, s, us) = {y ∈ R : existe η ∈ C([s,+∞),R) tal que y = η(t) e us = η(s)}

é um processo estrito multívoco que possui gráfico fechado. Além disso, o processo U

possui um atrator pullback U = {A(t)}t∈R.

Neste artigo, fazendo uso de nossos resultados teóricos, estudamos o comportamento

assintótico do atrator pullback sob algumas condições em b(t). Para começar, mostramos

que o atrator pullback U é limitado para trás e para frente, e é equiatraente sob U .

Proposição 5.1.1. [7] O atrator pullback U é limitado para frente e para trás.

Demonstração. Por (5.2),
du(t)

dt
+ λu(t) = b(t)h(t). Multiplicando esta equação em

ambos os lados pela solução u (calculada no tempo genérico t), obtemos que qualquer

solução u do problema (5.1) satisfaz

1

2

d

dt
|u(t)|2 + λ|u(t)|2 = b(t)h(t)u(t) =

1√
λ
b(t)h(t)

√
λu(t)

≤ 1√
λ
b(t)|h(t)|

√
λ|u(t)| ≤ 1√

λ
b(t)

√
λ|u(t)|, ∀ t ≥ s.
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Usando a desigualdade de Young, obtemos

1

2

d

dt
|u(t)|2 + λ|u(t)|2 ≤ 1

2λ
(b(t))2 +

λ

2
|u(t)|2, ∀ t ≥ s.

Logo,

1

2

d

dt
|u|2 ≤ 1

2λ
|b|2 − λ

2
|u|2.

Integrando de s a t, obtemos

1

2

∫ t

s

d

dτ
|u(τ)|2 dτ ≤ 1

2λ

∫ t

s

|b(τ)|2 dτ − λ

2

∫ t

s

|u(τ)|2 dτ.

Logo,

|u(t)|2 ≤ |u(s)|2 + 1

λ

∫ t

s

|b(τ)|2 dτ − λ

∫ t

s

|u(τ)|2 dτ.

Considerando a := |u(s)|2 + 1

λ

∫ t

s

|b(τ)|2 dτ e ϕ(t) := |u(t)|2, temos

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

s

−λϕ(τ) dτ ∀ t ∈ [s, T ].

Daí, pela desigualdade de Gronwall-Bellman, obtemos

|u(t)|2 = ϕ(t) ≤ ae

∫ t

s

−λ dτ
= ae−λ(t−s)

=

[
|u(s)|2 + 1

λ

∫ t

s

|b(τ)|2 dτ
]
e−λ(t−s)

= e−λ(t−s)|u(s)|2 + 1

λ

∫ t

s

e−λ(t−s)|b(τ)|2 dτ.

Portanto, o conjunto não autônomo B = {B(t)}t∈R dado por

B(t) =
{
η ∈ R : |n|2 ≤ 1 +

1

λ

∫ t

s

e−λ(t−τ)|b(τ)|2 dτ
}
,

é um conjunto pullback absorvente do processo U . Além disso, |η(t)|2 ≤ 1 +
b21
λ2

para

todo η(t) ∈ B(t), t ≥ s. De fato, primeiro note que |b(τ)| ≤ b1. Seja η(t) ∈ B(t). Pela
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definição de B(t), temos

|η(t)|2 ≤ 1 +
1

λ

∫ t

s

e−λ(t−τ)|b(τ)|2 dτ

≤ 1 +
1

λ

∫ t

s

e−λ(t−τ)b21 dτ

≤ 1 +
b21
λ

∫ t

s

e−λ(t−τ) dτ

≤ 1 +
b21
λ2

− 1

λ2
b21e

−λ(t−τ)

≤ 1 +
b21
λ2
.

■

Teorema 5.1.1. [5] Existe uma trajetória completa limitada máxima ξM(·) de Rb, e que

significa que para qualquer trajetória completa limitada φ(·) temos

−ξM(t) ≤ φ(t) ≤ ξM(t) para todo t ∈ R.

Além disso, para qualquer us ̸= 0 temos

lim
s→−∞

Ub(t, s, us) = ξM(t) se us > 0, (5.3)

lim
s→−∞

Ub(t, s, us) = −ξM(t) se us < 0, (5.4)

e o intervalo [−ξM(t), ξM(t)] é positivamente invariante.

Lema 5.1.5. [5] Se ψ(·) é uma trajetória completa limitada de Rb tal que ψ(t) > 0

(ψ(t) < 0) para todo t ∈ R, então

ψ(t) ≡ ξM(t) (ψ(t) ≡ −ξM(t)).

Lema 5.1.6. [5] Seja us > 0, vs < 0. Então

|Ub(t, s, us)− ξM(t)| → 0,

|Ub(t, s, vs) + ξM(t)| → 0, com t→ +∞.



53

Lema 5.1.7. Para qualquer s ∈ R existem pelo menos duas trajetórias completas limita-

das ϕ+
s , ϕ−

s tais que ϕ+
s (t) = ϕ−

s (t) = 0, para todos t ≤ s, e

|ϕ+
s (t)− ξM(t)| → 0 com t→ +∞,

|ϕ−
s (t) + ξM(t)| → 0 com t→ +∞.

Corolário 5.1.1. [5] Seja ψ(·) uma trajetória completa limitada de Rb. Então, ou ψ(t) ≡

±ξM(t), ψ(t) ≡ 0 ou existe s ∈ R tal que ψ(t) = ψ±
s (t).

Proposição 5.1.2. O atrator pullback U é equiatraente pelo processo U .

Demonstração. Dado um conjunto limitado não vazio K ⊂ R, sem perda de generali-

dade assumimos que ele pode ser dividido em três partes K = K1 ∪ {0} ∪K2, onde K1

contém todos os elementos positivos de K e K2 contém todos os negativos. Queremos

concluir que

lim
t→∞

sup
τ∈R

dist(U(t+ τ, τ,K), A(t+ τ)) = 0 (5.5)

vale para K = K1, {0}, K2, respectivamente.

• Para K1 : Pelo Teorema 5.1.1, considere ξM : R →
[
b0
λ
,
b1
λ

]
dada por

ξM(t) =

∫ t

−∞
e−λ(t−s)b(s) ds, ∀ t ∈ R.

Esta aplicação é uma trajetória completa e limitada de U satisfazendo

U(t, s, ξM(s)) = ξM(t), ∀ t ≥ s, .

Isto implica que ξM(t) ∈ A(t) para todo t ∈ R.

De fato, dado ε > 0 e para t fixado arbitrariamente, existe s0 < t tal que

ξM(t) = U(t, s, ξM(s)) ⊂ U(t, s,∪l∈RξM(l)) ⊂ Oε(A(t)), ∀ s ≤ s0.
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Então, ξM(t) ∈
⋂
ε>0

Oε(A(t)) = A(t) = A(t). Portanto, pelo Lema 5.1.3, uma vez

que U é unívoco em K1, temos

dist(U(t+ τ, τ,K1), A(t+ τ)) ≤ sup
x∈K1

dist(U(t+ τ, τ, x), ξM(t+ τ))

= sup
x∈K1

∣∣∣∣e−λ(t+τ−τ) · x+
∫ t+τ

τ

e−λ(t+τ−s)b(s) ds−
∫ t+τ

−∞
e−λ(t+τ−s)b(s) ds

∣∣∣∣
= sup

x∈K1

∣∣∣∣e−λt · x−
∫ τ

−∞
e−λ(t+τ−s)b(s) ds

∣∣∣∣
≤ e−λt sup

x∈K1

|x|+
∣∣∣∣−∫ −τ

−∞
e−λ(t+τ−s)b(s) ds

∣∣∣∣
= e−λt|K1|+ e−λt

∣∣∣∣∫ τ

−∞
e−λ(τ−s)b(s) ds

∣∣∣∣
= e−λt (|K1|+ |ξM(τ)|) ≤ e−λt

(
|K1|+

b1
λ

)
→ 0

quando t → +∞, uniformemente para todo τ ∈ R. Portanto, a equitração (5.5)

vale para K1.

• Para K2:

O caso K2 é semelhante a K1 com −ξM(·) em vez de ξM(·).

• Para K = {0}:

Como o processo multívoco U é estrito e da Proposição 5.1.1 o atrator pullback U

é limitado para trás, pelo Lema 2.1.1, U é estritamente invariante, ou seja, U(t +

τ, τ, A(τ)) = A(t+ τ) para todo t ≥ 0 e τ ∈ R. Portanto, como ξ(t) ≡ 0 pertence a

A(t) para todo t ∈ R, temos

dist(U(t+ τ, τ, 0), A(t+ τ)) ≤ dist(U(t+ τ, τ, A(τ)), A(t+ τ)) ≡ 0

para todo t ≥ 0 e τ ∈ R. Portanto, a equitração (5.5) vale para K = {0}.

■
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5.2 Convergências de atratores pullback assintoticamente

periódicos

Seja p(t) uma função periódica contínua e considere a seguinte versão periódica de (5.1)

du

dt
+ λu ∈ p(t)H0(u). (5.6)

Claramente, o processo multívoco Uper correspondente a (5.6) tem um atrator pullback

Uper = {Aper(t)}t∈R. Além disso, pelas Proposições 5.1.1, 5.1.2 e Teorema 2.5, temos

Teorema 5.2.1. O atrator pullback Uper é limitado para frente e para trás e é equiatraente

em Uper. Além disso, é periódico.

A seguir, estudamos as convergências do atrator pullback U de (5.1) em direção ao

atrator pullback periódico Uper de (5.6).

Teorema 5.2.2. (Convergência para frente). Seja lim
t→∞

|b(t) − p(t)| = 0. Então os

dois atratores U e Uper são assintoticamente idênticos em um futuro distante em relação

à métrica completa de Hausdorff, ou seja,

lim
t→∞

distH(A(t), Aper(t)) = 0.

Demonstração. Pela Proposição 4.5 e Teorema 5.2.1, é suficiente provar

lim
t→∞

sup
x∈X

dist(U(t+ T, t, x), Uper(t+ T, t, x)) = 0, ∀ T > 0. (5.7)

Pela hipótese, para qualquer ε > 0 existe um T∗ > 0 tal que |b(τ) − p(τ)| < ε para todo

τ ≥ T∗. Portanto, se x ̸= 0, então, pelo Lema 5.1.3,

distH(U(t+ T, t, x), Uper(t+ T, t, x)) =

∣∣∣∣∫ t+T

t

e−λ(t+T−τ)(b(τ)− p(τ)dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t+T

t

|b(τ)− p(τ)|dτ < Tϵ, ∀ t ≥ T∗.

Se x = 0, então, pelo Lema 5.1.3 novamente,

distH(U(t+ T, t, 0), Uper(t+ T, t, 0)) ≤ sup
r∈[t,t+T )

∫ t+T

r

e−λ(t+T−τ |b(τ)− p(τ)|dτ
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≤ sup
r∈[t,t+T )

∫ t+T

r

|b(τ)− p(τ)|dτ ≤
∫ t+T

t

|b(τ)− p(τ)|dτ < Tϵ, ∀ t ≥ T∗.

Portanto, (5.7) é válido como desejado. ■

Teorema 5.2.3. (Convergência para trás). Seja lim
t→−∞

|b(t) − p(t)| = 0. Então os

dois atratores U e Uper são assintoticamente idênticos no passado distante em relação à

métrica completa de Hausdorff, ou seja,

lim
t→−∞

distH(A(t), Aper(t)) = 0.

Demonstração. Pelo Corolário 4.1.2 é suficiente provar que

sup
x∈X,τ∈R+

distH(U(t, t− τ, x), Uper(t, t− τ, x)) → 0, com t→ −∞. (5.8)

Pela hipõtese, para qualquer ϵ > 0 existe um T∗ < 0 tal que |b(s) − p(s)| < ϵ para todo

s ≤ T∗. Portanto, se x ̸= 0, então, pelo Lema 5.1.3,

sup
τ∈R+

distH(U(t, t− τ, x), Uper(t, t− τ, x)) =

∣∣∣∣∫ t

t−τ

e−λ(t−s)(b(s)− p(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

−∞
e−λ(t−s)ϵds =

ϵ

λ
,

para todo t ≤ T∗. Se x = 0, então, pelo Lema 5.1.3 novamente,

sup
τ∈R+

distH(U(t, t− τ, 0), Uper(t, t− τ, 0)) ≤ sup
τ∈R+

(
sup

r∈[l−τ,l)

∫ l

r

e−λ(t−s)|b(s)− p(s)|ds

)

≤ sup
r∈(−∞,t)

∫ t

r

e−λ(t−s)ϵds =
ϵ

λ
,

para todo t ≤ T∗. Portanto, (5.8) é válido como desejado. ■

5.3 Convergências de atratores pullback assintoticamente

autônomos

Seja b ∈ [b0, b1] uma constante e considere a versão autônoma de (5.1)

du

dt
+ λu ∈ bH0(u). (5.9)
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Claramente, o semigrupo multívoco S gerado por (5.9) tem um atrator global A como

caso particular.

A seguir, estudamos as convergências do atrator pullback U de (5.1) em direção ao

atrator global A de (5.9).

Teorema 5.3.1. (Convergência para frente). Seja lim
t→∞

|b(t)− b| = 0. Então o atrator

semigrupo A é o conjunto ω − limite do atrator pullback U , ou seja,

lim
t→∞

distH(A(t),A) = 0.

Demonstração. Como o atrator pullback U é limitado para frente pela Proposição 5.1.1

e equiatraente sob U pela Proposição 5.1.2, pelo Corolário 4.2.2 é suficiente provar que

lim
t→∞

sup
x∈X

distH(U(t+ T, t, x), S(T, x)) = 0, ∀ T > 0. (5.10)

Pela hipótese, para qualquer ϵ > 0 existe um T∗ > 0 tal que |b(τ) − b| < ϵ para todo

τ ≥ T∗. Portanto, se x ̸= 0, então, pelo Lema 5.1.3,

distH(U(t+ T, t, x), S(T, x)) =

∣∣∣∣∫ t+T

t

e−λ(t+T−τ)(b(τ)− b)dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t+T

t

|b(τ)− b|dτ < Tϵ, ∀ t ≥ T∗;

se x = 0, então, pelo Lema 5.1.3 novamente,

distH(U(t+ T, t, 0), S(T, 0)) ≤ sup
r∈[t,t+T )

∫ t+T

r

ϵ−λ(t+T−τ)|b(τ)− b|dτ

≤ sup
r∈[t,t+T )

∫ t+T

r

|b(τ)− b|dτ

≤
∫ t+T

t

|b(τ)− b|dτ < Tϵ, ∀ t ≥ T∗.

Portanto, (5.10) é válido como desejado. ■

Teorema 5.3.2. (Convergência para trás). Seja lim
t→−∞

|b(t)− b| = 0. Então o atrator

semigrupo A é o conjunto α− limite do atrator pullback U , ou seja,

lim
t→−∞

distH(A(t),A) = 0.
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Demonstração. Como pela Proposição 5.1.1 o atrator pullback U é limitado para trás,

pelo Teorema 4.1.2, é suficiente provar que

sup
x∈X,τ∈R+

distH(U(t, t− τ, x), S(τ, x)) → 0, com t→ −∞. (5.11)

Pela hipótese, para qualquer ϵ > 0 existe um T∗ < 0 tal que |b(s) − b| < ϵ para todo

s ≤ T∗. Portanto, se x ̸= 0, então, pelo Lema 5.1.3,

sup
τ∈R+

distH(U(t, t− τ, x), S(τ, x)) =

∣∣∣∣∫ t

t−τ

e−λ(t−s)(b(s)− b)ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

−∞
e−λ(t−s)ϵds =

ϵ

λ
, ∀ t ≤ T∗;

se x = 0, então, pelo Lema 5.1.3 novamente,

sup
τ∈R+

distH(U(t, t− τ, 0), S(τ, 0)) ≤ sup
τ∈R+

(
sup

r∈[t−τ,t)

∫ t

r

e−λ(t−s)|b(s)− b|ds

)

≤ sup
r∈(−∞,t)

∫ t

r

e−λ(t−s)ϵds =
ϵ

λ
, ∀ t ≤ T∗.

Portanto, (5.11) é válido como desejado. ■



Conclusões

Pelo Teoremas 4.1.2 e pelo Corolário 4.2.2 provamos as convergências completas do atrator

pullback para o atrator do semigrupo. Isto pode ser considerado um exemplo que destaca

as vantagens do Teorema 4.1.2 e do Corolário 4.2.2 sobre os primeiros Corolários 3.2.3 e

3.2.4. Na verdade, pelo Lema 5.1.3 temos, para qualquer n ∈ N,

distH

(
U

(
n+ 1, n,

1

n

)
, S(1, 0)

)
≥

∣∣∣∣U (n+ 1, n,
1

n

)
− 0

∣∣∣∣
=

e−λ

n
+

∫ n+1

n

e−λ(n+1−τ)b(τ)dτ

≥
∫ n+1

n

e−λ(n+1−τ)b0dτ ≥ b0
λ

(
1− e−λ

)
,

o que mostra que a condição (3.35) falha e o Corolários 3.2.3 não pode ser aplicado neste

exemplo. A condição (4.48) no Corolário 4.2.2 revela-se fácil de verificar (Teorema 5.3.1).
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Apêndice: Resultados teóricos para

inclusões diferenciais abstratas

Este apêndice é baseado no artigo [26].

Considere o seguinte problema multívoco não autônomo em um espaço de Banach X

da forma
∂u

∂t
(t) + A(t)u(t) + F (u(t)) ∋ 0, u(τ) = ψτ , (5.12)

em comparação com do problema autônomo multívoco da forma

∂v

∂t
(t) + A∞v(t) + F (v(t)) ∋ 0, v(0) = ψ0, (5.13)

onde A(t), A∞ são operadores unívocos em X e F : X → P (X) é uma aplicação multívoca

((X, ∥ · ∥) será um espaço de Banach).

O processo de evolução multívoco associado a (5.12) é definido pela aplicação U :

R2
≥ ×X → P (X) definido por

U(t, τ)ξ = {z : existe u(·) ∈ Dτ (ξ) tal que u(t) = z}

onde Dτ (ξ) denota o conjunto de todas as soluções de (5.12) correspondente à condição

inicial u(τ) = ξ.

Suponhamos que o processo de evolução multívoco {U(t, τ) : t ≥ τ} em X associado

ao problema (5.12) tem um atrator pullback A = {A(t) : t ∈ R}, com A(t) compacto para

cada t ∈ R, e que o semigrupo multívoco G : R+ × X → P (X) associado ao problema

(5.13) tem um atrator autônomo global compacto A∞ no espaço de Banach X.

60
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Teorema 5.3.3. Suponha que para cada solução u do problema (5.12) existe uma solução

v do problema (5.13) tal que u(t + τ) → v(t) em X quando τ → +∞ para cada t ≥ 0

sempre que ψτ ∈A(τ) e ψτ → ψ0 em X com τ → +∞. Se ∪s≥τA(s) é um subconjunto

compacto de X para cada τ ∈ R, então

lim
t→+∞

dist(A(t),A∞) = 0. (5.14)

Demonstração. Temos que K(τ) := ∪s≥τA(s) é um subconjunto compacto de X para

cada τ ∈ R. Em particular, K := ∪s≥0A(s) é um subconjunto compacto de X. Suponha

que (5.14) não seja verdadeiro. Então existiria um ϵ0 > 0 e uma sequência real {τn}n∈N
com 0 < τn ↗ +∞ tal que dist(A(τn),A∞) ≥ 3ϵ0 para todo n ∈ N. Uma vez que os

conjuntos A(τn) são compactos, existe an ∈ A(τn) tal que

dist(an,A∞) = dist(A(τn),A∞) ≥ 3ϵ0, (5.15)

para cada n ∈ N. Pela propriedade de atração temos dist(G(τn0 , K),A∞) ≤ ϵ0 para n0

> 0 grande o suficiente. Além disso, pela semi-invariância do atrator pullback existe

bn ∈ A(τn − τn0) ⊂ K para n > n0 tal que an ∈ U(τn, τn − τn0)bn para cada n > n0.

Como K é compacto, existe uma subsequência convergente bn′ → b ∈ K. Como an′ ∈

U (τn′ , τn′ − τn0) bn′ existe uma solução un′ de

∂un′

∂t
(t) + A(t)un′(t) + F (un′(t)) ∋ 0, un′ (τn′ − τn0) = bn′ ,

tal que an′ = un′(τn′). Escrevendo τn′ = τn0 +(τn′ − τn0) e usando as hipóteses com t = τn0

e τ = τn′ − τn0 → +∞ (com n′ → +∞), existe uma solução vn′ de

∂vn′

∂t
(t) + A∞vn′(t) + F (vn′(t)) ∋ 0, vn′(0) = b,

tal que

∥un′(τn′)− vn′(τn0)∥X < ϵ0

para n′ grande o suficiente. Daqui,

dist (an′ ,A∞) = dist (un′(τn′),A∞)

≤ ∥un′(τn′)− vn′(τn0)∥X + dist (vn′(τn0),A∞)

≤ ∥un′(τn′)− vn′(τn0)∥X + dist (G (τn0 , K) ,A∞)

≤ 2ϵ0,



62

que contradiz (5.15). ■

Sob a seguinte condição extra (USC) uma espécie de recíproca do teorema anterior é

válida.

(USC): Para cada t ∈ R, σ : [t,+∞)×X → P (X), definido por σ(r, x) := U(r, t)x, é

uma aplicação semicontinua superior e tem valores compactos.

É um resultado bem conhecido que para cada par fixo (t, τ) com t ≥ τ , o processo de

evolução multívoco associado ao problema (5.12) U(t, τ) : X → P (X) é uma aplicação

semicontínua superior se, por exemplo, o processo multívoco é definido por um Processo

Generalizado Exato (veja Teorema 12.3 em [28]).

Teorema 5.3.4. Suponha que (USC) seja satisfeito e que para cada solução do problema

(5.12) existe uma solução v do problema (5.13) tal que para cada t ≥ 0, u(t+ τ) → v(t)

em X quando τ → +∞ sempre que ψτ ∈A(τ) e ψτ → ψ0 em X com τ → +∞. Se

lim
t→+∞

dist(A(t),A∞) = 0 (5.16)

então ∪s≥τA(s) é um subconjunto compacto de X para cada τ ∈ R.

Demonstração. Suponha que (5.16) seja verdadeiro. Vamos provar a pre-compactação

de ∪r≥tA(r) para cada t ∈ R fixado. Tomando uma sequência {xn} a partir desta união,

então escolhemos rn ≥ t tal que xn ∈ A(rn). Vamos provar que a sequência {xn} tem uma

subsequência convergente em dois casos.

Caso 1. r0 := supn∈N rn < +∞.

Neste caso, {rn} ⊂ [t, r0] e assim {xn} ⊂
⋃

t≤r≤r0
A(r). Pela invariância do atrator pull-

back U , temos
⋃

t≤r≤r0
A(r) ⊂ σ([t, r0]×A(t)). Pela hipótese (USC), σ : [t,+∞]×X →

P (X) é semicontínua superior. Uma vez que uma aplicação multívoca semicontínua su-

perior com valores compactos leva conjuntos compactos em conjuntos compactos (veja

Proposição 3, p.42 em [1]) temos que σ([t, r0] × A(t)) é um conjunto compacto. En-

tão,
⋃

t≤r≤r0
A(r) é um conjunto compacto, pois é um conjunto fechado em um conjunto

compacto.
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Portanto {xn} é compacto.

Caso 2. supn∈N rn = +∞.

Neste caso, passando para uma subsequência, podemos assumir rn ↗ +∞. Usando

(5.16), temos

dist(xn,A∞) ≤ dist(A(rn),A∞) → 0 (5.17)

quando n→ +∞. Então, para cada n ∈ N podemos escolher yn ∈ A∞ tal que

d(xn, yn) ≤ dist(xn,A∞) +
1

n
.

Como A∞ é um conjunto compacto, segue-se que yn tem uma subsequência convergente

tal que ynk
→ y ∈ A∞ com k → +∞. Portanto,

d(xnk
, y) ≤ d(xnk

, ynk
) + d(ynk

, y)

≤ dist(xnk
,A∞) +

1

nk

+ d(ynk
, y).

Usando (5.17), concluímos que xnk
→ y com k → +∞. ■

O leitor pode ver uma aplicação concreta no artigo [26], onde os autores consideraram

uma inclusão de evolução com os coeficientes de difusão e absorção ambos dependen-

tes do tempo, mais precisamente, estudaram o comportamento assintótico do problema

multívoco não autônomo, com condição de fronteira Neumann homogênea, no espaço de

Hilbert H := L2(Ω)

∂u

∂t
(t)− div

(
D1(t)|∇u|p(x)−2∇u

)
+D2(t)|u|p(x)−2u+ F (u(t)) ∋ 0, u(τ) = ψτ , (5.18)

sendo que Ω um domínio suave limitado em Rn, n ≥ 1, o expoente p(·) ∈ C(Ω) satisfaz

p+ := max
x∈Ω

p(x) ≥ p− := min
x∈Ω

p(x) > 2

e a condição inicial u(τ) ∈ H := L2(Ω).
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