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“A mente usa a sua faculdade de criatividade apenas quando a experiéncia a obriga a

fazé-lo.”

Henri Poincaré



Resumo

A proposta deste trabalho é estudar uma teoria de continuagao de érbitas periddicas em
uma familia a um parametro de equacoes diferenciais ordinérias constituida de pertu-
bacoes por campo de vetores de classe C", r > 1 ou r = oo, de um sistema linear no
qual, excetuando os pontos de equilibrio, as solugoes sao periddicas. Por continuacao de
solucoes periddicas entende-se aquelas 6rbitas periddicas que persistem apos a pertuba-
¢ao para um valor do parametro suficientemente pequeno. Tais 6rbitas periddicas que

persistem estao associadas com os zeros simples de certas fungoes integrais.

Palavras—chave: Ciclo Limite, Fun¢ao Integral, Zero Simples.
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Abstract

The purpose of this study is to present a theory of continuation of periodic orbits in
a one-parameter family of ordinary differential equations consisting of perturbations by
C"-vector fields, r > 1 or r = 00, of a linear system in which, apart from the equilibrium
points, the solutions are periodic. By continuation of periodic solutions it means those
periodic orbits that persist after the perturbation when the parameter is small enough.
Such periodic orbits that remain are associated with the simple zeros of certain integral

functions.

Keywords: Limit Cycle, Integral Function, Simple Zero.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo faremos uma abordagem histérica resumida da teoria de continuacgao de
orbitas periddicas em equacoes diferenciais e também apresentaremos os principais resul-

tados da dissertacao, a revisao bibliogréfica e a estrutura deste trabalho.

1.1 Abordagem Histoérica

A teoria de continuacao de orbitas periddicas, também chamada teoria de perturbagao
regular, é empregada em matematica aplicada na anélise do comportamento das solugoes
periodicas em um modelo de um processo fisico [5]. Na maioria dos casos, o modelo é
uma familia de equagoes diferenciais, ou seja, o modelo depende de parametros. Caso
um membro da familia possua, por exemplo, uma Orbita periodica, serd que esta orbita
periddica persiste se alterarmos os valores dos parametros? A teoria de continuagao é um
conjunto diversificado de técnicas que podem ser usadas para responder a esta pergunta
em algumas situagoes [5] e esta inserida no contexto da Teoria Qualitativa das Equagies
Diferenciais Ordindrias.

A Teoria Qualitativa das FEquagoes Diferenciais Ordindrias inicia-se com o trabalho
de Poincaré [18], de 1881, intitulado Mémoire sur les Courbes Définies par une Equation
Differentielle e tem por objetivo descrever as propriedades qualitativas das solugoes de

uma equacao diferencial sem resolvé-la explicitamente. Visto que muitos fendmenos natu-



rais podem ser descritos por equacoes diferenciais ordinarias, tal teoria possui aplicagoes
em diversas areas do conhecimento. Em particular, o conceito de ciclo limite para campos
vetoriais planares, também introduzido por Poincaré, modela oscilagoes nao lineares em
processos fisicos.

No final da década de 1920, van der Pol [19], Liénard [11] e Andronov [1], estudando
oscilagoes nao lineares de fenomenos elétricos, analisaram certas equacoes diferenciais or-
dinérias de segunda ordem verificando a ocorréncia de ciclos limites. Apos tal verificacao,
matematicos e fisicos estudaram extensivamente a nao existéncia, a existéncia e a unici-
dade, entre outras propriedades destes ciclos limites. Os livros classicos do Andronov, [2]
e [3], apresentam dois métodos, um empregado por Poincaré e o outro por van der Pol,
que podem ser utilizados no estudo de ciclos limites no retrato de fase de modelos dados

pela equagao diferencial 2" + x = pf(z, 2') ou, equivalentemente,

(A
I_y7

y = —x+pf(x,y),

sendo 1 um pardmetro real suficientemente pequeno e f uma fungao polinomial (ou, em
geral, analitica real).

Estes métodos abordam a questao da existéncia, nimero e estabilidade dos ciclos
limites que surgem no retrato de fase da equagao diferencial anterior, a partir da analise dos
zeros simples de uma fungao integral, na mesma linha que serd abordada nesta dissertacao.

Em ambos os casos, é obtida uma funcao integral ® dada por
2m
O(K) = / f (Kcos u,—Ksen u) sen u du,
0

com K > 0. Se Ky > 0 é um zero simples da funcao ®, isto é, ®(Ky) =0 e &'(Ky) # 0,
entdo existe um ciclo limite no retrato de fase de 2" +x = pf(x, 2’) proximo a um circulo
centrado na origem e de raio Ky, para u > 0 suficientemente pequeno. Este ciclo limite

seré estavel, se '(Kj) < 0, e instéavel, se ®'(Ky) > 0.



1.2 Principais Resultados

Seguindo a linha dos métodos de Poincaré e van der Pol, o objetivo deste trabalho é
estudar a continuacao de orbitas peridédicas em uma familia a um parametro de equagoes

diferenciais ordinarias em R™ da forma

(

Ty = —xo+eqi(xy,. .., T,),
xh =z +ega(xy, ..., Tp),
zh = egs(x,...,T,),

x = egn(T1,...,Tn),

\

com ¢ € R um parametro e g; : R®" — R funcgoes de classe C", r > 1 ou r = oo, para
1=1,...,n.

Por continuacao entende-se aquelas orbitas periddicas que persistem, apos a pertur-
bagao, para um valor do parametro € suficientemente pequeno, visto que, excetuando um
tnico ponto de equilibrio, no caso n = 2, ou os pontos de equilibrio em um subespago do
R™ de dimensao n — 2, para n > 3, todas as soluc¢oes sao periddicas de periodo 27 quando
e=0.

Sera mostrado que as érbitas periddicas que persistem estao associadas com os zeros

simples da funcao integral

/0 Wg1(\11(§, s))coss + ga(¥(E, s)) sens ds

- | BIEN

/ T g (U(E. ) ds

com ¥ dada por
\I](fv t) = (51 COStu fl Sent? 527 s 757171) ) te [07 27T]7

€ 5 = (517627537 s 7571—1) S Rn717 51 > 0.



Dentre as aplicacoes feitas estao o estudo da equacao de van der Pol, o nimero de

ciclos limites no retrato de fase dos sistemas planares

¥ =y—celmr+- -+ ax"), r = —y—esenx,

r_
y = -, y =,

e também o estudo do sistema de Michelson

2= —y—2?/2,

seguindo [15].

1.3 Revisao Bibliografica

Como o objetivo aqui é estudar familias a um parametro de equagoes diferenciais ordina-
rias, os principais conceitos e teoremas podem ser encontrados em [5] e em [22] ou [23].
Em particular, no Capitulo 5 de [5] encontram-se diversas teorias de Pertubacao Regular
para equacoes diferenciais ordinarias no plano, uma Teoria de Continuacdo de Orbitas
Periodicas em R?, bem como a aplicacao associada com a equacao de van der Pol. Ainda
no contexto em R?, a aplicagao em um sistema do tipo Liénard foi retirada de [13] e o
resultado associado com um sistema planar com um nimero contével de ciclos limites foi
adaptado da Proposigao 3 de [14].

A extensao do método de continuagao de orbitas periodicas proposto em [5] para o R™
foi realizado sem uma referéncia especifica. Porém, a aplicagao do método ao sistema de
Michelson foi feita tendo por base o artigo [15] e também o material [13]. Mais informagoes
sobre o sistema de Michelson foram extraidas do artigo original de Michelson [16] e a

modelagem de [24].



1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte maneira. No Capitulo 2 faremos uma in-
troducao sobre alguns conceitos basicos da teoria qualitativa das equacgoes diferenciais
ordinarias. No Capitulo 3, iremos estudar uma teoria de continuagao de oérbitas periddi-
cas em equagoes diferenciais no plano, estudaremos a equacao de van der Pol, um sistema
do tipo Liénard e também um sistema planar com um ntmero contavel de ciclos limites.
Em seguida, mostraremos no Capitulo 4 que parte da teoria é valida em R" e faremos
algumas consideracoes em R3.

No Capitulo 5, faremos uma aplicagao da teoria de continuagao de érbitas periddicas
ao sistema de Michelson, um caso particular em R?. Veremos ainda o contexto histérico
e como obter o modelo do sistema de Michelson, uma analise linear de tal sistema sera
feita, além de um estudo sobre ciclos limites no retrato de fase do sistema de Michelson.
Em Conclusoes ha algumas reflexoes obtidas com a elaboracao deste trabalho, bem como

sugestoes de trabalhos futuros sobre os resultados desta dissertagao.



Capitulo 2

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Veremos neste presente capitulo uma revisao basica de alguns dos principais resultados
da teoria matematica necessaria para trabalharmos com o tema principal a ser estudado
nesta dissertagao. Para tanto iremos considerar as referéncias bibliograficas [7], [22] e [5]

que é também a referéncia bésica para a teoria de continuacao empregada neste trabalho.

2.1 Campos Vetoriais e Fluxos

Seja A um conjunto aberto do espaco euclidiano R™. Um campo vetorial de classe C",
com r > 1our=o00, em A éuma aplicagao f : A — R" de classe C". Isto significa que
as derivadas parciais até a ordem r de f, se r > 1, ou todas, se r = 0o, existem e sao
continuas em A.

Ao campo vetorial f iremos associar a seguinte equagao diferencial ordinaria

, dx
r'=— = (x), (2.1)

e, reciprocamente, a equagao diferencial (2.1) associamos o campo vetorial f. A equagao
diferencial (2.1) é também chamada de equacao diferencial auténoma devido ao fato de
que o campo vetorial f nao depende da variavel .

As solugdes de (2.1), ou seja, as aplicagoes diferenciaveis definidas da seguinte maneira

w: 1 — A, sendo que I é um intervalo em R, e tais que

1) =0 = fletr), viel (22



sao chamadas trajetdrias ou curvas integrais do campo vetorial f. Observando (2.1) e
(2.2) temos que ¢ é uma curva integral de f se, e somente se, seu vetor velocidade ¢'(t)
em t coincide com o valor do campo vetorial f em (t), conforme podemos observar

geometricamente na Figura 2.1.

Figura 2.1: Curvas integrais do campo vetorial f.

Podemos classificar os pontos em A em regulares e singulares.

Definigao 2.1.1 (Ponto Singular e Regular). Um pontop € A é chamado de ponto singular
de f ou ponto de equilibrio sempre que f(p) = 0, mas quando f(p) # 0, entao p € A serd

chamado de ponto regular de f.

Quando p é um ponto singular, entdo ¢(t) = p, para todo t € R, é solugao de (2.1).
Reciprocamente, se ¢(t) = p, para todo ¢t € R, é solugao de (2.1), entao p é ponto singular

de f, pois

Em outras palavras, os pontos singulares sao solugdes constantes de (2.1).

Definigao 2.1.2 (Solugdes Maximas). Uma solugdo ¢ : I — A chama-se méaxima, se para
toda outra solu¢ao o : J — A tal que I C J e p = o|; se tenha I = J e, consequentemente,

@ = 0. Neste caso, I chama-se intervalo maximo ou maximal.



O proximo teorema trata da questao da existéncia e unicidade da solugao maxima
Y L, — A
t — (1),
do Problema de Cauchy
v = f(z),

z(0) = x,

(2.3)

com 0 € I, ex € A. A notagao I, = (w_(z),wy(z)) significa que os extremos do intervalo

maximal dependem do ponto x € A.
Teorema 2.1.1. Seja f um campo vetorial de classe C", r > 1 ou r = c0.

a) Existéncia e unicidade de solugdes maximas. Para cada x € A existe um intervalo aberto

I, no qual estd definida a tnica solu¢ao mdzima ¢, de (2.3) tal que ¢.(0) = x;

b) Propriedade de grupo. Se y = ¢,(t) et € I, entao [, = I, —t ={r—t: rel,} e
0, (0) =y e @, (t) = p.(t+s) para todo t € I;

c) Regularidade com relagdo as condiges iniciais. O conjunto Q = {(t, x) : t € I, x € A}
¢ aberto em R"™! e a aplicagio ¢ : Q — R™, dada por o(t, ) = @.(t), € de classe

C',r>1our=o0, em ).

Demonstragao. Consulte a referéncia [23] na Se¢ao 2 do Capitulo 3. [

Definigao 2.1.3. A aplicagio ¢ : Q0 — A chama-se fluxo gerado por f.

E podemos agora notar que as condigoes da definicao de um fluxo de classe C" sao

satisfeitas, isto é,
p(0,2) =z e @(t+s,3) =@t s, 1)),

sendo que a ultima condigao é valida apenas nas condigoes do item (b) do Teorema 2.1.1.

Claramente se I, = R para todo x € A, o fluxo gerado por f é um fluxo de classe
C" em ). Porém, muitas vezes I, # R. Portanto, o fluxo gerado por f é chamado com
frequéncia de fluzo local. E assim é valida a imagem de que os pontos de A fluem ao longo
das trajetorias de f do mesmo modo que um fluido desloca-se ao longo de suas linhas de

corrente.



2.2 Retrato de Fase de um Campo Vetorial

Definicao 2.2.1. O conjunto O(p) = {¢(t,p) : t € L,}, isto €, a imagem da curva integral
de f pelo ponto p, chama-se orbita de f pelo ponto p.

Observe que

g€ 0(p) = Op) = O(9),
pois se g € O(p), temos
q=p(t,p) e ot q) = o(t,p(tr,p) = @t +t1,p) e I, —t1 = I,.

Em outros termos, duas érbitas de f coincidem ou sao disjuntas. Isto é, A fica decomposto

numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:
1. Imagem biunivoca de um intervalo de R;
2. Um ponto;
3. Homeomorfa a um circulo.

No segundo caso O(p) = {p}, a orbita chama-se drbita singular, no terceiro caso a
orbita chama-se fechada ou periodica. Mais detalhes poderao ser encontrados na referéncia
(23] nas paginas 99 e 100, que em termos da solugdo méaxima ¢, em I, de (2.3), os itens

acima correspondem as seguintes alternativas:
1. ¢, € injetora;
2. I, =R e p, é constante;

3. I, =R e ¢, é periddica, isto é, existe um ¢ > 0 tal que @, (t + ¢) = p,(t) para todo

t€R e p.(t1) # vu(ta) se [ty — ta] < c.

Definigao 2.2.2 (Retrato de Fase). O conjunto aberto A, munido da decomposicio em
orbitas do campo vetorial f, chama-se retrato de fase de f. As orbitas sao orientadas no
sentido das curvas integrais do campo vetorial f. O pontos singulares ou de equilibrio sao

munidos da orientacao trivial.
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2.3 Sistemas Lineares
Considere a seguinte equagao diferencial ordinaria
= A(t)z, (2.4)

com z € R", A(t) = (a;;(t)) uma matriz n X n em que as entradas a;; : I — R s@o
fungdes continuas em I C R, parai,j =1,...,n. A equagao (2.4) é chamada de equagao
diferencial ordindria linear (homogénea).

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes, qualquer Problema de Cauchy
envolvendo (2.4) possui solugdo maxima tnica em /. A proxima defini¢do também trata

das solugoes de (2.4).

Definigao 2.3.1 (Matriz Fundamental). Uma matriz ¢ = ¢(t), t € I, de ordem nxn cujas
colunas formam uma base para o espago de solugoes de (2.4) chama-se matriz fundamental

de (2.4).
O proximo teorema trata da equacao diferencial ordinaria nao homogénea
' = A(t)x + b(t),

com x € R" e b(t) = (b;(t)) uma matriz n x 1 tal que b; : I — R™ é continua em I, para

1=1,...,n.

Teorema 2.3.1 (Variagdo de Pardmetros). Se ¢ = ¢(t), t € I, € uma matriz fundamental

de (2.4), entdo a solugao p = p(t,tg,x0), t € I, de
= A(t)x + b(t),
z(to) = o,
com (tg,zo) € I x R", € dada por

o(t, to, xo) = ¢(t) (¢1(to>xo + /t: ¢L(s)b(s) ds).

Em particular, o(t,t, o) = ¢(t)¢~(to)wo, t € I, no caso homogéneo.
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Demonstragao. Consulte a referéncia 23], Capitulo 2, Segao 2. |

No caso em que a matriz A é constante, a funcao ¢ dada por ¢(t) = 4, Vt € R, é

matriz fundamental de 2/ = Az, € R, satisfazendo ¢(0) = F, sendo

e £ a matriz identidade n X n.

2.4 Teorema do Fluxo Tubular

Na presente secao iremos definir secao transversal e enunciar o Teorema do Fluxo Tubular,

conceitos matematicos importantes em nossos estudos da teoria de continuagao.

Definigao 2.4.1 (Se¢do Transversal Local). Sejam f : A — R™ um campo vetorial de
classe C", r > 1 ou r = oo, no aberto A C R™. Uma aplicagao diferencidvel o : U — A
de classe C" no aberto U C R™™ chama-se secao transversal local de f (de classe C")
quando, para todo u € U, Do(u)(R"™) e f(o(u)) geram o espago R™. Seja ¥ = o(U)
munido da topologia induzida. Se o : U — X for um homeomorfismo, é usual dizermos

que X € uma se¢ao transversal de f.

Teorema 2.4.1 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam p um ponto regular de f : A — R"
de classe C", r > 1 our =00, e o : U — ¥ uma segcao transversal local de f de classe C"
com 0 € U e c(0) =p. Entao, existem uma vizinhan¢a V' de p em A e um difeomorfismo
h:V — (—¢, €) X B de classe C", com € > 0 e B uma bola aberta em R"™! de centro na

origem 0 = o= (p), tais que:
1. h(ZNV) = {0} x B;

2. h € uma C"-conjugacao entre f|, e o campo constante Y : (—¢, €) x B — R" dado

porY =(1,0,0,...,0) € R™.
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Figura 2.2: O fluxo tubular.

Corolario 2.4.1. Seja f um campo vetorial de classe C", r > 1 ou r = 00, € X uma
secao transversal de f, conforme o teorema anterior. Para todo ponto p € X existem
e = e(p) > 0, uma vizinhanga V C A de p e uma fungao 7 : V — (—¢,¢) de classe C",
tais que T(V NY) = {0} e

a) para todo q¢ € V, a curva integral p(t,q) de f|,, € definida e biunivoca em J, =

(—e+7r(q), e+1(q));

b) £(q) = o(7(q),q) € X € o unico ponto no qual (t, q)]Jq intercepta . Em particular
q € XNV se, e somente se, T(q) = 0.

2.5 Pontos Singulares Hiperbolicos e Estabilidade

Definigao 2.5.1 (Ponto Singular Hiperbdlico). Um ponto singular p de um campo vetorial
f:ACR"— R" de classe C" no aberto A C R"™, sendo r > 1 ou r = oo, chama-se
hiperbodlico, se todos os autovalores da matriz jacobiana de f em p, denotada por D f(p),

tém partes reais nao nulas, sendo

of1 ofr

a—ml(p) " o (p)
Df(p) = ; - 5

o1 o1,

o T By, )
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Definicao 2.5.2. Dados f : A C R" — R"™ um campo vetorial de classe C" no aberto

ACR" comr>1our=o00, ep€ A um ponto singular de f, temos que:

a) p € estavel, se dado ¢ > 0 qualquer, existe A > 0, tal que ||z — p|| < A implica

||z (t) — pl| < &, para todo t > 0;
b) p € instavel, se nao for estdvel;

¢) p € assintoticamente estavel, se p for estdvel e, além disso, existe A > 0, tal que

|z — p|| < A implica que tlim 0. (1) = p,
—00
sendo . solugdo de (2.3) e || -|| a norma usual em R™.

Podemos ainda compreender da seguinte maneira: um ponto singular p de um sistema
autoénomo é estdvel, quando para toda vizinhanca U C A de p existe uma vizinhanca
Uy C U de p tal que toda solugao ¢, de (2.3), com x € Uj, esta definida para todo t > 0
e p.(t) € U para todo t > 0. Se além disto, p,(t) — p quando t — oo, ajustando U; se
necessario, entao p é assintoticamente estdavel.

O teorema Teorema de Hartman-Grobman garante que o comportamento numa vizi-
nhanga de um ponto singular hiperbodlico é sempre dado pelo comportamento da parte
linear. O enunciado e a demonstragao deste teorema ¢ dada em [22], Capitulo 9, pagina

294. Assim, para os pontos singulares hiperbolicos hé o seguinte resultado [7].

Teorema 2.5.1. Seja f : A C R™ — R™ um campo vetorial de classe C" no aberto A C R",
comr >1our=o00, ep€ N um ponto singular hiperbélico de f. Se todos os autovalores
de Df(p) tém partes reais negativas, entao p é um ponto singular assintoticamente estdvel

e se pelo menos um autovalor de D f(p) tem parte real positiva, entdo p € instdvel.

2.6 Estrutura Local das Orbitas Periddicas

A aplicacao de Poincaré associada a uma orbita fechada ou periddica v de um campo
vetorial f é um difeomorfismo P. Esta aplicacao descreve o comportamento do campo

vetorial em uma vizinhanca de 7.
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Seja, entdao, v = {¢(t,p), 0 <t < T} uma orbita periddica de periodo T' > 0 de um
campo vetorial f de classe C", r > 1 ou r = oo, definido no aberto A C R” e seja ¥ uma
segao transversal a f em p. Em virtude da continuidade do fluxo ¢ de f, para todo ¢ € X
proximo de p, a trajetoria ¢ = (¢, q), permanece proxima a 7, com t em um intervalo
compacto pré-fixado, por exemplo, [0,27]. Define-se a aplica¢ao de primeiro retorno ou
aplicacao de Poincaré por

P:Y — X%
qg — P(q)
com Yy C ¥ o dominio de P. Note que P(g) é o primeiro ponto no qual a érbita de f que
passa por ¢ intercepta .

E possivel mostrar que P : ¥y — ¥ é um difeomorfismo de classe C", r > 1 ou
r = 00, sobre sua imagem ¥; = 7(¥y). Utilizando o Teorema do Fluzo Tubular e seu
Corolario 2.4.1 podemos dar precisao a definicao de P. Seja V uma vizinhanga de p
dada pelo Corolario 2.4.1. Como ¢(t,p) = p, existe uma vizinhanga >y de p em 3 tal
que ¢(T,q) € V para todo ¢ € ¥y. Seja £ : V — X a aplica¢do definida no Corolario
2.4.1. Pomos P : ¥y — ¥ dada por P(q) = &(¢(T,q)). Outra expressao para P ¢&
P(q) =p(T+7(p(T,q)),q), com 7 : V — R o tempo 7(x) que leva a 6rbita por x em V
para interceptar Y. Pelo Corolério 2.4.1, 7 é de classe C".

Destas expressoes, resulta que P é da mesma classe de diferenciabilidade do campo
vetorial f. A aplicacdo inversa P~! : ¥; — Y3 de P é definida tomando-se o campo
vetorial —f.

A aplicagao de Poincaré é utilizada para estudar os ciclos limites no retrato de fase do

campo vetorial f.

Definicao 2.6.1. Seja A um conjunto aberto em R™ e f : A — R™ um campo vetorial de
classe C", r > 1 our = oo, em A. Uma orbita periddica v de f chama-se ciclo limite, se

eziste uma vizinhanca V' de vy tal que v € a tinica orbita periodica de f contida em V.

No plano, a relagao com a aplicacao de Poincaré vai ser a seguinte: v serd um ciclo

limite de f por p se, e somente se, p € um ponto fixo isolado de P. Ainda,

1. v é estavel se, e somente se, |P(z) — p| < |x — p|, para todo x # p proximo de p;
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2. v é instavel se, e somente se, |P(x) — p| > |z — p|, para todo = # p proximo de p;

No caso em que o campo vetorial f ¢ C", r > 1 ou r = oo, se P'(z) < 1, podemos

aplicar o Teorema do Valor Médio e concluir que v é estavel. Por outro lado, v é instavel

se P'(z) > 1.

2.7 Perturbacao de Campos de Vetores

Todas as defini¢oes e teoremas apresentados nas secoes anteriores deste capitulo podem

ser adaptados para a familia a um parametro de equacoes diferenciais ordinarias
¥ =F(z,¢), (2.5)

com F': A x J — R"™ uma funcao de classe C", r > 1 ou r = oo, no aberto A x J C R" xR

e F(z,0) = f(z), V(2,0) € A x J.

Definicao 2.7.1. A equagao diferencial ordindria (2.5) é chamada de perturbagao de

(2.1) ou, ainda, de sistema perturbado.

O proximo teorema, associado com a dependéncia diferenciavel das solugoes de (2.5)
com respeito aos parametros e condi¢oes iniciais, pode ser encontrado em [22] e desempe-

nharéd um papel importante neste trabalho.
Teorema 2.7.1 (Dependéncia Diferenciavel). Seja
F: Q —R"
(x,€) —> F(z,¢)

continua no aberto Q = A x J, com derivadas parciais continuas de ordem menor ou igual

am, m €N, relativas as coordenadas de (z,€). Entao, para ¢ fizo,
¥ = F(x,¢),
z(0) = x,
tem uma unica solu¢io ¢ = (t,x,e). A solugdo ¢ estd definida no aberto

D =A{(t,x,e): (x,e) € QY w_(x,6) <t <wi(x,e)}
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de R x Q, no qual admite todas as derivadas parciais da forma

gitertazttantBit-Bp )

Ot (xd)1d(x2)oz .. O )P ... D (er)

com YXaj +X8; <m, 1 <1, as quais sao continuas.

Demonstracao. A demonstracao pode ser consultada na Secao 3 do Capitulo 2 da

referéncia [22]. |

Nosso objetivo, a partir do proximo capitulo, é estudar um caso particular de (2.5),
quando
F(z,e) = Az + eG(x), V (z,e) € R" xR,
sendo A uma matriz n x n e G : R" — R”, um campo vetorial de classe C", r > 1 ou

r = oo, em R".



Capitulo 3

Continuacao de Solucoes Periodicas em

RQ

Segundo Chicone [5], tem sido um problema fundamental determinar a solugao de proble-
mas que envolvem um modelo de sistema fisico com uma forca aplicada. Neste capitulo
algumas idéias matematicas introduzidas poderao ser utilizadas para trabalharmos com
este tipo de problema. Um caso classico a ser considerado consiste em um sistema fisico,
que pode ser interpretado como um oscilador, que é modelado por uma equacao dife-
rencial que possui solugoes periddicas e a forca aplicada é modelada como uma pequena
perturbagao. Respostas parciais a varias questoes que envolvem este tipo de problema
serao dadas através deste trabalho.

Por exemplo, sao as solugoes periodicas perturbadas estdveis? Podem as solugoes perio-
dicas perturbadas serem aprozimadas por formulas analiticas? Embora iremos restringir
a maior parte da nossa discussao para sistemas planares, o caso de valor mais préatico,
muitos dos resultados da teoria aqui apresentada poderao ser facilmente generalizados
para sistemas em R", como feito no Capitulo 4.

A teoria de continuagao de solugoes periddicas tem longa histéria na ciéncia e mate-
maética aplicada, mas ainda é uma area ativa de pesquisa mateméatica. Assim, h& uma
extensa literatura matematica e cientifica sobre este tema. Os interessados no assunto

podem iniciar os estudos consultando as obras classicas [3] e [2| citadas nas referéncias

17
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deste trabalho.

A seguir faremos uma introducao ao estudo sobre a teoria de continuacao de solugoes
periddicas utilizando como motivagao a equacgao de van der Pol, que pode ser entendida
como um caso particular da equagao de Liénard, a qual também trabalharemos neste

capitulo.

3.1 Motivagao: A Equacao de van der Pol

Um modelo matemaéatico importante na histéoria da teoria de continuacao de solucoes

periodicas é conhecido como equacao de van der Pol
" +e(x? — )2’ + wr = asen(Q), (3.1)

com as derivadas da funcdo x = x(f) com respeito ao parametro ¢, chamado de tempo,
g, a, w e ) pardmetros reais. Apoés esta equacao diferencial ordinaria de segunda ordem,
nao linear e nao homogénea ser introduzida por Lord Rayleigh em 1883, a mesma tem
sido sugerida como um modelo para diversos fendmenos fisicos distintos. Por exemplo,
Balthasar van der Pol investigou tais fenémenos mais amplamente quando estudou a
equagao diferencial (3.1) como um modelo da tensdo em um circuito elétrico com triodo
em 1926. Em seguida, apenas dois anos depois, van der Pol e Johannes van der Mark
propuseram a equagao (3.1) como um modelo para o batimento cardiaco humano.

Para introdugao, vamos usar a equagao diferencial de van der Pol para ilustrar algumas
das idéias que serao exploradas com mais detalhes mais adiante neste capitulo. Primeiro,
observemos algumas das caracteristicas da equagao diferencial (3.1). Sea =0 e e = 0,
entdo a equacao diferencial (3.1) ¢ uma equacao diferencial linear da forma x” + w?z = 0,
conhecida como equacao da mola, ja que é modelo de um sistema com forga restauradora
dada pela Leit de Hooke. Esta equacao é muitas vezes referida também como oscilador
harmonico.

O termo asen()t) representa uma forca externa periddica com amplitude a > 0,
perfodo 27/ e frequéncia angular Q > 0. O termo &(x® — 1)z’ pode ser visto como uma

representacao de um amortecimento nao linear. O amortecimento depende do estado
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(x,2") do sistema, sendo que z representa posigao e z’ representa a velocidade. De fato,

a energia da mola é dada por

e tem derivada no tempo
E' = ax'sen(Qt) — e(z® — 1)(2")2

Assim, uma forga externa e o amortecimento nao linear causam variagoes de energia. O
sistema perde energia, devido ao amortecimento, quando || > 1 e absorve quando |z| < 1.
Nosso estudo serd motivado pela seguinte questao basica: Se o estado atual do sistema é
conhecido, o que € que o modelo pode prever sobre seus estados futuros?

Neste trabalho, iremos considerar os sistemas nao forcados e fracamente amortecidos,

reescrevendo a equagao de van der Pol da seguinte maneira
g’ +e(x? =12’ +x=0. (3.2)

A equagao diferencial correspondente quando € = 0, ou seja, a equagao nao perturbada,

é " + x = 0 ou, equivalentemente,

Dada uma condicao inicial (zg,y) € R?, a equagao diferencial linear anterior possui

solucao explicita X da forma

cost —sent
X(t) = (z(t),y(t) = o + 9o . VteR.
sent cost

Em particular, todas as solugoes do sistema nao perturbado, exceto a solucao de equilibrio,
isto é, a origem (0, 0), sdo periddicas de periodo 27. Portanto, ndo ha nenhum problema
prever os estados futuros do sistema nao perturbado.

O que acontece quando € # 07 Serd que a equagdo (3.2) possuird solugdes periddicas?
Se isto acontecer, entao poderemos encontrar uma formula que representa a solucao? Ou,
se isto mnao for possivel, como poderemos aproximar a solu¢ao periodica? Abordaremos
estas questoes, na proxima secao, utilizando a interpretacao geométrica da equagao dife-

rencial como um sistema no plano de fase, também denominado retrato de fase.
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3.2 Teoria de Continuagao em R?

Vamos trabalhar uma teoria de continuacao de 6rbitas periddicas em R? e em seguida
utiliza-la para tratar o sistema de van der Pol na se¢ao seguinte.

Considere o sistema
¥ = F(x,e) = Az + eG(x), (3.3)

com x = (71, 75) € R% € € R,

A= , (3.4)
10

e G eC'(R* R?),r>1our = o0, um campo vetorial dado por
G:R? — R?

r — G(x) = (91(2), g2(2)).
Estamos interessados em analisar (3.3) quando € > 0. O caso no qual ¢ < 0 pode ser
tratado de modo analogo.
Na realidade, a equagao diferencial (3.3) é uma familia a um parametro ¢ de equagoes
diferenciais e pode ser reescrita de maneira equivalente como
¥y = —x9 +eqi(xy, 22),
xh =11+ ega(xy, 22).

Quando € = 0, o sistema (3.3) é chamado de sistema nao perturbado.

Denote por

x: I x(0,00)x[0,00) — R?

(3.5)
(t7£7€) — JT(t,f,S) - (xl(t7€7€)7x2(t7€75))7
a solucao do Problema de Cauchy.
(
Ty = —T9 + €g1(71, T2),
Ty = 21 + £g2(71, T2),
(3.6)

$1(0) =¢,

[EQ(O) = 0,

\
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sendo I C R o intervalo maximal (dependendo de £ e ¢). Note que para € = 0 a solugao

z de

¢ x(t,£,0) = ¢(t)xo, t € I =R, com

cost —sent
teR— gb(t) = , (3.7)
sent cost

a matriz fundamental, satisfazendo ¢(0) = E. Logo,
2(t,6,0) = (1(£,€,0), 2a(,€,0)) = (Ecost, Esent), Vee[=R.  (3.8)

O retrato de fase, neste caso, serd um centro linear na origem de acordo com a Figura 3.1.

ZN
N

Figura 3.1: Equilibrio do tipo centro linear na origem. Excetuando a origem, para cada £ > 0,

as solugoes sao periddicas de periodo 2.

Considere agora a funcao
u € (0,00) — o(u) = (u,0).
Mostraremos que para € > 0, suficientemente pequeno, existe ¢ tal que

Y ={(x,0) € R*: z; € (0,¢)},
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¢ uma secao transversal do campo vetorial F' associado com (3.3), conforme Definigdo
2.4.1, podendo ocorrer ¢ € R, ¢ > 0 ou ¢ = .

Temos que

—_

g(u.) = det (Flo(w),2)| Do(u) = det | <90 — —u—egs(u,0),
u+ €ga(u,0)

e}

com F' tal como em (3.3) e Do(u) = o'(u) = (1,0). Para e =0, g(u,0) # 0, para todo
u > 0, e, portanto, 3 = (0, 00). Assim, pela continuidade do campo vetorial F' e para
e > 0, suficientemente pequeno, existe ¢ tal que ¥ é secao transversal do campo vetorial
F. Se g71(0)No(0,00) # 0, entao ¢ € R e ¢ > 0. Caso, contrario, se g~(0) N (0,00) = 0,
entao ¢ = oo.

O proximo lema, adaptado de [5], sera utilizado para mostrar que é possivel definir

uma aplicacao de primeiro retorno em 3.

Lema 3.2.1. A solucao x dada em (3.5) do Problema de Cauchy (3.6) satisfaz

z(t, € e) = d(t)mo +e (1)~ (s)G(a(s,€,€)) ds,  (t,6,€) €1 x (0, 00) x [0,00),
0
com ¢ a matriz fundamental (3.7) e zog = (£,0).

Demonstragao. Defina uma nova variavel y por y(t,&,¢) = ¢~ 1(t)z(t, €, €), sendo x =
z(t, & e), (t,& ) € I x (0, 00) x [0,00), a solugao de (3.6). Entao,

d

Za(t&e) = ¢%)@£@+¢U y(t,& )

Ax(t,&,e) +eG(x(t, € ) = Ap(t)y(t, €, €) + o(t ) y(t, & ¢)
An(t,€,8) + eGlalt €, 2)) = Aﬂt§@+¢md (1€,2),

ou seja,

d

%y(t §,e) = ¢ M (t)G(x(t, &, €)).

Integrando a equagao anterior na variavel s, de s = 0 até s = ¢, e sabendo que y(0,&,¢) =

To, temos
[ vyt = <[ 67 ()6l ds
0

o (D(t,6,2) — o = /¢ (5.6.9)) ds, (t,£,¢) € 1% (0,00) x [0, 00),
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terminando a demonstragao. |

Do Lema 3.2.1 temos que
x(t,€,e) = (Ecost,Esent) + R, (t,&,¢), (t,&,¢) € I x(0,00) x [0,00), (3.9)

sendo R, uma funcao com desenvolvimento em série de Taylor na variavel €, em torno de
e = 0, iniciando, pelo menos, no termo de grau 1 e, ainda, R,(¢,£,0) = 0. Além disto,
para € > 0, suficientemente pequeno, [0, Ty] C I, com Ty > 27. Assim, ajustando ¢ > 0 se
necessario, segue que para cada & > 0 e ¢ > 0, suficientemente pequeno, a solucao x dada
em (3.9) esta proxima da solugao (3.8) do sistema nao perturbado que passa por (§,0),

pelo menos até o primeiro retorno a . A Figura 3.2 ilustra isto.

>0
/— £>

o

Figura 3.2: A solu¢ao x (linha verde) do sistema perturbado esta proxima da solugao do sistema

.

nao perturbado (linha preta) que passa por (§,0).

Portanto, ¥ é se¢ao transversal de F' e, sendo 3, = 07 1(X) = (0, ¢), podemos definir
a aplicacao de primeiro retorno parametrizada

P: X.x[0,g) — X
(3.10)

({,z—:) — P(f,é‘f) = l‘l(T(g,E),g,E),

sendo £y um namero real positivo suficientemente pequeno e T = T'(£,e) > 0 o menor

tempo tal que x(T'(&,¢),&,¢) € . Tal tempo é solugao de x2(T'(&,¢),£,¢) = 0 e por (3.8)
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resulta que T'(,0) = 27. A Figura 3.3 exibe o retrato de fase do sistema nao perturbado

e a construcao da aplicacao de Poincaré.

Figura 3.3: (a) Retrato de fase do sistema nao perturbado. (b) Construcao da aplicagao de

Poincaré.

Afirmacao 3.2.1. T'(£,0) =27 e P(£,0) =&, V& € 2.
Demonstragao. Para ¢ = 0 temos que
2(T'(£,0),€,0) = (21(T(£,0),¢,0),22(T(§,0),£,0)) = (§ cos T'(£,0), & sen T(€, 0))

e note que 7T'(£,0) = 2w é o menor tempo positivo quando a solugdo completa o primeiro

retorno, pois neste ponto as coordenadas da solugao sao (£,0) e, consequentemente,
EsenT(£,0) =0=T(£,0) = 2m.
Seguindo, note que
P(£,0) = 21(T(£,0),£,0) = Ecos T(€,0) = £ cos 2m = &,

e, portanto, é facil ver que P(£,0) =¢, V¢ € X.. |
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Na realidade, P é uma familia a um parametro € de aplicagbes de primeiro retorno

parametrizadas. A partir de (3.10) definimos a fun¢ao separagao,
0 e X [0,50) — R

(67 5) — 5(575) - P(fag) - 5
Afirmacgao 3.2.2. §(£,0) =0, V¢ € X..

Demonstragao. Para ¢ = 0 temos

5(570) = P({,O) _gle(T(&O)aSvO) _€:£COST(§7O) _f
=¢cos2m —E=E—-E=0.

Queremos encontrar uma funcao g : [0,&y) — . tal que §(5(¢),e) = 0 ou, equivalen-
temente, P(&,¢) = &, para todo € € [0,&), com £ = [3(g). Para isto usaremos o Teorema

da Fungao Implicita [5] e as seguintes notagdes

95

55(578) = 8_5 (578)7
0

) = —9¢

(60 = geaes)|
0

56(575) = %5(578%
0

55(570) = %5(575> (575):(570)7

d
‘Tll(tafag) = %xl(t,f,g),

0
r1e(t, € €) = 8_§x1(t’£’€)’

Pt €6) = ni(t,6.2),

d (0
x&a(t7£78) = % (%wl(@gag))a

e assim por diante.
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Como §(&,0) = 0, para todo § € X, entao 6¢(,0) = 0, pois

5e(6,e) = %<x1<T<g,e>,§,s> s

= x/1<T(€75)75’5)T5(575) + mlf(T(€75)7£75> -1

Calculando no ponto (&,0), resulta que (27, £,0) = —x9(27,£,0) = 0 e, assim,
5{(570) = flg(T(f}O)yﬁ, 0)—1= $1§(27T7£70) —-1=1-1=0.

Logo, o Teorema da Func¢ao Implicita nao pode ser aplicado. Mas, calculando o desen-
volvimento em série de Taylor da fun¢ao ¢ na variavel £, em torno de £ = 0, até o termo

de grau 1, temos que

5(57 5) = 558(& 0) + 05(57 52) = 5(58(€a 0) + 05(57 5))a

com O;(§,0) = 0. Aqui a notagdo Os denota os termos de ordem superior do desenvolvi-
mento de Taylor da funcao ¢ na variével e, em torno de ¢ = 0. Notagoes similares serao
utilizadas ao longo do texto.

Definindo
A: ¥.x[0,9) — R
(&) — A& e) =0:(6,0) + Os(¢; €),
segue que §(&,e) = eA(E, €).
Afirmagio 3.2.3. A(€,0) = 6.(¢,0) = 21.(27, &, 0), VE € 5.
Demonstragio. Temos que
0(,€) = eA(¢; ),

aplicando a derivada parcial em relagao a varidvel € em ambos os membros desta equagao

Z5(€,9) = (A (6 )

= AES) +ep Al )

e aplicando no ponto (£,0), segue que A(£,0) = 0.(£,0) e da definicao da fungao 0,
0:(£,0) = 21.(T(£,0),£,0) = 21.(27,£,0), V€ € X... [ |
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Portanto, concluimos que mesmo que o Teorema da Funcao Implicita nao se aplique

em 0, ele sera aplicavel em A. O que vimos até agora se resume no seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1. Se { > 0 € zero simples de & — A(€,0), isto é, A(&,0) =0 e
A¢(€0,0) # 0 ou, equivalentemente, se 0.(£0,0) = 0 e 0.¢(&,0) # 0, entdo existe uma

unica funcgao
p:V Cl0,e) — UCX,

e €= )
de classe C", com 0 € V, tal que A(B(e),e) =0,Ve eV, 5(0)=¢& e

B(e) = B(0) + B'(0)e + Op(e?),

Aa (507 0)

_ o 2
= & —Ag(&)’o)s—l—Og(s ).

Demonstragao. Seja & > 0 um zero simples de £ — A(E,0), isto é,

A(&,0) =0, A¢(&0,0) # 0.

Logo, todas as hipoteses do Teorema da Fungao Implicita estao satisfeitas. Assim, tal
teorema nos garante que existem uma vizinhanga U x V' C . %[0, &¢), com (&,,0) € UxV
e uma unica fun¢do g : V. — U, de classe C", tal que B(0) = & e A(S(¢),e) = 0 para

todo € € V. E, portanto, o resultado segue. |

Para simplificar a notacao, no estudo dos zeros simples de A = A(£,0), definimos a

fungao F : 3. — R por F(§) = A(E,0).

Definicao 3.2.1. Um zero simples &y € Y. da funcao F é chamado de ponto de continu-

acao das solugoes periodicas de (3.3). Neste caso, diremos também que a solugao
VO(t) = (fo COs t7 50 sen t)? te [07 27T]7

do sistema nao perturbado ' = Az, com A tal como em (3.4), é uma Orbita periddica
continuével para ¢ > 0. Diremos também que uma orbita periddica vy de ©’' = Ax persiste,

se for continudvel para € > 0.
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Se 7 € uma Orbita periddica de 2’ = Ax que persite, entao
Yo (t) = (50 COs tu 50 sen t)u le [OJ 27T]7

F(&) =0e F'(&) # 0. Assim, existe uma solucdo periddica 7. de 2’ = Ar+eG(x), dada
por

() = x(t, B(e),e), tel[0,T(5(e),e)]

com e > 0 e T(B(e),e) o periodo, satisfazendo

Y (t) = v(t), T(B(e),e) — 2m,
quando € — 0.

Pela Proposicao 3.2.1, o naumero de zeros simples da fun¢ao F, com £ > 0, corresponde
ao nimero de 6rbitas periddicas do centro linear que persistem para € > 0, suficientemente
pequeno.

O objetivo agora é determinar uma expressao para a funcao JF. Pela dependéncia
diferenciavel da solugdo com respeito ao parametro e (ver o Teorema 2.7.1), ha o seguinte
Problema de Cauchy quando € = 0,

)
), = —Zo + g1(x1, 22),

Th, = T1e + go(x1, 22),

(3.11)
ZL’lg(O) = O,
L ZL’QS(O) == 0,
com 1 = x1(t,£,0) = cost e x5 = x9(t,£,0) = Esent. Em notagdo compacta,
xl = Az, + g(t),
(3.12)

2<(0) = (0,0),

com a fungao g dada por g(t) = G(£ cost,Esent), t € I. Sabemos que ¢ tal como em (3.7)

¢ matriz fundamental de = = Ax. e, assim, pela Formula da Varia¢ao dos Pardmetros
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(Teorema 2.3.1), a solugdo do Problema de Cauchy (3.11) envolvendo um sistema linear

nao homogeéneo (3.11) é

t
z:(t,€,0) = ¢(t)z-(0) + qb(t)/ ¢ (s)g(s)ds, tel,
0
isto é,
t
21:(t, €,0) / g1(€ cos s, Esen s) cos s + go(& cos s, Esens) sen s ds
— | /o, (3.13)
T9:(t,€,0) / g2(€ cos s, Esen s) cos s — g1(€ cos s, € sens) sen s ds
0
Calculando em t = 27, temos
JT:(&) = x1€(27'l', 57 0)

2m
= / g1(£ cos s, Esens) cos s + go(€ cos s, Esen s) sen s ds.
0

A fim de determinar a estabilidade de uma oOrbita peridédica que persiste, podemos

diferenciar, com respeito ao parametro £, a funcao P, reescrita como,

e calcular em ¢ = f(¢). Fazendo isto, nés obtemos

Pe(Ble) ) = L+ ele(B(e), ).

Assim, do desenvolvimento em série de Taylor de A¢(5(¢), ) na variavel €, em torno

de € = 0, resulta que

Ae(Ble);e) = Agl&o, 0) + Oale)
= 0¢e(§0,0) + Oale)

= F'(&) + Oale)

Pe(B(e),€) = 1+ F'(&)e + Op(e?).

Como € > 0, se F'(§) < 0, entdo |P:(8(e),e)| < 1 e a o6rbita periddica que persiste
(ciclo limite) é estavel e se F'(§) > 0, entdo |FP¢(B(e),e)| > 1 e a oOrbita periddica que
persiste ¢ instavel (ver Segao 2.6).

Os resultados desta secao podem ser resumidos no seguinte teorema.
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Teorema 3.2.1. Se & > 0 € zero simples da funcio F : ¥. — R dada por

27
F(&) = /0 g1(&cos s, Esens) coss + go(€cos s, Esens)sen s ds, (3.14)

entao, & > 0 € um ponto de continuagio de solugoes periddicas do sistema (3.3). Se
F'(&) < 0, a drbita periddica que persiste € estdvel e se F'(&) > 0, a orbita periddica

que persiste € instdvel.

As proximas segoes consistem de aplicagoes da teoria apresentada aqui. Note que em
todos os trés sistemas planares analisados temos como secao transversal Y.,. Isto porque
na equagao de van der Pol, go(u,0) = 0, Yu > 0 e nos dois outros sistemas go (1, x2) = 0,

V(z1,12) € R%

3.3 Analise da Equacao de van der Pol

Através de uma mudanca de variaveis podemos obter o seguinte sistema equivalente para
a equagcao diferencial (3.2),

[B/ =Y,
(3.15)
y =z —e(2® -1y,

ou, equivalentemente, na forma (3.3), com o campo vetorial G € C>*(R? R?) dado por
G: R? — R?
r +— G(2) = (91(2), g2(x)) = (0, — (2] — 1)2),

e € > 0. Segue do Teorema 3.2.1 que

F(&) = /027r (1 —&%cos®s)ésen® s ds, € € X (3.16)

Apo6s uma integracao elementar temos que

™

45(4 — £, €£¢€X.. (3.17)

F(&)

Observe que & = 2 é zero simples da fungao F, pois F(&) = 0 e F'(§) = —27 # 0.
Logo, & = 2 é um ponto de continuagao de uma orbita periodica de (3.15) que persiste

para € > (. Note ainda que, pelo Teorema 3.2.1, a ¢rbita periddica que persiste é estavel.
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A Figura 3.4 exibe o retrato de fase de (3.15) para ¢ = 0.2.

Figura 3.4: Retrato de fase de (3.15) para e = 0.2. O ciclo limite estavel é representada pela

linha vermelha.

3.4 O Sistema de Liénard

Aqui apresentamos uma aplicacao da teoria de continuacao para encontrar uma cota para
o nimero maximo de ciclos limites de um sistema do tipo Liénard. Uma demonstragao

do teorema a seguir, empregando o Método do Averaging, é dada em [13].

Teorema 3.4.1. O sistema de Liénard da forma

¥ =y —elaxr + asx? + - + a,a"),
¥~ o +a ) (3.18)

!/
Yy = —,

coma; €ER,i=1,...,n, ea, #0, possui no mdzimo [(n — 1)/2] dorbitas periédicas que
persistem para € > 0, suficientemente pequeno, sendo [n], n € N, a fun¢do maior inteiro

positivo menor ou igual a n.
Demonstracao. O sistema (3.18) na forma matricial é escrito da seguinte forma

x 0 1 x —(a1x + ax® + -+ - + a,a™)
Y -1 0 Y 0
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e mudando as variaveis

1 — —X
T2 =Y
temos
xh 1 0 To 0
com d; = a;, se i é par, e d; = —a;, se i é impar, i = 1,...,n. Assim, sendo G : R? — R?
o campo vetorial dado por
g1(x1, x2) —(dyxy + -+ - + dpa})
G(fEh .172) - - )
ga(x1, 72) 0

pela teoria de continuagao,

27
F(S) = _/ COSS(dlgcosg+..._|_dn§ncosns) ds
0

2r N
= — / Z di€F cos" s ds
0 k=1
n 2w
= — Z dkfk/ cos™ s ds
k=1 L0

J/

-

by,

=) dbi",
k=1

com & € Y.
Afirmacao 3.4.1.
b =0, seképar
b #0, sek éimpar.

Demonstracao. Se k = 1, entao
2m
by = / cos® sds = .
0

Seja agora k = 2p + 1 impar, com p > 1, e note que n = k + 1 = 2p 4+ 2 é par. Usando

sucessivamente a féormula de recorréncia,

2w 2w
n—1 _
/ cos" sds = / cos" 2 sds,
0 nJo
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resulta que
2 p . 2
—2j+1
b, = / cos" sds = H u / cos™ P sds
0 e L 27+2) Jo
e, como n — 2p = 2, segue que
2 P .
n—2j+1
by = cos" sds = —— | b #0.
=~ (En—%H) | #
Se k =2p épar,comp>1,entaon = k+1 =2p+1 é impar e usando raciocinio anélogo

feito anteriormente obtemos que

27 p - 2 p .
n n—2j+1 n—2j+1
bk:/o Cos Sdsz(”—n—Qj—i—Q)/o cossds:<||—n_2j+2>0:0

j=1 j=1

e, consequentemente, concluimos que b, = 0, se k é par. |

Afirmacgao 3.4.2. F(¢§) = — Z dpbp&" possui no mdzimo [(n — 1)/2] zeros simples.
k=1,35,...

Demonstragao. Seja n impar, ou seja, n = 2p+ 1. Logo, p=(n—1)/2 e

2p+1

F&)=— D dibs"

k=1,35,...

= —(di1b:€ + dsbs&® + -+ + d2p+152p+152p+1)
= —&(d1by + d3bs&® + -+ - + dopi1bap11E2P)

= —ff_h(fz)’

com »
a(€) =) (&)
=0

€C = d2j+1b2j+1, para j = 0, ..., P Definindo W= 52,

p

a(p) =Y i =co+ et + e’
j=1

Dependendo dos coeficientes ¢, c1, ..., ¢, qi pode ter no maximo p raizes reais positivas

e, portanto, F (&) possui no maximo p = (n — 1)/2 raizes positivas.
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Se n é par, isto é, n = 2p, entao

2p
F& = Y dbe

k=1,3,5,...
= —(dibi& 4 d3bs&® + - - + dop_1bap_1E7)

= &(diby + d3bs&® + - - - + dop_1b9p_1£272)

= —§QP(§2),
com .
(&) =D (&),
j=1

sendo C; = d2j+1b2j+1, j = 0, e p— 1. Defina on = 52. Assim,

p—1
' ~1
qp(p) = E ! =co+cippt e pt
Jj=0
Novamente dependendo dos coeficientes ¢, c1, ..., c,—1 temos que gp possui no maximo

p — 1 raizes reais positivas. Assim, F (&), quando n é par, possui no maximo

n—2 n—1
—1= = )
p =]

Portanto, F(£) possui no méaximo [(n — 1)/2] zeros simples e, consequentemente, o
sistema do tipo Liénard (3.18) possui no méaximo [(n — 1)/2] ciclos limites para ¢ > 0,

suficientemente pequeno. |

3.5 Analise de um Sistema com um Numero Contavel
de Ciclos Limites

Nesta secao mostraremos um exemplo de sistema planar com um nimero contavel de

ciclos limites. Adaptando a Proposigao 3 de [14] temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.5.1. O sistema planar

r = —y—é&esenwy,

(3.19)
y =u,
possui um nimero contdvel de ciclos limites para € > 0, suficientemente pequeno.
Demonstragao. O sistema (3.19) é equivalente & seguinte forma matricial
x 0 —1 x —sen
Y 10 Y 0
e podemos notar que
xT1,T —senx
(Zlfl,l'g) < RQ — G(Il,l’g) = gl( ! 2) = !
ga(21, 72) 0
E, portanto, calculando a expressao para a funcao JF, temos
2m
F(&) = / g1(€cos s, Esens) cos s + go(€ cos s, Esen s) sen s ds
0
21
= —/ sen (£ coss)cossds, &€ .
0
No Capitulo 1 da referéncia [9] é provado que
Jn(§) = / cos(sen s — ns)ds,
0
sendo J,, n =0,1,2,..., fungoes de Bessel de primeira espécie (ver também o Capitulo 1
de [9]). E, ainda, temos para n = 1,
1 ™
Ji(&) =— sen (£ cos s) cos s ds (3.20)
T Jo
e através da mudanca de variaveis 7 = s 4 7, segue que
1 2w
Ji(€) = —/ sen (§ cos ) cos T dr. (3.21)
™ ™

Somando (3.20) com (3.21), mostramos que

F(&) = —/027r sen (£ coss)cossds = —2wJ1(§), €€ L.
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A funcgao de Bessel

JliR—>R

e (_1)k€2k+1
§— 1O =2 2Lk 1 1)1

k=0

é solucao da equagao diferencial

g2 (€) + &) + (€ — 1)x(€) =0, (3.22)

conhecida como equacao de Bessel.

Algumas propriedades dos zeros da fungao J; sao fornecidas nas afirmagoes a seguir.
Afirmacgao 3.5.1. A funcao J; = J1(§), para & > 0, possui somente zeros reais.

Demonstragao. Ver o Capitulo 2 de [9]. |

Afirmacgao 3.5.2. A funcao J, = Ji(§), para § > 0, possui um nimero infinito de zeros

Teqis.

Demonstracao. Ver o Capitulo V de [6]. |

Afirmacgao 3.5.3. Todos os zeros de J; = J1(§), para & > 0, sao simples.

Demonstragao. Se { > 0 nao é zero simples de J;(§), entdo temos pelo menos que
J1(&) = 0 e J{(&) = 0. Como & > 0 segue da equagao diferencial (3.22) que também
J!' (&) = 0. Por indugao, resulta que Jl(m)(fo) = 0 para todo m € {0,1,2,...}, o que

implica que J;(§) é identicamente nula, o que é uma contradicao. |

Pelo Teorema 3.2.1, e pelas afirmagoes anteriores, podemos concluir que o retrato de
fase do sistema (3.19) apresenta um niamero contavel de orbitas periédicas que persistem

para € > 0 suficientemente pequeno. |

E possivel mostrar que para ¢ > 0, suficientemente grande,
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e, portanto, os zeros da funcao de Bessel .J; sao aproximados por

&k = <k + i) , (3.23)

para um inteiro positivo k suficientemente grande. Por exemplo, tomando k& = 10, &9 =
32.2013, porém o valor aproximado com quatro casas decimais, obtido numericamente
pelo software Mathematica [21], é £ = 32.1897.

A Figura 3.5 apresenta o grafico da fungao Ji, para £ > 0, com alguns pontos (&, 0)
obtidos através de (3.23).

06F . — — — — . . — — — =

0.2

0.0

Figura 3.5: O gréfico da fungao de Bessel é representado pela linha vermelha. Os pontos azuis

sao da forma (&,0), k =1,...,15, obtidos através de (3.23).



Capitulo 4

Continuacao de Solucoes Periodicas em

Rn

Neste capitulo provaremos que parte da teoria de continuacao de solugoes periddicas em
equacoes diferenciais ordindrias em R? pode ser generalizada para qualquer dimensao

n > 3. E faremos um comentario sobre o caso particular em R3.

4.1 Generalizagao para Dimensao Arbitraria

Iremos, agora, estender alguns resultados obtidos em R? para uma dimensao qualquer, ou

seja,

¥ = F(z,e) = Az + G(x), (4.1)

com x = (21,...,2,) ER" e € R, >0,

0O -1 0 --- 0
1 0 0 --- 0
A=[10 0 0 0
0 0 0 0

38
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e G e€C"(R",R"), r > 1 our = oo, um campo vetorial dado por
G:R" — R"”
r — G(x) = (g1(x), ..., gn(T)).

A solugao do Problema de Cauchy,

;

¥y = —xoteq(x, ..., 1),
xh = x1 +ega(T1,. .., Tp),
xh = egs(x1,...,2,),
(4.2)
x;:, = 6gn(x17 s 7'rn)7
. I(O) - (517 07527 s 7£n—1)7
sera denotada por
r: I xR x[0,00) — R"
(4.3)
(t,&,¢) — x(t, & e) = (x1(t,€,¢), ..., xa(t, &, €)),
sendo & = (£1,&,...,&1) € RVL
R = (0,00) x Rx - x RCR"!
e I o intervalo maximal. Para e = 0, todo ponto da forma (0,0,ly,[s,...,l,_2) é ponto de
equilibrio de ' = Az, sendo Iy, [, ..., l,_ nameros reais. Assim, os pontos de equilibrio

pertencem a um subespaco do R™ de dimensao n — 2. Além disto, a solugdo x de

x(o) = (617 07527 s 75?171)7

¢ dada por z(t,£,0) = ¢(t)x(0), t € I = R, com ¢ a matriz fundamental, satisfazendo



»(0) = E, ou seja,

cost —sent
sent cost
0 0
o(t) =
0 0
0 0

o = O O

0

- o O O

0

o o o O

1
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, tel=R (4.4)

Logo, excetuando os pontos de equilibrio, toda solucao é peridédica de periodo 27

quando € = 0.

Seja u = (uy, U, ..., u,_1) € R?! e considere as fungoes

o: R — R"

u — o(u) = (ug,0,ug,...

e g dada por

9(u,€) = det(F(o(u), )| Do(u)),

>un—1)

-1
ue R

com F' tal como em (4.1). Como, para cada v € R?™! Do (u) : R*! — R"™ ¢ tal que

1

o O

= o O

o o O

0
0
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aplicando o Teorema de Laplace para determinantes,

eg1(o(u)) 10 0 --- 0
uy +ego(o(u)) 0 0 0O -+ 0
g(u,g) = det egs(o(u)) 01 0 0
Sgn(a(u)) oo --- .- 1
10 0
1 0

= (—=1)*" (w1 + eg2(o(u))) det

= —uy —egs(o(u)),

para todo u € R?1.

Para ¢ = 0, temos que g(u,0) = —u; # 0, para todo u € R""! e, portanto, ¥ =
o(R"™1) é secao transversal do campo vetorial F. Pela continuidade do campo vetorial F
e para £ > 0, suficientemente pequeno, se ¢g71(0) N o(R?™ 1) # (), entdo a intersegao, em
geral, ¢ uma subvariedade de dimensao n — 2 que determina o fronteira de ¥. Porém, se
g1 0)No(R?) =0, entao ¥ = o(R21).

O seguinte lema é anédlogo ao Lema 3.2.1 em R".
Lema 4.1.1. A solu¢io x dada em (4.3) do Problema de Cauchy (4.2) satisfaz
x(t,€,e) = o(t)xg + € 0t¢(t)¢_1(s)G(a:(s7§,5)) ds, (t,&,e) el xR x[0,00), (4.5)
com ¢ a matriz fundamental (4.4) e xog = (£1,0,&, ..., &n1).
Demonstragao. A demonstragao é similar aquela feita no Lema 3.2.1. |

Resulta do Lema 4.1.1 que

x<t7§78> = LL’(t,f,O) + Rm<t7£;5)

= (& cost, & sent, &, ..., &1) + Re(t, €, €),
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com R, uma fungao com desenvolvimento em série de Taylor na variavel €, em torno de
e = 0, iniciando, pelo menos, no termo de grau 1 e R,(¢,£,0) = 0. Tal como no caso em
R2, a solucao do sistema perturbado esta proxima da solucao do sistema nao perturbado
que passa por (£1,0,&,...,&,—1), pelo menos até o primeiro retorno a .

Definimos agora X, = ¢~ *(X) e no caso em que g~(0) N o(R?*!) = (), tomamos
¢ = oo. Assim, ajustando Y se necessario, podemos definir a aplica¢do de primeiro

retorno parametrizada de maneira seguinte

P:Y.x[0,e9) —> 3.
(&e) — P(e),
tal que

P(g,&) = (‘Tl(T(g?g)vS?g)’"L‘3(T<€75)a§75>7'"7xn<T(§75)7§75))7

com gy um namero real positivo, suficientemente pequeno, e 7' = T'({,¢) > 0 o menor

tempo tal que x(T'(§,¢),&,e) € 3. Tal tempo é solucao de xo(T'(&,¢),,¢) = 0.

Afirmagao 4.1.1. T(&,0) =27 e P(£,0) =&, V€ € X...

Demonstragao. Para ¢ = 0, segue que x2(7'(£,0),£,0) = 0 e, assim, temos
&senT(£,0)=0

e, portanto, sen7'(¢,0) = 0, pois & > 0. Assim, T(£,0) = 7 ou T(&,0) = 27 e como
estamos interessados em encontrar o menor tempo positivo de primeiro retorno da solugao,

segue que T'(¢,0) = 2m. Com T'(&,0) = 27 resulta que
P(gﬂo):(517527537"'a§n—1) :éa v§ezc
|

E de maneira anédloga feita em R?, para o caso R", vamos definir a fun¢do separacdo
0: XX [0,80) — R*!

(575) = 6(575) = P(f,&“) - 5
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Afirmacao 4.1.2. §(£,0) =0 e 6(£,0) =0, V€ € 3.
Demonstragao. Observe que

5(676) = (61<£75)752(575)7 s ’571*1(575))7 (575) S Zc X [0750)a

co1m

51(575) = x1<T(§7€>7§76) =&,
52(576) = x3(T(£7€>>£75) — &,

6“*1(57 8) = xn<T(€7 8)7 57 5) - 5”*17

e, portanto, segue que

Note ainda que
a6 Ba6d) . (o)
I B

5”*151 (57 5) 5"*152 (57 5) s 5”*157171 (57 6)

e, aplicando no ponto (¢,0), temos que

6151 (fv O) 5152 (57 0) s 5157171 (57 0)
Boes (6,0)  Gae,(6,0) ot b L(£,0
5e(€,0) = 2 ('5 ) O (:5 ) ‘ 2 '(f )
5”*161 (E? 0) 57%152 <§7 0) s 67171&71(57 O)
sendo
9

52'(578)7 27]217777'_1

5i§j (575) = 85

Assim, como em R?, o Teorema da Funcgdao Implicita nao pode ser aplicado na funcao

0, visto que suas hipdteses nao sao todas satisfeitas. Mas, calculando o desenvolvimento
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em série de Taylor da funcao § em relacao a variavel €, em torno de € = 0, e até o termo
de grau 1 temos, pela dependéncia diferenciavel da solucao em relagao aos parametros,

que

6(€a 6) = 656(57 8) + O5(§a 52)

= (6.(£,0) + Os(&,€))

e definindo a aplicagao
A Zc X [0,50) — R~ !

(&,e) > A& e) = 0.(&0)+ Os(&, €)

temos que 6(§,¢) = eA(E, €) e, portanto, A(&,0) = 0.(&£,0), com

d:(&,¢e) = 8256(5’6)'

Definigao 4.1.1. Um zero simples ou um ponto singular simples de & —— A(E,0),
€ um ponto & € Y. tal que A(&,0) = 0 e A¢(&,0) € uma matriz nao singular ou,

equivalentemente, 6.(&p,0) = 0 e 0.¢(&,0) € uma matriz nao singular.

Proposicao 4.1.1. Se & € X. € zero simples de £ — A(€,0), entao existe uma tunica
fungao
f:V C0,e) —UCX,
e— = P(e)
de classe C", com 0 € V| tal que A(B(e),e) =0,Ve eV, p(0)=¢& e

B(e) = B(0) + 5'(0)e + Op(?),
= &0 — A¢(£0,0)7 A (€0, 0)e + Op(e?).

Demonstragao. Suponha que § € X. é um zero simples de £ — A(E,0), ou seja,
A(&,0) = 0 e Ag(&,0) é uma matriz nao singular. Assim, todas as hipoteses do Teorema
da Fung¢ao Implicita sao satisfeitas. Portanto, existem uma vizinhanga UxV C ¥.x [0, €),
com (&,0) € U x V e uma unica fungao f : V — U, de classe C", tal que 3(0) = &, e
A(B(e),e) = 0 para todo € € V. E, portanto, o resultado segue. |
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Vamos agora encontrar uma expressao para A(€,0). Calculando a derivada parcial de

d = 0(&,¢) em relagao a variavel € segue que

56(57 5) = (516(57 5)? 626(57 5)7 cee 7571—15(57 5))7

com
0
0e(§,€) = gﬂh(T(f,e),&s) = 21(T(§,€),&,e)T:(€,e) + 21(T(€, €), &, €),
0
528(&78) = §x3(T(€a6)7€78) = xg(T(§’€)7€7€)TS(€7€) + $35(T(€,5),€,€),

0
5TL—15(§7 8) = %xn(T(€7 5)7 6’ 6) = ‘/E;l(T(§7 6)7 57 E)Tg(g, 6) + xn& (T(€7 6)’ 57 6)’

e, calculando no ponto (&,0), temos que

01:(¢,0) = 21(T'(£,0),€ 0)T2(¢, 0) + 21:(T'(£,0), &, 0),
= 21(2m, &, 0)1:(£,0) + 1.(27, €, 0),
= —2(2m,§, 0)T2(¢, 0) + 21:(27, €, 0),
= 21.(27, &, 0),
02:(8,0) = 25(T°(€,0),& 0)T-(¢, 0) + x3:(T'(£,0), €, 0),
= 24(27, €, 0)TL(€,0) 4 x3.(27, €, 0), (4.7)

= .1'35(27'(', 57 0)7

on-1:(§,0) = 27,(T(&,0),£,0)T-(,0) + 2, (T'(£,0),€,0),
= (2m,&,0)T.(&,0) + x,. (27, &, 0),
= xne(2m,&,0).

Cada fungao d0;., i =1,...,n — 1, em (4.7) é obtida derivando

¥ = Azx + eG(x),
l’(O) = (617 07527 s 75?171)7
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com respeito ao parametro ¢ e calculando em £ = 0 e, ainda, empregando a dependéncia
diferenciavel da solucao em relacao aos parametros. Fazendo isto temos que

x; - Ams + g(t),
(4.8)
z:(0) = (0,0,0,...,0)

com g dada por g(t) = G(& cost, & sent, &, ..., &), t € R, A solugao de (4.8), pelo

Teorema 2.3.1, é
2(1.6,0) = 60)2:0) + 000 [ 67 ()g(s)ds, 1R
Em t = 27, resulta de (4.4) que ¢(27) = E. Assim, definindo ¥ por
U, t) = (& cost, & sent, &, ... 1), tER,
podemos concluir que

1(U(,s))coss+ go2(V(E, s))sen s ds

e

x1:(2m,€,0) /0
ram) || [ (V€ coss - (e, sens s
J

l’g(27T7€aO) = %35(27‘-757 O) -

Tne(2m,&,0 2w |
(@8, 0) [ e as

Definindo também F : ¥, — R"! por F(§) = A(£,0), segue que
27
Fi(§) / g1(¥ (&, 5)) coss + go(¥(, 5)) sen s ds
0
|

27

Fa(§) g3(V (&, s)) ds

Fur() / " gn(W(E, 5)) ds

Portanto, basta encontrarmos os zeros simples da aplicagao JF, isto é, os pontos & € X,

tais que F(&) = 0 e F¢(&) € nado singular, para obtermos os pontos de continuagao de
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orbitas periddicas que persistem em R™ para um valor de € > 0, suficientemente pequeno,

sendo
]:151 (50) Jrl&z (50) flin—1(§0)
]5-5(50) _ ‘F2§1:(£0) }—252‘(50) ‘F2£n—:1(§0)
Fr-16(&0) Fr16(&0) - Faoig,1(&0)
€
0 .
‘7:1'53'(60) :f]_—z(SO)v (ZW] :1,...771—1.

O que foi feito pode ser resumido no seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Se &, € X. € um zero simples da funcao F : X. — R dada por
27

| 0o coss + (€5 sens ds
0

/ 7 ga((e,5)) ds

F(§) = : (4.9)
2m ‘
| mvicsas
0
entdo, & € um ponto de continuagdo de solugdes periodicas do sistema (4.1).
4.2 Algumas Consideracoes em R’
Quando n = 3, x = (z1, 19, 23) € R3,
0 -1 0
A= 1 0 0 (4.10)
0 0 0

G:R*— R3

r — G(z) = (91(2), g2(x), g5()),
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¢ um campo vetorial de classe C", r > 1 ou r = oo. Em outras palavras, estamos
interessados no Problema de Cauchy,
Ty =~y + £g1(21, Ta, 73),
Ty = 11 + €92(71, 2, T3),
(4.11)

95% = 593($1,x2,$3)>

| 2(0) = (&1,0,&),

sendo & > 0.
Para ¢ = 0, todo ponto sobre o eixo 3, ou seja, pontos da forma (0,0,[;), sdo pontos
de equilibrio do sistema linear 2’ = Az, com A dada em (4.10). Excetuando estes pontos,

as solucgoes de 2’ = Ax sao periodicas de periodo 27 e da forma
I(t, 57 O) - ¢(t)x<0) = (51 COSta é.l Sentv 52)a vt €l = Rv (412)

com ¢ dada por

cost —sent 0
o(t) =1 sent cost 0 |, teR.
0 0 1
Portanto, para ¢ = 0, as solugoes periddicas estao sobre cilindros parametrizados por

(4.12), com & > 0 e & € R, como podemos ver na Figura 4.1.
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Michelson.

pontos de equilibrio e as solugoes periddicas estao sobre cilindros.

Aqui X, é um subconjunto de {(z1,z3) € R*: z; > 0} e F : 3. — R? é dada por

2
/ g1(&1 cos s, & sen s, &) cos s + ga (& cos s, &y sen s, &) sen s ds
0

2r
/ g3(&1coss, & sen s, &) ds
0
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Figura 4.1: Retrato de fase de 2/ = Az, com A tal como em (4.10). O eixo z3 é constituido de

(4.13)

No préximo capitulo faremos uma aplicacao dos resultados desta secao ao sistema de



Capitulo 5

O Sistema de Michelson

Aqui estudaremos o sistema de Michelson, veremos o contexto historico e mostraremos
como ele pode ser obtido a partir da equacao de Kuramoto-Sivashinsky. Faremos uma
analise linear do sistema de Michelson e, finalmente, um estudo sobre ciclos limites em

tal sistema.

5.1 Contexto Historico e Obtencao do Modelo

A equacao diferencial ordinéria de terceira ordem
" = — o — 2?2, (5.1)
com ', significando derivada da fun¢do = x(t) em relagao a variavel t e ¢ € um parametro
real, pode ser escrita na forma do seguinte sistema diferencial
=y,
Yy =z, (5.2)
2= —y—a?/2.
Este sistema tornou-se conhecido como sistema de Michelson apds a primeira anéalise
completa do sistema por D. Michelson em [16] no qual obteve as equagdes que formam
o sistema (5.2) por volta de 1986. Sendo u = wu(x,t), tal sistema é obtido a partir da

equacao de Kuramoto-Sivashinsky
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que vem sendo estudada com o objetivo de entender melhor problemas que envolvem

equagoes diferenciais parciais. A equagao (5.3) é uma equagao diferencial parcial nao

linear que modela varios processos fisicos, um exemplo é a propagacao das ondas de

concentragao de reagoes quimicas.

Para obter o sistema (5.2), a equagao (5.3) ¢ estudada sobre condigoes de contorno

periodicas, isto é,

Uy = —UUgy — Ugy — Uzzza,

u(z,t) = u(z + L, t)

sendo L, um parametro real, o periodo.

Em seguida notemos que a equagao (5.3) tem a seguinte simetria translacional

y=x+z9, T=t W=1u
e também a simetria de Galileu
y=x—vt, T=t wW=u-—"U,

com I € v Nimeros reais.
De fato, como

U)(y,t) = U’<y + ut, t) -0

entao,

wt(y7 t) = qu(y + Utv t) + Ut(y + ’Ut, t)a
wy(y,t) = u,(y + vt t),
wyy(y7 t) - um(y + Ut? t)v

Wyyyy (Y5 1) = Ugzaa(y + vt 1).

Substituindo (5.4) em (5.3), e empregando uma notagao simplificada, segue que
Wy + WWy, + Wyy + Wyyyy = Vg + U + (U — V) Uy + Ugy + Uggee = 0.

Podemos demonstrar um resultado analogo no caso da simetria translacional.

(5.4)
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Seguindo [24], uma forma simples de se obter (5.2) é procurarmos uma solu¢do em

estado estacionario da forma u(x,t) = w(x). Assim, w(z,t) =0e¢
1
e+ Uy + U+ Uz = w0 + 0"+ 0@ = () 0" 4w = 0.

Integrando na variavel z, vem que

1
Sule)? + /(@) +w"(2) = &

sendo ¢ uma constante real. Assim, a equacao (5.1) ¢ obtida através das substituigoes

t—zrzex —w.

5.2 Analise Linear do Sistema de Michelson

No primeiro estudo sobre o sistema (5.2), D. Michelson [16], provou que se ¢ > 0 é
suficientemente grande, o sistema (5.2) possui uma unica solu¢do limitada, que é uma
orbita heteroclinica transversal que liga as duas singularidades finitas. Quando ¢ decresce
aparece uma bifurcagao, o que foi verificado em [16].

Para ¢ > 0, suficientemente pequeno, experimentos numeéricos e expansoes assintoticas
em série de senos [16] revelaram a existéncia de uma bifurcagao zero-Hopf na origem para
¢ = 0. Mas os resultados nao proporcionaram uma prova analitica da existéncia de uma
bifurcagao zero-Hopf.

Por uma bifurcagao zero-Hopf queremos dizer que, quando ¢ = 0, o sistema (5.2)
possui a origem como uma singularidade que tem autovalores 0, i e —i e quando ¢ > 0
é suficientemente pequeno, o sistema (5.2) possui uma orbita periédica que tende para a
origem quando ¢ tende a zero.

Podemos associar ao sistema de Michelson (5.2), o seguinte campo vetorial

f: R — R3
(5.5)
(#,y,2) — fl2,y,2) = (y,2,¢* —y — 2?/2),

considerando aqui ¢ > 0. Assim, de (5.5), ha os seguintes pontos de equilibrio

p1 = (—\/50,0,0), p3 = (\/50,0,0).



quando ¢ > 0 e ps = (0,0,0) para ¢ = 0.

A parte linear do campo vetorial (5.5) é
1 0
Df(z,y,z)={ 0 0 1]
0
Para o ponto p; = (—\/50, 0,0), o polinémio caracteristico de

A =Dfp)=| 0 0 1
V2 -1 0

Pi(\) = det(AE — A;) = X + X —V2c.
Sabemos que o sinal do discriminante [25]

2 3
¢ p
D=1 42
T

fornece informacoes sobre as raizes do polinémio ctbico de coeficientes reais

P\ =X +pX+q,

ou seja:

i) Se D > 0, entdo P possui uma raiz real e duas raizes complexas;

ii) Se D =0, ent@o P possui trés raizes reais, sendo pelo menos duas iguais;

iii) Se D < 0, entao P possui trés raizes reais e distintas.

Mais ainda, sendo

S ENCE R

v=§/—§+@—€/—§—@’
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(5.6)

(5.7)
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entao as rafzes A\;, Ag e A3 de (5.7) sdo dadas por

AL = i,

A3
)\2 = —g +17V7
Ny = — b —iéy
3 2 2

No caso do polinémio P;, o discriminante

1
+=>0.

C
Dy = —
179 "oy

Logo, P possui uma raiz real A ; e duas raizes complexas Ao; = a1 +if1 e A\31 = Ao 1 =
—if, com a1, € R, f1 # 0. Podemos afirmar ainda que Aj; > 0 e Ay € A3y

possuem partes reais negativas, isto ¢, ay < 0. Isto decorre de

S 8+1+36— g+1>0
M=\ Ve T\ e V2 Tar T

pois, /- : R — R ¢é estritamente crescente, /—z = —/x, Yz € R, e, para ¢ > 0,

C C

\/§> NG
W ,/g+§>¢__+,/_+2_7

Portanto, p; € um ponto de equilibrio hiperbodlico instavel, segundo Definicoes 2.5.1 e

2.5.2 e pelo Teorema 2.5.1.

A anélise de py é bem mais simples, pois

Ay = Df(p2) =

o o O

e as raizes de
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sao A1 2 = 0, A2 =7 e A\g32 = —t. Neste caso, p, ¢ um ponto de equilibrio nao hiperbolico.

Por tltimo, para o ponto ps,

0 1 0
A3 =Df(ps) = 0 0 1
—V2¢ -1 0

P3(\) = det(AE — A3) = A* + X + V2c.

Como
2
c 1
D3 = —+ >0,
ST a7
os autovalores sao A\j 3 real, \a3 = a3 + i3 e A3 3 = a3z — i35 complexos, com ag, f3 € R,

B3 # 0. Observe que

_sl_c 62+1+3 c 02+1
=\ "2 V2 o7 /2 V2 To7

= — U1 < 0.

Assim, A\ 3 < 0 e ag > 0 e, portanto, p; também é um ponto de equilibrio hiperbolico
instéavel.

Observe ainda que p; — ps € p3 — p2 quando ¢ — 0 por valores positivos.

5.3 Ciclos Limites no Sistema de Michelson

De acordo com [15], o sistema de Michelson (5.2), com (z,y, z) € R? e o pardmetro ¢ > 0,
suficientemente pequeno, possui uma bifurcagao zero-Hopf na origem quando ¢ = 0. Além

disto, a orbita periddica bifurcada satisfaz

x(t) = —2ccost + O(c),
y(t) = 2csent + O(c),
z(t) = 2ccost 4+ O(c).
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Para € # 0, faremos a seguinte mudanca de variaveis

;

x =€y,
= & s
Y Y2 (5.8)
Z = £yYs,
c=ed.
\
Assim, o sistema de Michelson é reescrito como
yll = Y2,
Yo = Y3, (5.9)

ys = —y2 +e(d® — 7 /2),
ou na forma matricial

Y' = BY +eH(Y),

com Y = (y1, ya,y3) € R,

0 1 0

B=10o 0 1

0 -1 0

e
H: R — R3,
Y +— H(Y) =(0,0,d* — y7/2).

Iremos agora transformar a matriz B na matriz A dada em (4.10). Observe que
em relacao a matriz B os autovalores sao Ay = 0, Ay = 7 e A3 = —i e os autovetores

associados sdo, respectivamente, v; = (1,0,0), v, = (1,4, —1) e v3 = (1, —i, —1). Definindo

P = (Im(vg), Re(va),v1), segue que

0 11
P=11 00
0 -1 0

e det P = —1 # 0. Logo, existe P~! dada por
01 0
Pr=f00 -1
1 0 1
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Considere a mudanga de variaveis X = P7'Y | com X = (21,79, 73) € R3. Assim, segue

que
X/ — P—ly/

— P'BY 4¢P H(Y) (5.10)

= (P"'BP)X + P 'H(PX).
Mostraremos agora que (5.10) é equivalente a X' = AX +eG(X), com A tal como em
(4.10) e o campo vetorial G dado por G(X) = P"'H(PX), X € R3. Resulta que

P7IBP =

= (@) =)
o @] —
|

—_

o

S

—

—

S

o

0 -1
=1 0
0 0
=A
e calculando PX, temos
0 11 T To + X3
PX = 1 0 0 ) = T
0 -1 0 I3 —XT2
Logo,
0
H(PX) = 0
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e, portanto, temos

01 O 0 0
P'HPX)=|0 0 -1 0 = —d®+ (z2 + 23)%/2
1 0 1 d2 — ([L’Q + ZE3)2/2 d2 — ($2 + 1'3)2/2

Segue que o sistema (5.10) é

ZE’l 0 -1 0 T 0
2 |=11 00 o | +e| =+ (z0+1235)%/2 | (5.11)
A 0 00 T3 d? — (z9 + 23)?/2

De (5.11), o campo vetorial G de classe C* é dado por

91(X) 0
G(X) = 92(X) = _d2+($2+x3)2/2 ) X = (Il,IQ,fL‘g) €R3
g3(X) d* — (zo + 23)%/2
Portanto, por (4.13), a funcao F é
2w
Fi(8), / (—d* + (&isens + &)%/2) sen s ds
‘F(g) = = 027r ) 5: (51762)'
A(©) | @ = @sens+ 205
0
Calculando estas integrais
F1(§) SIS
F(f) = = ) 5: (51752) € 2c-
F2(§) m2d* — &} /2 — mé]
Os zeros simples da aplicacao F, se existirem, sao solucoes de
Fi1(§) = n&1&a = 0,
(5.12)

Fo(§) = m2d? — w€2 )2 — w&2 = 0.

Como & > 0, da equacdo Fi(§) = 0, segue que & = 0 e, substituindo em F5(§) = 0,
& = 2d > 0. Portanto, ha um tnico zero &, = (2d,0) de (5.12).
A matriz F¢(€) é
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e calculando em & = &, vem que

0 2md
“Ff(fO) = )
—2nd 0
cujo determinante é det(F¢(&p)) = 4n*d? # 0, pois d > 0.

Logo, & = (2d,0) ¢é zero simples da func¢do F e, portanto, ¢ ponto de continuacao de
uma orbita periddica X que persiste para o sistema (5.11), ap6s a pertubagdo para e > 0,
suficientemente pequeno. Tal érbita periddica X tem a seguinte representacao

X(tv ﬂ(é‘)’ 5) = X(ta 507 0) + OX<t7 E)
(5.13)
= (2d cost,2dsent,0) + Ox(t,¢),
obtida substituindo & = f(e) = & + Os(c) em (4.6), para n = 3.

Mas para obter o mesmo resultado do sistema de Michelson original (5.2) usaremos

o fato de que Y = PX e a mudanga (5.8). Logo, multiplicando a expressao (5.13) a

esquerda pela matriz P e usando a notacao

temos

Y(t,e) = PX(t,&,0) + POx(t,¢)

0 1 1 2d cost

=11 0 O 2dsent |+ POx(t,¢)
0 -1 0 0
2dsent

= 2d cost + Oy (t,€).

—2dsent
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Resulta de (5.8) que

(t, c) yi(te)
y(tac) =€ yQ(t7€)
z(t, ¢) ys(t, )

c
2—sent
€

=c| 25cost + &0y (t,¢)
5

c
—2—-sent
€

2csent O.(t,c)
= | 2ccost |+ | Oyt c)
—2csent O.(t,c)

e, portanto, o resultado segue, tendo em conta que o sistema de Michelson (5.2) é invari-
ante pela mudanca

(xaya Zat> - (—x,y, —Z, _t)

e fazendo a substituigao t — 7/2 — t.



Conclusoes

As equagoes diferenciais ordinarias, dependendo de parametros, possuem inimeras apli-
cacoes e a procura de solucoes periddicas é 1til em diversos ramos da ciéncia. No presente
trabalho mostramos um método para encontrar tais solugoes.

Motivados por [5], Capitulo 5, estudamos uma teoria de continuagao de érbitas perio-
dicas em R2. Nesta teoria, o sistema consiste de uma perturbacao de um centro linear por
campos vetoriais de classe C", r > 1 ou r = 00, e mostramos que as 6rbitas peridédicas que
persistem estao associadas com os zeros de uma funcao integral. Além disto, mostramos
ainda que parte desta teoria, aquela associada com os zeros de certas funcoes integrais, é
também vélida em R™, para uma escolha adequada do sistema linear.

Como aplicacoes da teoria de continuacao em R? apresentada aqui, estudamos a equa-
¢ao de van der Pol, o sistema de Liénard e um sistema com um ntimero contavel de
ciclos limites. J4 em R®, usamos a teoria de continuacao para verificarmos a existéncia,
de solugoes periddicas no sistema de Michelson.

Quanto a trabalhos futuros, uma questao interessante é demonstrar um teorema sobre
a estabilidade das solucoes periddicas que persistem, obter aplicagoes em R™ e comparar
esta teoria de continuacao com outros métodos utilizados para obter solugoes periddicas.
Por exemplo, comparando com [15], vimos neste trabalho que a teoria de continuagao se

mostrou de aplicagao mais simples do que o Método do Averaging no estudo do sistema

de Michelson.
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