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RESUMO 

As oscilações induzidas pelo piloto (PIO), subclasse dos acoplamentos aeronave-piloto 

(APC) são caracterizadas pelas interações entre o piloto e uma aeronave, que quando instáveis, 

resultam em oscilações sustentadas e/ou incontroláveis a partir dos esforços do piloto para man-

ter o controle da aeronave. Na presença de não linearidades, como a limitação de taxa, esses even-

tos tendem a ser graves e abruptos, sujeitando o piloto a condições desfavoráveis, sendo fator 

contribuinte às PIO – e pelo que se dispõe, na perda de controle de voo (LOC-I). Nesta disserta-

ção, busca-se avaliar a tendência oscilatória de aeronaves com o propósito de mitigar às PIO em 

razão da saturação de taxa dos atuadores. O critério ponto de início de circuito aberto (OLOP) 

foi aplicado com este objetivo, dado um sistema veículo-piloto (PVS), incluindo as leis de con-

trole, o modelo de piloto, a saturação de taxa do atuador e a dinâmica da aeronave. Em seguida, 

como uma proposta de inovação, implementou-se um controlador robusto baseado na técnica de 

controle por modo deslizante com integrador condicional (CISMC). Os resultados são expostos 

nas simulações e nas análises subsequentes, com o intuito de validar e comparar as respostas 

obtidas para o controlador aos modelos publicados na literatura. Em geral, o desempenho do 

CISMC, para os casos analisados, foi satisfatório, no que diz respeito ao controle e a estabilidade 

da aeronave, com a diminuição da degradação das respostas e dos atrasos de fase, exibindo um 

indicativo positivo na diminuição dos riscos ocasionados pelas PIO, a fim de desenvolver con-

tramedidas e estratégias que assegurem as qualidades de voo às aeronaves. 

 

Palavras-chave: controle por modo deslizante com integrador condicional (CISMC); controle 

por modo deslizante (SMC); controle não linear; oscilações induzidas pelo piloto (PIO); sistema 

piloto-veiculo (PVS); acoplamento aeronave-piloto (APC); perda de controle em voo (LOC-I). 

 



 

 

 

ABSTRACT 

 

Pilot-induced oscillations, subclass of aircraft pilot couplings (APC), are characterized 

by interactions between the pilot and an aircraft, which when unstable, result in sustained and/or 

uncontrollable oscillations from the pilot’s efforts to maintain control of the aircraft. In the pres-

ence of non-linearities, such as rate saturation, the events tend to be severe and abrupt, subjecting 

the pilot to unfavorable conditions, being a contributing factor to PIO – and from what is known, 

in the loss of control in-flight (LOC-I). In this dissertation, we seek to evaluate the oscillatory 

tendency of aircraft with the purpose of mitigating PIO due to actuator rate saturation. The open 

loop onset point (OLOP) criterion was applied with this objective, given a pilot-vehicle system 

(PVS), including the control laws, pilot model, actuator rate saturation and aircraft dynamics. 

Then, as an innovation proposal, a robust controller based on conditional integrator sliding mode 

control (CISMC), was implemented. The results are presented in the subsequent simulations and 

analyses, with the intention of validating and comparing the responses obtained for the controller 

with models published in the literature. In general, the performance of the CISCM, for the cases 

analyzed, was satisfactory, with regard to the aircraft control and stability, with a decrease in the 

degradation of responses and phase delays, showing a positive indication in reducing the risks 

of PIO occurring, in order to develop countermeasures and strategies that ensure aircraft flying 

qualities. 

 

Key words: conditional integrator sliding mode control (CISMC); sliding mode control (SMC); 

nonlinear control; pilot-induced oscillations (PIO); pilot-vehicle system (PVS); aircraft-pilot 

coupling (APC); loss of control in-flight (LOC-I).
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𝑎  Coeficiente da série de Fourier ou de quaisquer outras funções distintas 

𝑎𝑘   Valor de indiferença para a não linearidade de zona morta do modelo de precisão  

𝑎𝑆  Amplitude de saturação da não linearidade de limitação (°) 

𝑎(𝐳) Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝑎(𝛏 , 𝛈)  Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝐴  Amplitude (°) 

𝐀  Matriz de estado contendo as derivadas de estabilidade da aeronave (∈ ℝ𝑛) 

𝐀(𝐳)  Matriz correlacionada a dinâmica linear transformada 

𝐴𝑐  Amplitude de entrada (comandada) do sistema (ou piloto) de circuito fechado (°) 

𝐴𝐹𝑚
  Amplitude de entrada da força de manche (°) 

𝐴𝑞𝑐
  Amplitude de entrada do comando de taxa de arfagem (°) 

𝐴𝑖  Amplitude de entrada (°) 

𝐴𝑖,𝑚𝑎𝑥   Amplitude de entrada máxima (°) 

𝐴𝑚  Amplitude de saída do sinal do amplificador para a entrada no motor (°) 

𝐴𝑖,𝑅𝐿𝐸  Amplitude de entrada (ou saída) do elemento limitador de taxa (°) 

𝐴𝑠  Amplitude de saída (°) 

𝐴𝛿𝑐
  Amplitude de entrada do comando de superfície de controle (°) 

𝐴0(𝜔)  Amplitude de circuito aberto (°) 

𝑏  Coeficiente da série de Fourier ou de quaisquer outras funções distintas 

𝑏(𝐱)  Função do ganho de controle  

𝑏(𝐳)  Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝑏(𝛏 , 𝛈) Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝐵  Constante de descontinuidade para a função degrau 

𝐁  Matriz de entrada contendo as derivadas de controle da aeronave (∈ ℝ𝑛×𝑚) 
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𝐁(𝑥, 𝑡)  Matriz de ganhos dos controles (∈ ℝ𝑛×𝑚) 

𝐁(𝐳)  Vetor correlacionado a dinâmica linear transformada 
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𝑑  Constante inteira positiva 

𝑑(𝛏 , 𝛈) Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝐷  Região de domínio (D ⊂ ℝ𝑛)  

𝐷𝑘  Região de subdomínio (Dk ⊂ ℝ𝑛) 

𝐷𝑤  Região de subdomínio (Dw ⊂ ℝ𝑛) 

𝐷0  Região de subdomínio (D0 ⊂ ℝ𝑛) 

𝐃(𝐱, 𝑡)  Matriz diagonal com elementos positivos (∈ ℝ𝑚×𝑚) 

D  Matriz direta (∈ ℝ𝑟×𝑚) 

𝑒  Erro 

𝑒̂  Erro estimado 

𝑒𝑎  Erro aumentado 

𝑒𝑟  Erro de regulação 

𝑒𝑆  Ponto (limite) de saturação do limitador de taxa 

𝑒(𝑡)  Sinal de erro do sistema 

𝐸  Subvariedade em 𝐷 

𝐸0  Vizinhança de 𝐸 

𝐸(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier do erro  

𝐸(𝑠)  Transformada de Laplace do erro 
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𝑓(𝐱, 𝐮, 𝑡) Função de estado 

𝐟(𝐱)  Campo vetorial suave em 𝐷 

𝐟0(𝐱)  Campo vetorial suave em 𝐷 representativo para a dinâmica zero do sistema 

𝐟(𝐱, 𝐮, t) Função vetorial de estado (∈ ℝ𝑛) 

𝐟(𝐬)  Função vetorial da função de chaveamento 

𝐟𝑅(𝐱)  Campo vetorial reduzido  

𝑓𝑛𝑝𝑐
  Frequência natural não amortecida de período curto (Hz) 

𝐹𝑎  Força de entrada de manche em arfagem (lbf) 

𝐹𝑚  Força de entrada de manche 

𝐹𝑟𝑐

𝑟𝑅𝐿𝐸(𝑗𝜔) Função de resposta de frequência de circuito fechado do 𝑟𝑐 até o 𝑟𝑅𝐿𝐸 

𝐹𝐹𝑚

𝛿𝑐(𝑗𝜔) Função de resposta de frequência de circuito fechado da 𝐹𝑚 até o 𝛿𝑐 

𝐹𝑞𝑐

𝛿𝑝𝑐(𝑗𝜔) Função de resposta de frequência de circuito fechado do 𝑞𝑐 até o 𝛿𝑝𝑐
 

𝐹𝑟𝑐

𝛿𝑝𝑐  Função de resposta de frequência de circuito fechado do 𝑟𝑐 até o 𝛿𝑝𝑐
 

𝐹0(𝑗𝜔) Função de resposta de frequência de circuito aberto 

𝐅(𝐱, 𝜖) Função de mapeamento de saída 

𝐠(𝐱)  Campo vetorial suave em 𝐷 

𝐺(𝑠)  Função de transferência do sistema 

𝐺𝑐(𝜔)  Função de transferência da lei de controle 

𝐺𝑎(𝜔)  Função de transferência da dinâmica da aeronave  

𝐆  Matriz transposta do gradiente de 𝐬 com respeito ao vetor de estado 𝐱 (∈ ℝ𝑚×𝑛) 

ℎ(𝐱)  Função de valor real suave em 𝐷 

ℎ𝑅  Valor real positivo da estimativa inferior de 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) na superfície esférica 𝑅   

𝐻  Entrada do sistema servo 

𝐻𝑅  Valor real positivo da estimativa superior de 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) na superfície esférica 𝑅   

𝑖(𝑡)  Função de forçamento de entrada do sistema 

𝐼(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier da função de forçamento de entrada do sistema 

𝐼(𝑠)  Transformada de Laplace da função de forçamento de entrada do sistema 

𝐈  Matriz identidade (∈ ℝ𝑛×𝑛) 
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𝑗𝜔  Parte imaginária da variável complexa 𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔 

𝑘𝑎𝑆
   Constante de inclinação linear da não linearidade de limitação (−𝑎𝑆, 𝑎𝑆) 

𝑘  Constante de ganho de controle 

𝑘𝑐  Constante de ganho do controlador 

𝑘(𝐱)  Função de estado para a entrada fictícia 𝑤(𝑡) 

𝑘⋆  Número real para a definição do sistema semiglobalmente estabilizável 

𝑘0  Constante de ganho da variável integral condicional 

𝐾  Razão de magnitude (ganho ou alto ganho) de entrada ou saída 

𝐾0  Razão de magnitude (ganho ou alto ganho) de entrada ou saída no equilíbrio  

𝐊(𝐱, 𝑡)  Matriz diagonal com elementos positivos (∈ ℝ𝑚×𝑚) 

𝐾𝑎  Ganho de avanço 

𝐾𝐴  Ganho do atuador 

𝐾𝑐  Ganho da função de transferência do elemento controlado 

𝐾𝐷  Ganho derivativo do controlador PID associado ao CISMC 

𝐾𝑖  Ganho do amplificador dependente da corrente elétrica 

𝐾𝐼  Ganho integral do controlador PID associado ao CISMC 

𝐾𝑝  Ganho da função de transferência do piloto 

𝐾𝑃  Ganho proporcional do controlador PID associado ao CISMC 

𝐾𝑚  Ganho de velocidade do motor 

𝐾𝑅  Ganho de realimentação de estado do controlador CISMC 

𝐾𝜃  Ganho da função de transferência do ângulo de atitude de arfagem 

𝐾𝜑  Ganho da função de transferência do ângulo de rolamento 

𝐾0  Razão de magnitude (Ganho) para a realimentação de estado de alto ganho 

𝑙  Momento de rolamento 

𝐿  Momento resultante de rolamento 

𝐋  Vetor de ganho do observador 

𝑚  Momento de arfagem 

𝑚𝑅  Valor real positivo da estimativa superior de 𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) na superfície esférica 𝑅 
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𝑀  Momento resultante de arfagem 

𝑀(𝜔, 𝐴) Magnitude do elemento não linear 

𝐌c  Matriz de controlabilidade 

𝐌o  Matriz de observabilidade  

𝑛  Momento de guinada 

𝑛(𝑡)   Remanescente na saída do operador 

𝑛(𝑠)  Função polinomial 

𝑁  Momento resultante de guinada 

𝑁(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier do remanescente do operador 

𝑁(𝑠)  Transformada de Laplace do remanescente do operador 

𝑁(𝜔, 𝐴) Função descritiva do elemento não linear 

𝑁𝑓(𝑗𝜔, 𝐴) Função descritiva geral do sistema de controle de circuito fechado  

𝑁𝑎(𝑗𝜔, 𝐴) Função descritiva geral do sistema de controle de circuito aberto  

O(𝐱, 𝛿) Vizinhança 𝜖 no ponto 𝐱, 𝑡 sobre a superfície de chaveamento 𝑆𝑖 

𝑝   Taxa de rolagem (°/s) 

𝑝(𝑠)  Equação característica 

𝐩(𝐱)  Campo vetorial suave em 𝐷 

𝑃  Período (s)  

𝐏𝐱   Campo vetorial em 𝐸 

𝑞   Taxa de arfagem (°/s) 

𝑞(𝐳)  Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝑞(𝛏 , 𝛈) Função de transformação de coordenada no espaço de estado 

𝑞𝑐   Comando de taxa de arfagem  

𝐐  Matriz jacobiana do sistema não linear em função da transformação ... de estado 

𝑟  Taxa de guinada (°/s) 

𝑟(𝑡)  Sinal de referência de entrada do sistema 

𝑟𝑐  Sinal de entrada (comandado) do sistema de circuito fechado 

𝑟𝑅𝐿𝐸  Sinal de entrada do elemento limitador de taxa (RLE) 
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𝑅  Taxa máxima do limitador (°/s) 

𝑠  Superfície de deslizamento para o controlador CISMC 

𝑠(𝐱, 𝑡)  Função de chaveamento  

𝐬  Vetor da função de chaveamento (∈ ℝ𝑛) 

𝑆  Região de domínio de um modo deslizante (S ⊂ ℝ𝑛) 

𝑆(𝐱, 𝑡)  Superfície de chaveamento 

𝑆0  Região de subdomínio (∈ ℝ𝑛) 

𝑆⋆    Subvariedade suave (𝑛 – 𝜌)-dimensional (∈ ℝ𝑛) de distribuição integral máxima 

𝐒  Vetor de superfície de chaveamento (∈ ℝ𝑚) 

𝑡  Tempo (s) 

𝑡𝑏  Tempo adotado para aplicação da função degrau 

𝑡𝑑  Tempo de atraso 

𝑡𝑖  Tempo de entrada 

𝑡𝑠  Tempo de saída 

𝑡0  Tempo inicial 

𝑡𝑓  Tempo final 

𝑇  Constante de tempo 

𝐓(𝐱)  Função vetorial de transformação de coordenada de estado (difeomorfismo) 

𝑇𝐼  Constante de atraso de tempo para o termo equalizador 

𝑇𝐾   Contante de tempo de avanço do modelo de precisão 

𝑇𝐾
′   Contante de tempo de atraso do modelo de precisão 

𝑇𝐿  Constante de avanço de tempo para o termo equalizador 

𝑇𝑁 Constante de tempo de atraso de 1ª ordem para a dinâmica neuromuscular 

𝑇𝑁1
  Constante de tempo para aproximação de 1ª ordem do sistema neuromuscular 

𝑇𝑁𝐿  Tempo de subida do sistema para o modelo de atuador não linear 

𝑇𝑠  Constante de tempo de modo espiral 

𝑇𝑟  Constante de tempo de modo de rolagem  

𝑇𝜃1
  Constante de tempo de modo de fugóide 
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𝑇𝜃2
  Constante de tempo de modo de período curto 

𝑢  Velocidade axial (eixo longitudinal e/ou horizontal) 

𝑢(𝑡)  Sinal de entrada de controle 

𝑢(𝐱, 𝑡)  Variável de controle  

𝑢̃(𝐱, 𝑡)  Variável de controle real, incluindo imperfeições e incertezas 

𝑢𝐼𝑁𝑆  Sinal de controle insaturado 

𝑢𝑆  Sinal de controle saturado 

𝑢0  Sinal de entrada de controle referente a dinâmica zero 

𝐮  Vetor de controle (∈ ℝ𝑚) 

𝐮𝑒𝑞  Vetor de controle equivalente (∈ ℝ𝑚) 

𝑈  Velocidade axial total (eixo longitudinal e/ou horizontal) 

𝑣  Velocidade lateral  

𝑉  Velocidade lateral total 

𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) Função de Lyapunov para condição de alcance no modo deslizante 

𝐕𝐭  Vetor de velocidade total 

𝑤  Velocidade normal (eixo vertical) 

𝑤(𝑡)  Sinal exógeno de entrada de perturbação, referência e/ou fictício   

𝐰  Vetor ... de entrada de perturbação, referência e/ou fictício (∈ ℝ𝑙) 

𝑤(𝜏)  Função de ponderação 

𝑊  Velocidade normal total (eixo vertical) 

𝑊(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier da função de ponderação 

𝑊(𝑠)  Transformada de Laplace da função de ponderação 

𝑥  Coordenada longitudinal (axial e ou horizontal) do sistema de eixos ortogonais 

𝑥(𝑡)  Variável de estado 

𝑥̃  Variável de erro de rastreamento do sistema para a superfície deslizante 

𝐱  Vetor de estado (∈ ℝ𝑛) 

𝐱̃  Vetor de estado do erro de rastreamento do sistema para a superfície deslizante 

𝐱̂  Vetor de estado estimado para o observador 
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𝑥𝑟  Variável de estado de referência e/ou desejável  

𝐱𝑟  Vetor de estado de referência e/ou desejável (∈ ℝ𝑛) 

𝐱0  Vetor de estado inicial e regular da distribuição não singular Δ(𝐱) em 𝐷0 de 𝐱0 

𝑥𝑐  Coordenada 𝑥 do sistema de eixos de corpo da aeronave 

𝑥𝑒  Coordenada 𝑥 do sistema de eixos de estabilidade da aeronave 

𝑥𝑇  Coordenada 𝑥 do sistema de eixos da Terra 

𝑥𝑣  Coordenada 𝑥 do sistema de eixos aerodinâmicos da aeronave 

𝑥𝑛  Coeficientes da série de Fourier 

𝑋  Força resultante axial atuante no eixo 𝑥 

𝑦  Coordenada lateral do sistema de eixos ortogonais 

𝑦(𝑡)  Sinal de saída do sistema 

𝑦̂  Sinal de saída do sistema estimado  

𝐲  Vetor de saída do sistema (∈ ℝ𝑞) 

𝑦𝑐  Coordenada 𝑦 do sistema de eixos de corpo da aeronave 

𝑦𝑐(𝜏)  Função de ponderação do elemento controlado 

𝑦𝑒  Coordenada 𝑦 do sistema de eixos de estabilidade da aeronave 

𝑦𝑝(𝜏)  Função de ponderação do operador  

𝑦𝑟  Sinal de saída de referência do sistema  

𝑦𝑇  Coordenada 𝑦 do sistema de eixos da Terra 

𝑦𝑣  Coordenada 𝑦 do sistema de eixos aerodinâmicos da aeronave 

𝑌  Força resultante lateral atuante no eixo 𝑦 

𝑌(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier do sinal de saída do sistema 

𝑌(𝑠)  Transformada de Laplace do sinal de saída do sistema 

𝑌𝑐(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier da função de transferência do elemento controlado 

𝑌𝑐(𝑠)  Transformada de Laplace da função de transferência do elemento controlado  

𝑌𝑖(𝑠)  Função de transferência representativa para a álgebra do diagrama de blocos 

𝑌𝑝(𝑗𝜔)  Transformada de Fourier da função de descrição do operador 

𝑌𝑝(𝑠)  Transformada de Laplace da função de descrição do operador 
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𝑧  Coordenada normal do sistema de eixos ortogonais 

𝑧(o)  Variável de transformação de coordenada de estado (linearizante) 

𝐳  Vetor de transformação de coordenada de estado (linearizante) 

𝑧𝑐  Coordenada 𝑧 do sistema de eixos de corpo da aeronave 

𝑧𝑒  Coordenada 𝑧 do sistema de eixos de estabilidade da aeronave 

𝑧𝑇  Coordenada 𝑧 do sistema de eixos da Terra 

𝑧𝑣  Coordenada 𝑧 do sistema de eixos aerodinâmicos da aeronave 

𝑍  Força resultante normal atuante no eixo 𝑧 
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Símbolos Gregos 

 

𝛼    Ângulo de ataque 

𝛼(o)  Coeficiente do polinômio de Hurwitz para os observadores de alto ganho 

𝛼(𝐱)  Função correspondente a lei de controle por realimentação de estado 

𝛼𝐹  Coeficiente da função de estado de Filippov 

𝛽   Ângulo de derrapagem 

𝛽(𝐱)   Função correspondente a lei de controle por realimentação de estado 

𝛾  Ângulo de trajetória de voo 

𝛾(𝐱)  Função correspondente a lei de controle por realimentação de estado 

𝛾𝑆𝑜  Instante de tempo em que ocorre a saturação para a não linearidade de limitação 

𝛿  Constante real positiva de amplitude infinitesimal 

𝛿(o)  Deflexão de superfície de controle (°) 

𝛿̇  Taxa do atuador de superfície de controle (°/s)  

𝛿𝑎   Deflexão de superfície de controle de aileron 

𝛿𝑎𝑐
  Comando de superfície de controle de aileron 

𝛿𝑐  Comando de superfície de controle (°) 

𝛿𝑙   Deflexão de superfície de controle de leme 

𝛿𝑙𝑐  Comando de superfície de controle de leme 

𝛿𝑝   Deflexão de superfície de controle de profundor (°) 

𝛿𝑝𝑐
   Comando de superfície de controle de profundor (°) 

𝛿𝑃  Posição e/ou amplitude de saturação do limitador (°) 

𝛿̇𝑆  Taxa de saturação do limitador (°/s) 

Δ(𝐱)  Subespaço vetorial de distribuição dos campos vetoriais suaves (∈ ℝ𝑛) 

Δ⋆(𝐱)  Subespaço vetorial de distribuição integral máxima  

𝜖  Constante real positiva de amplitude infinitesimal 

𝜖0  Constante real positiva de amplitude infinitesimal no equilíbrio  

𝜀  Largura da camada limite para a superfície deslizante 
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  Taxa de amortecimento 


𝑑

  Taxa de amortecimento de modo dutch-roll 


𝑝𝑐

  Taxa de amortecimento de período curto 


𝑓
  Taxa de amortecimento de fugóide 


𝑁

  Taxa de amortecimento para o sistema neuromuscular 


𝜑

   Taxa de amortecimento de modo de rolagem 

𝜂  Variável de estado da dinâmica interna não linear 

𝛈  Vetor das componentes de estado 𝑛 − 𝜌 da dinâmica interna não linear (∈ ℝ𝑛) 

𝛈0  Vetor inicial ... de estado 𝑛 − 𝜌 ... referente a dinâmica zero (∈ ℝ𝑛) 

𝜃   Ângulo de atitude de arfagem (°) 

𝜃𝑐   Comando de ângulo de atitude de arfagem (°) 

𝜃𝑒   Erro do comando de ângulo de atitude de arfagem (°) 

𝜃𝑖  Ângulo de entrada (°) 

𝜃𝑖0  Constante do ângulo de entrada da função senoidal 

𝜃𝑠0
  Constante do ângulo de saída da função senoidal 

𝜃𝑠  Ângulo de saída (°) 

𝜅   Função de classe 𝐾∞ 

𝜆  Constante estritamente positiva 

𝜆(o)  Coeficiente do polinômio de Hurwitz ou de quaisquer outras funções distintas 

Λ  Região de domínio (Λ ⊂ ℝ𝑛)  

Λ0  Região de subdomínio (D0 ⊂ ℝ𝑛) 

𝜇  Espessura da camada limite  

𝜈  Constante inteira positiva 

𝜉  Variável de estado da dinâmica externa linear 

𝛏     Vetor das componentes de estado 𝜌 da dinâmica externa linear (∈ ℝ𝜌) 

𝛏𝑟     Vetor das componentes de estado 𝜌 ... referente a saída de referência (∈ ℝ𝜌) 

𝜛  Razão entre as frequências de início do RLE 𝜔𝑖 e 𝜔  

𝜌  Grau relativo 
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𝛒  Vetor de grau relativo uniforme 

𝜎  Parte real da variável complexa (𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔) 

𝜎(𝑡)  Variável integrativa (deslizante) da dinâmica do integrador condicional 

𝜏  Intervalo ou atraso de tempo do operador, piloto ou da função correspondente 

𝛕(𝐱)  Campo vetorial em 𝐷 

𝜐  Variável de estado de entrada equivalente atribuída ao processo de linearização 

𝜐𝑎  Variável de estado de entrada adicional ... ao processo de linearização 

𝜐⋆(𝐳)  Função de valor real  

𝜑  Ângulo de rolamento 

𝜙  Ângulo de fase (°) 

𝜙(𝜔, 𝐴) Ângulo de fase do elemento não linear 

𝜙(𝐱)  Função de transformação de coordenada de estado (difeomorfismo) 

𝛟(𝐱)  Função vetorial de transformação de coordenada de estado (difeomorfismo) 

𝛟𝑡
𝛕(𝐱)   Fluxo do campo vetorial 𝛕(𝐱)  

𝜙𝑐  Ângulo de fase de cruzamento 

𝜙𝑚  Margem de fase 

𝜙  Ângulo de amortecimento (°) 

𝜙0(𝜔)  Ângulo de fase de circuito aberto 

𝛷  Densidade espectral de potência 

𝛷𝑐𝑐  Densidade espectral de potência da saída do operador 

𝛷𝑒𝑒  Densidade espectral de potência do erro 

𝛷𝑖𝑖  Densidade espectral de potência da função de forçamento de entrada do sistema 

𝛷𝑛𝑛  Densidade espectral de potência remanescente na saída do operador 

𝛷𝑦𝑦  Densidade espectral de potência da saída do sistema 

Φ  Espessura da camada limite para a superfície deslizante adaptativa 

𝜓  Ângulo de proa  

𝜓(𝑢, 𝑦) Função não linear 

𝜔  Frequência angular (rad/s) 
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𝜔𝐴  Frequência de largura de banda do atuador 

𝜔𝑏  Frequência de largura de banda (bandwidth) 

𝜔𝑐  Frequência de cruzamento (rad/s) 

𝜔𝑑  Frequência natural de modo dutch roll 

𝜔𝑝𝑐  Frequência natural de período curto 

𝜔𝑓  Frequência natural de fugóide 

𝜔𝑖  Frequência de início do limitador de taxa (rad/s) 

𝜔̂𝑖  Frequência de início do limitador de taxa de circuito fechado (rad/s) 

𝜔𝐿  Largura de banda da função de forçamento 

𝜔𝑛  Frequência natural não amortecida (rad/s) 

𝜔𝑁  Frequência natural do sistema neuromuscular 

𝜔𝜑  Frequência natural de modo de rolagem 

Ω  Região do subespaço de 𝑆 (Ω ⊃ 𝑆) 

Ω𝑇  Rotação terrestre 
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Notações e operadores diversos 

 

dB  Decibéis; 20 log10(𝐴) 

dim(o) Dimensão da distribuição não singular de Δ(𝐱) 

den  Denominador da função de transferência (as raízes são chamadas de pólos) 

det(o)   Determinante da matriz (o) 

e(o)  Expoente – vezes dez elevado à potência de (1, … , 𝑛) 

Gs  Aceleração em unidade de força 

inf  Estimativa inferior 

inv(o)  Menor distribuição involutiva de Δ(𝐱) 

rank[o] Notação empregada para a dimensão (ou posto) da distribuição Δ(𝐱) 

hys(o)  Função histerese  

max  Valor(es) máximo(s) 

min  Valor(es) mínimo(s) 

𝑛  Numero de interações 

num  Numerador da função de transferência (as raízes são chamadas de zeros) 

𝐿(o)ℎ  Derivada de Lie 

𝑝  Operador de Laplace (𝑑(o)/𝑑𝑡) 

𝑠  Variável de transformação de Laplace (𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔) 

sup  Estimativa superior 

sat(o)  Função saturação 

sgn(o)  Função sinal 

𝐬𝐠𝐧(o)  Função vetorial das funções sinais 

span{o} Notação empregada para a distribuição suave Δ(𝐱) 

(ȯ)  𝑑(o)/𝑑𝑡 (derivada de primeira ordem) 

(ö)  𝑑2(o)/𝑑𝑡2 (derivada de segunda ordem) 

(o)o  Em função (ou subfunção) de  

(o̅)  Termo representativo para as variáveis no ponto de equilíbrio 

(ô)  Termo finito e/ou estimado 
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(õ)  Termo real, preciso e/ou modificado 

(o)⊥  Perpendicular e/ou ortogonal a 

 ∘  Função composta 

∢  Ângulo de fase 

∇  Gradiente 

∇ℎ  Gradiente da função suave ℎ 

∇𝐬  Gradiente transposto das superfícies de chaveamento 𝐬 

∇𝐱   Gradiente transposto do vetor de estado 𝐱 

∇𝛟  Gradiente da função suave 𝛟 

∆  Incremento 

|o|  Magnitude 

|o|dB  Magnitude em dB 

[o]T  Matrix transposta 

[o]−1  Matriz (ou função) inversa 

[𝐟, 𝐠]  Colchete (ou produto) de Lie (𝑎𝑑𝐟𝐠 = ∇𝐠𝐟 − ∇𝐟𝐠) 

⇒  Implica 

→  Tende a 

∀  Para todo(s) 

∈  Pertence a 

⊂  Subconjunto de 

〈o〉  Produto interno 

‖o‖  Norma 
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LISTA DE ABREVIATURAS 

AC   Advisory circular 

ACAS  Airborne collision avoidance system 

ADQ  Adequate 

ADRM Aerodrome 

AFCS   Automatic flight control systems 

AIRPROX Aircraft proximity 

AMAN Abrupt maneuver 

APC   Aircraft-pilot coupling 

APR   Approach 

ARC   Abnormal runway contact 

ATM  Air traffic management 

CABIN Cabin safety events 

CAPIO  Control allocation pilot-induced oscillations 

CAST  Commercial aviation safety team 

CAS  Command augmentation system 

CCV  Control configured vehicles 

CFIT  Controlled flight into (or towards) terrain (ground, water or obstacle) 

CG  Centro de gravidade 

CHR  Cooper harper rating 

CICTT CAST/ICAO common taxonomy team 

CISMC Conditional integrator sliding mode control 

CNS  Communication, navigation, surveillance 

CON  Controllable 

CRZ   Cruise 

CSMC  Continuous sliding mode control  

CTOL  Collision with obstacle(s) during takeoff and landing 

DPIOR Difference PIO rating (PIOR non-linear - PIOR linear)
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DST  Descent  

EASA  European union aviation safety agency 

ECL   Em route climb 

EMG  Emergency descent 

ENR  En route 

EVAC  Evacuation 

EXTL  External load related occurrence 

FAA  Federal aviation administration 

FFA  Flygtekniska Forsoksanstalten 

FBL  Fly-by-light 

FBW  Fly-by-wire 

FCS  Flight control systems 

FIRE-NI Fire/smoke (non-impact) 

FIRE-POST Fire/smoke (post-impact) 

FUEL   Fuel related 

FOPI   Fractional-order proportional-integral 

FOSIM Forskningssimulator 

GASP  Global aviation safety plan 

GCOL  Ground collision 

GOA   Go-around 

GTOW Glider towing related events 

G-HRCs Global high-risk categories of occurrences 

HQ  Handling qualities 

HRCs  High-risk categories of occurrences 

IAF   Initial approach fix 

IATA  International air transport association 

ICAO  International civil aviation organization 

ICE  Icing 

ICL   Initial climb 
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IFR   Instrument flight rules 

IMC  Instrument meteorological condition 

ISMC  Integral sliding mode control 

ISS  Input-to-state stability 

LATHOS Lateral high order system 

LALT  Low altitude operations 

LDG  Landing 

LOC  Loss of control 

LOCAF Loss of control accident framework 

LOC-I  Loss of control in-flight 

LOC-G Loss of control – ground 

LOES   Low order equivalent system 

LOLI  Loss of lifting conditions enroute 

LND  Landing  

MAC  Airprox / ACAS alert / loss of separation / (near) mid-air collisions 

MED  Medical 

MNV  Maneuvering 

MPC   Model predictive control 

NA  Não se aplica 

NAV  Navigation errors 

NRC   National research council 

NTIS  National technical information service 

OCM  Optimal control model 

OLOP  Open-loop onset point 

OTHR  Other 

PBT  Pushback/towing 

PCU  Power control unit 

PIO  Pilot-(induced, sustained or in-the-loop) oscillation 

PIOR   Pilot induced oscillation rating 
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PIM  Post-impact 

PVS  Pilot-vehicle system 

RAMP  Ground handling 

RE  Runway excursion 

REF  Referência(s) 

RI  Runway incursion 

RI-VAP  Runway incursion – vehicle, aircraft or person 

RLE  Rate limiting element 

RLPF   Nonlinear rate limiter prefilter 

SAS  Stability augmentation system 

SAT  Satisfactory 

SCF-NP  System/component failure (non-powerplant)  

SCF-PP  System/component failure (powerplant) 

SEC  Security related 

SISO  Single-input single-output  

SOP  Standard operating procedures 

SMC   Sliding mode control  

STD  Standing 

SWRL  Software rate limit filter 

TCAS  Traffic collision avoidance system 

TO   Takeoff 

TSMC  Terminal sliding mode control 

TURB  Turbulence encounter 

TXI  Taxi 

UIMC  Unintended flight in IMC 

UIR  Universal integrative regulator 

UND  Uncontrolled descent 

UNK  Unknown or undetermined 

UNSAT Unsatisfactory or failed 
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USOS   Undershoot/overshoot 

VFR  Visual flight rules 

VSC   Structure variable control 

WILD  Wildlife 

WSTRW Wind shear of thunderstorm 
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1. INTRODUÇÃO 

Inicialmente, são estabelecidas as considerações gerais que delimitam o tema e sua im-

portância no cenário atual, ao dissertar sobre o contexto científico e tecnológico do estudo, do 

seu propósito e de sua aplicação, dos motivos e justificativas acerca de sua relevância e dos ob-

jetivos gerais e específicos que permeiam esta dissertação. Em seguida, é enaltecido a hipótese 

e a estrutura deste trabalho. 

1.1 Contexto científico e tecnológico 

O desenvolvimento social, científico e tecnológico impulsiona os mercados, dos quais, 

os setores da aviação contemporânea precisam estar aptos para adequar-se às suas exigências. 

Neste sentido, a implementação de sistemas de controle de voo (flight control system – FCS), 

aliado ao uso de ferramentas de simulação e análise possibilitam que os requisitos de projeto se-

jam alcançados e cumpridos, identificando erros e melhorias nas fases de desenvolvimento, que 

auxiliam e asseguram os processos de certificação (Circular Consultiva – Advisory Circular AC 

25-7D, 2018, p. 5-5). 

A melhoria contínua dos modernos FCS deve-se à utilização dos sistemas Fly-by-wire 

(FBW), que possibilitaram um aumento progressivo do desempenho e das qualidades de voo nas 

aeronaves, proporcionando importantes benefícios, como: eliminação da complexidade mecâ-

nica dos controles de superfície, redução de peso, estabilização automática, integração de pilotos 

automáticos avançados (redução da carga de trabalho do piloto), flexibilidade operacional e re-

quisitos de manutenção reduzidos (Fielding, 2001, p. 544, 2010, p. 11). 

A seguir, apresenta-se os elementos básicos do FCS FBW na Figura 1. 

 

 
 

Figura 1 – Elementos básicos de uma aeronave com FCS FBW. 

[Adaptado de: Collinson (2011, p. 180, 1999, p. 143)]
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Segundo Collinson (1999, p. 142, 2011, p. 181), ao empregar um FCS FBW, as informa-

ções são transmitidas da cabine do piloto para os atuadores de superfície de controle por meio 

de sinais elétricos, oferecendo uma solução conveniente e lógica para os problemas associados 

a aeronaves de alto desempenho. Ademais, o principal benefício deste sistema é a capacidade de 

adaptar as características de controle em cada ponto do envelope de voo, com base nas leis de 

controle, que estabelecem uma correlação entre a demanda de superfície de controle no comando 

de manche do piloto e aos sinais de movimento dos sensores da dinâmica da aeronave (Collinson, 

2011, p. 194).  

De acordo com o relatório desenvolvido pela Airbus (2023, p. 18), a tecnologia FBW é 

atualmente um padrão industrial do mercado aeronáutico, sendo empregada em todos os mode-

los Airbus de 4ª geração produzidos na atualidade. Destaca-se que a partir do uso deste sistema, 

incluindo funções de proteção de envelope de voo, foi possível reduzir e proteger as aeronaves 

contra acidentes relacionados a perda de controle em voo (loss of control in-flight – LOC-I) nos 

últimos anos (2023, p. 28). Na Figura 2 exibe-se o diagrama representativo do FCS FBW. 

 

 

Figura 2 – Diagrama esquemático uma aeronave com FCS FBW. 

[Adaptado de: Collinson (2011, p. 184, 1999, p. 144)] 

 

 Segundo Ossmann, Heller & Brieger (2008, p. 2), o aperfeiçoamento dos FCS FBW pos-

sibilitou a otimização do desempenho das aeronaves, contudo, os veículos configurados com alto 

controle (control configured vehicles – CCV) devem passar por um extenso processo de análise, 

a fim de identificar falhas e melhorias que assegurem a estabilidade e a robustez do sistema – 

piloto, controlador e aeronave, em todo o envelope de voo. 

Em geral, as aeronaves são submetidas a avaliações em todas as suas condições opera-

cionais, em voo. Em casos particulares, onde existe a imprescindibilidade do estudo em condi-

ções de risco ou perigosas (fora do envelope de voo, perturbações climáticas adversas, estados 
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de falha), o veículo pode ser avaliado mediante o uso de técnicas computacionais, a partir de si-

mulações de alta fidelidade, baseado nas características do avião (AC 25-7D, 2018, p. 5-5).  

De acordo com o Conselho Nacional de Pesquisa (National Research Council – NRC, 

1997, p. 15), os FCS estão condicionados aos impulsos aplicados pelo piloto e pela reação ad-

vinda da aeronave. Nestas condições, as ações do piloto acoplam-se (A’harrah, 1994, p. 1194, 

1995, p. 2-1) as características e aos movimentos do veículo, de modo a formar um sistema de 

controle por realimentação de estado (feedback); casualmente se diz que o piloto está operando 

em circuito fechado.  

O acoplamento aeronave-piloto (aircraft-pilot coupling – APC) anormal e as oscilações 

“induzidas”, sustentadas e/ou no circuito (estigma histórico – McKay, 1995, p. E-8) pelo piloto 

(pilot-induced, sustained and/or in-the-loop oscillations – PIO) são eventos inadvertidos e não 

intencionais na trajetória de voo da aeronave que levam o sistema piloto-veículo (pilot-vehicle 

system – PVS) à desestabilização em circuito fechado (Ashkenas, Jex & McRuer, 1964, p. 1; 

Gibson, 1999, p. 138; Hess, 1997, p. 1141; NRC, 1997, p. 14; Smith, 1977, p. 6). As caracterís-

ticas e interações anormais do APC e das PIO não lineares, serão o alvo deste estudo. 

Dos trabalhos desenvolvidos até os dias atuais, grande parcela destes retratam assuntos 

correlatos a falhas de aeronaves reais, provocados por eventos inadvertidos e desfavoráveis entre 

a dinâmica do PVS; em alusão, pode-se citar os acidentes e incidentes associados as aeronaves: 

Lockheed Martin/Boeing YF-22 (Dornhein, 1992), Saab JAS 39 Gripen (Rundqwist & Hillgren, 

1996) e Boeing Globemaster C-17 (Iloputaife, 1997). Em McRuer (1995, p. 8), McRuer & Smith 

(1995), Mitchell, Kish & Seo, (1998, p. 59) e Mitchell & Klyde, (2004, p. 2) pode-se encontrar 

outros episódios envolvendo às PIOs. 

Embora não seja um fenômeno novo (Harper, 1955, p. 17; Gibson, 1999, p. 138; Levi & 

Nelson, 1964, McKay, 1995, p. E-1), sua notoriedade foi ampliada a partir dos eventos severos, 

e por vezes, catastróficos, exibidos em aeronaves FBW, condições estas que não estavam devi-

damente explícitas em aeronaves convencionais (Gibson, 2001, p. 455). Segundo o NRC (1997, 

p. 25), as aeronaves equipadas com sistemas FBW exibiram, em sua maioria, os APCs adversos 

(ao qual estão incluídas as PIOs) em algum momento durante o seu desenvolvimento. 

De acordo com a Circular Consultiva (AC 25-7D, 2018, p. 5-4), os eventos do histórico 

de serviço indicaram que as aeronaves modernas da categoria de transporte (ex.: Airbus A-320 

e Boeing B-777) também são e foram suscetíveis aos APCs adversos em certas condições ope-

racionais.  
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Além disso, a introdução de novas tecnologias, como a implementação dos sistemas FBW 

e Fly-by-light (FBL – transmissão por cabos de fibra óptica) apresentam condições favoráveis 

para que os APCs adversos persistam, e até certo ponto, aumentem, tornando necessário a maior 

vigilância à suscetibilidade desta ocorrência (NRC, 1997, p. 6). Deste modo, a aplicação de ferra-

mentas de simulação pode desempenhar um papel efetivo e complementar na descoberta e com-

preensão destas tendências, contribuindo na avaliação e na corroboração de possíveis soluções. 

A despeito das complicações para identificar a causa dos APC adversos, McKay (1995, 

p. E-8) ressalta que a maioria dos eventos foram resultados de deficiências no projeto das aero-

naves e do FCS, que levaram à PIO. A fim de garantir a sua não ocorrência é essencial planejar 

sua ausência desde o início do projeto, começando por uma lei de controle devidamente cons-

truída, considerando o impacto da possível PIO no hardware do sistema em todas as alterações 

(mudanças) das leis de controle (Gibson, 2001, p. 463). 

A implicação deste estudo deve-se à dificuldade em analisar e compreender esses epi-

sódios, que embora ocorram desde os primórdios da aviação, ainda não foram completamente 

compreendidos e solucionados, uma vez que esses eventos ainda persistem e ocorrem, tanto em 

aeronaves militares, quanto civis (McKay, 1995, p. E-1; NRC, 1997, p. 2). 

Ademais, quando essas eventualidades envolvem não linearidades, como a saturação de 

taxa ou a limitação de posição dos atuadores, os eventos tendem a ser imprevisíveis e catastró-

ficos (Collinson, 2011, p. 214; McRuer 1995, p. 80), sujeitando o piloto a condições inesperadas 

e indesejadas, sendo fator contribuinte às PIOs (e pelo que se dispõe, em LOC-I – Belcastro, et 

al., 2017; Hodgkinson, 1995; Hess, 2014; Klyde & McRuer, 2009; Puyou e Biannic, 2013), que 

ocasiona riscos à aeronave e a vida da tripulação e dos passageiros, sendo causa recorrente entre 

acidentes e incidentes na aviação comercial. 

Nesta dissertação, busca-se avaliar a tendência oscilatória de aeronaves, com a intenção 

de examinar e mitigar os APC adversos e às PIO não lineares, devido à saturação de taxa dos 

atuadores. Através do entendimento de sua causa e da aplicação do critério ponto de início de 

circuito aberto (OLOP), que foi selecionado para analisar sua ocorrência, pretende-se implemen-

tar, como proposta de inovação, um controlador baseado na lei de controle não linear por modo 

deslizante (sliding mode control – SMC) com integrador condicional (conditional integrator – 

CISMC), na mitigação das PIOs não lineares, de categoria II.
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1.2 Motivação e justificativa 

A segurança é uma prioridade na aviação, de modo que a Organização da Aviação Civil 

Internacional (International Civil Aviation Organization – ICAO, 2022) estabelece no Plano Glo-

bal de Segurança da Aviação (Global Aviation Safety Plan – GASP) os objetivos estratégicos de 

segurança, regionais e nacionais, a fim de reduzir continuamente o número de acidentes, fatali-

dades e de seus riscos, até 2030.  

Os riscos de segurança surgem durante a prestação de um serviço ou da condução de uma 

atividade, sendo classificados entre incidentes ou acidentes, de acordo com as categorias de ocor-

rências na aviação, que foram elaboradas pela Equipe de Taxonomia Comum, que é composta 

pela Equipe de Segurança da Aviação Comercial (Commercial Aviation Safety Team – CAST) 

e pela ICAO (CAST/ICAO Common Taxonomy Team – CICTT). No Anexo A exibe-se todas 

as categorias de ocorrência (subentende-se categoria de ocorrência na aviação desenvolvida 

pela CICTT). 

Para o ano de 2022, o número total de acidentes fatais e de fatalidades por categoria de 

ocorrência pode ser visualizado na Figura 3. 

 

 

 

Figura 3 – Total de (a) acidentes fatais e de (b) fatalidades por 

categoria de ocorrência em 2022 para operações comerciais regulares. 

[Adaptado de: ICAO (2023, p. 10-11)] 
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Por meio do GASP, a ICAO (2022, p. 3-5) divulga uma série de cinco categoriais de ocor-

rências de alto risco (high-risk categories of occurrences – HRCs) como prioridades globais a 

segurança (G-HRCs), que são evidenciadas a seguir:  

 

• Colisão com o solo em voo controlado (controlled flight into terrain – CFIT); 

• Colisão no ar (mid-air collision – MAC); 

• Excursão em pista (runway excursion – RE); 

• Incursão em pista (runway incursion – RI); 

• Perda de controle em voo (loss of control in-flight – LOC-I). 

 

Essas categorias (G-HRCs) foram particularizadas perante as demais (Anexo A) em ra-

zão dos índices de fatalidade, risco de mortalidade por acidente e/ou pelo número de acidentes e 

incidentes, obtidos globalmente; a partir de investigações, relatórios, inspeções, monitoramento 

e demais itens relacionados à segurança. Segundo o relatório de segurança desenvolvido pela 

ICAO (2023, p. 14), para as operações regulares de transporte aéreo comercial no ano de 2022, 

as G-HRCs corresponderam aos índices (em %) expostos na Figura 4: 

 

 
 

Figura 4 – Distribuição de acidentes, acidentes fatais e fatalidades por G-HRCs em 2022. 

[Adaptado de: ICAO (2023, p. 14)] 

 

Nesta perspectiva, a empresa Boeing (2023, p. 12) destaca em seu relatório estatístico 

anual que a principal causa de acidentes fatais por categoria de ocorrência entre jatos comerciais, 

nos anos de 2013 a 2022 foram por LOC-I, representando a maior parcela sobre as demais cate-

gorias, conforme a Figura 5. 
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Figura 5 – Fatalidades por categoria de ocorrência  

entre a frota mundial de jatos comerciais 2013-2022. 

[Adaptado de: Boieng (2023, p. 12)] 

 

Similarmente, a análise estatística de acidentes desenvolvida pela Airbus (2023, p. 28) 

divulga que a maior fonte dos acidentes fatais nos últimos 20 anos ocorreu por LOC-I, seguida 

por CFIT, RE e outros, segundo a Figura 6. O relatório atesta e assegura que é possível reduzir 

os acidentes provocados pela LOC-I ao empregar sistemas FBW com funções de proteção de 

envelope de voo; condição estabelecida em todos os modelos Airbus produzidos atualmente (de 

4ª geração): Boeing 777 e 787, Embraer E-Jets e o Sukhoi Superjet. 

 

                                      

 

Figura 6 – Distribuição de acidentes fatais por categoria de ocorrência aérea 2002-2022. 

[Adaptado de: Airbus (2023, p. 28)] 
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Em conformidade com ambas as companhias aéreas, a Agência da União Europeia para 

a Segurança da Aviação (European Union Aviation Safety Agency – EASA, 2023) fornece em 

sua revisão anual as estatísticas de segurança para a aviação na Europa em 2022, ao qual se des-

taca que, tanto para aeronaves, helicópteros e/ou planadores, os impactos da LOC-I são expres-

sivos, situando-se entre as principais categorias de ocorrência nos últimos cinco anos, principal-

mente em helicópteros para usos gerais e aeronaves para operações especializadas. 

Devido aos números de acidentes fatais e de fatalidades envolvendo a LOC-I, a Associ-

ação Internacional de Transporte Aéreos (International Air Transport Association – IATA, 2019, 

p. 17) reforça que estes acidentes são preponderantemente catastróficos; sendo que entre os anos 

de 2009 a 2018 ocorreram 64 acidentes (Figura 7), resultando em 2462 mortes, correspondendo 

a 60% das mortes para o período. Logo, o impacto da LOC-I vem sendo exposto como uma das 

prioridades para intervenção de segurança e mitigação de riscos. 

 

 

 

Figura 7 – Distribuição de acidentes fatais por LOC-I 2009-2018. 

[Adaptado de: IATA (2019, p. 17)] 

 

Além da associação entre os acidentes e as categorias de ocorrência, também se destaca 

essa relação entre as fases de voo da aeronave. Os relatórios elaborados pela Airbus (2023, p. 

26), Boeing (2023, p. 13) e EASA (2023) salientam a correlação destes eventos entre as fases de 

voo, destacando que a maior parcela dos acidentes fatais ocorre nas fases de aproximação, pouso 

e subida. Essa conjuntura pode ser vista na Figuras 8 e 9, ao qual se exibe a correspondência 

entre as fases do voo (em %) e o número de acidentes fatais e de fatalidades a bordo.  
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Figura 8 – Porcentagem de acidentes fatais e fatalidades a bordo por fases de voo 2013-2022.  

[Adaptado de: Boeing (2023, p. 13)] 

 

A aproximação e o pouso, assim como as demais circunstâncias de alto ganho do piloto 

(demanda) são tarefas altamente exigentes e complexas, tanto a aeronave, quanto a tripulação, 

que acarretam a uma elevada carga de trabalho, em termos do reestabelecimento da estabilidade 

e da qualidade de voo, devido a: alterações da configuração de voo da aeronave, comunicação, 

navegação e controle de trafego aéreo e condições climáticas degradadas, que podem ser fatores 

contribuintes em acidentes (Airbus, 2023, p. 27). 

  

 
 

 

Figura 9 – Distribuição de acidentes fatais e fatalidades a bordo por fases de voo 2013-2022.  

[Adaptado de: Boeing (2023, p. 13)] 
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Segundo a IATA (2019, p. 11), os acidentes por LOC-I tem potencial para ocorrer du-

rante qualquer fase do voo, entretanto, foi durante a fase de subida inicial (initial climb – ICL) 

que ocorreram a maior quantidade dos acidentes, seguida por cruzeiro (cruise – CRZ), aproxima-

ção (approach – APR), decolagem (takeoff – TO), arremeter (go-around – GOA), pouso (landing 

– LND), em rota de subida (em route climb – ECL) e descida (descent – DST) entre 2009 a 2018, 

conforme Figura 10. No Anexo B, são apresentadas e descritas todas as fases de voo existentes, 

de acordo com a IATA (2019, p. 32) e a CICTT (2013). 

 

 
 

Figura 10 – Distribuição de acidentes LOC-I por fase de voo 2009-2018. 

[Adaptado de: IATA (2019, p. 12)] 

 

Entre as causas principais que contribuem para o acontecimento desses acidentes na fase 

de voo (IATA, 2019, p. 11), destaca-se: 

 

• Mau funcionamento do sistema da aeronave; 

• Operações fora do limite (e das limitações) da aeronave / envelope de voo; 

• Manuseio manual inadequado; 

• Falhas no processo de tomada de decisão; 

• Monitoramento inadequado da tripulação e verificação cruzada; 

• Operações em condições climáticas adversas e voo em baixa altitude. 

 

De acordo com a ICAO (2022, p. 3-5), esses eventos envolvem vários fatores contribu-

intes, sendo eles induzidos tipicamente pela aeronave, por questões ambientais, pelo piloto/hu-

mano ou por quaisquer combinações entre os três; dentre essas categorias, destaca-se que os fa-

tores “induzidos” (sustentados ou no circuito) pelos pilotos representam a causa mais recorrente 

quando se trata de acidentes por LOC-I. 
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Em síntese, a LOC-I refere-se aos acidentes em que a tripulação de voo não consegue 

manter o controle da aeronave, manifestando um desvio irrecuperável em sua trajetória prevista, 

envolvendo inúmeros fatores que podem ocorrer individualmente ou de maneira combinada, 

(IATA, 2019, p. 1). Um resumo sobre os principais fatores que contribuem para a LOC-I pode 

ser visto na Tabela 1.  

 

Tabela 1 – Fatores contribuintes mais frequentes para LOC-I 

Condições latentes % Erros da tripulação de voo % 

Gestão da segurança 38 Adesão SOP* / Verificação cruzada SOP* 42 

Operações de voo 36 Manuseio manual / Controles de voo 42 

Supervisão regulamentar 31 Intencional 22 

Sistema de treinamento 27 Não intencional 18 

SOPs* & Verificação 22 Comunicação de piloto a piloto 88 

Ameaças ambientais % Estados indesejados da aeronave % 

Meteorologia 44 Vertical / Lateral / Desvio de velocidade 31 

Falta de referência visual 15 Operação fora dos limites da aeronave 31 

Pouca visibilidade / IMC* 15 
Penetração desnecessária em condições 

metrológicas adversas 
16 

Condições de congelamento – ICE 15 Aproximação instável 13 

Vento / Tesoura e/ou Rajada de Vento 15 Controle abrupto da aeronave 11 

Ameaças Aéreas % Contramedidas % 

Mau funcionamento da aeronave 44 Desempenho geral da tripulação 42 

Falha contida do motor / 

Mau funcionamento do motor 
27 

Monitorar /  

Verificação cruzada 
27 

Eventos de manutenção 11 Liderança 20 

Pressão operacional 9 Capitão deve mostrar liderança 20 

  Tomada de decisões a bordo /  

Gerência de contingência 
18 

Obs.*: Procedimento operacional padrão (Standard operating procedures – SOP) 

            Condição meteorológica do instrumento (Instrument meteorological condition – IMC) 
 

[Adaptado de: IATA (2019, p. 24)] 

 

Demais e outras informações sobre as causas da LOC-I podem ser encontradas em: Bel-

castro et al. (2014), Belcastro et al. (2017), Bromfield & Landry (2019), IATA (2015, 2016) e 

Smith & Bromfield, (2022). 
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1.3 Objetivos 

1.3.1 Objetivo geral 

O objetivo principal deste estudo é avaliar a lei de controle não linear por modo deslizante 

com integrador condicional (CISMC) na redução a suscetibilidade à oscilação induzida pelo pi-

loto (PIO) devido a saturação de taxa dos atuadores da superfície aerodinâmica de controle. Pre-

tende-se implementar um controlador robusto baseado no CISMC em plantas de controle de ae-

ronaves, a fim de comparar e validar o desempenho da técnica em relação aos resultados publi-

cados na literatura, relacionado à aplicação do critério ponto de início de circuito aberto (OLOP). 

1.3.2 Objetivos específicos  

Para alcançar o objetivo geral desta dissertação é necessário que os seguintes objetivos 

sejam cumpridos: 

• Fundamentar os conceitos sobre os sistemas de controle voltados as aeronaves e de seus 

elementos integrantes, além do estudo sobre as interações indesejáveis do sistema piloto-

veículo (PVS) relacionados às oscilações induzidas pelo piloto (PIO). 

• Instruir-se sobre os critérios e metodologias adotados para avaliar a ocorrência à PIO não 

linear, devido a saturação de taxa dos atuadores. 

• Conceituar o comportamento dinâmico e os problemas recorrentes das não linearidades, 

principalmente em relação ao elemento limitador de taxa (rate liminting element – RLE), 

que será associado ao modelo de atuador da superfície aerodinâmica. 

• Estudar o critério ponto de início de circuito aberto (OLOP), segundo a teoria sobre a fun-

ção descritiva equivalente e em conjunto com as suas devidas considerações ao ser apli-

cado ao PVS. 

• Estudar a técnica não linear de controle por modo deslizante com integrador condicional 

(CISMC), baseada na lei de controle por estrutura variável (VSC) com modo deslizante 

(SMC) contínuo (CSMC) via ação integral (ISMC) condicional e em paralelo a teoria de 

linearização por realimentação de estado. 

• Aplicar o critério OLOP e implementar o controlador CISMC nas plantas de controle do 

PVS para as aeronaves selecionadas e comparar as respostas obtidas com os resultados 

publicados na literatura. 
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1.4 Hipótese 

O estudo é desenvolvido com o viés e a perspectiva de auxiliar e servir como instrumento 

de avanço tecnológico e de discussão científica, ao promover uma análise entre a temática sobre 

as oscilações induzidas pelo piloto (PIO) não lineares devido a saturação de taxa dos atuadores. 

Diante deste assunto, existem indagações e perguntas a serem tratadas e que serão respondidas 

ao longo do texto, mas que por ventura podem ser resumidas em uma única questão: O que são 

às PIO não lineares e como evitá-las? 

Ao explorar tal pergunta, outras complementares foram feitas, como: O que são as não 

linearidades e os efeitos não lineares? e como as leis de controle afetam às PIO? De certo modo, 

ao ir respondendo cada uma destas indagações, nota-se que a extensão de conceitos necessários 

para a plena compreensão deste fenômeno vai muito além de escopo deste trabalho. Todavia, a 

abordagem atual se resume em estudar os casos em que o modelo do atuador, contendo o elemento 

limitador de taxa (RLE), enquanto saturado, tornam o sistema piloto-veículo (PVS) suscetíveis 

à PIO e para os quais se pretende evitá-la.  

Em síntese, teve-se por hipótese que a implementação da lei de controle não linear por 

modo deslizante com integrador condicional (CISMC), que vem sendo aplicada satisfatoriamente 

no controle da dinâmica de voo de aeronaves e que apresenta mecanismos para reduzir as osci-

lações excessivas possa auxiliar na mitigação da tendência à PIO não linear devido a saturação 

de taxa dos atuadores.  

O critério ponto de início de circuito aberto (OLOP), desenvolvido pela DLR German 

Aerospace, foi selecionado para avaliar as plantas de controle, sendo este um dos critérios mais 

preponderante para avaliação das PIO não lineares devido a saturação de taxa. O critério pode 

ser aplicado a um PVS, integrando as leis de controle, o modelo de piloto, a limitação de taxa do 

atuador e a dinâmica da aeronave selecionada.  

A partir da aplicação do critério OLOP e da proposta de inovação, espera-se promover 

análises e comparações entre as leis de controle empregadas e suas correspondências sobre à 

PIO, a fim de avaliar o desempenho do controlador CISMC e de sua lei de controle, com o 

intuito de desenvolver medidas que assegure qualidades de voo satisfatórias às aeronaves. 
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1.5 Estrutura da dissertação 

O presente trabalho está organizado e segmentado em sete capítulos, em término com 

as referências bibliográficas e dos demais anexos e apêndices, conforme será exposto a seguir. 

No Capítulo 1, se expõe uma breve introdução sobre o contexto científico e tecnológico 

do projeto de pesquisa, fundamenta-se seu propósito e esclarece sua importância, seguido pelos 

objetivos centrais e subsequentes, até a apresentação da hipótese e da estrutura desta dissertação.   

No Capítulo 2, é exposto a fundamentação teórica da dissertação, salientado os principais 

conceitos sobre os sistemas de controle, desde sua constituição inicial, a partir do desenvolvi-

mento das teorias iniciais em servomecanismos até a abordagem das leis de controle em sistemas 

Fly-by-wire (FBW). Posteriormente são apresentados os conceitos básicos sobre as superfícies 

e os parâmetros de controle e estabilidade, seguido pela descrição dos acoplamentos aeronave-

piloto (APCs) e de suas subdivisões, dos quais estão incluídas às oscilações induzidas pelo piloto 

(PIO). Ao término, são apresentadas as escalas de classificação e as metodologias de avaliação 

correspondentes à PIO. 

No Capítulo 3, é apresentado o critério ponto de início de circuito aberto (OLOP), de-

senvolvido para avaliar às PIO não lineares devido a saturação de taxa da superfície de controle 

dos atuadores. Neste capítulo serão introduzidos os conceitos ligados as não linearidades, ao 

elemento limitador de taxa (RLE), ao método da função descritiva e sobre os demais assuntos 

envolvidos na aplicação do critério OLOP. 

No Capítulo 4, elucida-se o processo de regulação robusta de controle por modos desli-

zantes, ao qual consta o desenvolvimento teórico das leis de controle progenitoras para a técnica 

de controle não linear por modo deslizantes com integrador condicional (CISMC). Destes assun-

tos, salienta-se os conceitos básicos sobre o controle por estrutura variável (VSC), da formali-

zação do modo deslizante e de sua superfície adaptativa, além do estudo sobre a linearização por 

realimentação de estado. Diante destes conceitos, formaliza-se o CISMC perante à elaboração 

de um controlador baseado no SMC com ação integral condicionada. 

No Capítulo 5, é apresentada a metodologia desta dissertação, que servirá como base e 

guia para as etapas realizadas posteriormente ao longo do processo de desenvolvimento das 

simulações. O alinhamento entre as teorias introduzidas é promovido, de modo a concatenar os 

assuntos abordados e de modo a esclarecer as demais informações não introduzidas anterior-

mente, como em relação aos modelos das aeronaves selecionadas, que podem ser encontrados 

ao longo deste capítulo.



1.5 Estrutura da dissertação                                                                                                      | 15 

 

 

 

No Capítulo 6, são expostas as análises e os resultados obtidos para o modelo do atuador 

e para as plantas de controle do PVS das aeronaves, além de apresentar as respostas da aplicação 

do critério OLOP e da implementação do controlador CISMC, com sua respectiva comparação 

com os resultados publicados na literatura, evidenciando em cada análise os pontos de melhoria 

que a técnica pode proporcionar às plantas de controle, assim como suas devidas limitações. 

No Capítulo 7, são divulgadas as conclusões gerais e as sugestões para trabalhos futuros 

oriundos deste trabalho.  
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2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

Uma revisão geral sobre alguns dos assuntos a serem abordados nesta dissertação é feita 

a seguir, ao introduzir os elementos percussores dos sistemas de controle, envolvendo os servo-

mecanismos, o controle manual e o operador humano, retratando a evolução dos estudos teóricos 

e das tecnologias empregadas até o desenvolvimento das leis e dos sistemas de controle de voo 

para as aeronaves. Além disso, serão abordadas as questões básicas relacionadas a tarefa de con-

trole e de estabilidade, sobre os acoplamentos aeronave-piloto (APCs) e de suas subdivisões, dos 

fatores constituintes para as oscilações induzidas pelo piloto (PIO) e dos padrões de comporta-

mento dinâmico do sistema piloto-veículo (PVS), segundo os eventos precursores desencadean-

tes, incluindo as metodologias empregadas para sua avaliação. 

2.1 Contextualização sobre os sistemas de controle 

A evolução dos sistemas de controle deve-se ao avanço de teorias e de estudos sobre os 

sistemas de controle lineares e de suas oscilações correspondentes, a partir das investigações 

iniciais em servomecanismos, do controle por realimentação de estado, da representação e do 

uso da resposta no domínio da frequência, da formulação de modelos matemáticos para o ope-

rador/piloto e do elemento controlado, além dos demais elementos não lineares incluídos ou 

resultante das operações de controle. 

Dos quais, se sobrelevam os trabalhos percussores concebidos por Poincaré e Lyapunov, 

ao fim do século XVIII, seguidos por Duffing, Van der Pol, (Iqbal et al., 2017, p. 2 apud Poincaré, 

1885, Lyapunov, 1892, Duffing, 1918), Minorsky (1922), Van der Pol (1926), Nyquist (1932), 

Hazen (1934) e Bode (1940), que propuseram (ou serviram como meio de desenvolvimento de) 

métodos e metodologias para avaliar a estabilidade de sistemas lineares; que se estendeu ao 

controle automático a partir do controle de servomecanismos. 

2.1.1 Servomecanismos  

Os dispositivos de controle foram desenvolvidos para controlar automaticamente o de-

sempenho de máquinas e processos, ao substituir, em vários âmbitos, a força muscular humana, 

em virtude de assegurar que os procedimentos sucedam de maneira econômica, precisa e segura 

(Hazen, 1934, p. 279). Segundo Hall (1943, p. 4), os sistemas de controle automáticos são pro-

jetados para regular variáveis físicas (posição ou estado) de um processo (ou dispositivo) em res-

posta a um sinal de indicação do instrumento de controle.
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Os sistemas de controle automáticos em geral são subdivididos entre os sistemas de con-

trole de circuito (malha ou ciclo) aberto: os sinais (ou a potência – motores síncronos) são forne-

cidos diretamente ao controlador (ex.: controle de semáforos operado por tempo) e de circuito 

fechado: os sinais são proporcionais à posição ou estado do dispositivo (ex.: termostato, elemento 

sensível controla a quantidade de calor fornecido a algum objeto com base na temperatura), sendo 

o controle afetado por essas grandezas  (James, Nichols & Phillips, 1947, p. 10; Hazen, 1934, p. 

280; Hall, 1943, p. 4). 

De acordo com Hazen (1934, p. 283), os instrumentos de medição raramente podem for-

necer qualquer força ou potência apreciável ao elemento de controle, ao qual será necessário 

incluir um dispositivo intermediário para amplificar a energia. Tais dispositivos serão chamados 

de servomecanismos (ou apenas “servo”) e serão definidos como “um dispositivo amplificador 

de potência no qual o elemento amplificador que aciona a saída é ativado pela diferença entre 

os sinais de entrada e saída do sistema”. Deste modo, um sistema de controle de circuito fechado 

também será denominado como um servomecanismo (Hall, 1943, p. 5). 

A seguir são apresentados dois diagramas de blocos representativos para os sistemas de 

controle de um servomotor de (a) circuito aberto e de (b) circuito fechado, ao qual são incluindo 

os elementos típicos deste sistema, em que constam o amplificador, a fonte de energia externa 

e o motor, conforme a Figura 11. 

 

     
 

Figura 11 – Sistema de controle de um servomotor de (a) circuito aberto e (b) fechado.  

[Adaptado de: James, Nichols & Phillips (1947, p. 9)] 

 

Em circuito aberto (Figura 11a – à esquerda), a fonte de energia externa será controlada a 

partir da demanda do volante 𝐻 quando girada até um ângulo 𝜃𝑖  através do amplificador, que irá 

acionar o eixo de carga do motor até o ângulo 𝜃𝑠; em condições ideais: 𝜃𝑠 = 𝜃𝑖  e 𝜃̇𝑠 = 𝜃̇𝑖. Para 

que isso seja satisfeito, as características da fonte de alimentação, do amplificador e do motor 

devem ser mantidas constantes ao longo do tempo, desconsiderando quaisquer perdas (flutuações 

de potência, temperatura e variações de carga, entre outras) durante o processo. 
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Em geral, estes requisitos não podem ser cumpridos. Neste caso, se aplicam os sistemas 

de circuito fechado (Figura 11b – à direita), em que existirá um mecanismo ou instrumento que 

irá fechar (comparar) o circuito de maneira elétrica, mecânica ou humana, a partir da diferença 

entre a entrada 𝜃𝑖 e a saída 𝜃𝑠, resultando no erro 𝑒.  

De modo a esclarecer alguns pontos importantes sobre essa abordagem é apresentado a 

seguir a resolução matemática para o sistema servo, segundo James, Nichols & Phillips (1947, p. 

9), sendo 𝐾𝑖 o ganho do amplificador dependente da corrente elétrica, 𝐾𝑚 o ganho de velocidade  

do motor e 𝐴𝑚 a amplitude de saída do sinal do amplificador para a entrada no motor, dada por:  

      𝐴𝑚 = 𝐾𝑖𝑒        (1) 

A velocidade do motor (sem atrasos de tempo) será proporcional à 𝐴𝑚 e 

𝑑𝜃𝑠

𝑑𝑡
= 𝐾𝑚𝐴𝑚 

o erro de entrada do amplificador pode ser expresso por: 

                                               𝑒 = 𝜃𝑖 − 𝜃𝑠                                                             (3) 

Combinando as Equações 1, 2 e 3, chega-se ao resultado exposto na Equação 4. 

𝐴𝑚

𝐾𝑖
= 𝜃𝑖 − 𝜃𝑠 =

1

𝐾𝑖𝐾𝑚

𝑑𝜃𝑠

𝑑𝑡
 

Assumindo 𝐾 = 𝐾𝑖𝐾𝑚 e adotando uma entrada senoidal 𝜃𝑖, igual a 𝜃𝑖0 sen𝜔𝑡, tem-se: 

𝑑𝜃𝑠

𝑑𝑡
+ 𝐾𝜃𝑠 = 𝐾𝜃𝑖0 sen(𝜔𝑡) 

A solução em estado estacionário para a Equação 5 é obtido a partir da Equação 6, 

𝜃0 = 𝜃𝑠0
sen(𝜔𝑡 − 𝜙)                                                     (6) 

considerando os parâmetros de entrada conforme a Equação 7. 

𝜃𝑠0
=

𝜃𝑖0

√𝜔2

𝐾2 + 1

,     tan𝜙 =
𝜔

𝐾
 

Caso 𝐾 seja suficientemente grande em comparação a 𝜔, a Equação 6 pode ser expandida 

através do teorema binomial, resultando na expressão exposta na Equação 8. 

𝜃𝑠0
= 𝜃𝑖0 (1 −

1

2

𝜔2

𝐾2
) 

(2) 

(4) 

(5) 

(7) 

(8) 
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Como resultado, desde que 𝐾 seja muito maior que 𝜔, a saída 𝜃𝑠 será essencialmente 

igual à entrada 𝜃𝑖, em magnitude e fase. Em contraste com o sistema de circuito aberto, a precisão 

do servomecanismo somente irá requerer que o ganho do motor – 𝐾𝑚 e o ganho do amplificador 

– 𝐾𝑖 sejam suficientemente elevados, dispensando quaisquer compensações do amplificador ou 

de um motor insensível à carga, sendo estas, umas das principais vantagens dos sistemas com 

realimentação (feedback) de estado (James, Nichols & Phillips, 1947, p. 11). 

Contudo, existirão certas limitações físicas (além de outros fatores, ex.: efeitos inerciais), 

já que o ganho real do amplificador será limitado até a saturação ou a partir de uma frequência 

definida (Lozier, 1956, p. 32) e o ganho do motor também diminuirá caso a velocidade ou o torque 

sejam excedidos. Portanto, haverá um valor limite em que o sistema não funcionará. 

Para o comportamento transitório, o sistema pode ser avaliado com base em uma entrada 

do tipo degrau, no qual o ângulo 𝜃𝑖 será zero até 𝑡𝑏 < 𝑡 e então sofre uma mudança descontínua 

para uma constante 𝐵, para todos os tempos 𝑡 > 𝑡𝑏. De modo, que a Equação 5 torna-se: 

𝑑𝜃𝑠

𝑑𝑡
+ 𝐾𝜃𝑠 = 𝐾𝜃𝑖  

A entrada e a solução para a Equação 9 são apresentadas nas Equações 10 e 11. 

{
𝜃𝑖 = 0,          𝑡 < 𝑡𝑏
𝜃𝑖 = 𝐵,          𝑡 > 𝑡𝑏

 

𝜃𝑠 = 𝐵[1 − 𝑒−𝐾(𝑡−𝑡𝑏)],     𝑡 ≥ 𝑡𝑏                                         (11) 

A função degrau (em vermelho) e a sua resposta (em azul) são apresentadas na Figura 12, 

onde 𝐵 = 1, 𝐾 = 0.5, 𝑡𝑏 = 0 e 𝑡 = 10. Similarmente ao sistema estacionário, quanto maior os 

ganhos 𝐾𝑖 e 𝐾𝑚, mais rapidamente a resposta de saída se aproximará da entrada. 

 

Figura 12 – Resposta transitória do sistema servomotor ao comando de uma função degrau unitária. 

(9) 

(10) 
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Além destes dois tipos de entradas para o sistema servo (senoidal e degrau), existirá uma 

entrada arbitrária importante aos sistemas de controle manuais, ao qual será possível descrever 

uma função de ponderação, de acordo com a Equação 12: 

𝜃𝑠(𝑡) = ∫ 𝜃𝑖(𝑡 − 𝜏)𝑤(𝜏)𝑑𝜏,
𝑡

0

     𝑡 ≥ 0 

A Equação 12 indica que, em qualquer tempo 𝑡, a saída será igual à soma das contribui-

ções de entrada nos demais tempos passados, sendo que cada elemento da entrada aparece mul-

tiplicado por um fator (ou peso), dependente do intervalo de tempo (ou do atraso) 𝜏 entre o tempo 

presente 𝑡 e o tempo da entrada correspondente. Adotando 𝜃𝑖  como uma entrada qualquer come-

çando em um tempo finito, a saída do servomotor 𝜃𝑠 pode ser descrita, segundo a Equação 13: 

𝜃𝑠(𝑡) = 𝐾 ∫ 𝜃𝑖

∞

0

(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝐾𝜏𝑑𝜏 

Com base na entrada exposta na Equação 10, a resposta de saída resulta na Equação 14 e  

𝜃𝑠(𝑡) = 𝐾 ∫ 𝐵𝐾𝑒−𝐾𝜏𝑑𝜏
𝑡−𝑡𝑏

0

= 𝐵[1 − 𝑒−𝐾(𝑡−𝑡𝑏)] 

a solução desta equação é chamada de função de ponderação, segundo a forma: 

𝑤(𝜏) = 𝐾𝑒−𝐾𝜏                                                        (15)                             

Em síntese, essas são as entradas típicas para o sistema servomotor e que são casualmente 

empregadas no estudo dos sistemas de controle, como será ser visto ao longo do texto e durante as 

simulações. Além disso, um sistema de controle generalizado para quaisquer elementos a serem 

controlados pode ser concebido a partir da hipótese levantada para o servomecanismo, conforme 

a Figura 13, em que se inclui os meios para a detecção dos erros (sensor, comparador e monitor), 

o controlador e a combinação entre o servomotor e da carga de saída (Elemento controlado). 

 

 

Figura 13 – Sistema de controle de um servomecanismo de circuito fechado. 

[Adaptado de: Kochenburger (1950, p. 270)] 

(12) 

(14) 

(13) 
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2.1.2 Sistema de controle manual e operador humano 

Um sistema de controle manual funciona similarmente a um sistema servo no qual um 

operador humano tem a tarefa de detectar um desalinhamento (estabilização ou rastreamento) 

entre a entrada e a saída de um sistema e de iniciar uma resposta necessária para reduzir esse 

desalinhamento (Craik, 1947, p. 58; Elkind, 1956, p. 1; Hick, 1948, p. 37). Tais sistemas possuem 

características desejáveis no controle de aeronaves, orientação de mísseis, controle de incêndio 

e sistemas de mira e/ou direção. 

Na Figura 14 e 15 elucida-se os dois sistemas de controle típicos para o operador humano, 

designados entre uma tarefa de rastreamento compensatório e de perseguição, além da exibição 

(display) para os sistemas, sendo “A” o alvo, “S” o seguidor e “R” a referência. 
 

                  
 

Figura 14 – Sistema de controle de compensação, incluindo a exibição do alvo e do seguidor. 

[Adaptado de: Elkind (1956, p. 2), Elkind & Forgie (1957, p. 45), Hess (1981, p. 263),  

Krendel & McRuer (1960, p. 27), McRuer & Krendel (1957, p. 8) e Sadoff (1960, p. 7)] 
 

 
 

Figura 15 – Sistema de controle de perseguição, incluindo a exibição da referência, alvo e do seguidor. 

[Adaptado de: Elkind (1956, p. 2), Elkind & Forgie (1957, p. 45), Hess (1981, p. 263), Krendel & 

McRuer (1960, p. 27), McRuer & Krendel (1957, p. 8, 1974, p. 48-49) e Sadoff (1960, p. 7-28)] 

 

De acordo com Tustin (1947, p. 202), a resposta do operador – reação advinda do mo-

vimento desempenhado pelas suas mãos e da resposta muscular e ocular resultante para uma
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tarefa de rastreamento, está relacionada linearmente ao erro, a taxa de variação e ao atraso de 

tempo, mas que existirão efeitos subsidiários, como a sobreposição de espasmos, harmônicos, 

variabilidade aleatória e outros fatores que agem como uma perturbação adicional, em conjunto 

com o movimento do controlador.  

Esta condição implica que a resposta do operador é não linear. Todavia, de acordo com 

Bates (1947, p. 303), Booton (1954, p. 9), James, Nichols & Phillips (1947, p. 9), Johnson (1952, 

p. 169), Kochenburger (1950, p. 282), Tustin (1947a, p. 197, 1947b, p. 144) e demais autores, 

a teoria sobre os servomecanismos poderá ser aplicada aos sistemas lineares, envolvendo não 

linearidades, a partir de uma lei de controle suficientemente análoga a representação linear. 

Segundo Craik (1947, p. 56) e Tustin (1947a, p. 201), o operador humano comporta-se 

basicamente como um servo de correção intermitente, em que o operador tende a ajustar o ganho 

a um valor tal que o elemento controlado e o próprio formem um sistema marginalmente estável, 

sendo estas, uma das características mais úteis do operador humano, podendo deste modo, me-

lhorar o desempenho da tarefa de acordo com as considerações de estabilidade. 

Além disso, a capacidade do operador humano de ajustar suas características para atender 

aos requisitos do sistema proporciona aos sistemas de controle manuais um certo grau de flexi-

bilidade, que é difícil de alcançar em sistema totalmente automáticos (Elkind, 1956, p. 1), sendo 

que o seu comportamento pode ser descrito a partir de funções de transferência quase lineares, 

estimadas – a priori, da natureza do comportamento humano não linear. 

Contribuições iniciais e subsequentes sobre a fisiologia do comportamento dos operado-

res humanos a estímulos nervosos, sensoriais e visuais, aos padrões musculares, a reflexos vo-

luntários e associados e aos atrasos entre reações e fases refratárias, além de outros efeitos refe-

rentes ao controle (atrito, folga, inércia) e a tarefa de rastreamento, podem ser vistos em: Adams 

(1961), Birmingham & Taylor (1954); Craik (1947, 1948), Fenn (1938), Hick (1948), Poulton 

(1957); Stark (1959); Telford (1931), Vince (1948a, 1948b), Welford (1952) e Young et al. (1964). 

De acordo com McRuer & Krendel (1957, p. 3, 1959, p. 382), os padrões de respostas hu-

manas que mais se destacam serão aqueles que, em tarefas de controle de circuito fechado, pro-

duzem características de transferência para funções de rotina específicas. Essas características, 

apesar de distintas entre tarefas e operadores, podem ser aproximadas e expressas em termos ine-

rentes à sua adaptação, apoiado em alguns fatores, tais como: 
 

1. A característica dinâmica do elemento controlado; 

2. O tipo particular de entrada imposta e o seu grau de previsibilidade; 
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3. Os tempos (ou atrasos) de reação individuais (distintos entre operador) reais e limitantes 

do ser humano durante a realização de uma operação específica.  

4. A motivação, atenção, treinamento prévio e a condição psicológica e fisiológica geral 

do ser humano durante a execução da tarefa. 

 

Outros fatores que devem ser observados são o tipo de elemento controlado pelo opera-

dor (aeronave, automóvel, navio, ou quaisquer mecanismos ou processos controláveis) e os meios 

reais que serão empregues ao controle (manipulador – alavanca ou volante, com suas restrições 

associadas; molas e amortecedores – McRuer & Krendel, 1957, p. 8). Essas características serão 

agrupadas, e se possível (devido à complexidade inerente a adaptatidade do operador), descritas 

ao elemento controlado. 

Segundo McRuer & Krendel (1959, p. 383), se as características do operador humano 

para uma determinada tarefa forem consideradas adequadas e compatíveis com as descrições 

convencionais para os componentes do sistema de controle, o modelo matemático desenvolvido 

para o operador consistirá em uma função descritiva mais uma quantidade adicional inserida, 

designada como remanescente ou residual (Tustin, 1947a, p. 195), que representa a saída não 

linear do operador. A Figura 16 resume e expressa tais considerações. 

 

Figura 16 – Sistema de controle compensatório equivalente para o operador humano. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 441), McRuer & Krendel (1957, p. 33, 1959, p. 387,  

1960, p. 29, 1962, p. 1119, 1974, p. 19), McRuer, Ashkenas & Guerre (1960, p. 9), McRuer,  

Graham, Krendel & Reisener (1965, p. 13) e McRuer & Weir (1969, p. 260)] 

 

Os sinais do circuito de controle podem ser representados como funções de tempo (ou 

como atraso de tempo – 𝜏) e a partir de suas transformações (Fourier ou Laplace), além de também 

poderem ser expressados como densidades espectrais de potência 𝛷 (demais informações sobre 

essa metodologia aplicada a dinâmica de aeronaves podem ser vistas em Press & Turkey, 1959 

e Graham & McRuer, 1961), conforme a Tabela 2. 
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 Tabela 2 – Sumário dos sinais do sistema de controle compensatório do operador humano 

Símbolos Descrição 
Função 

do tempo 

Transformada 

de Fourier 

Transformada 

de Laplace 

Espectros  

de Potência 

𝑖 
Função de forçamento  

de entrada do sistema 
𝑖(𝑡) 𝐼(𝑗𝜔) 𝐼(𝑠) 𝛷𝑖𝑖(𝜔) 

𝑐 Saída do operador 𝑐(𝑡) 𝐶(𝑗𝜔) 𝐶(𝑠) 𝛷𝑐𝑐(𝜔) 

𝑒 Sinal de erro do sistema 𝑒(𝑡) 𝐸(𝑗𝜔) 𝐸(𝑠) 𝛷𝑒𝑒(𝜔) 

𝑟 Remanescente do operador 𝑛(𝑡) 𝑁(𝑗𝜔) 𝑁(𝑠) 𝛷𝑛𝑛(𝜔) 

𝑦 Resposta de saída do sistema 𝑦(𝑡) 𝑌(𝑗𝜔) 𝑌(𝑠) 𝛷𝑦𝑦(𝜔) 

𝑦𝑝 
Característica do  

operador humano 
𝑦𝑝(𝜏) 𝑌𝑝(𝑗𝜔) 𝑌𝑝(𝑠)  

𝑦𝑐  
Característica do  

elemento controlado 
𝑦𝑐(𝜏) 𝑌𝑐(𝑗𝜔) 𝑌𝑐(𝑠)  

 

[Adaptado de: McRuer & Krendel (1957, p. 34, 1959, p. 392) e Krendel & McRuer (1960, p. 29)] 

 

Como mencionado anteriormente, muitos sistemas não lineares de interesse podem ser 

aproximados por um elemento linear equivalente, determinado a partir de um tipo ou classe de 

entrada (Figura 17 – McRuer & Krendel, 1957, p. 18, 1959, p. 389). A introdução da função de 

ponderação e/ou de sua transformada, a função de transferência, permite a descrição do desem-

penho de um sistema linear baseado em operações algébricas, ao utilizar as transformações das 

funções de entrada, de resposta e de ponderação em contraponto das funções de tempo. 

 

 
 

Figura 17 – Representação do sistema linear. 

[Adaptado de: McRuer & Krendel (1957, p. 17, 1959, p. 388) e Graham & McRuer (1961, 78)] 

 

Deste modo, as transformadas de Fourier e de Laplace para Equação 12, segundo a Fi-

gura 17, podem ser expressas, segundo a Equação 16 e 17,  

𝑌(𝑗𝜔) = ∫ 𝑦(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= 𝑊(𝑗𝜔)𝐼(𝑗𝜔) 

𝑌(𝑠) = ∫ 𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= 𝑊(𝑠)𝐼(𝑠) 

(16) 

(17) 
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2.1.3 Modelos de piloto 

A capacidade humana como elemento dinâmico em um sistema de controle pode assumir 

diversas formas, contudo, os modelos descritivos e matemáticos do piloto são comumente em-

pregados para descrever as características de transferência da resposta do operador ao comando 

do elemento controlado – no caso da aeronave, dada as especificações de estabilidade do controle 

e da qualidade de voo requeridas e desejadas (Gibson, 1995, p. 56, 1999, p. 57).  

De acordo McRuer & Jex (1967, p. 231) e McRuer & Krendel (1974, p. 16), os modelos 

matemáticos buscam resumir essas questões, promovendo uma base racional e compreensível 

das ações do piloto para serem usadas em conjunto com as demais características do veículo, 

com o objetivo de prever e elucidar o comportamento do operador. A seguir expõe-se um sis-

tema piloto-veículo (PVS), contendo os quatro tipos de variáveis que afetam as características do 

piloto humano como controlador, descritas em função das variáveis: da tarefa, ambientais, cen-

tradas no operador e processuais, conforme Figura 18. 

 

Figura 18 – Variáveis que afetam o PVS. 

[Adaptado de: McRuer & Jex (1967, p. 233); McRuer & Krendel (1974, p. 16)] 
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1. Variáveis de tarefa 

As variáveis de tarefa englobam todas as entradas do sistema e dos demais elementos 

externos diante do controle do piloto, sendo compreendidas entre quatro fatores: Função de for-

çamento, exibições visuais (display), manipulador e da dinâmica do elemento controlado. As 

perturbações e as entradas de comando do piloto relacionadas à estratégia de missão e do con-

trole influenciam diretamente na dinâmica do piloto, assim como as características de exibição 

visual, do manipulador e do elemento controlado, que devem ser adaptadas para fornecer esta-

bilidade ao circuito. 

Segundo McRuer & Krendel (1974, p. 17), estas variáveis constituem-se em diversos 

aspectos, todavia, alguns destes fatores são limitados, por interesse, como no caso das funções 

de forçamento, que são escolhidas entre sinais de entrada com distribuição de amplitude, formato 

e largura de banda bem definidos, em conjunto com os elementos controlados, que representam 

ou idealizam veículos práticos e físicos. 

Inicialmente, a maneira utilizada para especificar essas informações foi determinar as res-

postas dos elementos decorrentes a uma vasta variedade de entradas, em seguida, catalogá-las 

em pares de entrada-resposta (Anexo C), dado as características de transferência que constituem 

o repertório da resposta dinâmica do piloto (Graham & McRuer, 1961, p. 79; McRuer & Krendel, 

1957, p. 17, 1959, p. 389; McRuer, Ashkenas & Guerre, 1960, p. 7). Muitas medições da resposta 

humana a estímulos visuais foram feitas, conduzidas em simuladores e/ou e em voo.  

Tustin (1947a) foi um dos pioneiros a realizar medições dinâmicas das respostas dos ope-

radores humanos em sistema de controle manuais, a partir de funções de forçamento visual de 

aparência aleatória, introduzindo o conceito de função descritiva, do remanescente e dos sistemas 

quase lineares à teoria de controle por realimentação de estado (McRuer & Krendel, 1957, p. 13; 

McRuer, Graham, Krendel & Reisener, 1965, p. 12).  

Trabalhos associados a medições e a investigações de funções descritivas do operador 

humano foram desenvolvidas subsequentes por: Russell, Goodyear (McRuer & Krendel, 1974 

apud Russell, 1951; Goodyear, 1952), Elkind (1956), McRuer & Krendel (1957), Hall (1963), 

McRuer, Graham, Krendel & Reisener (1965), Stapleford, McRuer & Magdaleno (1967), Mag-

daleno & McRuer (1971), McRuer & Krendel (1974), ao qual, os parâmetros dos modelos foram 

sendo estabelecidos e ampliados, a fim de descrever de maneira consistente a capacidade dinâ-

mica do piloto em sistemas de controle de rastreamento. 
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2. Variáveis ambientais 

As variáveis do ambiente envolvem todos os fatores ambientais que afetam a operação 

do piloto externamente, incluído a(o): iluminação e a atmosfera circundante, temperatura, vibra-

ção, ruído; força G e aceleração, tanto em voo, quanto em simuladores em solo.  

3. Variáveis centradas no operador 

As variáveis centradas no operador incluem as características do piloto em face da tarefa 

de controle, de acordo como a(o): motivação, treinamento, condição física e mental, carga de 

trabalho, estresse e fadiga (entre outros). De modo que uma descrição satisfatória do modelo de 

piloto perpassa pela compreensão das interações entre os processos fisiológicos e mentais dos 

operadores. 

4. Variáveis processuais 

As variáveis processuais abrangem os procedimentos gerais para a realização das tarefas, 

como a(o): Instrução e a doutrina de ensaio, prática, cronograma de treinamento, projeto expe-

rimental, ordem de apresentação e métodos de administração (entre outros). Segundo McRuer 

& Krendel (1974, p. 17), essas variáveis incluem subjetividades que devem ser analisadas cui-

dadosamente, uma vez que as avaliações e medições geralmente envolvem poucas execuções, 

perante um número pequeno de pilotos.  

2.1.3.1 Modelos matemáticos do piloto quase lineares 

Assim como mencionado no capítulo 2.1.2, uma descrição satisfatória de um modelo de 

piloto em um sistema de controle perpassa pela compreensão das interações entre os processos 

fisiológicos e mentais dos operadores e dos aspectos físicos e dinâmicos da aeronave, de acordo 

com as demandas do sistema piloto-veículo (PVS). Deste modo, ao considerar o comportamento 

do piloto como um elemento do sistema é necessário entender o quão complexo pode se tornar 

o processo de sua descrição, que envolvem muitas das variáveis discutidas anteriormente. 

De acordo com McRuer & Krendel (1957, p. 7), torna-se desejável que o modelo do pi-

loto seja desenvolvido considerando algumas simplificações, de modo que as descrições de suas 

características possam ser expressas em termos dos estímulos advindos da tarefa de rastreio e 

da resposta do controlador, tal que as informações obtidas forneçam os modos de decisão futura. 
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Neste sentido, a dinâmica comportamental do piloto pode ser subdivida em três carate-

rísticas fundamentais, baseado nas tarefas de rastreamento compensatório, de perseguição e do 

comportamento precognitivo, segundo as definições: 

• Compensatório 

O comportamento (e/ou rastreamento) compensatório é caracterizado por comandos e 

distúrbios de aparência aleatória, quando a única informação acionada pelo piloto é consistida 

pelos erros do sistema ou das saídas da aeronave (McRuer, 1995, p. 19). Em condições exigentes 

(atenção total), o piloto exerce um controle de circuito fechado sobre a aeronave, de maneira a 

reduzir os erros do sistema; como o rastreamento compensatório é obtido a partir da diferença 

entre a função de forçamento e a saída do sistema (Figura 14), o operador somente pode determi-

nar os movimentos de controle sob as condições de entrada (ou em um ponto de equilíbrio) zero 

(McRuer & Krendel, 1957, p. 7). 

• Perseguição 

No comportamento (e/ou rastreamento) de perseguição, a experiência passada fornece 

ao operador as informações futuras sobre os movimentos de controle, de tal modo que a entrada 

e a saída do sistema são exibidas em relação a uma referência (Figura 15). Neste caso, o operador 

conduz o controle em circuito fechado através da realimentação visual sobre as suas respostas 

(McRuer & Krendel, 1957, p. 7 e McRuer, 1995, p. 27). 

 Na Figura 19 é exposto um PVS de circuito fechado que expõem as configurações destes 

dois comportamentos (compensatório e de perseguição) e na Tabela 3 são exibidas as suas ca-

racterísticas de transferência. 

 

Figura 19 – PVS de circuito fechado para o comportamento compensatório e/ou de perseguição do piloto.  

[Adaptado de: McRuer & Krendel (1957, p. 10, 1974, p. 48) e McRuer (1995, p. 28)] 



2.1.3.1 Modelos matemático do piloto quase lineares                                                             | 29 

 

 

 

Tabela 3 – Características de transferência do PVS de circuito fechado 

Características de transferência  Compensatório Perseguição 

Circuito Aberto 

Saída/Erro, 𝑦/𝑒 𝑌𝑝𝑐
𝑌𝑐  

(𝑌𝑝𝑐
+ 𝑌𝑝𝑝

) 𝑌𝑐

1 − 𝑌𝑝𝑝
𝑌𝑐

 

Circuito Fechado 

Saída/Entrada, 𝑦/𝑖 
𝑌𝑝𝑐

𝑌𝑐

1 + 𝑌𝑝𝑐
𝑌𝑐

 
(𝑌𝑝𝑐

+ 𝑌𝑝𝑝
) 𝑌𝑐

1 + 𝑌𝑝𝑝
𝑌𝑐

 

Erro/Entrada, 𝑒/𝑖 
1

1 + 𝑌𝑝𝑐
𝑌𝑐

 
1 − 𝑌𝑝𝑝

𝑌𝑐

1 + 𝑌𝑝𝑐
𝑌𝑐

 

 

[Adaptado de: McRuer & Krendel (1974, p. 48) e McRuer (1995, p. 28)] 

• Precognitivo 

O comportamento precognitivo pode ser considerado como um modelo de alto nível de 

controle, correspondente à completa familiaridade do operador com a dinâmica do elemento con-

trolado, uma vez que o operador tem condições de desencadear um repertório de respostas pra-

ticadas e devidamente sequenciadas, com comandos neuromusculares hábeis, discretos e devi-

damente cronometrados e dimensionados (McRuer, 1995, p. 29).  

Segundo McRuer (1995, p. 29), esses comandos equivalem as respostas condicionadas 

que podem ser desencadeadas pela situação e pelo comando, mas que não dependem inteiramente 

destas condições. Posto isso, o comportamento puro de controle de circuito aberto também é cha-

mado de precognitivo, que irá incluir os movimentos altamente qualificados que ocorrem repe-

tidamente ou de forma automática.  

Além disso, um caso especial de dinâmica do piloto humano (que será importante para 

o estudo das oscilações induzidas pelo piloto – capítulo 2.4.1) é o comportamento precognitivo 

síncrono, para os quais, as entradas de comando serão consideradas como senoidais e o piloto 

progride entre as fases, adaptando-se à entrada.  

Segundo McRuer (1995, p. 30), nestas condições, o comportamento do piloto adapta-se 

em faixas distintas, dado que o comportamento periódico não é transcrito simultaneamente, de 

modo a passar pela etapa inicial compensatória (ajuste em função dos erros) e intermediária, na 

qual o operador consegue reconhecer (e seguir) à senoide, sem atrasos de fase. Para esta situa-

ção, a característica (e/ou função) de transferência pode ser aproximada pela dinâmica 𝑌𝑝 = 𝐾𝑝.
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Na presença de oscilação sustentada (PIO), essa condição é inteiramente válida pois a 

saída do piloto fica bloqueada por fase, de modo que o modelo de ganho puro é adequado. Caso 

o comportamento periódico das saídas do piloto esteja associado a ondas trapezoidais ou retan-

gulares, essa condição ainda se mantem (McRuer, 1995, p. 30). 

A seguir são apresentados alguns dos modelos matemáticos de piloto que são casualmente 

encontrados na literatura e que são amplamente aplicados em estudos teóricos e experimentais 

(em simuladores) para a retratação do comportamento humano. 

2.1.3.1.1  Tustin 

A primeira sugestão de um modelo representativo para o operador/piloto surge a partir do 

trabalho precursor desenvolvido por Tustin (1944 apud McRuer & Krendel, 1957a, p. 13, 1947, 

p. 194 – e de possível os autores, como Weiss, 1943 apud McRuer & Krendel, 1957a, p. 14), 

sendo desenvolvido a partir da análise da natureza da resposta do operador ao comando manual 

sob a condição de mira em um alvo em movimento. 

De acordo de McRuer & Krendel (1957, p. 14), uma estrutura consideravelmente elabo-

rada para o conceito de compensação aplicado a um sistema homem-máquina foi desenvolvida 

a partir destes trabalhos (Tustin e Weiss), tal que o modelo consegue fornecer avanço e/ou outra 

equalização para que o operador possa compensar seus atrasos de fase, de modo a permitir que 

a operação ocorra com maior ganho, atenuando o ruído remanescente de alta frequência.  

A ideia por trás disso é de compensar as características que o operador não executa tão 

bem e ao mesmo tempo permitir que o operador otimize o que consiga realizar adequadamente. 

Segundo Weiss (1943, 1955 apud McRuer & Krendel, 1957, p. 14) e Tustin (1943 apud McRuer 

& Krendel, 1957, p. 14, 1947, p. 194), um modelo comportamental do piloto para a tarefa de 

rastreamento pode ser representado pela função descritiva expressa na Equação 18. 

𝑌𝑝 = 𝐾𝑝

(𝑇1𝑠 + 1)

(𝑇2𝑠 + 1)
𝑒−𝜏𝑠 ≃ 𝐾𝑝

(𝑇𝑠 + 1)

𝑠
𝑒−𝜏𝑠 

Sendo 𝐾𝑝 o ganho do piloto, 𝑇1 e 𝑇2 as constantes de avanço e atraso de tempo e 𝜏 o atraso 

de tempo (latência) do piloto. A constante de tempo 𝑇 está relacionada a razão entre a mudança 

de posição (ou da velocidade de saída) como resultado da troca de posição do controle manual, 

tal que a função de transferência para a posição fosse descrita por 1/𝑠. Além disso, um modelo 

mais realista foi desenvolvido ao incluir a atuação neuromuscular, conforme a Equação 19.

(18) 
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𝑌𝑝 ≐
𝐾𝑝𝑒

−𝑗𝜔𝜏(𝑇𝐿𝑗𝜔 + 1)

(𝑇𝐼𝑗𝜔 + 1)(𝑇𝑁𝑗𝜔 + 1)
 

A constante de tempo de atraso referente à dinâmica neuromuscular 𝑇𝑁, segundo McRuer 

& Krendel (1957, p. 77, 114) foi proposta por Russell (1951) devido a necessidade de ajuste da 

estabilidade do sistema composto pela função de transferência de circuito aberto entre o operador 

e o elemento controlado. De acordo com Russel (1951 apud McRuer & Krendel, 1957, p. 114), 

sem a adição deste atraso, o sistema de circuito fechado expõe uma margem de estabilidade ins-

tável, com atrasos adicionais além da largura de banda da medição, para baixas frequências.  

Assim, as características gerais de equalização (e/ou otimização) para os parâmetros da 

função descritiva do piloto podem ser resumidos conforme a Figura 20. 

 

Figura 20 – Modelo generalizado da função descritiva do piloto humano para o sistema compensatório. 

[Adaptado de: Ashkenas, Jex & McRuer (1964, p. 9) e McRuer e Krendel (1962, p. 1120-1121)] 

 

Deste modelo, irá surgir uma versão mais precisa, que além dos parâmetros apresentados 

anteriormente, irá incluir os outros aspectos estudados pelos demais autores (Tustin, Russell, 

Goodyear, Elkind, Hall, McRuer & Krendel, entre outros – capítulo 3.2.1), que são reformula-

dos na forma geral do modelo de precisão (McRuer & Krendel, 1974, p. 29). 

 

(19) 
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e 

2.1.3.1.2  Precisão 

O modelo descritivo para o comportamento do operador que considera os demais aspectos 

da tarefa de controle é chamado de modelo de precisão, dado a maior capacidade de ajustes dos 

parâmetros da função descritiva, que inclui os termos de atraso e avanço para frequências muito 

baixas e o termo de segunda ordem acoplado ao sistema de atuação neuromuscular (McRuer & 

Krendel, 1974, p. 29), de acordo com a Equação 20. 

 

                        Ganho   Atraso de       Equalização       Atraso-avanço de                         Sistema de atuação 

                                  tempo puro        em série     frequência muito baixa                        neuromuscular 

𝑌𝑝(𝑠) = 𝐾𝑝      𝑒−𝑗𝜔𝜏      (
𝑇𝐿𝑗𝜔 + 1

𝑇𝐼𝑗𝜔 + 1
)     (

𝑇𝐾𝑗𝜔 + 1

𝑇𝐾
′ 𝑗𝜔 + 1

)     

[
 
 
 1

(𝑇𝑁1
𝑗𝜔 + 1) (

𝑗𝜔2

𝜔𝑁
2 +

2
𝑁
𝑗𝜔

𝜔𝑁
+ 1)

]
 
 
 
 

 

𝑒−𝑗𝑎𝑘/𝜔                   
1

𝑇𝑁𝑗𝜔 + 1
    ou     𝑒−𝑗𝜔𝑇𝑁                      

 Em que: 

𝑎𝑘 ≐
1

𝑇𝐾

−
1

𝑇𝑘
′
            𝑇𝑁 ≐ 𝑇𝑁1

+
2

𝑁

𝜔𝑁

 

Sendo 𝑇𝐾 e 𝑇𝐾
′

 as contantes de tempo de avanço e atraso do modelo de precisão da função 

descritiva do piloto humano, 
𝑁

 a taxa de amortecimento para o sistema neuromuscular, 𝜔𝑁 a 

frequência natural do sistema neuromuscular, 𝑇𝑁1
 a constante de atraso de tempo de primeira 

ordem do sistema neuromuscular, 𝑇𝑁 a constante de tempo de atraso para aproximação de pri-

meira ordem da dinâmica neuromuscular e 𝑎𝑘 o valor de indiferença para a não linearidade de 

zona morta (capítulo 3.1) do modelo de precisão da função descritiva do piloto humano. 

Apesar deste modelo acarretar em uma maior quantidade de parâmetros a serem estabe-

lecidos, é possível, deste modo, aproximar o comportamento do operador a uma representação 

mais realista do comportamento humano. Ademais, segundo McRuer & Krendel (1974, p. 29), 

fora os elementos centrais (ganho 𝐾𝑝, latência 𝜏 e constante de tempo de atraso 𝑇) que confi-

guram o modelo descritivo padrão do operador (Equação 18), os demais parâmetros podem ser 

assumidos ou ignorados, dependendo do rigor da análise e para os quais a Equação 20 pode ser 

simplificada (assumindo as correlações informadas na Equação 21) conforme a Equação 22. 

𝑌𝑝(𝑠) = 𝐾𝑝 (
𝑇𝐿𝑗𝜔 + 1

𝑇𝐼𝑗𝜔 + 1
) 𝑒−𝑗[𝜔(𝜏+𝑇𝑁)+𝛼/𝜔] 

ۓۖۖ۔ۖۖە

. . . . . . . . 

ቊ. . . 

(20) 

(21) 

(22) 

ou 



| 33 

 

 

 

Além destes dois modelos, um outro modelo comumente empregado em análises de sis-

tema de controle manual é o modelo de cruzamento, composto pela descrição quantitativa apro-

ximada da dinâmica do sistema homem-máquina para sistemas compensatórios de circuito único 

(McRuer & Krendel, 1974, p. 25). 

2.1.3.1.3 Cruzamento 

O modelo de cruzamento, segundo McRuer & Krendel (1974, p. 25) não se distinguem 

“explicitamente” entre as características do elemento controlado e do operador, dado que a com-

binação (em série) entre os elementos centrais de controle é ajustada para minimizar o erro de 

rastreamento, resultando na função descritiva de circuito aberto exposta na Equação 23. 

𝑌𝑝𝑌𝑐 = 𝐾𝑝𝑒−𝜏𝑠(𝑇𝐿𝑠 + 1) 
𝐾𝑐

𝑠(𝑇𝑠 + 1)
 

 Sendo 𝐾𝑐 o ganho do elemento controlado. De acordo com McRuer (1995, p. 19), para 

uma tarefa de rastreamento de controle de rolagem (𝑌𝑐 – Figura 21), na qual a velocidade é pro-

porcional à saída de aileron do piloto após o incremento de um atraso de primeira ordem, a Equa-

ção 23 irá corresponder à capacidade do piloto (𝑌𝑝) em desenvolver um avanço antecipatório 

(𝑇𝐿𝑠 + 1) que cancela o atraso de rolagem da aeronave (1/𝑇𝑠 + 1). 

 Nesta situação, o ganho do piloto (𝐾𝑝) e da aeronave (e/ou do elemento controlado 𝐾𝑐) 

podem ser combinados em uma faixa de frequência próxima à frequência de cruzamento 𝜔𝑐, 

que será ajustado a partir da função de transferência 1/𝑠 (integrador) como uma inclinação de 

− 20 (dB/década) em um Diagrama de Bode (Figura 22), de tal modo que a frequência 𝜔𝑐 de-

sejada possa ser atingida (a fim de ajustar a margem de estabilidade do sistema – Gibson, 1999, 

p. 61, McRuer & Jex, 1967, p. 234). Posto isso, a Equação 23 pode ser reescrita em função da 

frequência 𝜔𝑐 = 𝐾𝑝𝐾𝑐, conforme a Equação 24. 

𝑌𝑝𝑌𝑐 =
𝜔𝑐𝑒

−𝜏𝑠

𝑠
 

 De acordo com McRuer (1995, p. 19), o comportamento dinâmico compensatório do pi-

loto de desenvolver um avanço que antecipa os atrasos de subsidência de rolagem condiz os re-

sultados obtidos para o conjunto de amostras de sinais exibidos na Figura 21. Segundo McRuer 

& Krendel (1974, p. 9), esses resultados foram obtidos a partir de um ensaio investigativo que 

foi conduzido por um instrutor profissional altamente treinado, no qual a sua função foi de reali- 

(23) 

(24) 
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zar um rastreamento compensatório sobre a entrada de sinais de aparência aleatória, que devem 

ser seguidos pela saída do elemento controlado; para o ensaio, o valor adotado para a constante 

de tempo foi de 𝑇 = 1/3. 

 

Figura 21 – Exemplo de um sistema de controle compensatório com suas respectivas respostas temporais. 

[Adaptado de: McRuer (1995, p. 20) apud McRuer & Krendel (1974, p. 9)] 

 

O ensaio para alguns outros modelos de elemento controlado (𝑌𝑐) podem ser encontrados 

em McRuer & Krendel (1974, p. 5 a 10) e a combinação entre estes elementos com a função des-

critiva do piloto pode ser vista na Tabela 4. 
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Tabela 4 – Funções descritivas do operador humano para vários elementos controlados 

Função de transferência 

do elemento controlado 

Função descritiva  

do operador 

Função de transferência de circuito aberto 

Forma 

𝑌𝑝𝑌𝑐  

Atraso de tempo efetivo 

𝜏 

𝐾𝑐 
𝐾𝑝𝑒−𝜏𝑠

𝑠
 

𝜔𝑐𝑒
−𝜏𝑠

𝑠
 NA 

𝐾𝑐

𝑠
 𝐾𝑝𝑒−𝜏𝑠 

𝜔𝑐𝑒
−𝜏𝑠

𝑠
 0.14 

𝐾𝑐

𝑠(𝑠 + 𝑎)
 𝐾𝑝(𝑠 + 𝑎)𝑒−𝜏𝑠 

𝜔𝑐𝑒
−𝜏𝑠

𝑠
 0.16 

𝐾𝑐

𝑠2
 𝐾𝑝𝑠𝑒−𝜏𝑠 

𝜔𝑐𝑒
−𝜏𝑠

𝑠
 0.43 

𝐾𝑐

𝑠 − 𝜆
 𝐾𝑝𝑒−𝜏𝑠 

𝜔𝑐𝑒
−𝜏𝑠

(𝑠 − 𝜆)
 0.07 

𝐾𝑐

(𝑠 + 𝑎)(𝑠 − 𝜆)
 𝐾𝑝(𝑠 + 𝑎)𝑒−𝜏𝑠 

𝜔𝑐𝑒
−𝜏𝑠

(𝑠 − 𝜆)
 0.20 

 

[Adaptado de: McRuer, Graham, Krendel e Reisener, 1965, p. 28;  

McRuer & Jex (1967, p. 237) e McRuer & Krendel (1974, p. 11)] 
 

Ademais, a condição em que os ganhos do piloto e do elemento controlador são combi-

nados em comparação a frequência de cruzamento podem ser melhor compreendidos na Figura 

22, que consiste na representação da resposta de circuito aberto 𝑌𝑝𝑌𝑐 em um diagrama de Bode 

para o modelo de cruzamento. 

 

Figura 22 – Diagrama de Bode para o modelo de cruzamento. 

[Adaptado de: Gibson (1995, p. 65, 1999, p. 68) e McRuer (1995, p. 21)] 
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Nesta condição, o ganho nominal é representado por uma linha reta com inclinação de 

− 20 (dB/década) e a fase pelo ângulo de fase − 90 (°), com adição do atraso de fase proporcional 

a latência do piloto (Gibson, 1999, p. 62). Além disso, de acordo com Gibson (1995, p. 62, 1999, 

p. 63), dado a equivalência entre os diagramas de Bode e de Nichols, o modelo de cruzamento 

pode ser obtido de maneira semelhante, segundo a Figura 23. 

 

Figura 23 – Diagrama de Nichols para o modelo de cruzamento.  

[Adaptado de: Gibson (1995, p. 67, 1999, p. 71)] 

Da Figura 23 é possível notar que um bom desempenho de circuito fechado é alcançável 

com uma alta margem de ganho e de fase, que é estabelecida entre a curva de resposta de frequên-

cia 𝑌𝑝𝑌𝑐 no ponto de cruzamento com a linha de 0 (dB) e da fase de −180 (°), sendo a frequência 

de cruzamento somente limitada pelo atraso de fase do piloto.  

Além deste resultado, Gibson (1999, p. 63 – baseado em outros autores) propõe a análise 

da característica de circuito aberto da aeronave e do piloto, combinando o ganho e a fase em uma 

única curva, e para o qual o ganho do piloto é adicionado à resposta da aeronave (sem equalização 

e atraso). O diagrama de Nichols para essa condição pode ser visto na Figura 24. 

Para a resposta de frequência 𝑌𝑝𝑌𝑐 obtida para a tarefa de controle de ângulo de atitude 

𝜃/𝜃𝑐, a queda de amplitude de circuito fechado é menor que − 1 (dB) para baixas frequências 

e à medida que a frequência aumenta, o ganho de circuito fechado se torna maior até que seja 

atingido o máximo pico de amplitude (ressonância) próximo à 6 (dB), antes de diminuir para as 

frequências mais altas.  
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Figura 24 – Diagrama de Nichols da resposta de controle do ângulo  

de atitude 𝜃/𝜃𝑐 de circuito aberto para derivação da resposta de circuito fechado,  

desconsiderando o termo de equalização da fase do piloto, 𝑌𝑝  = 𝐾𝑝. 

[Adaptado de: Gibson (1995, p. 66, 1999, p. 70)] 

 

 

Figura 25 – Padrão de desempenho típico de rastreamento de atitude de arfagem em circuito fechado. 

[Adaptado de: Gibson (1999, p. 70), Neal & Smith (1970, p. 41, 1971, p. 806)]
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De acordo com Gibson (1999, p. 63) e Neal & Smith (1970, p. 41, 1971, p. 806), um bom 

desempenho para a tarefa de rastreamento 𝜃/𝜃𝑐 é obtido quando a queda de amplitude em baixa 

frequência antes de atingir o pico de ressonância máximo |𝜃/𝜃𝑐|𝑚𝑎𝑥 é inferior à − 3 (dB), com 

largura de banda na fase em − 90 (°), conforme a Figura 25. 

 

2.1.3.2 Resumo dos demais modelos do piloto existentes na literatura 

Além dos modelos matemáticos que foram apresentados anteriormente, baseados na te-

oria clássica de controle, existirão outros que não serão abordados previamente nesta dissertação, 

todavia, dado sua relevância, destaca-se os modelos: de controle ótimo (Kleinman, Baron & Le-

vison e Baron, Kleinman & Levison, 1970), e adaptativo (Hess, 2006), os modelos baseado na 

fisiologia humana: estrutural (Hess, 1980), descritivo (Hosman, 1996) e biodinâmico (Griffin, 

2001), além dos modelos que estão sendo desenvolvidos a partir das técnicas de controle difuso 

e por redes neurais, segundo a Figura 26.  

Na tabela 5 expõe-se os demais trabalhos e contribuições correlacionadas aos modelos 

de piloto, para maior compreensão e melhor detalhamento de suas aplicações e dos seus mecanis-

mos de funcionamento, recomenda-se a leitura inicial destes modelos em Lone & Cooke (2014) 

e Xu et al. (2017). 

Figura 26 – Classificação dos modelos de piloto humano 

[Adaptado de: Xu et al. (2017, p. 4)]

Modelos do 
piloto humano   

Teoria de 
controle

Modelo quase linear

Modelo de controle ótimo

Modelo de controle adaptativo

Fisiologia 
humana

Modelo estrutural

Modelo descritivo

Modelo biodinâmico

Técnicas de 
inteligência

Modelo de controle difuso

Modelo de redes neurais
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Tabela 5 – Abordagens e contribuições sobre os modelos de piloto humano 

Abordagens e contribuições Autor(es) [Ref.] 

Teoria de controle 

Modelo quase linear 

Ashkenas, Jex & McRuer (1964), Bates (1947), Booton 

(1954), Craik (1947, 1948), Chen (1956), Elkind (1956, 

1959), Goodyear (1952 apud McRuer & Krendel, 1974), 

Hall (1958, 1963), Hick (1948), Johnson (1952), Ko-

chenburger (1950), Krendel & McRuer (1960), Lozier 

(1956), McRuer, Graham, Krendel & Reisener (1965), 

McRuer & Jex (1967), McRuer & Krendel (1957, 1959, 

1962, 1974), Russell (1951 apud McRuer & Krendel, 

1974), Sadoff (1960), Tustin (1947a, 1947b). 

Modelo de controle ótimo 

(Optimal Control Model – OCM) 

Bacon & Schmidt (1983), Baron, Kleinman & Levison 

(1970), Davidson & Schmidt (1992), Hess (1977), 

Kleinman, Baron & Levison (1970), Schmidt (1979). 

Modelo adaptativo 
Hess (2006, 2009, 2014, 2016), Velger, Grunwald & 

Merhav (1984) 

Fisiologia humana 

Modelo estrutural Hess (1980, 1983, 1984, 1989, 1990, 1995, 1997). 

Modelo descritivo Hosman (1996, 1998, 1999). 

Modelo biodinâmico Griffin (2001), Masarati et al. (2015). 

Técnicas de inteligência 

Modelo de controle difuso 

Chen et al. (2018), Entzinger & Suzuki (2010), Gestwa 

& Grigorie (2011), Stewart et al. (2009), Xu et al. (2019), 

Xu & Wu (2021), Zeyada & Hess (2001). 

Modelo de redes neurais 

Mori et al. (2007), Mori & Suzuki (2009), Sánchez-

Sánchez & Izzo (2018), Suzuki et al. (2006), Tan et al. 

(2014). 

 

            
 De modo geral, dentre os modelos do piloto que podem ser empregados aos sistemas de 

controle de voo (FCS) e ao PVS, foi optado pela utilização dos modelos matemáticos quase li-

neares, segundo o modelo de Tustin e de cruzamento. A escolha parte da premissa da aplicação 

do critério ponto de início de circuito aberto (OLOP), que envolvem os aspectos da tarefa de ras-

treamento compensatório e precognitivo, e para o qual, foram empregados metodologia simila-

res, envolvendo o ajuste do ganho, das constantes de atrasos e avanço e da latência do piloto. 

 Os demais modelos fazem parte do estudo geral sobre os modelos do piloto, que podem 

ser utilizados (futuramente), caso exista o interesse especifico em retratar melhor as condições de 

controle do piloto, uma vez que é de interesse ao tema, dado que o comportamento do operador, 

como será visto nos capítulos subsequentes, pode desencadear instabilidades durante a execução 

da tarefa de controle.
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 Deste modo, a retratação mais fidedigna do comportamento do piloto torna possível al-

mejar aspectos mais integrados e otimizados do operador, tal que um modelo autônomo e asso-

ciado as demandas da tarefa possam tornar a execução das manobras menos intensas e/ou ab-

ruptas, dado que a lei de controle composta pelo modelo do piloto possa auxiliar e garantir um 

patamar aceitável e seguro (ao FCS e as superfícies de controle aerodinâmicas) durante a con-

dução da missão. Na atualidade, as aeronaves modernas com FCS Fly-by-wire (FBW) oferecem 

inúmeras vantagens e benefícios diante deste quesito.  

 

2.2 Sistema de controle de voo 

Os sistemas de controle automáticos, e subsequentemente, os sistemas de controle de 

voo (FCS) são datados por um extenso processo de desenvolvimento, que surge ao término do 

século XVIII e do início do século XIX, a partir de alguns trabalhos percursores elaborados por 

Maxim, Obry e Sperry E. & Sperry L. (Maxim, 1891, Obry, 189?, Sperry E. & Sperry L., 1910 

apud McRuer & Graham, 1981, p. 355-356). Além destes, de acordo a retratação histórica de-

senvolvida por McRuer & Graham (1981), inúmeros autores podem ser citados perante a con-

cepção dos FCS, que percorre pela era do desenvolvimento das aeronaves. 

A contribuição das teorias sobre a dinâmica das aeronaves e do controle por realimen-

tação de estado são casualmente interligadas, aos passos que cada uma de suas contribuições 

permitiu que os sistemas fossem melhorados e/ou amplificados e para os quais as aeronaves 

foram evoluindo e se modernizando até se tornarem o que são hoje.  

De maneira geral, os FCS, assim como os sistemas de controle manuais, são empregados 

como uma interface entre os controles das variáveis físicas ou digitais de um dispositivo, que 

no caso das aeronaves, as superfícies aerodinâmicas são os elementos de maior destaque dentro 

destas tarefas (contudo, quaisquer outros elementos e/ou dispositivos podem ser controlados).  

A aeronave durante o voo depende das correções – ajuste do desalinhamento para os graus 

de liberdade associados à capacidade de rotação e translação em tornos dos eixos de simetria 

(capítulo 2.2.2 e 2.2.3) do piloto humano e/ou de um FCS automático para manter as qualidades 

de voo e a estabilidade do veículo, dado que sem a atividade de controle, a possibilidade do voo 

estável é inexistente, uma vez que a dependência entre esses ajustes tornam possível conduzir 

o voo em condições operacionais (McLean, 1990, p. 1).
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De acordo com Fielding (2001, p. 543, 2010, p. 1), os primeiros FCS (assim como em 

relação as primeiras aeronaves) eram todos baseados em elementos e dispositivos mecânicos, 

interligando as superfícies de controle através de cabos, polias, hastes e alavancas. Consequen-

temente, com o aumento das dimensões, do desempenho e das velocidades atingidas pelas aero-

naves, as forças para mover as superfícies aerodinâmicas acabam por exceder a capacidade do 

operador, de tal modo que surgem os primeiros sistemas auxiliares (McLean, 1990, p. 6). 

A implementação de sistemas hidráulicos, e posteriormente, de sistemas eletro-hidráu-

licos foi sendo realizada em conjunto com o sistema de atuação do piloto, até que os sistemas de 

controle automáticos substituíssem o papel de todas as etapas de transmissão de energia, cabendo 

ao piloto somente a tarefa de sinalização e/ou de solicitação do comando de controle.  

De acordo Collinson (1999, p. 142, 2011, p. 180) e Fielding (2001, p. 543, 2010, p. 2), 

a substituição das ligações mecânicas entre as superfícies aerodinâmicas por sinais elétricos 

originou a terminologia Fly-by-wire (FBW). Um exemplo simplificado para esta condição pode 

ser visto na Figura 27, aonde se expõe o diagrama esquemático do FCS modificado para a aero-

nave YF-86D, que foi utilizado para o estudo da dinâmica do piloto e da resposta da aeronave 

em um simulador de voo; para o modelo original, a servoválvula é substituída por outro pistão 

(similar a sua entrada – à esquerda). 

 

Figura 27 – Diagrama esquemático de um FCS modificado para ser usado em testes de voo. 

[Adaptado de: Sadoff (1960, p. 23)] 

 

Como pode ser notado (Figura 27), a substituição dos elementos mecânicos é feita através 

de uma versão equivalente do sistema em formato eletroeletrônico, para os quais, o comando do 

piloto ocorre diretamente entre a superfície de controle (no caso, do manche ao estabilizador ho-

rizontal, correlacionado a deflexão de profundor), ao invés do comando ser transpassado primei-

ramente entre os elos e hastes de ligação até a atuação hidráulica. 



2.1.4 Sistema de controle de voo                                                                                              | 42 

 

 

 

Do mesmo modo que foi informado no capítulo introdutório (1.1), os benefícios da apli-

cação dos FCS FBW incluem a redução da complexidade mecânica, redução de peso, o aumento 

do desempenho e da qualidade de manuseio perante o envelope de voo, flexibilidade operacional, 

integração de pilotos automáticos e do auxílio de controle de comando de manobra em circuito 

fechado (Collinson, 1999, p. 147, 2011, p. 186 e Fielding, 2001, p. 2001, p. 544).  

Além destes benefícios, de acordo com Fielding (2001, p. 544), a principal vantagem do 

FCS FBW é a capacidade de adaptar as características do sistema em cada ponto do envelope de 

voo a partir das leis de controle (capítulo 2.2.1), que permitem ao controle digital a implemen-

tação de algoritmos complexos para as condições de voo. 

Algumas desvantagens deste sistema (eletroeletrônico – Figura 27) são a discretização 

dos sinais, a introdução de atrasos devido aos componentes, que podem envolver o tempo de 

amostragem e de processamento, filtros e problemas de aliasing (Collinson, 2011, p. 232). Além 

disso, segundo McLean (1990, p. 6), em caso de falha ou pane elétrica, o FCS pode deixa de 

funcionar, de tal modo que a superfície de controle não é atuada, colocando em risco a tarefa de 

controle, caso não exista um sistema mecânico de emergência (reversão manual).  

Neste quesito, as aeronaves FBW (e Fly-by-light – FBL) possuem o mesmo tipo de FCS 

das aeronaves convencionais, mas que se distinguem por não possuírem reversão manual. Para 

atender a situação de emergência quando ocorrem falhas no sistema, as aeronaves possuem FCS 

que são triplicados, às vezes quadruplicados (redundância), para atender a esse rigoroso requisito 

de confiabilidade. (McLean, 1990, p. 6). 

De acordo com Collinson (1991, p. 143, 2011, p. 182), a transmissão elétrica dos sinais 

e comandos são o elemento chave do sistema FBW. Para as aeronaves modernas, os sinais são 

transmitidos ao longo de uma rede interconectada usando um barramento de dados digitais, con-

forme a Figura 28. O sistema de atuação quádruplo típico é composto por quatro atuadores de 

primeiro estágio, totalmente independentes, que acionam as válvulas de servocontrole da unidade 

de controle de potência (Power control unit – PCU), com quatro sensores de posição indepen-

dentes que são usados para manter a integridade do sistema.  

Segundo Collinson (1999, p. 144, 2011, p. 182), a realimentação de estado melhora con-

sideravelmente a velocidade de resposta do sistema de atuação (em comparação a PCU conven-

cional), uma vez que a rápida obtenção da resposta para o sistema de acionamento dos atuadores 

é indispensável para as aeronaves velozes de alto desempenho, de modo a minimizar os atrasos 

advindo do circuito de controle. 
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Figura 28 – Configuração do barramento do FCS. 

[Adaptado de: Collinson (2011, p. 182, 1999, p. 143)] 

  

A comparação entre a resposta de comando para um FCS convencional em relação ao 

sistema FBW foi realizada por Collinson (1999, p. 148, 2011, p. 190), ao qual o autor compara 

o desempenho dos FCS em relação a uma tarefa de controle de taxa de rolagem 𝑝. Na Figura 29 

é exibido o diagrama esquemático do FCS de circuito fechado para essa tarefa, contendo o con-

trolador, o atuador e a dinâmica da aeronave, dado a entrada de comando do piloto e o circuito 

de realimentação, incluindo o sensor de taxa de giro. 

 

Figura 29 – Sistema de controle de taxa de rolagem de circuito fechado. 

[Adaptado de: Collinson (2011, p. 190, 1999, p. 148)] 
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Para a realização desta tarefa, o FCS pode ser utilizado para fornecer um controle de co-

mando de manobra de circuito fechado acoplado ao piloto, dado a entrada de taxa de rolagem 

iniciada pelo piloto. De acordo com Collinson (1999, p. 148), o computador de controle de voo é 

capaz de controlar o movimento das superfícies de controle para manobrar a aeronave na mesma 

taxa imposta pelo piloto, com pouca diferença entre os comandos. 

A taxa de rolagem, ao ser comandada, deflete a superfície aerodinâmica de aileron, que 

nos instantes iniciais tem um súbito (fase de resposta rápida) aumento de taxa, para posterior 

redução dos erros. Mantendo o ganho do controlador suficientemente alto (Figura 12 – capítulo 

2.1.2), o erro estacionário da taxa de rolagem torna-se pequeno; em comparação com a resposta 

do sistema convencional de circuito aberto, sendo a resposta do FCS FBW mais rápida e a vari-

ação em torno do envelope de voo menor (Collinson, 2011, p. 190, 1999, 149). 

A comparação entre ambas as respostas pode ser vista na Figura 30, considerando uma 

entrada de comando do tipo degrau unitário. 

 

 

Figura 30 – Resposta de taxa de rolagem. 

[Adaptado de: Collinson (2011, p. 191, 1999, p. 148)] 

Ademais, de acordo com o Conselho Nacional de Pesquisa (NRC, 1997, p. 55), à medida 

que a complexidade dos FCS FBW aumentou, a dinâmica efetiva da aeronave foi sendo adaptada 

em resposta às tarefas de controle. O tipo de resposta e as características dinâmicas podem ser 

alteradas em função das fases de voo, da velocidade no ar, da altitude e perante as configurações 

dos flapes (de borda de ataque). Todavia, a partir do aumento dos modos de resposta de controle 

do FCS, tem-se o potencial do aumento recorrente da incompatibilidade entre as expectativas do 

piloto sobre as respostas advindas da aeronave. 

Caso a automação do FCS seja muito complexa, o piloto não consegue ter um modelo 

mental adequado do sistema, de tal modo que os pilotos acabam por desenvolver um modelo ad
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hoc (transitório) da dinâmica da aeronave com base nas operações nominais de voo. Em situações 

emergências e instáveis, segundo o NRC (1997, p. 55), este modelo pode levar a estratégias de 

controle inadequadas e à potencialização do evento indesejado (que será correlacionada ao aco-

plamento aeronave-piloto – APC adverso e à oscilação induzida pelo piloto – PIO, capítulo 2.4). 

 Apesar disso, os modos de conversão de controle de arfagem, rolagem e guinada podem 

ser melhorados em um grau sem precedentes através da tecnologia FBW, a partir dos métodos de 

super aumento, limitação de manobra e prevenção de giro (Gibson, 1995, p. 56). A lei de controle 

altamente aumentada (super aumento) aplica-se estritamente ao sistema de controle de taxa de 

arfagem integral e essa terminologia expressa que a lei de controle domina tanto a resposta da 

aeronave que a influência da aerodinâmica normal (clássica) acaba sendo suprimida. 

2.2.1 Leis de controle  

Segundo Fielding (2010, p. 7), as leis de controle de voo são projetadas para proporcionar 

um aumento de estabilidade a aeronave e um controle satisfatório durante a execução de alguma 

tarefa e/ou missão, tanto para o voo manual, quanto automático. A arquitetura das leis de controle 

são fundamentais para que o desempenho da aeronave seja adequado, sendo que o projeto de 

suas leis envolve inúmeras características, que perpassam pelos requisitos operacionais do cli-

ente, da aeronave e do FCS. Um processo típico simplificado para o projeto de leis de controle 

de voo pode ser visto na Figura 31. 

 

Figura 31 – Processo de desenvolvimento de leis de controle de voo. 

[Adaptado de: Fielding (2010, p. 8)] 
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 De acordo com Fielding (2010, p. 8), as quatros etapas principais do processo podem ser 

descritas, como: 

1. Projeto das leis de controle: definição dos parâmetros do controlador e avaliação das 

características de estabilidade e resposta da aeronave aumentada em simulações computacionais 

lineares. Uma vez que a arquitetura do sistema e a estrutura das leis de controle tenham sido esta-

belecidas, os ganhos, filtros e as funções não lineares são posteriormente projetados. 

2. Simulação pilotada: avaliação das qualidades de manejo da aeronave aumentada. 

3. Teste de plataforma: verificação da implementação do hardware das leis de controle 

de voo, de modo a garantir a operação correta em condições reais. 

4. Teste de voo: validação do projeto em relação às especificações da aeronave e, por-

tanto, aos requisitos do cliente e de aeronavegabilidade. 

2.2.2 Dispositivos e elementos de controle  

A partir do emprego dos sistemas de controle de voo automáticos (automatic flight con-

trol systems – AFCS), aliado à tecnologia Fly-by-wire (FBW), o comando do piloto e do copiloto 

tornaram-se indiretos, uma vez que a ligação entre o manche e as superfícies de controle não são 

mais interligadas perante uma estrutura física e mecânica, dos quais, os elementos e os disposi-

tivos de controles puderam ser reduzidos e adaptados.  

Segundo McLean (1990, p. 7), em referência às aeronaves convencionais, que utilizam 

pedais e manche (manipulo) alongado, os dispositivos de controle das aeronaves modernas foram 

substituídos por controladores (alavancas) de braço lateral, que oferecem sinais correspondentes 

à força aplicada pelo piloto, ocupando menos espaço e permitindo a implementação de algumas 

melhorias. Na Figura 32 é exibido um controlador de braço lateral, com o informativo sobre os 

deslocamentos de posição em relação as manobras de arfagem, rolagem e guinada. 

De acordo com Collinson (2011, p. 187), a alavanca de controle para os sistemas FBW 

é frequentemente chamada de receptor, de tal modo que as entradas de comando do piloto são 

traduzidas em sinais elétricos para o FCS, podendo ser subdivididos entre dois tipos básicos: 

receptor passivos e ativos. 
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Figura 32 – Controlador de braço lateral. 

[Adaptado de: McLean (1990, p. 7)] 

 

O receptor passivo é constituído por uma alavanca de controle que fornece um desloca-

mento fixo por meio de um arranjo mecânico, envolvendo uma caixa de molas e um sistema de 

amortecimento (Figura 33). O amortecedor proporciona o ajuste de sensibilidade entre a aplica-

ção da força e a rigidez das molas estabelecem a taxa de controle (deflexão) da superfície de con-

trole (Collinson, 1999, p. 147). Para um aumento na deflexão, é necessário um aumento na força 

aplicada ao manche, que será “traduzida” pelos sensores elétricos (redundantes e independentes 

para cada eixo de controle) e informada ao FCS. 

 

Figura 33 – Receptor FBW passivo. 

[Adaptado de: Collinson (1999, p. 147)] 
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No caso do receptor ativo, o deslocamento da alavanca de controle pode variar ampla-

mente, dado que a força aplicada pelo piloto é transpassada para o FCS através de um sistema de 

motores controlados por computador. Para cada eixo de atuação, existe um algoritmo que fornece 

as características de deslocamento da força necessária para defletir a superfície aerodinâmica.  

Segundo Collinson (2011, p. 245), esse tipo de receptor FBW oferece algumas vantagens 

em comparação ao sistema passivo, dado a possibilidade de estabelecer um gradiente de força 

variável com paradas intermediárias (transições suaves), que permite limitar as zonas de manu-

seio “despreocupado” (não exigentes) do piloto, enquanto o gradiente variável fornece a “sensa-

ção” de controle desejado perante as faixas do envelope de voo.  

Além disso, é possível incrementar outros recursos, como: posição nula variável (com-

pensação paralela do piloto automático), indicadores de início de buffeting, estol iminente ou de 

partida e a capacidade de acoplar os deslocamentos entre os receptores. De acordo com Collinson 

(2010, p. 245), a capacidade de duplicar os deslocamentos do receptor do piloto para o copiloto 

(ou vice-versa) sem a interconexão mecânica entre as alavancas de controle é um dos principais 

benefícios deste elemento, tanto para as tarefas de treinamento (compartilhamento de dicas e 

comandos), quanto na prestação de algum serviço aeronáutico.  

 

2.2.3 Sistema de eixos e parâmetros de controle  

As equações que descrevem as forças e os momentos aerodinâmicos de uma aeronave 

podem ser desenvolvidas através das leis de Newton, dado um  sistema de coordenadas definido 

para o veículo. Em geral, emprega-se o sistema de eixos ortogonais, denominado pelas letras 𝑥, 

𝑦, 𝑧, que correspondem às coordenadas: normal (vertical), lateral e longitudinal (horizontal) da 

aeronave. Para os estudos dos sistemas de controle de voo automáticos (AFCS), segundo Cook, 

(2007, p. 12-14) e Mclean (1990, p. 16-18), comumente atribui-se quatro sistemas de eixos, sendo: 

• O sistema de eixos do corpo 

Selecionado por conveniência, os eixos 𝑥𝑐 , 𝑦𝑐  e 𝑧𝑐 coincidem com os eixos principais da 

aeronave, tal que os termos inerciais nas equações de movimento possam ser simplificados. 

• O sistema de eixos da Terra 

Representados pelos eixos 𝑥𝑇 , 𝑦𝑇 e 𝑧𝑇, é empregado principalmente para expressar os 

efeitos gravitacionais, a altitude, a distância horizontal e a orientação da aeronave, através de um
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sistema de eixos inerciais, segundo o centro terrestre. O eixo 𝑥𝑇  é selecionado para indicar a di-

reção norte, o eixo 𝑦𝑇 aponta para o leste, com tríade ortogonal, 𝑧𝑇, para baixo. Ω𝑇 representa a 

rotação terrestre. 

• O sistema de eixos de estabilidade 

O eixo 𝑥𝑒 é atribuído para coincidir com o vetor de velocidade total 𝑽𝑇 no plano de si-

metria da aeronave (eixo longitudinal), sendo atrelado ao eixo de corpo 𝑥𝑏 através do ângulo 

de ataque 𝛼. As equações de movimento derivadas deste sistema de eixos (𝑥𝑒 , 𝑦𝑒 e 𝑧𝑒) são di-

retamente correlacionadas ao sistema de eixos do corpo. De acordo com McLean (1990, p. 18), 

este sistema de eixo é o mais empregado em trabalhos sobre AFCS. 

• O sistema de eixos aerodinâmicos 

Orientado em relação ao fluxo de ar e em relação ao ângulo de trajetória de voo 𝛾 da 

aeronave, denominado pelos eixos 𝑥𝑣 , 𝑦𝑣 e 𝑧𝑣, além de ser vinculado ao sistema de eixo de es-

tabilidade através do ângulo de derrapagem 𝛽, conforme o vetor de velocidade total 𝑽𝑇
⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

A Figura 34 propõe-se a elucidar tais considerações e a Tabela 6 expõe os símbolos e as 

notações adotadas para referenciar as variáveis e os parâmetros de controle, incluindo as forças, 

os momentos, os ângulos e as velocidades da aeronave. 

 

 

Figura 34 – Sistema de eixos e de superfícies, incluindo as forças, os ângulos e os  

momentos aerodinâmicos, além dos demais parâmetros de controle da aeronave.  

[Adaptado de: Cook (2000, p. 62, 2007, p. 15), McLean (1990, p. 17) e 

 Stevens, Lewis & Johnson (2015, p. 76)] 
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Tabela 6 – Sumário das variáveis e dos parâmetros de controle da aeronave 

Símbolos  Variável Descrição 

𝑋 Força resultante axial 

Forças aerodinâmicas 𝑌 Força resultante lateral 

𝑍 Força resultante normal 

𝐿 Momento resultante de rolamento 

Momentos aerodinâmicos 𝑀 Momento resultante de arfagem 

𝑁 Momento resultante de guinada 

𝜑 Ângulo de rolamento 

Ângulos de orientação 

𝜓 Ângulo de proa 

𝜃 Ângulo de atitude 

𝛼 Ângulo de ataque 

𝛽 Ângulo de derrapagem  

𝑝 Taxa de rolagem 

Velocidades angulares 𝑞 Taxa de arfagem 

𝑟 Taxa de guinada 

𝑈 Velocidade axial total 

Velocidades lineares 
𝑉 Velocidade lateral total 

𝑊 Velocidade normal total 

𝐕𝑇 Vetor de velocidade total 

 

[Adaptado de: Cook (2000, p. 63, 2007, p. 16), McLean (1990, p. 17)] 

 

Os ângulos definidos pela rotação em torno da tríade ortogonal serão chamados de ângulos 

de Euler (Cook, 2007, p. 138). Os ângulos de Euler são empregados para descrever e orientar um 

corpo rígido rotativo em um espaço euclidiano tridimensional, ao qual, a aeronave é orientada 

em relação à Terra (Mclean, 1990, p. 26). Na Figura 35 apresenta-se os ângulos e suas rotações, 

sendo o ângulo de atitude representado por 𝜃, o ângulo de rolamento por 𝜙 e 𝜓 será o ângulo de 

guinada, respectivamente. 

A partir disto, as equações do movimento da aeronave podem ser desenvolvidas em rela-

ção as variáveis de estados, segundo o número de graus de liberdade do sistema dinâmico linear 

e pelos ângulos de Euler. Por conveniência, as equações de movimento são descritas através da 

hipótese de pequenas perturbações em torno de um estado de equilíbrio. 

A princípio, como não faz parte do escopo desta dissertação, o desenvolvimento das equa-

ções e de suas derivadas ficam como sugestão de leitura, que pode ser feita através de quaisquer 

referências relacionadas ao assunto (Cook, 2007, p. 66; Etkin & Reid, 1996; Nelson, 1998, p. 96; 

McLean, 1990, p. 19; McRuer, Ashkenas & Graham, 1968 e Stevens, Lewis & Johnson, 2015). 
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Figura 35 – Orientação da aeronave (Ângulos de Euler). 

[Adaptado de: Etkin & Reid (1996, p. 98) e Nelson (1998, p. 102)] 

 

 Para o estudo dentro dos sistemas de controle, o interesse maior está sobre as soluções 

das equações de movimento, que são representativas para a dinâmica da aeronave. Neste sentido, 

as equações linearizadas são transformadas (Laplace) em funções de transferência lineares, que 

permitem que o comportamento dinâmico da aeronave seja analisado em relação a estabilidade 

e em função de sua resposta no domínio do tempo e da frequência (Cook, 2007, p. 98). 

As funções de transferência da resposta da aeronave são empregadas para descrever a 

relação dinâmica entre as variáveis de estado de entrada e saída, de modo que a resposta do sis-

tema será composta pela razão entre dois polinômios, que casualmente podem ser correlacio-

nados ao comando do piloto (e/ou da superfície aerodinâmica) e a resposta advinda da aeronave 

para uma determinada tarefa de controle. 

Para o estudo em aeronaves, é conveniente que as equações de movimento e, portanto, 

de suas funções de transferência correspondentes, sejam abordadas entre as dinâmicas longitu-

dinais e látero-direcionais, conforme será feito no capítulo subsequente, relacionado ao estudo 

destas características envolvendo os conceitos de estabilidade e controle. 

Além do uso de funções de transferência, outra forma alternativa para representar as equa-

ções de movimento é através da abordagem no espaço de estado, para o qual a análise e o projeto 

dos sistemas de controle são determinados a partir da teoria de controle moderna (Nelson, 1998, 

p. 324). Para esta representação, as equações de estado serão expressas como equações diferen-

ciais de primeira ordem que transcrevem o comportamento dinâmico do sistema.
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Segundo Cook (2007, p. 85) e Nelson (1998, p. 324), as equações de estado conseguem 

descrever completamente o sistema (caso o número de variáveis seja correspondente ao número 

de graus de liberdade), uma vez que qualquer equação diferencial pode ser decomposta em um 

conjunto de equações diferenciais de primeira ordem, conforme o conceito sobre a linearização 

por realimentação de estado, que será discutida futuramente (capítulo 4.3).  

Em vista desta hipótese, tem-se que o sistema dinâmico pode ser reduzido a um conjunto 

de equações diferenciais, que pode ser representado em sua forma matricial, conforme a equa-

ção de estado (Equação 25) e de saída do sistema (Equação 26). 

𝐱̇ = 𝐀𝐱 + 𝐁𝐮 

𝐲 = 𝐂𝐱 + 𝐃𝐮 

Sendo 𝐱 ∈ ℝ𝑛 o vetor de variáveis de estado, 𝐮 ∈ ℝ𝑚 o vetor de controle contendo as 

variáveis de entrada, 𝐲 ∈ ℝ𝑞 o vetor de saída, 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 a matrix de estado, 𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑚 a matriz 

de entrada, 𝐂 ∈ ℝ𝑞×𝑛 a matriz de saída e 𝐃 ∈ ℝ𝑞×𝑚 a matriz direta.  

Ambas as representações para as equações de movimento da aeronave em sua forma con-

cisa serão expostas, mas antes disso, apresenta-se um breve resumo sobre os conceitos de estabi-

lidade e controle. 

 

2.3 Estabilidade e controle 

Antes de mais nada, serão introduzidos alguns conceitos importantes, de modo que se 

possa compreender o que se passa nos sistemas de controle para que a aeronave tenha boas quali-

dades de voo e de manuseio durante a tarefa de controle. Neste sentido, faz-se necessário definir 

o conceito de estabilidade, que está relacionado com a capacidade de manter, atingir ou retornar 

o voo (ou a posição) de equilíbrio após alguma perturbação, que pode ter sido gerada pelo piloto 

ou por um fenômeno atmosférico (Nelson, 1998, p. 39). 

Segundo Cook (2007, p. 224), uma definição típica de estabilidade para um sistema li-

near pode ser descrita, como: “um sistema que está inicialmente em um estado de equilíbrio é 

dito estável se, após uma perturbação de amplitude e duração finita, a resposta se torna cada vez 

menor. Posto isso, entende-se que a aeronave deve ser capaz de atingir o voo de equilíbrio e de 

ter a capacidade de manobrar em uma ampla variedade de velocidades e de altitude, mantendo-

se estável, de modo que o desempenho e as qualidades de voo sejam atingidos.

(25) 

(26) 



2.3 Estabilidade e Controle                                                                                                       | 53 

 

 

 

Deste modo, a condição de equilíbrio somente pode ser mantida e atingida a partir dos 

ajustes e das correções promovidas pelas superfícies aerodinâmicas e através do sistema de pro-

pulsão, que irão permitir que a aeronave seja ajustada (corrigida) para os estados desejados (Nel-

son, 1998, p. 40). Nas Figuras 36, 37 e 38 são exibidos os conceitos de transmissão para o controle 

de arfagem, rolagem e guinada (pura), com os seus respectivos diagramas esquemáticos contendo 

as funções de transferência para a tarefa de controle de circuito fechado de ângulo de atitude 𝜃, 

rolamento 𝜙 e proa 𝜓, em razão do comando de profundor 𝛿𝑝, aileron 𝛿𝑎 e leme 𝛿𝑙. 

 

Figura 36 – Conceito de transmissão e controle de arfagem. 

[Adaptado de: McRuer, Ashkenas & Graham (1968, p. 1-35)]  

 

 

Figura 37 – Conceito de transmissão e de controle de rolagem pura. 

[Adaptado de: McRuer, Ashkenas & Graham (1968, p. 1-35)] 
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Figura 38 – Conceito de transmissão e de controle de guinada pura. 

[Adaptado de: McRuer, Ashkenas & Graham (1968, p. 1-35)] 

 

Ao aplicar o conceito de estabilidade a aviões, de acordo com Etkin & Reid (1996, p. 7) 

pode-se estabelecer duas classes destes conceitos, definidas em relação a estabilidade inerente 

e sintética. A estabilidade inerente está relacionada as características físicas e aerodinâmicas da 

fuselagem da aeronave, com controle fixos ou livres e a estabilidade sintética (e/ou artificial) é 

fornecida pelo sistema de controle de voo automático (AFCS), através dos sistemas de aumento 

de estabilidade (Stability augmentation system – SAS). 

A partir dos SAS, as aeronaves com pouco ou nenhuma estabilidade aerodinâmica podem 

conseguir realizar o voo, ou até mesmo para as aeronaves inerentemente instáveis (Etkin & Reid, 

1996, p. 7). Na atualidade, a maioria das aeronaves comerciais e militares de alto desempenho 

utilizam destes sistemas, que faz o uso de sensores para medir as taxas angulares dos eixos de 

corpo do veículo, que irão realimentar os servomecanismos que acionam as superfícies de con-

trole aerodinâmico, proporcionando um aumento fictício do amortecimento e da frequência na-

tural para os modos dinâmicos da aeronave (Stevens, Lewis & Johnson, 2015, p. 287).  
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Além disso, o conceito de estabilidade pode ser casualmente estudado em duas vertentes, 

relacionadas a estabilidade estática e dinâmica. Segundo Cook (2007, p. 225), apesar destes 

assuntos serem inseparáveis (pois ocorrem simultaneamente), a estabilidade estática pode ser 

interpretada como a tendência da aeronave (ou do sistema) convergir para a condição de equi-

líbrio após uma perturbação e a estabilidade dinâmica retrata o movimento envolvido no pro-

cesso de estabilização. Assuntos estes que serão abordados a seguir. 

 

2.3.1 Estabilidade estática 

Segundo Etkin & Reid (1996, p. 6), Hurt (1965, p. 243) e Nelson (1998, p. 40), a estabi-

lidade é uma propriedade de um estado de equilíbrio, para os quais a soma de todas as forças e 

momentos em torno do centro de gravidade (CG) são iguais à zero e, portanto, não há acelerações 

e a aeronave encontra-se em repouso ou em movimento uniforme. Caso o equilíbrio seja pertur-

bado por uma rajada ou por uma deflexão das superfícies de controle, a aeronave estará sujeita 

a acelerações (devido ao desequilíbrio entre as forças e momentos) de translação e rotação. 

A estabilidade estática de um sistema (ou de uma aeronave) é definida pela tendência 

inicial de retornar às condições de equilíbrio após ser perturbado. O estado de equilíbrio, como 

vem a ser discutido, é um conceito primordial para o entendimento de estabilidade, que pode 

ser subdividido entre o equilíbrio estável, instável e neutro.  

Para uma pequena perturbação e/ou deslocamento, o sistema é estável se tende (dado os 

graus de liberdade incluídos) a voltar a sua condição inicial; caso o sistema decaia, aumente, 

transgrida ou divirja após ser perturbado, o equilíbrio é instável. No equilíbrio neutro, quaisquer 

perturbações e/ou deslocamentos tende a manter o sistema (e/ou aeronave) em equilíbrio para 

uma dada condição (mas como posição deslocada), no qual o corpo não tem a tendência de voltar 

a posição original e nem de continuar a se mover na direção imposta (Etkin & Reid, 1996, p. 6). 

Como será visto futuramente, é de interesse que o sistema seja totalmente estável, em 

todos os graus de liberdade para uma determinada tarefa de controle (uma exceção são as aero-

naves acrobáticas, que necessitam de um controle mais “permissível”), de modo que possam 

ser evitadas quaisquer incompatibilidades e instabilidade no FCS.
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2.3.2 Estabilidade dinâmica 

De acordo com Hurt (1965, p. 245) e Nelson (1998, p. 42), a estabilidade dinâmica será 

definida pelo movimento resultante da resposta do sistema (ou/e aeronave) após a entrada de 

perturbações e de seu comportamento correspondente. De maneira geral, os movimentos resul-

tantes deste regime por ser resumidos, conforme a Figura 39. 

 

 

Figura 39 – Exemplos de movimentos dinâmicos estáveis e instáveis. 

[Adaptado de: Hurt (1965, p. 246) e Nelson (1998, p. 41)] 

Caso a aeronave ou algum objeto seja perturbado, o seu comportamento dinâmico ao 

longo do tempo pode variar entre movimentos não oscilatórios, que incluem a subsidência (con-

vergência ao equilíbrio), divergência e a estabilidade neutra, assim como para os movimentos 

oscilatórios, envolvendo oscilações amortecidas, não amortecidas e divergentes. 

Destaca-se que uma aeronave pode ser estaticamente estável e apresentar uma dinâmica 

instável, de tal modo que a estabilidade estática não garante a estabilidade dinâmica (ao contrá-

rio de uma relação inversa). Além disso, tem-se que a redução da perturbação com o tempo indica 

que a energia está sendo dissipada, para o qual se denominam os conceitos de amortecimento 

aerodinâmico positivo e negativo (Nelson, 1998, p. 42).   

Se uma aeronave apresenta um amortecimento positivo, as forças e momentos do veículo 

agem de forma a diminuir a perturbação, caso contrário, a aeronave será dinamicamente instável. 

Nesta condição, a utilização do sistema de aumento de estabilidade (SAS) pode tornar possível 

que o avião seja pilotado, a partir do incremento de um amortecimento artificial.
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Ademais, ressalva-se a importância da obtenção do grau de estabilidade dinâmica da ae-

ronave (ou sistema), que é especificado pelo tempo levado para amortecer a amplitude inicial da 

perturbação até a metade, no regime estável e do tempo levado para dobrá-la em um movimento 

instável, definidos em função da frequência e do período da oscilação (Nelson, 1998, p. 42).  

Além disso, a partir do incremento da ação do piloto, a análise do comportamento dinâ-

mico da aeronave torna-se mais complexa e para os quais surgem outras incompatibilidades que 

poderão levar a aeronave a se tornar instável (assunto que será discutido no capítulo 2.4 sobre 

os acoplamentos aeronave-piloto adversos e sobre as oscilações induzidas pelo piloto). 

A seguir são abordados os conceitos de estabilidade e controle para as dinâmicas longi-

tudinais e latero-direcionais. 

2.3.2.1 Dinâmica longitudinal 

Como visto, a estabilidade dinâmica é atingida quando a resposta transitória da aeronave 

tende (ou não) a retornar à condição de equilíbrio e para o qual a amplitude do movimento re-

sultante após a perturbação dobra ou diminui ao longo do tempo. Essencialmente, está situação 

pode ser avaliada perante os seis graus de liberdade da aeronave, que envolvem as taxas de ro-

tação em arfagem, rolagem e guinada e as translações na direção horizontal, vertical e lateral. 

De acordo com Hurt (1965, p. 279), a estabilidade dinâmica longitudinal está relacionada 

os graus de liberdade de rotação em arfagem (momento de arfagem 𝑀) e de translação vertical 

e horizontal (Figura 34 – capítulo 2.2.3). Nesta condição, as principais variáveis no movimento 

longitudinal são definidas pelo ângulo de atitude de arfagem 𝜃, ângulo de ataque 𝛼, velocidade 

de voo 𝑉 e perante o comando da superfície aerodinâmica de profundor 𝛿𝑝𝑐
. Além disso, destaca-

se que a dinâmica longitudinal da aeronave pode ser subdividida em dois modos principais de 

oscilação, que são definidos casualmente como fugóide e período curto. 

O modo de estabilidade longitudinal de fugóide consiste em uma oscilação de período 

muito longo, que envolve a variação perceptível no ângulo de atitude de arfagem, na altitude e 

na velocidade, mas com ângulo de ataque praticamente constante. Segundo Hurt (1965, p. 281), 

essa oscilação pode ser considerada com um estágio de transição gradual entre a energia poten-

cial e cinética em torno de um equilibro entre a velocidade e altitude. Por apresentar um período 

longo, o piloto é capar de neutralizar a tendência oscilatória com pouca compensação e na mai-

oria dos casos, as correções necessárias são leves e sutis. 
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Na Figura 40 exibe-se o modo longitudinal de fugóide, com um esboço comportamental 

do movimento dinâmico da aeronave. 

 

Figura 40 – Estabilidade dinâmica longitudinal – Fugóide.  

[Adaptado de: Gibson (1995, p. 32), Hurt (1965, p. 280) e Nelson (1998, p. 148)] 

 

O modo de estabilidade longitudinal de período curto, com seu nome indica, é definido 

por um movimento de período relativamente curto, com frequência relativamente alta, que ocorre 

essencialmente a uma velocidade constante. A oscilação de atitude de arfagem descreve o pro-

cesso de restauração do equilíbrio a partir da estabilidade estática, com redução da amplitude 

através da taxa de amortecimento de arfagem, de acordo com a Figura 41. 

 

Figura 41 – Estabilidade dinâmica longitudinal – Período curto. 

[Adaptado de: Gibson (1995, p. 32), Hurt (1965, p. 280) e Nelson (1998, p. 148)] 
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Dentre estes dois modos de estabilidade longitudinal, o modo de período curto é o de 

maior importância, uma vez que essa oscilação pode produzir altas cargas de voo durante está-

gios exigentes, e sendo seu período relativamente curto, a instabilidade resultante do atraso de 

resposta da aeronave e do piloto podem tornar a oscilação instável, com amplitude de proporções 

perigosas em um período extremamente curto (Hurt, 1965, p. 241). 

2.3.2.1.1 Função de transferência para a dinâmica longitudinal 

Assim como foi introduzido no capítulo 2.2.3, a solução das equações de movimento à 

pequenas perturbações para a aeronave podem ser representadas no espaço de estado e como 

funções de transferência de resposta, que irão descrever completamente a dinâmica linearizada 

da aeronave sob uma entrada de controle. Segundo Cook (2007, p. 138), a resposta longitudinal 

ao comando de profundor sobre um estado de compensação, desconsiderado o empuxo (mantido 

constante), pode ser descrito conforme a Equação 27 (associado a Equação 25). 

[

𝑢̇
𝑤̇
𝑞̇

𝜃̇

] = [

𝑥𝑢 𝑥𝑤 𝑥𝑞 𝑥𝜃

𝑧𝑢 𝑧𝑤 𝑧𝑞 𝑧𝜃

𝑚𝑢 𝑚𝑤 𝑚𝑞 𝑚𝜃

0 0 1 0

] [

𝑢
𝑤
𝑞
𝜃

] + [

𝑥𝛿𝑝𝑐

𝑧𝛿𝑝𝑐

𝑚𝛿𝑝𝑐

0

] 𝛿𝑝𝑐
 

Sendo 𝛿𝑝𝑐
 o comando de superfície de controle de profundor, 𝑢 a velocidade axial (no 

eixo longitudinal), 𝑤 a velocidade normal (no eixo vertical), 𝑞 a taxa de arfagem e 𝜃 o ângulo 

de atitude. Os coeficientes da matriz de estados 𝐀 são representados pelas derivadas de estabi-

lidade aerodinâmica, em referência aos eixos de corpo da aeronave e do momento de arfagem (𝑥, 

𝑧 e 𝑚) e os coeficientes da matriz de entrada 𝐁 correspondem as derivadas de controle, ambas 

apresentadas em sua forma concisa; as definições gerais para cada um dos elementos podem 

ser vistas em Cook, 2007, p. 412. 

A solução da equação de estado para o movimento longitudinal da aeronave (Equação 

29) resulta em quatro funções de transferência (dado a presença das quatro variáveis de estado), 

para os quais, o interesse maior será correlato a resposta de ângulo de atitude às entradas de 

controle de profundor, uma vez que o ângulo de atitude é o meio de controle empregado pelo 

piloto para realizar a maior parcela das tarefas de voo (Gibson, 1999, p. 21).  

Neste sentido, a função de transferência para a tarefa de controle de ângulo de atitude 

em razão do comando (e/ou da deflexão aplicada a) de superfície de profundor para a estabilidade 

dinâmica longitudinal pode ser resumida pela Equação 30. 

(29) 
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(
𝑠2
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𝑠
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+ 1) (

𝑠2

𝜔𝑐𝑝
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𝑠

𝜔𝑝𝑐
+ 1)

 

  

                                                         Oscilação de                Oscilação de 

                                                                  fugóide                    período curto  

 

Sendo 𝐾𝜃 o ganho da função de transferência do ângulo de atitude, 𝑇𝜃1
 e 𝑇𝜃2

 as constan-

tes de tempo de modo de fugóide e de período curto, 𝜔𝑓 e 𝜔𝑝𝑐 as frequências naturais das oscila-

ções de fugóide e de período curto 
𝑓
 e 

𝑝𝑐
 as taxas de amortecimento das oscilações de fugóide 

e de período curto.  

Segundo Cook (2007, p. 139), a solução das equações de movimento da dinâmica lon-

gitudinal da aeronave (Equação 29) resultam em descrições polinomiais para os numeradores e 

denominadores da função de transferência, tal que o polinômio de quarta ordem, quando igualado 

à zero 𝐴𝑠4 + 𝐵𝑠3 + 𝐶𝑠2 + 𝐷𝑠 + 𝐸 = 0, possa ser representado como dois pares de raízes reais 

e complexas (𝑠2 + 2
𝑓
𝜔𝑓𝑠 + 𝜔𝑓

2)(𝑠2 + 2
𝑝𝑐

𝜔𝑝𝑐𝑠 + 𝜔𝑝𝑐
2 ).  

A partir desta transformação, as informações essências para o estudo da dinâmica lon-

gitudinal da aeronave podem ser interpretadas em função das constantes de tempo, das taxas de 

amortecimento e das frequências naturais, que proporcionam inúmeras vantagens ao processo 

de análises, de modo a conceber uma visão mais clara sobre o impacto das variáveis no desem-

penho e na estabilidade do avião, além de promover uma equivalência entre os termos conven-

cionais aplicados na estudo dos sistema dinâmicos em geral. 

Desta equação será possível descrever as características da estabilidade longitudinal da 

aeronave (caso necessário, a partir das demais equações), que estão relacionadas ao comando 

da superfície de controle de profundor. Além disso, destaca-se que o denominador da função de 

transferência, chamado de polinômio característico, determina a estabilidade e o comportamento 

dinâmico da aeronave e o numerador será responsável ressaltar e/ou reduzir alguma destas ca-

racterísticas da resposta (Cook, 2007, p. 139). 

 Todavia, de acordo com Gibson (1999, p. 4), a especificação da estabilidade somente a 

partir destes conceitos pode ser inadequada aos modernos sistemas de controle de voo (FCS) 

digitais, que incluem um número maior de parâmetros a serem avaliados, dado a inclusão de 

outros elementos no circuito de controle. Neste sentido, o estudo da estabilidade advém de uma 

exaustiva análise que deve levar em consideração todos os parâmetros que possam influenciar 

o controle da aeronave e para os quais se busca boas qualidade de voo. 

(30) 
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2.3.2.2 Dinâmica latero-direcional 

Do mesmo modo que foi realizado para a dinâmica longitudinal, a estabilidade latero-

direcional da aeronave pode ser avaliada perante a estabilidade e o controle lateral e direcional, 

assim como em relação ao acoplamento entre ambos os movimentos. De acordo com Hurt (1965, 

p. 284), a estabilidade direcional pode ser definida com a tendência da aeronave em retornar ao 

equilíbrio após uma perturbação ao longo do tempo (igualmente ao que foi declarado). Para essa 

condição, o grau de liberdade para a estabilidade dinâmica direcional está voltado para a rotação 

em guinada (momento de guinada 𝑁) sobre o eixo vertical, relacionado ao ângulo de proa 𝜓 

e/ou de derrapagem 𝛽, de acordo com a Figura 42. 

 

Figura 42 – Estabilidade dinâmica direcional – Guinada pura. 

[Adaptado de: Hurt (1965, p. 286)] 

 

A condição de equilíbrio é mantida, assim como a coordenação dos movimentos de con-

trole pode ser realizada através da superfície aerodinâmica de leme. O comando (e/ou deflexão) 

do leme produz um coeficiente de momento de guinada que deve atender a demanda da aeronave 

para a condução da manobra, que pode ser atuado para resultar em um momento positivo ou ne-

gativo, dado o requerimento de direção (à direta ou à esquerda) almejado. 

Em relação a estabilidade dinâmica lateral, o retorno para a posição de equilíbrio envolve 

a rotação de rolagem (momento de rolamento 𝐿 em torno do eixo longitudinal) devido a derra-

pagem lateral 𝛽. Segundo Hurt (1965, p. 295), um momento de rolamento positivo tende a girar 

a asa direita para baixa e a aeronave se desloca para a direita, caso o momento seja negativo, a 

aeronave se desloca para a esquerda. 
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Na Figura 43 são expostas as características do comportamento de estabilidade dinâmica 

lateral para o movimento de rolagem, considerando as condições estável, instável e neutra. 

 

Figura 43 – Estabilidade dinâmica lateral– Rolagem pura. 

[Adaptado de: Hurt (1965, p. 296)] 

 

Todavia, destaca-se que o deslocamento lateral produzido pelo momento de rolamento 

em relação ao ângulo de derrapagem irá promover um momento de guinada, dependendo da 

natureza da estabilidade direcional (Hurt, 1965, p. 299). Neste sentido, a resposta geral de es-

tabilidade lateral faz parte de uma combinação entre os momentos de rolamento, guinada e do 

ângulo de derrapagem. De acordo com Nelson (1998, p. 181), a complexa interação entre essas 

variáveis acopladas produz três tipos (ou modos) possíveis de movimento, que irão correspon-

der a divergência direcional, espiral e ao modo oscilatório de dutch roll (rolamento holandês). 

A divergência direcional está relacionada a condição em que aeronave não apresenta 

estabilidade direcional e para o qual, após ser perturbada, a aeronave tende a girar progressiva-

mente para um ângulo de derrapagem maior. Segundo Hurt (1965, p. 299) e Nelson (1998, p. 

181), essa situação é intolerável, podendo resultar em riscos estruturais e a condições inseguras 

de voo, mas que podem ser evitadas pelo projeto adequado da superfície vertical do estabilizador. 

Ao contrário da divergência direcional, a divergência em espiral decorre de um movi-

mento não oscilatório em caráter da baixa estabilidade lateral quando comparada a alta estabi-
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lidade direcional. O comportamento em espiral, após a aeronave ser perturbada ocorre gradual-

mente, tornando-se mais íngreme, até a condição de mergulho em espiral. Apesar do modo de 

estabilidade dinâmica latero-direcional em espiral ser problemático em seus estágios finais, na 

maioria dos casos, o seu efeito é corrigido durante os períodos anteriormente a quaisquer pro-

gressões alarmantes (Hurt, 1965, p. 299).  

Na Figura 44 são apresentados os dois modos de estabilidade dinâmica para o conceito 

de divergência direcional e em espiral. Ademais, destaca-se que a aeronave que detém de esta-

bilidade estática lateral (efeito diedro), o movimento pode ocorrer sem mudança significativa no 

ângulo de rolamento (Nelson, 1998, p. 181). 

 

Figura 44 – Estabilidade dinâmica latero-direcional – Divergência direcional e em espiral. 

[Adaptado de: Nelson (1998, p. 196)] 

 

Por último, o modo de estabilidade latero-direcional de dutch roll ocorre quando a com-

binação e/ou o acoplamento entre as oscilações de rolagem e guinada têm a mesma frequência, 

e para o qual existe um atraso de fase entre os modos. Segundo Hurt (1965, p. 300), o modo de 

dutch roll geralmente é estável, mas por apresentar um comportamento oscilatório tende a ser 

preocupante, devido às exigências da tarefa.  
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De modo geral, o dutch roll ocorre quando o efeito diedro é alto em comparação à esta-

bilidade direcional estática (inverso à divergência espiral), mas que por ventura, quando a taxa 

de amortecimento é alta (quando possível, devido aos outros modos), o movimento tende a ser 

amenizado. Na Figura 45 é exposto este comportamento. Aliás, ressalva-se que a sugestão desta 

nomenclatura foi proposta em comparação ao movimento característico de um patinador no 

gelo (Nelson, 1998, p. 181 apud Adams, 1959). 

 

Figura 45 – Estabilidade dinâmica latero-direcional – Dutch roll. 

[Adaptado de: Nelson (1998, p. 197)] 

 

Dentre esses três modos de estabilidade dinâmica latero-direcional, o efeito da divergên-

cia direcional é o mais crítico, sendo o dutch roll censurável e a divergência em espiral tolerável 

para baixas taxas de divergência. De acordo com Hurt (1965, p. 300), se a estabilidade direcional 

estática for adequada para evitar o dutch roll, isso possivelmente será suficiente para evitar a 

divergência direcional, uma vez que as boas qualidades de manuseio podem ser obtidas a partir 

de uma alta estabilidade direcional estática e de um pequeno efeito de diedro.
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2.3.2.2.1 Função de transferência para a dinâmica lateral-direcional 

As equações de movimento à pequenas perturbações para a dinâmica lateral-direcional 

da aeronave podem ser descritas do mesmo modo que foi feito para a dinâmica longitudinal, 

em seu formato no espaço de estado e como funções de transferência da resposta. Para a entrada 

de controle de aileron e leme, considerando o deslocamento em derrapagem, as equações line-

arizadas no estado de compensação de equilíbrio podem ser descritas conforme a Equação 31. 

[

𝑣̇
𝑝̇
𝑟̇
𝜑̇

] = [

𝑦𝑣 𝑦𝑝 𝑦𝑟 𝑦𝜑

𝑙𝑣 𝑙𝑝 𝑙𝑟 𝑙𝜑
𝑛𝑣 𝑛𝑝 𝑛𝑟 𝑛𝜑 

0 1 0 0

] [

𝑣
𝑝
𝑟
𝜑

] +

[
 
 
 
𝑦𝛿𝑎𝑐

𝑦𝛿𝑙

𝑙𝛿𝑎𝑐
𝑙𝛿𝑙

𝑛𝛿𝑎𝑐
𝑛𝛿𝑙

0 0 ]
 
 
 
[
𝛿𝑎𝑐

𝛿𝑙𝑐

] 

Sendo 𝛿𝑎𝑐
 o comando de superfície de controle de aileron, 𝛿𝑙𝑐  o comando de superfície de 

controle de aileron, 𝑣 a velocidade lateral, 𝑝 a taxa de rolagem, 𝑟 a taxa de guinada e 𝜑 o ângulo 

de rolamento. Os coeficientes das matrizes 𝐀 e 𝐁 são representados pelas derivadas de estabi-

lidade aerodinâmicas e de controle em função do eixo de corpo 𝑦 e dos momentos de rolamento 

𝑙 e guinada 𝑛, ambos representados em seu formato conciso (Cook, 2007, p. 421). 

A solução da equação de estado para a dinâmica lateral-direcional resulta na descrição 

polinomial do numerador e do denominador da função de transferência de resposta, tal que a 

equação característica para os modos de estabilidade lateral-direcional é representada por um 

polinômio de quinta ordem 𝑠(𝐴𝑠4 + 𝐵𝑠3 + 𝐶𝑠2 + 𝐷𝑠 + 𝐸), que ao ser igualado à zero, possa 

ser transcrito (fatorado) em função das constantes de tempo, da frequência natural e da taxa de 

amortecimento 𝑠(𝑇𝑠𝑠 + 1)(𝑇𝑟𝑠 + 1)(𝑠2 + 2
𝑑
𝜔𝑑𝑠 + 𝜔𝑑

2). 

O tempo simples com raiz zero corresponde ao modo direcional, indicando a condição 

de estabilidade neutra. Segundo McLean (1990, p. 85), uma vez que o rumo (guinada) tenha sido 

alterado (perturbado), não há tendência natural para que a equilíbrio seja restituído, a não ser 

através da ação corretiva nos controles (leme). Os termos (𝑇𝑠𝑠 + 1) e (𝑇𝑟𝑠 + 1) descrevem o 

modo espiral e o modo de subsidência de rolagem (não oscilatórios) e o par de raízes complexas 

(representado pelo termo quadrático) correspondem ao modo de ducth roll (oscilatório).  

As funções de transferência de resposta para a equação de estado (Equação 31) resultam 

em oito funções distintas (devido ao numerador), quatro relacionadas ao controle de aileron e 

quatro em função de leme. Destas equações, optou-se por apresentar a função de transferência 

relacionada ao controle do ângulo de rolamento sob o comando da superfície de controle de 

aileron, de acordo com a Equação 32.

(31) 
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                                                          Modo       Modo de                 Modo 

                                                              Espiral           Rolagem            Dutch-Roll 

Sendo 𝜑 o ângulo de rolamento, 𝐾𝜑 o ganho da função de transferência do ângulo de 

rolamento, 𝑇𝑠 e 𝑇𝑟 as constantes de tempo de modo espiral e do modo de rolagem, 𝜔𝜑 e 𝜔𝑑 as 

frequências naturais de modo de rolagem e do modo dutch-roll e 
𝜑

 e 
𝑑

 as taxas de amorteci-

mento do modo de rolagem e do modo dutch-roll. 

Como a função de transferência de resposta (Equação 34) advém das equações do mo-

vimento da dinâmica linear, as mesmas práticas e técnicas de controle empregada para analisar 

a estabilidade longitudinal por ser utilizadas para a avaliar a estabilidade latero-direcional, res-

salvando suas devidas considerações. 

2.3.3 Equação característica e lugar das raízes 

Com foi introduzido no capítulo anterior, a equação característica é definida a partir do 

polinômio (denominador) da função de transferência de resposta, cujas as suas raízes determinam 

os modos de estabilidade dinâmica da aeronave. De acordo com Cook (2007, p. 227), a solução 

do polinômio ao ser igualado a zero retrata a equação característica, que para os modos de esta-

bilidade dinâmicos da aeronave “clássica” (definida pelas equações de movimento) resulta em 

equações de quarta a quinta ordem.  

Para os helicópteros, as equações podem apresentar oitava ordem e para os sistemas de 

controle de voo (FCS), com lei de controle altamente aumentada, a equação pode chegar à or-

dens superiores a trinta. Deste modo, a interpretação destas equações, com maior ordem podem 

ser problemáticas, dado alta quantidade de raízes (ou pólos) a serem avaliadas. Na Equação 33 

é exposto a equação característica para um sistema de ordem 𝑛. 

𝑛(𝑠) = 𝑎𝑛𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑠

𝑛−2 + ⋯+ 𝑎2𝑠
2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 = 0 

Para um sistema desta ordem, a estabilidade dinâmica pode ser atingida caso todas (es-

tritamente) as raízes da equação característica tenham partes reais negativas 𝑠 = − 𝜎𝑖 (𝑖 = 𝑛), 

(32) 

(33) 
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podendo conter os pares complexos (e/ou imaginários) −𝜎𝑖 ±  𝑗𝜔𝑖, desde que os coeficientes 

constantes da Equação 33 sejam reais (𝑎𝑖 ∈ ℝ𝑛) positivos. Segundo Cook (2007, p.227), a res-

posta transitória para essa condição é dada por 𝑘𝑖𝑒
−𝜎𝑖𝑡 e 𝑘𝑒−𝜎𝑖𝑡sen(𝜔𝑖𝑡 + 𝜙𝑖), tal que a resposta 

após uma perturbação decai a zero com 𝑡 → ∞, sendo assintoticamente estável. Caso qualquer 

uma das raízes tenha parte real positiva, o sistema será instável. 

Além do mais, a estabilidade do sistema pode ser obtida e determinada através dos his-

tóricos da resposta transitória no tempo e da localização dos polos e zeros (raízes do numerador) 

da função de transferência da resposta. De acordo com Cook (2007, p. 287) e Nelson (1998, p. 

243), uma ferramenta propicia para investigar a dinâmica de um sistema de controle é a técnica 

do lugar das raízes, que fornece informações detalhadas sobre a estabilidade do sistema de cir-

cuito fechado, a partir da função de transferência de circuito aberto. 

Este método consiste em expor todas as raízes (polos e zeros) e trajetórias da equação 

característica no plano complexo 𝑠, para a variação de um ou mais dos parâmetros do sistema. 

O diagrama ou método do lugar das raízes foi desenvolvido por Evans (1948, 1950) para deter-

minar todas as raízes da equação diferencial de um sistema de controle por meios gráficos, per-

mitindo a síntese da resposta transitória desejada e/ou da resposta de frequência.  

De modo geral, segundo Nelson (1998, p. 244), a localização da raiz no plano complexo 

𝑠 e o tipo de resposta transitória podem ser determinadas pela posição dos polos, tal que para 

o(s) pólo(s) na metade esquerda do plano a resposta é estável e quaisquer pólo(s) na metade di-

reita leva o sistema a instabilidade. Quanto mais distante a raiz estiver do plano imaginário (à 

esquerda ou à direita), mais rápido (amplitude dobra ou reduz a metade) a resposta converge (ou 

divergente) e todos os pólos localizado no eixo vertical (imaginário) terão estabilidade neutra 

(oscilação constante). 

Caso os pólos estejam sobre o eixo horizontal (real), a resposta tem a mesma frequência 

amortecida e período constantes e quanto mais longe do eixo real, maior será a frequência. Entre 

as linhas radiais e circulares em torno da origem, tem-se que as taxas de amortecimento e as 

frequências naturais não amortecida serão constantes.  

Tais observações sobre a localização dos pólos podem ser vistas na Figura 46, para uma 

equação característica de segunda ordem com coeficientes constantes, de acordo com a Equação 

34; destaca-se que um dos pólos foi suprimido por conveniência (𝜎 − 𝑗𝜔). 

𝑠2 + 2𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2 (34) 
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Figura 46 –  Raízes complexas típicas no plano 𝑠. 

[Adaptado de: Cook (2007, p. 236) e Nelson (1998, p. 137)] 

 

 Além disso, uma função de transferência de resposta com uma equação característica de 

segunda ordem foi proposta para ser avaliada em razão da taxa de amortecimento , mantendo a 

frequência natural não amortecida 𝜔𝑛 constante e numerador igual a 1, segundo a Equação 35. 

𝐺(𝑠) = (
1

𝑠2 + 2𝜔𝑠 + 𝜔2
) 

Para esse caso, a faixa de variação da taxa de amortecimento foi avaliada entre os inter-

valos  < −1, 0 >  > −1,  = 0, 0 <  < 1,  = 1 e  > 1, considerando uma entrada de co-

mando do tipo degrau unitário para a obtenção da resposta transitória. Os resultados obtidos para 

essa condição são apresentados na Tabela 7 e a descrição para cada um dos intervalos simulados 

são apresentados na Tabela 8, diante da posição exibida dos polos em relação ao plano 𝑠 e do 

comportamento dinâmico da resposta transitória. 

 

 

(35) 
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Tabela 7 – Lugar das raízes e respostas temporais para a função  

de transferência 𝐺(𝑠) sob o efeito da variação da taxa de amortecimento 

Taxa de  

amortecimento 
Lugar das raízes Resposta transitória 

 < −1 

  

 
 

 

 

 

0 >  > −1 

 

 

 

   

 = 0 

 

 

  

    

0 <  < 1 
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 = 1 

 

 

   

    

 > 1 

                         

 

 

    
 

[Adaptado de: Northrop Aircraft (1952, p. II-27)] 

 

Tabela 8 – Resumo das respostas obtidas em relação a variação da taxa de amortecimento 

Taxa de  

amortecimento 
Lugar das raízes Resposta transitória 

 < −1 
Duas raízes reais distintas          

positivas 
Movimento crescente exponencial 

0 >  > −1 
Raízes complexas com parte 

real positiva 

Movimento senoidal de crescimento 

exponencial 

 = 0 
Raízes complexas com parte 

real igual a 0 

Movimento senoidal não amortecido 

Movimento harmônico puro 

0 <  < 1 
Raízes complexas com parte 

real negativa 

Movimento senoidal em decrescimento 

exponencial subamortecido 

 = 1 
Duas raízes reais negativas 

iguais 

Movimento em decrescimento 

exponencial com amortecimento crítico 

 > 1 
Duas raízes reais distintas  

negativas 

Movimento em decrescimento 

exponencial superamortecido 

 

[Adaptado de: Nelson (1998, p. 138)] 
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2.4 Acoplamento aeronave-piloto 

Os acoplamentos aeronave-piloto (APC) são caracterizados pelas interações dinâmicas do 

sistema piloto-veículo (PVS) em correspondência ao sistema de controle de voo (FCS), sendo 

representados por fenômenos benignos ou indesejáveis. De acordo com o Conselho Nacional de 

Pesquisa (NRC, 1997, p. 1), as interações do piloto combinadas a dinâmica da aeronave podem 

formar (ou resultar) em um sistema de circuito aberto ou fechado (capítulo 2.1.1), caso as res-

postas estejam fortemente acopladas (ou não) à resposta da aeronave. 

Segundo Hodgkinson & Mitchell (2000, p. 151), os fenômenos benignos correspondem 

ao funcionamento correto (ou normal) do FCS e as situações em que as dinâmicas do PVS forem 

instáveis, o resultado será a efetuação do APC indesejável (ou anormal). Os APCs anormais são 

descritos por oscilações ou divergências raras, não intencionais e inesperadas do PVS (NRC, 

1997, p. 2), que ao assumir um padrão temporal oscilante serão autodenominadas como oscila-

ções induzidas pelo piloto – PIOs.  

Na Figura 47 expõe-se um diagrama esquemático das subdivisões do APC. 

 

Figura 47 – Taxonomia dos fenômenos do APC. 

[Adaptado de: NRC (1997, p. 32)]
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Os APCs desaforáveis são episódios fundamentalmente interativos e que ocorrem durante 

tarefas altamente exigentes, no decorrer de mudanças nas dinâmicas do ambiente, do piloto ou 

da aeronave, que criam ou desencadeiam incompatibilidades entre as respostas reais e esperadas 

do avião (NRC, 1997, p. 3).  

Dos acontecimentos associados aos APCs anormais, os acidentes e incidentes decorrem em 

sua maior parcela por causa de eventos de alto ganho (demanda), que exigem do piloto um con-

trole rígido, como em operações de pouso, reabastecimento aéreo, rastreamento de alvos, condi-

ções climáticas adversas, emergenciais ou em situações que o piloto automático foi desativado, 

enquanto a aeronave está em uma condição inadequada (McRuer, 1995, p. 4). 

Tais considerações são resumidas na Figura 48, dos quais são expostas as condições as-

sociadas à PIO para um PVS elementar de circuito fechado, salientando os elementos necessá-

rios e suficientes e as situações habituais e típicas para sua ocorrência. 

 

 

Figura 48 – Condições associadas à PIO. 

[Adaptado de: Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 9), McRuer (1995, p. 4) e NRC (1997, p. 21)] 
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Contudo, segundo o NRC (1997, p. 19), a maioria das tarefas de voo são realizadas com 

comandos discretos altamente qualificados, adaptados para manobras específicas e empregues 

em entradas de circuito aberto, poucos são os episódios de atenção total, de ações contínuas de 

circuito fechado que demandam alto ganho do piloto para a aeronave ser controlada.  

 Historicamente, a ocorrência dos APCs adversos e da tendência à PIO foi atribuída a con-

tribuição de três elementos principais, que tornam possível o seu desencadeamento, dos quais se 

destaca: a combinação entre a aeronave, do FCS e dos atuadores, sensores e filtros, juntamente 

ao proceder do piloto nas condições de circuito fechado e do gatilho (trigger), que compõe os 

requisitos suficientes para a suscetibilidade à PIO (NRC, 1997, p. 22).  

Na Figura 49 é ilustrado essa concepção. 

 

Figura 49 – Compreensão da PIO. 

[Adaptado de: NRC (1997, p. 19) e Smith (1995, p. 3-5)] 

 

Segundo a Organização de Pesquisa e Tecnologia (Research and Technology Organization 

– RTO) e a Organização do Tratado do Atlântico Norte (North Atlantic Treaty Organization – 

NATO), o gatilho consiste em uma interação que provoca inconstâncias e instabilidades no PVS, 

podendo manifestar um efeito não linear ao FCS ou uma alteração inesperada e/ou não solicitada
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na resposta do veículo. Nessa perspectiva, o piloto sujeita-se a uma condição de voo inadvertida, 

dá qual o mesmo pode não ser capaz de se adaptar ao comportamento do controle de voo às novas 

características dinâmicas da aeronave (RTO/NATO, 2000, p. 75).  

 

2.4.1 Oscilações induzidas pelo piloto 

As oscilações induzidas pelo piloto (PIO) são definidas como oscilações sustentadas ou 

incontroláveis resultantes dos esforços do piloto para manter o controle da aeronave (Klyde, 

McRuer & Myers, 1995 e Duda, 1998, p. 267). As PIOs apresentam aspectos amplos, podendo 

representar um comportamento dinâmico oscilatório momentâneo, facilmente corrigido e de 

baixa amplitude, em contraponto a uma PIO de elevada amplitude, totalmente desenvolvida, que 

compromete a segurança da aeronave, da tripulação e dos passageiros (NRC, 1997, p. 2).  

Segundo Collinson (2011, p. 214) e Hurt (1965, p. 314), o piloto, ao conduzir a aeronave, 

pode induzir vários movimentos através da ação dos controles e para os quais alguns destes mo-

vimentos podem ser indesejáveis, devido à ação inadvertida. Dentre os movimentos que podem 

desencadear à PIO, o modo de estabilidade longitudinal de período curto (relacionado a tarefa 

de controle de atitude de arfagem – capítulo 2.3.2.1), por apresentar frequências relativamente 

altas em um período curto de tempo pode promover uma oscilação sustentada instável, quando 

sujeito a atrasos de fase entre a aeronave, FCS e o piloto. 

O atraso da resposta humana combinado ao atraso do sistema de controle pode certamente 

produzir condições desfavoráveis e prejudiciais à aeronave, que levam à perda de controle de 

voo (LOC-I). De acordo com Hurt (1965, p. 314), as reações de controle inadvertidas podem 

fornecer um amortecimento negativo ao movimento oscilatório, tornando-o instável. Quando a 

PIO é percebida pelo piloto, a solução mais eficaz é liberar (ou abandonar) o controle imediata-

mente, de modo que a aeronave se recupere em virtude da estabilidade dinâmica inerente. 

Quaisquer tentativas de amortecer a força a oscilação pode sustentar e/ou amplificar o 

problema, todavia, nem sempre é possível que a solicitação de controle seja abandonada, uma 

vez que às PIO são notoriamente associadas ao pouso e à decolagem, tal que o piloto possa estar 

em uma condição ao qual seja indevido e inviável a retirada de comando. Salienta-se que o inter-

valor entre estes eventos é muito rápido, e mesmo que o piloto seja bem treinado e tenha as altas 

horas de voo perante a aeronave, essa condição ainda não deixa de ser preocupante, principal-

mente em relação a fase de voo ou do tipo de missão/tarefa a ser executada.
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Segundo Gibson (1999, p. 139), as respostas advindas do FCS sobre às PIO podem ser 

relacionadas às características dinâmicas do PVS de alta e baixa ordem. Para as aeronaves con-

vencionais, anteriores ao surgimento dos FCS Fly-by-wire, a resposta dinâmica do PVS é con-

siderada de baixa ordem, apesar de estarem incluídos a dinâmica do atuador e de outros elemen-

tos que possam aumentar a estabilidade (além do piloto e da aeronave), mas que em si, a esta-

bilidade dinâmica do PVS permanece correlata as equações de movimento da aeronave. 

Nesta condição, as PIOs são classificadas (capítulo 2.4.2) em condições aceitáveis e/ou 

satisfatórias e para os quais o piloto consegue manter o controle da aeronave reduzindo o ganho, 

com uma pequena perda no desempenho. Para os sistemas de alta ordem, que incluem as aero-

naves FBW e a utilização dos FCS digitais, a ordem das leis de controle aumentam considera-

velmente, de tal modo que a significância direta entre o comportamento dinâmico da aeronave 

é suprimida (e/ou sobreposta). 

Da resposta para o sistema de alta ordem, tem-se que os principais problemas foram re-

lacionados a atrasos digitais e a sua maior complexidade, dado que a compreensão de cada uma 

das raízes poderia não ser totalmente compreensível. De acordo com Gibson (1999, p. 132), foi 

a partir da dificuldade em compreender os sistemas de alta ordem, que irá surgir o conceito de 

sistema equivalente de baixa ordem (Low order equivalent system – LOES). 

Para este cenário, as PIOs são caracterizadas entre baixas frequências e grandes amplitu-

des, com classificação adequada e/ou controlável, e que embora a tarefa possa ser realizada, os 

movimentos indesejáveis são facilmente induzidos, exigindo atenção total e esforços para man-

ter o controle, com perda do desempenho da tarefa que podem levar ao abandono do manche, e 

na pior hipótese, a perda de controle. 

Uma resposta de alta e de baixa ordem para um sistema de controle genérico é exposta por 

Gibson (1986, p. 444, 1995, p. 146, 1999, p. 171), do qual são ilustradas algumas das considera-

ções comentadas anteriormente para ambos os sistemas e para os quais será possível observar a 

forma da resposta de frequência, conforme o diagrama de Nichols exposto na Figura 50. Segundo 

Gibson (1986, p. 437), a área de interesse destaca à região entre as defasagens de fase de −180 

a 200 (°), para determinação da frequência PIO. 

O estudo do PVS foi realizado assumindo um modelo de piloto com ganho síncrono, des-

considerando a equalização do piloto ao assumir o comportamento precognitivo de ganho puro 

durante a condição PIO (Gibson, 1986, 437). A resposta de baixa ordem tipifica os casos experi-

mentais livres de PIO, dado que o atraso de fase não deve exceder o ângulo de fase de −180 (°).  
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Figura 50 – Características gerais da tendência PIO para as respostas de 

frequência de alta e baixa ordem de uma tarefa de controle de atitude de arfagem. 

[Adaptado de: Gibson (1995, p. 146, 1999, p. 171 apud 1986)] 

 

Para o exemplo proposto, Gibson (1999, p. 150) destaca que a resposta de baixa ordem 

ultrapassa o atraso de fase de −180 (°) devido ao sistema de atuadores da superfície aerodinâ-

mica, contudo, os limites de ganho impostos pelo FCS atenuam e garantem que a margem de 

ganho seja satisfatória para a tarefa de controle. Da resposta de alta ordem, tem-se os casos que 

tiveram problemas graves em relação à PIO. 

Segundo Gibson (1999, p. 150), as respostas dos FCS foram progredindo da classificação 

aceitável para inaceitável à medida que a função característica do sistema foi aumentada, além 

disso, o aumento do atraso de fase faz com que o sistema de baixa ordem torna-se de alta ordem. 

O autor ainda destaca que o incremento de um filtro simples de atraso na tentativa de suavizar 

e/ou atenuar o comportamento abrupto do piloto pode resultar no aumento da amplitude na fre-

quência PIO na qual o piloto fica “travado”, ao invés de fornecer a atenuação da resposta. 

As instabilidades do FCS e os problemas associados à PIO tem sido recorrente aos avan-

ços tecnológicos, que promoveram um aumento desta incidência. A partir disso, foram desen-

volvidos inúmeros trabalhos e pesquisas a fim de estudar e compreender os efeitos dessas inte-

rações, com intuito de desenvolver contramedidas para assegurar as qualidades de voo as aero-

naves e de modo a diminuir a ocorrência destes eventos (Gibson, 1999, p. 200). Atualmente, as 

PIOs são divididas em quatro categorias, classificadas em consideração a alguns comportamen-

tos distintos do PVS de circuito fechado. 
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2.4.1.1 Categoria I 

 As características efetivas da aeronave para esta categoria são essencialmente lineares 

e a conduta do piloto se aproxima de um comportamento linear e estacionário em relação ao 

tempo. A resposta dessas interações pode ser interpretada de forma separada, entre o elemento 

linear, que descreve a função de acionamento sob a entrada específica e da parcela remanescente 

induzida pelo piloto, considerando uma entrada do tipo senoidal e a saída correspondente ao so-

matório da senoide com o composto de seus harmônicos subsecivos (NRC, 1997, p. 34). 

Alterações no ganho do piloto, do elemento controlado, sensibilidade não linear do man-

che ou desatenções do piloto podem ser referidas, já que se enquadram nesta categoria. As osci-

lações do PVS podem ser ocasionais ou induzidas, de caráter repetitivo, que pode ser suprimida 

através da redução do ganho, desaplicando o esforço de manche, em caso iniciais. Em circuns-

tâncias adversas, a atuação do piloto pode não ser o suficiente para transtornar o evento, propor-

cionando fenômenos graves (Gibson, 1999, p. 139 e McRuer, 1995, p. 79). 

Os principais componentes da aeronave associados a suscetibilidade à PIO linear são 

aqueles que restringem de forma inapropriada a capacidade do piloto se adequar ao ganho do 

PVS em circuito fechado. Os atrasos de fase (ou de tempo) excessivos limitam a faixa de ajuste 

de ganho, diminuindo a largura de banda e o desempenho do PVS. Ademais, outro fator a ser 

salientado é o ganho efetivo “inadequado”, que quanto mais elevado, mais a aeronave se torna 

sensível aos comandos, em contrapartida, o inverso proporciona lentidão à resposta (Hodgkin-

son & Mitchell, 2000, p. 150; NRC, 1997, p. 35). 

Em RTO/NATO (2000, p. 53 apud Gibson, 1999) se retratam duas subdivisões entre os 

problemas confrontados na categoria I. A PIO clássica de baixa ordem é caracterizada por os-

cilações resultante do excesso de sensibilidade, bobble (oscilações de baixa amplitude e amor-

tecidas) excessivos ou dropback (diferença/queda entre a atitude de arfagem no momento em 

que o manche é liberado em relação ao estado estacionário), frequência natural demasiadamente 

pequena e baixo amortecimento, sendo esses alguns dos fatores resultantes da dinâmica subor-

dinada a aerodinâmica “inata” (subordinada as equações de movimento – teoria clássica).  

As respostas neste caso são imediatas (ou quase) e acopladas à entrada do manche, tor-

nando possível a diminuição do ganho. Em contraponto, as PIO de alta ordem, de acordo com a 

RTO/NATO (2000, p. 53), estão associadas ao FCS, incluindo atrasos de fase adicionais devido 

a filtros, taxa de amostragem, sensores, ganhos excessivos no percorrer do comando e da satu-

ração do sistema de atuação, que atrasam a resposta e “incapacita” o piloto de sustar o evento.
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2.4.1.2 Categoria II 

As oscilações do PVS são caracterizadas por eventos quase lineares, relacionados a limi-

tação de taxa e/ou posição (McRuer, 1995, p. 80 e NRC, 1997, p. 36). Nesta categoria, as aerona-

ves apresentam não linearidades intrínsecas a sua concepção, devido às restrições físicas ligadas 

à transmissão mecânica dos elementos da superfície de controle, como hastes de deflexão, limi-

tadores de taxa e de posição e a restrições digitais (artificiais) correlacionadas ao hardware e ao 

software do controlador, que são atribuídas para proteger os sistemas de atuação hidráulicos (e/ou 

de outro subsistema), a fim de evitar sobrecargas (Ossmann, Heller & Brieger, 2008, p. 2).  

Em particular, a limitação de taxa do atuador foi apontada como causa recorrente de mu-

danças repentinas na dinâmica da aeronave, que veio a contribuir para incidentes e acidentes nos 

últimos anos (Klyde & Mitchell, 2004, p. 804 e Hess & Snell, p. 90). A saturação de taxa pode 

ocasionar às PIO por certas razões, uma vez que a limitação proporciona um atraso adicional (de-

pendente da amplitude) entre a posição do atuador comandado e da acomodação real, que tende 

a desestabilizar o FCS, definindo a magnitude do ciclo limite de circuito fechado. 

Está condição reduz o ganho efetivo e a largura de banda do PVS, promovendo ao piloto 

uma redução da efetividade do controle, e sendo a resposta não iminente, o operador tenta com-

pensar com uma entrada de ganho maior, amplificando o problema (RTO/NATO, 2000, p. 54). 

A limitação de taxa ainda pode resultar em modificações efetivas da dinâmica de corpo rígido 

da aeronave, tornando-a instável. 

Segundo Klyde & Mitchell (2004, p. 47) e o NRC (1997, p. 47), a saturação de taxa do 

atuador de circuito fechado reduz a margem de estabilidade do PVS, promovendo perda de con-

trole, uma vez que as mudanças na dinâmica da resposta são frequentemente graves. De acordo 

com o RTO/NATO (2000, p. 55), as diretrizes básicas enaltecem que é preciso investigar a res-

posta da aeronave na região de atraso de fase de −180 (°) com o máximo de entradas possíveis, 

por mais irreais que possam aparentar, já que quanto maior for a atenuação do ganho no caminho 

de comando nas regiões propiciais à PIO, menor será o risco de saturação dos controles.  

De certo modo, as PIO de categoria II são correlatas as de categoria I, exceto pelo domínio 

das não linearidades, sendo reiteradamente graves, enquanto às PIO de categoria I abrange níveis 

de baixa a alta amplitude. Deve-se notar, no entanto, que a limitação da taxa não resulta necessa-

riamente em PIOs e a metodologia de previsão da suscetibilidade à PIO, particularmente após 

um evento não linear, ainda não é completamente compreendida. (Collinson, 2011, p. 214; Hess, 

1997, p. 1147, Klyde & Mitchell, 2004, p. 812 e RTO/NATO, 2000, p. 102 apud Gibson, 1999).



| 79 

 

 

 

2.4.1.3 Categoria III 

As oscilações do PVS desta classe são identificadas como transições não lineares do ele-

mento controlado ou da dinâmica comportamental do piloto, uma vez que essas alterações podem 

ser concatenadas ao comando do piloto (McRuer, 1995, p. 80). As trocas entre os modos do sis-

tema, alterações internas no FCS e modificações das configurações aerodinâmicas são reconhe-

cidos como fatores resultante para ocorrência desta categoria (Ossmann, Heller & Brieger, 2008, 

p. 2 e NRC, 1997, p. 36). 

A tecnologia FBW permitiu que fossem projetados FCS com elaborados modos digitais 

para o PVS, destinados a aperfeiçoar o desempenho da aeronave em inúmeras missões, sob as 

condições de voo esperadas. Nesse sentido, o NRC (1997, p. 5) destaca que essas trocas, quando 

implementadas adequadamente, ocorrem de forma discreta, não afetando a operação do piloto. 

Todavia, a complexidade inerente do FCS modernos dificulta aos projetistas antecipar todas as 

interações possíveis de ocorrer atadas ao piloto.  

De acordo com RTO/NATO (2000, p. 127) e Ashkenas, Jex & McRuer (1964, p. 21), as 

PIO de categoria III são caracterizadas por interações altamente não lineares (e/ou incluindo múl-

tiplas não linearidades dominantes), correlatas ao veículo, FCS, piloto e as leis de controle. Além 

disso, a própria aeronave contém não linearidades relacionadas a cinemática e aos efeitos aero-

dinâmicos, como no caso do número de Mach, ângulo de ataque, ângulo de derrapagem e da po-

tência dos motores.  

O comportamento do piloto manifesta os efeitos não lineares e variantes no tempo e o 

FCS exibe essa condição através dos limites de taxa, posição e de aceleração. As leis de controle 

retratam essa premissa a partir das trocas entre modos, filtros, limitações e de proteções (RTO/ 

NATO, 2000, p. 128). Os aviões com múltiplas superfícies de controle de eixo podem apresen-

tar problemas ao combinar a entrada entre a manobra de rolagem e de arfagem, na utilização de 

canards, flapes e empuxo vetorial; esse caso é tipificado com um problema de múltiplos eixos, 

que proporciona um aumento na gravidade da situação (McRuer, 1995, p. 11). 

As interações altamente não lineares proporcionam PIOs sérias e de complexa análise. 

As transições da dinâmica do piloto e da aeronave efetiva se relacionam entre as características 

de pré-transição e as de pós-transição, dá qual, quanto mais a resposta se difere, maior a seve-

ridade da PIO (NRC, 1997, p. 37).
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2.4.1.4 Categoria IV 

A categoria IV foi inserida há pouco tempo, sendo destinada a efetuar análises aos efeitos 

das interações entre as entradas do piloto ao comando e das interações estruturais entre os modos 

flexíveis da aeronave (Drewiacki, Silvestre & Neto, 2019, p. 1539, Klyde & Mitchell, 2004, p. 

805; Moreira, et al., 2023, p. 2; Ossmann, Heller & Brieger, 2008, p. 2 e Paladini, Drewiacki & 

Bidinotto, 2024, p. 1). Incluir os modos estruturais nas análises é algo ambicionado, já que estu-

dos incluindo os modos dinâmicos estruturais demonstram que essa condição afeta considera-

velmente as qualidades de voo (Powers, 1996, p. 1).  

De acordo com Drewiacki, Neto & Silvestre (2020, p. 3 apud Ashkenas, Magdaleno & 

Mcruer, 1983), o piloto humano não é capaz de fechar um circuito de controle para controlar um 

dos modos flexíveis da aeronave devido à natureza de frequências mais altas e das limitações 

correspondente a fisiologia humana. Todavia, a flexibilidade da fuselagem pode incrementar 

atrasos adicionais ao modo estrutural de corpo rígido e contribuir para às PIO. Neste caso, a 

inclusão da categoria IV é adequada. 

Além disso, existem poucas referências que denominam uma divisão íntegra e plena entre 

a categoria IV e as oscilações “aumentadas” (termo um tanto quanto controverso, assim como 

a palavra “induzidas” para às PIOs) pelo piloto (PAO), de tal forma que se torna imprecisa sua 

distinção (apesar da alta similaridade). Deste modo, se apresenta ambas as suas definições, de 

forma separada, a fim de salvaguardar qualquer inexatidão de conceitos. 

2.4.1.4.1 Oscilações aumentada pelo piloto 

A eminente necessidade de implementar novos projetos de aeronaves mais eficientes su-

cede do estudo da aproximação entre as frequências dos modos estruturais do corpo rígido e elás-

tico, de forma que os efeitos da aeroelasticidade nas qualidades de voo não podem ser desconsi-

derados (Drewiacki, Neto & Silvestre, 2020, p. 2). 

O comportamento aeroelástico de um veículo aéreo pode apresentar potencial para afetar 

o controle e a sua estabilidade em configurações que não são totalmente compreendidas. Segundo 

Norton (1994, p. 10-3), é essencial que sejam conhecidas as fontes de instabilidade em um pro-

blema de acoplamento aeroelástico. Os modos aeroelásticos de resposta da estrutura da aeronave 

são variáveis que comumente são desconsideradas, mas que contribuem para tais instabilidades. 

Os modos de deformação, como o de torção da asa, a primeira flexão longitudinal da fu-

selagem e a inclinação vertical do estabilizador são exemplos de situações propicias para esses 
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eventos, sendo que cada modo tem sua frequência, forma e amortecimento associados, sujeitos 

a alterações inerciais da dinâmica rígida e das cargas aerodinâmicas (Norton, 1994, p. 10-3). 

Deste modo, as PAO podem ser descritas, segundo Norton (1994, p. 10-4), como oscilações 

aeroelásticas ou vibrações mecânicas que produzem acelerações na estação de controle do piloto 

ou na resposta rígida do corpo da aeronave, das quais o piloto acidentalmente se une, sustentando 

ou aprimorando essas dinâmicas. 

2.4.2 Escalas de classificação e definições sobre as qualidades de voo 

As qualidades de voo de uma aeronave estão correlacionadas às características de estabi-

lidade e controle, que são avaliadas perante a impressão que o piloto tem sobre a manobrabilidade 

do avião (Nelson, 1998, p. 164). Os pilotos emitem uma opinião subjetiva sobre a facilidade ou 

dificuldade de controlar a aeronave em voo estável, dada uma missão ou manobra a ser desem-

penhada, ao qual, essa impressão oscila entre questões sobre a percepção e sensibilidade aos co-

mandos, segundo as forças e os gradientes dos elementos de controle. 

Segundo a Norma de Interface do Departamento de Defesa (Department of Defense In-

terface Standard, 2004, p. 88) MIL-STD-1797A, os requisitos de qualidade de voo são elabora-

dos para permitir que as aeronaves sejam avaliadas sobre certas especificações, como sobre o 

tipo ou classe do avião, em relação a fase ou tarefa de voo, assim como para os graus qualitativos 

de adequação para as qualidades de voo, dado os níveis estabelecidos (Cook, 2007, p. 252). 

Além destas subdivisões, uma escala de classificação importante foi proposta por Cooper 

e Harper (Cooper Harper Rating – CHR, Cooper & Harper, 1969, p. 12), sendo está uma orien-

tação frequentemente empregada para avaliar as qualidades de manuseio de uma aeronave. O 

sistema é composto por uma árvore de decisões, que considera a adequação das tarefas, as ca-

racterísticas da aeronave e a avaliação do piloto para medir e classificar as qualidades de voo atra-

vés da opinião dos pilotos ao conduzir a aeronave ou o modelo da aeronave – em voo ou em um 

simulador de voo (Harper & Cooper, 1986, p. 524).  

De acordo com Hodgkinson & Mitchell (2000, p. 119) e Harper & Cooper (1986, p. 525), 

a escala apresenta uma classificação de dez pontos, em que (1) é excelente e (10) representa as 

piores qualidades possíveis, separadas em três agrupamentos de níveis 1, 2 e 3, a fim de ampliar 

a avaliação. A escala foi descrita para ser dicotômica, com o intuito de facilitar a repetitividade 

por meio de uma série de decisões relacionadas ao desempenho da tarefa e a carga de trabalho 

do piloto. Os fatores que afetam a opinião dos pilotos estão dispostos entre a tarefa de pilotagem, 

quais deficiências estão presentes e sobre as condições do ambiente atmosférico. 
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A escala é exposta na Figura 51. 

 

Figura 51 – Escala de classificação Cooper-Harper para medir a opinião dos pilotos. 

[Adaptado de: Cooper & Harper (1969, p. 12), Department of Defense Interface Standard (2004, p. 89), 

Durham (2013, p. 153), Harper & Cooper, 1986, p. 525 e Hodgkinson & Mitchell (2000, p. 120)] 

 
Em relação às PIOs, a aplicabilidade da escala de classificação Cooper-Harper pode ser 

um pouco restrita e/ou limitada, dado que a abrangência do conceito de qualidade de voo pro-

posta pela árvore de decisões pode dificultar a avaliação do piloto. Deste modo, Cooper & Harper 

(1969, p. 12) destacam que pode ser desejável classificar os comentários dos pilotos perante uma 

característica específica, como no caso das PIO. 

 Um exemplo de classificação para a avaliação da tendência PIO é exposto na Figura 52, 

onde é possível observar o diagrama de um fluxograma de decisões modificado e adequado a 

análise à PIO, sendo a escala de classificação dividida em seis partes. Para os valores 1, 2 e 3, a 

tendência PIO é inexistente, sendo classificada entre as qualidades de voo: satisfatória e/ou ade-

quada e para os demais valores (4, 5 e 6), a tendência à PIO são evidentes, tais que as oscilações 

sustentadas acarretam em perda de desempenho, controle rígido e/ou do abandono da tarefa.  
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Figura 52 – Fluxograma de classificação de tendência à PIO. 

[Adaptado de: Bjorkman (1986, p. 48), McRuer (1995, p. 38) e Weingarten & Chalk (1981, p. 44)] 

Além disso, de acordo com Circular Consultiva (AC 25-7D apud Administração Federal 

de Aviação – FAA), essa escala pode ser caracterizada em relação a proposta de quatro termos, 

que resumem a condição PIO nas categorias: SAT: Satisfatório, ADQ: Adequado, COM: Con-

trolável e UNSAT: Insatisfatório ou reprovado, ao contrário da classificação de 6 pontos exposta 

na Figura 52; resumidamente, a proposta une as duas melhores e as duas piores classificações 

nas categorias SAT (1 e 2) e UNSAT (5 e 6).  

A descrição da escala de classificação de tendência à PIO pode ser lida na Tabela 9. 
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Tabela 9 – Escala de classificação de tendencia à PIO 

Classificação 

FAA HQ 
Descrição das características PIO 

Classificação 

numérica 

SAT 

Não há tendência do piloto em induzir movimentos indesejáveis. 1 

Os movimentos indesejáveis tendem a ocorrer quando o piloto inicia ma-

nobras bruscas ou tenta um controle rígido. Estes movimentos podem ser 

evitados ou eliminados pela técnica do piloto. 

2 

ADQ 

Os movimentos indesejáveis são facilmente induzidos quando o piloto 

inicia manobras bruscas ou tenta um controle rígido. Estes movimentos 

podem ser evitados ou eliminados, mas apenas com o sacrifício do desem-

penho da tarefa ou através de considerável atenção e esforço do piloto. 

3 

CON 

As oscilações tendem a desenvolver-se quando o piloto inicia manobras 

abruptas ou tenta um controle rígido. O piloto deve reduzir o ganho ou 

abandonar a tarefa para recuperar. 

4 

UNSAT 

As oscilações divergentes tendem a desenvolver-se quando o piloto inicia 

manobras abruptas ou tenta um controle rígido. O piloto deve abrir o cir-

cuito de controle, libertando ou congelando o manche. 

5 

As perturbações ou o controle normal do piloto pode causar oscilações di-

vergentes. O piloto deve abrir o circuito de controle, libertando ou conge-

lando o manche. 

6 

 

[Adaptado de: AC 25-7D (2018, p. 5-11), Bjorkman (1986, p. 48), Cooper & Harper (1969, p. 25),  

Difranco (1967, p. 18), McRuer (1995, p. 38) e Smith (1978, p. 27)] 
 

2.4.3 Metodologias para avaliar a estabilidade do FCS em relação à PIO não linear 

A tecnologia FBW possibilitou que as aeronaves pudessem ser projetadas em conjunto 

com vários modos dinâmicos, que são destinados a melhorar o desempenho do avião para cada 

tipo de missão, dada as condições de voo dentro do envelope de voo. A evolução dos sistemas 

FBW permitiram a otimização dos modernos FCS, mas que por apresentarem alto nível de con-

trole, necessitam passar por uma extensiva análise para certificar a estabilidade e a robustez do 

sistema em todo o seu envelope de voo (Ossmann, Heller & Brieger, 2008, p. 2).  

Ademais, destaque-se que em análises insuficientes, corre-se o risco de existirem condi-

ções imprevistas, como em relação a saturação de taxa do atuador, que distingue a resposta real 

da superfície aerodinâmica, degradando o desempenho do sistema e podendo produzindo osci-

lações ocultas não lineares, que podem passar despercebidas (Andrievsky et al., 2013, p. 75). 

Em virtude do avanço tecnológico e em conformidade com as necessidades iminentes do 

período, foram desenvolvidos inúmeros trabalhos, a fim de avaliar e analisar as características 

dos sistemas de controle (ou somente a deste) em correspondência às PIOs, envolvendo: modelos 

de piloto, servomecanismos, funções de descrição, leis de controle e demais abordagens não li-

neares dentro do PVS, envolvendo (ou não) a saturação de taxa. 
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Dentre algumas metodologias atuais empregadas para avaliar a estabilidade e a perda de 

controle (LOC) em relação (ou correspondente) aos FCS e às PIO, se expõe: 

 

Tabela 10 – Metodologias empregadas para avaliar a estabilidade do FCS em relação à PIO/LOC 

Abordagens, métodos e contribuições Autor(es) [Ref.] 

Alocação de controle 

(Control Allocation technique to recover from  

Pilot-Induced Oscillations – CAPIO) 

Acosta et al. (2015), Boskovic & Mehra (2002), Durham 

& Bordignon (1996), Page & Steinberg (2000), Yildiz 

& Kolmanovsky (2010), Tohidi, Yildiz & Kolmanovsky 

(2017), Tohidi, Yildiz & Kolmanovsky (2018), Tohidi & 

Yildiz (2020) e Yildiz, Kolmanovsky & Acosta (2011). 

Anti-windup 

Barbu et al. (1999), Barbu et al. (2005), Biannic, Tar-

bouriech & Farret (2006), Biannic & Tarbouriech (2007, 

2009), Brieger et al. (2012), Leonov et al. (2012), Puyon 

& Biannic (2013), Queinnec et al. (2017), Sofrony et al. 

(2006) e Virnig e Bodden (1994). 

Cenários de bifurcação Bucolo et al. (2020). 

Controle adaptativo 𝐿1 Wang, Santone & Cao (2012). 

Controle integral proporcional de ordem fracionária 

(Fractional-Order Proportional-Integral – FOPI) 
Yuan, Chen & Fei (2018). 

Detecção em tempo real Mitchell & Arencibia (2004). 

Dica inteligente (smart-cue) e 

Ganho inteligente (smart-gain) 
Klyde & McRuer (2009). 

Dicas preditivas Stepanyan et al. (2017). 

Esquemas de compensação de limite de taxa 

(compensador DASA, SAAB, 𝐻∞) 
Gatley et al. (2006). 

Estrutura de acidentes por perda de controle em voo 

(Loss of Control - Accident Framework – LOCAF) 
Ancel & Shih (2012). 

Indicadores de exibição Lombaerts et al. (2017). 

Modelo de controle preditivo 
(Model Predictive Control – MPC) 

Galuppini, Magni & Raimondo (2018), Liang et al. 

(2007) e Rezaei & Khosravi (2023). 

Plano de parâmetros Perng (2011). 

Pré-filtro não linear (RLPF*/SWRL*) Liebst, Chapa & Leggett (2002). 

Redes Neurais Campbell et al. (2021). 

Pequenas ondas 

(Wavelet) 

Klyde et al. (2004); Klyde et al. (2020) e Thompson  

et al. (2004). 

Voo virtual digital Wang et al. (2021) e Wang et al. (2023). 

Variedade central estável 

(Center-stable manifold) 
Tran et al. (2017). 

Obs.*: Alguns dos trabalhos incluídos não tratam diretamente da temática PIO, contudo, de maneira indireta, 

foram percussores e/ou contribuem ao assunto e/ou ao desenvolvimento do método. 

           RLPF: Pré-filtro limitador de taxa não linear (Nonlinear Rate Limiter Prefilter) 

           SWRL: Filtro de limite de taxa de software (Software Rate Limit filter)            
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3. CRITÉRIO PONTO DE INÍCIO DE CIRCUITO ABERTO 

Neste capítulo, apresenta-se o desenvolvimento teórico e matemático do critério ponto de 

início de circuito aberto (OLOP). De início, serão abordados os conceitos básicos e fundamentais 

sobre as não linearidades e de seus comportamentos característicos, que poderão ser representa-

dos através do método da função descritiva; técnica esta, que permite a descrição de uma função 

não linear baseada nos termos da série de Fourier. Após esta etapa introdutória, será descrito o 

critério OLOP propriamente dito, que foi desenvolvido para avaliar a estabilidade de sistemas de 

controle de voo (FCS) às oscilações induzidas pelo piloto (PIO) devido a saturação de taxa do 

elemento limitador (RLE), com base na utilização da função descritiva. 

3.1 Não linearidades 

As não linearidades, assim como seu nome sugere, são caracterizadas devido aos com-

portamentos típicos e não lineares dos elementos dos sistemas dinâmicos, que embora possam 

ser aproximados – quando os efeitos são pequenos ou variam lentamente com o tempo, aos mo-

delos quase-lineares, os seus padrões de comportamento são diferentes e distintos, dado a vari-

edade de não linearidades existentes (Graham & McRuer, 1961, p. 1).  

Em síntese, todos os sistemas físicos, segundo Slotine & Li (1991, p. 4), serão não line-

ares e irão conter parâmetros que variam no tempo em algum grau. Deste modo, os sistemas 

verdadeiramente não lineares serão aqueles que não podem ser definidos como “superlineares”, 

descritos por equações diferenciais ordinárias, lineares, com coeficientes constantes, ao qual, o 

método da função de transferência não é apropriado (Graham & McRuer, 1991, p. 1090).  

As não linearidades são onipresentes nos sistemas dinâmicos, das quais pode-se dividi-

las entre as categorias: parasitas, inerentes ou naturais (atritos, folgas, forças centrípetas) e inten-

cionais, essenciais ou artificiais (limitação, amortecimento variável, pré-carga, relé), simples ou 

complexas, univariada ou multivariadas e contínuas ou descontínuas (Graham & McRuer, 1961, 

p. 26 e Slotine & Li, 1991, p. 4).  

As não linearidades inerentes, parasitas ou naturais são implícitas do elemento ou do sis-

tema dinâmico e para os quais se busca eliminá-las, ou ao menos minimizar os seus efeitos. De 

acordo com Graham & McRuer, (1991, p. 1091), existem inúmeras não linearidades desta ca-

tegoria incluídas nos FCS, dependendo do elemento do sistema a ser analisado, dentre sensores, 

amplificadores, condicionadores de sinais, atuadores, conexões ou a própria aeronave. Em siste-

mas de controle manuais, as não linearidades estão relacionadas a atritos, folgas e histerese me-
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cânica, que em geral, são indesejadas. Destaca-se que o advento dos sistemas de voo Fly-by-Wire 

(FBW) tem contribuído para a minimização destes efeitos. 

Em contraponto, as não linearidades nos estágios posteriores de amplificação e de con-

dicionamento de sinais tendem a serem intencionais, essenciais ou artificiais. A pré-carga tem 

sido aplicada nos manipuladores manuais FBW, com o intuito de evitar pequenos movimentos 

inadvertidos das mãos, para centralizar e dessensibilizar os manipuladores ou para carregar a 

folga em engrenagens (Graham & McRuer, 1991, p. 1095). Outro exemplo é a utilização da zona 

morta em sistemas de alívio de carga, para que os operadores somente atuem quando o fator de 

carga normal for superior a um dado valor mínimo.  

A limitação e/ou saturação, assunto este que será abordado a seguir, estão incluídas entre 

as não linearidades intencionais, essenciais ou artificiais, dado as categorias quase contínuas ou 

essencialmente discretas (Graham & McRuer, 1991, p. 1095). Os efeitos da saturação dos am-

plificadores, dos limites de posição de controle e da limitação da velocidade do atuador produ-

zem dependências na forma da resposta (e na estabilidade do controle) em relação à entrada. 

São consideradas como quase contínuas, pois atuam dentro de um determinado limite, 

uma vez que serão inativas até que os valores sejam excedidos perante as quantidades de movi-

mento (ou de alguma restrição física e/ou digital) do avião. Os limitadores são empregados prin-

cipalmente para restringir o fator de carga e as posições de superfície de controle, além de serem 

utilizados para a proteção dos atuadores. Nas Figuras 53 e 54 são apresentados alguns dos ele-

mentos não lineares casualmente encontradas na literatura, reunidos entre simples e complexos: 

 

 

Figura 53 – Não linearidades simples. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 29, 1991, p. 1095)] 
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Figura 54 – Não linearidades complexas. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 29, 1991, p. 1095)] 

 

Segundo Graham & McRuer (1991, p. 1093), os pilotos humanos, quando considerados 

como elementos quase-lineares do sistema de controle, dado sua capacidade de ajuste, podem, 

na medida do possível, inverter e amenizar os efeitos não lineares, ao fornecer mudanças nos ga-

nhos e nos modos da aeronave, suprindo em parte a demanda necessária para evitar a não line-

aridade.  

Todavia, os esforços do piloto para manter o controle da aeronave podem resultar em 

oscilações sustentadas, condição instável e indesejada, que provoca as oscilações induzidas pelo 

piloto (PIO), assunto este que foi abordado no capítulo 2.4. Salienta-se que as causas e as soluções 

das PIO não estão relacionadas totalmente ao piloto (como o termo induzido aparenta sugerir), 

mas nas características não lineares dos sistemas e nos demais aspectos que tornam o sistema 

piloto-veículo (PVS) instável. 

Neste sentido, os sistemas não lineares não são apenas diferentes dos lineares, nos que-

sitos físicos e matemáticos, além disso, os mesmos apresentam próprias características indivi-

dualizadas, não existindo uma teoria geral que os enquadre. O princípio da sobreposição não é 

aplicável, assim como as transformações de Laplace, de modo que os problemas devem ser tra-

tados diretamente e dentro de suas particularidades, dada a combinação de cenários e de com-

binações possíveis do sistema (Graham & McRuer, 1961, p. 45).  
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Apesar disso e embora a análise de sistemas de controle não lineares possam ser difíceis, 

existem três métodos habituais que podem ser aplicados, com suas respectivas vantagens e des-

vantagens, para obtenção de soluções aproximadas e de informações sobre a estabilidade em 

pequenos instantes, aos quais, destaca-se: 

• Plano de fase 

Método gráfico de estudo de sistemas não lineares de segunda ordem. Propõe-se a re-

solver graficamente uma equação diferencial de segunda ordem, resultando em trajetórias de 

movimento do sistema em um plano bidimensional, denominado por plano de fase. 

• Teoria de Lyapunov 

Método indireto e direto da teoria de Lyapunov. O método indireto, ou método de line-

arização, afirma que as propriedades de estabilidade de um sistema não linear nas proximidades 

de um ponto de equilíbrio são essencialmente as mesmas de sua aproximação linearizada. O 

método direto, ou análise de Lyapunov, é uma generalização dos conceitos de energia associados 

a um sistema mecânico: O movimento de um sistema mecânico é estável se sua energia mecâ-

nica total diminui o tempo todo. 

• Função descritiva 

O método da função descritiva permite que os elementos não lineares sejam descritos 

em funções de transferência quase lineares, para posterior utilização das técnicas lineares no 

domínio do tempo e da frequência.  

Além destes três métodos, existem outras técnicas que partem para análises gráficas e/ou 

numéricas, em conjunto com as simulações computacionais. Embora as simulações numéricas 

possam ser de grande ajuda para a resolução dos problemas não lineares, tais métodos também 

não resolvem essencialmente os problemas associados a compreensão física das não linearidades 

e os resultados encontrados podem ser imprecisos, ou somente válidos para casos isolados.  

Em relação à proposta desta dissertação, somente o método da função descritiva será 

abordado integralmente (capítulo 3.2). O mesmo será empregue para descrever uma função des-

critiva para o limitador de taxa, dada a não linearidade de limitação (capítulo 3.3). A seguir são 

abordados os principais comportamento dinâmicos dos sistemas não lineares.
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3.1.1 Comportamento dos sistemas dinâmicos não lineares 

As respostas de um sistema linear invariante no tempo a partir de quaisquer tipos de 

funções de forçamento pode ser representado a partir de uma função de ponderação do sistema 

(Equação 12 – capítulo 2.1.1). Segundo Gelb & Velde (1968, p. 7), o sistema, nesta condição, 

pode ser decomposto em relação aos seus modos dinâmicos normais, que são expressos como 

funções exponenciais e/ou senoidais complexas (capítulo 2.3.2), dado as condições iniciais.  

Um resumo das respostas transitórias para um sistema e/ou para um elemento do sistema 

de controle pode ser visto na Figura 55 (Similar a Figura 39). 

 

Figura 55 – Respostas transitórias estáveis e instáveis do sistema ou do elemento de controle. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 25)] 

 

 Todavia, ao contrário dos sistemas lineares (apesar que a definição de estabilidade para 

pequenas perturbações em um ponto de equilíbrio serem válidas e o comportamentos de alguns 

elementos serem similares), as características de resposta não podem ser sintetizadas de maneira 

similar ou de forma tão abrangente. Como mencionado no capítulo anterior, as não linearidades  

detém de características próprias, que se distinguem entre si e que embora possam ser afetadas 

pelas condições iniciais, na maioria dos casos, a dinâmica resultante pode oscilar e/ou divergir 

de modo um tanto quanto “aleatória”. 
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Além disso, os sistemas e os elementos não lineares podem agir em faixa distintas, que 

podem levar o sistema a ser estável e instável para condições alternadas, e também para modos 

dinâmicos em que a característica oscilatória pode independer das condições iniciais (Slotine e 

Li, 1991, p. 8). Ademais, dentre as funções de forçamento impostas aos sistemas não lineares, 

destaca-se que a função senoide tem um papel importante (assim como nos sistemas de controle 

lineares), devido a aproximação de seu caráter quase senoidal para as entradas reais de alguns 

sistemas (Gelb & Velde, 1968, p. 7). 

 Outras funções que podem melhor representar o comportamento destes sistemas serão 

obtidas a partir de métodos estatísticos, utilizando a função de densidade de probabilidade para 

somar as entradas aleatórias independentes em uma distribuição (Gaussiana) normal (Graham 

& McRuer, 1961, p. 227). Este método representa melhor a variabilidade e a aleatoriedade dos 

sinais do piloto, mas que não será abordado perante essa dissertação.  

Neste sentido, a entrada dos sinais de controle para os sistemas não lineares e/ou para os 

elementos não lineares afeta e pode introduzir efeitos subsidiários que vão além do próprio com-

portamento dinâmico da aplicação, de tal modo que sempre existirão algumas ressalvas para a 

análise de uma (ou mais) não linearidade(s). Todavia, de modo geral, alguns dos fenômenos e 

dos comportamentos típicos dos elementos não lineares foram sendo registrados e para os quais 

se pode definir: 

• Equilíbrios múltiplos e/ou perda de precisão estática 

De acordo com Graham & McRuer (1961, p. 38) e Khalil (2015, p. 8), um sistema não 

linear pode apresentar mais de um ponto de equilíbrio (capítulo 2.3.1) isolado, de tal modo que 

o sistema possa convergir e/ou divergir para mais de um estado estacionário. Essa condição inde-

vida não acontece ao sistema lineares, que apresentam somente um ponto de equilíbrio, e para 

o qual o sistema deve/irá “atrai” as variáveis de estado do sistema. 

Em Slotine e Li (1991, p. 7) é exposto um exemplo interessante sobre essa condição, dado 

um sistema não linear de primeira ordem 𝑥̇ = −𝑥 + 𝑥2, que quando integrado, expõe dois pon-

tos de equilíbrios em 𝑥 = 0 e 𝑥 = 1. Para 𝑥0 < 1, o sistema converge para o ponto de equilíbrio 

𝑥 = 0 e quando 𝑥0 > 1 a resposta tende a infinito. 

• Tempo de escape (e/ou fuga) finito 

Neste caso, as variáveis de estados tendem ao infinito em um tempo finito. Para o exem-

plo anterior, quando 𝑥0 > 1, as respostas do sistema tendem ao infinito de modo muito rápido, 
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tal que existe um comportamento assintótico vertical que eleva os estados em um determinado 

instante (Slotine e Li, 1991, p. 7). Para o sistema linear, essa condição é amenizada, uma vez que 

o sistema atinge o infinito à medida que o tempo se aproxima do infinito (Khalil, 2015, p. 8). 

• Novas frequências e/ou oscilações sub-harmônicas, harmônicas ou quase periódicas  

Segundo Khalil (2015, p. 8), uma entrada de sinal periódica em um sistema não linear 

pode produzir novas frequências, que serão múltiplos e/ou submúltiplos desta entrada. Para uma 

entrada do tipo senoidal, a resposta de saída do sistema será composta pelos harmônicos e sub-

harmônicos da saída. De acordo com Graham & McRuer (1961, p. 30), para a entrada de duas 

frequências de valores distintos, a resposta do sistema será dividida entre duas frequências cor-

respondentes a entrada (podendo ser distintas em amplitude e fase), além das outras compostas 

por sua soma, diferença e dos demais harmônicos e sub-harmônicos (e de suas combinações). 

Como será discutido nos capítulos subsequentes (3.2 e 3.3), a introdução de novas fre-

quências é um fenômeno bem recorrente no sistema de controle reais e para os quais os demais 

harmônicos e sub-harmônicos serão considerados e/ou suprimidos dependendo do rigor e da 

proposta da análise. Para a não linearidade de limitação, descrita a partir do método da função 

descritiva, os termos superiores de maior ordem (correspondentes ao remanescente) poderão ser 

melhor compreendidos e interpretados. 

• Dependência da forma e da estabilidade da resposta na amplitude e/ou na sequência de 

entrada 

Essa característica está presente em muitos sistemas de controle e suas causas são vastas, 

uma vez que a dependência da forma (e possivelmente da estabilidade) pode ser estabelecida 

pelas condições iniciais de entrada. Segundo Graham & McRuer (1991, p. 1090), os efeitos da 

saturação de um amplificador, limites de posição de controle e limitação de velocidade de um 

atuador são exemplos clássicos para essa condição, onde o comportamento do sistema linear e 

não linear se distingue com o aumento da amplitude. 

• Caos 

Esse fenômeno abrangem os comportamentos dinâmicos “caóticos” das respostas do 

sistema, a partir de pequenas diferenças nas condições iniciais. O caos é uma condição extrema-

mente sensível aos parâmetros de entrada, dado que sua saída é imprevisível, de tal modo que 

os movimentos do sistema não podem ser enquadrados a um comportamento típico. 
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De acordo com Slotine e Li (1991, p. 11), deve-se diferenciar os movimentos aleatórios 

dos caóticos, uma vez que o caos é um problema determinístico, que envolve poucas incertezas, 

diferentemente dos aleatórios. Os fenômenos caóticos podem ser observados em inúmeros sis-

temas físicos e reais, na presença de turbulência, em dinâmicas atmosféricas e em sistema me-

cânicos e elétricos, envolvendo folgas e dinâmicas elásticas, assim como em sistema de controle 

por realimentação de estado. 

• Ciclos limite 

De acordo com Graham & McRuer (1961, p. 41, 1991, p. 1090) e Slotine e Li (1991, p. 8), 

os ciclos limites podem ser definidos como uma oscilação não linear de frequência e amplitude 

fixas sem excitação externa, podendo também ser chamado de oscilação autoexcitada e/ou sus-

tentada. Os ciclos limites representam um dos comportamentos típicos dos sistemas não lineares, 

tal que a oscilação independe das condições iniciais (diferentemente dos sistemas lineares) e dos 

parâmetros de entrada. 

De maneira geral, esses fenômenos são indesejáveis, a não ser quando não são atribuídos 

de forma intencional (como no caso dos osciladores eletrônicos). Assim, é de interesse que os 

ciclos limite sejam evitados e previstos, de modo que o sistema esteja livre de sua ocorrência, 

dada uma certa faixa operacional de frequência.  

Segundo Slotine e Li (1991, p. 163), os ciclos limites são indesejáveis e devem ser res-

tringidos, pois reduzem a precisão de controle, quando o ciclo limite é instável, podendo causar 

desgastes progressivos ou falha mecânica no hardware do sistema de controle, além de causar 

efeitos subsidiários, como desconforto da tripulação e dos passageiros durante a condução do voo 

sob piloto automático. 

Além disso, os ciclos limites estão e foram associados a suscetibilidade às oscilações in-

duzidas pelo piloto (PIO) não lineares de categoria II, e para o qual se almeja sua restrição. De 

acordo com Ashkenas, Jex & McRuer (1964, p. 20), a análise sobre a tendência PIO não linear 

é sujeita a determinar os problemas fundamentais dos elementos controlados que podem causar 

uma oscilação sustentada quando o piloto tentar manter e controlar a aeronave. 

Embora não seja necessário obter um conhecimento preciso da forma da onda de ciclo 

limite, o conhecimento sobre sua existência, bem como da amplitude e da frequência para sua 

ocorrência são importantes. De acordo com Slotine e Li (1991, p. 164) o método da função des-

critiva pode ser utilizado para esse propósito, dado que a função de descrição do elemento não 

linear permite que sua linearização seja utilizada para à previsão de ciclos limites. 
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• Ressonância de salto 

O fenômeno de salto (jump resonance) é um fenômeno típico dos sistemas não lineares, 

principalmente quando estão associados a não linearidade de limitação (entre outras). Segundo 

Levinson (1953, p. 1 – sendo este um dos autores precursores sobre o assunto), ao verificar o 

desempenho de um servomecanismo (para sua aplicação, foi considerado um tacômetro de cir-

cuito fechado envolvendo um filtro passa-alta para posterior estudo da saturação, correlato a 

proposta expressa por Graham & McRuer, 1961, p. 32) a partir da resposta de frequência de 

circuito fechado com amplitude variável de entrada, alguns fenômenos peculiares foram vistos. 

Para pequenas amplitudes, o comportamento do servomecanismo foi adequado ao ser 

comparado com a teoria clássica linear, com frequências de pico (ressonância) e de cruzamento 

próximas as esperadas. Todavia, à medida que a amplitude de entrada foi sendo aumentada para 

frequência maiores, foi observado um aumento abrupto na amplitude de pico (com queda corres-

pondente no atraso de fase), para o qual a resposta “salta” ou “dobra”. Nesse caso, tem-se que 

o fenômeno de ressonância de salto tenha ocorrido.  

Para entradas de amplitude ainda maiores, esse fenômeno é extinguido. Nota-se assim, 

que dentre um intervalo entre as amplitudes de entrada, ocorre um fenômeno distintos do com-

portamento linear, que é amenizado caso o regime seja “ultrapassado”. Esse conceito será me-

lhor compreendido quando as faixas de atuação do elemento limitador de taxa (RLE) forem de-

finidas, mas que a princípio, pode-se destacar que a ressonância de salto irá ocorrer quando um 

sistema de controle não linear passa por uma determinada região de transição entre o compor-

tamento dinâmico linear e não linear.  

Deste modo, o conceito sobre a ressonância de salto é importante, pois assim como foi 

explicado para os ciclos limite, ambos estes fenômenos estão associados a ocorrência das PIOs 

não lineares de categoria II. Segundo o Conselho Nacional de Pesquisa (NRC, 1997, p. 46), a 

ressonância de salto pode ocorrer durante as fases de transição de controle do piloto de circuito 

fechado, quando o mesmo está operando linearmente para a execução de uma tarefa exigente e  

a atividade demanda um ganho maior, de modo que o piloto adentra em regiões limitadas (não 

lineares) pela taxa de saturação do atuador.  

Neste caso, a introdução de um pequeno aumento na amplitude de entrada do sistema de 

circuito fechado pode gerar um atraso de fase considerável e repentino, que pode levar o sistema 

piloto-veículo à desestabilização. De acordo com NRC (1997, p. 46 apud Duda, 1995, p. 290 e 

McRuer, Klyde & Myers, 1996, p. 590), a ressonância de salto associada a limitação de taxa 
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pode estar entre uma das principais fontes de PIOs do tipo penhasco (Figura 47), que são condi-

ções de instabilidade graves e arriscadas, que podem levar a perda de controle.  

As qualidades de voo (escalas e classificações – capítulo 2.4.2) para essa condição podem 

decair consideravelmente a partir dos atrasos introduzidos e a questão sobre a estabilidade da 

aeronave irá depender da progressão dos eventos e da atividade de controle do piloto. Ademais, 

um resumo sobre os principais fenômenos e de seus respectivos comportamentos dinâmicos 

fortemente não lineares pode ser visto na Tabela 11. 

 

Tabela 11 – Comportamento dos sistemas dinâmicos fortemente não lineares 

Fenômeno Movimento Causas possíveis Exemplos na aeronáutica 

Ciclo limite 

Movimento periódico 

subsequente a uma  

variedade de condições 

específicas 

Diversos, mas incluindo 

limitação; zona morta/ 

limite e histerese 

Leme flutuante com atrito 

seco; controle bang-bang; 

servo hidráulico com com-

pressibilidade do óleo;  

possível PIO; Flutter 

Equilíbrios múltiplos; 

perda de precisão estática 

Possível transição  

violenta entre equilíbrios 

estáveis; múltiplas  

posições de repouso 

Atrito seco;  

aerodinâmica não 

 linear; cinemática 

Servos de posição; arfagem 

para cima; instabilidade de 

rolagem; rotações 

Novas frequências  

Componentes de  

frequência na saída,  

não na entrada ou nas  

perturbações 

Característica de função 

par (retificador); multi-

plicador de frequência 

Sustentação ou arrasto  

simétrico da lei quadrática; 

movimento anquilótico; 
acoplamentos laterais e 

longitudinais 

Dependência da forma e 

da estabilidade da  

resposta na amplitude ou 

na sequência de entrada  

Diversos 

Saturação de 

amplificador ou  

servo; limitação  

de velocidade;  

amortecimento variável 

Limitação deliberada;  

controle bang-bang;  

controle adaptativo;  

amortecedor de guinada  

não linear 

Ressonância de salto 

Transição súbita de uma 

amplitude (de oscilação) 

para outra 

"Mola" dura ou macia 
Arfagem para cima é um 

exemplo aperiódico 

Caos 

Movimento imprevisível, 

mas com alguns "ciclos", 

muitas vezes com extrema 

sensibilidade a condições 

específicas 

Diversos 

Aeroelasticidade; Asas com 

alta razão de aspecto; Pro-

blemas associados as não li-

nearidades de pré-carga, cú-

bica, zona-morta e histerese 

(Xiang, Yan & Li, 2014) 
 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1991, p. 1091)] 
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3.2 Método da função descritiva 

A técnica da função descritiva, como mencionado no capítulo 2.1.2, possibilita o uso de 

técnicas lineares aos sistemas de controle envolvendo não linearidades, a partir da descrição de 

funções de transferência quase lineares, mais uma quantidade adicional, chamada de remanes-

cente. Segundo Slotine & Li (1991, p. 157), as principais aplicações do método são: prever ciclos 

limites, sub harmônicos, fenômenos de salto e respostas de sistema não lineares a entradas se-

noidais. O método da função descritiva pode ser aplicado para um sistema básico, contendo a 

não linearidade e o elemento linear em circuito fechado, conforme a Figura 56. 

 

 
1.  

Figura 56 – Sistema de controle básico não linear de circuito fechado. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 145), Slotine & Li (1991, p. 162)] 

A função descritiva usualmente pode ser aproximada em relação aos termos de primeira 

ordem da função trigonométrica, dentro da faixa fundamental aos sinais de entrada e saída do 

sistema. O remanescente representa os sinais de alta frequência, consistindo de todos os demais 

termos da série de Fourier, ao qual, de acordo com Graham & McRuer (1961, p. 108) e Slotine 

& Li (1991, p. 163), poderão ser desconsiderados, uma vez que os sistemas de ordem superior 

suprimem, em parte, os harmônicos de alta frequência, proporcionando uma resposta aceitável 

em caráter passa-baixa (low pass – maioria dos sistemas físicos).  

Segundo Slotine & Li (1991, p. 164), o sistema de controle básico não linear contendo a 

não linearidade (Figura 56), para que possa ser linearizado e aproximado por uma função quase 

linear, deve satisfazer as seguintes condições: 

1. Existir apenas um único componente não linear; 

2. O componente não linear deve ser invariante no tempo; 

3. Dada uma entrada senoidal 𝑒(𝑡) = 𝐴 sen(𝜔𝑡), apenas o componente fundamental 

𝑓1(𝑡) na saída 𝑐(𝑡) será considerado. 

4. A não linearidade é ímpar. 

Em relação as suposições, se pode descrever: 
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1. Implica que os componentes não lineares, caso sejam maiores que um ou mais, deve-

rão ser agrupados e/ou negligenciados em ordem de interesse; 

2. Condição estabelecida perante a aplicação do critério de Nyquist para sistemas autô-

nomos não lineares invariantes no tempo; 

3. Apenas o termo fundamental da série trigonométrica será utilizado, dado que os sis-

temas tenham propriedades passa-baixa (filtra os harmônicos de ordem superior), 

de acordo com a Equação 36. 

|𝐺(𝑗𝜔)| ≫ |𝐺(𝑗𝑛𝜔)|,     𝑛 = 2, 3, … 

4. Por praticidade, o gráfico da relação não linear 𝑁(𝑒(𝑡)) entre a entrada e a saída é 

simétrico à origem. 

Diante das suposições estipuladas, pode-se descrever a função de saída do elemento não 

linear 𝑐(𝑡) com base nos termos da série trigonométrica, sendo que, a priori, serão apresentados 

todos os demais termos, além do fundamental (𝑛 = 1), de acordo com a Equação 37. Os termos 

de ordem 𝑛 ≥ 2 serão considerados como harmônicos superiores e que serão desconsiderados a 

partir da condição 3. Posteriormente (ao longo deste capítulo) será possível avaliar a influência 

predominante do termo fundamental, em comparação aos demais termos.  

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ 𝑎1 cos(𝑥) + 𝑎2 cos(2𝑥) + ⋯+ 𝑏1 sen(𝑥) + 𝑏2 sen(2𝑥) 

Ademais, a Equação 37 pode ser abreviada em sua forma compacta (Equação 38). 

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) +

∞

𝑛=1

∑ 𝑏𝑛 sen(𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

 Os coeficientes da série de cossenos e senos podem ser obtidos a partir de identidades 

trigonométricas, derivadas das condições de ortogonalidade e da integração ao longo do intervalo 

fundamental (𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 + 2𝜋), que resulta nas Equações 39, 40 e 41. 

𝑎0 =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎+2𝜋

𝑎

 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝑎+2𝜋

𝑎

,     𝑛 = 0, 1, 2, … 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sen(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝑎+2𝜋

𝑎

,     𝑛 = 0, 1, 2, … 

(38) 

(36) 

(37) 

(39) 

(40) 

(41) 
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Uma faixa conveniente para o estudo destas equações (39, 40 e 41) será entre o intervalo 

(− 𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋). Sendo 𝑎 = − 𝜋 , os coeficientes da série (𝑎0, 𝑎𝑛 e 𝑏𝑛) podem ser reescritos de 

acordo com as Equações 42, 43 e 44. 

𝑎0 =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥,     𝑛 = 0, 1, 2, …

𝜋

−𝜋

 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sen(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

,     𝑛 = 0, 1, 2, … 

Caso 𝑓(𝑥) seja uma função par 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), a Equação 38 por ser reduzida, segundo 

a Equação 45, com seus coeficientes expostos na Equação 46. 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + ∑ 𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

, 𝑎𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

  

Sendo ímpar 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥), a Equação 38 torna-se a expressão a ser apresentada na 

Equação 47, com coeficientes, segundo a Equação 48. 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛 sen(𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sen(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

 

Além destas considerações, outra abordagem de interesse ocorre quando se quer analisar 

as funções entre o intervalo (−∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞) e tendo em vista o caráter cíclico das funções trigo-

nométricas, a função 𝑓(𝑥) pode ser expressa em termos de uma função periódica, com período 

𝑃 igual a 2𝜋/𝜔. A periodicidade da função (sendo 𝑛 uma constante inteira, positiva ou negativa) 

pode ser definida, segunda a Equação 49. 

𝑓(𝑡 + 𝑛𝑃) = 𝑓 [𝑡 + 𝑛 (
2𝜋

𝜔
)] = 𝑓(𝑡) (49) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(47) 

(46) 

(48) 
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De modo que a Equação 37, torna-se a expressão apresentada na Equação 50, 

𝑓(𝑡) =
𝑎0

2
+ 𝑎1 cos(𝜔𝑡) + 𝑎2 cos(2𝜔𝑡) + ⋯+ 𝑏1 sen(𝜔𝑡) + 𝑏2 sen(2𝜔𝑡) 

com representação compacta, de acordo com a Equação 51 e  

𝑓(𝑡) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡) +

∞

𝑛=1

∑ 𝑏𝑛 sen(𝑛𝜔𝑡)

∞

𝑛=1

 

sendo os seus coeficientes retratados pelas Equações 52, 53 e 54:  

𝑎0 =
𝜔

2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)𝑑(𝜔𝑡)

𝜋
𝜔

−
𝜋
𝜔

 

𝑎𝑛 =
𝜔

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑛𝜔𝑡) 𝑑(𝜔𝑡)

𝜋
𝜔

−
𝜋
𝜔

,     𝑛 = 0, 1, 2, …  

𝑏𝑛 =
𝜔

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) sen(𝑛𝜔𝑡) 𝑑(𝜔𝑡)

𝜋
𝜔

−
𝜋
𝜔

,     𝑛 = 0, 1, 2, … 

De acordo com Guillemin (1949, p. 453), os ângulos de fase entre harmônicos podem 

ser obtidos a partir das identidades trigonométricas expostas nas Equações 55 e 56, 

𝑐𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡 + 𝜙𝑛) ≡ 𝑐𝑛 sen (𝑛𝜔𝑡 +
𝜋

2
+ 𝜙𝑛) 

𝑐𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡 + 𝜙𝑛) ≡ 𝑐𝑛 cos(𝜙𝑛) cos(𝑛𝜔𝑡) − 𝑐𝑛 sen(𝜙𝑛) sen(𝑛𝜔𝑡) 

ao qual, as séries trigonométricas podem ser reescritas com base em uma série de cosse-

nos (e/ou de senos), de acordo com as Equações 59 e 60, 

𝑓(𝑡) =
𝑐0

2
+ 𝑐1 cos(𝜔𝑡 + 𝜙1) + 𝑐2 cos(2𝜔𝑡 + 𝜙2) + ⋯ 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑐𝑛

∞

𝑛=1

cos(𝑛𝜔𝑡 + 𝜙𝑛) 

em que, seus coeficientes podem ser obtidos, segundo as Equações 61 e 62.  

𝑎0 = 𝑐0,     𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 cos(𝜙𝑛),     𝑏𝑛 = −𝑐𝑛 sen(𝜙𝑛) 

𝑐𝑛 = √𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2,     𝜙𝑛 = −𝑡𝑔−1 (
𝑏𝑛

𝑎𝑛
) 

(51) 

(50) 

(52) 

(53) 

(54) 

(57) 

(58) 

(61) 

(62) 

(60) 

(59) 
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Resultado este que pode ser expresso em sua representação complexa, segundo a Equa-

ção 63, dada a correlação exponencial para as funções trigonométricas, conforme a Equação 64.  

𝑓(𝑡) =
𝑐0

2
 + ∑ 𝑐𝑛𝑒𝑗𝑛𝜔𝑡

∞

𝑛=−∞

 

𝑒𝑗𝑛𝑥 = cos(𝑥) + 𝑗 sen(𝑥),     𝑒𝑗𝑛𝜔𝑡 = cos(𝑛𝜔𝑡) + 𝑗 sen(𝑛𝜔𝑡) 

O termo que tem a frequência angular fundamental é comumente chamado de compo-

nente fundamental da função periódica 𝑓(𝑡) e os demais termos, cujas frequências são múltiplos 

inteiros da fundamental, chamados de harmônicos. Para maior esclarecimento sobre a obtenção 

de alguns dos resultados, fica a sugestão de leitura em Zill (2018, p. 677 a 690); Guillemin (1949, 

p. 436 a 454) e Kreyszig, E.; Kreyszig, H. & Norminton, E. (2018, p. 474 a 490). 

Dada a formulação matemática anterior, a função descritiva, conforme a Figura 57, pode 

ser desenvolvida, considerando (3ª suposição) uma entrada senoidal 𝑒(𝑡) = 𝐴 sen(𝜔𝑡). A saída 

do elemento não linear 𝑐(𝑡), conforme Slotine e Li (1991, p. 165), pode ser aproximada por uma 

função periódica, descrita em função dos termos fundamentais da série trigonométrica e das su-

posições propostas. 
 

 

 

Figura 57 – O elemento não linear e sua representação como função descritiva. 

[Adaptado de: Slotine & Li (1991, p. 162)] 

A saída 𝑐(𝑡), apesar de ser periódica, não é senoidal, de modo que os harmônicos de mai-

ores ordens afetam e sobrepõem a resposta do elemento não linear. Todavia, o remanescente, in-

cluindo os demais termos, serão filtrados se o sistema apresentar características passa-baixa.  

Em que, para 𝑛 = 1 e 𝑎0 = 0 (4ª suposição), a Equação 38 pode ser reescrita de acordo 

com as Equações 65 e 66. 

𝑐(𝑡) = 𝑓(𝑡) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡) +

∞

𝑛=1

∑ 𝑏𝑛 sen(𝑛𝜔𝑡)

∞

𝑛=1

 

𝑐(𝑡) ≈ 𝑓1(𝑡) = 𝑎1 cos(𝜔𝑡) +𝑏1 sen(𝜔𝑡) 

 

(65) 

(66) 

(63) 

(64) 
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 Dada a definição para funções periódicas (Slotine & Li, 1991, p. 165 – Equação 49), tem-

se que a expressão pode ser resumida, segundo a Equação 67 e 

𝑓 [𝐴 sen (𝜔 (𝑡 + 𝑛
2𝜋

𝜔
))] = 𝑓[𝐴 sen(𝜔𝑡)] 

 de acordo com a Equação 57 e Figura 57, a saída 𝑐(𝑡) pode ser dada pela Equação 68. 

𝑐(𝑡) = 𝑎1 sen (𝜔𝑡 +
𝜋

2
) +𝑏1 sen(𝜔𝑡) = 𝑀 sen(𝜔𝑡 + 𝜙) 

Isso implica que a saída do elemento não linear corresponde aos termos fundamentais de 

uma senoide de mesma frequência à entrada senoidal, representada pelas Equações 69 e 70, 

𝑀(𝜔, 𝐴) = √𝑎1
2 + 𝑏1

2 ,     𝜙(𝜔, 𝐴) = tg−1 (
𝑏1

𝑎1
) 

sen 𝜙(𝜔, 𝐴) =
𝑏1

√𝑎1
2 + 𝑏1

2

,      cos 𝜙(𝜔, 𝐴) =
𝑎1

√𝑎1
2 + 𝑏1

2

 

podendo ser representada também em seu formato complexo, segundo a Equação 71. 

𝑐(𝑡) = 𝑀𝑒𝑗(𝜔𝑡+𝜙) = (𝑎1 + 𝑗𝑏1)𝑒
𝑗𝜔𝑡 

Segundo Slotine & Li (1991, p. 166), o conceito de função de resposta no domínio da 

frequência pode ser aplicado, ao qual, a entrada senoidal é comparada a saída senoidal de um 

dado sistema. Neste sentido, a função descritiva do elemento não linear 𝑁(𝜔, 𝐴) pode ser defi-

nida como a razão entre a saída do elemento não linear 𝑐(𝑡) (dado os seus termos fundamentais) 

em relação a sua entrada 𝑒(𝑡), de acordo com a Equação 72. 

𝑁(𝜔, 𝐴) =
𝑐(𝑡)

𝑒(𝑡)
=

𝑀𝑒𝑗(𝜔𝑡+𝜙)

𝐴𝑒𝑗𝜔𝑡
=

𝑀

𝐴
𝑒𝑗𝜙 =

1

𝐴
(𝑎1 + 𝑗𝑏1)

(67) 

(68) 

(69) 

(71) 

(72) 

(70) 
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3.3 Elemento limitador de taxa 

O limitador de taxa, composto pela não linearidade de limitação (nome adotado preferen-

cialmente para indicar a não linearidade, ao invés de saturação) é um elemento intencionalmente 

incluído aos sistemas dinâmicos para limitar e restringir grandezas e/ou outros dispositivos, em 

relação ao seu tamanho, material e/ou potência disponível. O seu funcionamento pode ser des-

crito conforme a Figura 58, sendo que a linha inteira representa o seu comportamento real e a 

linha tracejada, sua idealização.  

A partir de uma entrada pequena e gradativa no sistema, sua resposta tende a ser corres-

pondente (e/ou proporcional), até um dado limite, ao qual, o dispositivo irá saturar (pouco ou 

nenhum aumento significativo é adicionado a saída), de acordo com o máximo valor adotado. 

 

 

Figura 58 – Não linearidade de limitação. 

[Adaptado de: Slotine e Li (1991, p. 170)] 

 

Segundo Slotine & Li (1991, p. 170), a maioria dos atuadores exibem esta característica, 

tanto em atuadores com acionamento feito por servomotores, devido às limitações impostas ao 

torque de saída pela propriedade magnética do material, quanto em atuadores hidráulicos, dada 

a vazão máxima permitida entre as válvulas de controle. 

No capítulo 2.4.1 é dito que as não linearidades podem ocasionar às PIO devido ao seu 

comportamento anômalo dentro do sistema de controle, além disso, para o caso particular das 

PIO de Categoria II, tem-se que as principais causas para sua ocorrência são em razão da satu-

ração de taxa e/ou da posição dos atuadores da superfície aerodinâmica de controle. A saturação 

de taxa, em condições instáveis, promove atrasos adicionais na resposta do atuador, reduzindo 

o ganho efetivo e a margem de estabilidade do piloto, que procura compensar os seus efeitos, 

autossustentando a oscilação inadvertida.  

A seguir é feita a descrição do limitador de taxa contendo a não linearidade de limitação.
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3.3.1 Função descritiva para o limitador 

A relação entre a saída e a entrada de uma não linearidade de limitação pode ser vista 

na Figura 59, sendo a magnitude e o instante de tempo de saturação determinados por 𝑎𝑆 e 𝛾𝑆, 

com inclinação da faixa linear descrito por 𝑘𝑎𝑆
 (por conveniência, em função dos cálculos pos-

teriores, 𝑎𝑆 = 𝑎, 𝛾𝑆 = 𝛾 e 𝑘𝑎𝑆
 = 𝑘). A função descritiva para o limitador pode ser desenvolvida 

para dois casos, considerando um sinal de entrada do tipo senoidal 𝑒(𝑡) = 𝐴 sin(𝜔𝑡). 

 

Figura 59 – Não linearidade de limitação com saída típica para uma entrada senoidal. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 106), McRuer & Krendel (1957, p. 20),  

Northrop Aircraft (1952, p. VI-6) e Slotine & Li (1991, p. 173)] 

 

Se 𝐴 < 𝑎, a entrada 𝑒(𝑡) para o RLE permanecerá dentro do intervalo linear, ao qual, a 

resposta correspondente pode ser descrita somente pela constante 𝑘, sendo 𝑐(𝑡) = 𝑘𝐴 sin(𝜔𝑡). 

Para o segundo caso, se 𝐴 > 𝑎, conforme a Figura 59, tem-se que a função descritiva pode ser 

expressa, segundo os intervalos expostos nas Equações 73 e 74.  

𝑐(𝑡) = {
𝑘𝐴 sin(𝜔𝑡)

𝑘𝑎
,     

0 ≤ 𝜔𝑡 ≤ 𝛾

𝛾 < 𝜔𝑡 ≤
𝜋
2

 

𝐴 sin 𝛾 = 𝑎,     𝛾 = sin−1 (
𝑎

𝐴
)

(73) 

(74) 
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Para as não linearidades, simples, simétricas e ímpares (𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 = 0), sujeitas a entra-

das senoidais, uma vez que os termos cossenos e os harmônicos senos pares serão zero, de acordo 

com as Equações 47 e 48, do capítulo 3.2, Apêndice A. 2 e segundo Graham & McRuer (1961, 

p. 105) e Slotine & Li, (1991, p. 174), a função de descritiva para a não linearidade de limitação 

pode ser expressa, conforme a Equação 75. 

𝑐(𝑡) = 𝑓(𝑡) = 𝑏1 sin𝜔𝑡 + 𝑏3 sin 3𝜔𝑡 + 𝑏5 sin 5𝜔𝑡 + ⋯+ 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡 

 Recordando que para o desenvolvimento da função descritiva somente o termo funda-

mental foi adotado, desconsiderando os demais termos superiores, que compõe os harmônicos 

do elemento remanescente, segundo a Equação 76.   

𝑐(𝑡) = 𝑏1 sin𝜔𝑡 + ∑ 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡

∞

𝑛=3,5,…

 

 

                     Remanescente: 𝑛(𝑡) 

O coeficiente 𝑏1 da série de Fourier pode ser obtido a partir da Equação 77. 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sen(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 

Dada a simplificação para função ímpar (Equação 48) e considerando a periodicidade da 

função 𝑓(𝑡), (Equação 54 – suprimindo os termos 𝜔 nas integrais) e adotando os intervalos pro-

postos (Equação 73) para o limitador 𝑐(𝑡) = 𝑓(𝑡), chega-se às Equações 78 e 79. 

𝑏1 =
2

𝜋
∫ 𝑐(𝑡) sen(𝜔𝑡) 𝑑(𝜔𝑡)

𝜋

0

 

𝑏1 =
4

𝜋
∫ 𝑘𝐴 sen(𝜔𝑡)

𝛾

0

sen(𝜔𝑡) 𝑑(𝜔𝑡) +
4

𝜋
∫ 𝑘𝑎 sen(𝜔𝑡) 𝑑(𝜔𝑡)

𝜋
2

𝛾

 

 Simplificando a Equação 79, obtém-se a Equação 80. 

𝑏1 =
4𝑘

𝜋
[𝐴 ∫ sen2(𝜔𝑡)

𝛾

0

𝑑(𝜔𝑡) + 𝑎 ∫ sen(𝜔𝑡) 𝑑(𝜔𝑡)

𝜋
2

𝛾

] 

 

(75) 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 

(76) 
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Rearranjando o termo sen2(𝜔𝑡), dada a sua relação trigonométrica sen2(𝜔𝑡) = [(1 −

cos(2𝜔𝑡)]/2 e integrando ambas as partes, chega-se à expressão exposta na Equação 81, 

𝑏1 =
2𝑘𝐴

𝜋
[ (𝛾 −

sen(2𝛾)

2
) +

2𝑎

𝐴
cos(𝛾)] 

que pode ser simplificada através da identidade sen(2𝜃) = 2 sen(𝜃) cos(𝜃), resultando 

na expressão apresentada na Equação 82. 

𝑏1 =
2𝑘𝐴

𝜋
[𝛾 − sen(𝛾) cos(𝛾) +

2𝑎

𝐴
cos(𝛾)] 

 Segundo a Equação 74, o termo seno pode ser alterado em função de 𝑎 e 𝐴, ao qual, pode-

se chegar as Equações 83 e 84. 

𝑏1 =
2𝑘𝐴

𝜋
[𝛾 −

𝑎

𝐴
cos(𝛾) +

2𝑎

𝐴
cos(𝛾)] 

𝑏1 =
2𝑘𝐴

𝜋
[𝛾 −

𝑎

𝐴
cos(𝛾)] 

 Transformando o termo cosseno, dado sua identidade trigonométrica, obtém-se o resul-

tado exposto na Equação 85 e 

𝑏1 =
2𝑘𝐴

𝜋
[𝛾 −

𝑎

𝐴
√1 − sen2(𝛾)] 

 substituindo 𝛾 na Equação 85, chega-se à expressão final apresentada na Equação 86.  

𝑏1 =
2𝑘𝐴

𝜋
[sin−1 (

𝑎

𝐴
) −

𝑎

𝐴
√1 − (

𝑎

𝐴
)
2

  ] 

De acordo com Graham & McRuer (1961, p. 85), a expressão para o coeficiente 𝑏1 pode 

ser expandida para o caso 𝑏𝑛, segundo a Equação 87. 

𝑏𝑛 =
4𝐴

𝜋(1 − 𝑛2)
[(

𝑎

𝐴
)
cos(𝑛𝛾)

𝑛
− √1 − (

𝑎

𝐴
)
2

sen(𝑛𝛾)] 

 A partir da obtenção do coeficiente 𝑏1 da série de Fourier para a não linearidade de limi-

tação, pode-se obter a função descritiva quase linear para o elemento limitador de taxa, dada a 

(81) 

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

(86) 

(87) 
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razão entre o sinal de entrada senoidal 𝑒(𝑡) = 𝐴 sin(𝜔𝑡) e de sua resposta de saída correspon-

dente 𝑐(𝑡) = 𝑏1, conforme a Equação 88. 

𝑁(𝐴) =
𝑐(𝑡)

𝑒(𝑡)
=

𝑏1

𝐴
=

2𝑘

𝜋
[sin−1 (

𝑎

𝐴
) −

𝑎

𝐴
√1 − (

𝑎

𝐴
)
2

  ] 

De acordo com Slotine e Li (1991, p. 174) e segundo a Figura 60 – função descritiva nor-

malizada 𝑁(𝐴)/𝑘 sobre 𝐴/𝑎, pode-se observar três características para esta função, sendo: 

 

Figura 60 – Função descritiva da não linearidade de limitação. 

1. 𝑁(𝐴) = 𝑘, se a amplitude de entrada estiver dentro da faixa linear 𝐴 < 𝑎; 

2. 𝑁(𝐴) diminui à medida que a amplitude de entrada 𝐴 aumenta e 

3. Não há mudança de fase, uma vez que a saturação não ocasiona atraso à entrada. 

A seguir, expõe-se ambos os elementos do sistema, dada sua representação característica 

real para a não linearidade de limitação e seu equivalente quase linear para o limitador unitário 

com entrada senoidal, 𝑎/𝐴 < 1, segundo a Figura 61. 

           

                                     (a)                                                                   (b) 

Figura 61 – (a) Característica de transferência real para a não linearidade de limitação e  

(b) característica linear equivalente para o limitador unitário com entrada senoidal 𝑎/𝐴 < 1. 

[Adaptado de: Graham & McRuer (1961, p. 86) e McRuer & Krendel (1957, p. 21)] 

(88) 



3.3.1 Função descritiva para o limitador                                                                                 | 107 

 

 

 

A razão de amplitude e o ângulo de fase para a função descritiva senoidal para a limitação 

pode ser vista na Figura 62, onde é exposto o termo fundamental, incluindo os harmônicos “re-

manescentes”. As razões de amplitude são descritas a partir das relações 𝑏1/𝐴 – fundamental, 

𝑏3/𝑏1 e 𝑏5/𝑏1 – 3º e 5º harmônico, considerando o ângulo de fase de entrada igual à zero, admi-

tindo um ganho puro que oscila apenas com a amplitude de entrada, dado o parâmetro 𝑎/𝐴. 

 
 

 Figura 62 – Função descritiva senoidal para a não linearidade de limitação. 

[Adaptado de: McRuer & Krendel (1957, p. 22) e Northrop Aircraft (1952, p. VI-8)] 

 

A partir do desenvolvimento teórico anterior e dado o interesse em avaliar as caracte-

rísticas de ambos os elementos do sistema, tanto de seu comportamento real, quanto para seu o 

equivalente, a não linearidade de limitação será analisada perante um modelo simplificado do 

atuador contendo o RLE, ao incluir um integrador no caminho direto (em série) do sistema de 

controle em circuito fechado, de acordo com a Figuras 63 e 64. 

 

Figura 63 – Sistema de controle básico contendo o RLE e um integrador em circuito fechado. 

[Adaptado de: Chen (1956, p. 355), Graham & McRuer (1961, p. 81) e McRuer e Krendel (1957, p. 29)]
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Figura 64 – Sistema de controle básico contendo a função descritiva  

para o RLE e um integrador em circuito fechado. 

[Adaptado de: Graham e McRuer (1961, p. 86)] 

 

A abordagem de um modelo de atuador para a superfície de controle aerodinâmica com 

saturação de taxa será desenvolvida futuramente com este propósito, de acordo com os trabalhos 

feitos por: Ashkenas, Jex & McRuer (1964), Klyde, McRuer & Myers (1995, 1997), Klyde & 

Mitchell (2004) e Klyde (2022). A avaliação do limitador de taxa quase linear será feita nos pró-

ximos capítulos para a aplicação da função descritiva aproximada, em conjunto com a teoria 

necessária para aplicação do critério OLOP. 

 

3.3.2 Função descritiva aproximada para o limitador 

Para o caso altamente saturado, a saída do sistema de controle pode ser aproximada por 

uma função periódica de caráter triangular e segundo Hanke (1995, p. 11-3), para uma entrada 

do tipo senoidal, o padrão de comportamento do sistema envolvendo o elemento limitador de 

taxa (RLE) pode ser descrito conforme a Figura 65. 
 

 

 
 

Figura 65 – Resposta de tempo do RLE para uma entrada senoidal e saída triangular.  

[Adaptado de: Hanke (1995, p. 11-10)]
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A resposta oscilatória do sistema para a condição estacionária pode ser empregada para o 

desenvolvimento da função descritiva do elemento limitador, em função dos termos fundamen-

tais da série trigonométrica, desenvolvida anteriormente (capítulo 3.2) e de acordo com a Equa-

ção 89, dado seus coeficientes, nas formas apresentadas na Equação 90. 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑥𝑛𝑒𝑗𝑛𝜔𝑡

∞

𝑛=−∞

 

𝑥1 =
1

𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

𝑡0+𝑇

𝑡0

,     𝑥1 =
2

𝑇
∫ 𝑥(𝑡)[cos(𝜔𝑡0) + 𝑗 sen(𝜔𝑡0)]𝑑𝑡

𝑇

0

 

Para o RLE, o sinal de entrada senoidal será definido pela Equação 91, 

𝑥𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖 sen(𝜔𝑡) 

com sua respectiva taxa descrita pela Equação 92. 

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝜔 cos(𝜔𝑡) 

Dado que a taxa máxima de entrada 𝑥̇𝑖,𝑚𝑎𝑥(𝑡) ocorre quando o cos(𝜔𝑡) = 1, sendo o pe-

ríodo do sinal senoidal igual a 𝑃 = 4𝑡𝑖 e a frequência 𝜔 = 𝜋/2𝑡𝑖, de acordo com a Equação 93. 

Além disso, no estado estacionário, 𝑡1 = 𝑡0.  

𝑥̇𝑖,𝑚𝑎𝑥 = 𝐴𝑖𝜔 =
𝜋

2

𝐴𝑖

𝑡𝑖
 

A função descritiva para o RLE será determinada a partir da obtenção da função de mag-

nitude 𝑀(𝜔, 𝐴) e do ângulo de fase 𝜙. Neste sentido, a taxa de magnitude de entrada ou saída 𝐾, 

empregue para obtenção da primeira parcela do elemento não linear é obtida a partir da razão 

entre as taxas de saída constante do limitador 𝑥̇𝑠 = 𝐴𝑠/𝑡𝑠 e de entrada máxima (Equação 93) das 

funções triangular e senoidal, conforme a Equação 94.  

𝐾 =
𝐴𝑠

𝐴𝑖
 =

𝐴𝑠

𝑥̇𝑖,𝑚𝑎𝑥
(

𝜋

2𝑡𝑖
) =

𝜋

2

𝑥̇𝑠

𝑥̇𝑖,𝑚𝑎𝑥
 

Sendo a taxa máxima do limitador 𝑅 = 𝑥̇𝑠 = ± 𝐴𝑠/𝑡𝑠, a Equação 94 pode ser reescrita 

em função de 𝑅 e 𝜔, segundo a Equação 95. 

𝐾 =
𝜋

2

𝑅

𝜔𝐴𝑖
 

(89) 

(91) 

(92) 

(93) 

(90) 

(94) 

(95) 
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O ângulo de fase 𝜙 entre a onda senoidal de entrada e a onda triangular de saída pode 

ser obtido a partir do atraso de tempo 𝑡𝑑, demarcado através do cruzamento entre as curvas 𝑥𝑖(𝑡) 

e 𝑥𝑠(𝑡), em 𝑡 = 𝑡𝑖 + 𝑡𝑑 (Figura 65), que pode ser calculado através da Equação 96. 

𝐴𝑖 sen(𝜔(𝑡𝑖 + 𝑡𝑑)) = 𝐴𝑠 

 Expandindo o termo seno na Equação 96, chega-se à Equação 97. 

𝐴𝑖[sen(𝜔𝑡𝑖) cos(𝜔𝑡𝑑) + sen(𝜔𝑡𝑑) cos(𝜔𝑡𝑖)] = 𝐴𝑠 

Sendo 𝜔𝑡𝑖 = 𝜋/2, 𝐾 = 𝐴𝑠/𝐴𝑖  e 𝜙 = −𝜔𝑡𝑑, a Equação 97 pode ser resolvida resultando 

na expressão exposta na Equação 98. 

cos(𝜙) = −𝐾     ou     𝜙 = −cos−1(𝐾) 

Destes resultados, tem-se que a função descritiva 𝑁(𝜔, 𝐴) pode ser concebida, sendo que 

a magnitude 𝑀(𝜔, 𝐴) para a onda periódica triangular foi obtida do termo fundamental da série 

de Fourier (𝑛 = 1), desenvolvido no Apêndice A. 2, para expansão de meio intervalo ímpar, se-

gundo a Equação 99. 

𝑓(𝑥) =
8𝐴

𝜋2
∑

sin(𝑛𝑥)

𝑛2
=

8𝐴𝑠

𝜋2
sin(𝜔𝑡)

∞

𝑛=1,3,5,…

 

Deste modo, a função descritiva para o RLE pode ser definida segundo as Equações 72, 

98 e 99, dada a expressão exposta na Equação 100.  

𝑁(𝑗𝜔, 𝐴𝑖) =
𝑥0(𝑡)

𝑥𝑖(𝑡)
=

𝑀𝑒𝑗(𝜔𝑡+𝜙)

𝐴𝑖𝑒𝑗𝜔𝑡
=

8𝐾

𝜋2
𝑒−𝑗 cos−1(𝐾) 

 De acordo com Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 36), as não linearidades de limitação 

de taxa e posição, quando associadas à dinâmica efetiva do veículo (aeronave) tornam a análise 

PIO mais complexas, de tal modo que a combinação entre a dinâmica do operador (𝑌𝑝) e do ele-

mento controlado (𝑌𝑐) podem ser resumidas segundo a Tabela 12. 

 

 

 

 

 

(98) 

(96) 

(97) 

(99) 

(100) 
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Tabela 12 – Situações associadas à PIO devido a limitação de taxa e posição 

Situação Condições para suscetibilidade à PIO Categoria PIO 

Limitação de taxa de  

comando em série dominante 
𝑌𝑝(𝑗𝜔𝑢)𝑌𝑐(𝑗𝜔𝑢)

8𝐾

𝜋2
𝑒−𝑗 cos−1(𝐾) = −1 II 

Limitação de taxa do atuador 

de único efetor [𝜔𝑢 ≫ 𝜔𝑢] 
𝑌𝑝(𝑗𝜔𝑢)𝑌𝑐(𝑗𝜔𝑢)

8𝐾

𝜋2
𝑒−𝑗 cos−1(𝐾) = −1 II 

Limitação de taxa do  

atuador de único efetor com 

 largura de banda finita 

𝑌𝑝(𝑗𝜔𝑢)𝑌𝑐(𝑗𝜔𝑢)𝑁[𝑗𝜔𝑢 , 𝐴, 𝑉𝐿𝑘
, 𝛿𝐿] = −1 

𝑘 = 1 → 𝑚 limitadores, 𝑁[. ] = atuador + limitadores do FCS 
II 

Limitação de taxa e posição  

de único efetor 

𝑌𝑝(𝑗𝜔𝑢)𝑌𝑐(𝑗𝜔𝑢)𝑁[𝑗𝜔𝑢 , 𝐴, 𝑉𝐿𝑘
, 𝛿𝐿] = −1 

𝑘 = 1 → 𝑚 limitadores 
II 

Limitação de taxa e posição de 

múltiplos efetores 

𝑌𝑝(𝑗𝜔𝑢)𝑌𝑐(𝑗𝜔𝑢)𝑁[𝑗𝜔𝑢 , 𝐴, 𝑉𝐿𝑘
⋯ , 𝛿𝐿𝑖

⋯ ] = −1 

𝑘 = 1 → 𝑚 limitadores, 𝑖 = 1 → 𝑛 efetores 
III 

 

[Adaptado de: Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 36)] 

Neste sentido, a Equação 100 estabelece a condição limite para a PIO associada à satu-

ração de taxa do RLE, que pode ser reescrita em termos da taxa máxima do atuador 𝑅 e da am-

plitude de entrada 𝐴𝑖, conforme a Equação 101.  

𝑁(𝑗𝜔, 𝐴𝑖) = (
4

𝜋

𝑅

𝜔𝐴𝑖
) 𝑒

−𝑗 cos−1(
𝜋
2
 

𝑅
𝜔𝐴𝑖

)
 

Além disso, pode-se determinar a frequência de início do RLE 𝜔𝑖, de acordo com Duda 

(1995, p. 289, 1997a, p. 582, 1998, p. 269), Duus & Duda (1999, p. 2), Gilbreath (2001, p. 2-4) 

e Van der Weerd (2000, p. 49), como sendo a frequência no qual ocorre a primeira saturação do 

RLE, que é parte fundamental na aplicação do critério OLOP. A frequência 𝜔𝑖  é obtida a partir 

da relação entre a taxa máxima do atuador 𝑅 (relacionada a saída da onda triangular) e a ampli-

tude de entrada do RLE 𝐴𝑖,𝑅𝐿𝐸, de acordo com a Equação 102. 

𝜔𝑖 =
𝑅

𝐴𝑖,𝑅𝐿𝐸
 

 Posto isso, a Equação 101 pode ser reescrita e expressa em termos de 𝜔𝑖 (Equação 102), 

segundo a Equação 103. 

𝑁(𝑗𝜔, 𝐴𝑖,𝑅𝐿𝐸) =
4

𝜋

𝜔𝑖

𝜔
𝑒−𝑗 cos−1(

𝜋
2
 
𝜔𝑖
𝜔

)
 

As condições de contorno para a utilização da função descritiva do RLE são determinadas 

através da delimitação entre as regiões de análise (Hanke, 1995, p. 11-4), em função do ângulo 

(101) 

(103) 

(102) 



3.3.2 Função descritiva aproximada para o limitador                                                             | 112 

 

 

 

ou 

de fase 𝜙 e da taxa de magnitude 𝐾, de acordo com a Equação 98. Desta equação, tem-se que 

o ângulo 𝜙 será limitado entre os valores 𝐾 = 0 e 𝐾 = 1, segundo a Equação 104. 

𝜙𝑚𝑎𝑥  em 𝐾 = 0     e     𝜙𝑚𝑖𝑛 em 𝐾 = 1 

 Segundo Klyde (2022, p. 51) e Klyde & Mitchell (2004, p. 807), o parâmetro 𝐾 fornece 

o grau de severidade da saturação de taxa, ao qual, à medida que 𝐾 → 0, o limite de taxa e o 

atraso de fase aumentam, em contraponto da redução de amplitude (𝐴𝑠). Se 𝐾 → 1, a limitação 

de taxa e o atraso de fase diminuem, aumentando a amplitude. Além disso, o sistema não linear 

se aproxima do comportamento linear quando 𝐾 = 1, de acordo a Figura 66. 

 
 

 

Figura 66 – Função descritiva de entrada senoidal e de saída triangular em relação à 𝐾. 

[Adaptado de: Klyde & Mitchell (2004, p. 807) e Klyde (2022, p. 52)] 

 

De maneira a simplificar as expressões posteriores, define-se que a razão inversa (atente-

se à Equação 103) entre a frequência 𝜔 e a frequência de início do RLE 𝜔𝑖 (assim como para 𝐾) 

podem ser descritas a partir de uma nova variável 𝜛, de acordo com a Equação 105. 

𝜔𝑖

𝜔
=

𝑅

𝐴𝑖𝜔
= 𝜛     e     𝐾 =

𝐴𝑠

𝐴𝑖
=

𝜋𝜛

2
 

Para a aplicação do critério OLOP, a região de saturação máxima do RLE será empregue 

segundo a função descritiva (Equação 100 e 103), definida perante 𝜛 e válida até um certo limite, 

estabelecido em Duda (1995, p. 289), Gilbreath (2001, p. 2-6) e Amato, et al. (2000, p. 3565 apud 

Pandit, 1987), conforme a Equação 106.  

𝜛𝑐𝑟𝑖𝑡 ≤
1

√𝜋2

4 + 1

≤ 0.537              ω ≥ 1.862ω𝑖 (106) 

(104) 

(105) 
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 Como 𝜛𝑐𝑟𝑖𝑡 ≅ 0.537, de acordo com a Equação 106, tem-se 𝐾𝑐𝑟𝑖𝑡 ≅ 0.844. Outros valo-

res para 𝜛, com sua respectiva correlação com a taxa 𝐾 sobre as amplitudes dos sinais de entrada 

(𝐴𝑖 – senoidal) e saída (𝐴𝑠 – triangulares) podem ser vistos na Figura 67.  

 

Figura 67 – Regiões e tempos de resposta para o RLE. 

[Adaptado de: Hanke (1995, p. 11-11) e Amato et al. (2000, p. 3569)] 

 

Dentre os valores propostos, nota-se que para 𝜛 = 0.725 (Hanke, 1995, p. 11-3), o sinal 

de saída 𝑥𝑠(𝑡) tem amplitude exatamente igual ao sinal de entrada 𝑥𝑖(𝑡) e por conseguinte, os 

valores obtidos acima da 𝜛𝑐𝑟𝑖𝑡 apresentam uma redução na amplitude (de acordo com a aplica-

ção direta da Equação 105), devido ao rastreamento do sinal comandado.  

Os resultados foram obtidos a partir da simulação do modelo do atuador contendo o 

RLE, para um sinal de entrada senoidal de frequência 𝜔 = 1 (rad/s) e amplitude 𝐴 = 1 (°), com 

taxa máxima do atuador 𝑅 = 𝜛(𝐴𝑖𝜔), segundo a Equação 105. Ademais, ressalva-se que o 

gráfico foi transladado (após o regime de estabilização inicial) em seu eixo temporal, de modo a 

estabelecer um período centralizado em 2𝜋, com um ganho do atuador 𝐾𝐴 elevado, afim de re-

duzir eventuais atrasos de fase. 

Deste modo, as condições de contorno para o RLE podem ser descritas, de acordo com 

as regiões de análises (I, II e III) propostas por Hanke (1995, p. 11-3), Duda (1995, p. 289) e 

posteriormente empregada por Gilbreath (2001, p. 2-6), segundo os intervalos entre as frequên-

cias adotadas, de acordo com as Equações 107, 108 e 109. 
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Região I (sem saturação): 

𝜔

𝜔𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
< 1,     {

𝐴 = 1
𝜙 = 0

 

Região II (transição – interpolação spline cúbica (Gilbreath, 2001, p. 2-5): 

𝜔

𝜔𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
< 1.862,     {

𝐴 = 0.2908𝛼3 − 1.4396𝛼2 + 1.9232𝛼 + 0.223
𝜙 = 0.528𝛼3 − 2.6213𝛼2 + 3.5056𝛼 − 1.4171

 

Região III (saturação totalmente desenvolvida): 

𝜔

𝜔𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
≥ 1.862, {

𝐴 = (4𝜛/𝜋)                

𝜙 = − cos−1(𝜋𝜛/2)
 

 A região I é descrita como a faixa na qual não há saturação, onde o RLE não é acionado, 

de modo que não haverá atenuação de amplitude e do atraso de fase. A região II, descrita como 

transição, é o instante ao qual ocorrerá o início da limitação de taxa até a completa saturação 

do atuador, estimada através de uma interpolação spline cúbica, no domínio da frequência. Nesta 

região, observa-se uma leve diminuição na amplitude e um aumento considerável no atraso de 

fase. A região III, descrita pela função descritiva (Equação 103), inicia-se no limite da saturação 

(𝜔 ≥1.862𝜔𝑖), caracterizando o regime totalmente saturado do atuador. 

O RLE, quando saturado, pode desestabilizar o sistema de controle e causar um ciclo li-

mite – oscilação sustentada de frequência e amplitude fixas, que é independente das condições 

iniciais (capítulo 3.1.1). De maneira a ilustrar essa concepção, foi obtido o diagrama de Bode 

(Figura 68) para estas três regiões, considerando a frequência de início do RLE 𝜔𝑖 = 1 (rad/s). 

 

Figura 68 – Diagrama de Bode da função descritiva do RLE. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 293, 1997a, p 583), Gilbreath (2001, p. 2-6) e NRC (1997, p. 190)]

(107) 

(108) 

(109) 
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3.4 Critério ponto de início de circuito aberto 

Em síntese, o ponto de início de circuito aberto (OLOP) é definido como o valor de resposta 

em frequência da aeronave de circuito aberto ou do sistema piloto-veículo (PVS) na frequência 

de início de circuito fechado 𝜔̂𝑖, podendo ser empregado para prever problemas de estabilidade 

relacionados a saturação de taxa em sistemas de controle de circuito fechado, associados à PIO 

de categoria II (Duda, 1995, p. 291, 1997a, p. 582, 1998 p. 269, Duus & Duda, 1999, p. 2 e 

Gilbreath, 2001, p. 2-7).  

O critério OLOP visa encontrar a frequência na qual o RLE, em circuito fechado, é acio-

nado pela primeira vez, dado um sinal de entrada de controle. A determinação da frequência 𝜔̂𝑖 

é feita considerando os limites da superfície de controle e do manche, segundo a Equação 110. 

𝐴𝑐|𝐹𝑟𝑐

𝑟𝑅𝐿𝐸(𝑗𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡)| = 𝐴𝐹𝑚
|𝐹𝐹𝑚

𝛿𝑐(𝑗𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡)| = 𝐴𝐹𝑚
| 
𝛿𝑐

𝐹𝑚
 (𝑗𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡)| =

𝑅

𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
 

 Sendo 𝐹𝑟𝑐

𝑟𝑅𝐿𝐸(𝑗𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡) a função de resposta de frequência de circuito fechado entre o sinal 

de entrada (com amplitude 𝐴𝑐) do sistema (ou piloto) 𝑟𝑐 até o sinal de entrada do RLE 𝑟𝑅𝐿𝐸, 𝛿𝑐 a 

entrada de comando da superfície de controle e 𝐹𝑚 a força de entrada de manche. A solução desta 

equação para 𝜔̂𝑖 consiste em determinar a interseção da amplitude de resposta de frequência 

𝐴𝑐|𝐹𝑟𝑐

𝑟𝑅𝐿𝐸(𝑗𝜔)| (de 𝑟𝑐 até 𝑟𝑅𝐿𝐸) a partir de uma linha reta com inclinação -20 (dB/década) que 

cruza a linha de 0 (dB) no limite de taxa do atuador 𝑅 (relacionado ao integrador 1/s no caminho 

de avanço), em um diagrama de Bode. 

Em seguida, de acordo com Duda (1997a, p. 583), a aplicação do critério OLOP necessita 

da determinação da resposta de frequência de circuito aberto necessária 𝐹0(𝑗𝜔), obtida a partir 

da remoção do RLE, de modo a tratar o PVS independentemente da não linearidade. Assim, a 

saída do RLE é definida como a entrada do sistema de circuito aberto 𝑟𝑂𝐿𝑂𝑃 e a entrada do RLE 

é definida como a saída do sistema de circuito aberto 𝑦𝑂𝐿𝑂𝑃. Na Figura 69 ilustra-se este pro-

cedimento para os sistemas de controle de voo (FCS) com limitadores de caminho (a) de avanço 

(direto) e de (b) realimentação de estado (retorno/feedback). 

A resposta de frequência de circuito aberto 𝐹0(𝑗𝜔), para o controle de taxa de arfagem  

(Figura 69a) pode ser obtida a partir da Equação 111 (correlacionado a Equação 110): 

𝐴𝑞𝑐
|𝐹𝑞𝑐

𝛿𝑐(𝑗𝜔)| = 𝐴𝑞𝑐
| 
𝛿𝑐

𝑞𝑐
 (𝑗𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡)| =

𝑅

𝜔̂𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
 

(110) 

(111) 
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(a) Limitadores de caminho de avanço (direto) 

 

         

      (b) Limitadores de caminho de realimentação de estado (retorno/feedback) 

Figura 69 – Determinação da resposta de frequência de circuito aberto para o parâmetro OLOP em  

sistemas de controle com limitadores de caminho (a) de avanço e de (b) realimentação de estado. 

[Adaptado de: Duda (1997a, p. 583), Duda & Duus (2001, p. 422), Duus (2000, p. 4),  

Duus & Duda (1999, p. 3), Gilbreath (2001, p. 2-10)] 

 

Sendo 𝐹𝑞𝑐

𝛿𝑐(𝑗𝜔) a função de resposta de frequência de circuito fechado entre o comando 

de taxa de arfagem 𝑞𝑐  (com amplitude 𝐴𝑞𝑐
) até o comando da superfície de controle de profun-

dor. De acordo com o desenvolvimento inicial relacionado à função descritiva, as funções 𝑞𝑐 e 
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𝛿𝑐 podem ser representadas em seu domínio do tempo complexo, dada sua frequência e ampli-

tude de entrada, conforme as Equações 112 e 113. 

𝑞𝑐(𝑡) = 𝐴𝑞𝑐
𝑒𝑗𝜔𝑡 

𝛿𝑐(𝑡) = 𝐴𝛿𝑐
𝑒(𝑗𝜔𝑡+𝜙) 

 Onde 𝐴𝛿𝑐
 é a amplitude de entrada do comando de superfície (profundor) e 𝜙 o atraso 

de fase adicional referente aos elementos da função linear e descritiva do sistema de circuito 

fechado. Considerando a atribuição de uma amplitude de entrada 𝐴𝑞𝑐
 e de uma frequência 𝜔, as 

variáveis 𝐴𝛿𝑐
 e 𝜙 podem ser obtidas em termos da contribuição dos demais elementos do sistema, 

substituindo o RLE pela função descritiva (Equações 100 e 103), na confecção de um sistema 

equivalente geral. 

Segundo Duda (1995, p. 289) e Gilbreath (2001, p. 2-8), um método iterativo foi desen-

volvido para solucionar estas duas incógnitas perante a função descritiva do sistema de circuito 

fechado generalizado 𝑁𝑓(𝑗𝜔, 𝐴), dada a impossibilidade da aplicação direta de um método linear 

devido a saturação de taxa. As partes reais e imaginárias do sistema complexo representativo para 

as funções de transferência da lei de controle 𝐺𝑐 e da dinâmica da aeronave 𝐺𝑎 é formado por 

duas equações altamente não lineares, descritas pelas Equações 114 e 115. 

𝐴𝛿𝑐

|𝐺𝑐(𝜔)|
cos(𝜙 − 𝜙𝐺𝑐

) + 𝐴𝛿𝑐
|𝐺𝑎(𝜔)||𝑁(𝜔, 𝐴𝛿𝑐

)| cos(𝜙 + 𝜙𝐺𝑎
+ 𝜙𝑁) − 𝐾𝐴𝑞𝑐

= 0 

𝐴𝛿𝑐

|𝐺𝑐(𝜔)|
sen(𝜙 − 𝜙𝐺𝑐

) + 𝐴𝛿𝑐
|𝐺𝑎(𝜔)||𝑁(𝜔, 𝐴𝛿𝑐

)| sin(𝜙 + 𝜙𝐺𝑎
+ 𝜙𝑁) = 0 

 A função 𝑁𝑓(𝑗𝜔, 𝐴) para o sistema de controle equivalente pode ser determinada a partir 

da resolução destas equações (114 e 115) perante a aplicação de algum algoritmo de otimização 

não linear. Para a finalidade desta dissertação, aplicou-se um método similar ao encontrado em 

Gilbreath (2001, p. B-1), que pode ser visto no Apêndice B. A partir da determinação da função 

𝑁𝑓(𝑗𝜔, 𝐴) para o sistema de circuito fechado, pode-se obter a função descritiva de circuito aberto 

𝑁𝑎(𝑗𝜔, 𝐴), de modo que resultados possam ser comparados com a resposta de frequência linear 

em um diagrama de Nichols. A função 𝑁𝑎(𝑗𝜔, 𝐴) pode ser calculada através da Equação 116. 

𝑁𝑎(𝑗𝜔, 𝐴) =
𝑁𝑓(𝑗𝜔, 𝐴)

1 ± 𝑁𝑓(𝑗𝜔, 𝐴)
 

(112) 

(113) 

(114) 

(115) 

(116) 
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Além disso, outro aspecto que deve ser avaliado perante o critério OLOP é o modelo do 

piloto, dado que um sistema pode se tornar instável a partir da desadaptação do piloto à alguma 

mudança repentina na dinâmica da aeronave (Duda, 1995, p, 291, 1997a, p. 583, 1998, p. 267 e 

Gilbreath, 2001, p. 2-15).  

Segundo Duda (1997a, p. 583), um modelo inicial adequado a ser empregado é considerar 

a entrada do piloto como um ganho simples (puro), sem atrasos, dado que na presença de oscila-

ções sustentadas (PIO), o modelo de ganho puro é apropriado para representar o comportamento 

precognitivo síncrono do piloto (McRuer, 1995, p. 74 – capítulo 2.1.3.1). Deste modo, o critério 

OLOP pode ser aplicado para determinar a gravidade dos efeitos da saturação de taxa sobre a 

atuação do piloto. 

De acordo com Van der Weerd (2000, p. 52), a escolha do ganho do piloto 𝐾𝑝 é importante 

devido que o seu valor impacta diretamente na estabilidade do sistema linear de circuito fechado 

e na posição do parâmetro OLOP. Para a aplicação do critério OLOP, o ganho deve ser ajustado 

com base no ângulo de fase de cruzamento 𝜙𝑐  linear do PVS de circuito aberto (Duda, 1997a, p. 

583; Duus & Duda, 1999, p. 3 e Gilbreath, 2001, p. 2-18) entre o espectro de baixo (𝜙𝑐 = − 90°) 

e alto (𝜙𝑐 = − 160°) ganho. 

Caso um modelo do piloto 𝐾𝑝 seja estabelecido para um baixo ganho (maior margem de 

fase) e o parâmetro OLOP resultante esteja localizado em uma região acima do limite de estabili-

dade proposto por Duda (1995, 1997a, 1998) e Duda, Hovmark & Forssell (1997) é provável que 

o PVS seja propenso à PIO de categoria II. Caso seja adotado um modelo de alto ganho (menor 

margem de fase) e o parâmetro OLOP esteja localizado em uma região abaixo do limite, é impro-

vável que o PVS apresente tendências PIO de categoria II devido a limitação de taxa. 

A influência do ganho do piloto em relação ao ângulo de fase de cruzamento 𝜙𝑐 (entre 

− 120 a − 160 º) pode ser vista na Figura 70, onde são plotados os resultados para a aeronave F-18 

(configuração 1_0, em vermelho) e para o simulador de voo NT-33 (configuração LATHOS – 

Lateral high order system L3_2, em verde). 

Segundo Duda (1997a, p. 583), a avaliação da função descritiva para o RLE expõe um 

aumento no atraso de fase e na diminuição da amplitude desde o início de sua primeira ativação. 

Se o parâmetro OLOP estiver localizado em uma região acima de 0 dB (e do limite de estabili-

dade), o atraso de fase causa um aumento na amplitude do PVS de circuito fechado, que ampli-

fica o efeito da saturação e aumenta o atraso, podendo tornar o sistema instável. 
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Figura 70 – Influência do ganho do modelo do piloto. 

[Adaptado de: Duda, Hovmark & Forssell (1997, p. 174-176), Duda & Duus (2001, p. 423), 

 

Caso o parâmetro esteja abaixo de 0 dB (e do limite de estabilidade), o aumento do atraso 

de fase não aumenta a amplitude de circuito fechado, tornando os efeitos da limitação de taxa 

menos problemáticos. Dito isso, nota-se que um modelo do piloto de baixo ganho tende a ofere-

cer menos riscos ao PVS associados a PIO de categoria II. 

Além disso, segundo Gilbreath (2001, p. 3-9), é possível incluir um modelo do piloto 

mais elaborado através da aplicação do critério de Neal-Smith, que faz uso de um modelo similar 

ao que foi proposto por Tustin (capítulo 2.1.3.1.1). A ideia surge da observação que o modelo de 

ganho puro oferece uma boa aproximação para as condições em que a oscilação está totalmente 

desenvolvida (Figura 68), contudo, nas situações anteriores ao início da saturação e durante a 

transição, o seu resultado pode ser insuficiente. 

Ademais, durante o voo, o piloto tende a se manter estável perante a dinâmica da aero-

nave, contudo, após uma mudança repentina devido à algum fator que altere (como a saturação 

de taxa) a dinâmica efetiva do veículo, o comportamento do sistema sofre de um efeito chamado 

de retenção pós-transição (Gilbreath, 2001, p. 3-9 apud Klyde, McRuer & Myers, 1995, p. 6). 

Isso quer dizer que após uma mudança (e/ou transição de fase), o acoplamento entre o piloto e 

o veículo se mantém, momentaneamente, igual ou similar a condição anterior e que segundo 

Gilbreath (2001, p. 3-9) pode levar a uma desadaptação do piloto, desencadeando à PIO.   

Deste modo, o critério proposto por Neal & Smith (1970, 1971) pode complementar a 

análise, já que seus parâmetros, que incluem o ganho do piloto, a compensação de avanço/atraso 

e a latência do piloto, que podem ser ajustados a um padrão de desempenho que satisfaça: uma 
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queda de amplitude inferior a − 3 (dB) em baixa frequência antes de atingir o pico de ressonância 

máximo e largura de banda na fase de −90 (°), de modo a proporcionar ao PVS boas qualidades 

de voo (Figura 25), reduzindo os erros de circuito fechado do estado estacionário a níveis aceitá-

veis, com a reprodução de comandos ágeis para o piloto (Hodgkinson & Mitchell, 2000, p. 133).  

A partir da determinação da frequência de início de circuito fechado do limitador de taxa 

𝜔̂𝑖 e da resposta de frequência linear para o sistema de controle, o efeito do RLE na margem de 

estabilidade do PVS pode ser determinado com base no parâmetro OLOP e através do fenômeno 

de salto, observado após o início da saturação em um gráfico de Nichols, para que possam ser 

feitas previsões sobre a suscetibilidade à PIO. 

A seguir exibe-se o diagrama de Nichols (Figura 71) contendo o limite de estabilidade 

proposto (e atualizado) por Duda (1997b, 1998, p. 570 apud Gilbreath, 2001, p. 2-16) e validado 

(Figura 72) a partir da diferença entre as estimativas obtidas de ensaios não lineares e lineares 

(DPIOR = PIOR Não linear – PIOR Linear) utilizando os modelos de aeronaves disponíveis através 

do uso do simulador de voo Forskningssimulator (FOSIM) do instituto de pesquisa aeronáutica 

da Suécia (Flygtekniska Forsoksanstalten – FFA). 

 

Figura 71 – Limite de estabilidade do critério OLOP. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 297-298, 1997a, p. 583, 1998, p. 270), Duda et al. (1998, p. 431), 

Duda & Duus (2001, p. 422), Duus & Duda (1999, p. 4) e Gilbreath (2001, p. 2-16)] 



3.4 Critério ponto de início de circuito aberto                                                                         | 121 

 

 

 

 

Figura 72– Validação do critério OLOP  

com dados experimentais obtidos com o simulador de voo FOSIM. 

[Adaptado de: Duda, et al. (1998, p. 436) e Duda & Duus (2001, p. 421)] 

 

Segundo Duda et al. (1998, p. 437) e de acordo com a Organização de Pesquisa e Tec-

nologia/Organização do Tratado do Atlântico Norte (RTO/NATO, 2000, p. 110), a principal des-

coberta dos ensaios em voo e das análises posteriores foi que a potencial PIO devido à saturação 

de taxa de caminho de realimentação de estado (feedback) é significativamente mais crítico do 

que a limitação de taxa de caminho de avanço, de modo que a mudança na dinâmica do sistema 

é mais previsível para o piloto quando os limitadores estão no caminho de avanço.  

Neste sentido, existe uma tendência para que sejam adotados dois limites de estabilidade 

para o critério OLOP, dependendo da localização do RLE (similar ao que foi proposto por Os-

smann, Heller & Brieger, 2008, p. 13). Além disso, destaca-se que é necessário ter experiência 

para interpretar as previsões do critério OLOP, assim como um conhecimento prévio sobre o 

projeto do sistema de controle e de seus elementos constituintes, e que embora possam existir 

empecilhos em sua aplicação, os resultados obtidos comprovaram a eficácia do método na pre-

visão da tendência PIO de categoria II (Duda et al. 1998, p. 437). 

O fluxograma geral do critério OLOP pode ser visto na Figura 73, com suas devidas 

considerações para cada etapa do processo até a obtenção do parâmetro OLOP. 
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Figura 73 – Fluxograma do critério OLOP 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 291, 1997a, p. 583, 1998, p. 270), Duda et al. (1998, p. 430),  

Duda & Duus (2001, p. 422), Duda, Hovmark & Forssell (1997, p. 173), Duus & Duda (1999, p. 3)] 
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4. REGULAÇÃO ROBUSTA DE CONTROLE POR MODO DESLIZANTE 

Ao longo deste capítulo será apresentado as teorias envolvidas no desenvolvimento teó-

rico do controlador robusto baseado na regulação de controle por modo deslizante (SMC) com 

integrador condicional (CISMC), partindo dos trabalhos iniciais sobre o controle por estrutura 

variável (VSC), da evolução dos conceitos, abordagens e metodologias para as superfícies e do 

modo de deslizamento, salientando os efeitos e fenômenos indesejáveis e suas soluções até o 

avanço para o projeto da lei de controle não linear propriamente dita, passando pelas etapas e 

definições sobre o processo de linearização por realimentação de estado e da regulação robusta 

via ação integral.  

4.1 Teoria de controle por estrutura variável ou por modo deslizante 

 O controle por estrutura variável (VSC), associado ao conceito de superfície deslizante 

surge na literatura por volta da década de 50, a partir de trabalhos precursores, como os desen-

volvidos por Dolgolenko (1955 apud Utkin, 1974), Emelyanov (1957 apud Slotine & Li, 1991) 

e Filippov (1960), no contexto de regulação de estrutura variável em sistemas lineares (Slotine 

& Li, 1991, p. 307 e Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C., 1993, p. 2). 

Segundo Díaz-Méndez (2018, p. 26), esse nome foi dado pelo fato que a lei de controle 

utiliza uma lógica que altera a estrutura e a trajetória do sistema a partir de uma função de 

chaveamento, que conduz a resposta para uma superfície deslizante, de onde surge a termino-

logia de controle por modo deslizante (SMC). Em síntese, o modo de deslizamento é o principal 

meio de operação para os movimentos do VSC (Utkin, 1992, p. 6). 

 O SMC baseia-se na capacidade de lidar e contabilizar efetivamente com a presença de 

incertezas estruturadas (ou paramétricas) nos parâmetros (imprecisões correspondentes aos ter-

mos do modelo, relacionados as propriedades, ex.: massa, carga, torque, atrito) e de dinâmicas 

não estruturadas/modeladas (imprecisões ou simplificações dos modos estruturais, taxas e atra-

sos), quantificando as compensações resultantes da modelagem (Slotine & Li, 1991, p. 306). 

De acordo com Slotine & Li (1991, p. 277), a metodologia desta lei de controle consiste 

numa simplificação notacional, equivalente à substituição de um problema de rastreamento de 

ordem 𝑛 por um de estabilização, partindo do pressuposto que é mais fácil controlar um sistema 

descrito por equações diferenciais de 1ª ordem, sejam elas não lineares ou incertas. De tal modo 

que ao invés de controlar cada uma das variáveis de estado, constrói-se uma superfície (contendo 

estas variáveis), que será a única dinâmica a ser controlada (Díaz-Méndez, 2018, p. 26).
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A técnica de SMC fornece uma abordagem que visa manter a estabilidade do sistema em 

face de imprecisões e embora possa ser alcançado um desempenho ótimo, deve-se salientar que, 

na presença de imprecisões e incertezas na estrutura do modelo, o desempenho de rastreamento 

alcançável pode estar limitado à largura de banda disponível (Slotine & Li, 1991, p. 306).  

Além disso, de acordo com Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 17) e Slotine & Li 

(1991, p. 277), o SMC (ou VSC) vem sendo aplicado satisfatoriamente na manipulação de robôs, 

servomecanismos, transmissões e motores automotivos, motores elétricos de alto desempenho 

e em sistemas de energia. 

Em relação aos estudos em aeronaves, pode-se citar os trabalhos desenvolvidos por: Alwi 

& Edwards (2006), Dongmo (2012), Jafarov & Tasaltin (2000), Hess & Wells (2003), Huang, 

Kuo & Way (2003), Lee, Nambisan & Singh (2008), Levant et al. (2000), Lin & Chin (2006), Rao 

& Sinha (2010, 2013), Shkolnikov & Shtessel (2001), Shtessel & Shkolnikov (2003), Shtessel, 

Buffington & Banda (1999, 2002), Wang, Bao & Li (2016), Xu, Mirmirani & Ioannou (2004), 

Zhuang et al. (2021) e Zinober, Ei-Ghezawi & Billings (1982), que utilizaram o SMC para con-

trolar e rastrear os ângulos e as velocidades do veículo, dada a metodologia aplicada. 

4.1.1 Conceituação e definições para a lei de controle 

Seja um sistema não linear, variante no tempo, de ordem 𝑛 e com 𝑚 variáveis de entrada, 

cuja a função vetorial de estado contínua 𝐟 ∈ ℝ𝑛 possa ser descrita segundo a Equação 117.  

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝐮, 𝑡) 

Uma forma particular de expressar a equação 117 será obtida através do método de con-

trole equivalente (capítulo 4.1.2.3), cujo o sistema descontínuo não linear é representado por uma 

função linear de controle, de acordo com a Equação 118. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝑡) + 𝐁(𝐱, 𝑡)𝐮 

Sendo 𝐱 o vetor de estado ∈ ℝ𝑛, 𝐮 o vetor de controle ∈ ℝ𝑚 e 𝐁(𝐱, 𝑡) a matriz de ganhos 

dos controles ∈ ℝ𝑛×𝑚. De maneira geral, o VSC pode ser definido através de uma lógica de 

chaveamento que estabelece a relação de controle entre a alternância geométrica dos limites 𝑢𝑖
+ e 

𝑢𝑖
−, dada a combinação convexa (e tangente) dos valores de 𝑢𝑖  em ambos os lados de uma super-

fície de chaveamento 𝑠𝑖 (Slotine & Li, 1991, p. 284 apud Filippov, 1960). 

(117) 

(118) 
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Na Equação 119 expõe-se uma representação habitual para o sistema contendo essa ló-

gica, segundo DeCarlo, Zak & Matthews (1988, p. 215), Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, 

p. 3), Silva (2007, p. 57) e Utkin (1977, p. 217, 1992, p. 4). 

𝑢𝑖(𝐱, 𝑡) = ቊ
𝑢𝑖

+(𝐱, 𝑡) se 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) > 0

𝑢𝑖
−(𝐱, 𝑡) se 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) < 0

,     𝑖 = 1,… ,𝑚 

 A função de valor real de chaveamento 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) é descrita em função das variáveis de 

estado e tempo, de acordo com a função vetorial 𝐬(𝐱, 𝑡), definida a partir das funções de chave-

amento 𝐬(𝐱, 𝑡) = [𝑠1(𝐱, 𝑡), 𝑠2(𝐱, 𝑡), … , 𝑠𝑚(𝐱, 𝑡)]T. O vetor de controle para a estrutura variável 

𝒖(𝒙, 𝑡) pode ser descrito similarmente, sendo 𝐮(𝐱, 𝑡) = [𝑢1(𝐱, 𝑡), 𝑢2(𝐱, 𝑡), … , 𝑢𝑚(𝐱, 𝑡)]T.  

A alternância entre os limites (𝑢𝑖
+, 𝑢𝑖

−) da função de controle (Equação 119) determinam 

as variáveis de controle 𝑢𝑖 que satisfazem o conjunto de pontos do espaço de estado, tal que 

𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) = 0. As funções 𝑠𝑖 serão definidas como superfícies de chaveamento 𝑆𝑖, para quaisquer 

valores de 𝑖 que atendam esta condição (𝑠𝑖 = 0) e para qual exista trajetórias que a atinjam, em 

ambos os lados, para cada um dos pontos da superfície.  

Na Figura 74 exibe-se uma representação das trajetórias dos vetores de velocidade do 

sistema sobre uma superfície na condição de deslizamento. Ademais, destaca-se que as trajetó-

rias sobre a função de chaveamento podem ser convergentes ou divergentes (ou opostas), em 

ambos os lados da superfície de descontinuidade (Slotine, 1983, p. 7). 

  

Figura 74 – Trajetórias dos vetores de velocidade do sistema na condição de deslizamento.  

[Adaptado de: Utkin (1992, p. 4 apud 1981, p. 24 e Slotine & Li (1991, p. 281)]  

A condição de deslizamento é estabelecida caso o vetor de estado inicial 𝐱(𝑡0), em um 

determinado instante de tempo 𝑡0 esteja contido na superfície de chaveamento 𝑆𝑖 e permaneça, 

para todo tempo 𝑡 > 𝑡0, de modo que 𝐱(𝑡) será denominado como um modo ou movimento des-

lizante do sistema.  

(119) 
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A função de chaveamento 𝑠𝑖, em sistemas lineares, invariante no tempo, segundo Hung. 

J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 6) podem ser comumente representadas por uma equação ca-

raterística do modo deslizante em sua forma controlável descentralizada, decompondo o sistema 

em 𝑚 subsistemas, em função dos seus coeficientes de chaveamento desacoplados 𝐜𝑖
𝑇 ∈ ℝ𝑚. 

Deste modo, 𝑠𝑖 pode ser expressa segundo a Equação 120. A estabilidade do modo deslizante 

em cada subsistema é garantida se 𝐜𝑖
T for escolhido (𝐜𝑖

T𝐱 = 0) adequadamente. 

𝑠𝑖(𝐱) = 𝐜𝑖
T𝐱,     𝑖 = 1,… ,𝑚 

Além das considerações anteriores, uma condição importante para o VSC está relacio-

nada ao tempo, direção e alcance do vetor de estado 𝐱(𝑡) até o encontro com uma superfície de 

chaveamento 𝑆𝑖. O tempo de alcance para o sistema será obtido em decorrência do tempo empre-

gado (tempo inicial 𝑡0 = 0) na trajetória de controle dos estados 𝐱(𝑡0) até o instante de encontro 

com uma superfície ou uma interseção de superfícies. 

De acordo com Silva (2007, p. 59), para determinar que o vetor de estado 𝐱(𝑡) atinja a(s) 

superfície(s) ou uma interseção de superfícies (𝑆𝑖𝑗  = 𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 , para 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) = 0 e 𝑠𝑗(𝐱, 𝑡) = 0, ilus-

trado na Figura 75) de chaveamento em um intervalo de tempo finito, é necessário impor uma 

condição de alcance, ao qual, a trajetória do sistema sob esta condição será denominada por 

modo de alcance. Assuntos tais, que serão abordados a seguir. 

 

Figura 75 – Intepretação geométrica e modo de deslizamento em duas  

superfícies de chaveamento (arcos 𝑎𝑏 e 𝑐𝑏) e em sua interseção (arco 𝑏𝑑).  

[Adaptado de: Utkin (2004, p. 6, 1981, p. 24, 1992, p. 5)]  

(120) 
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4.1.1.1 Modos de alcance e condições necessárias e suficientes 

Dentre as metodologias existentes e aplicadas para a condição de alcance, destacam-se 

duas abordagens, que serão introduzidas neste capítulo. Além destas, salienta-se que existem 

outras, mas que por finalidade e em sua maioria, propõem-se a satisfazer a condição de alcance, 

em um tempo finito, através de metodologias que descrevam e solucionem o modo deslizante. 

• Abordagem direta 

Desenvolvida por Emelyanov (1957, 1959 apud Utkin 1974) e estudadas por demais ou-

tros autores, a abordagem direta da função de chaveamento foi uma das metodologias precurso-

ras ao desenvolvimento da técnica de controle por estrutura variável (VSC), assim como perante 

a elaboração da condição de alcance.  

De acordo com Silva (2007, p. 78), esta abordagem baseia-se na extensão das condições 

necessárias e suficientes para a existência dos modos deslizantes, ao redor de um ponto perten-

cente a superfície 𝑆𝑖. Tais conceitos serão abordados ao longo de ambos os capítulos, todavia, 

de maneira sucinta, define-se: 

 Para a existência de um modo deslizante sobre uma superfície 𝑆𝑖, em um ponto qualquer 

(𝐱, 𝑡), é necessário e suficiente que, ao redor de uma vizinhança O(𝐱, 𝛿) deste ponto (sendo 𝛿 

um escalar infinitesimal), a derivada temporal de 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) seja menor que uma constante negativa 

−𝑎 (𝑎 ∈ ℝ+), quando 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) for positiva e a derivada temporal de 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) seja maior que um 

escalar positivo 𝑎, quando 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) for negativa, em uma região de domínio 𝑆, contendo o modo 

deslizante, segundo a Equação 121. 

𝑠̇𝑖(𝐱, 𝑡) < −𝑎                 𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) > 0

𝑠̇𝑖(𝐱, 𝑡) >    𝑎                  𝑠𝑖(𝐱, 𝑡) < 0
,     ∀ 𝐱 ∈ 𝛰(𝐱, 𝛿) 

 Assim sendo, a condição global de alcance (o modo de alcance do sistema atinge as 

superfícies 𝐒 = [𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑚]T em determinado intervalo de tempo – Hung. J. Y., Gao & Hung. 

J. C, 1993, p. 8 e Silva, 2007, p. 79) para a função de chaveamento 𝑠𝑖 pode ser descrita conforme 

a Equação 122 e reescrita em sua forma equivalente, de acordo com a Equação 123. 

𝑠̇𝑖(𝐱) < 0                 𝑠𝑖(𝐱) > 0

𝑠̇𝑖(𝐱) > 0                 𝑠𝑖(𝐱) < 0
,     𝑖 = 1,… ,𝑚 

𝑠𝑖𝑠̇𝑖 < 0,     𝑖 = 1,… ,𝑚)

(121) 

(122) 

(123) 
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Para a condição local, em um tempo de alcance infinito, segundo Utkin (1992, p. 5), é 

suficiente para a existência do modo de deslizamento em uma superfície de descontinuidade, que 

os limites da derivada temporal de 𝑠𝑖(𝐱) em zero, para ambos os lados, satisfaça a Equação 124. 

lim
𝑠→0+

𝑠̇𝑖 < 0     e     lim
𝑠→0−

𝑠̇𝑖 > 0 

No capítulo 4.1.2 serão apresentados três métodos auxiliares que se propõe a solucionar  

a existência e a unicidade de uma solução ao problema do sistema dinâmico descontínuo. 

• Abordagem pela função de Lyapunov 

De acordo com DeCarlo, Zak & Matthews (1988, p. 216 apud Utkin, 1974, 1977), Khalil 

(2002b, p. 552, 2015, p. 47, p. 232), Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 8), Silva (2007, 

p. 263) e Utkin (1981, p. 76, 1992, p. 46), uma função candidata de Lyapunov para o problema 

generalizado de estabilidade de modo deslizante deve satisfazer as seguintes condições: 

Seja 𝑆 na variedade (espaço topológico) 𝑠 = 0 o domínio (𝑆 ⊂ ℝ𝑛) de um modo desli-

zante, se para todo 𝜖 > 0, existe um 𝛿 > 0, de tal forma que qualquer movimento que comece em 

uma vizinhança 𝛿 𝑛-dimensional de 𝑆 possa deixar a vizinhança 𝜖 𝑛-dimensional de 𝑆 apenas 

através da vizinhança 𝜖, entre os limites de 𝑆, conforme Figura 76.  

 

Figura 76 – Ilustração bidimensional do domínio do modo deslizante. 

[Adaptado de: DeCarlo, Zak & Matthews (1992, p. 216)] 

E seja Ω uma região do subespaço 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑚 pertence à 𝑆 (Ω ⊃ S) contendo a origem 

e cuja função 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) seja continuamente diferenciável, localmente Lipschitz (contínua), para 

qual, as seguintes condições sejam válidas:

(124) 
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A função 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) é positiva definida com respeito à 𝐬, isto é, 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) > 0 com 𝑠 ≠ 0, 

∀ 𝐱 ∈ Ω e 𝑡 ∈ ℝ arbitrários e 𝑉(𝐱, 0, 𝑡) = 0. Em uma superfície esférica ‖𝐬‖ = 𝑅 ∈ ℝ+, sendo 

𝑅 ≠ 0, as seguintes relações devem ser satisfeitas, segundo a Equação 125. 

inf
‖𝐬‖=𝑅

𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) = ℎ𝑅 ,    sup
‖𝐬‖=𝑅

𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) = 𝐻𝑅 ,     lim
𝑅→0

𝐻𝑅 = 0 

Sendo ℎ𝑅 e 𝐻𝑅 valores reais positivos das estimativas inferiores e superiores da esfera, 

∀ 𝐱 ∈ Ω e 𝑡 ∈ ℝ arbitrários, que dependem somente de 𝑅. 

A derivada de tempo total da função 𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) em relação ao sistema exposto na Equação 

118 é negativa em toda a superfície de descontinuidade, ∀ 𝐱 ∈ Ω, exceto para 𝐱 na superfície de 

chaveamento 𝐬 onde as entradas de controle são sub definidas (ou não definidas), e em toda a su-

perfície da esfera ‖𝐬‖ = 𝑅, exceto para os pontos de descontinuidade, e portanto, onde a derivada 

de 𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) não existe, de acordo com a Equação 126.  

𝑉̇  = ∇𝐬𝑉(𝐆𝐟 + 𝐆𝐁𝐮) + ∇𝐱𝑉(𝐟 + 𝐆𝐁𝐮) +
𝜕𝑉

𝜕𝑡
 

Sendo ∇𝐬 e ∇𝐱 o transposto dos gradientes das superfícies de chaveamento, 𝑠1, … , 𝑠𝑚 e do 

vetor de estado, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 e 𝐆 ∈ ℝ𝑚×𝑛 uma matriz cuja as linhas 𝑖 são o transposto do gradiente 

de 𝐬 com respeito ao vetor de estado 𝐱, conforme a Equação 127. 

∇𝐬= [
𝜕

𝜕𝑠1
, … ,

𝜕

𝜕𝑠𝑚
]
T

,   ∇𝐱= [
𝜕

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕

𝜕𝑥𝑛
]
T

,   𝐆 = [
𝜕𝑠1

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑠𝑚

𝜕𝑥𝑛
]
T

 

A relação exposta na Equação 126 é verdadeira para quaisquer valores entre 0 < 𝑎 < 𝑏 

com 𝑠 ∈ Ω, se ‖𝑠‖ ≦ 𝑏, segundo a Equação 128.  

sup
‖𝐬‖=𝑅

𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) = −𝑚𝑅 ,     𝑚𝑅 > 0,     sup
𝑅 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑚𝑅 < 0 

O limite superior para a função 𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) é definido ∀ 𝐱 ∈ Ω e 𝑡 ∈ ℝ arbitrários, enquanto 

𝑚𝑅 for uma estimativa real positiva e depende apenas de 𝑅. Por conseguinte, um movimento de 

modo deslizante estável ao longo da interseção de superfícies 𝑠𝑖 = 0, em um domínio 𝑆, tem por 

suficiente que, ∀ 𝐱 ∈ Ω e 𝑡 ∈ ℝ arbitrários, exista uma função contínua diferenciável 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) 

que as condições 1 e 2 assegurem a estabilidade e para o qual, o limite a seguir seja válido, de 

acordo com a Equação 129. 

lim
𝑅→∞

ℎ𝑅 = ∞ 

(125) 

(126) 

(127) 

(128) 

(129) 
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Segundo Utkin (1992, p. 49), para a aplicação de funções suaves por partes, a condição 

de estabilidade do modo deslizante impõe, por existência, que a função de Lyapunov 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) 

seja contínua diferenciável e positiva em função das superfícies 𝐬, que deve ser adequada ao 

método de controle equivalente, na forma da Equação 118, para que as demais considerações 

introduzidas anteriormente possam serão válidas.  

Um caso particular de função suave por parte para o modo deslizante é a função sinal 

sgn(o) (representada como uma não linearidade de relé, segundo o capítulo 3.1 – Figura 53), que 

é expressa na Equação 130, sendo 𝐃(𝐱, 𝑡) ∈ ℝ𝑚×𝑚 uma matriz dependente do vetor de estado 

𝐱 e de tempo 𝑡 e 𝐬𝐠𝐧(𝐬) = [sgn(𝑠1), sgn(𝑠2),… , sgn(𝑠𝑚)]T uma função vetorial das funções si-

nais (Equação 131) das funções de chaveamento 𝐬 = [𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑚]T. 

𝐬̇ = −𝐃(𝐱, 𝑡)𝐬𝐠𝐧(𝐬) 

sgn(𝐬) = ቄ
   1, ise  𝐬 > 0
−1, ise  𝐬 < 0

 

Para sistemas multivariáveis, de acordo com DeCarlo, Zak & Matthews (1988, p. 217) 

e Utkin (1992, p. 78), as funções candidatas de Lyapunov podem ser difíceis de serem estabe-

lecidas, exceto para os casos em que a matriz de ganhos dos controles 𝐁(𝐱, t) ∈ ℝ𝑛×𝑚, em sua 

forma controlável descentralizada é: simétrica, diagonal e/ou diagonalmente dominante, com 

forma generalizada (Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C., 1993, p. 8), segundo a Equação 132. 

𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) = 𝐬T𝐬 

De modo que a condição de alcance global apresentada por Utkin (1974) e Itkis (1976) 

consiste na própria definição da função de Lyapunov. Segundo Khalil (2002b, p. 114, 2015, p. 

47) e Silva (2007, p. 79), para que origem seja um ponto de equilíbrio estável 𝐬 = 0, a derivada 

de 𝑉(𝐱, 𝐬, 𝑡) ao longo das trajetórias das superfícies de chaveamento 𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑚, devem satis-

fazer a inequação a seguir, conforme a Equação 133. 

𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) < 0,     ∀ 𝐱 ∈ 𝑆            𝐬 ≠ 0 

Para um tempo de alcance finito, segundo Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 8), a 

Equação 133 pode ser modificada, adotando 𝜖 como uma constante positiva de amplitude infi-

nitesimal, de acordo com a Equação 134. 

𝑉̇(𝐱, 𝐬, 𝑡) < 𝜖,     ∀ 𝐱 ∈ 𝑆            𝐬 ≠ 0,   𝜖 ∈ ℝ+ 

(133) 

(134) 

(130) 

(131) 

(132) 
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Em DeCarlo, Zak & Matthews (1988) e Khalil (2002b, 2015) são apresentadas algumas 

aplicações e exemplos baseados nesta abordagem, ao qual, deixa-se como sugestão a leitura. 

4.1.1.2 Lei de alcance 

O método da lei de alcance consiste na imposição de uma função de chaveamento que 

descreverá a dinâmica do movimento deslizante diretamente, segundo a Equação 135. De acordo 

com Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 8), algumas vantagens desta metodologia incluem: 

a especificação conjunta da condição e do modo de alcance do sistema, a simplificação da so-

lução para o VSC e a possível redução das oscilações excessivas nos modos de deslizamento. 

𝐬̇ = −𝐊(𝐱, 𝑡)𝐟(𝐬) − 𝐃(𝐱, 𝑡)𝐬𝐠𝐧(𝐬) 

 Sendo 𝐊(𝐱, 𝑡) e 𝐃(𝐱, 𝑡) as matrizes diagonais com elementos da diagonal principal posi-

tivos ou nulos (∈ 𝑅𝑚) em função de 𝐬, 𝐬𝐠𝐧(𝐬) uma função vetorial das funções sinais (Equação 

131) das funções de chaveamento 𝒔 e 𝐟(𝐬) = [𝑓1(𝑠1), 𝑓2(𝑠2),… , 𝑓𝑚(𝑠𝑚)]T uma função vetorial 

das funções de chaveamento 𝒔, que satisfaz a condição, segundo a Equação 136. 

𝑠𝑖𝑓𝑖(𝑠𝑖) > 0,     ∀ 𝑠𝑖 ≠ 0,   𝑖 = 1,… ,𝑚 

 Além da lei de alcance exibida na Equação 135, alguns casos especiais podem ser vistos 

em Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 8), devido as especificações das matrizes 𝐊(𝐱, 𝑡) e 

𝐃(𝐱, 𝑡), que definem taxas distintas para a função de chaveamento 𝐬, resultando em estruturas 

distintas e diferentes na lei de controle. A seguir, são reproduzidos os três exemplos de leis de 

alcance, de acordo com as Equações 137, 138 e 139. 

 Lei de alcance de taxa constante: 

𝐬̇ = −𝐃(𝐱, 𝑡)𝐬𝐠𝐧(𝐬) 

Lei de alcance de taxa constante, mais termo proporcional: 

𝐬̇ = −𝐊(𝐱, 𝑡)𝐟(𝐬) − 𝐃(𝐱, 𝑡)𝐬𝐠𝐧(𝐬) 

 Lei de alcance da taxa de potência: 

𝑠̇𝑖 = −𝑘𝑖|𝑠𝑖|
𝛼sgn(𝑠𝑖),     0 < 𝛼 < 1,     𝑖 = 1,… ,𝑚 

(135) 

(137) 

(138) 

(139) 

(136) 
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4.1.1.3 Chattering 

A resposta de um sistema por estrutura variável (VSC) perpassa por três etapas, que se-

gundo Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 12), podem ser definidas pelo modo de alcance, 

de deslizamento e de estado estacionário. A condição e o modo de alcance estabelecem as condi-

ções para que a(s) superfície(s) seja(m) atingida(s), sendo que o modo deslizante ocorre durante 

e ao redor da trajetória até a etapa final, definida pelo estado estacionário, que tem por finalidade 

conduzir e minimizar a resposta dos estados para uma condição de equilíbrio ou de deslocamento 

constante, ao reduzir o erro a zero (𝑒 ≈ 0) ou até atingir um estado de ciclo limite. 

No decorrer do modo deslizante e do estado estacionário, devido ao chaveamento descon-

tínuo ao longo da(s) superfície(s) e da descontinuidade da função sinal sgn(o) (Equação 130), a 

resposta durante estas fases tende a ser oscilante e/ou vibratória, em forma de zigue-zague, com 

amplitude finita de alta frequência, denominada por chattering (Bartolini, Ferrara & Usai, 1998, 

p. 241; Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C., 1993, p. 13; Levant, 2010, p. 1380; Shtessel et al., 2014, 

p. 9; Slotine & Li, 1991, p. 289 e Young, Utkin & Ozguner, 1999, p. 328). 

Em geral, essas oscilações excessivas são essencialmente indesejadas, já que comprome-

tem a qualidade do sinal de controle e degradam o desempenho do sistema, ao reduzir a precisão 

devido aos atrasos entre as trocas de controle (Khalil, 2002b, p. 555, 2015, p. 236), além de poder 

excitar dinâmicas de altas frequências não modeladas (Bartolini, et al., 2000, p. 1711; Slotine & 

Li, 1991, p. 289 e Young, Utkin & Ozguner, 1999, p. 329). 

No controle de uma aeronave, por exemplo, os sinais a serem recebidos pelo sistema de 

controle de voo (FCS) devem ser mantidos, se possível, de maneira contínua e suave, de modo que 

uma superfície aerodinâmica, ao ser defletida, não possa mover-se alternadamente, com elevada 

frequência, ao ponto que é desejável que exista um patamar de robustez ou insensibilidade do 

sistema às incertezas do modelo e às perturbações externas (Shtessel et al., 2014, p. 9). 

Portanto, a maioria dos sistemas de controle práticos e reais não suportam a alternação 

excessiva de VSC, sem que exista uma perda no desempenho. Além da presença dos atrasos de 

tempos finitos, segundo Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 13), um outro fator que dificulta 

sua a implementação está relacionada as limitações dos atuadores físicos, que no caso dos mo-

tores de corrente contínua, devido à indutância do enrolamento, não permite que a corrente seja 

alternada a uma taxa infinitamente rápida.
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Uma das formas de amenizar o efeito do chattering é suavizar a descontinuidade de con-

trole em uma fina camada limite, vizinha à superfície de chaveamento (Slotine & Li, 1991, 290 

– temática que será explorada no capítulo 4.2), ao qual, a função sgn(o) é aproximada por uma 

função contínua sat(o), dentro de uma camada limite em torno da superfície. A Equação 140 

expõe a função sat(o), definida em relação à função sinal sgn(o) (Equação 131) e a Equação 

141 define a função sat(o) em função da camada limite 𝜇. 

sat(𝑠𝑖) {
  . M   𝑠𝑖, ise  |𝑠𝑖| ≤ 1

sgn(𝑠𝑖), ise  |𝑠𝑖| > 1
,      𝑖 = 1,… ,𝑚 

sat(𝑠𝑖) {

1, ise  𝑠𝑖 > 𝜇

 
𝑠𝑖

𝜇
, ise  |𝑠𝑖| ≤ 𝜇

−1, ise  𝑠𝑖 < −𝜇

,      𝑖 = 1,… ,𝑚 

A função sat(. ) é caracterizada como um elemento que apresenta alto ganho e um pe-

queno erro de aproximação, sendo empregada com o objetivo de reduzir o chattering ao custo 

de uma pequena deterioração do sinal, motivada pela suposição que alguns sistemas práticos 

não suportam alterações abruptas, como no caso dos sistemas mecânicos que apresentam folgas 

entre engrenagens e/ou em dispositivos móveis que não devem ser afetados por forças e torques 

assíncronos, a fim de evitar o desgaste das peças (Bartolini, Ferrara & Usai, 1998, p. 242). 

Todavia, mesmo para os casos em que uma função de suavização possa ser aplicada, 

somente é possível garantir que o modo deslizante ocorra em uma pequena vizinhança, dentro 

da camada limite 𝜇, ao qual, de acordo com Bartolini, Ferrara & Usai (1998, p. 242), não garante 

totalmente que o sistema esteja isento de chattering ou que a distância estabelecida por 𝜇 não 

possa ser ultrapassada por uma frequência imprevisível. 

Neste sentido, a hipótese que os sistemas de controle possam ser instantaneamente con-

trolados, em sistema reais não é aplicável, de modo que os fatores acima referidos afetam na 

tarefa de controle, ao ponto que as Equações 131, 140 e 141 serão idealizações das condições 

reais e práticas do controle para a(s) superfície(s) de chaveamento 𝑠𝑖.  

Segundo Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 13), Silva (2007, p. 83) e Slotine (1983, 

p. 7), o controle real para a função sinal e de saturação pode ser regularizado ao assumir que o 

comportamento do sistema será degenerado a partir de um chaveamento histerético, que pode 

ser modelado, de acordo com a Equação 142, sendo ∆ um valor incremental positivo. 

hys(𝑠𝑖) = {
   1, ise  𝑠𝑖 > ∆  ou  𝑠̇𝑖 < 0 e |𝑠𝑖| < ∆

−1, ise  𝑠𝑖 < ∆  ou  𝑠̇𝑖 > 0 e |𝑠𝑖| > ∆
,     𝑖 = 1,… ,𝑚 

(140) 

(141) 

(142) 
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 O controle por relé, através da função sgn(o) e da característica de histerese torna impos-

sível que o chaveamento ocorra intrinsecamente na superfície 𝑠𝑖 = 0, ao invés disso, as soluções 

do sistema serão limitadas entre a superfície 𝑠 = ± ∆, de acordo com a Figura 77. 

 

Figura 77 – Trajetória induzida pela histerese ao ser associada com o chaveamento de controle  

[Adaptado de: Silva (2007, p. 84) e Slotine (1983, p. 8)] 

O sinal de resposta correspondente ao controle com histerese pode ser visualizado na Fi-

gura 78, assumindo que o chaveamento de controle é descrito a partir da Equação 142, para 𝑢+ 

e 𝑢−, segundo a Equação 143. 

𝑢(𝑠) = hys(𝑠) = {
𝑢+, ise  𝑠 > ∆  ou  𝑠̇ < 0 e |𝑠| < ∆
𝑢−, ise  𝑠 < ∆  ou  𝑠̇ > 0 e |𝑠| > ∆

 

Em relação ao controle prático realizado através da função saturação, o efeito da histerese 

também está presente e de acordo com Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 14), a abordagem 

para esta condição tende a ser complexa, especialmente quando o sistema de controle é não li-

near, ao qual, o método da função descritiva tem sido uma das formas de abordar esse problema, 

assunto este, desenvolvido perante os capítulos 3.2 a 3.4.  

 

Figura 78 – Esquema de chaveamento e resposta de controle induzida por histerese 

[Adaptado de: Silva (2007, p. 84)] 

(143) 
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Na Figura 79 exibe-se as quatro situações para a função de chaveamento discutidas an-

teriormente, envolvendo o controle por relé, segundo a função sgn(p), para as situações idea-

lizada (a) e real (c) e para o controle decorrente da função de saturação sat(p), para o caso ideal 

(b) e real (d). O estudo preliminar destas funções foi introduzido no capítulo 3.1, como elementos 

não lineares nos sistemas dinâmicos, representados pelas Figuras 53 e 54. 

 

Figura 79 – Funções de chaveamento para uma estrutura variável com  

controle por (a) relé ideal (b) saturação ideal (c) relé real e (d) saturação real  

[Adaptado de: Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 14)] 

Os aspectos gerais destas funções podem ser observados através dos seus modos de des-

lizamento correspondentes, mediante a abordagem de um sistema de controle genérico de se-

gunda ordem 𝑥̈ + 𝑎𝑥̇ + 𝑏𝑥, com uma superfície de chaveamento 𝑥̇ + 𝑐𝑥 = 0, sendo 𝑎, 𝑏 e 𝑐 

coeficientes reais quaisquer. Para as funções de chaveamento propostas, os seus modos desli-

zantes (ou quase) podem ser vistos na Figura 80. 

Em síntese, pode-se observar pela Figura 80 que, nas condições ideais, o controle por 

relé (a) não exibe oscilação devido ao chattering, pois existe um modo de deslizamento ideal na 

superfície de chaveamento 𝑠 = 0, com erro estacionário nulo, possibilitando a alternância infi-

nita dos estados independentemente de distúrbios e incertezas paramétricas, evidenciando as 

propriedades de robustez e invariância. 

Para o controle ideal da função saturação (b), onde a espessura da camada limite é defi-

nida por 𝜇, o controle pode ser descrito em duas etapas. Fora da camada limite, o controle é 
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idêntico as características expostas para o relé ideal e dentro da camada limite, o controle será 

definido a partir de um controle linear de alto ganho. As trajetórias da resposta do sistema serão 

limitadas por 𝜇, mas não são forçadas a permanecer na superfície 𝑠 = 0, de modo que não exis-

tirá um modo de deslizamento ideal e a propriedade de invariância. Contudo, sendo a função 

de controle contínua, o efeito do chattering é amenizado. 

 

Figura 80 – Modos de deslizamento (ou quase) das funções de chaveamento para uma estrutura  

variável com controle por (a) relé ideal (b) saturação ideal (c) relé real e (d) saturação real  

[Adaptado de: Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 14)] 

O controle por relé real (c), devido a degeneração alternada impossibilita que o chavea-

mento ocorra diretamente sobre a superfície 𝑠 = 0, ao qual, a trepidação induzida pela histerese 

é limitada entre um valor incremental ± ∆. Neste caso, há um modo de deslizamento não ideal, 

repercutindo na presença de chattering. Além disso, para o estado estacionário, segundo Hung.
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 J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 14), a origem não será um ponto de equilíbrio, logo e conse-

quentemente, a resposta do sistema comportar-se-á como um ciclo limite. 

Para o último caso, referente ao controle prático de saturação (d), tem-se que o chavea-

mento de controle ocorrerá de maneira similar ao caso real, incluindo os efeitos da histerese, de 

modo que dentro da camada limite 𝜇, as trajetórias do sistema convergem assintoticamente para 

dois pontos de equilíbrio, com a presença de erro no estado estacionário, sem modo deslizante. 

Tal como na situação ideal, a propriedade de invariância não é garantida, além disso, as propri-

edades do sistema VSC serão inexistentes quando a inclinação da faixa linear de controle da fun-

ção saturação não for suficientemente grande.  

Segundo Hung. J. Y., Gao & Hung. J. C. (1993, p. 14), uma forma de contornar o problema 

da invariância pode ser realizada através do ajuste adaptativo da espessura da camada limite 

proposto por Slotine (1983, 1984), Slotine & Sastry (1983) e Slotine & Li (1991), a fim de obter 

um rastreamento insensível as perturbações e ao grau de incerteza da dinâmica do sistema. A 

descrição da superfície deslizante de acordo com esta abordagem é realizada no capítulo 4.2, mas 

antes disso, formaliza-se o conceito de modo deslizante, unicidade e existência para o problema 

do sistema dinâmico descontínuo. 

4.1.2 Formalização do modo deslizante 

Do ponto de vista formal, as equações com lado direito descontínuo (apresentadas no 

capítulo 4.1.1) não satisfazem os teoremas clássicos sobre a existência e unicidade de uma so-

lução, de modo a depender de abordagens axiomáticas ou físicas adicionais (Utkin 1974, p.7). 

A formulação, na maioria dos casos se resume a encontrar um determinado sistema de equações 

diferenciais com lado direito contínuo, que apesar das descontinuidades da função de controle 

original, permitem a descrição do movimento no modo deslizante.  

As incertezas do comportamento dos sistemas descontínuos nas superfícies de chavea-

mento possibilitaram que diversas técnicas de análise fossem desenvolvidas para abordar este 

problema, ademais, segundo Utkin (1992, p. 6), foi a partir dos estudos sobre as estruturas vari-

áveis, na década de 60 que foi dado o maior enfoque rumo ao desenvolvimento do controle por 

modo deslizante (SMC). 

Para solucionar os problemas associados ao comportamento descontínuo dos sistemas 

de controle por estrutura variável (VSC) foram sugeridas algumas alternativas para substituir 

ou reduzir o problema original a um modelo modificado, a partir de métodos que proporcionem
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uma solução aproximada e contínua, permitindo o uso de técnicas clássicas de análise ou através 

de métodos de determinação de uma equação diferencial com lado direito contínuo. 

 A seguir serão apresentadas três abordagens que se propuseram a solucionar a existência 

e a unicidade de uma solução ao problema do sistema dinâmica descontínuo, segundo o método 

de regularização, baseado na substituição do problema inicial e de acordo com os métodos de 

Filippov e de controle equivalente, segundo a teoria de equações diferenciais com lado direito 

contínuo, que preserva e mantem inalterado os estados originais.  

• Método de regularização  

A substituição de um problema original em uma solução reduzida e contínua, que permita 

a utilização de técnicas clássica é denominado como um processo de regularização, que segundo 

Utkin (1992, p. 12), teve sua base teórica estabelecida por Tikhonov (1952) e sua escola, que 

desenvolveram técnicas de regularização a problemas não clássicos gerais, envolvendo peque-

nos parâmetros em problemas singulares de controle ótimo. 

De acordo com Silva (2007, p. 62), o método de regularização consiste na determinação 

de uma aproximação contínua para o chaveamento de controle exposto nas Equações 117 e 118, 

de tal forma que a equação diferencial que representa o sistema descontínuo satisfaça às condi-

ções do teorema de existência e unicidade e resolva a equação diferencial resultante, quando os 

limites para as variáveis físicas da aproximação contínua tendem a zero.  

Em geral, as técnicas de regularização correspondem a sistemas da vida real, de modo 

que as equações de deslizamento tendem a se diferir em cada uma das abordagens devido ao 

âmbito de sua aplicação. Segundo Utkin (1992, p. 12), uma característica comum em ambas (ou 

na maior parte) as técnicas é a presença do vetor de velocidade no espaço de estados, sendo tan-

gencial a uma ou mais superfícies, na ocorrência de um modo deslizante. Além disso, as técnicas 

suficientemente amplas serão aquelas que conseguem descrever o deslizamento sem o uso de 

um modelo preciso do comportamento do sistema na vizinhança dos limites de descontinuidade, 

mesmo que as equações sejam obtidas de forma ambígua (“chaveada”). 

Para o caso a ser estudado, considera-se a regularização descrita por Utkin (1981, p. 36, 

1992, p. 13 – por conivência, devido ao método de controle equivalente, que será exposto pos-

teriormente), que faz uso de uma camada limite, de valor incremental ∆, segundo as Equações 

142 e 143. Em Silva (2007, p. 62) é possível contemplar uma metodologia similar.
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Seja um movimento deslizante 𝐬(𝐱) = 0 que ocorra entre as interseções das superfícies 

(𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ … 𝑆𝑟, 𝑟 ≤ 𝑚) de descontinuidade 𝐬(𝐱) = [𝑠1(𝐱), 𝑠2(𝐱), … , 𝑠𝑚(𝐱)]T, que levam em 

consideração um controle real ou preciso 𝐮̃, que inclui imperfeições e incertezas (por exemplo: 

atrasos, histerese, inércia), de acordo com a Equação 144. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝐮̃, 𝑡) 

O custo para tal substituição transcreve-se sobre o modo deslizante, que não mais ocor-

rerá estritamente na variedade 𝐬(𝐱) = 0, mas sim em uma vizinhança próxima desta, limitada 

pela variável ∆ e que será dependente das imperfeições consideradas; quando ∆ tende a zero, o 

modo deslizante real aproxima-se do ideal, conforme Equação 145. 

‖𝐬(𝐱)‖ ≦ ∆,     ‖𝐬(𝐱)‖ = √(𝐬T𝐬) 

 A condição necessária de estabilidade para o modo deslizante, em um domínio 𝑆 é garan-

tida caso a Equação 145 forneça pelo menos uma única solução e caso as variáveis desta solução 

satisfaçam a desigualdade, segundo a Equação 146. 

min(𝑢𝑖
−, 𝑢𝑖

+) ≦ 𝑢̃𝑖 ≦ max(𝑢𝑖
−, 𝑢𝑖

+) 

• Método de Filippov 

A teoria de equações diferenciais com o lado direito descontínuo desenvolvida por Fi-

lippov (1960, 1961, 1985, 1988) constroem uma solução média das soluções obtidas ao aproxi-

mar-se do ponto de descontinuidade a partir de diferentes direções, sendo está, uma das bases 

principais para a aplicação dos modos deslizantes ao VSC. A Equação 147, similar a Equação 

117 retrata a dinâmica do sistema a seguir: 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝑢(𝐱), 𝑡) 

 De acordo com Filippov (1960, p. 105, 1961, p. 933, 1985, p. 42), a dinâmica deste sistema 

(Equação 147) pode ser representada pela média entre as estruturas, conforme a Equação 148. 

𝐟0  = 𝛼𝐹𝐟+ + (1 − 𝛼𝐹)𝐟−,     0 ≤ 𝛼𝐹 ≤ 1) 

Segundo Utkin (1992, p. 9 apud Filippov, 1960), a função de estado 𝐟0
 corresponde a to-

dos os valores de 𝐟 pertencente a um conjunto fechado convexo mínimo em cada um dos pontos 

da superfície quando 𝐱(𝑡) transpassa por toda a vizinhança O(𝐱, 𝛿), dado os limites (Equação 

149) da função 𝐟0.

(147) 

(148) 

(144) 

(145) 

(146) 
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Segundo Slotine & Li (1991, p. 284), a Equação 148 representa geometricamente uma 

solução para a dinâmica do sistema no modo deslizante 𝑠̇ = 0, dado o conceito de controle equi-

valente 𝑢𝑒𝑞 (assunto a ser discutido sequencialmente), para 𝐟𝑒𝑞 = 𝐟0. 

𝐟+ = lim
𝑠→0

𝐟 (𝐱, 𝑢+, 𝑡)     e     𝐟− = lim
𝑠→0

𝐟 (𝐱, 𝑢−, 𝑡) 

O coeficiente 𝛼𝐹 é determinado de maneira a exigir que as trajetórias da dinâmica no 

modo deslizante (𝑠̇ = 0) sejam tangentes à superfície (Slotine & Li, 1991, p. 283), dada as pro-

jeções normais de 𝐟+ e 𝐟− (Filippov, 1960, p. 105, 1985, p. 42), que devem ser perpendiculares 

ao gradiente ∇𝐬 (DeCarlo, Zak & Matthews, 1988, p. 218, Filippov, 1984, p. 42 e Silva, 2007, 

p. 246 – Equação 127) das superfícies 𝐬. O coeficiente 𝛼𝐹 pode ser obtido através da Equação 

150, incluindo o termo ∇𝐬
T, para o cálculo direto de suas projeções. 

𝛼𝐹 =
∇𝐬

T𝐟−

∇𝐬
T(𝐟− − 𝐟+)

 

 Na condição ∇𝐬
T𝐟0 = 0 e sendo 𝛼𝐹  um coeficiente determinado em um ponto pertencente 

a superfície, para ambos as funções 𝐟+ e 𝐟−, obtém-se a equação que descreve o modo deslizante 

diretamente, sob a condição inicial 𝑠 = 0, de acordo com a Equação 151. 

𝐱̇ = 𝐟0(𝐱, 𝑡) = [
∇𝐬

T𝐟−

∇𝐬
T(𝐟− − 𝐟+)

] 𝐟+ + [
∇𝐬

T𝐟+

∇𝐬
T(𝐟+ − 𝐟−)

] 𝐟− 

Na Figura 81 é retratado uma construção dos vetores de velocidade do sistema, corres-

ponde a teoria desenvolvida por Filippov para o movimento de modo deslizante. 

 

Figura 81 – Construção de Filippov para determinar o vetor  

de velocidade desejado 𝐟0 em um movimento de modo deslizante.  

[Adaptado de: DeCarlo, Zak & Matthews, (1988, p. 218) e Filippov (1961, p. 923)] 

(150) 

(151) 

(149) 
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Uma leitura introdutória e mais detalhada sobre o método de Filippov pode ser lida em 

Filippov (1960, 1961, 1985, 1988), Silva (2007) e Slotine (1973). 

• Método de controle equivalente  

O método de controle equivalente, desenvolvido por Utkin (1974, 1981, 1992 e possi-

velmente baseado em trabalhos correlatos e anteriores a esse período, por exemplo: Emelyanov 

e Filippov), define um modo de controle contínuo através de uma ação necessária para manter 

o movimento deslizante ideal em 𝑆 (Shtessel et al., 2014, p. 47). De acordo com DeCarlo, Zak 

& Matthews (1988, p. 218) e Utkin (1992, p. 14, 1981, p. 37), tem-se a formalização a seguir: 

Seja um modo deslizante entre as interseções das superfícies (𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ … 𝑆𝑟, 𝑟 ≤ 𝑚) 

na variedade 𝐬(𝐱) = [𝑠1(𝐱), 𝑠2(𝐱),… , 𝑠𝑚(𝐱)]T, para os sistemas expostos nas Equações 117 e 

118. Suponha que em um tempo 𝑡0 a trajetória dos estados da planta intercepta as superfícies de 

chaveamento e que exista um modo deslizante 𝑡 ≧ 𝑡0, de modo que por existência, tem-se que 

𝐬̇(𝐱) = 0 e 𝐬(𝐱) = 0 para ∀ 𝑡 ≧ 𝑡0.  

A solução (ou as várias soluções) para um controle contínuo baseado nesta concepção 

deve reproduzir um vetor de estado igualmente zero em relação as derivadas temporais do vetor 

𝐬(𝐱) ao longo das trajetórias do sistema, conforme a Equação 152, sendo 𝐆 a matriz dos gradi-

entes da função de chaveamento 𝐬, de acordo com a Equação 127. 

𝐬̇ = 𝐆𝐟(𝐱, 𝐮, 𝑡) = 0 

 O vetor 𝐮 𝑚-dimensional será chamado de vetor de controle equivalente 𝐮𝑒𝑞 quando for 

possível solucionar a Equação 152, em referência ao sistema original modificado, segundo a 

Equação 153, que pode ser representado como uma função linear, baseado na teoria de equações 

diferenciais com lado direito descontínuo, dado a matriz de ganho dos controles 𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑚 

(similar a Equação 118), conforme a Equação 154. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝐮𝑒𝑞 , 𝑡) 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝑡) + 𝐁(𝐱, 𝑡)𝐮𝑒𝑞 

 O modo deslizante para o sistema descontínuo considerando um controle equivalente 

para a Equação 154 pode ser obtido segundo a Equação 155, incluindo a matriz 𝐆. 

𝐬̇ = 𝐆𝐟(𝐱, 𝑡) + 𝐆𝐁(𝐱, 𝑡)𝐮𝑒𝑞

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 
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Assumindo que a matriz 𝐆𝐁 é não singular (det 𝐆𝐁 ≠ 0) para ∀ 𝐱 e 𝑡 (Utkin, 1981, p. 

40, 1992, p. 15; DeCarlo, Zak & Matthews, 1988, p. 218 e Shtessel et al., 2014, p. 47), obtém-

se a Equação 156, isolando o termo 𝐮𝑒𝑞. 

𝐮𝑒𝑞(𝐱, 𝑡) = −[𝐆(𝐱, 𝑡)𝐁(𝐱, 𝑡)]−1𝐆(𝐱, 𝑡)𝐟(𝐱, 𝑡) 

E substituindo o resultado obtido para o controle equivalente na Equação 154, tem-se a 

descrição do movimento de modo deslizante na variedade 𝐬 = 0, conforme a Equação 157. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝑡) − 𝐁(𝐱, 𝑡)[𝐆(𝐱, 𝑡)𝐁(𝐱, 𝑡)]−1𝐆(𝐱, 𝑡)𝐟(𝐱, 𝑡) 

4.2 Superfície deslizante adaptativa  

Neste capítulo serão introduzidos os conceitos principais sobre o desenvolvimento da teoria 

sobre a superfície deslizante de acordo com os trabalhos desenvolvidos por Slotine (1983, 1984), 

Slotine & Sastry (1983), Slotine & Coetsee (1986) e Slotine & Li (1991). Esta metodologia con-

siste em satisfazer as propriedades de invariância e robustez para o sistema descontínuo e ao 

modo deslizante existente, de tal forma que o modelo empregado seja insensível a distúrbios, im-

precisões e incertezas paramétricas, devido ao ajuste adaptativo da espessura da camada limite. 

4.2.1 Definição da superfície deslizante 

De acordo com Slotine e Li (1991, p. 277), considere um sistema dinâmico não linear, 

de entrada única, segundo a Equação 158. 

𝑥𝑛 = 𝑓(𝐱) + 𝑏(𝐱)𝑢 

 Em que 𝐱 = [𝑥 𝑥̇ … 𝑥𝑛−1]T é o vetor de estado, 𝑢 a entrada de controle e 𝑥 a saída de 

estado de interesse; ademais, segundo o exemplo para o servomecanismo (capítulo 2.1.1), tem-

se que o vetor de estado 𝐱 pode ser associado a potência ou a corrente elétrica do amplificador, 

a entrada de controle 𝑢 ao torque do motor e sendo 𝑥 a saída de posição correspondente do sis-

tema mecânico. A função de estado 𝑓(𝐱) e do ganho de controle 𝑏(𝐱) não são exatamente conhe-

cidas, mas a extensão de suas imprecisões é limitada superiormente por funções contínuas de 𝐱  

(capítulo 4.1.1.1). 

 A tarefa de rastreamento para o problema de controle (Equação 158) consiste em encon-

trar os estados de 𝐱 que rastreiem, em um tempo variável uma trajetória de referência específica 

(e/ou desejada) do vetor 𝐱𝑟 = [𝑥𝑟 𝑥̇𝑟 … 𝑥𝑟
𝑛−1]T na presença do modelo impreciso das funções de 

(156) 

(157) 

(158) 
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𝑓(𝐱) e 𝑏(𝐱), ao satisfazer a condição de controle finito 𝑢, considerando o estado inicial de re-

ferência igual a 𝐱𝑟(0) = 𝐱(0). Segundo Slotine & Li (1991, p. 278), a posição e a velocidade da 

trajetória não podem saltar de um estado a outro, de modo que ela deve começar em união com 

a planta; caso contrário, o rastreamento é alcançável somente após o regime transitório. 

Como mencionado no capítulo 4.1, a metodologia desta lei deve-se a uma simplificação 

notacional, equivalente à substituição de um problema de rastreamento de ordem 𝑛 por um de 

estabilização de primeira ordem. Neste sentido, define-se o erro de rastreamento do sistema como 

𝐱̃ = 𝐱 − 𝐱𝑟  = [𝑥̃  𝑥̇̃ … 𝑥̃𝑛−1]
T

 e a superfície de deslizamento 𝑆(𝑡) ∈ ℝ𝑛, variante no tempo, para 

a função de chaveamento 𝑠(𝐱, t) = 0, segundo a Equação 159. 

𝑠(𝐱, t) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆)

𝑛−1

𝑥̃  

 Sendo 𝜆 uma constante estritamente positiva correlacionada a taxa de decaimento do 

erro (Díaz-Méndez, 2018, p. 28). Para um sistema de segunda e terceira ordem (𝑛 = 2 e 3), têm-

se as expressões 𝑠 = 𝑥̇̃ + 𝜆𝑥̃ e 𝑠 = 𝑥̈̃ + 2𝜆𝑥̇̃ + 𝜆2𝑥̃. De acordo com Slotine & Li (1991, p. 279), 

dada a condição inicial (𝐱𝑟  = 𝐱 = 0), o problema de rastreamento 𝐱 ≡ 𝐱𝑟 equivale a manter o 

controle do sistema na superfície 𝑆(𝑡) para 𝑡 > 0, cuja solução será única para 𝑠 ≡ 0, quando 

𝐱̃ ≡ 0. Em síntese, o problema de rastreamento do vetor 𝑛-dimensional 𝐱𝑟 (Equação 158) pode 

ser substituído por um problema de estabilização de primeira ordem em 𝑠 (Equação 159), onde 

os limites de 𝑠 podem ser descritos em função dos limites do vetor de erro de rastreamento 𝐱̃, 

segundo a Equação 160, assumindo que 𝐱̃(0) = 0. 

∀ 𝑡 ≥ 0,   |𝑠(𝑡)| ≤ Φ     ⇒     ∀ 𝑡 ≥ 0,   |𝑥̃𝑖(𝑡)| ≤ (2𝜆)𝑖𝜀, 𝑖 = 0, … , 𝑛 − 1 

 Sendo 𝜀 = Φ/𝜆𝑛−1 a largura da camada limite Φ. Por definição, segundo a Equação 160, 

o erro de rastreamento x̃ da função de chaveamento 𝑠 pode ser obtido a partir de uma sequencia 

de filtros passa baixa de primeira ordem, conforme a Figura 82. 

 

 

Figura 82 – Cálculo dos limites do erro de rastreamento x̃ 

[Adaptado de: Slotine & Li (1991, p. 279)]  

(159) 

ۓۖۖۖۖۖ۔ۖۖۖۖۖە

. . . . . . . . . .. ..

(160) 
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Sendo 𝑝 o operador de Laplace (𝑑/𝑑𝑡). Segundo Slotine & Li (1991, p. 279), a saída do 

primeiro filtro 𝑦1, conforme a Figura 82 pode ser obtida pela Equação 161. 

𝑦1(𝑡) = ∫ 𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝑠(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

 Para |𝑠| ≤ Φ, obtém-se a inequação, de acordo com a Equação 162 e  

|𝑦1(𝑡)| ≤    ∫ 𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

= (    /𝜆)(1 − 𝑒−𝜆𝑡) ≤     /𝜆 

para a saída 𝑦𝑛−1 = x̃, obtém-se o resultado exposto na Equação 163. 

|x̃| ≤ Φ/𝜆𝑛−1 = 𝜀 

De maneira similar, as derivadas do erro de rastreamento x̃𝑖 podem ser obtidas segundo 

a sequência exposta na Figura 83. 

 

Figura 83 – Cálculo dos limites das derivadas do erro de rastreamento x̃𝑖 

[Adaptado de: Slotine & Li (1991, p. 279)]  

Sendo |𝑧1(𝑡)| ≤ Φ/𝜆𝑛−1−𝑖 a saída do (𝑛 −1− 𝑖) ésimo filtro e admitindo a relação para 

os filtros 𝑖, segundo a Equação 164. 

𝑝

𝑝 + 𝜆
=

𝑝 + 𝜆 − 𝜆

𝑝 + 𝜆
= 1 −

𝜆

𝑝 + 𝜆
 

 A partir das Equações 163 e 164 e segundo a Figura 83, pode-se descrever a sequência 

dos limites das derivadas do erro de rastreamento x̃𝑖, de acordo com a Equação 165. 

|x̃𝑖| ≤ (Φ/𝜆𝑛−1−𝑖)(1 + 𝜆/𝜆)𝑖 = (2𝜆)𝑖𝜀 

 Resultado este concebido através dos limites do vetor de erro de rastreamento estabele-

cidos na Equação 160. Para o caso x̃(0) ≠ 0, os limites são obtidos assintoticamente entre um 

curto intervalo de tempo (𝑛 − 1)/𝜆. Deste modo, o problema de rastreamento é substituído por 

um problema de estabilização, com medida de desempenho descritas segunda a Equação 160. 

ۓۖۖۖ۔ۖۖۖە

. . . . . . . . . 

ۓۖۖۖ۔ۖۖۖە

. . . . . . . . . 

Φ Φ Φ (162) 

(161) 

(163) 

(164) 

(165) 
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 Segundo Slotine & Li (1991, p. 280), o problema de estabilização de primeira ordem 

consiste em manter a função de chaveamento 𝑠 em zero através de uma lei de controle 𝑢, de tal 

forma que a superfície 𝑆(𝑡) possa ser descrita de acordo com a Equação 166. 

1

2

𝑑

𝑑𝑥
𝑠2 ≤ −𝑎|𝑠| 

 Em que 𝑎 é uma constante estritamente positiva (𝑎 ∈ ℝ+), similar a Equação 121. A 

Equação 166 expressa que a distância quadrática à superfície 𝑠2 decresce ao redor de todas as 

trajetórias do sistema, sendo restringidas em direção à 𝑆(𝑡), segundo a Figura 75. A condição de 

deslizamento torna a superfície um conjunto invariante, permitindo que algumas perturbações 

e incertezas possam ser toleradas, mantendo a trajetória apontada para a superfície enquanto o 

movimento deslizante decorre (𝑠 = 0, Equação 159). 

A definição da função de chaveamento implica que o erro de rastreamento decairá expo-

nencialmente a zero, a partir de uma constante de tempo (𝑛 − 1)/𝜆. Segundo Slotine & Li (1991, 

p. 282), essa condição é satisfeita para a Equação 166 conforme a Figura 84, para 𝑛 = 2. A su-

perfície deslizante é descrita por uma linha no plano de fase, com inclinação 𝜆, contendo o ponto 

variante no tempo 𝐱𝑟(𝑡) = [𝑥𝑟 𝑥̇𝑟]
T. 

 

 

Figura 84 – Interpretação gráfica da função de chaveamento (Equação 159) e  

da lei de controle (Equação 166) para o modo deslizante (𝑛 = 2). 

[Adaptado de: Slotine & Li (1991, p. 282)]  

Como pode ser visto na Figura 84, para quaisquer condições iniciais, a trajetória dos es-

tados do sistema deve atingir a superfície 𝑠, variável no tempo, em um tempo finito menor que 

𝑠|(𝑡 = 0)|/𝑎 e por seguinte, deslizar ao longo da superfície em direção a 𝐱𝑟 exponencialmente, 

a partir de uma constante de tempo 1/𝜆. 

(166) 
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Em síntese, ao empregar as equações 159 e 166 para descrever o modo deslizante, tem-

se por ideia principal que a função escolhida para expressar o erro de rastreamento 𝑠 seja bem 

comportada e que a lei de controle por realimentação de estado 𝑢 (em 𝑠2) seja semelhante à fun-

ção candidata de Lyapunov de circuito fechado (capítulo 4.1.1.1), considerando a presença de 

perturbações e de imprecisões do modelo (Slotine & Li, 1991, p. 282). 

Na presença de distúrbios e imprecisões na modelagem, a lei de controle, por ser des-

continua em 𝑆(𝑡), provoca oscilações (ou trepidações) excessivas durante o modo deslizante, 

denominadas por chattering. Assim como mencionado no capítulo 4.1.1.3, o chattering, ilustrado 

na Figura 85, é um fenômeno indesejável, ao qual, busca-se reduzi-lo através de uma lei de con-

trole adequada, que suavize as trocas entre o chaveamento descontínuo para a obtenção de um 

alcance ideal entre a largura de banda de controle e a precisão de rastreamento. 

 

Figura 85 – Chattering resultante do chaveamento de controle não ideal em um modo deslizante.  

[Adaptado de: Slotine & Li (1991, p. 283)]  

4.2.2 Aproximação contínua para o chaveamento de controle 

Para solucionar, ou ao menos amenizar os efeitos do chattering, como dito anteriormente 

(capítulo 4.1.1.3), uma das formas possíveis é suavizar a descontinuidade de controle chaveada 

a partir de uma camada limite, vizinha à superfície de chaveamento, segundo a Equação 167, 

dado que em geral, o efeito do chattering deve ser eliminado para a obtenção de um desempenho 

adequado para a lei de controle (Slotine & Li, 1991, p. 290). 

O(𝑡) = {𝐱, |𝑠(𝐱, 𝑡)| ≤ Φ},     Φ > 0 

Sendo O(𝑡) uma vizinhança arbitrariamente pequena e 𝜀 = Φ/𝜆𝑛−1 a largura da camada 

limite Φ, de acordo com a Figura 86, para o caso 𝑛 = 2.

(167) 
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Figura 86 – Espessura Φ e largura 𝜀 da camada limite para a superfície deslizante adaptativa. 

[Adaptado de: Slotine (1983, p. 38) e Slotine & Li (1991, p. 291)] 

 

Fora da vizinhança O(𝑡), a lei de controle 𝑢 deve ser escolhida segundo a condição de 

deslizamento estabelecida pela Equação 166, de modo a garantir que a camada limite seja atra-

tiva, portanto, invariante (Slotine & Li, 1991, p. 291). Neste sentido, as trajetórias dos estados 

que iniciam em O(𝑡 = 0) permanecem em O(𝑡) para 𝑡 ≥ 0. Dentro de O(𝑡), as trajetórias podem 

ser definidas por uma lei de controle 𝑢, considerando a melhor estimativa para o controle real 

𝑢̃ (conforme a teoria de regularização e de controle equivalente – capítulo 4.1.2), em termos da 

substituição da função sgn(𝑠) pela função contínua sat(𝑠), em 𝑠/Φ, segundo a Figura 87. 

 

Figura 87 – Interpolação de controle para a camada limite. 

[Adaptado de: Slotine (1983, p. 38) e Slotine & Li (1991, p. 292)] 
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4.3 Linearização por realimentação de estado 

A origem do controle por modo deslizante (SMC), como mencionado, deu-se a partir do 

avanço da técnica de controle por estrutura variável (VSC) e através do desenvolvimento teórico 

sobre a superfície e o modo deslizante, dos quais surge o conceito de controle “contínuo” (Zhou 

& Fisher, 1992) por modo deslizante (Continuous Sliding Mode Control – CSMC).  

Em paralelo (e conjuntamente) com o CSMC, as teorias sobre os sistemas de controle não 

lineares evoluíram a partir de trabalhos precursores (Brockett, 1978, 1982; Desoer & Wang, 1980; 

Jakubczyk & Respondek, 1980; Krener, 1973) relacionados a linearização por realimentação de 

estado (correlacionado aos métodos geométricos diferenciais, segundo Isidori, 1995, p. 33, Kha-

lil, 1996, p. 558), assunto este que será abordado a seguir devido a introdução de certos conceitos 

e definições importantes para a formalização do processo de regulação robusta.  

A linearização por realimentação de estado, similarmente ao conceito de sistemas de con-

trole quase lineares é uma abordagem de projeto baseada na capacidade de transformar algebri-

camente a dinâmica de um sistema não linear (não somente de um ou mais elementos não linea-

res) em uma dinâmica linear, para o uso e aplicação de técnicas de controle lineares. 

Este método busca simplificar a forma da dinâmica do sistema a partir da escolha de uma 

representação de estado distinta, transformando o sistema original em um modelo equivalente 

(Slotine & Li, 1991, p. 207), sendo empregado a problemas típicos, como no controle de helicóp-

teros, aeronaves de alto desempenho, robôs industriais e dispositivos biomédicos.  

O procedimento de aplicação do método de linearização por realimentação de estado pode 

ser feito para uma classe de sistemas não lineares descritos em sua forma canônica controlável 

(ou complementar), segundo a Equação 168.  

𝑥𝑛 = 𝑓(𝐱) + 𝑏(𝐱)𝑢 

 Onde 𝐱 = [𝑥 𝑥̇ … 𝑥𝑛−1]T é o vetor de estado, 𝑢 é a entrada de controle, 𝑥 é a saída de estado 

de interesse e 𝑓(𝐱) e 𝑏(𝐱) são as funções não lineares de estado. Este formato é único no sentido 

que as derivadas de 𝑥 não estão acopladas ao controle 𝑢, conforme a Equação 169. 

𝑑

𝑑𝑡
[

𝑥1

⋮
𝑥𝑛−1

𝑥𝑛

] = [

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

 𝑓(𝐱) + 𝑏(𝐱)𝑢

 ] 

A seguir, faz-se uma breve retratação do processo de transformação de uma equação di-

ferencial geral (Equação 170) em um modelo no espaço de estado, a fim de expor essa condição.

(168) 

(169) 
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𝑦𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑦
𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑦

𝑛−2 + ⋯+ 𝑎2𝑦̈ + 𝑎1𝑦̇ + 𝑎0𝑦 = 𝑏0𝑢 

 Sendo 𝑎 e 𝑏 os coeficientes da equação diferencial, que podem ser reorganizados sepa-

rando o termo de maior potência (à esquerda), conforme a Equação 171. 

𝑦𝑛 = −𝑎𝑛−1𝑦
𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑦

𝑛−2 − ⋯− 𝑎2𝑦̈ − 𝑎1𝑦̇ − 𝑎0𝑦 + 𝑏0𝑢 

 Além disso, a Equação 171 pode ser transformada em um sistema de 𝑛 equações de pri-

meira ordem, definindo as variáveis 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, segundo a Equação 172. 

𝑥1 = 𝑦   

𝑥2 = 𝑦̇  

⋮ 

𝑥𝑛−1 = 𝑦𝑛−2   

𝑥𝑛 = 𝑦𝑛−1 

 Diferenciando ambos os lados da Equação 172 e 

𝑥̇1 = 𝑦̇ 

  𝑥̇2 = 𝑦̈ 

⋮ ( 

  𝑥̇𝑛−1 = 𝑦𝑛−1 

  𝑥̇𝑛 = 𝑦𝑛 

 relacionando as Equações 172 e 173 chega-se ao resultado exposto na Equação 174. 

𝑥̇1 = 𝑥2 

  𝑥̇2 = 𝑥3 

⋮ 

  𝑥̇𝑛−1 = 𝑥𝑛 

  𝑥̇𝑛 = −𝑎0𝑥1 − 𝑎1𝑥2 − ⋯− 𝑎𝑛−2𝑥𝑛−1 − 𝑎𝑛−1𝑥𝑛 + 𝑏0𝑢 

 Matricialmente, este resultado pode ser representado de acordo com a Equação 175. 

𝐱̇ =

[
 
 
 
 

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 ⋯ −𝑎𝑛−1]
 
 
 
 

𝐱 +

[
 
 
 
 

 

0
0
⋮
0
1

 

]
 
 
 
 

𝑢 

(171) 

(172) 

(173) 

(174) 

(175) 

(170) 
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 Na Figura 88 expõe-se o diagrama esquemático que resume este processo. 

 

Figura 88 – Diagrama do processo de transformação de estado  

do sistema em sua forma canônica controlável. 

[Adaptado de: Jobling (2019)] 

Para os sistemas que podem ser representados em sua forma canônica de controlabilidade, 

a entrada de controle 𝑢, pode ser dada pela Equação 176, assumindo que 𝑏 ≠ 0.  

𝑢 =
1

𝑏
(−𝑓 + 𝜐) 

 De modo que as não linearidades podem ser canceladas a partir de uma relação diferencial 

linear entre a saída 𝑥𝑛 e uma nova entrada 𝜐, equivalente ao processo de linearização 𝑥𝑛 = 𝜐, 

segundo a lei de controle exposta na Equação 177. 

𝜐 = −𝑘0𝑥 − 𝑘1𝑥̇ − 𝑘2𝑥̈ − ⋯− 𝑘𝑛−1𝑥
𝑛−1 

Sendo os coeficientes 𝑘𝑖  equivalentes à 𝑎𝑖, de modo que 𝑘0 = 𝑎0, 𝑘1 = 𝑎1, … , 𝑘𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 

e 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑥̇, … , 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛−1. Os valores de 𝑘𝑖 devem ser escolhidos de modo que o poli-

nômio 𝜆𝑛 + 𝑘𝑛−1𝜆
𝑛−1 + ⋯+ 𝑘1𝜆 + 𝑘0 tenha raízes estritamente no plano da metade esquerda 

(Figura 46, regime oscilatório, convergente e estável 𝑠 = −𝜎 ± 𝑗𝜔), que conduz à dinâmica ex-

ponencialmente a zero, conforme à Equação 178. 

𝑥𝑛 + 𝑘𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑘1𝑥̇ + 𝑘0𝑥 = 0,     ∀ 𝑥(𝑡) → 0 

 De acordo com Slotine & Li (1991, p. 210), para as tarefas que envolvam o rastreamento 

de uma saída de referência e/ou desejada 𝑥𝑟(𝑡), a lei de controle pode ser modificada, de acordo 

com a Equação 179. 

𝜐 = 𝑥𝑟
𝑛 − 𝑘0𝑒 − 𝑘2𝑒̇ − ⋯− 𝑘𝑛−1𝑒

𝑛−1 

 Em que 𝑒(𝑡) = 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑟(𝑡) é o erro de rastreamento.

(177) 

(178) 

(179)

00 

(176) 
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4.3.1 Teoria elementar e fundamentos matemáticos 

Seja o sistema 𝑛-dimensional não linear com uma única entrada e saída (Single-Input 

Single-Output – SISO), transformável a forma normal, segundo a Equação 180 e de acordo com 

Isidori (1995), Khalil (1996, 2002b, 2015), Slotine & Li (1991) e Vidyasagar (1993). Todas as 

condições assumidas para o desenvolvimento teórico partem destes trabalhos, salvaguardando 

quaisquer outras questões. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢 

y = ℎ(𝐱)                 

Sendo 𝐱 ∈ ℝ𝑛 o vetor de estado, 𝑢 a entrada de controle, 𝑦 o vetor de saída, 𝐟(𝐱) e 𝐠(𝐱) 

são campos vetoriais suaves em 𝐷 ⊂ ℝ𝑛 e ℎ(𝐱) uma função de valor real suave (𝐷 ⊂ ℝ𝑛).  

De acordo com Slotine & Li (1991, p. 246), a ideia principal da linearização por reali-

mentação de estado é diferenciar a função de saída do sistema 𝑦 repetidamente até que a entrada 

de controle 𝑢 apareça, de modo que se possa projetar um controle (Equação 176) que cancele as 

não linearidades e imponha uma dinâmica linear.  

 Além disso, segundo Isidori (1995, p. 8), as operações diferenciais envolvendo campos 

vetoriais e campos covetoriais – em especial, relacionado ao gradiente ∇ (associado a matriz ja-

cobiana, composta pelas derivadas parciais de ℎ com respeito a 𝑥𝑖), são usados frequentemente 

na análise de sistemas de controle não lineares, de tal modo que ao longo do texto serão defini-

das algumas notações matemáticas que simplificam e sintetizam os cálculos recorrentes do de-

senvolvimento desta teoria. 

 De início, define-se uma operação importante para o avanço do estudo, envolvendo o pro-

duto interno de uma função de valor real suave ℎ(𝐱) e de um campo vetorial suave 𝐟(𝐱), ambos 

definidos em 𝐷 ∈ ℝ𝑛, na forma expressa pela Equação 181. 

〈∇ℎ(𝐱), 𝐟(𝐱)〉 =
𝜕ℎ

𝜕𝐱
𝐟(𝐱) = ∑

𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑖
𝐟𝑖(𝐱)

𝑛

𝑖=1

= 𝐿𝐟ℎ(𝐱) 

Resultando em uma nova função de valor real suave. Então, para o sistema não linear 

(Equação 180), a primeira derivada da saída 𝑦̇ será dada pela Equação 182. 

𝑦̇ =
𝜕ℎ

𝜕𝐱
[𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢] ≝ 𝐿𝐟ℎ(𝐱) + 𝐿𝐠ℎ(𝐱)𝑢 

Sendo 𝐿𝐟 e 𝐿𝐠 as derivadas de Lie de ℎ com respeito a 𝐟 e 𝐠.

(180) 

(182) 

(181) 
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As derivadas de Lie são definidas como derivadas parciais contínuas (e direcionais) de 

ℎ ao longo da direção do vetor 𝐟 (Slotine & Li, 1991, p. 229 e Vidyasagar, 1993, p. 381).  

Formalmente, tem-se: 

Definição 1: Seja ℎ(𝐱) uma função de valor real suave e 𝐟(𝐱) um campo vetorial suave 

em 𝐷 ∈ ℝ𝑛, então a derivada de Lie de ℎ em relação à 𝐟 é uma função definida por: 

𝐿𝐟ℎ(𝐱) =
𝜕ℎ

𝜕𝐱
𝐟(𝐱) = ∇ℎ𝐟(𝐱) 

Recursivamente, derivando a Equação 183 para 𝐿𝐟ℎ, chega-se à Equação 184. 

𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) = 𝐿𝐟𝐿𝐟

𝑖−1ℎ(𝐱) =
𝜕(𝐿𝐟

𝑖−1ℎ)

𝜕𝐱
 𝐟(𝐱),     𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Para 𝑖 = 0, tem-se que 𝐿𝐟
0ℎ(𝐱) = ℎ(𝐱). Além disso, a derivada de ℎ(𝐱) ao longo do campo 

vetorial 𝐟(𝐱) e depois (a ordem dos fatores importa) ao longo de um campo vetorial 𝐠(𝐱) pode 

ser definida segundo a Equação 185.  

𝐿𝐠𝐿𝐟ℎ(𝐱) =
𝜕(𝐿𝐟ℎ)

𝜕𝐱
𝐠(𝐱) = ∇(𝐿𝐟ℎ)𝐠(𝐱) 

Para o caso de dois campos vetoriais, pode-se aplicar o operador matemático, denomi-

nado por colchete (ou produto) de Lie, de acordo com a definição a seguir. 

Definição 2: Seja 𝐟(𝐱) e 𝐠(𝐱) dois campos vetoriais em ℝ𝑛. O colchete de Lie de 𝐟 e 𝐠 

é formado por um terceiro campo vetorial definido pela Equação 186. 

[𝐟, 𝐠] = ∇𝐠𝐟 − ∇𝐟𝐠 

O colchete de Lie [𝐟, 𝐠], segundo Isidori (1995, p. 9), Khalil (1996, p. 560), Slotine & Li 

(1991, p. 230) e Vidyasagar (1993, p. 391) é comumente escrito por 𝑎𝑑𝐟𝐠 (𝑎𝑑 – adjunto), a fim 

de evitar a forma [𝐟, … , [𝐟, 𝐠]]. Recursivamente, chega-se as notações, expostas na Equação 187. 

𝑎𝑑𝐟
0𝐠(𝐱) = 𝐠(𝐱),     𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱) = [𝐟, 𝐠](𝐱),     𝑎𝑑𝐟

𝑖𝐠(𝐱) = [𝐟, 𝑎𝑑𝐟
𝑖−1𝐠](𝐱),     𝑖 ≥ 1 

A partir desta abordagem, os sistemas podem ser sintetizados, sendo conveniente para o 

tratamento formal da linearização por realimentação de estado de 𝑛-ésima ordem, do qual se irá 

fazer o uso para definir as propriedades de integrabilidade e involutividade, segundo o teorema 

de Frobenius, que fornece as condições necessárias e suficientes para a resolubilidade desta classe 

de equações diferenciais parciais (Isidori, 1995, p. 23 e Slotine & Li, 1991, p. 234). 

(184) 

(183) 

(186) 

(187) 

(185) 
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Teorema 1 (Frobenius): Seja 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝒅 um conjunto de campos vetoriais linearmente 

independentes (relacionado a uma distribuição não singular). O conjunto é completamente in-

tegrável se, e somente se, for involutivo. 

Definição 3: Um conjunto linearmente independente de campos vetoriais 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝒅 

em ℝ𝑛 é dito ser completamente integrável se, e somente se, existirem 𝑛 − 𝑑 funções de valores 

reais suaves ℎ1(𝐱), ℎ2(𝐱),… , ℎ𝑛−𝑑(𝐱) satisfazendo o sistema de equações diferenciais parciais 

exposto na Equação 188, sendo os gradientes ∇ℎ𝑖
 linearmente independentes. 

∇ℎ𝑖𝐟𝑗 = 0,     ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑑,     1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑑 

Definição 4: Um conjunto linearmente independente de campos vetoriais 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝒅 em 

ℝ𝑛 é dito ser involutivo se, e somente se, houver funções de valores reais suaves 𝑎𝑖𝑗𝑘: ℝ
𝑛 → ℝ 

tais que a Equação 189 possa ser expressa como uma combinação linear do conjunto original de 

campos vetoriais.  

[𝐟𝑖, 𝐟𝑗](𝐱) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑘(𝐱)𝐟𝑘(𝐱)

𝑑

𝑘=1

,     ∀ 𝑖, 𝑗 

Ademais, um outro conceito importante que deve ser definido está correlacionado a dis-

tribuição destes campos vetoriais, de modo que para 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝒅 em 𝐷 ⊂ ℝ𝑛, onde Δ(𝐱) repre-

senta um subespaço de ℝ𝑛 que abrange cada um os vetores em quaisquer pontos de 𝐱 ∈ 𝐷, tal 

que a coleção de todos os subespaços vetoriais de Δ(𝐱) para 𝐱 ∈ 𝐷 será denominada como uma 

distribuição suave, de acordo com a Equação 190.  

Δ(𝐱) = span{𝐟𝟏(𝐱), 𝐟𝟐(𝐱),… , 𝐟𝒅(𝐱)} 

Associado ao conceito de distribuição suave, pode-se definir algumas notações recor-

rentes (como será visto ao longo do texto) relacionadas ao comportamento da distribuição Δ(𝐱) 

ao longo dos campos vetoriais suaves 𝐟𝑖 em função de 𝐱 (Isidori, 1995, p. 15). Dentre as quais, 

uma das informações de interesse perpassa pela dimensão (ou posto – rank) desta distribuição, 

correlacionado com a definição de não singularidade (invertível). 

A princípio, a distribuição Δ(𝐱) em 𝐷 é não singular, se existe uma constante inteira 𝑑, 

tal que a distribuição possa ser definida conforme a Equação 191. 

dim(Δ(𝐱)) = rank[𝐟𝟏(𝐱)  𝐟𝟐(𝐱) ⋯ 𝐟𝒅(𝐱)] = 𝑑,     ∀ 𝐱 ∈ 𝐷 

(188) 

(189) 

(191) 

(190) 
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De modo que os campos vetoriais suaves 𝐟𝑖 em 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑, ∀ 𝐱 ∈ 𝐷 sejam todos linear-

mente independentes. Além disso e de acordo com Isidori (1995, p. 17) e Khalil (2002b, p. 524, 

2015, p. 182), diz-se que a distribuição Δ(𝐱) é involutiva, se o colchete de lie [𝛕𝑖 , 𝛕𝑗] de qualquer 

par de campos vetoriais 𝛕𝑖(𝐱) e 𝛕𝑗(𝐱) pertencentes a Δ(𝐱) é um campo vetorial que pertence a 

Δ(𝐱), de acordo com a Equação 192. 

𝛕𝑖 ∈ Δ,     𝛕𝑖 ∈ Δ    ⇒     [𝛕𝑖, 𝛕𝑗] ∈ Δ 

Onde 𝛕𝑖(𝐱) e 𝛕𝑗(𝐱) são definidos pela Equação 193. 

𝛕𝑖 = ∑𝑐𝑖𝐟𝑖(𝐱) 

𝑑

𝑖=1

   e     𝛕𝑗 = ∑𝑐𝑗𝐟𝑗(𝐱)

𝑑

𝑖=𝑗

,     0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 

Sendo 𝐟𝑖 e 𝐟𝑗 os campos vetoriais suaves que abrangem localmente a distribuição Δ(𝐱) 

e 𝑐𝑖 e 𝑐𝑗 os seus coeficientes correspondentes, tal que a propriedade de involutividade possa ser 

descrita, segundo a Equação 194. Aliás, expandindo os campos vetoriais 𝛕𝑖 e 𝛕𝑗  para o cochete 

de Lie [𝛕𝑖, 𝛕𝑗], chega-se à proposição exposta na Equação 192. 

[𝐟𝑖, 𝐟j] ∈ Δ,     ∀ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 

Segundo Isidori (1995, p. 17) e de acordo com a Equação 192, pode-se verificar que uma 

distribuição não singular é ou não involutiva caso o posto (ou dimensão) dos campos vetoriais 

suaves 𝐟1(𝐱),… , 𝐟𝑑(𝐱) satisfaçam a condição expressa na Equação 195.  

rank[𝐟1(𝐱)⋯ 𝐟𝑑(𝐱)] = rank[𝐟1(𝐱)⋯ 𝐟𝑑(𝐱) [𝐟𝑖, 𝐟𝑗](𝐱)],    ∀ 𝐱    e    1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 

A partir das definições introduzidas e retomando os cálculos anteriores, tem-se que a 

Equação 182, quando 𝐿𝐠ℎ(𝐱) = 0, 𝑦̇ = 𝐿𝐟ℎ(𝐱) é linearmente independente de 𝑢 e de acordo Slo-

tine & Li (1991, p. 247), para 𝐿𝐠ℎ(𝐱) ≠ 0 em algum ponto 𝐱 = 𝐱0 (sendo 𝐱0 um ponto regular 

da distribuição não singular Δ(𝐱) em uma vizinhança 𝐷0 de 𝐱0 – Isidori, 1991, p. 15), por con-

tinuidade, essa relação é verificada em uma vizinhança finita 𝐷 em 𝐱.  

Neste sentido, pode-se introduzir uma relação diferencial linear entre a saída 𝑦̇ e a nova 

entrada 𝜐, equivalente ao processo (Equação 176 – em sua forma canônica controlável) de line-

arização por realimentação de estado 𝑦̇ = 𝜐, segundo a Equação 196. 

𝑢 =
1

𝐿𝐠ℎ(𝐱)
(−𝐿𝐟ℎ(𝐱) + 𝜐) (196) 

(192) 

(193) 

(194) 

(195) 
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Para 𝑦̈, chega-se ao resultado exposto na Equação 197. 

𝑦̈ = ∇(𝐿𝐟ℎ)[𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢] = 𝐿𝐟
2ℎ(𝐱) + 𝐿𝐠𝐿𝐟ℎ(𝐱)𝑢 

Se 𝐿𝐠𝐿𝐟ℎ(𝐱) = 0, então 𝑦̈ = 𝐿𝐟
2ℎ(𝐱) é linearmente independente de 𝑢.  

Prosseguindo e derivando recursivamente de 𝑦 até 𝑦𝑖, obtém-se a expressão geral para a 

saída do sistema, de acordo com a Equação 198. 

𝑦𝑖 = 𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) + 𝐿𝐠𝐿𝐟

𝑖−1ℎ(𝐱)𝑢,     𝑖 = 1, 2, … , 𝜌 − 1 

Sendo 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱0) ≠ 0 para algum 𝐱 = 𝐱0 em 𝐷0 na vizinhança 𝐷 de 𝐱0, de modo que 

a lei de controle 𝑢 possa ser reescrita para a formulação geral, conforme a Equação 199.  

𝑢 =
1

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ
(−𝐿𝐟

𝜌
ℎ(𝐱) + 𝜐) 

 O número 𝜌 de diferenciações necessárias para que a entrada de controle 𝑢 apareça é 

chamado de grau relativo do sistema (Isidori 1995, p. 139, Khalil 2002b, p. 510, 2015, p. 172 e 

Slotine & Li, 1991, p. 247), sendo uma extensão da definição para os graus relativos de um sis-

tema linear em 𝜌 ≤ 𝑛, em que 𝑛 representa a ordem do sistema. Por definição, tem-se: 

Definição 5: O sistema não linear com uma única entrada e única saída (SISO) repre-

sentado pela Equação 180 tem grau relativo 𝜌 em um domínio 𝐷, ∀ 𝐱 ∈ 𝐷 em um ponto 𝐱0, se 

as seguintes condições forem satisfeitas: 

            1. 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) = 0, ∀ 𝐱 em uma vizinhança de 𝐱0 e ∀ 𝑖 < 𝜌 − 1  

 2. 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱0) ≠ 0 

 Além deste importante conceito para o processo de linearização por realimentação de 

estado, uma outra etapa necessária, comumente empregada na análise de sistemas de controle 

não lineares é a transformação de coordenadas no espaço de estado. 

(197) 

(198) 

(199) 
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4.3.1.1  Transformação de coordenadas no espaço de estado 

De acordo com Isidori (1995, p. 11), é de interesse em muitos cenários que o sistema de 

controle possa ser modificado na forma 𝐳 = 𝐓(𝐱), sendo 𝐳 uma nova variável de estado e 𝐓(𝐱) 

uma função correspondente a sua transformação, de maneira que algumas propriedades possam 

ser exibidas, como no caso da controlabilidade e da observabilidade (definidas ao longo do texto) 

ou para que os sistemas sejam solucionados.  

No caso dos sistemas não lineares, as transformações de coordenada de estado podem ser 

descritas na forma apresentada na Equação 200. 

𝐳 = 𝛟(𝐱) =

(

 
 

𝜙1(𝐱)

𝜙2(𝐱)
⋮

𝜙𝑛−1(𝐱)

𝜙𝑛(𝐱) )

 
 

=

(

 
 
 

𝜙1(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))

𝜙2(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))

⋮
𝜙𝑛−1(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))

𝜙𝑛(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)) )

 
 
 

 

Além disso, formalmente, tem-se que o conceito de difeomorfismo está associado ao 

processo de transformação de estado, segundo as definições a seguir. 

Definição 6: Uma função 𝛟:ℝ𝑛 → ℝ𝑛, definida em uma região 𝐷 é chamada de difeo-

morfismo se for suave, e se sua inversa 𝛟−1 existe e é suave, segundo a Equação 201. 

𝐱 = 𝛟−1(𝐳) 

Definição 7: Seja 𝛟 uma função suave definida em uma região 𝐷 em ℝ𝑛. Se a matriz 

jacobiana ∇𝛟 é não singular em um ponto 𝐱 = 𝐱0 de 𝐷, então 𝛟(𝐱) define um difeomorfismo 

local em uma sub região de 𝐷0 em 𝐷. 

Portanto, segundo estas definições, o sistema exposto na Equação 180 pode ser descrito, 

segundo uma nova variável de estado 𝐳, de acordo com a Equação 202. 

𝐳̇ =
𝑑𝐳

𝑑𝑡
=

𝜕𝛟

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
=

𝜕𝛟

𝜕𝐱
[𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢] 

Como 𝐱 = 𝛟−1(𝐳), o sistema pode ser reescrito conforme a Equação 203. 

𝐳̇ = 𝐟(𝐳) + 𝐠̃(𝐳)𝑢 

                                                  y = ℎ̃(𝐳)

(200) 

(202) 

(203) 

(201) 
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Sendo 𝐟(𝐳), 𝐠̃(𝐳) e ℎ̃(𝐳) as funções modificadas resultantes da mudança de variável, de-

finidas segundo a Equação 204. 

𝐟(𝐳) = [
𝜕𝛟

𝜕𝐱
𝐟(𝐱)]

𝐱=𝛟−1(𝐳)
,   𝐠̃(𝐳) = [

𝜕𝛟

𝜕𝐱
𝐠(𝐱)]

𝐱=𝛟−1(𝐳)
,   h̃(𝐳) = [ℎ(𝐱)]𝐱=𝛟−1(𝐳) 

Tendo em vista ambos os conceitos e definições apresentados anteriormente, pode-se for-

malizar o processo de linearização por realimentação de estado de entrada. 

Definição 8: Um sistema não linear de única entrada (Equação 180), com 𝐟(𝐱) e 𝐠(𝐱) 

sendo campos vetoriais suaves em ℝ𝑛, é dito ser linearizável no estado de entrada se existir uma 

região 𝐷 em ℝ𝑛, um difeomorfismo 𝛟:𝐷 → ℝ𝑛 e uma lei de controle de realimentação de estado 

não linear, segundo a Equação 205 (lei de controle linearizante – Slotine e Li, 1991, p. 238 cor-

relacionada ao controle de realimentação de estado estático – Isidori, 1995, p. 147): 

𝑢 = 𝛼(𝐱) + 𝛽(𝐱)𝜐 

Onde 𝛼(𝐱) e 𝛽(𝐱) são as funções que caracterizam a lei de controle, definidas em um 

conjunto aberto ℝ𝑛 (𝛽 ≠ 0 ∀ 𝐱 ∈ ℝ𝑛), de acordo com a Equação 206 e 

𝛼(𝐱) =
𝐿𝐟
𝜌
ℎ(𝐱)

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
     e     𝛽(𝐱) =

1

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
 

para os quais as novas variáveis de estado 𝐳 = 𝛟(𝐱) e a nova entrada 𝜐 satisfazem a re-

lação linear invariante no tempo, segundo a Equação 207. 

𝐳̇ = 𝐀𝐳 + 𝐁𝜐 

                                                                 𝑦 = 𝐂𝐳 

Sendo 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 a matriz e 𝐁 ∈ ℝ𝑛×1 e 𝐂 ∈ ℝ1×𝑛 os vetores correspondentes da dinâmica 

linear transformada, conforme a Equação 208. 

𝐀 =

[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
0 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

,     𝐁 =

[
 
 
 
 

 

0
0
⋮
0
1

 

]
 
 
 
 

 

                                               𝐂 = [1    0    0    ⋯    0] 

(204) 

(205) 

(207) 

(206) 

(208) 
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Como pode ser verificado, a Equação 205 corresponde a uma representação similar do 

sistema não linear descrito em sua forma canônica controlável (ou complementar), de modo que 

a linearização por realimentação de estado é um caso especial de linearização de entrada e saída, 

com grau relativo 𝑛 (Slotine e Li, 1991, p. 237). O processo de linearização por realimentação 

de estado é ilustrado no diagrama (Figura 89) a seguir. 

 

Figura 89 – Diagrama do processo de linearização por realimentação de estado. 

[Adaptado de: Isidori (1995, p. 148)] 

Em circuito fechado (Figura 89), a lei de controle 𝑢 é definida segundo a Equação 205, 

onde 𝜐 é uma nova entrada de referência externa (ao processo de linearização de estado) sobre 

o sistema apresentado na Equação 180, resultando na estrutura exposta na Equação 209. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛽(𝐱)𝜐 

y = ℎ(𝐱)                                                 

Na coordenada 𝐳 = 𝛟(𝐱), o sistema não linear de circuito fechado é linear e controlável, 

tais que as funções modificadas resultantes possam ser descritas conforme a Equação 210, 

𝐟(𝐱) = [
𝜕𝛟

𝜕𝐱
(𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱))]

𝐱=𝛟−1(𝐳)
= 𝐀𝐳  

𝐠̃(𝐱) = [
𝜕𝛟

𝜕𝐱
(𝐠(𝐱)𝛽(𝐱))]

𝐱=𝛟−1(𝐳)
= 𝐁                  

para alguma matriz 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 e vetor 𝐁 ∈ ℝ𝑛 (Equação 208) adequados a condição de 

controlabilidade, segundo a Equação 211. 

𝐌c = rank[𝐁  𝐀𝐁  𝐀𝟐𝐁 ⋯ 𝐀𝑛−1𝐁] = 𝑛 

Sendo 𝐌c a matriz de controlabilidade.

(209) 

(210) 

(211) 
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Reiterando a premissa inicial que o sistema deve ser integrável e involutivo, segundo o 

teorema de Frobenius e de acordo coas definições 3 e 4 (capítulo 4.3.1), pode se definir as con-

dições (teoremas) necessárias para que este processo seja solucionável, admitindo que ℎ(𝐱) seja 

uma função de valor real suave associada a uma função de mapeamento de saída. 

Teorema 2: Seja um sistema não linear representado pela Equação 180. O problema de 

linearização por realimentação no espaço de estado é solucionável próximo a um ponto 𝐱0 se, 

e somente se, existir um domínio 𝐷 ⊂ 𝐷0, com 𝐱0 ∈ 𝐷0, tal que as seguintes condições sejam 

satisfeitas: 

            1. A matriz [𝐠(𝐱0)  𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱) ⋯ 𝑎𝑑𝐟
𝑛−2𝐠(𝐱)  𝑎𝑑𝐟

𝑛−1𝐠(𝐱)] tem rank (ou posto) 𝑛; 

 2. A distribuição span{𝐠(𝐱), 𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱),… , 𝑎𝑑𝐟
𝑛−2𝐠(𝐱)} é involutiva próxima de 𝐱0. 

 De modo que exista uma função de mapeamento de saída ℎ(𝐱) para qual o sistema tenha 

grau relativo 𝜌 igual a 𝑛 em 𝐱0, caso as condições de integrabilidade e involutividade sejam cum-

pridas. Neste sentido, se uma função ℎ(𝐱) satisfaz a condição imposta por esse teorema, então 

os vetores 𝐠(𝐱0), 𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱0),… , 𝑎𝑑𝐟
𝑛−2𝐠(𝐱0), 𝑎𝑑𝐟

𝑛−1𝐠(𝐱0) devem ser linearmente independentes, 

tal que a distribuição não singular seja involutiva em torno de 𝐱0, conforme a Equação 212. 

∇ℎ(𝐱)[𝐠(𝐱)  𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱)  ⋯  𝑎𝑑𝐟
𝑛−2𝐠(𝐱)  𝑎𝑑𝐟

𝑛−1𝐠(𝐱)] = 0 

 Segundo Isidori (1995, p. 198), da resolução deste problema, tem-se que a função ℎ(𝐱) 

nas coordenadas linearizadas não será necessariamente um mapeamento de saída linear, de tal 

modo que se busca estabelecer as condições de existência para que o processo de realimentação 

de estado e de transformação de coordenadas garantam que toda a descrição do sistema, seja li-

near e controlável. Assim, estabelece o teorema a seguir. 

Teorema 3: Seja um sistema não linear representado pela Equação 180, com grau relativo 

𝜌 em 𝐱 = 𝐱0, 𝐟(0) = 0 e 𝐠(0) = 0 e para o qual exista uma lei de controle por realimentação de 

estado não linear segundo a Equação 205 e uma transformação de coordenada 𝐳 = 𝛟(𝐱), definida 

localmente em torno de 𝐱0, que transforme o sistema não linear em um sistema linear e contro-

lável, conforme a Equação 207 (sendo a matriz 𝐀 e os vetores 𝐁 e 𝐂 definidos de acordo com a 

Equação 208), se, e somente se, as seguintes condições forem satisfeitas: 

            1. A matriz [𝐠(𝐱), 𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱), … , 𝑎𝑑𝐟
𝑛−2𝐠(𝐱), 𝑎𝑑𝐟

𝑛−1𝐠(𝐱)] tem rank (ou posto) 𝑛 ∀ 𝐱 ∈ 𝐷;

(212) 
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2. Os campos vetoriais 𝐟(𝐱) = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) e 𝐠̃(𝐱) = 𝐠(𝐱)𝛽(𝐱), com 𝛼(𝐱) e 𝛽(𝐱) 

definidos pela a Equação 206, são tais que a relação exposta na Equação 213 satisfaça  

[𝑎𝑑𝐟
𝑖𝐠̃(𝐱), 𝑎𝑑

𝐟

𝑗
𝐠̃(𝐱)] = 0,     ∀ 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛   e   ∀ 𝐱 próximo a 𝐱0 

O teorema 3 declara que através de uma nova condição (Equação 213) é possível alcançar 

a linearidade do sistema a partir da realimentação e da transformação de coordenadas no espaço 

de estado. Quando estes teoremas (1, 2 e 3) não são satisfeitos, o sistema (não linear) não pode ser 

transformado em um sistema linear e controlável, a princípio. Todavia, de acordo com Isidori 

(1995, p. 194), ainda será possível decompor o sistema em duas componentes, sendo um destes 

subsistemas linear, de tal modo que se possa encontrar uma função de mapeamento de saída 

ℎ(𝐱) que maximize o grau relativo do sistema. 

 Para a situação em que estas condições (teoremas) não são satisfeitas, será necessário 

solucionar uma equação diferencial parcial na forma apresentada na Equação 214 (similar a 

Equação 212); condição esta que será analisada no capítulo 4.3.2.3. 

∇h(𝐱)[𝜏1(𝐱)⋯ 𝜏𝑘(𝐱)] = 0 

Sendo 𝝉 um campo vetorial, com distribuição expressa segundo a Equação 215, sendo 

inv(Δ) a menor distribuição involutiva de Δ. 

span{𝜏1(𝐱),… , 𝜏𝑘(𝐱)} = (inv(span{𝐠(𝐱), 𝑎𝑑𝐟𝐠(𝐱),… , 𝑎𝑑𝐟
𝜈−2𝐠(𝐱)})) 

4.3.1.2  Transformação à forma normal 

Uma aplicação de interesse para o processo de linearização por realimentação de estado 

(em conjunto com a mudança de coordenadas), segundo Isidori (1995, p. 148), é transformar um 

dado sistema não linear em um sistema linear e controlável, de tal forma que o sistema com grau 

relativo 𝜌 ≤ 𝑛, em algum ponto 𝐱 = 𝐱0, possa ser transformado em sua formal normal, usando 

uma mudança de coordenadas 𝐳 = 𝛟(𝐱), composta pelos componentes da função de saída 𝑦 em 

função de ℎ(𝐱) e de suas derivadas ao longo de 𝐟(𝐱), conforme a Equação 216.  

𝐳 = 𝛟(𝐱) =

(

 
 

𝜙1(𝐱)

𝜙2(𝐱)
⋮

𝜙𝑛−1(𝐱)

𝜙𝑛(𝐱) )

 
 

(216) 

(213) 

(215) 

(214) 
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Podendo ser resumida na forma expressa na Equação 217. 

𝑧𝑖 = 𝜙𝑖(𝐱) = 𝑦𝑖 = 𝐿𝐟
𝑖−1ℎ(𝐱),     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 ≤ 𝑛 

 A partir desta transformação, o sistema pode ser descrito a partir das novas coordenadas, 

similarmente ao processo realizado para transformar a equação diferencial geral em um modelo 

no espaço de estado, dado sua forma canônica controlável (Equações 170 a 174), de acordo com 

a Equação 218.  

𝑧̇1 =
𝜕𝜙1

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝑦̇ =

𝜕ℎ

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝐿𝐟ℎ(𝐱) = 𝑦̈ = 𝜙2(𝐱) = 𝑧2 

𝑧̇2 =
𝜕𝜙2

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝑦̈ =

𝜕(𝐿𝐟ℎ)

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝐿𝐟

2ℎ(𝐱) = 𝑦 = 𝜙3(𝐱) = 𝑧3 

⋮ 

𝑧̇𝜌−1 =
𝜕𝜙𝜌−1

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝑦𝜌−1 =

𝜕(𝐿𝐟
𝜌−2

ℎ)

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝐿𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱) = 𝑦𝜌 = 𝜙𝜌(𝐱) = 𝑧𝜌 

𝑧̇𝜌 =
𝜕𝜙𝜌

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝑦𝜌 =

𝜕(𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ)

𝜕𝐱

𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝐿𝐟

𝜌
ℎ(𝐱) + 𝐿𝐠𝐿𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱)𝑢 

Como 𝐱 = 𝛟−1(𝐳), os termos 𝐿𝐟
𝜌
ℎ(𝐱) e 𝐿𝐠𝐿𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱) podem ser rescritos a partir das fun-

ções 𝑎(𝐳) e 𝑏(𝐳) ≠ 0 ∀ 𝐳 em uma vizinhança de 𝐳0, segundo a Equação 219. 

𝑎(𝐳) = 𝐿𝐟
𝜌
ℎ(𝛟−1(𝐳)) 

𝑏(𝐳) = 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝛟−1(𝐳)) 

 De modo que 𝑧̇𝜌 pode ser descrito, conforme a Equação 220. 

𝑧̇𝜌 = 𝑎(𝐳) + 𝑏(𝐳)𝑢 

Assim, a lei de controle de realimentação de estado 𝑢 pode ser expressa em termos destes 

coeficientes (𝑎 e 𝑏), conforme a Equação 221 (e de acordo com as Equações 176 e 199). 

𝑢 =
1

𝑏(𝐳)
(−𝑎(𝐳) + 𝜐) 

(217) 

(220) 

(221) 

(219) 

(218)

0000

00 
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Segundo Isidori (1995, p. 143), se 𝜙𝜌+1(𝐱),… , 𝜙𝑛(𝐱) forem escolhidos de tal forma que 

𝐿𝐠𝜙𝑖(𝐱) = 0, pode-se definir a relação exposta na Equação 222. 

𝑧𝑖 =
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥
(𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢) = 𝐿𝐟𝜙𝑖(𝐱) + 𝐿𝐠𝜙𝑖(𝐱)𝑢 = 𝐿𝐟𝜙𝑖(𝐱) 

 Definindo a função 𝑞(𝐳) em relação a 𝐿𝐟𝜙𝑖(𝐱), tem-se a Equação 223. 

𝑞𝑖(𝐳) = 𝐿𝐟𝜙𝑖(𝛟
−1(𝐳)),     ∀ 𝜌 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

Deste modo, 𝑧̇𝑖 pode ser escrito segundo a Equação 224. 

𝑧̇𝑖 = 𝑞𝑖(𝐳) 

Além disso, se um sistema é linearizável em termos da entrada e saída com um grau rela-

tivo 𝑛, deve ser linearizável em termos do estado de entrada, conforme a definição. 

Definição 9: Um sistema não linear de 𝑛-ésima ordem é linearizável em um estado de 

entrada se, e somente se, existir uma função de valor real 𝑧1(𝐱) – primeiro novo estado de 𝐳 re-

presentando a saída, tal que a linearização de entrada e saída do sistema com 𝑧1(𝐱) como função 

de saída tem grau relativo 𝑛. 

 Em resumo, a descrição do sistema no espaço de estado em suas novas coordenadas na 

forma apresentada na Equação 225 são ditas normais.  

𝑧̇1 = 𝑧2 

𝑧̇2 = 𝑧3 

⋮ 

𝑧̇𝜌−1 = 𝑧𝜌 

𝑧̇𝜌 = 𝜐 = 𝑎(𝐳) + 𝑏(𝐳)𝑢 

𝑧̇𝜌+1 = 𝑞𝜌+1(𝐳) 

⋮ 

𝑧̇𝑛 = 𝑞𝑛(𝐳) 

𝑦 = 𝑧1 

Na Figura 90 ilustra-se essa condição, de acordo com o diagrama representativo para o 

processo de linearização de estado em sua forma normal. 

(222) 

(223) 

(224) 

(225) 
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Figura 90 – Diagrama do processo de linearização por realimentação de estado segundo a  

transformação de coordenadas no espaço de estado em sua forma normal. 

[Adaptado de: Isidori (1995, p. 144)] 

 

Segundo Isidori (1995, p. 161), o sistema não linear em sua forma normal é representado 

através de equações decompostas em subsistemas lineares, de dimensão 𝜌, correspondente ao 

comportamento de entrada e saída e de um possível sistema não linear, de dimensão 𝑛 − 𝜌, que 

não afeta a saída (relacionado a dinâmica interna não observável, Slotine & Li, 1991, p. 254).  

Como a estabilidade dinâmica interna para os sistemas lineares é determinada através da  

localização dos zeros de uma função de transferência, tem-se do processo de realimentação de 

estado que o comportamento dinâmico de entrada e saída do sistema pode ser comparado iden-

ticamente a uma função de transferência descrita conforme a Equação 226. 

𝐺(𝑠) =
1

𝑠𝑖
,     0 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 

4.3.1.3  Dinâmica zero 

A partir da linearização por realimentação de estado, da mudança de coordenada e de sua 

transformação à forma normal, foi possível decompor o sistema não linear em duas parcelas, aos 

quais constam uma parte externa e interna. Segundo Slotine & Li (1991, p. 254) e de acordo o 

desenvolvimento anterior, a parte externa de dimensão 𝜌, refere-se à relação linear entre a saída 

𝑦 e a variável de estado 𝜐, equivalente à sua forma canônica de controlabilidade e a parte interna 

corresponde aos termos 𝑛 − 𝜌 posteriores (Equação 225). 

Como a dinâmica externa pode ser bem controlada a partir do projeto de uma entrada 𝜐 

que se adeque a saída 𝑦, a dificuldade atual é garantir que a dinâmica interna também corresponda 

satisfatoriamente ao projeto da lei de controle, de modo que os estados internos permaneçam 

limitados e, portanto, não afetem ou prejudiquem o desempenho da tarefa (Slotine & Li, 1991,

(226) 
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p. 254). Neste sentido, introduz-se um conceito importante para abordar este problema, associado 

a “dinâmica zero” para um sistema não linear. 

 Para a problematização a seguir, segundo Isidori (1995, p. 162) e Khalil (2015, p. 175, 

2002, p. 515), é de interesse que seja introduzido novas notações relacionadas à forma normal 

apresentada na Equação 225, a fim de reduzir e sintetizar as expressões. Assim, define-se que a 

variável 𝛈 irá compreender os componentes do vetor de estado 𝑛 − 𝜌, referente aos estados da 

dinâmica interna não linear e 𝛏 os componentes 𝜌, referente aos estados da dinâmica linearizada, 

de acordo com a Equação 227. 

𝛏 =

(

 
 

𝑧1

𝑧2

⋮
𝑧𝜌−1

𝑧𝜌 )

 
 

     e     𝛈 =

(

 
 

𝑧𝜌+1

𝑧𝜌+2

⋮
𝑧𝑛−1

𝑧𝑛 )

 
 

 

 Dado que os graus relativos 𝜌𝑖 de um sistema linear correspondem a diferença entre o 

número de pólos e zeros da função de transferência e seja 𝜌 < 𝑛 (o sistema apresenta zeros em 

sua concepção – Isidori, 1995, p. 162) o sistema não linear SISO em sua forma normal, a partir 

das notações introduzidas anteriormente (Equações 225 e 227), conforme a Equação 228. 

𝑧̇1 = 𝑧2 

𝑧̇2 = 𝑧3 

⋮ 

𝑧̇𝜌−1 = 𝑧𝜌 

𝑧̇𝜌 = 𝑎(𝛏 , 𝛈) + 𝑏(𝛏 , 𝛈)𝑢 

𝑧̇𝜌+1 = 𝑞𝜌+1(𝛏 , 𝛈) 

⋮ 

𝛈̇ = 𝑞𝑛(𝛏 , 𝛈) 

𝑦 = 𝑧1 

A dinâmica zero, de acordo com Isidori (1995, p. 164) corresponde ao comportamento 

dinâmico interno do sistema quando a saída é mantida identicamente a zero através das condi-

ções iniciais de entrada. A restrição da saída 𝑦, ao ser mantida neste estado implica que todas 

as suas derivadas sejam zero (𝑦𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝜌), de tal modo que o movimento da dinâmica 

esteja restrito em uma subvariedade (superfície) suave 𝑆⋆ ∈ ℝ𝑛−𝜌 de 𝑆 ∈ ℝ𝑛 em 𝛏 = 0. 

(227) 

(228) 
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Segundo Slotine & Li (1991, p. 254), para que o sistema opere em uma dinâmica zero, 

tal que os estados de 𝐱 permaneçam na superfície 𝑆⋆, o estado inicial do sistema 𝐱0 deve estar 

contido na superfície e a entrada 𝑢 deve manter a saída 𝑦 em zero. Sendo 𝐟(𝐱0) = 0 e ℎ(𝐱0) = 0, 

tem-se que necessariamente as primeiras coordenadas 𝑧𝑖 serão 0 em 𝐱0, além disso, sem perda 

de generalização (Isidori, 1995, p. 162), assume-se 𝛏 = 0 e 𝛈 = 0 em 𝐱0.  

Portanto, se 𝐱0 é um ponto de equilíbrio para o sistema original, (𝛏 , 𝛈) é um ponto de 

equilíbrio para o sistema nas novas coordenadas, conforme a Equação 229. 

𝑎(𝛏 , 𝛈) = 0     em     (𝛏 , 𝛈) = (0, 0) 

𝑞(𝛏 , 𝛈) = 0     em     (𝛏 , 𝛈) = (0, 0) 

O problema de zerar a saída consiste em encontrar os pares (𝐱0, 𝑢0) de um determinado 

estado inicial 𝐱0 e de uma função de entrada de controle 𝑢0 definidos para todo 𝑡 em uma vizi-

nhança de 𝑡 = 0, tal qual a saída do sistema 𝑦 seja identicamente zero, para as mesmas condições. 

Como a saída do sistema linear é idêntica a zero (𝑦𝜌(𝑡) = 𝑧̇𝜌(𝑡) = 0), tem-se que 𝛏 = 0.  

De modo que a entrada de controle 𝑢 pode ser reescrita segundo a Equação 230. 

0 = 𝑎(0, 𝛈) + 𝑏(0, 𝛈)𝑢 

Com solução única para 𝑢0 (Equação 231), sendo 𝑏(0, 𝛈) ≠ 0, se 𝛈 próximo de zero.  

𝑢0 = −
𝑎(0, 𝛈)

𝑏(0, 𝛈)
 

Sendo 𝛏 = 0, o comportamento geral da dinâmica do sistema é regido pela Equação 232, 

enquanto 𝛈(0) = 𝛈0 pode ser escolhido arbitrariamente. 

𝛈̇ = 𝑞(0, 𝛈) 

Dado que o conceito de dinâmica zero advém da abordagem linear relacionada aos zeros 

de uma função de transferência, expande-se tal conceito para o sistema a ser apresentado na Equa-

ção 233, onde 𝜌 < 𝑛 e 𝑏𝑖 ≠ 0. Além disso, ao longo desta problematização será salientado a pro-

priedade de observabilidade, segundo o desenvolvimento a seguir. 

𝐺(𝑠) =
𝑏0 + 𝑏1𝑠 + 𝑏2𝑠

2 …+ 𝑏𝑛−𝜌−1𝑠
𝑛−𝜌−1 + 𝑠𝑛−𝜌

𝑎0 + 𝑎1𝑠 + 𝑎2𝑠2 …+ 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 
 

(229) 

(230) 

(231) 

(232) 

(233) 
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 A representação do modelo de estado para o sistema linear exposto na função de trans-

ferência 𝐺(𝑠) pode ser descrito conforme a Equação 234. 

𝐱̇ = 𝐀𝐱 + 𝐁𝑢 

𝑦 = 𝐂𝐱             

 Sendo 𝐀 a matriz e 𝐁 e 𝐂 os vetores correspondentes, conforme a Equação 235. 

𝐀 =

[
 
 
 
 

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 ⋯ −𝑎𝑛−1]
 
 
 
 

,     𝐁 =

[
 
 
 
 

 

0
0
⋮
0
1

 

]
 
 
 
 

 

                  𝐂 = [𝑏0    𝑏1    𝑏2     ⋯    𝑏𝑛−𝜌−1    1    0    ⋯     0]                

De maneira similar ao processo de linearização por realimentação de estado introduzido 

no capítulo 4.3.1, a saída do sistema linear 𝑦 (Equação 234) é diferenciada repetidamente até que 

a entrada de controle 𝑢 apareça, de modo que as não linearidades possam ser canceladas. Assim, 

a primeira derivada de 𝑦̇ é dada pela Equação 236.  

𝑦̇ = 𝐂𝐀𝐱 + 𝐂𝐁𝑢 

Caso 𝐂𝐁 = 0, tem-se que 𝐂𝐀 (𝐿𝐠ℎ(𝐱) = 0) é linearmente independente de 𝑢. Para 𝑦̈, 

obtém-se o resultado exposto na Equação 237. 

𝑦̈ = 𝐂𝐀2𝐱 + 𝐂𝐀𝐁𝑢 + 𝐂𝐁𝑢̇ 

Se 𝐂𝐁 = 𝐂𝐀𝐁 = 0, então 𝑦̈ = 𝐂𝐀2 é linearmente independente de 𝑢. A partir disto e de-

rivando recursivamente, chega-se à expressão geral para 𝑦𝑖, segundo a Equação 238. 

𝑦𝑖 = 𝐂𝐀𝑖𝐱 + 𝐂𝐀𝑖−1𝐁𝑢 + ⋯+ 𝐂𝐀𝐁𝑢𝑖−2 + 𝐂𝐁𝑢𝑖−1,     𝑖 =1, 2, … , 𝑛 − 𝜌 

Admitindo que 𝐂𝐁 = 𝐂𝐀𝐁 = 0, então tem-se que 𝐂𝐀𝑖𝐱 possa ser diretamente associado 

a 𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱), assim como 𝐂𝐀𝑖−1𝐁 em relação a 𝐿𝐠𝐿𝐟

𝑖−1ℎ(𝐱). Neste sentido, a lei de controle 𝑢 (Equa-

ção 199) pode ser reformulada, de acordo com a Equação 239. 

𝑢 =
1

𝐂𝐀𝑖−1𝐁
(−𝐂𝐀𝑖 + 𝜐) 

Sendo 𝐂𝐀𝑖𝐁 = 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝑖 ℎ(0) = 0, ∀ 𝑖 < 𝑛 − 𝜌 − 1 e 𝐂𝐀𝑖−1𝐁 = 𝐿𝐠𝐿𝐟

𝑖−1ℎ(0) ≠ 0. De maneira 

similar ao problema anterior, o sistema pode ser transformado em sua forma normal, a partir da 

(234) 

(235) 

(236) 

(237) 

(239) 

(238) 
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mudança de variável 𝐳 = 𝛟(𝐱), onde consta os componentes da matriz 𝐀 e dos vetores B e C, 

separado em duas parcelas, referente a dinâmica do sistema nas novas coordenadas. 

Para os primeiros termos 𝜌, tem-se a Equação 240. 

𝑧1 = 𝐂𝐱 = 𝑏𝑜𝑥1 + 𝑏1𝑥2 + ⋯+ 𝑏𝑛−𝜌−1𝑥𝑛−𝜌 + 𝑥𝑛−𝜌+1 

𝑧2 = 𝐂𝐀𝐱 = 𝑏𝑜𝑥2 + 𝑏1𝑥3 + ⋯+ 𝑏𝑛−𝜌−1𝑥𝑛−𝜌+1 + 𝑥𝑛−𝜌+2 

⋮ 

𝑧𝜌−1 = 𝐂𝐀𝜌−2𝐱 = 𝑏𝑜𝑥𝜌−1 + 𝑏1𝑥𝜌 + ⋯+ 𝑏𝑛−𝜌−1𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1 

𝑧𝜌 = 𝐂𝐀𝜌−1𝐱 = 𝑏𝑜𝑥𝜌 + 𝑏1𝑥𝜌+1 + ⋯+ 𝑏𝑛−𝜌−1𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛 

Para 𝑛 − 𝜌, os termos podem ser expressos segundo a relação exposta na Equação 241. 

𝑧𝜌+1 = 𝑥1 

𝑧𝜌+2 = 𝑥2 

⋮ 

𝑧𝑛−1 = 𝑥𝑛−𝜌−1 

𝑧𝑛 = 𝑥𝑛−𝜌 

Derivando as Equações 240 e 241 e rearranjando os termos em sua forma normal (segundo 

Isidori, 1985, p. 165) e adequando os estados em função das variáveis vetoriais 𝛏 e 𝛈, obtém-se o 

sistema de circuito fechado na forma representativa do modelo no espaço de estados, de acordo 

com a Equação 242.   

𝛏̇ = 𝐀𝛏 + 𝐁𝜐 

𝛈̇ = 𝑞(𝛏, 𝛈)     

𝑦 = 𝐂𝛏             

Com a matriz 𝐀 e os vetores 𝐁 e C sendo descritos de acordo com a Equação 243. Para 

a dinâmica zero, tem-se 𝛈̇ = 𝑞(0, 𝛈). 

𝐀 =

[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
0 0 0 ⋯ 0]

 
 
 
 

,     𝐁 =

[
 
 
 
 

 

0
0
⋮
0
1

 

]
 
 
 
 

,     𝐂 = [1   0   0   ⋯   0] 

(242) 

(240) 

(241) 

(243) 
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Além disso, para ∀ 𝐳 ∈ 𝛟 em um domínio 𝐷0 de 𝐷 ∈ ℝ𝑛, a matriz 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 e o vetor 

𝐂 ∈ ℝ𝑛 devem satisfazer a condição de observabilidade, conforme Equação 244. 

𝐌0 = rank

[
 
 
 
 

𝐂
𝐂𝐀
𝐂𝐀2

⋮
𝐂𝐀𝑛−1]

 
 
 
 

= 𝑛 

Sendo 𝐌0 a matriz de observabilidade. Ademais, a perda de controlabilidade (Equação 

211) e/ou de observabilidade (Equação 244) podem ser avaliadas a partir da Equação 245, ao qual, 

a função de transferência 𝐺(𝑠) é avaliada em relação ao cancelamento de um pólo ou de um zero 

através da diferença entre os graus do polinômio do denominador e do numerador (Isidori, 1995, 

p. 139 e Vidyasagar, 1993, p. 285). 

𝐺(𝑠) = 𝐂(𝑠𝐈 − 𝐀)−1𝐁 

Sendo 𝐈 ∈ ℝ𝑛×𝑛 a matriz identidade.  

  De acordo com Isidori (1995, p. 170) e Slotine & Li (1991, p. 255), a dinâmica zero de-

sempenha um papel importante aos sistemas de controle devido as suas propriedades assintóticas, 

dos quais, quando estes sistemas são estáveis, serão denominados por sistemas de fase mínima, 

assunto que será abordado no próximo capítulo. 

4.3.2 Estabilização e rastreamento de saída assintótico  

A dinâmica zero quando imposta, torna-se parte da dinâmica interna de um sistema de 

controle não linear de circuito fechado por meio da lei de controle por realimentação de estado, 

cujo comportamento de entrada e saída assemelha-se ao de um sistema linear constituído por 

uma cadeia de integradores 𝜌, relacionado ao grau relativo de entrada e saída do sistema.  

Para o problema de estabilização (ou regulação – Isidori & Li, 1991, p. 192) assintótica 

de um sistema não linear (Equação 180), avalia-se um sistema com grau relativo 𝜌 ≤ 𝑛, no qual 

a dinâmica zero é assintoticamente estável em um dado ponto de equilíbrio (𝛏 , 𝛈) = (0, 0), se-

gundo a lei de controle por realimentação de estado 𝑢 em sua forma canônica de controlabilidade 

(associado as Equações 176, 199 e 221), na forma expressa na Equação 246. 

𝑢 =
1

𝑏(𝛏 , 𝛈)
(−𝑎(𝛏 , 𝛈) − 𝑘0𝑧1 − 𝑘1𝑧2 − 𝑘2𝑧3 − ⋯− 𝑘𝜌−1𝑧𝜌)

(245) 

(246) 

(244) 
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Sendo os coeficientes 𝑘𝜌 escolhidos (Equação 247) de modo que o polinômio 

𝑠𝜌 + 𝑘𝜌−1𝑠
𝜌−1 + ⋯+ 𝑘1𝑠 + 𝑘0 

tenha raízes estritamente no plano da metade esquerda (Hurwitz); a dinâmica exponen-

cial é conduzida a zero. Neste sentido, define-se: 

Definição 10: Seja um sistema não linear (Equação 180) com grau relativo 𝜌. Suponha 

que no equilíbrio 𝛈 = 0 a dinâmica zero é localmente e assintoticamente estável e que todas as 

raízes do polinômio (Equação 247) tenham parte real negativa. Então, a lei de controle (Equação 

246) produz um sistema de circuito fechado localmente e assintoticamente estável que estabiliza 

o equilíbrio (𝛏 , 𝛈) = (0,  0). 

Além disso, a lei de controle de estabilização (Equação 246), assim como mencionado 

por Isidori (1995, p. 175) e Slotine e Li (1991, p. 255), não necessita explicitamente que o sistema 

esteja em sua forma normal, uma vez que é somente preciso que o sistema tenha uma dinâmica 

zero, com um equilíbrio localmente e assintoticamente estável em 𝛈 = 0. Sendo os termos 𝑧𝑖 e 

as funções 𝑎(𝛏 , 𝛈) e 𝑏(𝛏 , 𝛈) relacionadas (e invertíveis) as variáveis originais, a lei de controle 

pode ser expressa segundo a Equação 248. 

𝑢 =
1

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
(−𝐿𝐟

𝜌
ℎ(𝐱) − 𝑘0ℎ(𝐱) − 𝑘1𝐿𝐟ℎ(𝐱) − ⋯− 𝑘𝜌−1𝐿𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱)) 

Ao impor uma nova entrada de referência adicional 𝜐𝑎 (que será associado ao sinal de 

saída de referência 𝑦𝑟 para a tarefa de rastreamento) ao controle, tem-se que na lei de controle 

de estabilização pode ser descrita, conforme a Equação 249. 

𝑢 =
1

𝑏(𝛏 , 𝛈)
(−𝑎(𝛏 , 𝛈) + 𝜐𝑎 − ∑𝑘𝑖−1𝑧𝑖

𝜌

𝑖=1

) 

 O sistema de circuito fechado gerado a partir da Equação 249 pode ser expresso e sinte-

tizado em uma representação de modelo de estado, segundo a Equação 250. 

𝛏̇ = 𝐀𝛏 + 𝐁𝜐 

𝛈̇ = 𝑞(𝛏, 𝛈)    

  

(247) 

(249) 

(250) 

(248) 
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Com a matriz 𝐀 e o vetor 𝐁 sendo descritos através da Equação 251. 

𝐀 =

[
 
 
 
 

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1

−𝑘0 −𝑘1 −𝑘2 ⋯ −𝑘𝜌−1]
 
 
 
 

,     𝐁 =

[
 
 
 
 

 

0
0
⋮
0
1

 

]
 
 
 
 

 

 Para 𝜐𝑎 = 0, o sistema torna-se igual ao resultado obtido na Equação 248. Para 𝜐𝑎 ≠ 0, 

localmente e assintoticamente estável em (𝛏 , 𝛈) = (0, 0) e suficientemente pequeno, as trajetó-

rias de 𝜐𝑎 são limitadas (Isidori, 1995, p. 178). A definição geral sobre essa questão é realizada 

para a tarefa de rastreamento, segundo o desenvolvimento a seguir, que perpassa de maneira 

similar aos passos introduzidos para a dinâmica zero (capítulo 4.3.1.3). 

O problema de rastreamento para o sinal de saída de referência 𝑦𝑟 consiste em encontrar 

os pares (𝐱0, 𝑢0) de estado inicial 𝐱0 e de entrada de controle 𝑢0 definidos ∀ 𝑡 em uma vizinhança 

de 𝑡 = 0, tal que a saída do sistema 𝑦 coincida exatamente com a saída de referência 𝑦𝑟 ∀ 𝑡 em 

uma vizinhança de 𝑡 = 0, segundo a Equação 252. 

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑦𝑟
𝑖−1(𝑡) = 𝑧𝑖(𝑡),     ∀ 𝑡  e  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 

Em que as variáveis 𝛏 podem ser reescritas de acordo com a Equação 253. 

𝛏𝑟 = (

𝑦𝑟

𝑦̇𝑟

⋮

𝑦𝑟
𝜌−1

) 

Deste modo, a entrada de controle 𝑢 pode ser descrita conforme a Equação 254,  

𝑦𝑟
𝜌

= 𝑎(𝛏𝑟 , 𝛈) + 𝑏(𝛏𝑟 , 𝛈)𝑢 

sendo o comportamento dinâmico do sistema regido pela Equação 255. 

𝛈̇ = 𝑞(𝛏𝑟 , 𝛈) 

Para o rastreamento da saída de referência 𝑦𝑟, tem-se que o vetor de estado inicial (𝐱0) 

deve ser necessariamente definido para 𝛏(0) = 𝛏𝑟(0), enquanto 𝛈(0) = 𝛈0 é escolhido arbitra-

riamente. Portanto, a lei de controle 𝑢 pode ser descrita, segundo a Equação 256. 

(251) 

(252) 

(253) 

(254) 

(255) 
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𝑢 =
1

𝑏(𝛏 , 𝛈)
(−𝑎(𝛏 , 𝛈) + 𝑦𝑟

𝜌
− ∑𝑘𝑖−1(𝑧𝑖 − 𝑦𝑟

𝑖−1)

𝜌

𝑖=1

) 

 Assim como feito anteriormente (Equação 248), o sistema pode ser expresso em suas 

variáveis originais, conforme a Equação 257. 

𝑢 =
1

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
(−𝐿𝐟

𝜌
ℎ(𝐱) + 𝑦𝑟

𝜌
− ∑𝑘𝑖−1(𝐿𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱) − 𝑦𝑟

𝑖−1)

𝜌

𝑖=1

) 

A partir da Equação 256, chega-se próximo a expressão de interesse para o desenvolvi-

mento do controlador, ao qual, propõe-se a definição do erro de rastreamento 𝑒(𝑡), segundo a 

diferença entre o sinal de saída real 𝑦(𝑡) e do sinal de saída de referência 𝑦𝑟(𝑡), de acordo com 

a Equação 258 (similar a definição feita para a suficiente deslizante adaptativa – capítulo 4.2). 

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦𝑟(𝑡) 

Imposta a definição do erro 𝑒(𝑡) e sendo 𝑧𝑖 = 𝑦𝑖−1 (Equação 252), o sistema pode ser 

descrito a partir da expressão apresentada na Equação 259. 

𝑢 =
1

𝑏(𝛏 , 𝛈)
(−𝑎(𝛏 , 𝛈) + 𝑦𝑟

𝜌
− ∑𝑘𝑖−1𝑒

𝑖−1

𝜌

𝑖=1

) 

 De modo que a entrada geral do sistema 𝜐 possa ser expressa conforme a Equação 260. 

𝜐 = 𝑧̇𝜌 = 𝑦𝜌 = 𝑦𝑟
𝜌

− ∑𝑘𝑖−1𝑒
𝑖−1

𝜌

𝑖=1

 

 Sendo os coeficientes 𝑘𝑖 escolhidos de tal maneira que polinômio (Equação 247) tenha 

raízes estritamente no plano da metade esquerda, do qual a dinâmica decai exponencialmente a 

zero, segundo a Equação 261. 

𝑒𝜌 + 𝑘𝜌−1𝑒
𝜌−1 + ⋯+ 𝑘1𝑒̇ + 𝑘0𝑒 = 0,     ∀ 𝑥(𝑡) → 0 

 De acordo com Isidori (1995, p. 179), a função de erro 𝑒(𝑡) satisfaz a equação diferencial 

linear (similar a Equação 178), de ordem 𝜌, cujos os coeficientes 𝑘𝑖 podem ser arbitrariamente 

predefinidos, segundo as raízes da equação característica (Equação 247). Para um tempo 𝑡 → ∞, 

(256) 

(257) 

(258) 

(259) 

(260) 

(261) 
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a saída do sistema rastreia a saída de referência 𝑦𝑟, com um erro que pode convergir a zero, com 

decaimento exponencial arbitrariamente rápido. 

 De maneira geral, foram expostas as principais características e propriedades para uma 

plena compreensão dos passos e dos elementos básicos necessários para a aplicação da técnica 

de linearização por realimentação de estado e das etapas secundárias relacionadas a mudança 

de coordenada e de sua transformação à forma normal. Desta formulação teórica e segundo a 

técnica de controle por modo deslizante (SMC) será desenvolvido o projeto do controlador SMC 

com integrador condicional (CI-SMC). 

Contudo, antes de introduzir o controlador CISMC, faz-se ainda quatro pequenas aborda-

gens sobre: o problema do desacoplamento não linear de perturbações – sendo está uma das for-

mas utilizadas para dissociar os distúrbios, ruídos e as perturbações que afetam os estados; da 

realimentação de estado de alto ganho, assumindo que a dinâmica zero é assintoticamente estável 

desde a sua primeira aproximação; da extensão de conceitos para os observadores não lineares e 

sobre a conceituação da dinâmica zero assintoticamente estável globalmente, sendo estes, assun-

tos de interesse ao controlador, uma vez que a técnica se propõe a lidar efetivamente com a pre-

sença de incertezas e imprecisões do modelo, em caráter de uma realimentação de estado exata 

e global. 

4.3.2.1  Desacoplamento de perturbações  

O problema de desacoplamento de perturbações por realimentação de estado em sistemas 

lineares foi introduzido por Gilbert (1969), Falb & Wolovich (1967), Morgan (1964), Rekasius 

(1965 apud Gilbert, 1969) e Wonham & Morse (1970) sobre a preposição de dissociar os distúr-

bios e as perturbações de maneira independente e ao neutralizar (tornar insensível) os seus efeitos 

com respeito aos estados de saída do sistema. O desacoplamento de perturbações para os siste-

mas não lineares foi estendido por Hirschorn (1981), Isidori et al. (1981), Kreund (1975), Marino 

(1984), Marino, Respondek & Van der Schaft (1989); entre possíveis outros autores. 

Para a dinâmica não linear, o sistema adotado é exposto na Equação 262. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢 + 𝐩(𝐱)𝑤 

𝑦 = ℎ(𝐱)                                   

Sendo 𝐱 ∈ ℝ𝑛 o vetor de estado, 𝑤 a entrada de perturbação, 𝑢 a entrada de controle, 𝑦 

o vetor de saída, 𝐟(𝐱), 𝐠(𝐱) e 𝐩(𝐱) são campos vetoriais suaves em 𝐷 ⊂ ℝ𝑛 e ℎ(𝐱) uma função 

(262) 
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de valor real suave (𝐷 ⊂ ℝ𝑛). De início, busca-se avaliar as condições de existência (Definição 

8 – Equação 205) para um controle por realimentação de estado, segundo a Equação 263, 

𝑢 = 𝛼(𝐱) + 𝛽(𝐱)𝜐  

onde 𝛼(𝐱) e 𝛽(𝐱) são as funções (similar a Equação 206) que caracterizam o controle 𝑢, 

conforme a Equação 264. 

𝛼(𝐱) =
𝐿𝐟
𝜌
ℎ(𝐱)

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
     e     𝛽(𝐱) =

1

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
 

O sistema de circuito fechado resultante deste processo, no qual a saída 𝑦 é independente 

e desacoplada da perturbação 𝑤, pode ser visto na Equação 265. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛽(𝐱)𝜐 + 𝐩(𝐱)𝑤 

                                        𝑦 = ℎ(𝐱) 

Em sua forma normal, o sistema não linear de circuito fechado apresentado na Equação 

262 pode ser expresso em função das derivadas de Lie de sua saída 𝑦 – similar a abordagem rea-

lizada no capítulo 4.3.1, para um grau relativo 𝜌 em 𝐱0, assumindo que 𝑦 deve ser independente 

de 𝑤, quando 𝜐 = 0, ∀ 𝑡 > 0, conforme a Equação 266. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) + 𝐩(𝐱)𝑤 

                                                   𝑦 = ℎ(𝐱) 

 De modo que a primeira derivada da saída do sistema 𝑦̇ pode ser vista na Equação 267. 

𝑦̇ =
𝜕ℎ

𝜕𝐱
[𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) + 𝐩(𝐱)𝑤] = 𝐿𝐟+𝐠𝛼ℎ(𝐱) + 𝐿𝐩ℎ(𝐱)𝑤 

 Sendo 𝐿𝐩ℎ(𝐱) = 0, tal que 𝐱 esteja próximo de 𝐱0, tem-se que 𝐿𝐟+𝐠𝛼ℎ(𝐱) é linearmente 

independente de 𝑤. Assim, para a 2ª derivada do sistema, chega-se a: 

𝑦̈ = ∇(𝐿𝐟ℎ)[𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) + 𝐩(𝐱)𝑤] = 𝐿𝐟+𝐠𝛼
2 ℎ(𝐱) + 𝐿𝐩𝐿𝐟+𝐠𝛼ℎ(𝐱)𝑤 

Para 𝐿𝐩𝐿𝐟+𝐠𝛼ℎ(𝐱) = 0, 𝐿𝐟+𝐠𝛼
2 ℎ(𝐱) é independente de 𝑤, segundo a Equação 268. Pros-

seguindo até a 𝜌-ésima derivada, obtém-se a expressão geral, conforme a Equação 269. 

𝑦𝜌 = 𝐿𝐟+𝐠𝛼
𝜌

ℎ(𝐱) + 𝐿𝐩𝐿𝐟+𝐠𝛼
𝜌−1

ℎ(𝐱)𝑤 

(263) 

(264) 

(265) 

(266) 

(267) 

(268) 

(269) 
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Se 𝐿𝐩𝐿𝐟+𝐠𝛼
𝜌−1

ℎ(𝐱) = 0, então 𝐿𝐟+𝐠𝛼
𝜌

ℎ(𝐱) é independente de 𝑤. Assim posto, a saída 𝑦 do 

sistema por realimentação de estado de circuito fechado pode ser desacoplada da entrada de 

uma perturbação 𝑤, se a condição necessária exposta na Equação 270 é satisfeita.  

𝐿𝐩𝐿𝐟+𝐠𝛼
𝑖 ℎ(𝐱) = 0,     ∀ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 − 1  e   ∀ 𝐱 próximo a 𝐱0 

Ademais, a partir da transformação de coordenada de estado 𝐳 = 𝛟(𝐱) e da notação ve-

torial 𝛏 e 𝛈, pode-se descrever o sistema na forma apresentada na Equação 271. 

𝑧̇1 = 𝑧2 

𝑧̇2 = 𝑧3 

⋮ 

𝑧̇𝜌−1 = 𝑧𝜌 

𝑧̇𝜌 = 𝑎(𝛏 , 𝛈) + 𝑏(𝛏 , 𝛈)𝑢 

⋮ 

𝛈̇ = 𝑞(𝛏 , 𝛈) + 𝑑(𝛏 , 𝛈)𝑤 

𝑦 = 𝑧1 

 Sendo 𝑑(𝛏 , 𝛈) uma função correspondente a notação vetorial (𝛏 , 𝛈) associada a pertur-

bação 𝑤. Na Figura 91 exibe-se um diagrama esquemático para o sistema (Equação 271) de cir-

cuito fechado. 

 

Figura 91 – Diagrama do processo de desacoplamento de perturbação por realimentação de estado se-

gundo a transformação de coordenadas no espaço de estado em sua forma normal. 

[Adaptado de: Isidori (1995, p. 186)] 

A partir disto e de acordo com Isidori (1995, p. 188), ainda é possível realizar medições 

sobre a entrada de perturbação 𝑤, de tal modo que esta informação possa ser útil para o projeto 

de controle. Assim, uma lei de controle nesta perspectiva pode ser vista na Equação 272. 

(270) 

(271) 
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𝑢 = 𝛼(𝐱) + 𝛽(𝐱)𝜐 + 𝛾(𝐱)𝑤 

Como esta lei se propõe a obter um possível desacoplamento da saída de perturbação 𝑤 

a partir das medições disponíveis, tem-se que as condições para a dissociação podem ser mais 

brandas, dada à forma do sistema de circuito fechado exposto na Equação 273. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛽(𝐱)𝜐 + (𝐠(𝐱)𝛾(𝐱) + 𝐩(𝐱))𝑤 

                            𝑦 = ℎ(𝐱) 

 Desta expressão, tem-se que a função 𝛾(𝐱) correspondente à entrada 𝑤 deve satisfazer 

a seguinte relação, conforme a Equação 274. 

𝐿𝐠𝛾+𝐩𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) = 𝐿𝐠𝐿𝐟

𝑖 ℎ(𝐱)𝛾(𝐱) + 𝐿𝐩𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) = 0 

∀ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 − 1 e ∀ 𝐱 próximo a 𝐱0. Além disso, segundo a definição de grau relativo, 

tem-se que a função 𝛾(𝐱) correlata a lei de controle por realimentação de estado deve satisfazer: 

𝐿𝐩𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) = 0,     ∀ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌) − 2 

𝐿𝐩𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱) = −𝐿𝐠𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱)𝛾(𝐱) 

Da Equação 275b é possível obter a expressão que transcreve o comportamento da fun-

ção 𝛾(𝐱), de acordo com a Equação 276. 

𝛾(𝐱) = −
𝐿𝐩𝐿𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱)

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱)

 

 Deste modo, a condição necessária e suficiente para resolver o problema de dissociar a 

perturbação da saída por meio da realimentação de estado que inclua as medições de 𝑤 é esta-

belecida pela Equação 275a, contudo e segundo Isidori (1995, p. 189), esta condição é mais fraca 

que a Equação 270, ao ponto que 𝐿𝐩𝐿𝐟
𝒊  ℎ(𝐱) deve ser zero para todos os valores de 𝜌 − 2. A seguir 

apresenta-se a lei de controle 𝑢 para o desacoplamento de perturbação 𝑤 em relação as funções 

𝛼(𝐱), 𝛽(𝐱) (Equação 264) e 𝛾(𝐱) (Equação 276), segundo a Equação 277. 

𝑢 =
𝐿𝐟
𝜌
ℎ(𝐱)

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
+

𝜐

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
−

𝐿𝐩𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
𝑤

(272) 

(273) 

(274) 

(275a) 

(275b) 

(276) 

(277) 
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4.3.2.2  Realimentação de estado de alto ganho  

O problema do desacoplamento de perturbações para sistemas SISO não lineares pode 

ser resolvido a partir da utilização de alguns métodos, como da teoria de perturbação geométrica 

singular para equações diferenciais ordinárias (Fenichel, 1979; Kokotovic, Khalil & O'Reilly, 

1999; Johnson, 2005; Levin & Levinson, 1954; Saksena, O’reilly & Kokotovic (1984), Tikhonov, 

1948, 1952; entre outros autores) e segundo a realimentação de estado de alto ganho (Khalil & 

Saberi, 1987, Young, Kokotovic & Utkin, 1977; Young, 1982; Marino, 1984 e Willems, 1981). 

De acordo com Marino (1984) e Young, Kokotovic & Utkin (1977), a abordagem através 

da técnica de perturbação singular em sistemas de controle por estrutura variável (VSC), que 

operam a partir dos modos deslizantes (referente aos sistemas de controle descontínuo) podem 

ser associadas de maneira similar (mas não equivalente – Utkin, 1992, p. 167) na compensação 

de perturbações em sistemas linearizáveis por realimentação de estado de alto ganho. 

Segundo Utkin (1992, p, 155), o alto ganho é uma ferramenta clássica (Meerov, 1947, 

1959 apud Utkin, 1992) para supressão dos efeitos de distúrbios e de variações paramétricas, 

quando empregado em sistemas de controle desacoplados e/ou decompostos em movimentos 

independentes. A seguir, faz-se a problematização do projeto de uma lei de controle estabiliza-

dora localmente por realimentação de estado, de acordo com o desenvolvimento proposto por 

Isidori (1995, p. 189), ao qual, busca-se avaliar a proposição que a dinâmica zero de um sistema 

não linear é assintoticamente estável a partir da primeira aproximação. 

Seja um sistema não linear representado na forma apresentada na Equação 278.  

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢 

                                                             𝑢 = 𝐾ℎ(𝐱) 

Com 𝐟(0) = 0 e ℎ(0) = 0, grau relativo 𝜌 = 1 em 𝐱 = 0 e dinâmica zero assintotica-

mente estável na primeira aproximação, de modo que todos os autovalores da matriz 𝐐 

𝐐 = [
𝜕𝑞(𝛏 , 𝛈)

𝜕𝛈
]
(𝛏 ,𝛈)=(0,0)

 

tenham parte real negativa (Equação 247), segundo a Equação 279. Sendo 𝐐 a matriz ja-

cobiana do sistema não linear em função da transformação de coordenada de estado em sua forma 

normal, referente a dinâmica zero no equilíbrio. 

(278a) 

(279) 

(278b) 
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O parâmetro 𝐾, relacionado a razão de magnitude de alto ganho, define a estrutura de 

chaveamento (similar ao VSC) para o controle 𝑢 (Equação 278b), de acordo com a Equação 280, 

admitindo que existe um valor positivo 𝐾0 tal que, ∀ 𝐾 que satisfaça |𝐾| > 𝐾0, o equilíbrio 𝐱 = 0 

é assintoticamente estável. 

ቊ
𝐾 > 0 se 𝐿𝐠ℎ(0) > 0

𝐾 < 0 se 𝐿𝐠ℎ(0) < 0
 

 Este resultado é satisfeito e provado a partir da teoria de perturbações singulares, das 

quais, uma plena e completa leitura sobre esta concepção pode ser lida em Isidori (1995, p. 190 

– apêndice B). Contudo, de mais generalista, tem-se que 𝐾, para 𝐿𝐠ℎ(0) < 0 pode ser descrito 

conforme a Equação 281. 

𝐾 = −
1

𝜖
(𝑥) 

Sendo 𝜖 uma constante real positiva de amplitude infinitesimal. A partir desta definição, 

o sistema de circuito fechado (Equação 278a) pode ser reescrito de acordo com a Equação 282. 

𝜖𝐱̇ = 𝜖𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝒉(𝐱) = 𝐅(𝐱, 𝜖) 

Sendo 𝐅(𝐱, 𝜖) uma função de mapeamento definida em 𝐷 × (−𝜖0, +𝜖0) ∈ ℝ𝑛
 de uma sub-

variedade 𝐸 em 𝐷 desde que 𝐅(𝐱, 0) = 𝐠(𝐱)𝒉(𝐱) e 𝐠(0) ≠ 0 (𝐿𝐠ℎ(0) ≠ 0) em uma vizinhança 

Λ do ponto 𝐱 = 0, cujo o conjunto de pontos de equilíbrio 𝐅(𝐱, 0) = 0 ∀ ∈ 𝐸: ℎ(𝐱) = 0. 

Na forma normal, o sistema pode ser representado pela Equação 283. 

𝜖𝐳̇ = 𝜖𝑎(𝐳, 𝛈) − 𝑏(𝐳, 𝛈)𝐾𝐳 

                                                      𝜖𝛈̇ = 𝜖𝑞(𝐳, 𝛈) 

 Ademais, segundo Isidori (1995, p. 520), o campo vetorial reduzido 𝐟𝑅(𝐱) associado ao 

sistema em sua forma normal coincide com os campos vetoriais da dinâmica zero, conjuntamente 

aos pares (𝐳, 𝛈), tal que 𝐳 = 0, segundo a Equação 284.  

𝐟𝑅(𝐱): 𝐱 ∈ 𝐸 →  𝐟𝑅(𝐱) = 𝐏𝐱 [
𝜕𝐅(𝐱, 𝜖)

𝜕𝜖
]
𝜖=𝜖0=0

= (0   𝐈) (
𝑎(0, 𝛈)

𝑞(0, 𝛈)
) 

Sendo 𝐏𝐱 um campo vetorial em 𝐸. Assumindo que 𝛈̇ = 𝑞(0, 𝛈) é assintoticamente está-

vel na primeira aproximação de 𝛈 = 0 e que existe 𝜖0 > 0 tal que, para cada 𝜖 ∈ (0, 𝜖0) o sistema 

(280) 

(281) 

(282) 

(283) 

(284) 
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tenha um ponto de equilíbrio isolado em 𝐱𝜖 próximo a 0, que é assintoticamente estável. Como 

𝐅(0, ϵ) = 0 ∀ 𝜖 ∈ (0, 𝜖0), tem-se 𝐱𝜖 = 0. 

 Para o caso dos sistemas que apresentam maior grau relativo 𝜌 é possível resolvê-los a 

partir da redução de ordem para um sistema com 𝜌 = 1, segundo o desenvolvimento realizado 

anteriormente, assumindo que a saída do sistema 𝑦 possa ser substituída por uma saída fictícia 

relacionada a uma entrada de referência e/ou de perturbação, de acordo com a Equação 285. 

𝑤 = 𝑘(𝐱) 

Sendo 𝑘(𝐱) uma função definida segundo a Equação 286. 

𝑘(𝐱) = 𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱) + 𝑘𝜌−2𝐿𝐟
𝜌−2

ℎ(𝐱) + ⋯+ 𝑘1𝐿𝐟ℎ(𝐱) + 𝑘0ℎ(𝐱) 

onde 𝑘0, … , 𝑘𝜌−2 são os coeficientes reais para a função 𝑘(𝐱) do novo sistema não linear 

com grau relativo 𝜌 = 1 em 0 (sendo 𝐿𝐠𝑘(0) = 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

𝑘(0) ≠ 0). O sistema não linear (Equa-

ção 278) adequado a uma entrada fictícia 𝑤 pode ser visto na Equação 287. 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢 

                                                             𝑤 = 𝑘(𝐱) 

Admitindo que este sistema deve ser estabilizado por uma saída de realimentação de es-

tado na forma da lei de controle 𝑢 (Equação 280), segundo a Equação 288. 

𝑢 = −𝐾𝑤 

A princípio, busca-se avaliar o comportamento assintótico do sistema a partir da análise 

de sua dinâmica zero, de modo que a dinâmica interna de saída seja igual a zero. De acordo 

com o capítulo 4.3.2 e similarmente a Equação 260, a entrada fictícia 𝑤 pode ser descrita con-

forme a Equação 289. 

𝑤 = 𝑧𝜌 + 𝑘𝜌−2𝑧𝜌−1 + ⋯+ 𝑘1𝑧2 + 𝑘0𝑧1 = 𝑧𝜌 + ∑𝑘𝑖−2𝑧𝑖−1

𝜌

𝑖=2

 

Para 𝑤(𝑡) = 0, tem-se que a expressão acima pode ser simplificada em termos de 𝑧𝜌, 

de modo que o sistema possa ser representado em sua forma normal, associada a dinâmica zero 

da nova saída, de acordo com a dinâmica (𝑛 − 1)-dimensional exposta na Equação 290. 

(285) 

(286) 

(287) 

(288) 

(289) 
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𝑧̇1 = 𝑧2 

𝑧̇2 = 𝑧3 

⋮ 

𝑧̇𝜌−1 = 𝑧𝜌 = −∑𝑘𝑖−2𝑧𝑖−1

𝜌

𝑖=2

 

𝛈̇ = 𝑞 (𝑧1, … , 𝑧𝜌−1, −(∑𝑘𝑖−2𝑧𝑖−1

𝜌

𝑖=2

) , 𝛈) 

 De acordo com Isidori (1995, p. 192), essas equações (Equação 290) apresentam o for-

mato triangular de bloco, dos quais, através do cálculo da matriz jacobiana correspondente é 

possível provar que a dinâmica zero do sistema é assintoticamente estável na primeira aproxi-

mação, se todas as raízes do polinômio apresentado na Equação 291 

𝑛(𝑠) = 𝑠𝜌−1 + 𝑘𝜌−2𝑠
𝜌−2 + ⋯+ 𝑘2𝑠̈ + 𝑘1𝑠̇ + 𝑘0 

 têm parte real negativa e 𝐾 o mesmo sinal de 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

𝑘(0) (Equação 280), de modo que a 

lei de controle 𝑢 (Equação 288) estabiliza assintoticamente o equilíbrio 𝐱 = 0 do sistema (Equa-

ção 287), conforme a Equação 292. 

𝑢 = −𝐾 (𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱) + 𝑘𝜌−2𝐿𝐟
𝜌−2

ℎ(𝐱) + ⋯+ 𝑘1𝐿𝐟ℎ(𝐱) + 𝑘0ℎ(𝐱)) 

Portanto, é possível deduzir uma realimentação de saída de estado para a função 𝑦(𝑡) 

em relação a 𝑤(𝑡) (Equação 293), tendo em vista que a função 𝐿𝐟
𝑖 ℎ(𝐱) tem grau relativo coin-

cidente com a 𝑖-ésima derivada de 𝑦(𝑡), para 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 − 1. 

𝑤(𝑡) = 𝑦𝜌−1(𝑡) + 𝑘𝜌−2𝑦
𝜌−2(𝑡) + ⋯+ 𝑘1𝑦̇(𝑡) + 𝑘0𝑦(𝑡) 

 Este resultado pode ser interpretado como uma saída de um sistema obtido por conexões 

em cascata do sistema original com um filtro linear cuja função de transferência é exatamente 

igual ao polinômio 𝑛(𝑠). Segundo Isidori (1995, p. 193), tal filtro não é fisicamente realizável, 

contudo, é possível desenvolvê-lo a partir de uma aproximação adequada, sem que as proprie-

dades de estabilidade do sistema de circuito fechado sejam prejudicadas; condição esta que será 

explicitada a seguir. 

(290) 

(291) 

(292) 

(293) 
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Para 𝑇 = 𝜖, sendo 𝑇 uma constante de tempo real positiva de amplitude infinitesimal, o 

sistema formado pelas Equações 278a e 278b tem estrutura semelhante ao problema de pertur-

bação singular e de acordo com Isidori (1991, p. 193), para 𝑇 > 0, suficiente pequeno, existirá 

um ponto de equilíbrio que é assintoticamente estável na primeira aproximação para a função 

de transferência apresentada na Equação 294. 

𝐺(𝑠) = −
𝐾

1 + 𝑇𝑠
 

 A concepção desta abordagem pode ser vista na Figura 92 (e com maior detalhamento 

teórico em Isidori, 1995, p. 193) e deste resultado, tem-se que a introdução de uma pequena cons-

tante de tempo 𝑇 ao sistema de controle de circuito fechado não diminui ou prejudica a sua es-

tabilidade assintótica local.  

 

Figura 92 – Diagrama do processo de linearização por realimentação de estado de alto ganho 

[Adaptado de: Isidori (1995, p. 148)] 

Em síntese, expandindo esta propriedade para o caso 𝜌 − 1, pode-se deduzir a seguinte 

proposição para o problema generalizado. 

Definição 11: Seja um sistema de grau relativo 𝜌 em 𝐱0, com dinâmica zero assintoti-

camente estável na primeira aproximação e cuja as raízes do polinômio 𝑛(𝑠) (Equação 291) têm 

parte real negativa (Hurwitz), tal que exista um processo de realimentação de estado de saída li-

near representado por uma função de transferência (Equação 295) que estabiliza o sistema, desde 

que 𝐾 seja uma constante adequadamente grande, com o mesmo sinal de 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

𝑘(0) e 𝑇 seja 

uma constante positiva suficientemente pequena. 

𝐺(𝑠) = −
𝐾𝑛(𝑠)

(1 + 𝑇𝑠)𝜌−1
(295) 

(294) 
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4.3.2.3  Observadores não lineares com dinâmica de erro linearizável 

Até o presente momento os sistemas não lineares estudados foram abordados através do 

processo de linearização de estado, de tal maneira que os sistemas fossem transformados em um 

modelo linear equivalente, dadas as mudanças de coordenadas no espaço de estado. Dentre 

essas etapas, a transformação em uma forma normal e a partir de uma dinâmica restrita de saída 

zero assintoticamente estável foi possível estabelecer as condições suficientes e necessárias 

para a linearização, assim como para as tarefas de estabilização e de rastreamento assintótico. 

Todavia, ambos os artifícios teóricos empregados partiram de uma abordagem local e 

assintoticamente estável em um ponto de equilíbrio, dos quais, as leis de controle por realimen-

tação de estado são definidas, somente e apenas, em uma vizinhança próxima deste ponto.  

Neste sentido e de acordo com Isidori (2013, p. 372), é de interesse que os sistemas apre-

sentem uma dinâmica zero assintoticamente estável globalmente (sistemas de fase mínima glo-

bais) devido a extensão dos conceitos e das suposições (impostas anteriormente nos capítulos 

4.3.1 a 4.3.4) para a implementação de estratégias de estabilização baseadas na realimentação de 

estado de saída de alto ganho, em sistemas passivos, no controle não interativo com estabilidade 

e na regulação de saída. 

Perante essa proposição, faz-se uma extensão de conceitos e de definições para a reali-

mentação de estado segundo a abordagem através dos observadores não lineares com dinâmica 

de erro linearizável, conforme Isidori (1995, p. 203) e Khalil (2015, p. 187), ao qual é expandida 

a condição em que o sistema não satisfaz os teoremas 1, 2 e 3, de modo a depender da resolução 

da equação diferencial parcial (Equação 214) e da determinação do campo vetorial 𝛕. 

O observador, de acordo com Luenberger (1964, p. 72, 1966, p. 190, 1971, p. 596), pode 

ser considerado como um sistema que reconstrói o vetor de estado de uma planta a partir das 

entradas e saídas disponíveis do sistema, de tal modo que se possa obter uma aproximação ou 

estimativa do vetor de estado desconhecido. O conceito de observadores para sistemas não li-

neares foi introduzido por Bestle & Zeitz (1983), Kou, Elliott & Tarn (1975), Krener & Isidori 

(1983), Krener & Respondek (1985), Thau (1973) e Zeitz (1987). 

Para o problema da estimativa do vetor de estado, o sistema não linear pode ser repre-

sentado na forma exposta pela Equação 296. 

𝐱̇ = 𝐀𝐱 + 𝜓(𝑢, 𝑦) 

                                                             𝑦 = 𝐂𝐱 
(296) 



4.3.2.3 Observadores não lineares com dinâmica de erro linearizável                                    | 182 

 

 

 

 Sendo 𝜓(𝑢, 𝑦) uma função não linear (localmente Lipschitz) conhecida e (𝐀, 𝐂) um par 

observável (Equação 244), onde 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é uma matriz e 𝐂 ∈ ℝ1×𝑛 um vetor em sua forma ca-

nônica de observabilidade (Equação 243).  

Para o seguinte sistema (Equação 296), o observador não linear pode ser descrito na forma 

exposta pela Equação 297. 

𝐱̇̂ = 𝐀𝐱̂ + 𝜓(𝑢, 𝑦) + 𝐋(y − 𝑦̂) 

Sendo 𝐱̂ o vetor de estado estimado para o observador e 𝐋 ∈ ℝ𝑛×1 um vetor de ganho do 

observador. A partir da Equação 297, tem-se que o termo de correção (𝐋(y − 𝑦̂) – Khalil, 2015, 

p. 263) depende da estimativa do erro (𝐞 = 𝐱̃ = 𝐱 − 𝐱̂) de saída do sistema 𝑦 = 𝐂𝐱 pela saída 

estimada 𝑦̂ (representativo na forma 𝑦̂ = ℎ(𝐱̂) = 𝐂𝐱̂), que é obtida através da Equação 298. 

𝐞̇ = (𝐀 − 𝐋𝐂)𝐞 

O sistema na forma referida pela Equação 297 é chamado de observador com dinâmica 

de erro linear (Khalil, 2015, p. 263; Krener & Respondek, 1985 e Xiao et al. 2003, p. 623), 

quando o vetor 𝐋 é tal que (𝐀 − 𝐋𝐂) tenha todos os autovalores no plano da metade esquerda 

(estritamente com parte real negativa – Hurwitz), que implica que o limite lim
𝑡→∞

𝐱̃(𝑡) seja zero, 

de modo que a estimativa do erro se aproxime assintoticamente de 𝐱(𝑡) à medida que 𝑡 tende 

ao infinito, ∀ 𝐱 na condição inicial 𝐱̃(0), suficientemente pequeno ‖𝐱̃(0)‖. 

Resumidas tais questões, aborda-se a seguir o problema de linearização do observador, 

a partir da definição: 

Definição 12: O problema de linearização do observador é solucionável se, e somente se  

dim(span{∇ℎ(𝐱0), ∇𝐿𝐟ℎ(𝐱0),… , ∇𝐿𝐟
𝑛−1ℎ(𝐱0)}) = 𝑛 

Se a condição estabelecida pela equação 299 é satisfeita, então pode-se definir uma vi-

zinhança 𝐷0 de 𝐱0, onde existe um único campo vetorial 𝛕 que satisfaz a seguinte condição ∀ 𝐱 

∈ 𝐷0, segundo a Equação 300 (associada a definição 5 e aos teoremas 2 e 3 – capítulo 4.3.1.1). 

𝐿𝛕ℎ(𝐱) = 𝐿𝛕𝐿𝐟ℎ(𝐱) = ⋯ = 𝐿𝛕𝐿𝐟
𝑛−2ℎ(𝐱) = 0     e     𝐿𝛕𝐿𝐟

𝑛−1ℎ(𝐱0) = 1 

Da Equação 299, tem-se que o cálculo do campo vetorial 𝛕 é realizado de maneira similar 

a Equação 212, para o conjunto de equações expostas na Equação 301. 

(297) 

(298) 

(299) 

(300) 
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∇ℎ(𝐱)

∇𝐿𝐟ℎ(𝐱)
⋮

∇𝐿𝐟
𝑛−2ℎ(𝐱)

∇𝐿𝐟
𝑛−1ℎ(𝐱)]

 
 
 
 

[𝛕(𝐱)  𝑎𝑑𝐟𝛕(𝐱) ⋯  𝑎𝑑𝐟
𝑛−2𝛕(𝐱)  𝑎𝑑𝐟

𝑛−1𝛕(𝐱)] =

[
 
 
 
 
0
0
⋮
0
1]
 
 
 
 

 

Desta equação, obtém-se uma relação importante para a resolução do problema de line-

arização do observador, assim como para a realimentação de estado em condições globais, de 

acordo com a definição: 

Definição 13: O problema de linearização do observador é solucionável se, e somente se, 

existir um mapeamento 𝐅 em Λ de ℝ𝑛 em uma vizinhança 𝐷0 de 𝐱0 que satisfaz a Equação 302. 

𝜕𝐅

𝜕𝐳
= [𝛕(𝐱)  − 𝑎𝑑𝐟𝛕(𝐱)  ⋯   (−1)𝑛−1𝑎𝑑𝐟

𝑛−1𝛕(𝐱)]𝐱=𝐅(𝐳),     ∀ 𝐳 ∈ Λ 

Onde 𝛕 é a solução única do campo vetorial exposto na Equação 301. 

Destas duas definições e assumindo que ambas sejam verdadeiras (Isidori, 1995, p. 206), 

descreve-se os teoremas finais que garantem a unicidade e a integrabilidade da solução para a 

equação diferencial parcial (Equação 301) dos campos vetoriais 𝜏𝑖(𝐱), como consequência do 

teorema de Frobenius (teoremas 1, 2 e 3 – capítulo 4.3.1). 

  Teorema 4: Seja 𝛕1(𝐱),… , 𝛕𝑛(𝐱) os campos vetoriais em ℝ𝑛 da equação diferencial par-

cial exposta na Equação 303. 

𝜕𝐅

𝜕𝑧𝑖
= 𝛕𝑖(𝛟

−1(𝐳)) 

Onde 𝐅 é um mapeamento em um conjunto aberto ℝ𝑛  → ℝ𝑛 , (𝐳0, 𝐱0) um ponto em 

ℝ𝑛 × ℝ𝑛 e 𝛕1(𝐱0),… , 𝛕𝑛(𝐱0) são campos vetoriais linearmente independentes. Para este caso, 

devem existir vizinhanças 𝐷0 de 𝐱0 e Λ0 de 𝐳0 e um difeomorfismo 𝛟−1(𝐳): Λ0 → 𝐷0 que re-

solvem a Equação 303, tal que 𝐅(𝐳0) = 𝐱0 se, e somente se, a Equação 304 é satisfeita. 

[𝛕𝑖, 𝛕𝑗] = 0,     ∀ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 

Teorema 5: O problema de linearização do observador é solucionável se, e somente se 

a definição 12 é satisfeita e para o qual a única solução do campo vetorial 𝛕 (Equação 301) e tal 

que a condição imposta na Equação 305 seja atendida. 

[𝑎𝑑𝐟
𝑖𝛕, 𝑎𝑑𝐟

𝑗
𝛕] = 0,     ∀ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 − 1

(301) 

(302) 

(303) 

(304) 

(305) 
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4.3.2.4  Dinâmica zero assintoticamente estável globalmente  

Perante todo o desenvolvimento (capítulo 4.3.1 a 4.3.2), foram introduzidos uma vasta 

gama de conceito que tornaram possível transformar um sistema não linear, através do processo 

de linearização por realimentação de estado em um sistema equivalente linear, controlável e 

observável, dos quais pretende-se estender tais conceitos para a estabilização de saída assintó-

tica global, a partir da transformação de coordenada no espaço de estado, em sua forma normal. 

Segundo Isidori (2013, p. 371), o conceito sobre estabilidade global para os sistemas não 

lineares por realimentação de estado torna-se possível a partir dos avanços teóricos e das noções 

introduzidas sobre a entrada para o estado estável (Input-to-state stability – ISS; Liberzon, Morse 

& Sontag, 2002; Sontag, 1989, 1990, 1998, 2008 e Sontag & Wang, 1995, 1996, 1999, 2000) e 

conforme o teorema de pequeno ganho (Jiang, Teel & Praly, 1994), além dos trabalhos desen-

volvidos em aplicações típicas de estabilização global e semiglobal (Boothby, 1984; Byrnes & 

Isidori, 1985, 1989; Coron, Praly & Teel, 1995; Khalil & Farzad, 1992; Marino & Tomei, 1991, 

1993; Qian & Lin, 2001; Teel & Praly, 1994, 1995), dos quais foram propostas definições (prin-

cipalmente em função das técnicas de Lyapunov) que comprovaram que um sistema não linear, 

representado pela Equação 306 (similar ao sistema original adotado – Equação 180) 

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢 

y = ℎ(𝐱)                 

em sua forma normal global, segundo a Equação 307 

𝐳̇ = 𝐟0(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌)                 

                                                    𝜉̇𝑖 = 𝜉𝑖+1,     𝑖 = 1, … , 𝜌 − 1 

                                                    𝜉̇𝜌 = 𝑎(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌) + 𝑏(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌)𝑢 

                                                     𝑦 = 𝜉1 

 é fortemente de fase mínima, quando o sistema apresenta dinâmica zero assintoticamente 

estável: 𝑎(0,0, . . ,0) e 𝑏(𝐳, 𝜉1, . . , 𝜉𝜌) ≠ 0, podendo assim ser estabilizado globalmente por meio 

de uma lei de controle na forma expressa pela Equação 308. 

𝑢 = 𝜅 (∑ 𝑘𝑖𝜉𝑖+1 + 𝜉𝜌

𝜌−2

𝑖=0

)

(306) 

(307) 

(308) 
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Sendo 𝜅 uma função de classe 𝐾∞ ([0, 𝛼) → [0,∞), estritamente crescente e 𝜅(0) = 0 

– Khalil, 1996, p. 135). Segundo Isidori (2013, p. 372 apud Teel & Praly, 1995), caso o equilíbrio 

𝐳 = 0 da dinâmica inversa seja localmente e exponencialmente estável, a estabilidade semiglobal 

pode ser atingida por meio de uma realimentação de estado dinâmica da saída do sistema 𝑦 atra-

vés de um observador robusto de alto ganho.  

A seguir, faz-se a definição formal para a transformação do sistema não linear (Equação 

306) em sua forma normal global, de acordo com Isidori (1995, p. 427). 

Definição 14: Seja um sistema não linear representado pela Equação 306, com grau rela-

tivo uniforme 𝜌 em 𝐱 = 𝐱0 ∈ ℝ𝑛, assumindo 𝐟(0) = 0 e 𝐠(0) = 0 e para o qual exista uma lei 

de controle por realimentação de estado não linear segundo a Equação 309 (equivalente ao con-

trole apresentado na Equação 205). 

𝑢 = 𝛼(𝐱) + 𝛽(𝐱)𝜐 

Sendo os campos vetoriais 𝐟(𝐱) e 𝐠̃(𝐱) definidos globalmente conforme a Equação 310, 

𝐟(𝐱) =  𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝛼(𝐱) e 𝐠̃(𝐱) =  𝐠(𝐱)𝛽(𝐱) 

onde 𝛼(𝐱) e 𝛽(𝐱) (similar a Equação 206) são descritos segundo a Equação 320 e 

𝛼(𝐱) =
𝐿𝐟
𝜌
ℎ(𝐱)

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
     e     𝛽(𝐱) =

1

𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱)
 

 para os quais os campos vetoriais 𝛕𝑖 são completos e satisfazem a equação diferencial 

parcial (Equação 301), definido pela Equação 312. 

𝛕𝑖 = (−1)𝑖−1𝑎𝑑𝐟
𝑖−1𝐠̃(𝐱),     1≤ 𝑖 ≤ 𝜌 

Seja 𝑆⋆ ∈ ℝ𝑛−𝜌 uma subvariedade embutida suave de uma variedade 𝑆 ∈ ℝ𝑛, tal que em 

torno de cada ponto de 𝑆⋆ existe uma vizinhança 𝑆0, definida de acordo com a Equação 313, 

𝑆⋆ = {𝐱 ∈ ℝ𝑛: ℎ(𝐱) = 𝐿𝐟ℎ(𝐱) = ⋯ = 𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱) = 0 } 

com cada componente de 𝑆⋆ sendo uma variedade integral máxima da distribuição não 

singular e involutiva Δ⋆, conforme a Equação 314, 

Δ⋆ = (span ቄ∇h(𝐱), ∇L𝐟ℎ(𝐱),… , ∇𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱))
⊥

 

tal que o mapeamento suave 𝛟: 𝑆⋆
 × ℝ𝜌 → ℝ𝑛 seja descrito pela Equação 315. 

(309) 

(310) 

(311) 

(312) 

(313) 

(314) 
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(𝐳, (𝜉1, … , 𝜉𝜌)) → 𝛟𝜉𝜌

𝛕1 (𝐳) ∘ 𝛟𝜉𝜌−1

𝛕2 (𝐳) ∘ ⋯𝛟
𝜉2

𝛕𝜌−1(𝐳)  ∘  𝛟
𝜉1

𝛕𝜌(𝐳) 

O termo 𝛟𝑡
𝛕(𝐱) será denominado como um fluxo do campo vetorial 𝛕, que apresenta um 

inverso suave definido globalmente, de acordo com a Equação 316, 

(𝐳, (𝜉1, … , 𝜉𝜌)) = 𝛟−1(𝐱) 

 no qual as variáveis de estado 𝐳 e 𝜉𝑖 são descritas pela Equação 317  

𝐳 = 𝛟
−ℎ(𝐱)

𝛕𝜌 (𝐱) ∘ 𝛟
−𝐿𝐟ℎ(𝐱)

𝛕𝜌−1 (𝐱) ∘ ⋯ ∘ 𝛟
−𝐿

𝐟

𝜌−2
ℎ(𝐱)

𝛕2 (𝐱) ∘  𝛟
−𝐿

𝐟

𝜌−1
ℎ(𝐱)

𝛕1 (𝐱) 

𝜉𝑖 = 𝐿f
𝑖−1ℎ(𝐱),     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 

 A partir da Equação 316, tem-se que o difeomorfismo definido globalmente permite que 

o sistema não linear seja transformado em sua representação normal, segundo a Equação 318, 

𝐳̇ = 𝐟0(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌)                 

                                                    𝜉̇𝑖 = 𝜉𝑖+1,     𝑖 = 1, … , 𝜌 − 1 

                                                    𝜉̇𝜌 = 𝑎(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌) + 𝑏(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌)𝑢 = 𝜐 

                                                     𝑦 = 𝜉1 

 onde 𝑎(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌) e 𝑏(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌) são definidos pela Equação 319, 

𝑎(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌) = 𝐿𝐟
𝜌
ℎ ∘ 𝛟(𝐳, (𝜉1, … , 𝜉𝜌)) 

𝑏(𝐳, 𝜉1, … , 𝜉𝜌) = 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ ∘ 𝛟(𝐳, (𝜉1, … , 𝜉𝜌)) 

 se, e somente se, o campo vetorial 𝛕 satisfaz a condição exposta na Equação 320. 

[𝛕𝑖, 𝛕𝑗] = 0,     ∀ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝜌 

 Desta definição, segundo Isidori (1995, p. 432) pode-se estabelecer o projeto de uma lei 

de controle por realimentação de estado que estabiliza assintoticamente o equilíbrio 𝐱 = 0 do 

sistema globalmente, considerando que o sistema não linear tenha grau relativo uniforme 𝜌, em 

um subvariedade difeomórfica 𝑆⋆ ∈ ℝ𝑛−𝜌 e caso os campos vetoriais 𝛕𝑖 sejam completos para 

a representação das equações de estado do sistema.

(315) 

(316) 

(317) 

(319) 

(320) 

(318) 
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Além deste resultado, é possível encontrar algumas outras abordagens em Isidori (1995), 

que mas vão um pouco além do escopo inicial deste trabalho, assim como parte dos trabalhos 

mencionados no início deste capítulo. Todavia, deixa-se com sugestão aos interessados sobre o 

assunto, a recomendação da leitura de tais obras. 

4.4 Formulação do controle por modo deslizante com integrador condicional 

Ao longo do capítulo 4 foram introduzidos uma ampla variedade de conceitos e de defi-

nições que serão úteis para a compreensão das etapas e dos requisitos teóricos necessários para 

o desenvolvimento do projeto da lei de controle por modos deslizantes (SMC) com integrador 

condicional (CISMC); concebida dentro da temática sobre a regulação robusta via ação integral 

(Khalil, 2015, p. 318), de acordo com uma lei de controle de saída por realimentação de estado. 

Como poderá ser visto, ambos os assuntos discutidos são importantes e servirão como base para 

a formulação do controlador CISMC. 

4.4.1 Regulação robusta via ação integral 

A regulação robusta através da lei de controle por modo deslizante (SMC) trata-se de 

uma técnica empregada para solucionar tarefas de estabilização e de rastreamento assintótico em 

sistemas lineares e não lineares. O conceito de regulação robusta foi introduzido para os sistemas 

lineares na década de 70, a partir dos trabalhos desenvolvidos por Davison (1972, 1976), Desoer 

& Wang (1980), Johnson (1971), Francis & Wonham (1975, 1976) e Francis (1977), no contexto 

da regulação (estabilização) e do rastreamento assintótico em servomecanismos, em face de in-

certezas nos parâmetros do modelo e a rejeição de sinais de referência e de perturbações. 

Esta metodologia foi estendida para os sistemas não lineares, conjuntamente ao controle 

integral através de alguns autores, segundo: Astolfi & Praly (2016); Byrnes et al. (1997), Byrnes 

& Isidori (2000), Freeman & Kokotovic (1995a, 1995b), Huang & Rugh (1990), Huang & Lin 

(1994), Huang (1995, 2004), Isidori & Byrnes (1990), Jiang & Marcels (2001), Khalil (1994, 

1998, 2000), Knobloch, Isidori & Flockerzi (1993), Mahmoud & Khalil (1996), Mazenc & Praly 

(1996), Morari (1985) para sinais exógenos constantes e/ou variáveis no tempo. 

A ação de controle integral, de acordo com Khalil (1998, p. 756), Morari (1985, p. 574) 

e Li, Ang & Chong (2006, p. 33) é implementada a fim de garantir que o erro estacionário do 

sistema convirja para zero (se possível) à medida que o tempo tende ao infinito, de modo a 

conduzir as trajetórias (contendo os estados) assintoticamente a um ponto de equilíbrio. Deste 

modo, a principal tarefa do controlador será estabilizar este ponto, que é desconhecido. 
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Neste sentido e segundo Khalil (2000, p. 490), algumas técnicas de controle robustas 

podem ser empregadas para solucionar e garantir a convergência do erro para uma pequena 

vizinhança próxima do equilíbrio, como a realimentação de estado por alto ganho, backstepping 

e o controle contínuo por modo deslizante (CSMC). 

Deste último, tem-se que a introdução da ação integral para o CSMC (Zhou & Fisher, 

1992) foi proposta inicialmente por Utkin & Shi (1996), sendo denominado como controle por 

modo deslizante integral (integral sliding mode control – ISMC). O ISMC vem sendo estudado 

por inúmeros outros autores, dos quais pode citar: Jia & Shan (2020), Khalil (2000, 2002a), 

Seshagiri & Khalil (2002), Laghrouche, Plestan & Glumineau (2007), Niu, Ho & Lam (2005), 

Pan, et al. (2018), Rubagotti, et al. (2011) e Zhang, et al. (2016). 

Assim como suas variações (CSMC, ISMC, não-singular N-, contínuo C-, adaptativo 

A-, integral I-, terminal SMC – TSMC (Chiu, 2012; Venkataraman & Gulati, 1993; Yu, Feng & 

Man, 2020), além de possível outras abordagens), a teoria clássica do SMC tem sido empregada 

categoricamente para lidar com as imprecisões e incertezas dos modelos e a distúrbios externos 

na modelagem, que vem exibido ótimos resultados que destacam a precisão do método e sua 

eficácia em garantir a robustez do sistema (Levant, 1993, 1998, 2003; Slotine & Li, 1991; Slotine 

& Sastry, 1983, Slotine & Coetsee, 1986; Shtessel, Edwards, Fridman & Levant, 2014, Utkin, 

1977, 1981, 1992; Utkin, Guldner & Shi; Young, Utkin & Ozguner, 1999).  

No entanto, a regulação assintótica alcançada através da ação integral também ocasiona 

uma degradação no desempenho transitório do sistema, que mesmo na ausência de saturação 

do elemento limitador de taxa (RLE), a resposta tende a ser mais oscilatória (Seshagiri & Khalil, 

2005a, p. 44). Na presença da saturação do RLE, a ação integral faz com que o erro continue a 

ser acumulado, ocasionando uma deterioração significativa entre o sinal de entrada da planta e 

de sua resposta correspondente, com elevado sobressinal e tempo de acomodação relativamente 

longo; fenômeno este que é chamado por windup (Galeani, et al., 2009, p. 420; Kothare et al., 

1994, p. 1869; Li, Ang & Chong, 2006, p. 33 e Zheng, Kothare & Morari, 1994, p. 1015). 

Segundo Li, Ang & Chong (2006, p. 33) e Seshagiri & Khalil (2005a, p. 44) e de acordo 

com o contexto sobre o chattering (capítulo 4.1.1.3), ressalva-se que diminuir o erro do sistema 

através do aumento de ganho (sendo o erro estacionário inversamente proporcional ao ganho do 

sistema) pode ser inviável ou indesejável, já que este incremento pode excitar dinâmicas de alta 

frequência não modeladas. 
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A princípio, uma solução para este problema foi proposta por Seshagiri e Khalil, (2005a, 

2005b) e Singh, A. & Khalil (2005), ao qual o integrador foi modificado para fornecer a ação 

integral “condicionalmente” dentro da camada limite 𝜇, a fim de diminuir a degradação do regime 

transitório. A modificação feita para o CISMC consiste na implementação de uma lógica anti-

windup, desenvolvida por Fertik & Ross (1967 apud Kothare et al., 1994, p. 1870) e estendida 

por Hanus, Kinnaert & Henrotte (1987), onde o RLE será realimentado através da diferença entre 

o sinal saturado e não saturado (entre outras logicas existentes), de modo a reduzir o termo inte-

gral e o efeito windup. Uma leitura introdutória sobre o assunto pode lida em Neto (2005). 

O CISMC é uma técnica de controle utilizada para resolver problemas de estabilidade e 

rastreamento em sistemas não lineares, sendo robusto, preciso e de fácil implementação quando 

comparado a outras técnicas não lineares. De acordo com Díaz-Méndez et al. (2020) , o CISMC 

oferece algumas vantagens, que incluem: 

1. o projeto da técnica fornece uma maneira conveniente de projetar controladores sem 

escala de ganho;  

2. reduz a zero o erro de rastreamento causado pelo integrador condicional;  

3. reduz o chattering a partir da substituição da função sinal pela função de saturação; 

4. melhora a resposta transitória usando a ação integral anti-windup ao invés de um in-

tegrador convencional; 

5. garante a estabilidade e a convergência da lei de controle. 

A técnica C-ISMC tem sido aplicada a problemas típicos envolvendo o controle de ma-

nipuladores robóticos, (Incremona, Ferrara, & Magni, 2017; Shi, Liu & Bajçinca, 2008; Norsah-

peri & Danapalasingam, 2020 e Zhang, et al., 2018), a regulação de nível em tanques acoplados 

(Benamor et al., 2011 e Prusty et al., 2016), o controle marítimo de embarcações (Burger, Pavlov 

& Pettersen, 2009), o controle de quadricópteros (Campos et al., 2024; Labbadi & Cherkaoui, 

2019; Li et al., 2016; Ullah et al., 2020; Mu, Zhang & Shi, 2017 e Xiong et al., 2021) e da dinâ-

mica de voo de aeronaves (Campos, et al., 2017; Díaz-Méndez, et al., 2019; Seshagiri & Promtun, 

2008; Sousa & Paglione, 2012 e Sousa et al., 2013). 

 A partir desta breve síntese e considerando todas as demais informações e conceitos intro-

duzidos nos capítulos (4.1, 4.2 e 4.3), faz-se a seguir a problematização da tarefa de controle para 

o problema de regulação robusta via ação integral, dos quais será possível acoplar os assuntos 

sobre o SMC e da linearização de saída por realimentação de estado. 
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Ademais, expande-se essa abordagem para os observadores de alto ganho e para o inte-

grador condicional, segundo os trabalhos desenvolvidos por Khalil (1998, 2000, 2002a, 2015) 

e Seshagiri e Khalil (2002, 2005a, 2005b).  

Além disso, destaca-se que a leitura sobre as contribuições feitas pelos autores menciona-

dos no início do capítulo é fortemente indicada, tanto para melhor esclarecer alguns pontos sobre 

a teoria, assim como referente a diversificação de aplicações, exemplos e de provas teóricas sobre 

alguns conceitos e definições mais específicas, que não serão abordadas integralmente ao longo 

do texto. 

4.4.1.1 Declaração do problema de controle 

O problema de regulação robusta de sistemas não lineares de fase mínima, com uma 

única entrada e saída (Single-Input Single-Output – SISO), transformáveis a forma normal, uni-

formemente em um conjunto de perturbações constantes e de parâmetros incertos será modelado 

a partir da Equação 321.  

𝐱̇ = 𝐟(𝐱) + 𝐠(𝐱)𝑢 + 𝑝(𝐱)𝑤 

                                          y = ℎ(𝐱) 

Sendo 𝐱 ∈ ℝ𝑛 o vetor de estado, 𝑢 a entrada de controle, 𝑦 a saída do sistema, 𝒘 o vetor 

de sinal exógeno (incluindo perturbações a serem rejeitadas e/ou referências a serem rastreadas) 

pertencente a um domínio 𝐷𝑤 ⊂ ℝ𝑙, 𝐟, 𝐠 e 𝐩 são campos vetoriais suaves em 𝐷 ⊂ ℝ𝑛 e ℎ uma 

função escalar suave (𝐷 ⊂ ℝ𝑛) em uma subvariedade suave 𝑆⋆
 ∈ ℝ𝑛−𝜌 de 𝑆 ∈ ℝ𝑛, tal que em 

torno de cada ponto de 𝑆⋆ (sendo uma variedade integral máxima da distribuição involutiva e 

não singular Δ⋆) há uma vizinhança 𝑆0 em 𝑆⋆ ∩ 𝑆0 dada por {𝑥𝑖 = 𝑘𝑖: 𝑖 = 1,… , 𝑛 − 𝜌}, onde 

𝑘1, … , 𝑘𝑛−𝜌 são constantes positivas (Isidori et al., 1981, p. 322; Isidori, 1995, p. 428).  

De acordo com o capítulo 4.3.2, este sistema pode ser transformado em sua forma nor-

mal, segundo a Equação 322. 

𝜉̇𝑖 = 𝜉𝑖+1,     𝑖 = 1, … , 𝜌 − 1        

                                                      𝜉̇𝜌 = 𝑎(𝛏, 𝛈) + 𝑏(𝛏, 𝛈)𝑢 

                                                       𝛈̇ = 𝑞(𝛏, 𝛈) + 𝑘(𝛏, 𝛈)𝑤 

                                                       𝑦 = 𝜉1

(322) 

(321) 
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Sendo 𝛏 = (𝜉1, … , 𝜉𝜌) = (𝜙1, … , 𝜙𝜌) ∈ ℝ𝜌e 𝛈 = (𝜂1, … , 𝜂𝑛−𝜌) = (𝜙𝜌+1, … , 𝜙𝑛−𝜌) = 

(ℎ(𝐱),… , 𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝑥)) ∈ ℝ𝑛−𝜌 os vetores das componentes de estado da dinâmica externa e in-

terna do sistema linearizado, 𝜙𝑖,…,𝑛−𝜌(𝐱) = 𝐳 o difeomorfismo em relação a variável de estado 𝐳, 

𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱) a derivada de Lie de ℎ em torno de 𝒇 e 𝑎(𝛏, 𝛈), 𝑏(𝛏, 𝛈) ≠ 0, 𝑞(𝛏, 𝛈) e 𝑑(𝛏, 𝛈) ≠ 0 são 

funções de transformação de coordenada no espaço de estado.  

Além disso, assume-se que o sistema não linear exposto na Equação 321 tem um grau 

relativo uniforme 𝜌 ≤ 𝑛, se as condições para o que sistema seja linearizável por realimentação 

de estado sejam satisfeitas (𝐿𝐠ℎ(𝐱) = ⋯ = 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−2

ℎ(𝐱) = 𝐿𝐩𝐿𝐟
𝜌−2

ℎ(𝐱) = 0 e 𝐿𝐠𝐿𝐟
𝜌−1

ℎ(𝐱) ≠ 0 

–  teoremas e definições do capítulo 4.3.1 e 4.3.2), permitindo assim, a transformação em sua 

forma normal (Equação 322), onde os termos 𝛏, 𝛈 e suas funções correspondentes estão relaci-

onadas as variáveis originais; sendo não singulares e involutivas, portanto, invertíveis. 

 Deste problema, desenvolve-se o projeto de um controlador por realimentação de estado 

que tem por objetivo estabilizar e/ou rastrear assintoticamente um sinal de entrada de referência 

𝑟(𝑡) ∈ 𝐷𝑟 ⊂ ℝ do sistema de controle (associado a saída de referência 𝑦𝑟(𝑡) – capítulo 4.3.2), 

ou seja, quando o limite entre o sinal de saída 𝑦(𝑡) e do sinal de referência 𝑟(𝑡) é igual a zero, 

garantido a limitação de todas as variáveis de estado; lim
𝑡→∞

[𝑦(𝑡) − 𝑟(𝑡)] = 0. 

 Segundo Khalil (2015, p. 319), o problema de regulação é um caso especial do problema 

de rastreamento quando 𝑟(𝑡) é constante, tal que o projeto do controlador robusto consiste em 

manter as variáveis de estado limitadas e a saída 𝑦(𝑡) regulada assintoticamente em relação a 

𝑟(𝑡) através da técnica de controle por modo deslizante (SMC), assegurando que o erro de re-

gulação 𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑟(𝑡) seja restringido pela camada limite 𝑘𝜇, com 𝑘 > 0 e a partir da im-

plementação da ação integral, de modo a garantir que o erro estacionário convirja para zero à 

medida que o tempo tende ao infinito, conduzindo assintoticamente as trajetórias em um ponto 

de equilíbrio (𝛈̅, 𝛏̅) = (0, 0), satisfazendo a Equação 323. 

                                                     0 = 𝜉𝑖̅+1,     𝑖 = 1, … , 𝜌 − 1 

                                                      0 = 𝑎(𝛏̅, 𝛈̅) + 𝑏(𝛏̅, 𝛈̅)𝑢̅ 

                                                       0 = 𝑞(𝛏̅, 𝛈̅) + 𝑘(𝛏̅, 𝛈̅)𝑤̅ 

                                                      𝑦 = 𝜉1̅ 

 

(323) 
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A dinâmica zero correspondente ao sistema ocorre quando a saída é mantida identica-

mente a zero através das condições iniciais de entrada. A restrição da saída 𝑦, ao ser mantida 

neste estado implica que todas as suas derivadas sejam zero, de tal modo que o movimento da 

dinâmica esteja restrito na superfície de deslizamento 𝑠 em 𝛏̅ = (𝑟, 0, … ,0). 

 Imposta a definição do erro 𝑒(𝑡), sendo 𝜉𝑖 = 𝑦𝑖−1 para 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜌 e dada a mudança de 

variáveis 𝑒𝑖 = (𝑒1, … , 𝑒𝜌) = (𝜉1 − 𝑟,… , 𝜉𝜌), o sistema pode ser estabilizado por meio de uma 

lei de controle por realimentação de estado similar a Equação 308 (e de acordo com a Equação 

261), adequada ao CSMC, de modo a incluir a superfície deslizante contendo o modo deslizante 

limitado entre a camada limite 𝜇, de acordo com a Equação 324. 

𝑢 = −𝑘𝑐 sat (
𝑘0𝜎 + 𝑘1𝑒1 + ⋯+ 𝑘𝑖𝑒𝑖+1 + 𝑒𝜌

𝜇
) 

Onde 𝑘𝑐 é o ganho do controlador (constante), 𝜎 é a variavel integral condicional, 𝜇 é a 

espessura da camada limite e 𝑠 representa a superfície deslizante. O termo sat(o) está relaciona-

do à função de saturação (Equação 141), que foi proposta com o objetivo de reduzir a vibração 

devido à comutação descontínua do SMC (Equação 119), com a função de sinal (Equação 131) 

sgn(o) sendo aproximada pela função contínua sat(o) dentro da camada limite 𝜇 e ao redor da 

superfície 𝑠. A Equação 325 estabelece essa condição:  

sat(𝑠) {

1, ise  𝑠 > 𝜇

 
𝑠

𝜇
, ise  |𝑠| ≤ 𝜇

−1, ise  𝑠 < −𝜇

 

A superfície deslizante 𝑠, incluindo a ação integral é descrita em função dos ganhos e de 

seus erros de regulação (incluindo suas derivadas), de ordem 𝜌 − 1, segundo a Equação 326. 

𝑠 = 𝑘0𝜎 + 𝑘1𝑒1 + ∑ 𝑘𝑖

𝜌−1

𝑖=2

𝑒̂𝑖 + 𝑒̂𝜌,     𝑘0 > 0 

As constantes de ganho 𝑘0, ⋯ , 𝑘𝜌−1 são escolhidas de modo que o polinômio 

𝜆𝜌 + 𝑘𝜌−1𝜆
𝜌−1 + ⋯+ 𝑘1𝜆 + 𝑘0 

seja Hurwitz, tal que os autovalores 𝜆,… , 𝜆𝜌−1 (Equação 327) possuam estritamente 

parte real negativa, de forma que o movimento é restrito à superfície 𝑠 = 0 e o erro de regulação 

(324) 

(326) 

(327) 

(325) 
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𝑒𝑟 e suas derivadas convirjam para zero. A variável integrativa 𝜎 corresponde à integração do 

erro aumentado 𝑒𝑎, que é uma combinação linear do erro de regulação e das estimativas de suas 

derivadas, conforme a Equação 328. 

𝜎̇ = −𝑘0𝜎 + 𝜇 sat (
𝑠

𝜇
),     𝜎̇(0) ∈ [−

𝜇

𝑘0
,
𝜇

𝑘0
] 

No equilíbrio, 𝑒𝑎 = 0, implica que 𝑒𝑟 = 0. Para os graus relativos 𝜌 = 1 e 2, a Equação 

324 pode ser reescrita de acordo com as Equações 329 e 330, sendo: 𝑒̂1 ≅ 𝑒1 = 𝑒𝑟 = 𝑦 − 𝑟 e   

𝑒̇1 ≅ 𝑒̂2. 

𝜌 = 1,     𝑢 = −𝑘𝑐  sat (
𝑘0𝜎 + 𝑒̂1

𝜇
) 

𝜌 = 2,     𝑢 = −𝑘𝑐 sat (
𝑘0𝜎 + 𝑘1𝑒̂1 + 𝑒̂2

𝜇
) 

Para os graus relativos 1 e 2, o controlador CISMC assemelha-se aos controladores clás-

sicos PI (Proporcional-Integral) e PID (Proporcional-Integral-Derivativo), com seus ganhos res-

pectivos representados pelas variáveis 𝐾𝑃, 𝐾𝐼 e 𝐾𝐷. Nas Figuras 93 e 94 são exibindo os diagra-

mas esquemáticos do CISMC de grau relativo 𝜌 = 1 (similar ao controlador PI) e 4, incluindo 

o esquema anti-windup (relacionado ao ganho de realimentação 𝐾𝑅), a estimativa dos erros por 

observadores de alto ganho e a função saturação. 

 

Figura 93. Modelo de controlador robusto baseado no CISMC para plantas de controle de  

grau relativo 𝜌 = 1: controlador PI com anti-windup; 𝐾𝑃 = 𝑘𝑐𝑘0/𝜇; 𝐾𝐼 = 𝑘𝑐/𝜇 e 𝐾𝑅 = 𝜇/𝑘𝑐. 

[Adaptado de: Khalil (2000, p. 493, 2002a, p. 579) e Seshagiri & Khalil (2005a, p. 53)] 

(328) 

(329) 

(330) 
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Figura 94. Modelo de controlador robusto baseado no CISMC  

para plantas de controle de grau relativo 𝜌 = 4 com anti-windup. 

[Adaptado de: Khalil (2000, p. 493, 2002a, p. 579) e Seshagiri & Khalil (2005a, p. 53)] 

 

Obs.*: não confundir a nomenclatura empregada para representar a superfície deslizante 

𝑠 com a variável representativa para o termo laplaciano do integrador 1/𝑠. 

4.4.2 Integrador condicional 

De modo a salientar o procedimento realizado para “condicionar” o integrador a partir 

de uma técnica anti-windup (Galeani, et al., 2009; Kothare et al., 1994; Li, Ang & Chong, 2006, 

Neto, 2005 e Zheng, Kothare & Morari, 1994), faz-se a seguir a descrição deste processo e para 

o qual será possível observar tais características em ambos os diagramas (Figuras 93 e 94) apre-

sentados anteriormente.  

Retomando a expressão principal para o integrador condicional, tem-se a Equação 331. 

𝜎̇ = −𝑘0𝜎 + 𝜇 sat (
𝑠

𝜇
) 

 Onde 𝜎 é a variável integral condicional, 𝑘0 é uma constante positiva, 𝜇 é a espessura da 

camada limite, 𝑠 é a superfície deslizante e sat(o) é a função saturação. Da Equação 325 para a 

função saturação, tem-se que as trajetórias do modo deslizante, (contendo os estados) são defi-

nidas para duas condições. Primeiramente, as variáveis podem estar contidas dentro da camada 

limite |𝑠| ≤ 𝜇 e para o qual a faixa de variação permitida está definida pela espessura da camada 

limite 𝑠/𝜇. Caso contrário, as variáveis de estado para o modo deslizante serão descritas pela 

função sinal sgn(o), sendo 𝑠 > 𝜇 = 1 e 𝑠 < 𝜇 = −1 (capítulo 4.1.1.3). 

(331) 
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 De acordo com Khalil (2002a, p. 580 – assim como em relação a teoria abordada no 

capítulo 4.1 e 4.2), a solução para a condição de equilíbrio 𝜎(0) ≤ 𝜇 converge exponencial e 

assintoticamente a zero, ∀ 𝑡 ≥ 0, enquanto o controle não estiver saturado. Para a condição satu-

rada, após um tempo finito, 𝑠 entra na camada limite, tal que sat(𝑠/𝜇) = 𝑠/𝜇.  

Para a condição saturada, o sistema pode ser descrito segundo a Equação 332. 

𝜎̇ = −𝑘0𝜎 + 𝑘1𝑒1 + ∑ 𝑘𝑖

𝜌−1

𝑖=2

𝑒̂𝑖 + 𝑒̂𝜌 ≝ 𝑒𝑎 

 Essa expressão pode ser melhor compreendida a partir das Figuras 93 e 94, de tal modo 

que o erro aumentado 𝑒𝑎 será uma combinação linear do erro de regulação 𝑒𝑟 e de suas deriva-

das. Sendo as estimativas das derivadas iguais à zero, a ação integral força com que o erro esta-

cionário seja zero. Este é um esquema anti-windup básico que garante que o sistema tenha um 

comportamento adequado enquanto o controle está saturado (Khalil, 2002a, p. 580). 

 De modo a reescrever a expressão em relação ao ganho de realimentação 𝐾𝑅 (Figura 93), 

tem-se que a Equação 331 pode ser modificada, adicionando em ambos os lados o erro aumen-

tado 𝑒𝑎 e substituindo em função da Equação 332. 

Para este caso, obtém-se a expressão exposta na Equação 333 e 

𝑒𝑎 + 𝜎̇ = −𝑘0𝜎 + 𝜇 sat (
𝑠

𝜇
) + 𝑒𝑎 

substituindo em função da Equação 332, obtém-se a Equação 334. 

𝜎̇ = −𝑘0𝜎 − 𝑘1𝑒1 − ∑ 𝑘𝑖

𝜌−1

𝑖=2

𝑒̂𝑖 + 𝑒̂𝜌 + 𝜇 sat (
𝑠

𝜇
) + 𝑒𝑎 

Reagrupando os termos e introduzindo o ganho de realimentação 𝐾𝑅 = 𝜇/𝑘𝑐, onde 𝑘𝑐 

é o ganho do controlador, chega-se à Equação 335. 

𝜎̇ = 𝐾𝑅 [−
𝑘𝑐𝑠

𝜇
+ 𝑘𝑐  sat (

𝑠

𝜇
)] + 𝑒𝑎 

 O termo em colchete representa a diferença entre os valores dos sinais de controle insa-

turados 𝑢𝐼𝑁𝑆 e saturados 𝑢𝑆, de acordo com a Equação 336. 

𝜎̇ = 𝐾𝑅[𝑢𝐼𝑁𝑆 − 𝑢𝑆] + 𝑒𝑎 

(332) 

(333) 

(334) 

(335) 

(336) 
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Quando o controle não está saturado, a Equação 336 torna-se a ser a expressão 334, ao 

se igualar a integração do erro aumentado 𝑒𝑎.  

De acordo com Khalil (2002a, p. 581 apud Seshagiri & Khalil, 2001), essa condição é 

garantida, quando 𝜇∗ > 0 e para cada 𝜇 ∈ (0, 𝜇∗), se existe 𝜖∗ = 𝜖∗(𝜇) > 0, tal que a regulação 

assintótica seja alcançada para cada 0 < 𝜇 < 𝜇∗
 e 0 < 𝜖 < 𝜖∗, de modo que, quando 𝜇 e 𝜖 tendem 

a zero, as trajetórias do sistema de circuito fechado se aproximam do controle por modo deslizante 

de realimentação de estado ideal: 𝑢 = −𝑘𝑐sgn(s/𝜇). 

 Para o controle modificado, considerando a substituição da função sinal sgn(o) pela fun-

ção saturação, da imposição da ação integral por meio da Equação 331 e através da utilização de 

um observador de alto ganho parametrizado em relação a 𝜖 (constante positiva suficientemente 

pequena – parâmetro de projeto) e 𝛼𝑖 (constantes positivas a serem determinadas para que as 

raízes do polinômio Hurwitz tenham parte real estritamente negativa – Equação 337) 

𝜆𝜌 + 𝛼1𝜆
𝜌−1 + ⋯+ 𝛼𝜌−1𝜆 + 𝛼𝜌 = 0 

para obtenção das estimativas dos erros de regulação e de suas derivadas (de maior or-

dem 𝜌 > 2) 𝑒𝑖 e 𝑒𝜌 por 𝑒̂𝑖 e 𝑒̂𝜌 para a superfície deslizante 𝑠 (Equação 326), de acordo com as 

Equações 338 e 339, 

𝑒̇̂𝑖 = 𝑒̂𝑖+1 +
𝛼𝑖

𝜖𝑖
(𝑒𝑖 − 𝑒̂1),     𝑖 = 1, … , 𝜌 − 1 

𝑒̇̂𝜌 =
𝛼𝜌

𝜖𝜌
(𝑒1 − 𝑒̂1)                                                

foi possível melhorar o desempenho transitório do sistema, uma vez que o erro de regu-

lação (e de suas derivadas) no estado estacionário tende a zero, a partir do uso da ação integral 

condicional e da função sat(o), dentro de um esquema anti-windup, que auxilia na redução da 

degradação proporcionada pelo efeito windup (sobressinal e tempo de acomodação elevado) e 

pelo chattering (resposta oscilante e/ou vibratória, de alta frequência – capítulo 4.1.1.3).  

(337) 

(338) 

(339) 
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5. METODOLOGIA 

Neste capítulo serão apresentados os procedimentos e as etapas a serem realizadas para 

a avaliação dos modelos das aeronaves, de modo a salientar as informações necessárias para o 

desenvolvimento das simulações e das análises subsequentes. O alinhamento entre as teorias in-

troduzidas nos capítulos anteriores é feito de modo a esclarecer e elucidar cada um dos pontos 

abordados e sua exigência e importância em relação aos objetivos desta dissertação.  

Ao longo do texto, serão introduzidos os modelos matemáticos do atuador e das aerona-

ves, além da discussão sobre a aplicação do critério ponto de início de circuito aberto (OLOP) e 

das demais informações referentes a implementação do controlador robusto baseado no controle 

por modo deslizante com integrador condicional (CISMC). A aplicação do critério OLOP, assim 

como a comparação entre o desempenho do controlador CISMC em relação as plantas de controle 

das aeronaves serão feitas a partir dos resultados publicados na literatura, uma vez que servirão 

como base de validação entre a efetividade da técnica e como um parâmetro de avaliação na redu-

ção a suscetibilidade à oscilação induzida pelo piloto (PIO), devido a saturação de taxa. 

5.1 Contextualização geral sobre a dissertação 

Dentre os assuntos abordados, tem-se que a problemática imposta durante o desenvolvi-

mento do texto e deste trabalho se perpetua entre algumas indagações e perguntas que foram feitas 

durante o processo de pesquisa e de estudo sobre às PIOs. Da hipótese, teve-se que a perguntar 

principal a ser respondida foi “O que são as PIO não lineares e como evitá-las?” e assim como 

antes, destaca-se que desta pergunta, surgem outras, que devem ser respondidas (ou evidencia-

das) para uma plena concepção do que por ventura está a ser feito. 

 Em parte, por ser um fenômeno factível e recorrente, a PIO vem a ser relatada desde o 

início da aviação e expandindo o conceito do desacoplamento entre a interface homem-máquina 

para os sistemas de controle de modo geral, pode-se dizer, sem perda de significado, que ocorrem 

desde o desenvolvimento de quaisquer interfaces de comunicação entre dois objetos, elementos 

e/ou sistemas, que devem em conjunto atuar sobre uma dada função. 

Os sistemas de controle, propriamente ditos, surgem a partir dos servomecanismos, sendo 

estes os elementos precursores relacionados ao projeto de controle, uma vez que estes disposi-

tivos permitem: controlar, regular e/ou rastrear o comportamento físico de um sistema em função 

da posição e/ou das variáveis de estado. Neste âmbito, também surgem os conceitos fundamen-

tais sobre os sistemas de circuito aberto e fechado, relacionados a forma como o sistema pode 

ser enquadrado perante a tarefa a ser controlada.
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Destes sistemas, tem-se que os sistemas de circuito fechado oferecem, quando empre-

gados, uma metodologia baseada na realimentação de estado, dos quais, a resposta do sistema 

é comparada simultaneamente com a sua entrada (ou vice-versa), de modo que esta diferença é 

chamada de erro. Em geral, busca-se desenvolver métodos e técnicas que possibilitem que o erro 

do sistema seja, o quão próximo possível a zero, de tal modo que as respostas sejam em si corres-

pondentes aos comandos aplicados. 

O desalinhamento e/ou a diferença entre a entrada e a saída dos sinais (ou dos meios de 

controle entre dois ou mais elementos) de controle para ambos os dispositivos ocorrem por inú-

meros motivos, assim como em relação ao controle entre o piloto e a aeronave. Em demais âmbi-

tos, essas incompatibilidades podem surgir de maneira um tanto quanto aleatória e/ou até certo 

ponto prevista, mas que irão depender do grau de sofisticação e da complexidade das plantas de 

controle. 

De fato, deve-se salientar que devido a era da computação e a partir do desenvolvimento 

e da evolução dos sistemas elétricos e eletrônicos, foi possível atingir altos níveis de controle, 

dentre as inúmeras ramificações possíveis, de modo que a tarefa de controle se tornou uma etapa 

exigente em quaisquer áreas da atuação humana, que vão desde o uso “básico” em eletrodomés-

ticos até a empregabilidade de sistemas de controle em grandes corporações.  

Na atualidade é praticamente impossível pensar em um mundo sem que exista algum dis-

positivo que não promova algum grau de controle, mesmo nas tarefas menos exigentes e dos quais 

não exista um certo grau de incompatibilidade entre esses elementos. Assim, a principal tarefa de 

controle está em garantir que a operação ocorra, dentre as limitações de projeto e sua efetividade 

deve-se ao grau de correspondência entre o comando e a resposta do elemento controlado. 

No caso da aeronave, o piloto busca controlar o veículo a partir dos dispositivos de con-

trole (manche e/ou pedais), que são subordinados as superfícies de controle (profundor, aileron, 

leme, entre outros e demais elementos sustentadores, como canards e flapes). Na melhor hipó-

tese, os comandos do piloto são atendidos prontamente e a correlação entre os sinais são tão pró-

ximos e iguais quanto possível, de maneira que o piloto tem plena condição de manter o controle 

da aeronave dentre as manobras permitidas e prescritas em seu envelope de voo. 

Todavia, dentre os motivos ou razões para os quais essa tarefa não possa ser realizada 

adequadamente, destaca-se que as causas recorrentes ao controle humano (ou do dispositivo de 

controle), do elemento controlado (aeronave, ou de outros dispositivos) e de quaisquer elementos 

do ambiente ou do meio externo são os principais fatores que podem desencadear instabilidades, 

que alteram as características e/ou as propriedades do sistema, tornando-o instável. 
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Dentre essas causas, desconsiderando quaisquer falhas, folgas e inconsistências entre os 

mecanismos e posto a considerar que tanto o meio, quanto o equipamento estejam em ótimas 

condições de uso, os fatores operacionais, nos quais envolvem o controle humano estão entre as 

principais causas de acidentes e incidentes no ramo aeronáutico, assim como em outras áreas, 

uma vez que em quase todos os processos existe a contribuição humana na tarefa de controle.  

No cenário atual e assim como no passado, muitas tarefas foram e são substituídas por 

dispositivos de controle automático, que apresentam vantagens relacionadas a repetição e a pre-

cisão das operações, sobre a carga de trabalho, da diminuição dos riscos e do aumento da produ-

tividade, que possibilitaram grandes avanços durante as revoluções industriais, de modo que a 

automatização dos processos se tornou um fator chave para qualquer setor industrial. 

Assim como os sistemas foram evoluindo, os processos se tornaram mais ágeis e versáteis 

e para os quais o desempenho das operações pode ser ampliado e melhorado. No caso dos siste-

mas de controle de voo (FCS), foi possível tornar as aeronaves cada vez mais seguras, leves e 

velozes, com aumento do desempenho nas tarefas a serem realizadas. Além disso, a possibilidade 

da implementação de leis de controle entre as superfícies aerodinâmicas promove inúmeros be-

nefícios, como o aumento da segurança operacional, que reduz os riscos e protege os elementos 

de controle, além da redução da carga de trabalho do operador e do auxílio complementar durante 

a realização de manobras; dentre os inúmeros retornos recebido perante o controle. 

A princípio, foi a partir do desenvolvimento dos FCS Fly-by-wire (FBW) que surge con-

ceitualmente as aeronaves modernas como conhecemos hoje, dos quais, a maioria, senão quase 

todos, os mecanismos e/ou elementos de controle são regidos e interligados perante uma central 

de controle, que combina as informações atmosféricas e aerodinâmicas do ambiente, dos sensores 

de movimento (e dos demais componentes da aeronave) e da resposta aos comandos do piloto 

em informações úteis a serem dadas a tribulação de bordo e também aos próprios dispositivos, 

que podem se autorregular sem a interferência direta dos pilotos.  

O conceito de piloto automático e autônomo surgem a partir destes sistemas, que tornam 

possível que a aeronave mantenha as condições de voo “constantes” (ou tão próxima quanto, de-

vido as correções feitas pelo processo de realimentação) durante uma faixa da fase de voo (prin-

cipalmente no voo de cruzeiro). Ademais, em fase de voo mais exigentes, as leis de controle e o 

sistema FBW, em aeronaves modernas, podem auxiliar na execução destas tarefas, de tal modo 

que o piloto se acopla a dinâmica da aeronave e do FCS e para o qual o desempenho durante a 

manobra pode ser melhorado. 
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Contudo, a combinação entre essas dinâmicas (ou de quaisquer outras, que ocorram de 

maneira similar) são suscetíveis a interferências e a incompatibilidades, que podem ocorrer de 

forma simultânea e/ou defasada, afetando o controle e a estabilidade do sistema. As PIOs, sub-

classe dos acoplamentos aeronave-piloto (APC), fazem parte dos fenômenos indesejáveis, ca-

racterizados como oscilações resultantes dos esforços do piloto na tentativa de manter o controle 

da aeronave durante alguma tarefa exigente e/ou transição inesperada, que pode comprometer 

a missão e proporcionar riscos a aeronave e a tripulação. 

Neste sentido, a plena compreensão deste fenômeno foi importante para que o estudo fosse 

desenvolvido, uma vez que as categorias de ocorrência para os acidentes e incidentes aeronáuti-

cos é bem vasta (Anexo A), de tal modo que existem inúmeras razões para os quais as aeronaves 

podem estar sujeitas a anomalias durante a prestação de serviços e/ou na condução de uma missão. 

Como pode ser lido, algumas das categorias apresentadas estão (e/ou podem estar) correlaciona-

das às PIOs, mas que a princípio, a categoria que mais se assemelha a esta condição é a perda 

de controle de voo (LOC-I), que é apontada como uma das principais causas entre os acidentes 

e incidentes ocorridos nos últimos anos. 

A LOC-I e a PIO são condições indesejadas que ocorrem na aviação e suas causas são 

sempre prejudiciais, de modo que as aeronaves devem passar por um extenso processo de vali-

dação para que seja possível diminuir os riscos de quaisquer incompatibilidades durante o voo. 

Aqui, chega-se a segunda parte da hipótese, “... e como evitá-las?” muitos trabalhos foram de-

senvolvidos ao longo dos anos de maneira que fosse possível prever, evitar e/ou amenizar quais-

quer movimentos indesejáveis entre a interação entre o piloto e da aeronave. 

O piloto, ao comandar a aeronave através da ação nos controles pode induzir e/ou susten-

tar a incompatibilidade do sistema piloto-veículo (PVS), que podem resultar em oscilações ins-

táveis. Aliás, uma das condições mais propícias para a ocorrência das PIOs é resultante do movi-

mento de curto período do avião, onde o atraso de fase entre o comando e a resposta da aeronave 

podem ocasionar instabilidades na dinâmica do PVS, e sendo a frequência de curto período rela-

tivamente alta, a combinação dos atrasos do piloto e da aeronave podem resultar em uma oscila-

ção de amplitude perigosa em um rápido período de tempo. 

Altos ganhos e atrasos de fase excessivos são condições diretas para a ocorrência da PIO 

de categoria I, dos quais foram prescritos alguns métodos e/ou critérios para sua avaliação, como 

os desenvolvidos por Neal & Smith (1970, 1971) e Gibson (1982, 1995, 1999). As PIO de cate-

goria I estão indexadas aos fenômenos lineares e as demais categorias (II a IV) irão incorporar 
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os efeitos não lineares. Em nosso caso, o interesse principal foi em analisar às PIO de categoria 

II, relacionada a não linearidade de limitação de posição e/ou de saturação de taxa. 

Como evitá-las? Antes mesmo de tentar realizar tal façanha, foi necessário distinguir os 

eventos, para os quais às PIO foram classificadas. Deste modo, incorporar-se a segunda parte da 

hipótese: como evitar as PIO não lineares? e assim chega-se à pergunta original e para os quais 

a separação entre as terminologias entre estes sistemas de controle foi objetivada, uma vez que 

a diferenciação clara entre estas condições torna possível almejar alguma solução. 

Assim como foi discutido, tem-se que os sistemas podem ser subdivididos entre as dinâ-

micas lineares e não lineares e que apesar de aparentarem ser complemente distintas, em certo 

grau, ainda podem ser aproximadas devido a utilização de algumas técnicas, mas que sua dife-

rença está “diretamente” relacionada ao processo de modelagem.  

Os sistemas lineares tendem a ser previsíveis e seu comportamento pode ser estudado a 

partir de técnicas no domínio do tempo e da frequência. Ao contrário destes, os sistemas não line-

ares consistem em um ou mais elementos que não podem ser modelados por equações diferen-

ciais lineares e seu comportamento pode ser tanto “imprevisível”, quanto independente das con-

dições de entrada, que irão depender do grau e da complexidade do sistema. 

Uma forma de contornar esse problema é utilizar técnicas que aproximem o comporta-

mento não linear para um modelo equivalente, que permita que os sistemas sejam estudados de 

maneira mais generalista, a partir da aplicação de técnicas consolidas perante os sistemas line-

ares. Ademais, destaca-se que existem poucas técnicas não lineares que possam ser empregadas 

a umas grandes variedades de sistemas, uma vez que o comportamento de cada não linearidade 

se distingue intrinsecamente a si própria e em cada uma de suas aplicações; diferentemente das 

técnicas lineares, que apresentam meios de estudo de abrangência geral.  

Dentre as técnicas que podem ser empregadas para analisar as não linearidades, optou-

se pelo estudo do método da função descritiva, que se propõe a descrever uma função equivalente 

(ou quase-linear) deste elemento. Além disso, esse método foi importante ao estudo da metodo-

logia a ser empregada para avaliar às PIO devido à saturação de taxa. Portanto, uma forma de 

evitar às PIOs não lineares é compreender quais são as não linearidades pelos quais o FCS e 

PVS estão submetidos, como estes elementos afetam a tarefa de controle e como cada um destes 

elementos podem desestabilizar o sistema. 
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Ao transformar as não linearidades em elementos quase-lineares, pode-se obter informa-

ções mais consistente sobre os seus efeitos desencadeantes e se possível, contorná-los durante o  

projeto de desenvolvimento da lei de controle. Um método desenvolvido para tais propósitos é 

o critério ponto de início de circuito aberto (OLOP), no qual, a não linearidade de limitação é 

modelada a partir de uma função descritiva e utilizada para avaliar a frequência de início de cir-

cuito fechado, quando a saturação se inicia (condição não linear). 

O critério OLOP foi elaborado para avaliar às PIO categoria II devido a saturação de taxa 

dos atuadores e por tais motivos foi selecionado para ser empregado neste trabalho. Sua aborda-

gem consiste em analisar a resposta de frequência linear e a função descritiva do sistema através 

da utilização dos diagramas de Bode e de Nichols, onde será possível observar o comportamento 

e a estabilidade do PVS, que é normalmente consistido pelo modelo do piloto, da lei de controle, 

da dinâmica da aeronave, dos sensores de movimento e a partir da incorporação do elemento 

limitador de taxa (RLE), conforme a Figura 95. 

 

Figura 95 – Planta de controle do PVS elementar, incluindo um modelo de atuador contendo o RLE. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 294, 1997a, p. 582), Klyde, McRuer & Myers (1997, p. 85),  

Liebst, Chapa & Leggett (2002, p. 742), Levi & Nelson, 1964, p. 179,  

McRuer, Klyde & Myers (1996, p. 588) e NRC (1997, p. 20)] 
 

Além da aplicação do critério OLOP, teve-se por hipótese que a implementação da lei 

de controle não linear por modo deslizante com integrador condicional (CISMC), que vem sendo 

aplicada satisfatoriamente no controle da dinâmica de voo de aeronaves (e em demais disposi-

tivos) e que apresenta mecanismos para a reduzir as oscilações excessivas (chattering) possa au-

xiliar na redução das PIOs não lineares, devido a saturação de taxa dos atuadores. 
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O estudo sobre esta técnica surge de maneira a complementar o entendimento básico so-

bre o funcionamento do controlador CISMC, que aparenta ser uma técnica simples em sua con-

cepção prévia, mas que sua origem é datada por um longo processo de desenvolvimento, que se 

inicia a partir de trabalhos precursores sobre o controle por estrutura variável (VSC). O VSC 

(também denominado como controle por modo deslizante SMC) busca alcançar a estabilidade 

assintótica entre duas (ou mais) estruturas instáveis através da imposição de um modo deslizante, 

que possibilita que as estruturas convirjam para uma condição estável. 

O chaveamento de controle resultante deste processo faz com que as trajetórias do sis-

tema se movimentem em direção ao modo deslizante, que é descontínuo, dado os limites geomé-

tricos da lei de controle. Uma forma de contornar essa característica e de seus efeitos subjacen-

tes foi suavizar a descontinuidade de controle a partir da utilização de funções suaves por parte 

(de caráter contínuo) e através da imposição de uma fina camada limite, a fim de amenizar os 

efeitos ocasionados pelo chattering. 

Em conjunto com o desenvolvimento do SMC, outro assunto importante para a elabora-

ção do CISMC surge a partir da consolidação do processo de linearização por realimentação de 

estado, que assim como o método da função descritiva, essa metodologia se propõe a solucionar 

e transformar a dinâmica não linear de um sistema em um modelo equivalente linearizado. Dentre 

as etapas necessárias para sua realização, destaca-se a transformação de coordenadas no espaço 

de estado e a transformação à sua forma normal (entre as outros assuntos) permitem que o sistema 

seja modelado em duas parcelas, compostas pela parte externa (linear) e interna (não linear). 

A condição de dinâmica zero permite que a lei de controle seja estabelecida para uma dada 

condição de equilíbrio, de tal modo que seja possível garantir a estabilidade assintoticamente 

do sistema de circuito fechado. A lei de controle desenvolvida para o problema de regulação em 

conjunto com o SMC faz parte da base teórica do CISMC, que inclui algumas outras vantagens, 

relacionadas ao integrador condicional, que foi proposto a fim da reduzir o efeito windup. 

A partir da obtenção dos modelos do atuador da superfície aerodinâmica e das plantas de 

controle das aeronaves irão ser desenvolvidas as simulações referentes à aplicação do critério 

OLOP e da implementação do controlador CISMC, que é feita correspondentemente a cada um 

dos PVS (atuador e sistemas de controle A e B) e de acordo com os seus respectivos resultados 

(publicados na literatura), de modo a promover uma comparação imediata entre os respostas ob-

tidas para a aplicação do critério e sobre o desempenho do controlador.
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5.2 Modelo simplificado do atuador de superfície de controle 

O modelo de atuador para as superfícies aerodinâmicas (a princípio, para o comando e 

deflexão dos profundores) foi adotado segundo o desenvolvimento da teoria sobre a não lineari-

dade de limitação, relacionado ao elemento limitador de taxa (RLE), conforme a Figura 63. Este 

modelo foi aplicado para a avaliação da tendência à PIO por Ashkenas, Jex & McRuer (1964) 

na condição onde o atuador de superfície de controle de profundor é saturado. 

De acordo com Ashkenas, Jex e McRuer (1964, p. 34), a saturação de taxa de um servo 

atuador hidráulico posicional leva a uma redução da razão entre a amplitude da resposta (em ve-

locidade) da superfície aerodinâmica e do sinal de erro correspondente, de modo que o ganho de 

avanço (no capítulo 3.4 é diferenciado ambos os caminhos para o RLE) é reduzido, aumentando 

consequentemente a constante de tempo efetiva entre o comando do piloto e da resposta do atu-

ador/deflexão da superfície. 

A degradação resultante deste processo reduz a efetividade do atuador, que aumenta o 

atraso de fase, deslocando a dinâmica do RLE para frequências mais baixas, resultando na apro-

ximação com o sistema piloto-veículo (PVS). Na presença de grandes compensações e de entra-

das bruscas do piloto, o PVS pode se tornar instável e se aproximar de um ciclo limite, que pode 

vir a desencadear à PIO, como no caso do estudo realizado para a aeronave North American X-

15 (Ashkenas, Jex e McRuer, 1964, p. 38).  

Posteriormente, Klyde, McRuer & Myers (1995, 1997), seguido por seus trabalhos sub-

sequentes (McRuer, Klyde & Myers, 1996; Klyde & Mitchell, 2004 e Klyde, 2022) voltam a em-

pregar este modelo (tanto da aeronave, quando do atuador) para um estudo individualizado sobre 

às PIO, que se baseia no estudo dos efeitos da saturação de taxa do atuador associado a aplicação 

da função descritiva inversa para a identificação de ciclos limites. Destes trabalhos, um estudo 

inicial sobre o modelo do atuador foi desenvolvido, considerando as especificações e os resulta-

dos obtidos para a condição insaturada (linear) e saturada (não linear) do RLE. 

O modelo do atuador com RLE empregado para este estudo pode ser visto na Figura 96, 

sendo 𝐾𝐴 o ganho do atuador (associado à 𝐾 – Figura 63 e a frequência de largura de banda do 

atuador 𝜔𝐴, conforme os trabalhos desenvolvidos por Klyde, McRuer & Myers, 1995, 1997 e 

dos demais), 𝛿̇𝑆  a taxa de saturação do limitador e 𝑒𝑆  o ponto de saturação, dado uma tarefa de 

controle de comando de superfície 𝛿𝑐. 
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Figura 96 – Sistema de controle simplificado para o atuador de superfície de controle contendo o RLE. 

[Adaptado de: Ashkenas, Jex & McRuer (1964, p. 52), Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 22, 1997, p. 82), 

Klyde & Mitchell (2004, p. 805), McRuer (1995, p. 69), NRC (1997, p. 41) e Smith (1979, p. 36)] 

 

Assim como foi desenvolvido para a função descritiva do atuador (capítulo 3.2 a 3.4) e 

de acordo com Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 22, 1997, p. 81), o modelo do atuador contendo 

o RLE pode ser avaliado perante três faixas de operação. Inicialmente, tem-se que o RLE está 

na condição linear, 𝑒 < 𝑒𝑆 , onde a resposta de tempo é caracterizada por um atraso simples de 

primeira ordem, dado a constante de tempo 𝑇 = 1/𝜔𝐴.  

Nesta condição, o comportamento do modelo de atuador pode ser descrito através de uma 

análise no domínio da frequência e do tempo a partir de um diagrama de Bode correspondente ao 

sistema de controle e conforme a resposta de tempo a uma entrada do tipo degrau. Nas Figuras 

97 e 98 são exibidos os gráficos obtidos por Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 23) para um exem-

plo no qual o RLE se encontra no estado linear.  

 

Figura 97 – Diagrama de Bode do atuador de superfície de controle linear. 

[Adaptado de: Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 23, 1997, p. 82)] 

 

Da Figura 97 e 98 pode-se notar que a constante de tempo 𝑇 irá caracterizar o compor-

tamento geral do sistema, assim como os estágios subsequentes ao tempo de convergência entre 

a entrada de comando da superfície de controle 𝛿𝑐 e de sua deflexão de saída 𝛿.
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Figura 98 – Resposta de tempo do atuador 

de superfície de controle linear a uma entrada do tipo degrau. 

[Adaptado de: Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 23, 1997, p. 82)] 

 

A segunda e terceira faixa de operação retratam os estágios onde o RLE está próximo à 

saturação e ao longo do regime totalmente saturado. Para o segundo caso, o comportamento do 

RLE pode ser aproximado por uma resposta quase linear, devido que o erro máximo excede mi-

nimamente o ponto de saturação 𝑒𝑆. Está condição é normalmente caracterizada pela faixa de tran-

sição entre o estado linear e não linear do atuador, no qual ocorre um grande aumento no atraso 

de fase, com pouca mudança na amplitude da resposta. 

Para o regime totalmente saturado, o comportamento não linear do sistema pode ser ca-

racterizado pela taxa de saturação do RLE 𝛿̇𝑆, que será igual ao limite máximo de taxa do limi-

tador 𝑅. Nesta situação, segundo Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 24, 1997, p. 82), a presença 

da não linearidade torna as respostas no domínio da frequência e do tempo dependentes da ampli-

tude (condição está que distingue o comportamento dinâmico entre o estado próximo à saturação, 

de acordo com o capítulo 3.4). 

Para a resposta de tempo a uma entrada de sinal do tipo degrau, o tempo de subida do sis-

tema (relacionado com a convergência entre o comando e a resposta da superfície aerodinâmica) 

não linear 𝑇𝑁𝐿 é descrito pela magnitude de entrada 𝛿𝑐 sobre a taxa máxima do limitador 𝑅 e o 

ponto de saturação será definido pela razão entre a taxa 𝑅 e a frequência de largura de banda do 

atuador 𝜔𝐴. Nas Figuras 99 e 100 são expostos os gráficos das respostas de tempo do sistema 

para a condição totalmente saturada, considerando a taxa e a posição do atuador.  

O modelo do atuador (Figura 96) foi simulado para três faixas operacionais, considerando 

um sinal de entrada senoidal 𝛿𝑐 = 𝐴 sen(𝜔𝑡 + 𝜙), sendo 𝐴 a amplitude, 𝜔 a frequência e 𝜙 o 
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ângulo de fase. Segundo Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 25, 1997, p. 82) e Klyde & Mitchell 

(2004, p. 805), as simulações foram realizadas a partir da definição dos parâmetros de entrada do 

sinal de referência (𝐴, 𝜔, 𝜙) e de projeto (𝜔𝐴, 𝑅). 

 

Figura 99 – Resposta de tempo da taxa do atuador  

de superfície de controle não linear a uma entrada do tipo degrau. 

[Adaptado de: Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 24, 1997, p. 82)] 

 

Figura 100 – Resposta de tempo da posição do atuador  

de superfície de controle não linear a uma entrada do tipo degrau. 

[Adaptado de: Klyde, McRuer & Myers (1995, p. 24, 1997, p. 82)] 

 

Os resultados obtidos para o estado linear, próximo à saturação e totalmente saturado 

para o modelo do atuador contendo o RLE foram desenvolvidos considerando os parâmetros 
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constantes 𝜔 = 5 (rad/s), 𝜙 = 0, 𝜔𝐴 = 20 (rad/s), 𝑅 = 40 (°/s). Neste caso, somente a ampli-

tude de entrada 𝐴𝑖 = 5, 9 e 15 (°) foi alterada para a obtenção das respostas dentro destas três 

categorias. Nas Figuras 101 e 102 são exibidos os resultados obtidos por Klyde & Mitchell (2004, 

p. 805) para o caso altamente saturado (𝐴3 = 15 °) e os demais resultados obtidos para as simu-

lações referentes ao modelo do atuador contendo o RLE (que incluirá as respostas para as de-

mais amplitudes 𝐴1 e 𝐴2) podem ser vistos no capítulo subsequente, referente aos resultados. 

 

Figura 101 – Respostas de tempo do atuador de superfície  

de controle altamente saturado a uma entrada do tipo senoidal. 

[Adaptado de: Klyde e Mitchell (2004, p. 805)]
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Figura 102 – Resposta de tempo do atuador de superfície de controle altamente saturado  

a uma entrada do tipo senoidal e de saída de posição correspondente. 

[Adaptado de: Klyde e Mitchell (2004, p. 805)] 
 

5.3 Plantas de controle do sistema piloto-veículo 

Para a aplicação do critério OLOP, assim como perante a implementação do controlador 

CISMC, foi necessário selecionar alguns modelos de aeronaves, assim como do PVS propria-

mente dito, para que fossem feitas as simulações. A priori, foram adotados os modelos apresen-

tados no trabalho desenvolvido por Duda (1995), sendo este um dos trabalhos precursores sobre 

a aplicação do critério OLOP, de modo a ser a escolha ideal para o estabelecimento do estudo. 

Neste sentido, ambos os modelos foram simulados considerando os aspectos impostos por Duda 

(1995) e posteriormente por Gilbreath (2001). 

Os dois modelos empregados por Duda (1995, p. 294) estão relacionados a duas plantas 

de controle para o PVS, descritas pelo PVS A: Aeronave tipicamente instável (com lei de controle 

altamente aumentada) e pelo PVS B: Aeronave YF-12. Destaca-se que o PVS A foi simulado 

por ambos os autores e os resultados obtidos foram coincidentes entre si, para uma localização 

aproximada do parâmetro OLOP. O detalhamento sobre cada um deste sistemas e a discussão 

sobre os resultados obtidos da aplicação do critério OLOP podem ser lidos a seguir. 

5.3.1 PVS A: Aeronave tipicamente instável 

O primeiro modelo a ser abordado foi a planta de controle para o PVS A, representado por 

um PVS simplificado de uma aeronave tipicamente instável. Esse modelo consiste na presença 

das leis de controle, da dinâmica da aeronave e do elemento limitador de taxa (RLE). O modelo 

do piloto para essa configuração não é utilizado, todavia, existe uma representação substituinte 

(mas não igualitária) relacionada a um ganho de caminho direto.  
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Na Figura 103 é exposto a planta de controle do PVS A, onde podem ser vistos as equa-

ções (funções de transferência) representativas para a lei de controle para a dinâmica dos atua-

dores e da dinâmica da aeronave, assim como o modelo não linear do atuador com RLE em uma 

tarefa de controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐. 

 

Figura 103 – Planta de controle do PVS A: Aeronave tipicamente instável,  

incluindo um modelo de atuador contendo o RLE. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 294)] 

 

O modelo foi simulado para uma taxa máxima do atuador 𝑅 = 𝛿̇𝑆 = 60 (°/s), conside-

rando um sinal de referência de entrada do piloto de amplitude 𝐴 = 1 (°), frequência 𝜔 = 4 a 6 

(rad/s) e ângulo de fase 𝜙 = 0 (°), com ganho de avanço 𝐾𝑎 = 13.68 e do atuador 𝐾𝐴 = 20.2. 

Os resultados obtidos por Duda (1995) e Gilbreath (2001) poderão ser vistos ao longo do texto 

e dos capítulos subsequentes. 

5.3.2 PVS B: Aeronave YF-12 

O segundo modelo a ser avaliado foi a planta de controle para o PVS B, representado 

pelo PVS da aeronave YF-12. Esse modelo consiste na presença das leis de controle, da dinâmica 

da aeronave e do sistema de aumento de estabilidade (SAS), incluindo o RLE. O modelo do piloto 

para essa configuração é empregado, segundo a aplicação do critério OLOP, considerando um 

modelo de ganho puro, sem atrasos, como mencionado no capítulo 3.4. 

Na Figura 104 é exibido o diagrama esquemático da planta de controle para o PVS B, 

onde podem ser vistas as funções de transferência correspondentes para cada um dos elementos 

do sistema (lei de controle para a dinâmica dos atuadores, dinâmica longitudinal da aeronave e 

do filtro de amortecimento de arfagem), assim como o modelo não linear do atuador com RLE 

em uma tarefa de controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 e de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐. Destaca-se o 

SAS contém duas não linearidades, relacionadas a posição e/ou amplitude de saturação do limi-

tador 𝛿𝑃 e a taxa de saturação do limitador 𝛿̇𝑠, em conjunto com o filtro de amortecimento.
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Figura 104 – Planta de controle do sistema piloto-veículo B: Aeronave  

YF-12, incluindo um modelo de atuador contendo o RLE. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 294) e Smith & Berry (1975, p. 13)] 

 

De acordo com Duda (1995, p. 290) e Smith & Berry (1975, p. 5), a aeronave Lockheed 

YF-12 pode ser descrita como um avançado interceptor bimotor de asa em delta, projetado para 

voos de longo alcance em altas velocidades (Mach ≥ 3) acima de 24.400 metros de atitude, sendo 

um dos protótipos para o desenvolvimento da aeronave Lockheed SR-71 Blackbird. As três vistas 

desta aeronave podem ser vistas na Figura 105. 

 

Figura 105 – Desenho esquemático de três vistas para a aeronave YF-12. 

[Adaptado de: Smith & Berry (1975, p. 6)] 

Segundo Smith & Berry (1995, p. 7), a aeronave YF-12 apresentou em voo dois tipos de 

PIOs longitudinais relacionados a tarefa de reabastecimento aéreo, referente as tendências PIO 

de alta amplitude, devido as correções abruptas do piloto nos controles de superfície, que levaram 
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o sistema SAS a saturação, causando atrasos de fase adicionais na resposta, que autossustentaram 

à PIO e entre a tendência PIO de baixa amplitude, causadas durante a interação do piloto sobre 

a combinação dos pólos de curto período (associado ao SAS) e dos primeiros zeros estruturais 

do modo de flexão.  

Para a finalidade deste trabalho, somente às PIO devido a limitação de taxa ocasionadas 

pelo SAS serão consideradas, de tal modo que a função de transferência para o primeiro modo 

de flexão estrutural foi suprimida (assim como feito por Duda, 1995, p. 294 – apesar de existir o 

interesse em sua análise, para às PIO de categoria IV), que está relacionado ao movimento de 

oscilação da cabine (cockpit), causado pela flexão da aeronave (Smith e Berry, 1975, p. 7). 

De acordo com Duda (1995, p. 291) e Smith & Berry (1975, p. 17), para o segundo caso,  

a aeronave YF-12 exibiu tendências PIO entre as frequências 𝜔 = 2.8 a 4 (rad/s) devido a entra-

das de controle de grande amplitude e à contribuição não linear do SAS contendo o RLE.  

Ademais, Smith & Berry (1975, p. 17) estabelecem a partir da aplicação do método da 

função descritiva as fronteiras de operação de circuito fechado para o envelope de voo da aero-

nave YF-12, entre a dinâmica linear e não linear do sistema, considerando os limites de posição 

𝛿𝑃 (do sistema SAS) entre 2.5 (°) e 6.5 (°), com taxa de saturação do limitador 𝛿̇𝑆 igual a 15 

(rad/s), segundo as características descritivas da fuselagem e do SAS.  

O resultado obtido para 𝛿𝑃 = 6.5 (°) e 𝛿̇𝑆 = 15 (rad/s) pode ser visto na Figura 106. 

 

Figura 106 – Limitação do envelope de voo da aeronave YF-12 em função da amplitude e da frequência 

 de entrada, para o limite de posição 𝛿𝑃 = 6.5 (°) e da taxa de saturação 𝛿̇𝑆 = 15 (rad/s) do limitador. 

[Adaptado de: Smith & Berry (1975, p. 17)]
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A aeronave YF-12 foi simulada para uma taxa máxima do atuador 𝛿̇𝑆 = 15 (°/s), consi-

derando um sinal de entrada de amplitude 𝐴 = 5.73 (°), frequência 𝜔 = 2.8 a 4 (rad/s) e ângulo 

de fase 𝜙 = 0 (°), com ganho do atuador 𝐾𝐴 = 20.2. O modelo do piloto 𝐾𝑝 foi proposto para 

um alto ganho igual a −1 (°), dado que seu valor não foi informado, mas que assim com Duda 

(1995, p. 291) propôs, foi obtido a partir da aproximação entre a frequência de cruzamento 

𝜔𝑐 ≅ 4.1 (rad/s). 

5.4 Aplicação do critério OLOP 

Assim como foi introduzido no capítulo 3.4, a aplicação do critério OLOP consiste em 

seguir cada um dos passos descritos em seu fluxograma (Figura 73) até a obtenção do parâmetro 

OLOP, que é dado em função da frequência de início do limitador de taxa de circuito fechado 

𝜔̂𝑖 através do cálculo da resposta de frequência de circuito aberto 𝐹0(𝑗𝜔) separada em relação 

a amplitude 𝐴0 e o ângulo de fase 𝜙0. Ademais, de modo a repassar todas as etapas anteriores 

até a sua obtenção, faz-se a seguir uma breve síntese de cada uma destas etapas até a exposição 

dos resultados obtidos por Duda (1995) e Gilbreath (2001). 

De início, destaca-se o modelo do piloto é casualmente escolhido como um ganho puro 

(simples), sem atrasos, baseado no ângulo de fase de cruzamento 𝜙𝑐 linear do PVS de circuito 

aberto. Como foi visto na Figura 70, a influência do ganho do piloto está diretamente relacio-

nada ao ângulo 𝜙𝑐 e a posição do RLE (caminho de avanço e/ou de realimentação de estado).  

 Para o PVS A, o RLE está no caminho de avanço, mas sem a aplicação de um modelo do 

piloto propriamente dito (dentro de um circuito de realimentação), que é substituído por um 

ganho de avanço 𝐾𝑎 = 13.68. No caso do PVS B, o modelo do piloto foi obtido similarmente a 

descrição proposta por Duda (1997a), onde o seu valor é estimado a partir do ângulo de fase 

𝜙𝑐 ≅ 125 (°), encontrado entre o cruzamento com a faixa de 0 dB. O valor de 𝜙𝑐 foi interpolado 

perante a resposta de frequência de circuito aberto obtida por Duda (1995, p. 296). 

Tendo selecionado os parâmetros iniciais do sinal de referência de entrada, do modelo do 

piloto e do RLE pode-se determinar a resposta de frequência linear de circuito fechado 𝐹𝐹𝑚

𝛿𝑐(𝑗𝜔) 

a partir da entrada de força de manche 𝐹𝑚 (relacionado ao comando da tarefa de controle de taxa 

de arfagem 𝑞𝑐 e/ou de ângulo de atitude 𝜃𝑐) até a entrada do limitador de taxa (comando de su-

perfície 𝛿𝑐), correspondente a Equação 111. 

Resultado este que pode ser visualizado (para o RLE no caminho de avanço) através da 

plotagem da resposta de frequência de circuito fechado em um diagrama de Bode, constando a 
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máxima taxa do atuador 𝑅 adotada (linha reta com inclinação -20 dB/década). Ademais, res-

salva-se que a mesma condição é vista em um diagrama de Nichols, dado a correlação direta 

entre ambos os diagramas. 

Após a obtenção da frequência 𝜔̂𝑖 (caso seja possível obtê-la diretamente), passa-se a pró-

xima etapa que consiste em determinar a resposta de frequência linear de circuito aberto neces-

sária 𝐹0(𝑗𝜔), obtida a partir da abertura do circuito onde se encontrar o RLE, de maneira a retra-

tar o sistema sem a não linearidade de limitação (Figura 69). Deste modo, o PVS é modificado 

para a condição em que a saída do RLE é definida como a entrada do sistema de circuito aberto 

𝑟𝑂𝐿𝑂𝑃 e a entrada do RLE torna-se a saída do sistema de circuito aberto 𝑦𝑂𝐿𝑂𝑃.  

A resposta de frequência de circuito aberto é obtida a partir do cálculo da relação entre a 

tarefa de controle (𝑞𝑐 e/ou 𝜃𝑐) sobre a superfície de controle comandada (𝛿𝑐), referente a Equa-

ção 111. Assim como foi apresentado, a amplitude da superfície de controle e o ângulo de fase 

adicional podem ser obtidos em termos da contribuição dos demais elementos do sistema, subs-

tituindo o RLE pela função descritiva, a fim da obtenção de um sistema equivalente geral (Equa-

ções 114 e 115 – associadas ao PVS A, para o limitador de taxa no caminho de avanço). 

A partir do método interativo desenvolvido por Duda (1994, 1995, 1997a, 1997b) e Gil-

breath (2001), foi possível solucionar o PVS para estas duas incógnitas, que separadas em duas 

parcelas, informam a localização do parâmetro OLOP. A exposição do comportamento da res-

posta de frequência do sistema linear e da função descritiva podem ser observados através de 

um diagrama de Nichols, de tal forma que o efeito do RLE na margem de estabilidade do PVS 

possa ser analisado para prever a suscetibilidade à PIO.  

A seguir são expostos os resultados obtidos por Duda (1995) e Gilbreath (2001), consi-

derando os passos introduzidos para a aplicação do critério OLOP.  

5.4.1 PVS A 

Para a aplicação do critério OLOP, o modelo do PVS foi simulado para uma taxa máxima 

do atuador 𝑅 = 𝛿̇𝑆 = 60 (°/s) e para o qual esse valor foi plotado em conjunto com a resposta 

de frequência de circuito fechado 𝐹𝑞𝑐

𝛿𝑐(𝑗𝜔) em um diagrama de Bode. A frequência de início do 

limitador de taxa de circuito fechado 𝜔̂𝑖 foi obtida a partir do cruzamento entre a frequência 

𝐹𝑞𝑐

𝛿𝑐(𝑗𝜔) com a taxa máxima 𝑅, resultando em um valor aproximado de 5.1 (rad/s), de acordo 

com as Figuras 106 e 107; referente aos resultados obtidos por Duda (1995, p. 295) e Gilbreath 

(2001, p. 2-8). 
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Figura 107 – Diagrama de Bode: Determinação da frequência de início de circuito fechado  

obtida por Duda para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 294)] 

 

 
 

Figura 108 – Diagrama de Bode: Determinação da frequência de início de circuito fechado  

obtida por Gilbreath para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

[Adaptado de: Gilbreath (2001, p. 2-8)] 

Este valor foi obtido similarmente por ambos os autores, como pode ser visto nos grá-

ficos expostos anteriormente. Aliás, destaca-se que na Figura 105 a resposta de frequência linear 

𝐹𝑟𝑐

𝛿𝑝𝑐  é representada por uma função relacionada ao sinal de entrada comandado pelo piloto de 

circuito fechado 𝑟𝑐 sobre o comando de superfície de controle de profundor 𝛿𝑝𝑐
, que não se difere 

da Equações 110 e 111, já que para o PVS A, o sinal de controle 𝑟𝑐 está diretamente correlacio-

nado ao comando de taxa de arfagem. 

Nas Figuras 109 e 110 são apresentadas as respostas de frequência linear de circuito 

aberto 𝐹0(𝑗𝜔) e de sua função descritiva equivalente, onde é possível observar o fenômeno de 
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salto após o início da transição entre o estado linear e não linear do RLE. Destaca-se que na 

Figura 109 é apresentado o PVS A simplificado de circuito aberto (que foi obtido através da 

abertura do circuito de realimentação).  

 

  

Figura 109 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

obtida por Duda para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 295)] 

 

Como pode ser visto em ambas as Figuras (109 a 110), a frequência de início do limitador 

𝜔̂𝑖 pode ser obtida após o fenômeno de salto, ocorrendo posteriormente a está frequência, de 

tal forma que em ambos os diagramas é possível encontrá-la.  

Deste modo e segundo Duda (1997, p. 583, 1998, p. 269), Duda, Hovmark & Forssell 

(1997, p. 173), Duda et al. (1998, p. 430), Duda & Duus (1999, p. 3, 2001, p. 420), a determi-

nação do “ponto” OLOP não requer necessariamente da técnica da função descritiva quando o 

RLE está no caminho de avanço, uma vez que existe a correção direta entre o diagrama de Bode 

e a resposta obtida para o diagrama de Nichols, de tal maneira que foi possível desenvolver um 

método simplificado para calcular o parâmetro OLOP, sem que a função descritiva equivalente 

do sistema fosse obtida. 
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Figura 110 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

obtida por Gilbreath para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

[Adaptado de: Gilbreath (2001, p. 2-6)] 

Ademais, destaca-se que a obtenção da função descritiva equivalente possa ser difícil, 

dado que os elementos do sistema, em conjunto com o RLE dependem do cálculo correto das 

partes reais e imaginárias do sistema complexo (amplitude e fase), composto pelas funções de 

transferência de cada um dos elementos do PVS. Do mesmo modo que foi dito antes, a trans-

formação e a álgebra do diagrama de blocos (Anexo C) pode ser de grande auxílio na resolução 

deste problema, mas que é limitado perante a complexidade e o número de limitadores de taxa. 

Contudo, o método simplificado segue a mesma ordem dos fatores e de etapas introdu-

zidas anteriormente, de tal forma que ambas as analises podem ser feitas, ou somente uma delas. 

Neste trabalho, o estudo da função descritiva foi considerado importante, tanto para a compre-

ensão do método inicial, quando pela capacidade de conseguir transformar o elemento não li-

near em um modelo equivalente. Neste sentido, procurou-se aplicar o método em sua totalidade, 

uma vez que a função descritiva resultante do processo oferece uma compreensão mais ampla 

deste critério e do efeito do RLE. 

No capítulo referente aos resultados, será discutido os pontos de dificuldades desta apli-

cação (principalmente relacionado ao RLE no caminho de realimentação), assim como outras 

observações que foram feitas durante o processo de desenvolvimento das simulações. 
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5.4.2 PVS B 

Diferentemente do PVS A, o RLE encontra-se dentro do circuito de realimentação de 

estado (feedback), que implica de forma “direta” no processo de aplicação do critério OLOP. 

No PVS A, o RLE está no caminho de avanço (ou direto – Figura 69) em relação a saída da lei 

de controle e ao encontro da dinâmica da aeronave, de tal modo que a empregabilidade da função 

descritiva para o sistema de controle pode ser obtida a partir da Equações 114 e 115. Destaca-se 

que a formulação destas funções é um tanto quanto restrita aos seus trabalhos originários (Duda, 

1994, 1997b), de modo que a formulação apresentada anteriormente não é necessariamente vá-

lida para o caso onde o RLE se encontra no caminho de realimentação. 

Em demais outros trabalhos lidos, não foi possível encontrar alguma formulação similar 

e consistentes com essa aplicação, uma vez que em sua maior parte, ou os modelos matemáticos 

do PVS não são informados ou o RLE está no caminho de avanço. Neste sentido, o PVS B foi 

transformado a partir da utilização de algumas operações algébricas para o diagrama de blocos, 

de modo a ser reformulado para uma vertente equivalente.  

Ademais, destaca-se a impossibilidade de transformar o PVS B em um modelo idêntico 

ao PVS A por causa do RLE (e de sua não linearidade), que em sua posição, não permite que o 

sistema seja modificado por quaisquer transformações que em si, façam ou tornem possível a 

sua igualização, não obstante a sua terminologia, ressalva-se assim, sua distinção. 

Para a aplicação do critério OLOP, o modelo do PVS foi simulado para uma taxa máxima 

do atuador 𝑅 = 𝛿̇𝑆 = 15 (°/s), desconsiderando a posição e/ou amplitude de saturação do limi-

tador 𝛿𝑃 relacionado ao sistema de aumento de estabilidade (SAS). A frequência de início do li-

mitador de taxa de circuito fechado 𝜔̂𝑖 foi obtida a partir do início do fenômeno de salto entre 

a resposta de frequência linear de circuito aberto e de sua função descritiva correspondente, com 

valor aproximado de 3.01 (rad/s) para o controle de taxa de arfagem (de circuito aberto, inclu-

indo o filtro de amortecimento de arfagem) 𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞 e para o controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐 

entre a frequência 𝜔̂𝑖 de 2.8 a 4 (rad/s), conforme as Figuras 111 e 112. 

Na Figura 112 é possível observar a frequência de cruzamento 𝜔𝑐 ≅ 4.1 (rad/s), obtida 

através da interseção entre a resposta de frequência linear e a linha de 0 (dB), além disso, expõe-

se que para ambos os gráficos não foram apresentados os diagramas de Bode correspondentes, 

dado que o RLE está no caminho de realimentação, e portanto, a obtenção da frequência 𝜔̂𝑖 não 

pode ser obtida diretamente pelo cruzamento com a taxa máxima do atuador 𝑅.
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Figura 111 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

obtida por Duda para o controle de taxa de arfagem 𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑐 – PVS B. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 296)] 

 

 

Figura 112 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

obtida por Duda para o controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐 – PVS B. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 296)]
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5.5 Implementação do controlador CISMC 

O controlador robusto baseado na lei de controle por modo deslizante com integrador con-

dicional (CISMC) foi proposto como uma melhoria aos sistemas de controle de voo (FCS), de 

modo que quando implementado em conjunto com a planta de controle do sistema piloto-veículo 

(PVS) possa auxiliar na mitigação da PIO não linear, devido à saturação de taxa dos atuadores 

da superfície aerodinâmica de controle. 

Assim como mencionado no capítulo 4, a técnica de controle por CISMC oferece inúmeras 

vantagens, que vão deste a sua capacidade de rastrear e estabilizar os sistemas dinâmicos não 

linear, garantindo a estabilidade e a convergência da lei de controle, quanto perante a sua capa-

cidade de lidar com imprecisões, incertezas e a distúrbios externos a sua modelagem.  

O CISMC apresenta características de uma técnica robusta, precisa e de fácil implemen-

tação, que foi melhorado (em comparação ao SMC) através da utilização da superfície deslizante 

adaptativa e do integrador condicional, que proporcionaram outros benefícios, como a redução 

do erro estacionário e da degradação da resposta transitória (e do chatterring) dos sistemas.  

Deste modo, teve-se por hipótese que a implementação do controlador CISMC nas plantas 

de controle do PVS A e B possa tornar os sistemas menos instáveis, a fim de reduzir os atrasos 

de fase e a degradação da resposta advinda da saturação de taxa. Além disso, nota-se que esta 

técnica, a partir do projeto de sua lei de controle e dos seus parâmetros de ajuste pode oferecer 

melhorias aos sistemas mesmo nas condições onde não há presença da saturação. 

Para sua implementação, o controlador CISMC foi modelado através de uma arquitetura 

padrão, envolvendo a superfície deslizante 𝑠, compostas pelos ganhos e erros de regulação (e 

de suas derivadas), incluindo a ação integral e a espessura da camada limite, acompanhados pela 

função saturação e do circuito de realimentação de estado, que serão rearranjados de modo a ge-

rar o aspecto anti-windup para o integrador condicional, de acordo com a Figura 94. 

O controlador CISMC foi implementado aos modelos das plantas de controle do PVS A 

(Figura 103) e B (Figura 104) dentro de um circuito de realimentação. Os aspectos de entrada, 

assim como as demais variáveis necessária para cada uma das simulações são apresentadas a 

seguir (mas que embora já tenham sido expostas, em parte, no capítulo 5.3). Além do mais, os 

resultados obtidos para os modelos originais serão expostos, de maneira que possam ser utili-

zados para comparar o desempenho do controlador CISMC.
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5.5.1 Análise no domínio do tempo para o PVS A 

Em relação a aeronave tipicamente instável, o PVS A (Figura 103) foi simulado original-

mente para um sinal de entrada do piloto de amplitude 𝐴 = 1 (°), frequência 𝜔 = 4 a 6 (rad/s) 

e ângulo de fase 𝜙 = 0 (°), com ganho de avanço 𝐾𝑎 = 13.68 e do atuador 𝐾𝐴 = 20.2, consi-

derando uma taxa máxima do limitador igual à 𝑅 = 𝛿̇𝑆 = 60 (°/s). Os resultados obtidos por 

Duda (1995) podem ser vistos na Figura 113. 

 

 
 

Figura 113 – Análise no domínio do tempo obtida por Duda  

para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 295)] 

 

Dentre os sinais obtidos (comandos e respostas/deflexões correspondentes ao controle 

de taxa de arfagem e da superfície aerodinâmica de profundor), nota-se que após a transição de 

frequência em 3.14 (s), o sistema torna-se instável a partir do aumento da frequência (de 4 para 

6 rad/s), indicado pelo colapso da resposta do atuador entre os sinais da superfície comandada 

(linha pontilhada) e defletida (linha espaçada), que apresenta um comportamento de onda tri-

angular, retratado anteriormente (capítulo 3.3) com um regime altamente saturado. 

As simulações expõem a dinâmica do sistema até um tempo aproximado de 7.3 (s), já 

que além deste período o sistema torna-se ainda mais degradado, dado que a tendência do sistema 

saturado, no estado instável é de continuar a promover o acúmulo do erro, que amplifica a am-

plitude e o atraso de fase. Ademais, destaca-se que o sistema enquanto abaixo da frequência de 
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início do limitador de taxa de circuito fechado (𝜔̂𝑖 ≅ 5.1 rad/s) se mantém “estável” (apesar 

dos atrasos residuais existentes relacionados aos próprios elementos do sistema) e com um com-

portamento dinâmico previsível e bem estabelecido, mas que após a sua ultrapassagem, tornar-se 

instável rapidamente, atingindo amplitudes e atrasos de fase consideravelmente altos em poucos 

segundos, que podem claramente acarretar em instabilidades ao PVS, tornando o sistema sus-

cetível à PIO. 

Em relação aos resultados obtidos (Figura 114) por Gilbreath (2001), as simulações foram 

desenvolvidas para as frequências 𝜔 = 5 e 5.3 (rad/s) e para o qual pode-se notar as mesmas 

características obtidas por Duda (1995), dado que após ultrapassagem da frequência 𝜔̂𝑖  (início da 

saturação), o sistema torna-se instável em poucos segundos, com aumento da amplitude e do 

atraso de fase.  

 
 

Figura 114 – Análise no domínio do tempo obtida por Gilbreath  

para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

[Adaptado de: Gilbreath (2001, p. 2-14)] 
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5.5.2 Análise no domínio do tempo para o PVS B 

Para a aeronave YF-12, o PVS B foi simulado para um sinal de referência de entrada 

senoidal de amplitude 𝐴 = 5.73 (°), frequência 𝜔 = 2.8 a 4 (rad/s) e ângulo de fase 𝜙 = 0 (°), 

com ganho do atuador 𝐾𝐴 = 20.2, considerando uma taxa máxima do atuador 𝛿̇𝑆 = 15 (°/s) e 

de posição 𝛿𝑃 = 6.5 (°) para o sistema de aumento de estabilidade (SAS). O ganho do piloto 

𝐾𝑝 foi aproximado para um alto ganho de −1 (°), estabelecido através da frequência de cruza-

mento 𝜔𝑐 ≅ 4.1 (rad/s). 

Os resultados obtidos por Duda (1995) podem ser vistos nas Figuras 115 e 116, para a 

frequência constante de 𝜔 = 2.8 (rad/s) e para a frequência variante entre 𝜔 = 2.8 a 4 (rad/s), 

desconsiderando o limite de posição 𝛿𝑃. 

 
 

Figura 115 – Análise no domínio do tempo obtida por Duda para o controle de taxa de arfagem 

𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑆𝐴𝑆,𝑅𝐿𝐸 e de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐 na frequência 𝜔 = 2.8 (rad/s) – PVS B. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 297)] 

 

Como pode ser observado na Figura 115, o sinal de comando de ângulo de atitude é inter-

rompido (cessado) próximo a 6 (s). Similarmente ao PVS A, após o sistema ultrapassar a frequên-

cia de inicio do limitador de taxa de circuito fechado 𝜔̂𝑖 com o aumento de frequência, o sistema 

torna-se instável durante (ou próximo) a mudança de frequência, ocasionando um aumento de 

amplitude e do atraso de fase, que é retratado pela condição saturada do sinal de controle de taxa 

de arfagem do SAS (comportamento oscilatório triangular – Figura 115).
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Ademais, destaca-se que a própria mudança entre frequências ocasiona atrasos na res-

posta do sistema, devido que o instante entre as trocas é descontínuo, uma vez que as ondas (a 

frequência dos sinais) são diferentes e a mudança não é gradativa. De certo modo, podem existir 

lógicas e dispositivos que suavizem este processo, mas não sem que exista algum tipo de degra-

dação correlata ao processo (similar ao uso da função saturação). 

 

 
 

Figura 116 – Análise no domínio do tempo obtida por Duda para o controle de taxa de arfagem 

𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑆𝐴𝑆,𝑅𝐿𝐸 e de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐 na frequência 𝜔 = 2.8 a 4 (rad/s) – PVS B. 

[Adaptado de: Duda (1995, p. 297)] 
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6. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

As informações introduzidas em ambos os capítulos antecessores a este foram necessárias 

para o desenvolvimento e compreensão das simulações que são expostas ao longo deste capítulo. 

De início, foram abordados os conceitos precursores sobre os sistemas de controle e dos parâme-

tros relacionados ao controle de voo das aeronaves, de modo que o assunto sobre as oscilações 

induzidas pelo piloto (PIO) devido a saturação de taxa dos atuadores fosse estabelecido. Sub-

sequentemente, foram desenvolvidas as bases teóricas que foram utilizadas para a avaliação da 

suscetibilidade à PIO, que consiste na aplicação do critério ponto de início de circuito aberto 

(OLOP) e na implementação de um controlador baseado na lei de controle por modos deslizantes 

com integrador condicional (CISMC). A partir da obtenção do modelo de atuador com o elemento 

limitador de taxa (RLE) e das plantas de controle do sistemas piloto-veículo (PVS) A (Aeronave 

tipicamente instável) e B (Aeronave YF-12) foram desenvolvidas as simulações de acordo com 

as especificações fornecidas na metodologia e a análise dos resultados e a discussão perante as 

respostas obtidas são feitas a seguir. 

6.1 Análise do modelo do atuador 

Inicialmente, o modelo do atuador (Figura 96) foi simulado para as três faixas operacio-

nais, similarmente como foi proposto por Klyde, McRuer & Myers (1995), de tal modo que o 

elemento limitador de taxa (RLE) fosse explorado em seus estados: linear, próximo à saturação 

e totalmente saturado (similarmente ao capítulo 3.3.2 – Figura 68), dado os parâmetros de entrada 

do sinal senoidal de referência e de projeto. Todavia, antes a está proposta, foram desenvolvidas 

as simulações referentes aos estágios linear e não linear do atuador, segundo as Figuras 97 a 100. 

 Na condição linear, considerando uma entrada do tipo degrau unitário e um ganho do 

atuador 𝐾𝐴 e/ou uma frequência de largura de banda do limitador 𝜔𝐴 igual a 20 (rad/s), foram 

obtidos o diagrama de Bode e a resposta de tempo correspondente para o modelo do atuador 

contendo o RLE, conforme as Figuras 117 e 118.  

Do diagrama de Bode é possível observar que a queda de amplitude para o modelo do 

atuador ocorre em − 3 (dB) no ângulo de fase de − 45 (°), que é evidenciado através das linhas 

tracejadas na frequência 𝜔𝐴. Para valores maiores de 𝐾𝐴 e/ou 𝜔𝐴 (igualmente ao exemplo intro-

dutório apresentado no capítulo 2.1.1 para os servomecanismos – Figura 12), mais rapidamente 

a resposta de saída do sistema se aproximará da entrada comandada (Figura 118).  
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Figura 117 – Diagrama de Bode do atuador de superfície de controle linear. 

 

 

Figura 118 – Resposta de tempo do atuador de superfície de controle linear a uma  

entrada do tipo degrau considerando a variação da frequência de largura de banda 𝜔𝐴. 
 

Para a condição não linear foi atribuído uma taxa de saturação 𝛿̇𝑆 = 𝑅 = 1 (°/s), assu-

mindo a mesma frequência de largura de banda (𝜔𝐴 = 20 rad/s). Nesta condição, a resposta de 

tempo para a taxa de saturação (após o incremento 𝜔𝐴) mantém-se saturada por um breve perí-

odo de tempo até que o sinal convirja a zero e a posição do atuador se aproxime da entrada de 

comando (do tipo degrau). 

Para um aumento (ou diminuição) da taxa de saturação do limitador, o tempo de conver-

gência diminui (aumenta) progressivamente (mantendo os demais parâmetros constantes), de tal 

modo que a resposta de tempo para a posição tem sua faixa linear mais ou menos inclinada devido 
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a esta alteração, sendo o tempo de subida descrito pela relação 𝑇𝑁𝐿 = 𝛿𝑐/𝑅 e o ponto de saturação 

𝑒𝑆 = 𝑅/𝜔𝐴, conforme as Figuras 119 e 120. 

 

Figura 119 – Resposta de tempo da taxa do atuador de superfície  

de controle não linear a uma entrada do tipo degrau. 

 

Figura 120 – Resposta de tempo da posição do atuador de superfície  

de controle não linear a uma entrada do tipo degrau. 

 

 Em relação as faixas de operação do RLE, as simulações para o modelo do atuador foram 

realizadas considerando os valores adotados para os parâmetros de projeto e de entrada (forneci-

dos na metodologia) para um sinal senoidal 𝛿𝑐 = 𝐴 sen(𝜔𝑡 + 𝜙). A seguir são apresentados os 

três gráficos correspondentes ao estado linear (Figura 121), próxima à saturação (Figura 122) e 

totalmente saturado (Figura 123). 
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  Figura 121 – Respostas de tempo do atuador 

de superfície de controle linear a uma entrada do tipo senoidal. 

 

Para o modelo de atuador linear de circuito fechado, como pode ser visto na Figura 121, 

o sinal de referência de entrada para o comando da superfície de controle foi empregado consi-

derando uma amplitude 𝐴 = 5 (°), tal que o erro 𝑒 = 𝛿𝑐 − 𝛿 não ultrapassa o ponto de saturação 

𝑒𝑆 = 2 (°). Além disso, a taxa de saturação de superfície manteve-se abaixo do limite máximo 

do limitador 𝑅 = 40 (°/s), com deflexão de saída 𝛿 bem comportada e próxima a dinâmica do 

sinal de comando. 

Desta correspondência (entre o sinal comandado e da resposta perante a deflexão da su-

perfície aerodinâmica), nota-se que a diferença de fase é pequena e inversamente proporcional a 

frequência de largura de banda do atuador 𝜔𝐴. Para valores superiores de 𝜔𝐴, o comportamento 
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entre a entrada e a saída se tornam idênticos, todavia, cabe ressalvar que existe um limite entre 

o valor máximo admissível do ganho do atuador 𝐾𝐴 (capítulo 2.1.1), assim como da frequência 

𝜔𝐴 que podem ser empregados pelos sistemas, dado as suas limitações físicas e digitais. 

 

Figura 122 – Respostas de tempo do atuador de superfície 

de controle próximo à saturação a uma entrada do tipo senoidal. 
 

Para o estado próximo à saturação, o modelo de atuador exibe um comportamento tran-

sitório entre a dinâmica linear e não linear, com o aumento de amplitude 𝐴2 = 9 (°). Nesta con-

dição, o ponto de saturação 𝑒𝑆 é ultrapassado, tal que a taxa de saturação começa a ser saturada, 

como é possível observar na Figura 122. Contudo, a diferença entre o sinal comandado e a res-

posta de saída do sistema manteve-se próxima à do estado linear, de modo que o atraso de fase 

entre os sinais ainda pode ser aproximado por um atraso simples de primeira ordem. 
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Figura 123 – Respostas de tempo do atuador de superfície  

de controle altamente saturado a uma entrada do tipo senoidal. 

 

Para o regime totalmente saturado (Figura 123), nota-se que a amplitude de entrada ao 

ser aumentada (𝐴3 = 15 °) faz como que a degradação da resposta aumente, que ao ultrapassar 

o ponto de saturação 𝑒𝑆, conforme a faixa linear do limitador, o limite máximo de taxa de satura-

ção é completamente extrapolado, resultando em uma onda periódica quadrática (controle bang-

bang – entre máximos), com aumento do erro 𝑒, do atraso e da diferença de fase entre a deflexão 

de saída 𝛿, seguido pela diminuição do ganho efetivo e do comportamento triangular caracterís-

tico da resposta altamente saturada (conforme as Figuras 101 e 102). 
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6.2 Análise clássica do sistema piloto-veículo 

A análise clássica das funções de transferência de cada um dos elementos (e de sua combi-

nação) que compõem os sistemas piloto-veiculo (PVS) A e B será feita neste capítulo, em que se 

irá expor os resultados obtidos do estudo dos elementos do PVS a partir da utilização do método 

do lugar das raízes e da resposta transitória para cada um dos subsistemas abordados. 

A priori, a combinação entre os elementos do PVS A e B seguem as trajetórias estipuladas 

em seus respectivos diagramas de blocos (plantas de controle do PVS A – Figura 103 e do PVS 

B – Figura 104). A retratação destes PVS a partir da representação geométrica do lugar das raízes 

para a função de transferência da dinâmica longitudinal da aeronave, combinada as leis de con-

trole da dinâmica dos atuadores e ao modelo do atuador idealizado, de circuito aberto e fechado, 

incluindo as suas respostas transitórias são exibidas a seguir. 

6.2.1 Método do lugar das raízes e resposta transitória para o PVS A 

Para o PVS A, inicialmente fez-se a o estudo da dinâmica longitudinal da aeronave ti-

picamente instável, representada pela função de transferência exposta na Equação 340. 

−10.524 (𝑠3 + 1.6𝑠2 + 0.059𝑠)

𝑠4 + 2.35𝑠3 − 5.31𝑠2 + 0.184𝑠 − 0.041
 

Para esta equação (340), as raízes do polinômio característico (denominador – pólos) e 

do numerador (zeros) foram encontradas e seu resultado pode ser visto a partir da Equação 341, 

onde constam ambas as parcelas da dinâmica da aeronave. Como foi salientado por Duda (1995, 

p. 290) e assim como poderá ser visto através do lugar das raízes da função de transferência, um 

dos pólos está localizado no plano da metade direita, de modo que a aeronave será instável. 

Para que este modelo fosse estável (a priori, desconsiderando quaisquer outras questões), todas 

as raízes deveriam estar estritamente no plano da metade esquerda.  

num = [
~0.000
−1.562
 𝑙 0.038

] ,     den = [

−3.750 + 0.000𝑗
~1.440 + 0.000𝑗
−0.019 + 0.086𝑗
−0.019 − 0.086𝑗

] 

Na Figura 124 é exposto um gráfico (separado em dois, para melhor visualização das raí-

zes próximas a zero) representativo para os pólos (em ×) e zeros (em    ) da função de transferên-

cia para a dinâmica da aeronave (Equação 356), além de representar as faixas de deslocamento 

(341) 

(340) 
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entre a frequência e o amortecimento. Na Figura 125 apresenta-se a resposta transitória (movi-

mento decrescente exponencial) para esta função (Equação 340) a partir de uma entrada do tipo 

degrau, com tempo de duração entre 0 a 5 (s). 

                 

Figura 124 – Lugar das raízes para a dinâmica longitudinal da aeronave tipicamente instável.  

 

   
 

Figura 125 – Resposta transitória da dinâmica longitudinal da aeronave  

tipicamente instável a uma entrada do tipo degrau.  

 

Para o PVS de circuito aberto, ambas as funções de transferência da lei de controle para 

a dinâmica dos atuadores, representada pela Equação 342 

5.21(𝑠3 − 52.55𝑠2 − 273.6𝑠 − 134.4)

𝑠4 + 21.36𝑠3 + 545.6𝑠2 + 605.7𝑠
 

e da dinâmica da aeronave (Equação 340) foram combinadas – incluindo o ganho de 

avanço 𝐾𝑎 = 13.68 (°), para formar o sistema equivalente perante a tarefa de controle de taxa 

de arfagem 𝑞/𝑞𝑐, resultando na Equação 343. 

𝑞

𝑞𝑐

=
−750.1𝑠6 + 3.822e4𝑠5 + 2.682e5𝑠4 + 4.314e5𝑠3 + 1.735e5𝑠2 + 5983𝑠

𝑠8 + 23.71𝑠7 + 590.4𝑠6 + 1773𝑠5 − 1477𝑠4 − 3315𝑠3 − 134𝑠2 − 25.33𝑠
 

(342) 

(343) 
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Nesta condição, os pólos e zeros da função de transferência do PVS A de circuito aberto 

podem ser vistos na Equação 344. 

num =

[
 
 
 
 
 

0
 57.362
−4.259
−1.561
−0.550
−0.038]

 
 
 
 
 

,     den =

[
 
 
 
 
 
 
  . 0.000 + 0.000𝑗
−21.26 + 0.000𝑗
−3.885 + 0.000𝑗
 l 1.441 − 0.086𝑗
−1.159 + 0.000𝑗
−0.019 + 0.086𝑗
−0.019 − 0.086𝑗]

 
 
 
 
 
 

 

Note que a condição de instabilidade para o PVS A é mantida, apesar da maioria dos pó-

los do sistema estarem localizados no plano da metade esquerda, com forte tendência a desesta-

bilizar no sentido da progressão entre o aumento do amortecimento (em módulo) e da frequência 

(Figura 126). Está condição é mantida (ou até certo ponto, demonstra-se ser mais instável, devido 

ao avanço de dois pólos no plano da metade direita) para o sistema de circuito fechado, com pode 

ser visto na Figura 127. 

              

Figura 126 – Lugar das raízes para a planta de controle do PVS A de circuito aberto. 

             
 

Figura 127 – Lugar das raízes para a planta do PVS A de circuito fechado. 

(344) 
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Na Figura 128 são exibidos as respostas transitórias para uma entrada do tipo degrau para 

ambas as condições, tal que para o PVS A de circuito aberto, o comportamento da resposta é 

crescente exponencialmente e para o sistema de circuito fechado, a resposta tende a um movi-

mento senoidal de crescimento altamente exponencial (capítulo 2.3.2.3). 

               
 

                  (a) de circuito aberto                                               (b) de circuito fechado 

 

Figura 128 – Resposta transitória da planta de controle do PVS A  

para uma entrada do tipo degrau em (a) circuito aberto e (b) circuito fechado.  

 

Além destas situações, pode-se simular o PVS A perante a atribuição de um modelo de 

atuador. Todavia, dado que a técnica do lugar das raízes é um método de análise linear, que faz 

uso da representação de uma função de transferência correspondente do sistema, o modelo não 

linear do atuador não pode ser aplicado, a não ser através de uma metodologia alternativa que 

permita representar o atuador enquanto saturado (condição não linear).  

Contudo, uma análise prévia do estado insaturado pode ser feita, aplicando um modelo 

do atuador linear, segundo a Equação 345. 

𝐾𝐴

𝑠 + 𝐾𝐴
=

20.2

𝑠 + 20.2
 

Combinando o modelo do atuador com os demais elementos do sistema (lei de controle 

+ dinâmica da aeronave) pode-se chegar a uma expressão geral (que foi suprimida por questão 

de espaço, devido a existência de muitos pólos e zeros, assim como para o sistema de circuito 

fechado) para o sistema de circuito aberto. O sistema de circuito fechado é obtido a partir do 

processo de realimentação de estado (feedback negativo) e o lugar das raízes para os respectivos 

sistemas (circuito aberto e fechado) podem ser vistos na Figura 129. 

Para estes sistemas, a inclusão do modelo do atuador “ameniza” infimamente a condição 

de instabilidade, que apesar da “sensação” de que as raízes se deslocaram à esquerda, o sistema

(345) 
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não chega ao ponto de atingir um comportamento dinâmico estável, já que ainda existem raízes 

no plano médio à direita. Para esta condição, a resposta transitória do sistema de circuito aberto 

tem um movimento crescente exponencial, similar a Figura 129a e para o sistema de circuito fe-

chado o resultado é semelhante a Figura 129b, mas com um movimento senoidal de crescimento 

altamente exponencial reduzido. 

             
 

               (a) de circuito aberto                                                  (b) de circuito fechado 

 

Figura 129 – Lugar das raízes para a planta de controle do PVS A,  

incluindo o modelo do atuador linear. 

6.2.2 Método do lugar das raízes e resposta transitória para o PVS B 

Similarmente ao PVS A, a aeronave YF-12 e o seu respectivo PVS foram analisados 

perante a localização de seus pólos e zeros a partir do método do lugar das raízes, conforme as 

funções de transferência da dinâmica da aeronave e do PVS B de circuito aberto e fechado, in-

cluindo o SAS e de sua resposta transitória correspondente, dado uma entrada do tipo degrau. 

Conforme a Figura 104, a dinâmica da aeronave pode ser representa pela Equação 346. 

−6.0(𝑠 + 0.8)

𝑠2 + 1.5𝑠 − 4
 

Para essa equação, os pólos e os zeros foram encontrados e o seu resultado pode ser visto 

na Equação 347, onde constam ambas as parcelas da dinâmica da aeronave. 

num = [−0.800],     den = [
−0.750 + 1.854𝑗
−0.750 − 1.854𝑗

] 

Como pode ser observado, ambos os pólos e zeros são negativos, de modo que as raízes 

estão localizadas no plano da metade esquerda, sendo o sistema, a princípio, estável. 

(346) 

(347) 
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Na Figura 130 é apresentado os gráficos referentes ao lugar das raízes e de sua resposta 

transitória (movimento senoidal em decrescimento exponencial subamortecido). 

           

Figura 130 – Lugar das raízes e resposta transitória da aeronave YF-12 para uma entrada do tipo degrau.  

 

Para o PVS B de circuito aberto, ambas as funções de transferência da lei de controle 

para a dinâmica dos atuadores (Equação 348) 

705.6(𝑠2. 67.8𝑠 + 2553.54)

(𝑠2 + 50.5𝑠 + 1568)(𝑠 + 33.9)2
 

e da aeronave (Equação 346) foram combinadas (em série) ao filtro de amortecimento 

de arfagem (Equação 349)  

0.375(𝑠 + 8)

(𝑠 + 4)
 

de maneira a formar um sistema correspondente a tarefa de controle de taxa de arfagem 

𝑞/𝑞𝑐 (“abrindo” o sistema em função das não linearidades), de acordo com a Equação 350. 

    
𝑞

𝑞𝑐

=
−1588𝑠4 − 1.215e5𝑠3 − 5.013e6𝑠2 − 3.639e7𝑠 − 2.596e7

𝑠7 + 123.8𝑠6 + 6804𝑠5 + 1.99e5𝑠4 + 2.77e6𝑠3 + 1.16e7𝑠2 + 2.06e7𝑠 + 2.88e7
 

Para esta tarefa, os pólos e zeros da função de transferência do PVS de circuito aberto 

podem ser visto na Equação 351. 

num = [

−33.85 + 37.53𝑗
−33.85 − 37.53𝑗
−8.001 + 0.000𝑗
−0.800 + 0.000𝑗

] ,     den =

[
 
 
 
 
 
 
−25.28 + 30.52𝑗
−25.28 − 30.52𝑗
−33.87 + 0.964𝑗
−33.87 − 0.964𝑗
−3.995 + 0.000𝑗
−0.750 + 1.855𝑗
−0.750 − 1.855𝑗]

 
 
 
 
 
 

 

(348) 

(349) 

(350) 

(351) 
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Como todas as raízes da função de transferência para o PVS B de circuito aberto são ne-

gativas (para a tarefa de controle 𝑞/𝑞𝑐), a condição de estabilidade é mantida, como pode ser 

visto na Figura 131 e através da resposta transitória (movimento de decrescimento exponencial 

subamortecido) para ambos os casos (aeronave e PVS de circuito aberto – Figura 132). 

       

Figura 131 – Lugar das raízes para a planta de controle do PVS B de circuito aberto,  

considerando o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐. 

 

Figura 132 – Resposta transitória da dinâmica da aeronave YF-12 e da planta de controle do PVS B 

de circuito aberto para uma entrada do tipo degrau, considerando o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐. 

 

Para o PVS de circuito fechado, o lugar das raízes e sua resposta transitória foram obtidos 

para o controle de taxa de arfagem, na condição em que o SAS está conectado ao circuito de 

realimentação de estado (positiva), de acordo com as Figuras 133 e 134. Como pode ser visto 

nestas figuras, os pólos e zeros da função de transferência do circuito fechado são todos nega-

tivos, implicando em sua condição estável e que é confirmada a partir de sua resposta transitória, 

que diferentemente dos dois casos anteriores, “aparenta” expor o comportamento de um movi-

mento em decrescimento exponencial amortecido. 
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Figura 133 – Lugar das raízes para a planta de controle do PVS B de circuito fechado,  

considerando o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐. 

  

Figura 134 – Resposta transitória da dinâmica da aeronave YF-12 e da planta de controle  

do PVS B de circuito aberto e fechado para uma entrada do tipo degrau,  

considerando o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐. 

 

Em relação a tarefa de controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐, segundo a Figura 104 e tendo 

em vista que a função de transferência correspondente para a tarefa de controle de taxa de arfa-

gem 𝑞/𝑞𝑐 foi obtida para o sistema de circuito fechado, tem-se que a sua obtenção pode ser feita 

a partir do incremento do integrador e do modelo do piloto, para o sistema de circuito fechado, 

assim como para o sistema de circuito aberto, eliminando (transformando – Anexo C) o circuito 

de realimentação de estado (feedback). 

Ademais, destaca-se que o integrador pode ser adicionado ao circuito anterior (corres-

pondente ao caminho de avanço contendo a lei de controle e a dinâmica longitudinal da aeronave 

e ao caminho de realimentação, contendo o SAS) movendo o ponto (ou o termo) diretamente e 

inversamente para ambos os caminhos. O lugar das raízes (para o PVS A de circuito aberto) e 

a resposta transitória para a tarefa de controle de ângulo de atitude de circuito aberto e de circuito 

fechado podem ser vistas nas Figuras 135 e 136. 
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Figura 135 – Lugar das raízes para a planta de controle do PVS B de circuito aberto,  

considerando o controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐. 

 Nota-se que o incremento do integrador torna o sistema instável a partir da inserção de 

um pólo em zero, como apresentado na Figura 135 (à direita). A resposta transitória para esta 

condição condiz com o que foi dito, assim como pode ser observado na Figura 136 (em amarelo 

– movimento decrescente exponencial).  

Para o sistema de circuito fechado, o lugar das raízes não se distingue das demais carac-

terísticas apresentadas anteriormente (apesar de surgirem algumas singularidades pontuais pró-

ximas a alguns pólos), com aumento considerável nos números de pólos e zeros, de modo que 

a sua figura correspondente ao lugar das raízes foi omitida. Todavia, a sua resposta transitória 

é apresentada em conjunto com as demais respostas (Figura 136 – em azul claro). 

 

Figura 136 – Resposta transitória da dinâmica da aeronave YF-12 e da planta de  

controle do PVS B de circuito aberto e fechado para uma entrada do tipo degrau,  

considerando o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 e de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐. 
 

Além disso, assim como foi feito para o PVS A, pode-se incrementar o modelo de atuador 

linear (Equação 345) ao SAS. Para ambos os casos, os resultados obtidos foram similares ou pró-

ximos aos apresentados (apesar do incremento de um pólo), de modo que o controle de taxa de
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arfagem se manteve estável, tanto para o sistema de circuito aberto, quanto fechado e o controle 

de atitude, devido ao integrador, continua a ser instável. 

Deste modo, a fim de não ter que representar cada um destes sistemas (e de seus respecti-

vos gráficos sobre o lugar das raízes), somente a resposta transitória geral para todas essas con-

dições é exposta na Figura 137. Salienta-se que as respostas para o incremento do atuador linear 

tiveram uma leve diferença sobre a situação anterior, de tal forma que a contribuição do atuador, 

em sua condição insaturada pouco interfere na estabilidade do sistema (em comparação aos 

demais elementos). 

  

Figura 137 – Resposta transitória da dinâmica da aeronave YF-12 e da planta de controle do PVS B  

de circuito aberto e fechado para uma entrada do tipo degrau, incluindo o modelo de atuador linear  

e considerando o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 e de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐. 

6.3 Análise do critério OLOP 

Os resultados obtidos para a aplicação do critério ponto de início de circuito aberto (OLOP) 

para o sistema piloto-veículo (PVS) A e B são apresentados a seguir. As simulações para ambos 

os cenários são discutidas separadamente, de modo que se possa compreender as características 

individuais de cada um dos sistemas, uma vez que o elemento limitador de taxa está presente no 

caminho de avanço (PVS A) e no caminho de realimentação de estado (PVS B). 

6.3.1 Aplicação do critério OLOP para o PVS A 

Os resultados da aplicação do critério OLOP ao PVS A são apresentados a seguir, dado 

que o PVS A (Aeronave tipicamente instável com lei de controle aumentada – Figura 103) foi 

simulado considerando os parâmetros informados na metodologia e segundo a representação de 

seus elementos de controle através das funções de transferência e da função descritiva para o 

elemento limitador de taxa (capítulo 3.3.2 – Equações 107, 108 e 109).
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Assim como introduzido, o primeiro passo na aplicação do critério OLOP foi determinar 

o ganho do piloto, que para o PVS A, foi considerado um ganho de avanço 𝐾𝑎 = 13.68, que é 

equivalente, mas não similar ao ganho simples do modelo do piloto, devido à ausência do cir-

cuito de realimentação (feedback). Nestas condições, a resposta de frequência de circuito fechado 

do sistema foi plotada em um diagrama de Bode em conjunto com a taxa máxima do limitador 

(𝑅 = 60 rad/s – linha em vermelho), ao qual foi encontrado a frequência de início do limitador 

de taxa de circuito fechado 𝜔̂𝑖 = 5.08 (rad/s), considerando o número de interações 𝑛 = 1000. 

Para a aplicação do critério OLOP, foi utilizado um modelo de atuador considerando 

apenas o RLE, semelhante à abordagem original, que é substituído pela função descritiva do 

limitador. Na Figura 138 é exposto o diagrama de Bode (incluindo a magnitude e a fase do sis-

tema) para esta condição, considerando a tarefa de controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐. 

 

Figura 138 – Diagrama de Bode: Determinação da frequência de início de circuito fechado  

para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

Como pode ser observado, esse resultado é condizente com as respostas obtidos por Duda 

(1995, p. 294 – Figura 107) e Gilbreath (2001, p. 2-8 – Figura 108). Para o PVS A, dado que o 

RLE está no caminho de avanço entre a lei de controle e a dinâmica longitudinal da aeronave, 

o critério OLOP pode ser resumido e simplificado a partir desta resposta, não necessitando da 

obtenção da função descritiva equivalente.  
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Destaca-se que está simplificação é positiva no sentido de facilitar o uso do método e 

consequentemente da não obrigatoriedade da obtenção da função descritiva equivalente para o 

PVS, que devido aos cálculos das partes reais e imaginárias do sistema complexo (capítulo 3.4), 

possa ser uma tarefa complexa. Todavia, a obtenção da resposta de frequência linear de circuito 

aberto e da função descritiva equivalente para o sistema é obtida e para os quais as suas respos-

tas podem ser vistas na Figura 139, uma vez que existe o interesse em estudar o comportamento 

do PVS e de observar o fenômeno de salto após o início da saturação. 

 

Figura 139 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

para o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 – PVS A. 

 

Da Figura 139 é possível notar que a frequência 𝜔̂𝑖 obtida do cruzamento entre a resposta 

de frequência linear de circuito fechado e da taxa de saturação do limitador é idêntica ao resultado 

encontrado no diagrama de Nichols (𝜔̂𝑖 = 5.081 rad/s), de tal modo que a correlação entre am-

bos os gráficos (para o RLE no caminho de avanço) é válida.  

Neste sentido, o método simplificado consiste em somente plotar o parâmetro OLOP na 

frequência 𝜔̂𝑖 para a resposta de frequência linear de circuito aberto. Caso o ponto (OLOP) esteja 

acima do limite de estabilidade (como no caso do PVS A) é provável que o sistema apresente  

tendência à PIO e como o valor do ganho de avanço 𝐾𝑎 pode ser considerado com uma condição 

de alto ganho, a suscetibilidade do PVS A à PIO de categoria II é evidente.
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Ademais, evidencia-se que o método simplificado não é válido quando o RLE se encontra 

no caminho de realimentação, no sentido que a correlação direta entre a taxa de saturação do limi-

tador não pode ser obtida durante o cruzamento com a resposta de frequência de circuito fechado, 

como no caso do PVS B, que será abordado a seguir.  

6.3.2 Aplicação do critério OLOP para o PVS B 

Para o PVS B (Aeronave YF-12 – Figura 104), o critério OLOP foi aplicado considerando 

ambas as tarefas de controle, dado os subsistemas incluídos para o controle de taxa de arfagem 

𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑐 e de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐, que envolvem as funções de transferência da lei de controle, 

da dinâmica longitudinal da aeronave e do sistema de aumento de estabilidade (SAS).  

Para o controle 𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑐, o modelo do piloto foi aproximado por um ganho de avanço 𝐾𝑎, 

dado que a entrada de comando de superfície de profundor iguala-se (diretamente) ao comando 

de taxa de arfagem. Para esta condição, foram propostos três valores de 𝐾𝑎, de modo que fosse 

possível avaliar o comportamento da função descritiva equivalente considerando o aumento do 

ganho na entrada do sistema. 

Do mesmo modo que foi salientado anteriormente, o RLE por estar no caminho de rea-

limentação impede que o método simplificado seja aplicado, dado que a correlação direta entre 

a resposta de frequência linear de circuito fechado com a taxa de saturação do limitador não 

possa ser obtida a partir do cruzamento entre as curvas em um diagrama de Bode. Neste sentido, 

foi necessário obter a função descritiva equivalente para o sistema prioritariamente, de tal modo 

que a frequência de início do limitador de taxa de circuito fechado 𝜔̂𝑖 fosse obtida após o fenô-

meno de salto, que consequentemente expõe o momento de início da saturação do limitador. 

Diferentemente do PVS A, a função descritiva do sistema não pode ser obtida a partir 

das equações 114 e 115, dado que a formulação apresentada foi desenvolvida para o cenário em 

que o RLE está no caminho de avanço. Posto isso, foi necessário realizar um processo de desen-

volvimento “inverso” para compreensão do cálculo, de tal forma que fosse possível modificar 

as equações para a situação em que o RLE se encontra no caminho de realimentação. 

Da formulação da resposta de frequência linear de circuito aberto, tem-se que o circuito 

para o controle de taxa de arfagem será aberto após o filtro de amortecimento de arfagem, de 

modo que o sistema de circuito aberto possa ser obtido a partir do cálculo em série da lei de con-

trole da dinâmica dos atuadores, da aeronave e do SAS, desconsiderando as não linearidades. 

Além disso, destaca-se que o modelo do atuador e do SAS para a aplicação do critério OLOP é 

simplificado para sua condição original, que é composto somente pelas duas não linearidades.
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Para a obtenção da função descritiva equivalente para o sistema, somente a taxa de satu-

ração do limitador 𝛿̇𝑆 = 15 (°/s) foi considerada, uma vez que o método se propõe a encontrar o 

parâmetro OLOP perante a inclusão de somente uma não linearidade de limitação. Para a obten-

ção da função descritiva foi necessário considerar o sistema dentro do circuito de realimentação 

(fechado), dado que somente nestas condições o RLE pode ser avaliado.  

Neste caso, a função descritiva foi modificada para eliminar (transformar – Anexo C) o 

circuito de realimentação para um diagrama equivalente, combinando (em cascata – serie) as 

funções de transferência da lei de controle e da dinâmica longitudinal da aeronave como um 

subsistema agrupado 𝑌1 (Tabela 15) e o SAS como o subsistema 𝑌2. Desta transformação, a ex-

pressão resultante foi substituída na Equação 114 e 115, tal que a função descritiva equivalente 

obtida por esse cálculo pode ser vista na Figura 140.  

 

Figura 140 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

para o controle de taxa de arfagem 𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑐 – PVS B. 

 

Para um ganho de avanço 𝐾𝑎 = 1, foi obtida a frequência de início 𝜔̂𝑖 = 3.023 (rad/s) 

e a resposta para demais valores (𝐾𝑎 = 1.5 e 2) podem ser vistas na Figura 140. Comparando 

este resultado com a resposta obtida por Duda (1995, p. 296 – Figura 111) é possível observar 

que a aplicação do critério OLOP para PVS B apresenta um alto grau de similaridade, tanto em 

correspondência a resposta de frequência, quanto em relação a função descritiva.
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Deste resultado é possível observar que a função descritiva e a resposta de frequência 

linear não ultrapassam o ângulo de fase crítico de −180 (°), de tal modo que a tarefa de controle 

de taxa de arfagem 𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑐 não está comprometida, dado que o parâmetro OLOP também está 

localizado abaixo do limite de estabilidade. Todavia, como será exibido para o controle de ângulo 

de atitude 𝜃/𝜃𝑐, a influência do ganho do piloto pode tornar o sistema instável dependendo da 

magnitude de entrada 𝐾𝑝, que pode levar à má adaptação do PVS de circuito fechado. 

Assim como foi proposto, o ganho puro (simples) do modelo do piloto foi obtido através 

da frequência de cruzamento 𝜔𝑐, definida entre a interseção da resposta de frequência linear de 

circuito aberto na linha de 0 dB, considerando um ângulo de cruzamento 𝜙𝑐 = 125 (°). A ob-

tenção da resposta de frequência linear de circuito aberto para a tarefa de controle de ângulo de 

atitude 𝜃/𝜃𝑐 foi obtida através do incremento do modelo do piloto e do integrador, abrindo o 

segundo circuito de realimentação, conforme a Figura 104. 

Para o cálculo da função descritiva, foi possível obtê-la a partir de três modos: reapro-

veitando a função de transferência equivalente para o controle de taxa de arfagem 𝑞𝑆𝐴𝑆/𝑞𝑐 de 

circuito fechado, incluindo o modelo do piloto e o integrador (em cascata – série); movendo (e/ou 

intercalando) o integrador (ou o ponto “antes” para “depois”) para dentro do circuito (à esquerda), 

de maneira a combinar (em série) com a lei de controle + aeronave e inversamente ao circuito 

do SAS e/ou removendo o SAS do circuito de realimentação, de maneira a inclui-lo antes e após 

o cálculo do erro, que subsequente segue pelos demais cálculos, com o circuito de realimentação 

“limpo”, mas na presença “duplicada” do SAS. 

Para ambas as formas de obter a função descritiva equivalente, os resultados demons-

traram que a função resultante para todos os casos foi idêntica, apesar do cálculo da função 

descritiva ser diferente para cada uma destas maneiras, de acordo com a presença da não linea-

ridade. Deste modo, o ganho do piloto pode ser inserido (e ajustado) para o ângulo de cruzamento 

𝜙𝑐 = 125 (°) na linha de 0 (dB).  

Nesta condição, o ganho do modelo do piloto 𝐾𝑝 = − 0.5 foi determinado considerando 

uma amplitude de entrada 𝛿𝑝𝑐
 = 5.73 (°) e para os quais foram determinadas as frequências de 

cruzamento 𝜔𝑐 = 4.242 (rad/s) e de início do RLE de circuito fechado 𝜔̂𝑖 = 2.656 (rad/s), de 

acordo com a Figura 141. 
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Figura 141 – Diagrama de Nichols: Resposta de frequência de circuito aberto  

para o controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐 – PVS B. 

 

Assim como para os demais resultados obtidos da aplicação do critério OLOP, a resposta 

para o controle de atitude 𝜃/𝜃𝑐 é consistente ao ser comparada com Duda (1995, p. 296 – Figura 

112), exceto pela pequena distinção entre o comportamento da função descritiva, que expõe um 

salto de menor amplitude, embora o parâmetro OLOP seja coincidente. Para um leve aumento 

no ganho do piloto, o ponto crítico (−180°, 0 dB) é atingível (condição instável). 

6.4 Análise do controlador CISMC 

Os resultados da implementação do controlador baseado na lei de controle por modos des-

lizantes com integrador condicional (CISMC) para os sistemas A e B é discutida ao longo deste 

capítulo, que irá incluir a análise dos sinais de controle para as tarefas de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐, 

de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐  e do comando e deflexão da superfície aerodinâmica de profundor. 

Do mesmo modo que foi feito para a análise da aplicação do critério OLOP, ambos os sistemas 

são avaliados separadamente.
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6.4.1 Implementação do controlador CISMC ao PVS A 

O controlador CISMC foi implementado ao PVS A (Figura 103) de acordo com a Figura 

93 (e/ou Figura 94), para o grau relativo 𝜌 = 1, correspondente a tarefa de controle de taxa de 

arfagem 𝑞/𝑞𝑐. O sistema formado entre a combinação do controlador CISMC (em série e/ou 

cascata) com a planta de controle do PVS A pode ser visto na Figura 142, tendo em vista que o 

ganho de avanço 𝐾𝑎 = 13.68 foi deslocado para a entrada do controlador, de modo a manter a 

mesma magnitude de entrada para o sistema original. 

 

Figura 142 – Planta de controle formada pela implementação do controlador CISMC ao PVS A. 

Salienta-se que a planta de controle do PVS A está em circuito fechado (apresentando 

um circuito de realimentação negativo antes da entrada para o controlador CISMC). Para esta 

condição, os parâmetros do controlador foram definidos para minimizar as distorções causadas 

pelos elementos do sistema e pela própria saturação, que induz atrasos de fase e degrada a res-

posta de circuito fechado.  

Como a planta de controle do PVS A é originalmente suscetível à PIO, para as condições 

impostas (antes da imposição do controlador CISMC), tanto a frequência 𝜔 e a amplitude de 

entrada 𝐴 do sinal comandado, quando a taxa máxima do limitador 𝑅 foram mantidas, de modo 

que as simulações possam ser comparadas (Figuras 113 e 114 – capítulo 5.5.1) aos resultados 

obtidos para a implementação do controlador CISMC. 

Para o PVS A, foram estabelecidos os valores para os parâmetros do controlador CISMC 

(Equação 329) iguais à 𝑘𝑐 = 4, 𝑘0 = 1 e 𝜇 = 25, referentes aos ganhos do controlador, do inte-

grador condicional e da espessura da camada limite, a fim de manter uma regulação ideal da ta-

refa e garantir um nível adequado de controle sem que ocorra a saturação dos atuadores.  

O ganho do controlador 𝑘𝑐 foi ajustado de modo a manter uma boa correspondência en-

tre o sinal comandado e da resposta obtida perante a execução da tarefa, considerando um valor 

abaixo do regime totalmente saturado do atuador, com uma espessura de camada limite 𝜇 que 

minimiza a degradação dos sinais e com um ganho para a variável integral condicional 𝑘0 que 

foi mantido igual à 1.  
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Nas Figuras 143 e 144 são expostos os resultados obtidos para as simulações com e sem 

a implementação do controlador, considerando uma frequência variável 𝜔 = 4 a 6 (rad/s). Para 

a Figura 143, a planta de controle do PVS A foi simulada similarmente as condições expostas 

por Duda (1995, p. 295 – Figura 113), de maneira que fosse possível obter resultados próximos 

ao que foram encontrados incialmente.  

 

Figura 143 – Análise no domínio do tempo para o PVS A original, 

considerando uma frequência variável 𝜔 = 4 a 6 (rad/s). 

Ao comparar os resultados (Figura 113 e 143), é possível notar que as respostas foram 

coincidentes, dado a ausência do elemento limitador de taxa (RLE) para o comando e resposta de 

taxa de arfagem (𝑞𝑐 e 𝑞), assim como perante a deflexão de saída da superfície aerodinâmica 𝛿. 

Para o incremento do RLE (terceiro gráfico da Figura 113 e 143), a condição de saturação é nítida, 

que se inicia poucos segundos (𝑡 ≈ 4 s) após a transição entre frequências (3.14 s).  

Para esta condição, foi preferível utilizar uma frequência constante 𝜔 = 4.46 (rad/s) 

ou uma frequência variável até 𝜔 = 4.65 (rad/s), ao invés de uma frequência que oscila de 4 a 

6 (rad/s), dado que nesta condição a saturação ocorre prematuramente ao que foi exposto (na 
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Figura 113). A priori, a condição de instabilidade devido à saturação para PVS A ocorre a partir 

da frequência 𝜔 ≅ 4.46 (rad/s), que é inferior a frequência de início 𝜔̂𝑖 obtida anteriormente 

(5.08 rad/s). 

De maneira geral, um dos motivos para a redução da frequência de início do limitador 

está relacionado a introdução do modelo do atuador, que inclui a frequência de largura de banda 

𝜔𝐴 (ou o ganho do atuador 𝐾𝐴) e o integrador, em circuito fechado, que se difere do caso original, 

onde consta somente o RLE. Inevitavelmente, a adição do modelo do atuador modifica as curvas 

de resposta de frequência linear e da função descritiva equivalente, de modo que a ordem da equa-

ção característica foi aumentada, ocasionando a diminuição da frequência 𝜔̂𝑖, dado que o fenô-

meno de salto (início da saturação) ocorre mais “rapidamente”. 

Foram feitos alguns testes simples em relação a esta condição, de modo que o incremento 

do modelo do atuador fosse incluído na análise, todavia, destaca-se que o RLE estando em cir-

cuito fechado impede que o cálculo da função descritiva seja feito diretamente pelo do uso das 

equações anteriores (Equação 114 e 115), uma vez que a contribuição da não linearidade de li-

mitação ocorre dentro do caminho de realimentação (Figura 69).  

 Desconsiderando esta condição e avaliando um modelo do atuador linear e em circuito 

fechado, combinado a dinâmica da aeronave (através do critério OLOP), foi possível encontrar 

uma frequência de início para o limitador de taxa 𝜔̂𝑖 ≅ 4.3 (rad/s). De certa forma, essa pequena 

diferença (entre a resposta obtida para o critério OLOP e para a simulação do sistema PVS A ao 

comando de um sinal de entrada senoidal) deve-se a ausência do cálculo do RLE dentro do cir-

cuito de realimentação para o modelo do atuador. Além disso, caso a largura de banda do atuador 

𝜔𝐴 seja aumentada, mantendo a taxa de saturação do limitador igualmente ao caso estudado, tem-

se que a frequência 𝜔̂𝑖 será diminuída.  

Ainda sobre a Figura 143, nota-se que abaixo da frequência 𝜔 = 4.46 (rad/s), o sistema 

se mantém “estável”, de modo que o atraso e a diferença de amplitude são decorrentes do regime 

linear e que a partir da ultrapassagem desta frequência o sistema se torna instável, percebido 

pelo colapso entre os sinais de resposta/comando de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 e de superfície 𝛿/𝛿𝑐  

após aproximadamente 4 (s) da simulação. Após este período, a instabilidade e a degradação do 

sistema aumentam rapidamente, de modo que o atraso de fase e a amplitude dos sinais atingem 

altos valores em um curto período de tempo, colocando em risco o controle da tarefa (que pos-

sivelmente vem a falhar, devido a perda de estabilidade). 
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Para o controlador CISMC, os sinais foram mantidos estáveis ao longo de todo o período 

(0 a 7.3 s), mesmo na condição em que a saturação foi exibida. Da Figura 144 é possível observar 

que a tarefa de controle para a taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 foi atingida sem atrasos, considerando a 

mesma frequência variável de 4 a 6 (rad/s). Diferentemente da simulação para o modelo original, 

todos os três gráficos foram desenvolvidos para mesma faixa de frequência, de tal forma que o 

controlador CISMC conseguiu suportar e atenuar o aumento de frequência. 

 

Figura 144 – Análise no domínio do tempo para o PVS A considerando a  

implementação do controlador CISMC na frequência variável 𝜔 = 4 a 6 (rad/s). 
 

 Como pode ser visto (Figura 144), não houve nenhuma anormalidade após a transição 

de frequência (a não ser o aumento de ciclos, que é esperado), uma vez que o PVS foi mantido 

estável durante todo o tempo de simulação. Todavia, destaca-se que nos segundos iniciais existe 

uma pequena perturbação (período de ajuste) resultante do regime transiente. 

Deste resultado, destaca-se que a resposta obtida para o controlador CISMC pode ser 

otimizada aumentando o valor do ganho constante do controlador 𝑘𝑐, contudo, isso ocasiona um 

aumento na degradação da resposta, que deve ser compensado pela espessura da camada limite 
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𝜇, até que o valor limite entre o estado saturado do atuador e a máxima regulação alcançável 

para a tarefa seja atingida.  

 Ademais, pode-se observar que foi necessário a imposição de uma grande espessura para 

a camada limite 𝜇, de modo que fosse possível evitar quaisquer irregularidades na resposta, dado 

a contribuição dos elementos do sistema, da saturação e do termo diferencial (que diminui os atra-

sos, mas consequentemente, perturba o sinal). De fato, é possível atingir valores bem menores 

para 𝜇 caso o termo diferencial seja evitado, todavia, ressalva-se que o termo derivativo melhora 

consideravelmente a estabilidade e reduz o atraso de tempo. 

 Para esta hipótese, o PVS A foi simulado de acordo com os parâmetros propostos para a 

tarefa de controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐, considerando a implementação do controlador, mas 

com a ausência do termo diferencial, conforme os resultados exibidos na Figura 145. Desta fi-

gura, nota-se que o atraso de fase para a tarefa não foi atenuado, em comparação a Figura 144, 

contudo ainda foi possível manter a estabilidade do sistema. Para este caso, a espessura da camada 

limite 𝜇 pode ser reduzida em quatro vezes do seu valor adotado anteriormente (𝜇 = 7.25). 

 

Figura 145 – Análise no domínio do tempo para o PVS A considerando a implementação do  

controlador CISMC e a ausência do termo diferencial na frequência variável 𝜔 = 4 a 6 (rad/s). 
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 Além destes resultados, que foram desenvolvidos em função das respostas obtidas por 

Duda (1995, p. 295 – Figura 113), a planta de controle para o PVS A também foi simulada nos 

aspectos propostos por Gilbreath (2001, p. 2-8), dado a proposta de comparar a tarefa de controle 

de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 e o comando e a resposta da superfície 𝛿/𝛿𝑐 nas faixas de frequência 

abaixo e acima da frequência de início 𝜔̂𝑖. Para esta condição, o PVS A foi simulado para as fre-

quências constantes 𝜔 = 4.46 e 4.47 (rad/s), tal que fosse possível observar o comportamento 

antes e depois da saturação. 

  

Figura 146 – Análise no domínio do tempo para o PVS A original, 

considerando as frequências constantes 𝜔 = 4.46 e 4.47 (rad/s). 

Na implementação do controlador CISMC, foi preferível manter a maior frequência na 

faixa de 6 (rad/s), de modo a demonstrar que a técnica possui a capacidade de lidar com a planta 
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de controle do PVS A em um regime mais exigente. Além disso, foi incluído na análise o aumento 

do ganho de avanço 𝐾𝑎1
 = 13.68 e 𝐾𝑎2

 = 20, de maneira a considerar uma entrada de magnitude 

maior. Nas Figuras 146 e 147 são exibidos os resultados obtidos para simulação com e sem a 

implementação do controlador CISMC.  

  

Figura 147 – Análise no domínio do tempo para o PVS A considerando a implementação  

do controlador CISMC nas frequências contantes 𝜔 = 4.47 e 6 (rad/s). 

 

Da Figura 146, nota-se que os sinais de controle para a tarefa de controle de taxa de arfa-

gem 𝑞/𝑞𝑐 expuseram um comportamento similar ao que foi obtido por Gilbreath (2001, p. 2-14 

– Figura 114), considerando que a frequência de início 𝜔̂𝑖, devido a inclusão do modelo do atu-

ador foi inferior ao que foi encontrado para o critério OLOP (como foi comentado antes). 
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 Para a frequência 𝜔 = 4.46 (rad/s), o PVS A manteve-se na faixa operacional linear, e 

a partir de um pequeno incremento na frequência (4.47 rad/s) a condição totalmente saturada do 

RLE foi atingida. Assim como para a Figura 143, após a saturação, o sistema torna-se instável 

em poucos segundos, com perda evidente de estabilidade, dado o aumento expressivo de ampli-

tude e do atraso de fase, que leva o PVS A ao colapso. 

A Figura 147 expõe os resultados obtidos para a implementação do controlador CISMC, 

onde é possível observar a diminuição da amplitude e do atraso de fase, uma vez que a respostas 

foram estáveis e mantidas em níveis aceitáveis, evitando a saturação completa do RLE, mesmo 

nas condições em que a frequência e o ganho de avanço são aumentados. 

Como pode ser visto, a correspondência entre o comando e a resposta de taxa de arfagem 

é coincidente, dado que o atraso de fase é pequeno. Para esta condição, tem-se que o comando 

do piloto e a resposta da superfície aerodinâmica são simultâneos (ou tão próxima quanto pos-

sível), de modo que a condição para a tendência à PIO é atenuada. Para o aumento da frequência 

e do ganho de avanço, o comportamento das respostas (para ambos os casos) foi mantido, exi-

bindo que o controlador CISMC foi capaz de lidar com o PVS A em condições mais rigorosas. 

Além destas análises, que envolveram os elementos de controle do PVS A, também foi 

proposto a avaliação dos sinais de controle do controlador CISMC, de modo que fosse possível 

analisar o seu comportamento durante o processo de regulação da planta de controle do PVS A. 

Na Figura 148 são expostos os gráficos de algumas das variáveis de controle do controlador 

CISMC (Figura 94), que incluem os sinais dos erros de regulação (𝑒𝑟  e 𝑒̇𝑟), da variável integral 

condicional (𝜎 e 𝜎̇) e do controle insaturado e saturado (𝑢𝐼𝑁𝑆 e 𝑢𝑠 – ligados a entrada e a saída 

do sistema anti-windup). 

Como pode ser visto, após os segundos iniciais, relacionados ao regime transiente, o com-

portamento das respostas tende a convergir para o equilíbrio estável (nas condições impostas) e 

os termos derivativos (𝑒̇ e 𝜎̇) retratam a condição em que o atraso de fase é diminuído, de tal 

forma que os sinais tendem a ser mais perturbados. Dos sinais de controle do circuito de realimen-

tação do sistema anti-windup (𝑢𝐼𝑁𝑆 e 𝑢𝑆), tem-se a exposição da característica da função satura-

ção aplicada ao regime de controle saturado, que impede que os sinais acima de uma devida taxa 

sejam ultrapassados. 

Aqui, evidencia-se que a função saturação (associada a não linearidade) é aplicada de uma 

forma benéfica a lei de controle, uma vez que a própria saturação do RLE não é indesejável, dado 

que a imposição de condições de contorno físicas e digitais para os sistemas de controle são ne-

cessárias, mas que ocasionam certamente a degradação da resposta.  
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Desde modo, a não linearidade de limitação, assim como outras (ex. pré-carga) podem 

(e devem) ser empregadas aos sistemas de controle, mas com sua devida cautela, já que devido 

ao ser caráter não linear, a atenção sobre os seus efeitos desencadeantes deve ser redobrada, uma 

vez que os seus efeitos podem tornar os sistemas suscetíveis a instabilidades e no caso das aero-

naves, à PIO. 

 

Figura 148 – Análise no domínio do tempo para o controlador CISMC implementado ao PVS A.
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6.4.2 Implementação do controlador CISMC ao PVS B 

Para a planta de controle do PVS B, o controlador CISMC foi implementado de maneira 

similar ao que foi proposto para o PVS A, exceto pela ausência do ganho de avanço 𝐾𝑎, de modo 

que não foi necessário deslocar nenhum dos parâmetros do sistema. Neste caso, o modelo do 

piloto contínua acoplado ao PVS B, dentro do circuito de realimentação, que inclui (em série) 

a tarefa de controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑠 e o integrador, dado a tarefa geral de controle de 

ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐. 

 Na Figura 149 exibe-se o descritivo simplificado para a planta de controle formada entre 

o controlador CISMC e o PVS B, salientando que cada um destes modelos pode ser observado 

detalhadamente nas Figuras 94 e 104.  

 

Figura 149 – Planta de controle formada pela implementação do controlador CISMC ao PVS B. 

 Para o PVS B, os parâmetros do controlador CISMC foram estabelecidos para os valores 

𝑘𝑐  = 2, 𝑘0 = 1, 𝑘1 = 1 e 𝜇 = 18, considerando as mesmas condições do sistema original, aplicado 

a um sinal senoidal de amplitude 𝐴 = 5.73 (°) entre as frequências constantes e variáveis 𝜔 = 2.8 

a 4 (rad/s), com taxa de saturação do limitador 𝛿̇𝑆 = 15 (°/s) e de posição 𝛿𝑃 = 6.5 (°). 

O modelo do piloto foi estabelecido para um alto ganho 𝐾𝑝 = −1, valor este que foi au-

mentado em relação ao ganho do piloto obtido pelo critério OLOP (𝐾𝑝 = − 0.5), dado que foi de  

interesse avaliar o PVS B para uma condição mais exigente. Ademais, ambas as condições para 

o modelo do piloto foram simuladas, contudo, para um ganho do piloto maior, as amplitudes e 

os efeitos da saturação são melhor evidenciados. 

Os resultados obtidos para o PVS B com e sem a implementação do controlador CISMC 

são exibidos nas figuras a seguir, considerando as tarefas de controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐, 

do comando de superfície aerodinâmica de profundor e em relação aos sinais de entrada e saída 

do sistema de aumento de estabilidade (SAS).  

Para a simulação do sistema original, conforme a Figura 150, os resultados exibem que o 

comportamento das respostas tende a ser manter estável apesar do atraso de fase entre o comando 

do piloto e da resposta da aeronave serem altos. Nesta frequência, a faixa de operação do elemento
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elemento limitador de taxa (RLE) está próximo à saturação, como é evidenciado através do SAS, 

mas que ainda apresentada uma resposta no formato senoidal (diferentemente da faixa totalmente 

saturada, que é enaltecida pelo comportamento triangular). 

 

Figura 150 – Análise no domínio do tempo para o PVS B original, 

considerando uma frequência constante 𝜔 = 2.8 (rad/s). 

 

Em comparação a resposta obtida por Duda (1995, p. 297 – Figura 116), duas questões 

podem ser evidenciadas: o sinal de comando está invertido e a resposta é cessada após 6 (s). A 

questão sobre a inversão dos sinais está correlacionada a amplitude de entrada, que foi simulada 

por Duda (1995) a partir de um comando de superfície (𝛿𝑝𝑐
 = 𝐴) de sinal oposto. Essa condição 

não afeta a análise, dado que os limites de taxa e posição são simétricos, e para os quais o com-

portamento da resposta se mantem (só que espelhado no eixo longitudinal). As simulações pode-

riam ter sido feitas para uma amplitude negativa, mas foi optado em manter o sinal similar ao 

que foi aplicado ao PVS A.  
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 Sobre a transição de frequências entre 2.8 (rad/s) a zero, foi por escolha própria que a 

análise fosse feita a partir de um sinal constante ao invés da condição em que o sinal é cessado, 

dado que a troca de frequências, quando não suavizada (por algum meio ou processo) introduz 

uma descontinuidade no ponto de transição, que degrada consideravelmente a resposta. Como 

o interesse principal foi avaliar o RLE (e o controlador CISMC) na condição saturada, optou-

se por manter a entrada do sinal constante, de modo a evitar a introdução de quaisquer outros 

elementos (fora os do próprio sistema de controle original e do modelo do atuador) que preju-

dicassem a integridade do sinal a ser controlado. 

Todavia, o PVS B também foi simulado para uma amplitude de entrada negativa e com 

o cessar do sinal após 6 (s), que foi ajustado ao instante em que a degradação entre a troca de 

frequência é amenizada. Os resultados para essa simulação podem ser vistos na Figura 151.  

 

Figura 151 – Análise no domínio do tempo para o PVS B original, 

considerando uma frequência variável 𝜔 = 2.8 a 0 (rad/s). 
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Deste gráfico (Figura 151) é possível observar que a transição entre as frequências foi 

levada alguns segundos à frente do período estabelecido (6.73 s), de modo a “suavizar” a troca, 

assim como o resultado de Duda (1995, p. 297 – Figura 142) “indica” fazer. Para este caso, a 

estabilidade do PVS B não é comprometida, uma vez que a frequência não ultrapassa a condição 

em que o RLE é saturado. Ao comparar esta resposta com a Figura 150, nota-se que o atraso de 

fase se mante similar ao que foi obtido para frequência constante, apesar da inversão de sinais. 

Para a implementação do controlador CISMC, os resultados obtidos são expostos na Fi-

gura 152, considerando a frequência constante de entrada 𝜔 = 2.8 (rad/s). Além disso, o ganho 

do controlador 𝑘𝑐 foi proposto em duas faixas de magnitude, mantendo os demais parâmetros 

constantes. Das respostas obtidas, é possível observar que foi possível realizar a tarefa de con-

trole de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐  sem atrasos, mas com uma amplitude do ângulo de arfagem re-

duzida, devido aos requisitos de controle dos elementos do sistema que não permitem um au-

mento no ganho sem que a saturação do RLE seja promovida. 

 

Figura 152 – Análise no domínio do tempo para o PVS B considerando a implementação do  

controlador CISMC na frequência constante 𝜔 = 2.8 (rad/s). 
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Como pode ser notado, a resposta do sistema original apresenta uma amplitude menor 

para o controle de ângulo de atitude, uma vez que os elementos do sistema atenuam o sinal ao 

longo do circuito de controle, de tal forma que haverá um equilíbrio entre a faixa ideal (dispo-

nível) de largura de banda que o piloto possa utilizar, tendo em vista a deterioração da resposta 

e a máxima precisão alcançável. 

Na situação em que o ganho do controlador 𝑘𝑐 é aumentado (de 𝑘𝑐1
 = 2 a 𝑘𝑐2

 = 8) é pos-

sível observar a melhora na correspondência entre os sinais de entrada e saída do sistema, mas 

que é limitado até um dado valor. Além disso, como o PVS B foi simulado para uma frequência 

mais alta, buscou-se manter o ganho em um faixa mais baixa do que poderia ser aplicado. Além 

destas questões, uma outra observação que deve ser evidenciada é que o comando de superfície 

de profundor e dos sinais do SAS sofrem uma redução no comprimento dos sinais nos instantes 

iniciais da simulação, que faz parte do regime de ajuste e de recuperação do sinal integrado. 

Para a frequência constante 𝜔 = 4 (rad/s), a condição de saturação do RLE é comple-

tamente atingida, de modo que o SAS é saturado para o caso original. Neste cenário, o comando 

e a resposta de ângulo de atitude exibem um grande atraso de fase, ao ponto de os sinais de con-

trole serem invertidos, tornando a tarefa instável e suscetível à PIO, conforme a Figura 153. 

 Desta figura, salienta-se que a amplitude da resposta de saída chegou a ser ultrapassada 

pela entrada de comando, de tal modo que a resposta do piloto durante esse estágio proporciona 

um aumento (e/ou diminuição) na deflexão da superfície aerodinâmica. Neste sentido, o piloto 

tende a ser surpreendido pelo aumento (ou redução) da resposta e pela diferença de fase, que 

reduz o ganho efetivo e a margem de estabilidade. O piloto, na busca por atenuar (compensar) 

a instabilidade do PVS pode autossustentar a oscilação inadvertida, que em um curto período 

de tempo, pode levar o sistema ao colapso, resultando na perda de controle de voo. 

 Como mencionado anteriormente (capítulo 2.4), uma das formas de suprimir essa situ-

ação é diminuir o ganho do piloto, mas que devido a fase e o estágio de voo da aeronave, essa 

proposição pode ser inaplicável. Ademais, é importante destacar que a aeronave YF-12 é um 

caça-interceptor de alta velocidade (acima de 3600 km/h), portanto, quaisquer manobras, por 

menores que sejam, tendem a um efeito drástico na mudança de trajetória. 
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Figura 153 – Análise no domínio do tempo para o PVS B original, 

considerando uma frequência constante 𝜔 = 4 (rad/s). 

 Similar ao que foi proposto, o PVS B foi simulado para a frequência variável de 2.8 a 4 

(rad/s) e as respostas obtidas podem ser vistas na Figura 154, de maneira que fosse possível 

comparar os resultados com o que foram obtidos por Duda (1995, p. 297 – Figura 116). A prin-

cípio, a única condição que se distingue foi que o comando de atitude foi mantido, ao invés de 

ser cessado após a transição de frequências (6 s), dado que foi de interesse mantê-lo ativo para 

expor a condição exposta na simulação anterior (𝜔 = 4 rad/s). 

 Após o intervalo de transição, é possível observar que a descontinuidade entre as curvas 

foi amenizada no instante de 6 (s) e que o seu comportamento instável após o aumento de fre-

quência ocasionou um aumento do atraso, da diferença de fase, seguido pelo comportamento 

complemente saturado do SAS.  
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Figura 154 – Análise no domínio do tempo para o PVS B original, 

considerando uma frequência variável 𝜔 = 2.8 a 4 (rad/s). 

 

Para o controlador CISMC, nestas mesmas condições (Figura 153), foi possível obter 

bons resultados, de tal maneira que fosse possível evitar a completa saturação do SAS, de modo 

a manter as instabilidades e a degradação da resposta em um patamar viável (e controlável) para 

o PVS B. Para esta condição, o ganho do controlador 𝑘𝑐 foi proposto para duas faixas de opera-

ção, similar ao que foi feito para a frequência 𝜔 = 2.8 (rad/s), de modo a avaliar a sua contri-

buição, de acordo com a Figura 155. 

Deste resultado (Figura 155), tem-se que a implementação do controlador CISMC torna 

o sistema estável, com a redução do atraso de fase para a tarefa de controle de ângulo de atitude 

𝜃/𝜃𝑐, mas que devido a contribuição dos elementos do sistema e da própria saturação, não foi 

possível aumentar a sua correspondência (diferença entre as amplitudes dos sinais de entrada e 

saída do sistema) sem que a saturação do RLE ocorra.  
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Figura 155 – Análise no domínio do tempo para o PVS B considerando a implementação do  

controlador CISMC na frequência constante 𝜔 = 4 (rad/s). 
 

Para o controlador CISMC, a avaliação dos parâmetros de controle em todas as faixas 

de análise (Figura 152 e 155 – 𝜔 = 2.8 e 4 rad/s e 𝑘𝑐 = 2, 4 e 8) são exibidas na Figura 156, 

de modo que fosse possível avaliar cada um dos parâmetros durante a tarefa de controle.  

Em distinção ao PVS A (Figura 148), o comportamento dos sinais do controlador CISMC 

são menos degradados (tendo em vista que a planta de controle do PVS A é muito instável – 

capítulo 6.2) e para o qual a saturação do circuito anti-windup é pouco atingida, dado que o 

ganho do controlador 𝑘𝑐 foi mantido abaixo da faixa operacional completamente saturada.  

Para a condição em que o ganho do controlador (ou de alguns dos demais ganhos) seja 

aumentado, é possível obter uma alta correspondência entre o comando e a resposta de saída 

para a tarefa de controle e mesmo na condição saturada do RLE, o controlador CISMC ainda 

prove ao sistema a redução de amplitude e do atraso de fase, que é benéfico ao PVS B quando 

a saturação é atuante.  
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Figura 156 – Análise no domínio do tempo para o controlador CISMC implementado ao PVS B. 

De certo modo, foi almejado que a saturação fosse evitada, para que assim a suscetibi-

lidade à PIO pudesse ser totalmente contida, todavia, ainda não se sabe ao certo se a condição 

de saturação deve ser completamente suprimida, uma vez que os sistemas de controle necessitam 

da imposição de limitações e que os seus efeitos desencadeantes não devem ser vistos necessa-

riamente como “indesejáveis”. 
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Neste ponto, destaca-se que evitar a saturação de taxa dos atuadores é positivo para a 

estabilidade do sistema, contudo, também é de interesse que fosse avaliado as situações em que 

a saturação de taxa não possa ser evitada, de tal modo que a arquitetura da lei de controle seja 

capaz de lidar com esta condição. 

O controlador CISMC, por ser uma técnica de fácil implementação, possibilita que mais 

teste possam ser feitos, uma vez que a tarefa de controle é atingida, mesmo quando o RLE é satu-

rado. Ademais, é de interesse que fosse possível que a planta do sistema fosse simulada a partir 

de algum protótipo físico e/ou experimental, de tal modo que a tarefa de controle fosse avaliada 

entre o sinal de referência e a deflexão de saída do dispositivo. 

Algo similar pode ser feito a partir da utilização de um simulador de voo, dado que fosse 

possível incrementar o modelo do controlador e do atuador contendo o RLE. Dentre os outros 

testes que podem ser promovidos, tem-se que a adição de um atraso embutido ao comando do 

piloto e a entrada de sinais perturbados (e/ou randômicos) possam ser questões a ser avaliadas. 

A priori, algumas análises prévias sobre essa condição foram feitas e o controlador CISMC 

expôs resultados melhores do que o sistema original. 

Além do atraso, foi possível implementar um modelo do piloto similar ao modelo pro-

posto por Tustin (capítulo 2.1.3.1.1), que inclui as constantes de tempo (de avanço e de atraso). 

Para essa condição, foram desenvolvidas duas simulações correlacionadas ao PVS B, nas mes-

mas frequências simuladas anteriormente (𝜔 = 2.8 e 4 rad/s), de modo que fosse introduzido 

ao ganho do modelo do piloto (𝐾𝑝 = −0.5, diminuído para o valor nominal) um atraso de tempo 

puro 𝜏 = 0.25 (s) e as constantes de tempo de avanço 𝑇𝐿 = 1 e de atraso 𝑇𝐼 = 1. 

Na Figura 157 é exposto a simulação para o sistema original e para a implementação do 

controlado CISMC na frequência 𝜔 = 2.8 (rad/s), considerando a imposição do modelo do 

piloto – Tustin.  Para este sistema, os parâmetros do controlador CISMC foram propostos para 

𝑘𝑐 = 10, 𝑘0 = 1, 𝑘1 = − 1 e 𝜇 = 20, de modo que fosse possível conter o atraso de fase intro-

duzido pelo modelo do piloto. 

Como pode ser observado, para a tarefa de controle de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐, o sistema 

original (linha em vermelho) exibe um grande atraso de tempo, mas que não chega a ser com-

pletamente invertido ao comando de entrada (mas que claramente introduz instabilidade perante 

a condução da tarefa). Da implementação do controlador CISMC, nota-se que o atraso de fase 

é progressivamente diminuído ao longo do tempo, dado o processo de estabilização (regulação 

– linha em verde) da técnica de controle. 
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Figura 157 – Análise comparativa no domínio do tempo para o PVS B entre o 

modelo original e o controlador CISMC na frequência constante 𝜔 = 2.8 (rad/s),  

considerando a aplicação do modelo do piloto – Tustin. 

 

Dos demais sinais, é possível avaliar que o controlador CISMC “comprime” o primeiro 

ciclo do sinal de controle (que será melhor evidenciado na simulação a seguir), de tal modo que 

os sinais de controle se “antecipam” perante o sistema original. Além disso, o SAS não foi satu-

rado, de modo que a estabilidade (mesmo para o sistema original) é atingível. Para a frequência 

𝜔 = 4 (rad/s), o ganho do controlador 𝑘𝑐 foi reduzido à metade (𝑘𝑐 = 5) e o ganho 𝑘1 foi au-

mentado em 5 vezes (𝑘1 = − 5), de modo que o atraso de fase para a tarefa de controle do ângulo 

de atitude 𝜃/𝜃𝑐 fosse amenizado, conforme a Figura 158.  

Desta figura, nota-se que o controle 𝜃/𝜃𝑐  expõe, para o sistema original, a completa in-

versão dos sinais, para os quais a condição de manuseio (manobrabilidade) da aeronave se torna 

difícil (senão improvável), apesar da condição de saturação do RLE ter sido mantida abaixo da 

completa saturação. Para um leve aumento do ganho do piloto (𝐾𝑝 ≅ 0.55), as respostas para o 

PVS A original se tornam instáveis, com a presença do RLE saturado. 
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Figura 158 – Análise comparativa no domínio do tempo para o PVS B entre o 

modelo original e o controlador CISMC na frequência constante 𝜔 = 4 (rad/s),  

considerando a aplicação do modelo do piloto – Tustin. 

 

Em relação ao controlador CISMC, foi possível manter o atraso de fase bem pequeno, 

que pode ser totalmente amenizado ajustando o valor do ganho 𝑘1. Além disso, como foi co-

mentado, é possível notar através do comando de superfície de profundor 𝛿𝑝𝑐
 que o primeiro 

ciclo, após o atraso de tempo puro (𝜏 = 0.25 s) é suprimido totalmente em função do ajuste do 

atraso de fase, que pode ser observado ao comparar ambas as figuras (157 e 158). 

Neste sentido, pelo grande atraso de fase do sistema original, o comando entre ambos 

os sinais “aparenta” estar invertido. Essa condição também é evidenciada através dos sinais de 

entrada e saída do SAS. Para o aumento do ganho do piloto, o SAS é saturado, todavia, é pos-

sível manter o sistema estável e com alta correlação entre o comando e a resposta de controle. 

De maneira geral, o controlador CISMC consegue desempenhar o papel de “regulador”, 

assim como a formulação de sua teoria o descreve, tal que a partir dos parâmetros de ajuste (que 
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incluem os ganhos e a espessura da camada limite) é possível atingir a estabilidade do sistema, 

dado sua implementação conjunta com a planta de controle da aeronave (ou supostamente, de 

outros elementos/dispositivos).  

Em relação a saturação de taxa do atuador, o controlador CISMC expos um caráter ro-

busto, ao conseguir manter o sistema estável, mesmo em condições tipicamente desestabilizante, 

ao qual, é de interesse que mais estudos sejam feitos para esta condição. A priori, teve-se que a 

implementação do controlador CISMC reduziu os aspectos da saturação e que os seus parâme-

tros podem ser ajustados para que essa condição seja amenizada. Além disso, mesmo durante o 

estágio completamente saturado do RLE, foi possível reduzir o atraso de fase e a magnitude dos 

sinais, tais que esses efeitos podem ser considerados como positivos, no sentido da supressão 

das PIO. 
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7. CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

A seguir são feitas as considerações finais sobre o desenvolvimento desta dissertação, 

dos quais serão apresentados a síntese geral sobre os resultados obtidos e sobre os demais as-

pectos abordados durante as simulações. Além disso, algumas outras observações são retratadas 

ao longo do texto, de modo que os assuntos estudados anteriormente possam ser correlacionados, 

uma vez que dentre alguns temas, existe a possibilidade de melhoria, tal que possam ser reali-

zados estudos mais aprofundados em trabalhos futuros.  

7.1 Conclusões 

Dentre os assuntos abordados perante essa dissertação, os objetivos gerais permearam-

se sobre o estudo dos sistemas de controle e consequentemente dos seus efeitos indesejáveis, 

que foram correlacionados às oscilações induzidas pelo piloto (PIO), enquanto o tema foi regido 

ao estudo das aeronaves. As PIOs resultam dos esforços do piloto para manter o controle do veí-

culo (e do sistema de controle de voo – FCS) em condições instáveis, que são ocasionadas por 

inúmeros fatores. Ao longo do texto, foram introduzidos uma ampla variedade de aspectos que 

consolidam a importância e a necessidade que estes eventos sejam evitados, dado à preponde-

rância de acidentes e incidentes que possam estar correlacionados a perda de controle de voo. 

Diante de tais obstáculos, os estudos foram restringidos aos aspectos das PIO de cate-

goria II, correlacionada a não linearidade de limitação e de saturação de taxa dos atuadores. Para 

esta hipótese, o critério ponto de início de circuito aberto (OLOP) foi proposto, em vista de sua 

capacidade de lidar e prever os fenômenos desta categoria; dentre os quais a sua aplicação foi 

requerida. Para a aplicação do critério OLOP, foi necessário realizar um estudo inicial sobre o 

método da função descritiva – apesar do critério simplificado não exigir a sua obtenção, quando 

o elemento limitador de taxa (RLE) está no caminho de avanço, e sobre as não linearidades; as-

suntos estes que foram importantes para a efetividade da aplicação.  

O método da função descritiva foi utilizado como plano de fundo para o desenvolvimento 

do critério OLOP, dado sua relevância em conseguir transformar a dinâmica não linear de um 

elemento em um modelo equivalente (quase-linear), que é notável quando se quer estudar a di-

nâmica de um sistema a partir de técnicas no domínio do tempo e da frequência. Para a não 

linearidade de limitação, duas abordagens foram realizadas para o desenvolvimento da função 

descritiva, que consistiram no método direto e aproximado.
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A função descritiva para o RLE foi estabelecida para os três estágios de operação do 

limitador, que consistem nas faixas: linear, próxima à saturação e completamente saturado (essas 

condições foram exploradas a partir da análise do modelo do atuador). Através da imposição do 

limite de taxa máxima do limitador, pode-se obter o parâmetro OLOP, que é encontrado a partir 

da obtenção da frequência de início do limitador de taxa de circuito fechado na primeira ativação 

do RLE, podendo ser representado (em amplitude e fase) em um diagrama de Nichols sobre a 

resposta de frequência linear do sistema de circuito aberto. 

Para as plantas de controle do sistema piloto-veiculo (PVS) A e B pode-se obter o parâ-

metro OLOP para cada uma das tarefas, que envolveram o controle de taxa de arfagem 𝑞/𝑞𝑐 e 

de ângulo de atitude 𝜃/𝜃𝑐. Como discutido nos resultados, a diferenciação entre a posição do 

RLE no caminho de avanço ou no caminho de realimentação distingue a aplicação do critério 

OLOP para ambas as plantas de controle. Para o PVS A, no qual o RLE está posicionado no ca-

minho de avanço, a aplicação do critério OLOP torna-se mais “fácil” e previsível, uma vez que 

ambas as aplicações podem ser feitas (método geral e simplificado) e comparadas. 

Para ambas as respostas, a frequência de início são (devem ser) obtidas para o mesmo 

valor, tanto para o cruzamento com a linha representativa para o limite máximo de taxa, quando 

após o fenômeno de salto, que ocorre no instante em que a saturação se inicia. De modo geral, 

os problemas relacionados a saturação no caminho de avanço são menos problemáticos, dado 

que as contramedidas podem ser feitas de maneira mais compreensível ao piloto. Além disso, 

demais métodos, como o da função descritiva inversa podem ser aplicados conjuntamente ao 

critério OLOP para esta condição. 

Em relação ao PVS B, o efeito da saturação do RLE não é tão previsível, já que a cor-

relação entre o comando do piloto e a resposta da aeronave não está diretamente explicita, e para 

o qual, a obtenção do parâmetro OLOP através do critério simplificado não pode ser obtido. Além 

disso, o próprio cálculo da função descritiva equivalente para a planta de controle nesta condição 

é mais complexo, uma vez que a separação entre os elementos (como é feita para o caminho de 

avanço) do PVS não é aplicável inteiramente (já que o circuito de realimentação é mantido). 

Mesmo assim, foi possível encontrar o parâmetro OLOP (e as funções descritivas equi-

valentes) para ambas as tarefas de controle, além da determinação do ganho do modelo do piloto 

através da frequência de cruzamento. Destes resultados, pode-se determinar a estabilidade e a 

suscetibilidade à PIO de acordo com a posição do parâmetro OLOP, sendo o PVS A suscetível 

a tendências PIO categoria II e o PVS B, quando acoplado ao modelo do piloto, pode apresentar 
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instabilidades, mas que não levam à PIO diretamente, dado o ganho do piloto adotado. Para valo-

res superiores, o ganho do modelo do piloto pode levar o PVS a ser instável e o parâmetro OLOP 

pode indicar essa suscetibilidade. 

Além disso, a proposta de inovação referente a técnica de controle por modos deslizantes 

com integrador condicional (CISMC), que apresenta meios para promover uma regulação (esta-

bilização) precisa em fase de imprecisões e incertezas nos parâmetros foi considerada adequada 

para auxiliar na redução das PIO devido a saturação de taxa dos atuadores.  

Neste sentido, um estudo preliminar sobre essa técnica foi concebido e para os quais os 

assuntos progenitores dessa lei de controle foram abordados. De início, o estudo foi realizado 

perante a formalização da técnica de controle por estrutura variável (VSC) e/ou por modos desli-

zantes (SMC). Em paralelo, a teoria de linearização por realimentação de estado foi exposta, de 

modo que os demais passos necessários para o desenvolvimento do controlador fossem atingidos. 

Destaca-se que o SMC e a teoria sobre a linearização por realimentação de estado são 

assuntos importantes que ainda estão em desenvolvimento (apesar dos seus fundamentos serem 

bem consolidados), dado que ambas as abordagens permitem que melhorias sejam feitas. Para 

os âmbitos destes assuntos, foram introduzidos os principais aspectos, que foram associados na 

elaboração do controlador CISMC, que incluiu o integrador condicional, dentro de um circuito 

de realimentação anti-windup. 

De sua implementação, teve-se que os resultados obtidos para o controlador CISMC fo-

ram melhores em comparação as respostas apresentadas na literatura, uma vez que o controlador 

conseguiu manter a estabilidade e a degradação das oscilações dentro de um patamar aceitável, 

evitando a completa saturação do RLE e promovendo a redução dos atrasos de fase nas tarefas 

de controle. Ademais, foi possível observar que o controlador CISMC, mesmo na condição em 

que o RLE se encontra saturado, ainda consegue prover a redução de atrasos e de amplitude, 

mantendo e evitando a perda total de controle. 

Nesse sentido, se a degradação da resposta e os atrasos de fase forem vistos como distúr-

bios inerentes à tarefa de controle, é possível ter seus efeitos minimizados com o uso do CISMC. 

Além disso, a possibilidade de ajuste dos parâmetros do controlador possibilita que sua empre-

gabilidade possa ser feita para quaisquer plantas de controle, desde que o grau relativo do sis-

tema seja equivalente, podendo se tornar uma ferramenta útil na elaboração de leis de controles, 

dado que a técnica expõe fortes indícios do seu caráter robusto, ao conseguir manter o controle 

perante a condições nitidamente instáveis (e/ou desestabilizantes). 
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Em geral, o impacto da saturação de taxa do atuador nos sistemas de controle é de re-

duzir consideravelmente a largura de banda e aumentar o atraso de fase, que são fatores que con-

tribuem para a suscetibilidade à PIO. A redução da largura de banda e o aumento do atraso de 

fase restringem a faixa de ajuste de ganho do piloto, diminuindo a margem de estabilidade, que 

afeta o desempenho do PVS. 

A largura de banda da aeronave está relacionada à faixa de frequência na qual o circuito 

entre o piloto e o veículo pode ser fechado, sem que haja perda de estabilidade, de modo que o 

piloto possa controlar adequadamente a aeronave sem excessiva compensação, e na qual a di-

nâmica da aeronave possa acomodar mudanças no ganho do piloto na execução de tarefas mo-

deradas e altamente exigentes. 

Deste modo, o projeto da lei de controle de uma aeronave deve ser capaz de manter um 

controle robusto durante toda a tarefa de pilotagem, a fim de diminuir os atrasos de fase e, se 

possível, aumentar a largura de banda (restrita a uma determinada faixa de frequência, limitada 

ao ganho e/ou margem de fase) e/ou diminuir a perda de largura de banda durante a saturação 

da taxa do atuador. 

A partir do critério OLOP, verifica-se que quando a frequência de início do limitador 

de taxa de circuito fechado é atingida, consequentemente, a largura de banda do sistema de cir-

cuito fechado diminui, e isso contribui para a ocorrência de PIOs. Os sistemas de controle que 

podem aumentar a largura de banda do sistema de circuito fechado certamente podem reduzir 

essa suscetibilidade. 

Neste sentido, os resultados obtidos para a implementação do controlador CISMC indi-

cam que a largura de banda de circuito fechado perante as plantas de controle pode ter sido au-

mentada, de tal forma que a suscetibilidade à PIO é reduzida. O conceito de projetar leis de con-

trole para aumentar a largura de banda foi analisado por alguns pesquisadores (Arya & Chakra-

barty, 2020). 

Em resumo, tem-se que a implementação do controlador CISMC foi capaz de evitar (e/ou 

ao menos amenizar) às PIOs decorrentes da saturação de taxa dos atuadores, uma vez que os re-

sultados obtidos, de modo geral, foram satisfatórios, ao preservar e manter as qualidades de voo 

e de desempenho da aeronave durante a execução das tarefas. Estudos teóricos e analíticos mais 

detalhados sobre o CISMC podem ser objeto de pesquisa para trabalhos futuros, que serão dis-

cutidos no capítulo subsequente. 
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7.2 Sugestões para trabalhos futuros 

Relacionado ao tema principal desta dissertação, podem ser feitas algumas sugestões para 

a sua continuação, dado que existem algumas vertentes para as quais esse trabalho pode ser es-

tendido. Em que se destaca: 

• A avaliação do critério do ponto de início de circuito aberto (OLOP) para outras plantas 

de controle, que envolvem o sistema piloto-veículo (PVS) de aeronaves que contenham 

o elemento limitador de taxa (RLE); Algumas aeronaves foram consideradas promisso-

ras para demais análises, como: North American X-15 (Askhenas, Jex & Mcruer, 1964; 

Klyde, McRuer & Myers, 1995, 1997; Klyde & Mitchell, 2004, Klyde, 2022, Matranga, 

1961), Lockheed Martin/Boeing YF-22 (Liebst, Michael & Leggett, 2002) e General 

Dynamics F-16 Fighting Falcon (Smith, 1979), além do modelo de uma aeronave instável 

de segunda ordem proposto por Duda (1998) e para o simulador de voo da aeronave de 

estabilidade variável NT-33 (Duus & Duda, 1999 e Gilbreath, 2001). 

• Em paralelo com a aplicação do critério OLOP, pode ser realizado o estudo da técnica 

de função descritiva inversa (Ashkenas, Jex & McRuer, 1964, p. 38), que se propõe a 

avaliar o encontro de ciclos limites entre a resposta de frequência linear do PVS e da 

função descritiva do RLE (dependente da amplitude da oscilação e independente da fre-

quência). Além disso, o critério OLOP pode ser atualizado perante a imposição do novo 

limite de estabilidade proposto por Ossmann, Heller & Brieger (2008, p. 13). 

• Expandir a análise do controlador baseado na técnica de controle por modos deslizantes 

com integrador condicional para as demais plantas e explorar os aspectos do RLE du-

rante a faixa operacional em que a saturação está completamente desenvolvida. A prin-

cípio, o controlador CISMC foi empregado para evitar a saturação do RLE e manter a di-

nâmica do sistema estável, sem atrasos e com baixa degradação dos sinais. Todavia, é de 

interesse que possa ser estudados os sistemas de controle em que a saturação de taxa não 

deva (ou não possa) ser amenizada completamente e para os quais a lei de controle deve 

permitir que a integridade da tarefa seja atingida. 

• A utilização de modelos do piloto pode ser ampliada, dado que somente dois dos mo-

delos matemáticos quase lineares foram aplicados. Para a aplicação do critério OLOP, 

um modelo de ganho puro deve ser ajustado a dinâmica do PVS, todavia, a análise per-

mite que os demais métodos possam ser empregados. Além disso, é de interesse que a 

análise dos modelos do piloto possa incluir a abordagem pelo critério de Neal-Smith.



7.2 Sugestões para trabalhos futuros                                                                                     | 274 

 

 

 

• Dentre os demais modelos do piloto existentes, o estudo individualizado sobre suas ca-

racterísticas e aplicações faz parte do escopo desta dissertação, dado que a compreensão 

e o entendimento destas metodologias possam auxiliar na representação e no desenvol-

vimento de um modelo do piloto autônomo. 

• Assim como o controlador se propõe a regular (e/ou estabilizar) a tarefa de controle a 

partir do ajuste de seus parâmetros de entrada, é de interesse que os parâmetros pudessem 

ser alto regulados, de tal modo que seus valores fossem condicionados (e otimizados/ 

compensados) ao longo do tempo. 

• O estudo sobre outras técnicas de controle lineares e não lineares, o aprofundamento 

teórico das técnicas estudadas, assim como a modificação da lei de controle através de 

outros esquemas anti-windup são questões a serem avaliadas, dado o interesse em ana-

lisar o desempenho do CISMC perante outras técnicas e em demais aplicações. 
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ANEXO A – CATEGORIAS DE OCORRÊNCIA NA AVIAÇÃO 

 

Tabela 13 – Categorias de ocorrência na aviação 

Abreviaturas Descrição 

ADRM 
Aeródromo 

Ocorrências envolvendo problemas de projeto, serviço ou funcionalidade do aeródromo. 

AMAN 
Manobra abrupta 

A manobra abrupta intencional da aeronave pela tripulação de voo. 

ARC 
Contato anormal de pista 

Qualquer pouso ou decolagem envolvendo contato anormal de pista ou superfície de pouso. 

ATM 

ATM/CNS 

Ocorrências envolvendo problemas de serviços de Gerenciamento de Tráfego Aéreo (ATM) 

ou Comunicação, Navegação, Vigilância (CNS). 

BIRD 
Ave 

Ocorrências envolvendo colisões/quase colisões com aves. 

CABIN 
Eventos de segurança da cabine 

Ocorrências diversas entre a cabine dos passageiros em aeronaves da categoria transporte. 

CFIT* 
Colisão (ou quase) com (ou em direção ao) o solo em voo controlado 

Colisão ou quase colisão com o solo, água, ou obstáculo sem indicação de perda de controle. 

CTOL 
Colisão com obstáculo(s) durante a decolagem e pouso 

Colisão com obstáculo(s) durante a decolagem ou pouso no ar. 

EVAC 

Evacuação 

Ocorrência em que, (a) uma pessoa foi ferida (ou mais de uma) durante uma evacuação; (b) 

uma evacuação desnecessária foi realizada, (c) o equipamento de evacuação não funcionou 

conforme necessário ou (d) a evacuação contribuiu para a gravidade da ocorrência. 

EXTL 
Ocorrência relacionada à carga externa 

Ocorrências durante ou como resultado de carga externa ou operações de carga externa. 

FUEL 

Relaciona ao combustível 

Um ou mais motores experimentaram redução ou nenhuma saída de potência devido ao esgo-

tamento do combustível, falta/má gestão de combustível, contaminação do combustível/ com-

bustível errado, ou formação e/ou indução de gelo no carburador. 

F-NI 
Fogo/fumaça (sem impacto) 

Fogo ou fumaça dentro ou sobre a aeronave, em voo ou em solo, sem impacto externo. 

F-POST 
Fogo/fumaça (pós-impacto) 

Fogo ou fumaça resultante do impacto. 

GCOL 
Colisão em solo 

Colisão durante o taxiamento de ou para uma pista em uso. 

GTOW 

Eventos relacionados ao reboque de planador 

Liberação prematura, liberação inadvertida ou não liberação durante o reboque, cabo, perda 

de controle, ou impacto no reboque de aeronave/guincho. 
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ICE 

Formação de gelo 

Acúmulo de neve, gelo, chuva congelante ou congelamento sobre a superfície da aeronave, que 

afeta adversamente o controle ou o desempenho da aeronave. 

LALT 

Operações em baixo altitude 

Colisão ou quase colisão com obstáculo(s)/objeto(s)/solo enquanto opera intencionalmente 

perto da superfície (excluído as fases de decolagem e pouso). 

LOC-I 
Perda de controle em voo 

Perda de controle da aeronave durante ou desvio da trajetória pretendida em voo. 

LOC-G 
Perda de controle em solo 

Perda de controle da aeronave enquanto a aeronave está em solo. 

LOLI 
Perda das condições de sustentação em rota 

Pouso em rota devido à perda das condições de sustentação. 

MAC 

AIRPROX / Alerta ACAS / Perda de separação / Colisões (ou quase) no ar 

Problemas de proximidade aérea / alertas do sistema de alerta de tráfego e prevenção de coli-

sões (TCAS) / sistema de anticolisão em voo (ACAS), perda de separação, bem como quase 

colisões ou colisões entre aeronaves em voo. 

MED 
Médica 

Ocorrências envolvendo doenças de pessoas a bordo de uma aeronave. 

NAV 
Erros de navegação 

Ocorrências que envolvem a navegação incorreta de aeronaves no solo ou no ar. 

OTHR 
Outro 

Qualquer ocorrência não abrangida por outra categoria 

RAMP 
Assistência em solo 

Ocorrências durante (ou como resultado de) operações de assistência em solo. 

RE 
Excursão em pista 

Um desvio ou ultrapassagem da superfície da pista. 

RI 

Incursão em pista 

Qualquer ocorrência em um aeródromo envolvendo a presença incorreta de uma aeronave, ve-

ículo, ou pessoa na área protegida de uma superfície designada para pouso e decolagem. 

SEC 
Relacionado a segurança 

Atos criminais/de segurança que resultam em acidentes e incidentes (Anexo 13 – ICAO). 

SCF-NP 
Falha de um sistema ou componente (exceto motor) 

Falha ou mau funcionamento de um sistema ou componente que não seja o motor. 

SCF-PP 
Falha de um sistema ou componente (motor) 

Falha ou mau funcionamento de um sistema ou componente relacionado ao motor. 

TURB 
Encontro com turbulência 

Encontro com turbulência em voo. 

UIMC 
Voo não intencional em IMC 

Voo não intencional em condições meteorológicas do instrumento (IMC). 
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UNK 
Desconhecido ou indeterminado 

Não existem informações suficientes para categorizar a ocorrência. 

USOS 
Pouso curto ou além da superfície da pista 

Pouso fora da superfície da pista/heliporto/heliponto. 

WILD 

Animais selvagens 

Colisão, risco de colisão ou ação evasiva tomada por uma aeronave para evitar animais selva-

gens na área de movimento de um aeródromo ou em um heliporto/heliponto em uso. 

WSTRW 
Tesoura de vento ou trovoada 

Voo em direção ao vento ou trovoada. 

Obs.*: CFIT apresenta algumas nomenclaturas diferentes em versões mais novas e atualizadas dos relatórios 

anuais de segurança, dá qual se manteve o nome original e incluiu-se as demais questões em parêntese ou em 

seu descritivo. 

 

[Adaptado de: CICTT (2021)] 
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ANEXO B – FASES DE VOO 

Tabela 14 – Fases de voo 

Abreviaturas Descrição 

APR 

Aproximação 

Regras de voo por instrumentos (IFR): desde o fixo de aproximação inicial (IAF) até o início 

da manobra aérea de pouso. Regras de voo visual (VFR): do ponto de entrada do padrão VFR, 

ou 1000 pés acima da elevação da pista, até o início da manobra de voo de pouso. inclui: apro-

ximação inicial; aproximação final; padrão de circuito – Downwind; padrão de circuito – base; 

padrão de circuito – final; padrão de circuito – vento cruzado e aproximação/arremeter perdido. 

CRZ 

Cruzeiro 

A tripulação estabelece a aeronave uma velocidade definida e uma altitude de cruzeiro inicial 

constante predeterminada e prossegue em direção a um destino; termina com o início da fase 

de descida para uma aproximação ou com a tripulação iniciando uma fase de subida em rota. 

DST 

Descida 

A tripulação sai da altitude de cruzeiro para uma aproximação a um destino; termina quando a 

tripulação inicia mudanças na configuração e/ou velocidade da aeronave para facilitar o pouso 

em uma pista específica. inclui: também pode terminar com a tripulação iniciando uma fase 

subida em rota e cruzeiro. 

ECL 

Subida em rota 

A tripulação estabelece a aeronave em velocidade e configuração definidas, permitindo que a 

aeronave aumente a altitude para cruzeiro; termina com a aeronave estabelecendo uma altitude 

de cruzeiro inicial constante predeterminada a uma velocidade definida ou com a tripulação 

iniciando uma fase de descida. 

EMG 

Descida de emergência 

Uma descida controlada durante qualquer fase aérea em resposta a uma situação de emergência 

percebida. 

ENR 

Em rota 

IFR: desde a conclusão da subida inicial, passando pela altitude de cruzeiro e conclusão da 

descida controlada até o IAF. VFR: desde a conclusão da subida inicial, passando pelo cruzeiro 

e descida controlada até a altitude padrão VFR ou 1000 pés acima da elevação da pista. inclui: 

Subida para cruzeiro; cruzeiro; mudança de nível de cruzeiro, descida e espera. 

GOA 

Arremetida 

A tripulação aborta a descida para a pista de pouso planejada durante a fase de aproximação; 

termina após a velocidade e a configuração serem estabelecidas em uma altitude de manobra 

definida ou para continuar a subida até a fase de cruzeiro (final da subida inicial). 

ICL 

Subida inicial 

Final da subfase de decolagem até a primeira redução de potência prescrita, ou até atingir 1000 

pés acima da elevação da pista ou do padrão de regras de voo visual (VFR). 
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LDG / LND 

Pouso 

Desde o início da manobra de voo de pouso até que a aeronave saia da pista de pouso, para na 

pista ou quando a potência for aplicada para decolagem no caso de um pouso; termina quando 

a velocidade permite que a aeronave seja manobrada por meio de táxi para chegada a um esta-

cionamento. inclui: arremetida. 

MNV 
Manobra 

Operações de voo acrobático/baixa altitude. inclui: acrobacia, voo baixo. 

TO 

Decolagem 

Desde a aplicação da potência de decolagem, passando pela rotação e até uma altitude de 35 

pés acima da elevação da pista. inclui: decolagem e decolagem rejeitada. 

PBT 

Retrocesso/reboque 

A aeronave está se movimentando no portão, rampa ou área de estacionamento, auxiliado por 

um veículo rebocador. inclui: assistido: motor(es) não funcionando; partida do(s) motor(es), 

motor(es) operando, motor(es) desligado(s). 

PIM 

Pós-impacto 

Em qualquer parte do voo que ocorre após o impacto com uma pessoa, objeto, obstáculo ou 

terreno. 

STD 

Permanência 

Antes do retrocesso ou taxi, ou após a chegada, no portão, rampa ou área de estacionamento, 

enquanto a aeronave estiver parada; inclui: motor(es) não funcionando, partida do(s) motor(es), 

motor(es) em operação e motor(es) desligado(s). 

TXI 

Taxi 

A aeronave está se movendo na superfície do aeródromo por conta da própria antes da decola-

gem ou após o pouso. inclui: retorno de energia; taxi até a pista; taxi até a posição de decola-

gem; taxi da pista. 

UND 
Descida descontrolada 

Uma descida durante qualquer fase aérea em que a aeronave não sustenta um voo controlado.  

UNK 
Desconhecido ou indeterminado 

A fase do voo não é discernível a partir das informações disponíveis 

Obs.*:  Regras de voo por instrumentos (Instrument Flight Rules – IFR) 

             Fixo de aproximação inicial (Initial Approach Fix – IAF) 

             Regras de voo visual (Visual Flight Rules – VFR) 

PIM não é uma fase de voo em si, mas como o próprio autor menciona, foi atribuída para permitir uma 

melhor descrição dos eventos. 
 

[Adaptado de: IATA (2019, p. 32) e CICTT (2013)] 
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ANEXO C – ÁLGEBRA DO DIAGRAMA DE BLOCOS 

 

Tabela 15 – Transformações algébricas para os diagramas de blocos e sua forma equivalente. 

[Adaptado de: Northrop Aircraft (1952, p. II-14 apud Graybeal, 1951)] 
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APÊNDICE A – EXPANSÃO DE MEIO INTERVALO PARA A FUNÇÃO PERIÓDICA 

TRIANGULAR  

Apresenta-se neste apêndice a expansão de meio intervalo para a função periódica tri-

angular, obtida a partir dos termos da série de Fourier e empregada no capítulo 3.4 para estimar 

a magnitude do elemento não linear em relação a função descritiva do limitador de taxa do atua-

dor. A expansão será realizada entre os intervalos da função 𝑓(𝑥), sendo a amplitude da onda 

descrita por 𝐴 e o meio período por 𝜋, de acordo com a Figura 159 e Equação 352. 

 

Figura 159 – Função periódica triangular 
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A função 𝑓(𝑥), descrita através de uma série geométrica pode, assim como mencionado 

no capítulo 3.2, ser expressa entre funções pares e impares, assumindo a representação de seus 

coeficientes por series de cossenos e senos. Portanto, para a função triangular proposta (Figura 

159), se desenvolverá ambas as extensões de meio intervalo e demais considerações acerca desta 

teoria podem ser lidas em Guillemin (1949) e Kreyszig, E.; Kreyszig, H. & Norminton, E. (2018). 

A. 1   Extensão da função periódica par  

A função par, de acordo com a Equação 45 (introduzida no capítulo 3.2) é representada 

segundo a Equação 353, com seus coeficientes apresentados pela Equação 354 (Equação 46). 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + ∑ 𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

,     𝑎𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

 

(352) 

(353) 

(354) 



A.1 Extensão da função periódica par                                                                                     | 322 

 

 

 

A obtenção das expressões para ambos os coeficientes (𝑎0 e 𝑎𝑛), segundo a função 𝑓(𝑥) 

(Equação 352) é feita a seguir, dado que as Equações 355 a 357 irão retratar os passos realizados 

para a obtenção de 𝑎0, exposto na Equação 358 e as Equações de 359 a 368 expõem os cálculos 

para feito para 𝑎𝑛, com solução apresentada na Equação 369.  

𝑎0 =
1

𝜋
[∫  

2𝐴

𝜋
𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫  
2𝐴

𝜋
(𝜋 − 𝑥)𝑑𝑥

𝜋

 
𝜋
2

] 

𝑎0 =
2𝐴

𝜋2
[∫ 𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫ (𝜋 − 𝑥)𝑑𝑥
𝜋

 
𝜋
2

] =
2𝐴

𝜋2
[ 
𝑥2

2
|
0

𝜋
2

+
𝑥(2𝜋 − 𝑥)

2
|
𝜋
2

𝜋

 ] 

Resolvendo a Equação 356, chega-se ao resultado exposto na Equação 357. 

𝑎0 =
𝐴

2
 

 Agora, calculando o coeficiente 𝑎𝑛, de acordo com a Equação 358. 

𝑎𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

 

𝑎𝑛 =
2

𝜋
[∫  

2𝐴

𝜋
𝑥 cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫  
2𝐴

𝜋
(𝜋 − 𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

 
𝜋
2

] 

𝑎𝑛 =
4𝐴

𝜋2
[∫ 𝑥 cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫ (𝜋 − 𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

 
𝜋
2

] 

 Por praticidade, a Equação 360 é separada em duas parcelas, dada suas integrais, sendo: 

𝑎𝑛1
= ∫ 𝑥 cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [(
𝑥 sen(𝑛𝑥)

𝑛
+

cos(𝑛𝑥)

𝑛2
)|

0

𝜋
2

] 

𝑎𝑛1
=

1

𝑛2
[ 
𝑛𝜋

2
sen (

𝜋𝑛

2
) + cos (

𝑛𝜋

2
) − 1] 

𝑎𝑛2
= ∫ (𝜋 − 𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

 
𝜋
2

= [(
𝜋 sen(𝑛𝑥) − 𝑥 sen(𝑛𝑥)

𝑛
) − (

cos(𝑛𝑥)

𝑛2
)|

𝜋
2

𝜋

] 

 Como a resolução para 𝑎𝑛2
 torna-se extensa, a Equação 363 é dividida em duas partes: 

(355) 

(356) 

(357) 

(358) 

(359) 

(360) 

(361) 

(363) 

(362) 
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𝑎𝑛2𝑖
= [(

𝜋 sen(𝑛𝜋) − 𝜋 sen(𝑛𝜋)

𝑛
) − (

cos(𝑛𝜋)

𝑛2
)] = −

1

𝑛2
cos(𝑛𝜋) 

𝑎𝑛2𝑖𝑖
= −[(

(𝜋 sen (
𝑛𝜋
2 ) −

𝜋
2 sen (

𝑛𝜋
2 )

𝑛
) − (

cos (
𝑛𝜋
2 )

𝑛2
)] 

𝑎𝑛2𝑖𝑖
=

1

𝑛2
[cos (

𝑛𝜋

2
) –

𝑛𝜋

2
sen (

𝑛𝜋

2
)] 

 Reagrupando as Equações 364 e 366, segundo 𝑎𝑛2𝑖
 e 𝑎𝑛2𝑖𝑖

, obtém-se: 

𝑎𝑛2
= −

1

𝑛2
cos(𝑛𝜋) +

1

𝑛2
[cos (

𝑛𝜋

2
) –

𝑛𝜋

2
sen (

𝑛𝜋

2
)] 

𝑎𝑛2
=

1

𝑛2
[cos (

𝑛𝜋

2
) − cos(𝑛𝜋) −

𝑛𝜋

2
sen (

𝑛𝜋

2
)] 

 Reagrupando as Equações 362 e 366, de acordo com 𝑎𝑛1
 e 𝑎𝑛2

, chega-se ao resultado: 

𝑎𝑛 =
4𝐴

𝜋2
(𝑎𝑛1

+ 𝑎𝑛2
) =

4𝐴

𝑛2𝜋2
[2 cos (

𝑛𝜋

2
) − cos(𝑛𝜋) − 1] 

Caso 𝑛 seja ímpar: 

2 cos (
𝑛𝜋

2
) − cos(𝑛𝜋) − 1 =0 − (−1) − 1 = 0 

Caso 𝑛 seja par, múltiplo de 4 (𝑛 = 4, 8, 12, … , ): 

2 cos (
𝑛𝜋

2
) − cos(𝑛𝜋) − 1 =2 ∙ 1 − 1 − 1 = 0 

 O contrário, resulta em: 

2 cos (
𝑛𝜋

2
) − cos(𝑛𝜋) − 1 = 2 ∙ −1 − 1 − 1 = −4 

 De modo, que os demais valor de 𝑛 podem ser resumidos na progressão a seguir, dada 

a extensão da função periódica par de período 2𝜋, segundo as Equações 373 e 374. 

𝑓(𝑥) =
𝐴

2
−

16𝐴

𝜋2
(

1

22
cos(2𝑥) +

1

62
cos(6𝑥) +

1

102
cos(10𝑥) + ⋯+) 

𝑓(𝑥) =
𝐴

2
−

16𝐴

𝜋2
∑

cos(𝑛𝑥)

𝑛2

∞

𝑛=2,6,10,…

(364) 

(367) 

(368) 

(369) 

(370) 

(371) 

(372) 

(373) 

(374) 

(365) 

(366) 
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A. 2   Extensão da função periódica ímpar   

 Similarmente ao desenvolvimento feito para a função periódica par, as mesmas etapas 

serão seguidas para a descrição da função ímpar, das quais, sendo 𝑓(𝑥) representado pela Equa-

ção 375 (Equação 47) e seu coeficiente, segundo a Equação 376 (Equação 48). 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛 sen(𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sen(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

 

Os cálculos envolvidos para a obtenção do coeficiente 𝑏𝑛 são expostos nas Equações 377 

a 386, que levam a resolução apresentada pela Equação 387. 

𝑏𝑛 =
2

𝜋
[∫  

2𝐴

𝜋
𝑥 sen(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫  
2𝐴

𝜋
(𝜋 − 𝑥) sen(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

 
𝜋
2

] 

𝑏𝑛 =
4𝐴

𝜋2
[∫  𝑥 sen(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫  (𝜋 − 𝑥) sen(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

 
𝜋
2

] 

 Por praticidade, a Equação 378 é separada em duas parcelas, dada suas integrais, sendo: 

𝑏𝑛1
= ∫ 𝑥 sen(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [(
sen(𝑛𝑥)

𝑛2
−

𝑥 cos(𝑛𝑥)

𝑛
)|

0

𝜋
2

] 

𝑏𝑛1
=

1

𝑛2
[ sen (

𝜋𝑛

2
) −

𝑛𝜋

2
cos (

𝑛𝜋

2
)] 

𝑏𝑛2
= ∫ (𝜋 − 𝑥) sen(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

 
𝜋
2

= [−(
sen(𝑛𝑥)

𝑛2
)−(

𝜋 cos(𝑛𝑥) − 𝑥 cos(𝑛𝑥)

𝑛
)|

𝜋
2

𝜋

] 

 Como a resolução para 𝑏𝑛2
 torna-se extensa, a Equação 381 é dividida em duas partes: 

𝑏𝑛2𝑖
= [− (

sen(𝑛𝜋)

𝑛2
) − (

𝜋 cos(𝑛𝜋) − 𝜋 cos(𝑛𝜋)

𝑛
)] = −

1

𝑛2
sen(𝑛𝜋)

(375) 

(376) 

(377) 

(381) 

(382) 

(379) 

(378) 

(380) 
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𝑏𝑛2𝑖𝑖
= −[−(

sen (
𝑛𝜋
2 )

𝑛2
) − (

𝜋 cos (
𝑛𝜋
2 ) −

𝜋
2 cos (

𝑛𝜋
2 )

𝑛
)] 

𝑏𝑛2𝑖𝑖
=

1

𝑛2
[sen (

𝑛𝜋

2
) +

𝑛𝜋

2
cos (

𝑛𝜋

2
)] 

 Reagrupando as Equações 382 e 384, segundo 𝑏𝑛2𝑖
 e 𝑏𝑛2𝑖𝑖

, obtém-se: 

𝑏𝑛2
= −

1

𝑛2
sen(𝑛𝜋) +

1

𝑛2
[sen (

𝑛𝜋

2
) –

𝑛𝜋

2
cos (

𝑛𝜋

2
)] 

𝑏𝑛2
=

1

𝑛2
[sen (

𝑛𝜋

2
) − sen(𝑛𝜋) +

𝑛𝜋

2
cos (

𝑛𝜋

2
)] 

 Reagrupando as Equações 380 e 386, de acordo com 𝑏𝑛1
 e 𝑏𝑛2

, chega-se ao resultado: 

𝑏𝑛 =
4𝐴

𝜋2
(𝑏𝑛1

+ 𝑏𝑛2
) =

4𝐴

𝑛2𝜋2
[2 sen (

𝑛𝜋

2
) − sen(𝑛𝜋)] 

Caso 𝑛 seja par: 

2 sen (
𝑛𝜋

2
) − sen(𝑛𝜋) =0 − 0 = 0 

Caso 𝑛 seja ímpar: 

2 sen (
𝑛𝜋

2
) − sen(𝑛𝜋) =2 ∙ 1 − 0 = 2 

 De modo, que os demais valor de 𝑛 podem ser resumidos na progressão a seguir, dada 

a extensão da função periódica ímpar de período 2𝜋. 

𝑓(𝑥) =
8𝐴

𝜋2
(

1

12
sen(1𝑥) +

1

32
sen(3𝑥) +

1

52
sen(5𝑥) + ⋯ +) 

𝑓(𝑥) =
8𝐴

𝜋2
∑

sin(𝑛𝑥)

𝑛2

∞

𝑛=1,3,5,…

 

 

(383) 

(384) 

(385) 

(386) 

(387) 

(388) 

(389) 

(391) 

(390) 
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APÊNDICE B – CÓDIGO PARA OBTENÇÃO DA FUNÇÃO DESCRITIVA EQUIVA-

LENTE PARA O SISTEMA PILOTO-VEÍCULO 

% ================================================================= 

% Descrição: Método para encontrar a função de descrição equivalente para o sistema piloto-

veículo (PVS) com o elemento limitador de taxa (RLE) no caminho de avanço. 

% PVS A: Aeronave tipicamente instável (Duda (1995, p. 294 – Figura 103)  

% Código: Adaptado do trabalho desenvolvido por Gilbreath (2001, p. Apêndice B-1) 

% ================================================================= 

 

clear all 

% close all 

clc 

  

global w R K magGc magGa faseGc faseGa dtr qc t 

global vet_mag vet_fase vet_w vet_1 vet_2 

             

vet_1 = [ ]; 

vet_2 = [ ]; 

  

% ================================================================= 

 

% Parâmetros de entrada 

 

w = logspace(-1,2,100); % Intervalo de análise 

qc = 1.1; % Amplitude de comando 

R = 60; % Taxa máxima do limitador 

  

% Sistema piloto-veículo A 

  

K = 13.68; % Ganho de avanço 

 

% Lei de controle 

 

Gc = tf(5.21*conv([1 -57.36],conv([1 4.26],[1 0.55])),... 

    conv([1 2*.442*22.85 22.85^2],conv([1 1.16],[1 0]))); 

 

% Dinamica longitudinal da aeronave 

 

Ga = tf(-10.524*conv([1 1.562],conv([1 0.038],[1 0])),... 

    conv([1 2*0.212*.088 0.088^2],conv([1 3.75],[1 -1.44]))); 

 

num = K*(Gc); 

den = zpk([ ],[ ],1)+series(Gc,Ga); 

% den = 1+series(Gc,Ga); 

pvsA = num/den; % Sistema de circuito fechado 

% pcl = K*feedback(Gc,Ga,-1); 

dtr = pi/180;
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% ================================================================= 

 

%  Gráfico de Nichols para o sistema linear de circuito aberto e fechado 

 

figure (1) 

sysA = Gac*Gc; %  Circuito aberto 

hold on 

sysA1 = (Gac*Gc/(1+Gac*Gc)); %  Circuito fechado 

nichols(sysA,sysA1) 

ngrid 

 

% ================================================================= 

 

deltao = [ ]; 

phi2 = [ ]; 

vet_mag = [ ]; 

vet_fase = [ ]; 

vet_w = [ ]; 

         

% ================================================================= 

  

for n = 1:length(R) 

     

% Calculo da linha de limite de taxa (-20 dB/década) para o Diagrama de Bode 

  

[magR,faseR] = bode(tf(R(n),[1 0]),w); 

  

% Diagrama de Bode de circuito fechado 

 

figure(2) 

semilogx(w,20*log10(magR(1,:)),'k:',w,20*log10(magR(1,:)),'k:') 

axis([.1,100,10,60]) 

hold on 

 

title('Determinação da frequência de início do RLE de circuito fechado') 

bode(pcl,w) 

end 

 

% ================================================================= 

 

% Cálculo para encontrar a amplitude e a fase da resposta de frequência linear 
 

[magpvsA,phi2(1)] = bode(pvsA,w(1));    

  

deltao(1) = qc*magpvsA; 

phi2(1) = phi2; 

 

vet_mag = [ ]; 

vet_fase = [ ]; 
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vet_w = [ ]; 

vet_de0 = [ ]; 

vet_p0 = [ ]; 

vet_mN = [ ]; 

vet_faseNit = [ ]; 

  

a = [qc*magpvsA;phi2]; 

  

for t = 1:1: length(w) 

  

[magpvsA,phi2] = bode(pvsA,w(t)); 

  

a = [qc*magpvsA;phi2]; 

     

[magGc,faseGc] = bode(Gc,w(t)); 

[magGa,faseGa]=bode(Ga,w(t)); 

  

teste = w(t); 

     

deltaoI(t) = a(1); 

phi2I(t) = a(2); 

  

xo = [deltaoI(t) phi2I(t)] ; % condição inicial 

     

[a,fval(t)] = fminsearch(@eqs,xo); 

     

if fval(t) > 0.0001 

         

deltaoI(t) = 24; 

phi2I(t) = -237; 

onset = w(t); 

  

xo = [deltaoI(t) phi2I(t)]; 

  

[a,fval(t)] = fminsearch(@eqs,xo); 

  

else 

         

deltaoI(t+1) = a(1); 

phi2I(t+1) = a(2); 

         

end  

     

deltait = a(1); 

phi2it = a(2); 

  

teste1 = a-xo; 

vet_1 = [vet_1, deltait]; 

vet_2 = [vet_2, phi2it]; 
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[magNit,faseNit] = dfunction(w(t),R,deltait); 

vet_mag = [vet_mag magNit]; 

vet_fase = [vet_fase faseNit]; 

vet_w = [vet_w w(t)]; 

vet_mN = [vet_mN magNit]; 

vet_phNit = [vet_faseNit faseNit]; 

  

A = (magGa*magNit*magGc); 

phi = (faseGa+faseGc+(phNit*180/pi)); 

 

% ================================================================= 

 

% Calculo da função descritiva de circuito aberto 

 

Nomag(t) = 20*log10(A);% +20*log10(K*qc) 

% Nomag(t) = 20*log10(A/sqrt(1-2*A*cos(dtr*phi)+A^2)); 

  

Nofase(t) = dtr*phi-2*pi;  

%-atan2(imag(-A*sin(dtr*phi)),(abs(1-A*cos(dtr*phi))))-2*pi; 

%-atan2(imag(-A*sin(dtr*phi)),(real(1-A*cos(dtr*phi))))-2*pi; 

  

vet_de0 = [vet_de0 deltao]; 

vet_p0 = [vet_p0 phi2]; 

  

w(t) 

 

end 

  

figure(3) 

[mlin,plin] = bode(Gc*Ga,w); 

figure(3) 

plot(plin(1,:)-360,20*log10(mlin(1,:)),'-o',Nofase/dtr,Nomag,'-*') 

xlabel('Fase de circuito aberto $[^{\circ}]$','interpreter','latex','FontSize',14) 

ylabel('Ganho de circuito aberto [dB]','interpreter','latex','FontSize',14); 

legend('Limite de estabilidade','Função descritiva','Resposta de frequência','interpreter','la-

tex','FontSize',14'); 

axis([-300,-50,-20,15]) 

ngrid 

hold on 

v1 = [-60 -90 -100 -120 -140 -160 -180]; 

v2 = [13.5 7.5 5.5 2.5 1.1 0 0];  

plot(v1,v2,'-k','LineWidth',1.5) % Limite de estabilidade para o critério OLOP 

  

figure(4)  

semilogx(w,fval) 
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% ================================================================= 

 

% Função descritiva do sistema segundo as Equações 114 e 115 

 

function f = eqs(x2) 

global w R dtr magGc magGa faseGc faseGa K qc t 

  

deltao = x2(1); 

phi2 = x2(2); 

  

[dfuncmag,dfuncphase] = dfunction(w(t),R,deltao); 

     

f = ((deltao/magGc)*cos(dtr*(phi2-faseGc))+(deltao*magGa*dfuncmag)... 

    *cos(dtr*(phi2+faseGa)+dfuncphase)-K*qc)^2.0... 

+((deltao/magGc)*sin(dtr*(phi2-faseGc))+(deltao*magGa*dfuncmag)... 

    *sin(dtr*(phi2+faseGa)+dfuncphase))^2.0; 

end 

 

% ================================================================= 

 

% Função descritiva para o elemento limitador de taxa (RLE) 

 

function [magN,faseN] = dfunction(freq,taxa,deltao) 

           

y = freq*deltao/taxa; 

  

if y < 1.1 % 1.0 

         

magN = 1; 

faseN = 0; 

     

else  

         

if (y < 1.862) 

            

magN = polyval([.2908 -1.4396 1.9232 .223],y) % Interpolação spline cúbica 

faseN = polyval([.528 -2.6213 3.5056 -1.4171],y) 

        

else 

  

 if y >= 1.862 

                             

magN = pi/y/2; 

phN = -acos(pi/y/2); 

                

end 

end 

end    

end 


