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Resumo

O objetivo principal desta dissertagao é o estudo do artigo escrito por M. Bremner e Jiaxiong Hu “On
Kruskal’s theorem that every 3 x 3 x 3 array has rank at most 57, onde o objetivo é mostrar que o posto
de todo tensor 3 x 3 X 3 é no maximo 5, um caso previamente estudado por Kruskal. Para chegar a
isso, comegaremos com defini¢oes e conceitos bésicos de algebra linear e multilinear, continuaremos com
tensores e seu posto, mostrando propriedades necessérias para o desenvolvimento do assunto. Chegaremos
ao estudo especifico dos tensores 2 X 2 x 2 e um algoritmo para encontrar seu posto, no final estudaremos
os tensores 3 X 3 X 2 e 3 X 3 x 3 mostrando resultados e exemplos sobre eles para chegar & demonstracao

do teorema principal com tudo o que é necessario para entendé-lo.

Palavras—chave: Tensor, Posto, Classificagao.



Abstract

The main objective of this dissertation is the study of the article written by M. Bremner and Jiaxiong
Hu “On Kruskal’s theorem that every 3 x 3 x 3 array has rank at most 5”, where the objective is to show
that the rank of every tensor 3 x 3 x 3 is at most 5, a case previously studied by Kruskal. To achieve this,
we will start with basic definitions and concepts of linear and multilinear algebra, we will continue with
tensors and their rank, showing properties necessary for the development of the subject. We will come
to the specific study of the tensors 2 x 2 x 2 and an algorithm to find their rank, at the end we will study
the tensors 3 x 3 x 2 and 3 x 3 x 3 showing results and examples about them to reach the demonstration

of the main theorem with everything that is necessary to understand it.

Keywords: Tensor, Rank, Classification.
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Introducao

No século XIX, os matematicos C.F. Gauss (1777-1855) e E. Galois (1811-1832) introduziram e estabe-
leceram os fundamentos da algebra linear, que, ao longo do tempo, contribuiram para a compreensao de
estruturas multidimensionais. No final do século XIX e inicio do século XX, G. Ricci-Curbastro (1853-
1925) e T. Levi-Civita (1873-1941) comegaram a desenvolver uma formulacéo sisteméatica de tensores no
contexto da geometria diferencial. Ricci-Curbastro e Levi-Civita introduziram o conceito de tensor em
seu trabalho sobre calculo diferencial absoluto, um conceito que permitiria a descri¢ao das propriedades

geométricas de objetos curvos [5].

No século XX, J. von-Neumann (1903-1957), com seu trabalho em &lgebra linear e teoria matricial, lan-
¢ou as bases para as técnicas computacionais que mais tarde seriam usadas para realizar decomposigoes
tensoriais [16]. No final do século XX, Joseph Kruskal (1928-2010), durante seu estudo de tensores es-
creveu o artigo “Three-way arrays: rank and uniqueness of trilinear decompositions, with application to
arithmetic complexity and statistics” [9] que foi a base para que Brenmer e Hu escrevessem o artigo “On

Kruskal’s theorem that every 3 x 3 x 3 array has rank at most 5” [3], que é a base desta dissertacao.

Deste modo esta dissertagao tem como objetivo principal estudar o posto de tensores de terceira ordem,
com énfase especial nos tensores do formato 3 x 3 x 3. O resultado culminante é a demonstragao de
que qualquer tensor T' € F3*3%3 com F = R ou F = C possui posto no méximo cinco, conforme ori-
ginalmente estabelecido por Kruskal e posteriormente refinado na literatura contemporénea. A prova
apresentada aqui segue uma estratégia construtiva: reduzimos casos gerais a configuracoes menores cujos
postos méaximos ja foram determinados, e utilizamos transformacoes lineares invertiveis para colocar as
fatias matriciais dos tensores em formas canénicas que facilitam a decomposicao. Nesta dissertacgao, a

menos que seja dito o contrario, utilizaremos como corpo base um corpo F com caracteristica 0.
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A dissertagio esta organizada em sete capitulos. No Capitulo 1, revisamos ferramentas fundamentais
de algebra linear e multilinear, incluindo formas canonicas, aplica¢cbes multilineares e propriedades es-
senciais do produto tensorial. Esse material fornece a base tedrica necessaria para o desenvolvimento
dos capitulos subsequentes. O Capitulo 2 introduz formalmente o conceito de tensor como elemento de
um espaco produto e discute o posto tensorial sob a perspectiva da decomposicao em tensores simples.

Também estudamos e analisamos a estrutura dos tensores de trés fatores por meio de suas fatias matriciais.

No Capitulo 3, examinamos detalhadamente os tensores 2 x 2 x 2, que constituem o menor formato no
qual a estrutura multilinear se diferencia substancialmente da algebra de matrizes. Analisamos o posto
desses tensores quando ao menos uma de suas fatias é nao singular, descrevendo todos os casos possiveis
e estabelecendo resultados que serao reutilizados posteriormente. O Capitulo 4 trata de tensores do tipo
m X n x 2, com foco particular no caso 3 x 2 x 2, apresentando limites superiores para seus postos a luz
dos resultados de Song e colaboradores. No Capitulo 5, estudamos tensores 3 x 3 X 2 e mostramos, por
meio de argumentos inspirados em Kruskal e Ja’Ja’, que seu posto é sempre no méximo quatro, utilizando

formas candnicas e decomposigoes explicitas.

O Capitulo 6 retine uma colecao de lemas intermediarios que preparam a demonstracao final. Nele, anali-
samos tensores 3 x 3 X 3 sob hipdteses estruturais especificas sobre suas fatias, garantindo em varios casos
que o posto nao ultrapassa cinco. Finalmente, no Capitulo 7, combinamos todos os resultados anteriores
para tratar o caso geral e apresentamos uma prova completa do fato de que qualquer tensor 3 x 3 x 3
sobre R ou C possui posto no maximo igual a cinco. O argumento baseia-se na decomposigao sistematica
dos tensores conforme os postos de suas fatias e na aplicagao de transformagoes lineares que reduzem o

estudo aos casos jé resolvidos.

Assim, esta dissertagao oferece uma exposicao detalhada, coerente e autossuficiente sobre o posto de
tensores de terceira ordem, desde os exemplos de menor dimensao até o teorema central de Kruskal.
Além de apresentar provas completas e estruturadas, o trabalho destaca ferramentas conceituais que
podem ser aplicadas ao estudo de tensores de formatos maiores, contribuindo para a compreensao mais

ampla da teoria de decomposi¢ao tensorial.



Capitulo 1

Conceitos de algebra linear e

multilinear

Neste capitulo reunimos os conceitos fundamentais de algebra linear e multilinear que serao utilizados
ao longo desta dissertagao. Iniciamos com uma revisao das formas canoénicas de Jordan e racional,
ferramentas essenciais para a compreensao da estrutura interna das transformagoes lineares e para a
analise de matrizes sob equivaléncia por similaridade. Em seguida, abordamos nogoes basicas sobre
aplicagOes lineares, bilineares e multilineares, destacando diferencas estruturais entre a algebra linear
classica e a dlgebra multilinear.

O capitulo ¢ baseado nas referéncias classicas [2], [1], [6], [7], [10], [L1] e [12], &s quais remetemos o leitor
para aprofundamentos adicionais. O objetivo principal é fornecer uma base solida e unificada que permita

o desenvolvimento dos resultados posteriores da dissertacao.

1.1 A forma canodnica de Jordan e racional de uma matriz

Aqui serdo mostradas as defini¢oes necessarias para entender o uso da forma canonica de Jordan (F.C.J.)
e racional (F.C.R.). Os resultados mostrados podem ser encontrados em |11, Capitulo 4, Segoes 4.3 e 4.4]
para mais detalhes.

O grupo GL(n,F)

Seja V um espaco vetorial, definimos GL(V') como o grupo de automorfismos de V. Se alguém fixa uma
base de referéncia para F", GL(n,F) é o grupo de mudangas de bases ou pode ser identificado com o
conjunto de matrizes n X n invertiveis.

Vamos agora com a F.C.J..



Definigao 1.1 (Bloco de Jordan). O bloco de Jordan J,,()\) é a matriz m x m sobre F tal que,

v 1 0 - 0]
Im(A) =

00 0 - 1

00 0 - A

Teorema 1.1 (Forma canoénica de Jordan (F.C.J.)). Seja A uma matriz n x n sobre um corpo F alge-

bricamente fechado. Entéo, existe uma matriz invertivel P € GL(n,F) tal que

k
PAP =J = Jm (M),

i=1

onde:

e A matriz J é uma matriz diagonal de blocos, chamada de forma canénica de Jordan de A, cujos

blocos s@o os blocos de Jordan Jy,, (A;).

e Os numeros Ai, ..., A; sdo as raizes do polindomio caracteristico contadas com multiplicidade, ou

seja, sdo autovalores (com repeticao) de A.
e Cada matriz J,,,,(\;) de ordem m; x m; é um bloco de Jordan de tamanho m; > 1.

Observagao. A forma canodnica de Jordan de uma matriz é tnica e pode ser calculada a partir da matriz.
Quando tem autovalores repetidos precisamos computar os autovetores generalizados, veja a Segao 7.8

de [2].

Corolario 1.1. Seja A uma matriz 3 x 3 sobre C. Entao existe uma matriz P € GL(3,C), tal que

P~'AP = J, onde J tem algum dos trés formatos abaixo:

A0 0 A 10 A 10
0 X 0], 0 X 0], 0 M 1
0 0 X3 0 0 X 0 0 X\

Exemplo 1.1. Considere a seguinte matriz sobre C:

0
-2

2
A= 10
0 1

N = O

O polinémio caracteristico de A é ps = (A—2)(A\? —2A+5) e seus autovalores sdo A\; = 2, \p = 142i, A3 =

A2 =1 — 2i. Pelo Corolério 1.1 existe uma matriz P tal que P~ AP = J onde
2 0 0
J=10 1+4+2 0
0 0 1—24



Exemplo 1.2. Considere as seguintes matrizes sobre C:

2 1 2 2 -1 1
A=10 I —%| e B=|0 3 0
0 3 4 0 0 3

Temos que

pa =det(A\] — A) = X3 — 8\% + 21\ — 18 = det(\] — B) = pp,

ou seja, as duas matrizes tém o mesmo polindmio caracteristico, onde suas raizes sao A\; = 2 simples e

A2 = 3 dupla. Fazendo o calculo como no Capitulo 7 de [2] temos que a F.C.J. de A e B séo

2 00 2 00
Ja=10 3 1| eJg=1]0 3 0
0 0 3 0 0 3

Agora vamos para a F.C.R..

Definigao 1.2. A matriz companheira C(f) de um polinémio ménico f(z) = 2™ + ap_12™ 1 + -+ +

a1x +ag é
0 0 0 —ay
1 0 0 —aq
c(f) =
o 0 --- 1 —Qm—1

Teorema 1.2 (Forma canonica racional (F.C.R.)). Seja A uma matriz n x n sobre F. Entdo existe uma
matriz invertivel P € GL(n,F) tal que

k
P™'AP = Rats =Y _C(fi)

i=1

onde:

1. A matriz Rat4 é uma matriz diagonal de blocos, chamada de forma canonica racional de A, cujos

blocos sao as matrizes companheiras de polinémios f;.
2. Cada f; satisfaz a cadeia de divisibilidade fi|fa]---|f%.
3. deg(f1) +deg(f2) + -+ deg(fi) = n.
4. O produto fifz--- fi € o polindmio caracteristico de A.
5. O polinémio fj é o polindmio minimo de A.

Observagao. A F.C.R. é tinica mas seu célculo é muito elaborado, mais detalhes podem ser encontrados

no Capitulo 7 de [7].



Corolario 1.2. Seja A uma matriz 3 x 3 sobre F. Entdo existe uma matriz P € GL(3,F), tal que

P~'AP = Rat4, onde R tem algum dos trés formatos abaixo:

a 0 O c 0 0 0 0 a
0 b 0], 0 0 b, 1 0 b
0 0 ¢ 0 1 a 0 1 ¢

Exemplo 1.3. Reconsiderando as matrizes sobre C do Exemplo 1.2:

2 1 2 2 -1 1
A=10 £ 1| e B=|0 3 0

(an)
ol
=
o
(an)
w

Lembrando que

pa =det(A\] — A) = X3 — 8\% + 21\ — 18 = det(\] — B) = pp,

ou seja, as duas matrizes tém o mesmo polinémio caracteristico, onde suas raizes sao A\; = 2 simples e
Ao = 3 dupla. Agora temos que para a matriz A o polindémio minimo é m4 = p4, enquanto para a matriz
B o polindmio minimo é¢ mpg = (A —2)(A—3). De acordo com o Corolério 1.2, podemos calcular a matriz

companheira de um polindémio monico, entdo as matrizes companheiras dos polindmios minimos de A e

B sao:
0 0 18
0 —6
C(ma)= |1 0 -—27 e C(mp)= Lo
01 8

A partir daqui pelo Teorema 1.2 temos que a F.C.R. da matriz A é a mesma matriz companheira de p 4.
Para a matriz B, no contexto do Teorema 1.2, j4 sabemos que fy = mp e precisamos encontrar f; de
grau um tal que fi.fo = pp e fi|fo. Portanto f; = A — 3 e precisamos anexar o bloco desse polindmio,

ou seja, a matriz [3] que é 1 x 1. A F.C.R. de B ¢é

3 0 0
0 0 6
01 -5

Lema 1.1. Seja F =R ou F = C. Sejam A e C' matrizes 3 X 3 sobre F com C nao singular. Entao existe

um A € F tal que a matriz A — AC' é singular.

Demonstra¢do. Como C é néo singular o determinante de C' ¢é diferente de zero, entdo a matriz A — AC
tem como determinante um polindmio na varidvel A, onde o coeficente que acompanha A\? é o oposto do
determinante da matriz C, ou seja, det(A — AC') = aX3 + bA% + cA + d com a = — det(C).

Logo, o coeficente nao é zero, ja que C' é nao singular, assim podemos dizer que no caso que F = R, o

polinémio tem pelo menos uma raiz real (o polindmio é de grau impar) ou se F = C, tem raiz também,



pois C é algebricamente fechado.
Por ter uma raiz, queremos dizer que existe pelo menos um A € F tal que det(A — AC) = 0, tornando a

matriz A — AC' uma matriz singular. O

Proposicao 1.1. [12, Capitulo 5] Seja A uma matriz real n x n. Entdo A serd simétrica se, e somente

se, for ortogonalmente diagonalizavel.

Demonstragao. O leitor pode encontrar a demonstracdo em [12]. O

Proposicao 1.2. [4, Capitulo 9] Seja A uma matriz complexa n X n hermitiana. Entao existe uma matriz

unitaria U e uma matriz diagonal real D tais que A = UDU ' = UDUH

Demonstragao. O leitor pode encontrar a demonstragao em [4]. O

1.2 Algebra multilinear

Nesta segao veremos algumas defini¢oes e conceitos de algebra multilinear, comecando com aplicagoes
lineares, depois bilineares, até chegar as aplica¢oes multilineares. Como referéncias basicas para esta

se¢do, utilizamos [6] e [10, Capitulo 1].

Aplicacoes lineares e bilineares

Uma aplicagao f é linear se f(v + aw) = f(v) + af (w) para todos v,w € F" e o € F.

Suponha que U, V e W sejam trés espagos vetoriais sobre F e considere uma aplicagao
p:UxV =W

¢ é chamado bilinear se satisfizer as condicoes

@(Axl + ;ux%y) = )\Sﬁ(fl,y) + Il'LSD(l.Q?y) T1,%2 € va € Va >‘7/~L € ]F,

@(Ia >‘y1 + p’yQ) = A@(I,yl) + [LQO($, y2) T e Ua Y1,Y2 € Va Anu eF.
Lembre-se de que se W =T, entao ¢ é chamada de fungéo bilinear. O conjunto I'm(p) de todos os vetores
em W da forma p(z,y),x € U,y € V nao é em geral um subespago vetorial de W. Ao definir a soma de
duas aplicagoes bilineares ¢ € ¢ por

(o1 +@2) (@, y) = p1(z,y) + pa(z,y)

e a aplicagao produto de uma aplicagao bilinear ¢ por um escalar A por

(Ap)(z,y) = Ap(z, ),

podemos introduzir uma estrutura de espago vetorial no conjunto B(U,V;W). O espago B(U,V;TF) de

todas as fungoes bilineares em U x V sera denotado simplesmente por B(U, V).



Exemplo 1.4. Como exemplo, sejam U = V = F? e W = F* espacos vetoriais. Selecione uma base

uy,uz em U e uma base wi, wq, ws, wy em W e defina a aplicagdo bilinear ¢ por
o(z,y) = En'wr + ' Pwy + Entws + EnPwy

onde = €Mu; + E2up ey = n1u1 + 772uQ. Entao um vetor

v
2:5 Nlw,
v

de W estéa contido em I'm(p) se e somente se as componentes satisfazem a relagao
AT =A% = 0.

Como os vetores z; = 2wy + 2wy + w3 + wy € 29 = wi + w3 satisfazem essa condi¢ao, enquanto o vetor

z =21 — 23 = w1 + 2ws + w4 ndo, segue-se que Im(p) nao ¢ um subespago de W.

Exemplo 1.5. Sejam m e n inteiros positivos. Sejam U o espago vetorial de matrizes m x n sobre F e

M uma matriz m x m dada sobre F. Definimos
fu(X,Y)=tr(XTMY) X, YeU.

Entao fy; € uma forma bilinear em U.

De fato, se X, Y e Z € U,

fau(eX +2,Y) =tr[(cX + 2)TMY]
=tr(cXTMY) +tr(Z"MY)

= cfu(X,Y) + fu(2,Y)
O fato de que a operagao transposta e a fungao trago sao lineares é usado aqui.

Aplicagoes multilineares
Suponha que nos sao dados p+1 espagos vetoriais V;(i = 1,...,p), W. Uma aplicacdo ¢ : Vi x---xV, - W

é chamada de p-linear se para todo 1 <¢ <p

O(T1, e Tim 1, AT+ UYs, Tig1,s - Zp) = AQ(T1, .., Tyy oo, Tp)

+/J’go('1:17"'7y’i7"'a1:p) :Ejvyie‘/iaAhueF'

Se W =T, entao ¢ é chamada de fungao p-linear.

Como no caso p = 2, o subespago de W gerado pelos vetores ¢(z1,...2,),x; € V; serda denotado por
Im(p). Seja L(V1,...,V,; W) o conjunto de todas as aplicacbes p-lineares ¢ : Vi x --- x V, = W.
Definindo a soma por

(e+¥)(@r,. o mp) = (@1, ap) + (21, 2p)



e a aplicagao produto de uma aplicagao multilinear ¢ por um escalar A por

Ao)(z1, ..., zp) = Ap(T1, ..., Tp)

obtemos uma estrutura de espago vetorial em L(Vi,...,V,; W). O espago de todas as fun¢des p-lineares

em V7 x ---V, sera denotado por L(V1,..., V).
Definigao 1.3. Seja G um grupo e V um espacgo vetorial. Um homomorfismo de grupos
p:G— GL(V)

é chamado de uma representagao linear de G (ou simplesmente, uma representagao de G).
Diz-se que G atua linearmente em V', ou que V' é um G-moédulo.
Exemplo 1.6. Aqui estdo algumas agoes: g € GL(V) atua em

1. V* por a+— aog~t.

2. End(V) por f+—go f.

3. Uma segunda agao em End(V) é por f+ go fog™t.

Esses exemplos fornecem homomorfismos de grupo GL(V) — GL(V*) e GL(V) — GL(End(V)).

Algebra linear vs algebra multilinear

Um dos resultados béasicos da algebra linear é que “posto é igual a posto linha é igual a posto coluna”,
ou seja, para uma aplicacdo linear f : U — V, rank(f) = dim f(U) = dim f7(V*). Ja para aplicacdes
bilineares, f : U x V. — W, o posto de f é geralmente diferente de dim f(U x V'), de fato o resultado
principal dessa dissertagao pode ser visto como o resultado de que o posto maximo de aplicagoes bilineares

FiF3 xF3 - ¢ 5.

1.3 O produto tensorial

A propriedade universal

Teorema 1.3. [6] Sejam U e W espagos vetoriais e seja ® : U x W — V uma aplicacdo bilinear. Diremos

que ® e V tem a propriedade universal do produto tensorial, se ela satisfaz as seguintes condigoes:

®1: Im(®) gera V.

®s9: Se ¢ é um aplicagao bilinear de U x W em qualquer espaco vetorial V7, entao existe uma aplicagao



linear f : V' — V; tal que o diagrama

comuta.
As duas condigbes acima sao equivalentes a seguinte condi¢ao tnica
® : Para cada aplicacao bilinear ¢ : U x W — V] existe uma tnica aplicagao linear f : V — V; tal que o

diagrama (1.1) comuta.
Demonstragao. A demonstragdo com todos os seus detalhes pode ser encontrada em [, Capitulo 1]. O

Definicao 1.4. O produto tensorial de dois espagos vetoriais U e W é um par (V,®),onde ® : UxW — V
é uma aplicacao bilinear com a propriedade universal.
O espago V, que é determinado unicamente por U e W a menos de isomorfismo, também é chamado de

produto tensorial de U e W e é denotado por U @ W.

Lema 1.2. O produto tensorial é comutativo e associativo a menos de isomorfismo no sentido de que

UV2VeU,

UeV)eWx2Ug (VeW).
Demonstragao. O leitor pode encontrar uma demonstragio detalhada em [6, Capitulo 1] O

Produtos tensoriais
Em fisica, engenharia e outras areas, tensores sao frequentemente definidos como matrizes multidimensi-
onais ou objetos com varios indices. Mesmo uma aplicacao linear é frequentemente definido em termos

de uma matriz que o representa em uma determinada escolha de base.

Definigao 1.5. O espa¢o V* ® W pode ser interpretado de diversas formas naturalmente isomorfas:

e como o espaco vetorial das aplicacoes lineares de V em W;
e como o espago das aplicagoes lineares de W* em V', via o isomorfismo determinado pela transposigao;
e como o dual do espaco tensorial V @ W*;

e e como o espago das aplicagoes bilineares V x W* — .

Exemplo 1.7. [10, Capitulo 1] Se U é um espago vetorial, seja U* := {f : U — F|f & linear} o espago
vetorial dual. Se a € U* e v € V, pode-se definir uma aplicagio linear a®v : U — V por u — a(u)v. Tal

aplicagao linear tem posto um. O posto de uma aplicacao linear f: U — V é o menor r tal que existem



at,...,ar €U  ewvy,...,v, €V taisque f=> 1, a; ®v;.
Se F?* e F3 tem bases (e}, e3), (f1, f2, f3), respectivamente, e A : F2 — F3 é uma aplicagdo linear dada

em relagao a esta base por uma matriz

ailr a2
A= Q21 Qa22
az1 as2

entao A pode ser escrita como o tensor
A=a11e] ® fi +az21e] ® fo+azie] ® fz 4+ a12e5 @ f1 + age; @ fo + asie; @ f3
=e] ® (a11f1 + a1 fo + azif3) + €5 @ (ar2f1 + ax fo + asza f3),
e assim existe uma expressdo A = o ® by + a3 ® b, portanto A tem posto no méximo dois.
Definigao 1.6. Sejam V7,..., Vy espacos vetoriais. Uma fungao
fVix-oxV,—>F (1.2)

¢é multilinear se for linear em cada fator V;. O espago de tais fun¢oes multilineares é denotado Vi* ® V5* ®
---®V} e chamado de produto tensorial dos espacos vetoriais V7*, ..., V,". Os elementos T € V*®---®@V}*
sdo chamados tensores. O inteiro k é algumas vezes chamado de ordem de T. A sequéncia de ntmeros

naturais, dim(V4), ..., dim(V;), é algumas vezes chamada de dimensoes de T'.

Agora mostraremos como um tensor é formado através do produto tensorial de trés vetores.

) ay b1 c1 )
Sejam a = , b= ec= , seu produto tensorial se define como:
ag bg [65)
ai by C1 arby  aibs C1
® ® = ®
a2 by C2 azby  azbs C2

arbicr  arbica | arbacr  arbaco

agbicy  agbicay | asbacy  asbaco

e assim obtemos um tensor 2 x 2 x 2.

ai by C1
Sejam a = |ay|, b= |by| € c= |cy|, seu produto tensorial se define como:
as b3 C3
ay b1 C1 _a1b1 a1b2 a1b3 Cl_
as| ® [boy| ® |co| = |agby agby a1bs| @ |co
as b3 C3 a3b1 a3b2 a3b3 C3

arbicr  arbica  arbics | arbacy  arbacy  arbacs | arbser  aibsea  aibscs

= | agbici agbica azbics | azbacy  agbacy  agbacy | azbzer  azbzcy  azbses

asbici  asbica  asbics | asbaci  asbaca  asbacs | asbscr  asbsco  asbscs

)



e assim obtemos um tensor 3 x 3 x 3.
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Capitulo 2

Tensores, posto e exemplos

Neste capitulo apresentamos os conceitos fundamentais necessarios para o estudo estrutural de tensores,
com énfase especial nos tensores de terceira ordem. Iniciamos discutindo a nogao de tensor como um
elemento de um espago produto, interpretacao que permite vé-lo como uma generalizagao natural das
matrizes para dimensoes superiores. A partir dessa perspectiva, introduzimos a defini¢cdo de posto de um
tensor, conceito central que mede a complexidade de sua decomposi¢ao em tensores simples. Também
discutimos propriedades basicas, exemplos ilustrativos e resultados que utilizaremos em capitulos poste-
riores.

Finalmente, focamos em tensores de trés fatores, descrevendo sua estrutura por meio de fatias bidimensio-
nais e desenvolvendo ferramentas matriciais para estimar e calcular seu posto. Os resultados apresentados
aqui constituem a base tedrica essencial para o desenvolvimento das segbes seguintes, nas quais investi-
garemos problemas especificos envolvendo decomposigoes tensorais e critérios de identificagao de posto.

Como referéncia para este capitulo usamos [1], [10] e [13].

2.1 O posto de um tensor

Dados 51 € Vi, ..., Br € V¥, defina um elemento 8; ® --- ® B € V" ® --- @ V¥ por

BL @ @ Bylur, ... ux) = Br(ur) - Brlur).

Definicao 2.1. Um elemento de Vi* ® V5 ® --- ® V) como na Defini¢ao 1.6 é dito ter posto um ou ser

simples se pode ser escrito na forma 31 ® -+ ® Sg.

A propriedade de ter posto um é independente da escolha de base |10, Capitulo 2, Se¢ao 4|. Trabalharemos

com o espaco vetorial V' de dimensao finita e identificaremos V' com V*.

Definigao 2.2. Defina o posto de um tensor T € V1 @ Vo ® - - - ® Vj, denotado R(T'), para ser o niimero

minimo r tal que T'= ", _, Z, com cada Z, de posto um.

11
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Exemplo 2.1. Sejam u,v,w € F? tais que

2 1/2 -2
u = ,U = ,W =
1 -1 -3
Note que
2 1/2 -2
URUVR W = ® b2
1 -1 -3
1 -2 -2
1/2 -1 -3
-2 =3 |4 6
-1 =-3/2|2 3

Assim u ® v ® w € F2%X2%2 ¢ um tensor de posto um, ou seja um tensor simples.

2.2 Tensores invariantes

Certos tensores, vistos como aplicagoes multilineares, comutam com a ac¢ao do grupo de mudancas de
bases, ou seja, como tensores, eles sao invariantes em relagao a agao do grupo, para mais detalhes, o leitor
pode consultar [1, Capitulo 2] e [10, Capitulo 2].

GL(V) em V&4

O grupo GL(V) atua em V9. A acio em elementos de posto um ¢, para g € GL(V) e v; ®---Qug € V&I,

g- (@ @u)=(g-v1)@ - (g-va), (2.1)

e a acdo em V®4 ¢ obtida estendendo esta acdo linearmente. Da mesma forma, GL(V;) x --- x GL(V)

atuaem Vi ® -+ - ® Vg.

Exemplo 2.2. Seja V = F? com base canonica {ej,es}, entdo o espago V3 = V@V @V tera dimensao
2 0

23 = 8 com base {e; ® e; ® exl|i, j, k € {1,2}}. Seja agora M € GL(2,F), tal que M = é uma
0 3

matriz 2 x 2 invertivel, entdo M atua sobre os elementos de v € F? pela multiplicacdo matricial usual.

Seja T € F2*2x2 dado por

T=e1Qe1®ex+eaRer®e; =



Agora, ao aplicar a acdo de grupo M, obtemos:

M- T=M-(e1®0e1®e2)+ M- (e2Re2®e7)
=(M-e;0M-e1@M-e3)+ (M-ea@M-ea @M - e7)
= (2e1 ® 2e1 ® 3ea) + (3e2 ® 3ea ® 2¢7)
=12(e1 ®e; ®ea) + 18(e2 ® ex @ e1)

0 12|10 O
0 0]18 O

Exemplo 2.3. SejaT =¢e; ®e; ® e1 + ea @ ea @ en € F2X2%X2 Consideramos o subgrupo
H={(9,9,9) | g € GL(2,F) diagonal, com g = diag(\, u) e A\> = p® = 1}.
Entao, a agao de (g, g,¢g) sobre T é:

(9,9.9) T=N(e1®e1 ®e1) + p*(ea®es ®er) =T,

13

pois \* = 3 = 1. Portanto, T ¢ invariante sob a a¢ao do subgrupo H = u3 x u3 C GL(2,F) x GL(2,F) x

GL(2,F), onde u3 ¢ o o grupo de raizes cibicas da unidade em F : {¢ € F|¢3 = 1}.

2.3 Tensores de 3 fatores

A partir de agora trabalharemos com tensores de terceira ordem. Geralmente em matematica trabalhamos

em tensores de segunda ordem, ou seja, matrizes. Em matrizes trabalhamos em colunas e linhas, em

tensores trabalharemos em fatias que sdo denotadas como ., x;:k, T;;. respectivamente. As fatias sao

secoes bidimensionais de um tensor, obtidas fixando um dos trés indice. A Figura 2.1 mostra as fatias

horizontais, verticais e frontais de um tensor T'.

Figura 2.1: Fatias
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Se tivermos trés vetores coluna,

ai by c1
a=|:| €eFP, b=|:| el e c=|:| elf™
ap by o
Seu produto tensorial a ® b ® c serd o tensor p X ¢ X m de posto um onde a entrada ijk é a;b;cy.

Em geral seja T' € FPX2*™ um tensor. Podemos representa-lo por meio de suas fatias frontais como:

T=[A]As]--- | A,

onde cada fatia frontal Ay € FP*? é dada por:

Avir Aok 0 Aigk
Agik A2ok - Asgk

Ap = A(:y k) = ) _ _ para k =1,2,...,m.
Ap,l,k Ap,2,k T Ap,q,k

Proposicao 2.1 (Propiedades das fatias). Sejam T e S tensores de trés fatores com fatias frontais

Ty,...,7%,S51,...S, ea € F. Entao T + aS tem como fatias frontais 71 + aS1, ..., Tk + aSk.

Nosso objetivo é encontrar o posto de um tensor, que é, como sabemos, o menor inteiro nao negativo n

para o qual o tensor T pode ter a seguinte decomposigao:

T=Y a 0@ @ (2.2)

i=1
O posto nao muda se permutarmos as fatias em qualquer diregao, por exemplo, dadas as permutagoes

a €Sy, B €Sy vE Sy, temos outro tensor p X ¢ x m dado por

(e, B,7)-T)ijk = Ta(iys(i)v(r)-

Além disso, o posto nao muda se aplicarmos uma mudanca de base em alguma direcao, por exemplo,

dadas as matrizes invertiveis
A = (aiyi,) € GL(p,F), B = (bj,;,) € GL(q,F), C = (cyky) € GL(M,F),

temos outro tensor p x ¢ X m dado por

p q m
(A, B,C).Tivjuks = D D > Girinbju o Chrks i ok

in=1jo=1ko=1

O resultado a seguir sera util para noés mais tarde [3, pag 402].

Proposigao 2.2. Seja um tensor T' € FPX2*™ com fatias frontais Ay, ... A,, € FP*4. Entéo

R(T) > max rank(Ay).

1<k<m
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Demonstrag¢iao. Vamos supor que R(T) = m. Por definigdo de posto, existe uma decomposigao de T em

tensores simples:

=3 @b @),
=1

onde para cada i, ) € F?, b)) € F?, e () ¢ F™,

Para cada k =1,...,m, a fatia A de T é:
Ay = Z a,(f)b(i) ® @
i=1

onde ag) é 0 k-ésimo componente do vetor a(?. Cada matriz b¥ ® ¢* tem posto no méaximo 1, pois é
um produto tensorial de vetores. Assim, A é a soma de no maximo m matrizes de posto < 1.
Portanto, pela defini¢do de posto de matrizes, expressar Aj como uma soma de matrizes de posto < 1

requer pelo menos rank(Ay) termos. Portanto

m > rank(Ay), Vk=1,...,m,

e assim,
= > .
R(T)=m> ax rank(Ay)
O
Proposigao 2.3. Seja T' € FPX2*™ um tensor com fatias frontais Ay, ..., A, € FP*?. Entdo
R(T) < ZR(Ak)'
k=1

Demonstracao. Para cada k, escrevemos Ay como soma de matrizes de posto 1:

Tk
Ay :ZuvT, onde 1, = R(4;), u € FP v e 9.
i=1
Seja w®) € F™ o vetor canénico cuja k-ésima coordenada é 1 e as demais sdo 0. Entdo cada tensor

u®v®w® possui todas as fatias nulas, exceto a k-ésima, que é precisamente uv”. Assim,

m Tk

T:22u®v®w(k).

k=1 i=1
Esta é uma decomposicao de T" como soma de Z;nzl 7 tensores de posto 1. Pela definicao de posto,

concluimos que
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2.4 Resultados sobre tensores de 3 fatores

Definicao 2.3. [13, Capitulo 14] Sejam U, V, W espagos vetoriais de dimenséo finita sobre um corpo F.

Entao, existe um isomorfismo natural de espagos vetoriais:

UV eW =Hom(U*,V e W),

onde U* é o espaco dual de U, e Hom(U*,V ® W) denota o espago das aplicagdes lineares de U* em
Vew.

Esse isomorfismo é definido da seguinte forma:

T:Zui®vi®wi — fEHom(U*,V@)W),

i=1
onde T é dada por:
T

T(t) = Zt(ul) - (v; ®w;), paratodote U”.
i=1

Reciprocamente, toda aplicagao linear F' : U* — V ® W determina um tnico tensor T € U ® V @ W que

satisfaz a relagao acima.
Exemplo 2.4. Seja
T =€ ® €2 ® €3,

um tensor simples. Pode ser interpretado como uma aplicagao linear:
T: (F?’)* —>F3®F3, ti—>t(€1)(€2®63).

Ou seja, para qualquer forma linear ¢ € (F%)*, T'(t) ¢ um miltiplo escalar de e; ® e3, onde o escalar é

t(el).

A partir de agora identificaremos 7" com T. A seguinte propriedade de posto é dada em termos matriciais

e serd de grande ajuda em demonstragoes posteriores.

Teorema 2.1. [10, Capitulo 3, Se¢do 1] Seja T € UV @ W. Entao R(T) é igual ao ntimero de matrizes

de posto um necessarias para gerar (um espago contendo) T'(U*) C V@ W.

Demonstragao. Sejar = R(T), de modo que haja uma expressao T’ = Y ., u; ®v; @w;. Os vetores u; nao
precisam ser linearmente independentes, e similarmente para v; e w;. Entao T(U*) C (v1Qwy, . . ., vQwy)
mostra que o nimero de matrizes de posto um necessarias para gerar T(U*) C V ® W é no maximo
R(T).

Por outro lado, digamos que T'(U*) é gerado por elementos de posto um v ® wi,,...,v, ® w,. Seja
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u',...,u® uma base de U*, com base dual us,...,u, de U. Entao T'(u") = > _, z’vs ® w, para algumas

constantes z%. Mas entao

T

T= Zuz ® (zivs @ wy) = Z(Z rhu) @ v, ® wy,

s=1 1
provando que R(7T) é no maximo o nimero de matrizes de posto um necessarias para gerar T(U*) C

VoW O

Exemplo 2.5. Seja U =V =F? e W = 3, com as seguintes bases:

1 0
1 0 9 1 1 9 3
Uy = , Uy = e -, v = , Ug = e -, wy = |0, ws=|1| €F°.
0 1 1 -1
0 0

Seja o tensor T'€ U ® V ® W definido por:
T=u ®v1 @wi + uz @ v2 @ wa.
Podemos representé-lo como uma fungao linear:
T:U"—>VeW.
Como U* = F?, tomamos a base dual {¢1, ¢2}, onde:

p1(ur) =1, ¢1(ug) =0, $2(ur) =0, ¢a(uz) = 1.
Aplicando T aos elementos da base dual:
T(p1) = ¢1(wr)(v1@wr)+¢1(u2) (V2 @w2) = v1@W1, T(P2) = Pa(ur)(vi @w1) +d2(u2) (V2 @W2) = V2 w3

Portanto, a imagem de T esta contida no subespaco de V ® W gerado por:

1-1 1-0 1-0 1 0 0 1-0 1-1 1-0 0 1 0
v QWi = = , Vg ® Wy = =
. 1-0 1-0 1 0 0 -1-0 -1-1 -1-0 0 -1 0

Como os tensores v; ® wi € v ® wy sdo LI em V ® W =2 FS, concluimos pelo Teorema 2.1 que:
dim(Im(T)) =2 = R(T)>2.

Além disso, como T' é soma de dois tensores simples, segue que R(7T") < 2. Como ja vimos que R(T') > 2,

concluimos que R(T) = 2.

Exemplo 2.6. Seja T€c UV @ W com U =V =W =3, Sejam as bases canonicas:

1 0 0
uy = |0|, we=|1|, wuz3=|0|, e similarmente para v;,w;.

0 0 1
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Definimos o tensor:

T:U1®’Ul ®w1 +’LL2®’UQ®1U2+U3®’03®IU3‘
Queremos calcular T : U* — V @ W. Tomamos a base dual {¢1, ¢, ¢3} de U*, tal que:
Gi(uz) = 5.
Aplicando T a cada elemento da base dual:

T(¢1) = ¢1(u1)(v1 @ wi) + ¢1(uz)(v2 @ wa) + ¢1(u3)(vs @ w3z) = v1 ® wy,
T(¢2) = v2 ® wa,

T(¢3) = v3 ® ws.
Portanto, a imagen T(U*) C V ® W & gerada pelos trés tensores simples:
v Q@ wi, V2 ®wz, U3 ws.

Como v; ® w; sdo linearmente independentes (tém suporte em posigoes distintas da matriz 3 x 3), sdo
claramente independentes em V @ W = F?. Logo, a dimensdo da imagem T'(U*) ¢ 3. Como a imagem
tem dimensao trés, é impossivel gerar T'(U*) com duas matrizes de posto um. Por isso, pelo Teorema

2.1, o posto do tensor é igual a 3, R(T) = 3.



Capitulo 3

Tensores 2 x 2 X 2

O estudo dos tensores 2 x 2 x 2 ocupa um papel central na teoria de decomposicdo tensorial, pois eles
constituem o menor exemplo no qual a estrutura multilinear deixa de se comportar de forma anéloga &
algebra matricial classica. Diferentemente do caso matricial, em que conceitos como posto, diagonalizagao
ou equivaléncia por transformacoes invertiveis sao bem compreendidos, os tensores de ordem trés sao mais
complicados.

O objetivo deste capitulo é analisar detalhadamente o posto dos tensores 2 x 2 x 2 e fornecer um algoritmo
para seu calculo. O estudo desenvolvido aqui nao apenas resolve completamente o caso 2 X 2 X 2, mas
também ilustra estratégias uteis para formatos maiores, estudados em capitulos posteriores com ajuda

de [3] e [15].

3.1 Exemplo

Exemplo 3.1. Considere os espagos vetoriais U = F2, V = F? ¢ W = F2, com bases {uy,us}, {v1,v2},

{wy,ws}, onde:

Definimos o tensor:

T=u Qv QW +u vy ®@wy+ uz v ® ws.

Vamos calcular T : U* — V @ W. Seja {¢1, 92} a base dual da base {u,us} de U, ou seja:

d1(ur) =1, ¢1(uz2) =0, ¢a(u1) =0, ¢o(uz) = 1.

19
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Entao:

T(¢1) = ¢1(u1)(v1 @ wy + v2 @ wa) + ¢1(uz2)(v1 @ w2) = v1 @ Wy + V2 @ Wa,

T(¢2) = ¢2(w1)(v1 @ w1 + v2 @ wa) + P2(uz)(v1 ® w2) = V1 ® wa.
Portanto, a imagem T(U*) C V ® W é gerada pelos tensores:
U Qwi, V2 @w2, V1 & Wa.

Vamos verificar se esses trés tensores de posto um sdo linearmente independentes em V @ W = F* (ja

que dim(V ® W) = 2 x 2 = 4). Calculando explicitamente:

1 1 1 1 0 1 0 O
v ®w = & = , V2 Quwg = & = )
0 1 0 0 1 -1 1 -1
1 1 1 -1
’Ul®w2: ® =
0 -1 0 O

Note que a imagem T(U*) C V ® W é gerada pelos trés tensores v; ® wy, vy @ wa, € V1 ® wa, cujas

representagoes matriciais sao:

1 1 0 0 1 -1
M, = 5 My = ’ M3 =
0 0 1 -1 0 O

Verifiquemos se esses trés tensores sdo linearmente independentes. Suponha que exista uma combinagao

linear
alMy + BMs +yMz = 0,

isto &,

1 0 1 -1 0 0

a + +7 =

0 0 1 -1 0 0 0

Somando as matrizes:
a+vy=0
at+y a—vy 0 0

= = Oé—fy:O :>a:’y:ﬂ:0
B —p 0 0
p=0
Portanto, os trés tensores sao linearmente independentes. Assim, a imagem T(U*) tem dimensao 3, e
nao pode ser contida em um subespago gerado por apenas dois tensores simples. Pelo Teorema 2.1,
concluimos que:

R(T) = 3.

Como vimos, esse método é bastante trabalhoso. Por isso, exploraremos outros casos nos quais o calculo

do posto pode ser feito de forma mais eficiente.
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Com esse exemplo, podemos ver que é bastante trabalhoso e dificil calcular o posto de um tensor 2 x 2 x 2,
que é o menor tensor que ndo é uma matriz. Além disso, encontrar uma decomposicdo explicita como
soma de tensores simples pode ser ainda mais dificil [15]. No entanto, ao longo deste capitulo, veremos
métodos que facilitam esse calculo e, ao final, apresentaremos um algoritmo eficiente para determinar o

posto.

3.2 Resultados em tensores 2 x 2 x 2

Lema 3.1. [15] O posto de um tensor T' = [T1|T3] € F?*2%2 ¢ o0 menor inteiro n > 1 tal que as fatias
frontais 11, T tém a forma T} = ADB”, T, = AEBT onde A, B sdo matrizes 2 X n e D, E sdo matrizes

diagonais n X n.

Demonstragdo. Suponha que existem matrizes A, B, D, E como no enunciado tais que T' = [ADBT|AEBT)].
Se A=lay -+ ay], B=1[b1 -+ by], e os elementos diagonais de D e F sao (di,...,d,) e (e1,...,€n),
entao temos:

ADB" = "d;a;b], AEBT =) e;ab].
=1 =1

Portanto

T =[ADB"|AEB"] = | dia;b] | Y eia:b]
=1 =1

n

Z [diai blT |61alsz]

i

Il
-

|

s
Il
_

a; ® by @ (vid; + vae;).

Portanto o posto de T' é menor ou igual a n.

Reciprocamente se T' ¢ um tensor de posto n, entao
T=H,+Hy+ - Hp,

onde cada H; é um tensor simples. Portanto existem para cada i, vetores a;,b; € F? e escalares d; e
e; € I, tais que
H, =a;0b; ® (’Uldi + ’U2€i).

Onde {vy,v2} é a base canoénica de F2. Considere as matrizes A e B, as duas 2 X n construidas usando
como colunas os vetores a; e b;. Também as matrizes D e E, as duas n X n as quais sao diagonais com
as coordenadas do vetor d; na diagonal de D e as coordenadas do vetor e; na diagonal de E. Portanto

T = [ADBT|AEBT). O
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Definigao 3.1. Chamamos o tensor T' de superdiagonal se ele tiver uma destas formas para «, 8 € F—{0}:

a 010 O 0 a|0 O 0 0|0 pB 0 0|8 O
0 0/l0 8| 008 ol a 0]0 0|’ 0 al0 0
Lema 3.2. [15, pag 632] Um tensor superdiagonal tem posto 2.

Demonstra¢ao. Fazendo permutagoes se necessario, podemos assumir que 7' é da primeira forma, ou seja,

a 00 0
0 0/0 B

T =

A partir daqui podemos decompor T' como a soma de dois tensores simples, ou seja,

a 010 0 a 1 1 0 0 0
0 0/0 B 0 0 0 ; 1 1

Isso mostra que o posto de T é < 2.

Agora a forma geral de um tensor simples de acordo com o Lema 3.1 é substituir T' = [T1|7%] com

da1b1 da1b2 ea1b1 6&1()2

T, = ADBT = , T, = AEBT =

da2b1 da2b2 ea2b1 6&2b2

Que & igual a Ty = d(ABT) e Ty = e(ABT), portanto, T} e T, sdao miltiplos escalares da mesma matriz
ABT de posto 1 e isso nao pode acontecer em um tensor superdiagonal que, portanto, tem posto > 2.

Assim, um tensor superdiagonal tem posto 2. O

As vezes trabalharemos em fatias horizontais ou verticais, mostremos as seis fatias de um tensor 7.

111  T121 | T112 T122

TF = 9
T211 X221 | T212 T222
111  T112 | 121  T122

TV - ’
T211 X212 | T221 T222
T111  T121 | T211  T221

Ty =
T112 T122 | T212  T222

Assim Tr é o tensor em suas fatias frontais, Ty, é o tensor em suas fatias verticais, e Ty é o tensor em suas

fatias horizontais. Note que se Tr = [@ S|y §] como colunas, entdo Ty = [ |8 ] como colunas,

ol B : - |y .
ese Tp = como linhas, entao Ty = como linhas.
V|0 B|é
Lema 3.3. |15, pag 632] Seja T' € F2*2*2 um tensor diferente de zero que nio seja superdiagonal. Entao

T tem posto 1 se e somente se todas as suas seis fatias forem singulares.
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Demonstragio. (=) Temos que se T tem pelo menos uma fatia ndo singular seu posto é > 2, ja que essa

fatia teria posto 2 pela Proposicao 2.2.

(<) Vamos provar que se todas as fatias de T forem singulares, entdo T tem posto 1.

Caso 1. Alguma fatia é zero.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que 77 = 0. Como 75 é diferente de zero e singular, entao

Ty = a ® b com vetores a,b em F? — {0}, entdio T = a ® b ® e5 com ey = [0,1]7 e T tem posto 1.

Caso 2. Nenhuma fatia é zero.

Como T) ¢ singular e diferente de zero, temos que T} = a ® b com a = [a; az]T e b = [b bs] ndo
simultaneamente nulos. Transpondo as fatias verticais de T' se necessario, podemos assumir que a primeira
coluna de T} ¢ diferente de zero. Como T} é singular, Ty = [a Aa], para algum a € F? nio nulo e algum
Ael.

Escreva Tr = [a Aalc d], com a,c,d € F? com a # 0 e A € F. Portanto Ty = [a ¢ | Aa d]. Como todas as
fatias sdo singulares temos que ¢ = pa para um p € F e Ty = [a pa | Aa d].

Subcaso 2a. A = 0.

Temos Tr = [a 0 | ¢ d] com d # 0 pois nenhuma fatia é zero.

Se p # 0 temos que como T5 é singular, existe um v € F — {0} tal que d = va e Tr = [a 0 | pa va.

Olhando para T em suas fatias horizontais temos

aq 0 a9 0
Ty =
Hnaq vay | paz  rvaz

Daqui temos que a; # 0 # ag pois se alguma fosse zero, teriamos uma fatia horizontal nula. Além disso,
as fatias horizontais também sdo singulares, portanto o determiante va3 da segunda fatia horizontal é
zero e assim v = 0. Voltando as fatias verticais, teriamos Ty = [a pa | 0 0] e a segunda fatia vertical
seria zero, o que é uma contradigao.

Se =0 entdo Tr = [a 0 | 0 d], neste caso vendo T em suas fatias horizontais temos,

aq 0 as 0

0 di| 0 ds

Ty =

neste caso, como as fatias devem ser singulares mas nao nulas, entao deve ser que a; e do sejam zero, ou
as e di sejam zero; em ambos os casos, terfamos um tensor superdiagonal, que, como sabemos pelo Lema
3.2, tem posto 2, portanto p nao pode ser zero.

Assim, chegamos a uma contradigdo (u néo pode ser zero e nao pode ser diferente de zero), entdo A néo

pode ser igual a zero.
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Subcaso 2b. A # 0.
Temos que Ty, = [a pa | Aa d], como Aa # 0, entdo d = va para algum v € F, entdo Tr = [a Aa | pa va).

Como aj # 0 ou as # 0 temos,

aq )\al a9 )\CLQ
Ty =
Haq rvayp | paz rag

E a singularidade das fatias horizontais implica que v = A, portanto
Tr = [a Aa | pa Mua] = [ar a)” @ L N7 @[1 )7,
ou seja T tem posto 1. O
Observacdo. Até agora temos que para um tensor T € F2*X2%2;
1. Seu posto é zero se e somente se T for o tensor zero.
2. Se T for um tensor superdiagonal, entao seu posto é 2.

3. O posto de T é 1 se e somente se T for diferente de zero, nao for superdiagonal e todas suas fatias
forem singulares.

A seguir vamos dar uma cota superior para o posto de T € F2x2x2,
Lema 3.4. |15, pag 632-633] O posto de um tensor T’ € F2%2X2 & no méaximo 3.

Demonstragao. Como mencionado na observagao anterior, basta considerar o caso em que uma das fatias

de T seja nao singular. Fazendo as permutagoes necessarias, assumiremos que 75 nao é singular.

~ L . . ~ —1
Temos T = [T1|T»], como T nao é singular, ele tem uma inversa, entdo operando por T, = temos:

1 0
T1T2_1 _ |y 2 o T2T2_1 _Id— ,
Y21 Y22 0 1
Logo temos o novo tensor
1 0
g [T1T51|Id] _ Y11 Y12

Yo1 Y22 |0 1

Que tem o mesmo posto que T'. Podemos decompor o tensor S como a soma de trés tensores simples:

g yin yi2 |1 0

Y21 Y22 |0 1

Y12 yi2 |0 0 Y11 — Y 01 0 0 0 0 0
12 Y12 +11 12 n

| Y21 Y2 |0 O | 0 0]0 O 0 yoo—y21 |0 1
_ Y2 . 1 @ 1 n 1 ® Y11 — Y12 @ 1 n 0 @ Y22 — Yo21 % 0
wr| o] |1 o 1 ol |1 1 1

Assim cada um dos tensores tem posto 1 e o tensor T' tem posto no maximo 3. O
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Seja T € F2*2%2 um tensor com uma fatia nao singular. Entdao T nao é superdiagonal nem nulo. Pelo
Lema 3.3 o posto de T' é > 2 e do Lema 3.4 vemos que o posto de T é no méaximo 3, ou seja, T pode
ter posto 2 ou 3. No proximo teorema veremos os casos em que cada posto é valido. Para simplificar a

demonstracao do teorema, definimos uma fungao auxiliar no préximo lema.

Lema 3.5. Seja T' € F2*2%2 tal que T = [T} |T»] com T} ndo singular, T, ndo é um miltiplo escalar de
Ty, defina f : F — F como X\ — det(T5 — AT1). Entdo T tem posto 2 se e somente se f tem duas raizes

distintas em F.

Demonstragao. (=). Pelo Lema 3.1, temos para n = 2

A:[a(l) a(Q)}, B:{b(l) b<2>], D= ‘f)l ; ’ o 601 o1
2 es

onde 71 = ADB” = diaMbMW7T + dya@b@T e Ty = AEBT = e1aWbMW7T + 0P pAT.

Por hipotese temos que T; néo é singular, entdo tem posto 2, logo temos que dy # 0 # ds.

Afirmagao: A matriz £ nao é um miltiplo escalar de D.

Se fosse um multiplo escalar entdo E = AD para um \ € F e terfamos que T, = AEBT = ANDB! =
MDBT = )T} o que é uma contradicio, pois assumimos que T5 ndo é um miultiplo escalar de T;. Daqui

temos que:
diey # daey
ey # d;1d261
d2_1€2 #+ dl_lel
entao, as matrizes Th — dflelTl el — d5162T1 sao diferentes, também temos que
T — dl_lelTl = e1aMVpWT 4 e0q@pAT _ dl_lel(dla(l)b(l)T + dga(z)b(z)T)
= e1aMpIT 4 ,a@pPT — 01aWpIT — g7 dyeaPpPT

= dl_l(dleg — dgel)a(2)b(2)T.

Ty — dyteaT) = e;aMbMT 4 e0a@bDT — 451 ey (dia VDT + dya@pT)
= ela(l)b(l)T + 62a(2)b(2)T _ dldglega(l)b(l)T _ ega(2)b(2)T
= *d2_1(d1€2 — dgel)a(l)b(l)T.
Entao vemos que essas duas matrizes tém posto 1, portanto sdo singulares, logo det(7T5 — A\T}) tem duas
raizes distintas A\ = dl_lel e Ny = d2_1€2.
(«<). Seja a fungao
f:F—F

A — det(Ty — NT7),
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a qual tem duas raizes distintas A1, Ao € F. A partir daqui temos duas matrizes To — \1T1 e T — AT}
que sdo singulares. Se uma delas for zero teriamos que 75 é multiplo escalar de T; e por hipdtesis isso

nao acontece, portanto nenhuma é nula e assim as duas tem posto 1. Entao:
(M= A) "N (T = XoTh) = oW @ B £0, —(\ = A) TN (T = MTh) = a® @ 8@ £,
temos que:

()\1 — /\2)_1(T2 — )\ng) = Oé(l) ® ﬁ(l)
T2 — )\2T1 = G{(l) ® 6(1) ()\1 - )\2)
Ty — ATy = Mot @ B = A ® g

T5 = N4 + >\1C¥(1) (9 ﬁ(l) - )\204(1) & 5(1)7 (31)
por outro lado;

—(/\1 — )\2)71(T2 — )\1T1) = 06(2) ® 6(2)
T — )\1T1 = 04(2) ® 6(2)()\2 - )\1)
T2 — )\1T1 == )\204(2) ® 5(2) - )\104(2) & ﬂ(Q)

T = T4 + )\20[(2) (39 ﬁ(2) — >\1a(2) & ﬂ(2)a
a partir dessas equacoes temos que,
AT+ MM @ B0 — xa® @ M = ATy — \a® @ 8P + Aa® @ g3
ATy = MTy = =Ma® @ 8P + X @ g
— MW @ BM 4 xa® g MW
(A2 = M)T1 = (A2 — A1)a® @ B + (A = Ap)aM @ g1
T =a®M @ BN 4+ o g g3

substituindo em (3.1) temos finalmente

Ty = MW @ B0 + Xa® @ B8® — A1a® @ 8P 4+ Aa® g P
Ty = Ma® @ BM 4+ Aa® @ 3P,
Pela Proposigao 2.2 temos que o posto de T' é pelo menos 2 ja que 137 é ndo singular. Como T' pode ser

escrito como soma de duas matrizes de posto 1, pelo Teorema 2.1 o posto de T' é no maximo 2, portanto

o posto de T' é 2. O

Definimos um polinémio com os coeficientes do tensor que ajudaréd a determinar se ele tem posto 2 ou 3.
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Definicao 3.2. Para um tensor T € F2*2%2_ o hiperdeterminante de Cayley é o seguinte polinémio
homogéneo de grau 4 nas entradas x;;, de 1"
A(T) = 23118505 + T119%501 + 1917515 + 01000511
— 2(21117112%221 %222 + T1117121T212T222 + T1117122T2117222
+ T1127121 7212221 + T1127122T211T221 + T121712272117212)
+ 4(21117122T212T221 + T1127121T211T222)-
Agora temos todas as ferramentas necessérias para provar o teorema principal do capitulo.

Teorema 3.1. |15, pAg 633-634] Seja T' € F2*2%2 um tensor cuja primeira fatia frontal T} é nao singular.

Se To é¢ um multiplo escalar de T, entdo T tem posto 2. Se To ndo é um multiplo escalar de 77, entéo,
a) se A(T) >0 (para F =R) ou A(T') # 0 (para F = C) entdo T tem posto 2;
b) se A(T) =0 entdao T tem posto 3;
c) se A(T) <0 (para F = R) o posto é 3.
Demonstragao. Primeiro, como T; nao é singular, entao 77 tem posto 2, logo pode ser escrito na forma
Ty =a® @b® + 4@ o p3,
T
Supondo que T» é miltiplo escalar de 17, digamos T5 = AT}, e operarmos a 17 com ¢ = {1 )\} , obtemos:
T=Troc=aV @tV ectd? 2P ec= [Tl | )\Tl} ,

onde verificamos que T tem posto 2.

Agora vamos olhar para o caso em que Th nao ¢ um multiplo escalar de T;. Vamos ver o det(Ty — ATY),

T112 T122 ATii1 ATi121
det(To — AT) = det -
T212 222 ATa11  AT221

Ti12 — AT111 Ti22 — AT121

To12 — AT211  T222 — AT221
= ($112$222 — AT221T112 — AT111T222 + )\2$111$221)
- (51721233122 — AT121T212 — AT211T122 + >\2I211I121)
= )\2($111$221 — x211%121) + A(T121%212 + T211T 122

— 9217112 — T1117T222) + T112T222 — 2127122,
ordenando os termos temos que,

2
det(To — ATy) = AN (21110221 + 211%121) + A(Z121%212 + T2112122 — T221T112 — T111%222)

+ (1122222 — T212T122). (3.2)



28

Agora, encontrando o discriminante da equagao do segundo grau (3.2) em A, temos:

($12196212 + Z211T122 — T221%112 — $1119€222)2 - 4($111$221 - 3321155121)(1511290222 - 3321233122) (3-3)
= 23512319 + 3511270 + 35912715 + 2112305

+ 2(55121CU212!1321196122 — T121222172127112 — 1111212212222

— X2112221%122%112 — £11122112122%222 + $111$221=’E112$222)

- 4(I111$221l”112$222 — 21112221%212%122 — T2112121T112%222 + I211I121$212I122)

= 57913515 + T511 T390 + To1TT19 + T111 T2

— 2(2121 22212122112 + T111%121 2122222 + 2117221 122%112

+ 11122112 122%222 + 1110221 %112%222 + T121021202117122)

+ 4($111£U221$21290122 + 35211$1215U112$222),

= A(T).

Suponha que A(T) > 0 (para F = R) ou A(T') # 0 (para F = C), entdo o Lema 3.5 demonstra o item a).
No caso em que A(T) =0 ou A(T) < 0 em F =R, pelo Lema 3.5 o posto de T' nao ¢ 2. Pelo Lema 3.4

o posto de T deve ser no maximo 3. Assim os items b), e ¢) sdo cumpridos. O

3.3 Algoritmo para determinar o posto

Nesta secao, construiremos um algoritmo para classificar os postos em tensores 2 x 2 x 2. Aqui mudaremos
o nome do tensor para lista que é mais usado computacionalmente.

Primero apresentaremos nossa lista unidimensional de 8 elementos:

111 Ti21 | T112  T122 .
T = <= Lista = [x111, Z121, T211, T221, 112, T122, £212, £222)-

T211 T221 | T212 T222

Logo exibiremos cada uma das seis fatias como matrizes 2 x 2.

Passo 1.

Agora comegaremos a verificar o posto da lista inserida, primeiro veremos se ela é nula, ou seja, se cada
entrada for zero, o posto sera zero. Caso contrario, passamos para o Passo 2.

Passo 2.

Se o posto nao for zero, procedemos a verificagao se a lista é superdiagonal, se for, o posto sera 2 segundo
o Lema 3.2. Verificamos se a lista atende as condigoes de ser superdiagonal, ou seja, se atende a uma das
quatro formas descritas na Defini¢ao 3.1. Se a lista ndo for superdiagonal, passamos para o Passo 3.
Passo 3.

Verificamos se todas as fatias sao singulares, faremos isso calculando o determinante de cada fatia. Se
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todos os determinantes forem zero, entao a lista terda posto 1 segundo o Lema 3.3, caso contrario, passa-
remos para o Passo 4.

Passo 4.

Se pelo menos uma fatia nao for singular, entao verificaremos se a outra fatia na mesma direcao (frontal,
vertical, horizontal) ¢ um multiplo escalar desta. Se for, a lista sera de posto 2 pelo Teorema 3.1. Caso
contrério, passaremos para o Passo 5.

Passo 5.

Procedemos ao célculo do hiperdeterminante de Cayley como na Definigao 3.2. Decidimos se o posto é
dois ou trés conforme o valor do hiperdeterminante usando o Teorema 3.1.

E assim construimos um algoritmo e implementamos em Python para calcular o posto em tensores 2 x2x 2.

import numpy as np
def produto_tensorial(a, b, c):
Produto tensorial axbxc.
Devolve uma lista na ordem:
[al*bl*cl, al*b2*cl, a2*bl*cl, a2*b2xcl,

al*bl*c2, alxb2*c2, a2*bl*c2, a22*b2x*c2]

al, a2 = a
bl, b2 = b
cl, c2 = c
lista = [

al*bl*cl, alxb2*cl, a2xbl*cl, a2xb2xcl,
al*bl*c2, alxb2*xc2, a2xbl*xc2, a2xb2xc2
]
return lista
def soma_tensores(tensores):
return list(np.sum(np.array(tensores), axis=0))
# Exemplos (use um por vez)
# Base
al = [2, 1]; b1 = [1, -2]; c1 = [-2, -3]
listal = produto_tensorial(al, bl, c1)
# Permutacao de fatores
lista2 = produto_tensorial(cl, al, bl)
lista3 = produto_tensorial(bl, c1, al)
# Soma de tensores
lista4d = soma_tensores([listal, lista2])
listab = soma_tensores([listal, lista2, lista3])
# Superdiagonal
lista6 = [0, O, O, 1, 1, O, O, O]

# Fatias multiplas




lista7 = [-1, 7, 2, 0, -2, 14, 4, 0]
# Todas as fatias singulares
lista8 = [-1, 0, 5, 0, -6, 0, 30, O]
# Hiperdeterminante de Cayley negativo
lista9 = [2, 0, O, 1, O, 3, -5, 0]
# Hiperdeterminante de Cayley positivo
listal0 = [2, 5, -6, -8, 4, 10, -12, 0]
# Exemplo: hiperdeterminante zero e sem fatias multiplas
listall = [1, -1, 3, 3, 3, -1, -3, 3]
# mude a linha abaixo para lista2, ..., listall para testar outros casos
lista = lista9
# Mostrar fatias do tensor
def mostrar_fatias(tensor):
# Fatias frontais (fixo k)
print ("Fatias frontais:")
fatias_frontais = []
for k in range(tensor.shape[2]):
f = tensor[:, :, ki
fatias_frontais.append (f)
print (f"Fatia frontal k={k}:")
print (£)
# Fatias horizontais (fixo i)
print ("\nFatias horizontais:")
fatias_horizontais = []
for i in range(tensor.shape[0]):
f = temnsor[i, :, :]
fatias_horizontais.append (f)
print (f"Fatia horizontal i={i}:")
print (£f)
# Fatias verticais (fixo j)
print ("\nFatias verticais:")
fatias_verticais = []
for j in range(tensor.shape[1]):
f = temnsor([:, j, :]
fatias_verticais.append (f)
print (f"Fatia vertical j={j}:")
print (f)
return fatias_frontais, fatias_horizontais, fatias_verticais
# Passo 1: verifica se a lista e nula
def passo_1(lista):
return np.all(np.array(lista) == 0)
# Passo 2: verifica se a lista e superdiagonal
def passo_2(lista):
if listal[0] != 0 and lista[7] != 0 and all(x == 0 for x in listal[1:7]):

return True
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if listal[1] !'= 0 and listal[6] !'= 0 and all(x == 0 for x in [listal[0], listal[2],
[3], listal[4], 1listalb5], listal[7]11):
return True
if listal[2] !'= 0 and 1listal[5] !'= 0 and all(x == 0 for x in [listal[0], listal[1],
[3], listal4], listal6], listal[7]]):
return True
if listal[3] !'= 0 and listal[4] !'= 0 and all(x == 0 for x in [lista[0], listal[1],
[2], listal[5], 1listal6], listal[7]]1):
return True
return False
# Passo 3: verifica se todas as fatias sao singulares
def passo_3(lista):
# Reconstruir tensor 2x2x2
tensor = np.array ([
[[1lista[0], listal[4]], [listal1]l, listal[5]11],
[[lista[2], listal[6]], [listal[3], listal[7]1]]

n
fatias_frontais, fatias_horizontais, fatias_verticais = mostrar_fatias(tensor)
todas_fatias = fatias_frontais + fatias_horizontais + fatias_verticais

# Verificar singularidade de cada fatia
todas_singulares = all(
abs(np.linalg.det(f)) < le-12 for f in todas_fatias

)

return todas_singulares, fatias_frontais, fatias_horizontais, fatias_verticais
# Verifica se duas matrizes sao multiplos escalares
def e_multiplo_escalar(matrizl, matriz2):

if np.all(matrizl == 0) or np.all(matriz2 == 0):

return True

indices = np.argwhere(matrizl != 0)
i, j = indices[0]
ratio = matriz2[i, j] / matrizi[i, j]

for x in range(matrizl.shape[0]):
for y in range(matrizl.shape[1]):
if not np.isclose(matriz2[x, yl], ratio * matrizi[x, yl):
return False
return True
# Passo 4: verifica se ha fatias multiplos escalares
def passo_4(fatias):
return e_multiplo_escalar(fatias[0], fatias[1])
# Calculo do hiperdeterminante de Cayley
def calcular_hiperdeterminante(lista):
a, b, ¢, d, e, f, g, h = lista
delta = (
a**2 * h*x2 + b*%2 * gk*2 + c*x*x2 * F*%x2 + d**2 * ex*2

- 2 * (a*b*xgxh + a*xc*xfxh + axd*exh
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+ bxcxf*xg + bxdxexg + cxdxexf)
+ 4 * (axd*f*g + b*ckex*h)
)
return delta
# Funcao principal
def verificar_posto(lista):
# Reconstruir o tensor a partir da lista
tensor = np.array ([
[[lista[0], lista([4]], [listal[1], listal[51]1],
[[1ista[2], lista[6]], [listal[3], listal[7]1]]
D
# Passo 1: nula
if passo_1(lista):
return "A lista e nula, tem posto 0."
# Passo 2: superdiagonal
if passo_2(lista):
return "A lista e superdiagonal, tem posto 2."
# Passo 3: verificar se todas as fatias sao singulares
todas_singulares, fatias_frontais, fatias_horizontais, fatias_verticais
lista)
# Se todas sao singulares -> posto 1
if todas_singulares:
return "A lista e de posto 1, todas as fatias sao singulares."
# Passo 4: multiplos escalares
if (passo_4(fatias_frontais) or
passo_4(fatias_horizontais) or

passo_4 (fatias_verticais)):

return "0 tensor e de posto 2, existe um par de fatias multiplas escalares.

# Passo 5: Hiperdeterminante de Cayley
delta = calcular_hiperdeterminante(lista)
# Casos do teorema (T2 nao multiplo de T1):
if abs(delta) < le-12:

return "O hiperdeterminante de Cayley e zero: posto 3 (R e C)."
elif delta > O:

return "0 hiperdeterminante de Cayley e positivo: posto 2 (R e C)."
else: # delta < O

return "0 hiperdeterminante de Cayley e negativo: sobre R: posto 3;

posto 2."

if __name__ == "__main__":

print(verificar_posto(lista))

= passo_3(

sobre C:
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O leitor pode encontrar o c6digo python no seguinte link.

https://github.com/Lizzethp /PostoTensor




Capitulo 4

Tensores 3 X 2 X 2

Neste capitulo estudamos tensores do tipo T = [A|B] € F™*"*2. Seguindo os resultados de [11], apresen-
tamos limites superiores para o posto nesse formato e derivamos, como caso particular, o posto maximo

para tensores 3 x 2 x 2. Esses resultados servirao de base para analises realizadas nos capitulos seguintes.
Lema 4.1 (Teorema 1.1-1.2 ¢ Lema 3.7 [14]). Seja T'= [A|B] € F™*"*2 com m > n > 2. Entéo:

n+|m/2] sen<m<2n-—1

R(T) <
2nsem > 2

Corolario 4.1 (Posto maximo em 3 x 2 x 2). Para todo T' € F3*2*2 tem-se R(T) < 3.
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Capitulo 5

Tensores 3 x 3 X 2

Neste capitulo estudamos o posto de tensores da forma T = [A|B] € F3*3%2 analisando como as pro-
priedades das matrizes A e B influenciam diretamente esse posto. Seguindo os resultados classicos de
Kruskal [3] e os argumentos de Ja’Ja’ [8], organizamos a demonstragao em casos determinados pela soma
dos postos das fatias frontais. Quando R(A)+ R(B) < 4, o limite para o posto do tensor segue imediata-
mente dessa condigdo. Ja quando R(A) + R(B) > 5 recorremos a equivaléncias matriciais que preservam
0 posto e permitem trabalhar com formas candénicas — a racional no caso real e a de Jordan no caso
complexo.

Essas transformagoes reduzem o estudo a modelos mais simples, nos quais o tensor pode ser decomposto
explicitamente como soma de poucos tensores simples. Cada lema estabelece um desses casos particula-
res, e ao final, o Teorema 5.1 sintetiza o resultado geral: qualquer tensor 3 x 3 x 2 tanto sobre R quanto

sobre C, possui posto no méximo igual a quatro.
Lema 5.1. |3, pag 407] O tensor T = [A|B] € F3*3%2 onde R(A) + R(B) < 4, tem posto no méximo 4.

Demonstrac¢ao. Por hipotese e pela Proposigao 2.3 temos:
R(T) < R(4) + R(B) < 4.
O

Lema 5.2. [3, pag 407] O tensor T' = [A|B] € F3*3%2 onde R(A4) + R(B) > 5 e F = R tem posto no

maximo 4.

Demonstrag¢ao. Uma matriz 3 x 3 tem posto no maximo 3 ou seja, R(A) < 3 e R(B) < 3. Além disso, se
temos simultaneamente que R(A4) < 2 e R(B) < 2 néo podemos ter que R(A) + R(B) > 5. Daqui temos
que A ou B tem posto 3 e o outro tem posto > 2. Sem perda de generalidade vamos supor que A tem

posto 3 e B tem posto > 2. Como A é invertivel, multiplicando a A e B por A™! temos que [A|B] ~ [I|C]
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com C' = A7'B e R(C) > 2. Resta mostrar que qualquer tensor desse tipo em F = R tem posto < 4.
Existe uma matriz invertivel E tal que Q = E~'CE é a forma candnica racional de C pelo Corolario 1.2,
também temos que I = E~'IFE logo, pode-se operar sobre [I|C] por E~! a esquerda e por E a direita,

para obter assim [I|C] = [I|Q], com R(Q) > 2, nos trabalharemos com este tltimo tensor.

Sobre R os possiveis casos que vamos estudar numa matriz 3 x 3 com sua forma canonica racional (F.C.R.)
seguindo o Corolario 1.2 sao:

Caso 1. Vemos que @ é uma matriz diagonal, logo, temos que
1 0 0ja 0 O
1 1
Q=10 1 0(0 b 0|=e1®@ea® +er®er® tes®es®@ | |,
b
00 110 0 ¢

s}
o

assim R([]Q)]) < 3.

Caso 2. Temos

1 0 0/0 b 0 10 0/0 b 0 00 0/0 00
7Iel=101 0/1 «a 0|=]01 0|1 a 0]|+]0 0000 0],
00 1[0 0 ¢ 00 0[0 00 00 1/0 0 ¢

onde pode-se ver que o primeiro termo tem posto igual ao posto do tensor 2 x 2 x 2

que é < 3 pelo Lema 3.4. E o segundo termo tem posto 1 logo, R([I|Q]) < 4.

0 0 a
Caso 3. Aqui@ = |1 0 b|. Adaptamos o argumento de Ja’Ja’ [8]. Definimos a matriz

01 ¢
0 0 a
D=10 0 b-1
0 0 c
0 0 O
Temos que amatrizQ—D = |1 0 1| tem por polinémio minimo ¢ —¢ com autovalores t; = 1,5 = 0,
01 0
e t3 = —1 e portanto a matriz Q — D é diagonalizavel, assim existe uma matriz P tal que
1 0 0
P Q-D)P=10 0 0 |=En-—Es,

00 -1
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1 0 O 0 0 O 0 -1 0
comEi; =10 0 0 , Eszs=10 0 0 eP=1(1 0 -1 )
0 0 O 0 0 1 1 1 1

daqui obtemos Q = D + (Q — D) = D + P(Ey; — E33)P~' = D+ PE;1P~! — PE33 P~ e temos

[I|Q] = [I|D + PE, ;P! — PEs3s P71
=[0|D] + [I[|[PE;; P! — PE33P™ Y]
= [0|D] + [PP7'|PE;; P~ — PE33 P
= [0|D] + P[I|Ey; — Es3)P~t
= [0|D] 4+ P[Ey1 + Es + Es3|Eyy — Esg]|P™!
= [0|D] + P[E11|E11]P™! + P[Ey|0|P~! — P[Es3|Es3] P!
= [0|D] + [PEy P |PE P7'| + [PE92 P~ 10] — [PE33 P~ | PE33 P 1]

= [0|D] + P[Ey1|E11]P™! + P[Eg|0|P~! — P[E33|E33] P~ 1.
Logo R([I|Q]) < 4. O

Lema 5.3. [3, pag 407] O tensor T' = [A|B] € F3*3%2 onde R(A) + R(B) > 5 e F = C tem posto no

maximo 4.

Demonstragao. Temos que uma matriz 3 X 3 tem posto no méaximo 3, ou seja R(4) < 3 e R(B) < 3.
Além disso, se temos simultaneamente que R(A) < 2 e R(B) < 2 nao podemos ter que R(A)+R(B) > 5.
Assumiremos sem perda de generalidade que R(A) =3 e R(B) > 2. Como A é invertivel, mutiplicando
a Ae B por A7! temos que [A|B] =~ [I|C] com C = A™'B e R(C) > 2. Resta mostrar que qualquer
tensor desse tipo em F = C tem posto > 4. Pelo Corolario 1.1 temos que existe uma matriz invertivel E
tal que J = E7'CE & a forma canénica de Jordan (F.C.J.) de C logo, operamos sobre [I|C] por E~! &
esquerda e por E a direita e assim obtemos [I|C] =~ [I|J], com R(J) > 2. Resta mostrar que qualquer
tensor deste tipo tem posto < 4.

Aqui temos trés casos para a F.C.J. sobre uma matriz J de tamanho 3 x 3 segundo o Corolario 1.1.

Caso 1. 3 blocos 1 x 1 e J é uma matriz diagonal

10 0/ld, 0 0
IlJJ=10 1 0|0 dy 0 |,
00 1]0 0 ds

aqui, como no Caso 1. em F = R temos que R([I]J]) < 3.



Caso 2. Um bloco 2 x 2 e um bloco 1x1 (autovalor com multiplicidade 2) temos,

7171

0 1
0 0

0ldg 1 0
00 di O
110 0 da
0ldi 0 O
010 do O
110 0 ds

+

00 00 1 O
0 0 0|0 0 O
0 0 0|0 0 O

onde o primeiro termo tem posto < 3 e o outro tem posto 1, assim R([I|J]) < 4.

Caso 3. Um bloco 3 x 3 no caso em que os autovetores nao sejam independentes temos,

1 0 0]ds
J]=]10 1 0|0
0 0 1,0

1 0
d 1
0 di

)
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Fazendo uma mudanca de base, adicionando —d; vezes a primeira fatia frontal para a segunda fatia

frontal temos

[]J] =

1 0 0j]0 1
0 1 0|0 O
0 0 1|0 O

resta provar que o tensor tem posto < 4.

Temos a seguinte expressao explicita de [I|E12 + Fa3] como a soma de quatro tensores simples;

[I|E12 + Ea3]= | 0

o

S O =

O = =
e — |

0 0
10

o

o O
o =
=)

110 0 O

= [I|E12 + Ea3],
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e assim R([I|E12 + Ea3)) < 4. O
Teorema 5.1. |3, pag 407] O posto de um tensor T = [A|B] € F3*3%*2 ¢ no maximo 4 em F = R ou
F=C.

Demonstrag¢iao. A demonstragao segue dos Lemas 5.1, 5.2 e 5.3 O



Capitulo 6

Tensores 3 x 3 X 3

Neste capitulo enunciamos e demonstramos uma colecao de lemas que preparam a prova principal do
Capitulo 7. Trabalhamos ainda no formato 3 x 3 x 3, mas com hipoteses adicionais sobre as fatias
matriciais, como a existéncia de vetores nao nulos em intersegoes de nicleos ou restrigoes sobre os postos
de A, B e C em uma decomposicio T = [A|B|C]. O objetivo & mostrar que, sob essas condigOes
estruturais, ja podemos garantir que R(7) < 5, muitas vezes reduzindo a prova ao caso 3 X 3 x 2
estudado no Capitulo 5. Assim, os lemas deste capitulo funcionam como passos intermediarios: cada um
resolve uma configuragao particular e, juntos, eles serao combinados no capitulo seguinte para tratar o

caso geral.

Lema 6.1 (Primeiro Lema de Kruskal). [3, pag 411] Seja T = [A|B|C] € F3*3*3 com F = R ou F = C.

Se existe um vetor diferente de zero x, tal que
x € ker(A) Nker(B) ou z € ker(AT) Nker(B”)
entao R(T') < 5.

Demonstrag¢iao. Suponha que x # 0 é tal que = € ker A Nker B. Seja X uma matriz ndo singular 3 x 3,
onde x é seu primeiro vetor coluna e y, z € F? completam uma base, ou seja, X = [z|y|z]. Operando por

X em T temos que TX = [AX|BX|CX] e levando em conta que x € ker A Nker B, nos da:

0 a2 a3 |0 bz biz|cii ci2 ci3

[AX|BX|CX] azz a3 | 0 baa baz | co1 a2 cCa23 (6.1)

I
o

0 aszx asz |0 b3 b33 |c3t c32 c33

0 0 0|0 0 O C11 0 0 0 a12 Q13 0 b12 b13 0 C12 (13
= 0O 0 0|0 0 O C12 0 0 + 0 ag2 a923 0 b22 b23 0 Co2 (23 )
00 0|0 0 O C11 0 0 0 azz2 as3 0 b32 b33 0 C32 C33

39
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a partir daqui temos que o primeiro termo de (6.1) é um tensor simples:

C11 1 0
ci2| ® 10| ® (0
C13 0 1

Resta provar que o segundo termo de (6.1) tem posto < 4. Para isso podemos escrever este tensor restante
3x2x3,

a2 a3 | biz bz | c12 ci3
a2 azz | bag baz | co2 ca3 | - (6-2)
azz asz | bsa b3z | c32 c33

Visualizando este tensor (6.2) em suas fatias verticais, temos o seguinte tensor 3 x 3 x 2:

a2 b2 cia|aiz biz ci3
azz bao caa | azz baz  co3

azz b3z c32 | azz b3z c33

onde pelo Teorema 5.1 seu posto é no maximo 4, e assim a prova esta completa. Se 2 € ker AT Nker BT,

trabalhamos com as traspostas das matrizes A, B e C, e similarmente temos o resultado desejado. O

Lema 6.2 (Segundo Lema de Kruskal). [3, pag 412] Seja T' € F3%3%3 um tensor. Se T tem fatias paralelas
D e E e existem vetores nao nulos z,y tais que Dz =0, y'D = 0 e y" Ex # 0. Entdo R(T) < 5.

Demonstra¢ao. Vamos supor que T' = [A|B|C] com A = D e B = E. Construimos U = [z|uz|us] €
GL3(F) e V = [y|va|vs] € GL3(FF). Pelas hipoteses pode-se obter:

0 0 0
VIAU = |0 % =«

0 *x =%

Defina a = yTBx # 0,8 = y"Cx € F. Entdo existem entradas nao especificadas o/, a”,~,6 ¢ 8/, 8", 1,0
tais que:

a o o 8 s B

VIBU= |~ % x| eVICU=|np % =«

O x 0 x x
Se [ fosse igual a zero, fariamos uma mudanca de base de C para B + C. Daqui em diante assumiremos
que 3 # 0.
Como « # 0, construimos uma matriz de posto um que tenha a mesma primeira linha e primeira coluna

de VT BU do seguinte modo:

o o o o

Comr" :=[1 o/a o"/a], c:= |y]| temos X :=cr’ = |y ~o//a o/ /a

0 0 dd/a dd ]
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Analogamente, para VI CU com 3 # 0, defina

B BB B
Com s :=[1 p'/B B"/B], d:= |n| temosY :=ds" := |y 5B’/ nB"/B
g o 05'/8 08"/8

Assim, Y também tem a primeira linha e a primeira coluna iguais as de V' CU e posto de Y é um.
Considere agora os tensores

X = [0X]0], e Y = [0]0]Y].

Ambos s@o tensores simples, X = (erT) @ ey e Y = (ds?) @ e3.
Defina o resto

K :=VT[AB|IC)U — X - ).

Pela construcao de X e Y, as primeiras linhas e colunas das fatias B e C' sao nulas, e também temos por

hipotese que a primeira linha e a primeira coluna de A também sao nulas. Entao

0 0 0|0 0 0|0 0 O

O tensor K pode-se ver como um tensor 2 X 2 x 3 e pelo Corolario 4.1 R(R) < 3. Assim
VI[ABIClU =X+ Y + K.
E o tensor composto pela soma dos trés tensores X', ) e K, onde R(X) = 1 = R()) e R(K) < 3, portanto

R(VIAIBICIU) =R(X) + RO+ R(K) <1+ 1+3=5.



Capitulo 7

Demonstracao do Teorema de Kruskal

Neste capitulo reunimos os resultados obtidos nos capitulos anteriores para demonstrar o teorema central
desta dissertacdo: todo tensor T € F3*3X3 com F = R ou C, possui posto no maximo 5. Até aqui
estudamos casos de menor dimensao e formatos especiais, como tensores 2 X 2 x 2, 2x2x3e 3 x 3 X 2,
além de lemas que relacionam o posto do tensor aos postos de suas fatias matriciais. O objetivo agora
¢é combinar esses ingredientes: fixamos a notagdo T' = [A|B|C], analisamos os possiveis valores de R(A),
R(B) e R(C), e, por meio de mudangas de base adequadas, reduzimos cada caso aos resultados ja
estabelecidos. Ao final, obtemos uma prova completa do limite superior R(T) < 5 na forma apresentada

por Kruskal [9] e refinada por Bremner e Hu [3].

Lema 7.1. |3, pag 413-415] Seja T = [A|B|C] € F3*3*3 onde F = R ou F = C. Suponha que R(A) =
R(B) =R(C) = 2. Entao T tem posto < 5.

Demonstragao. Como cada matriz tem posto 2, entao existem =z, s, x3 vetores nao nulos, tais que,
Axy = Bxg = Cxz = 0 e para a transposta de cada matriz também existem y1, yo, y3 vetores ndo nulos,

tais que yT A = yI' B = yI'C = 0, ou seja, temos
Azy = Bao =Ca3 =0, eyl A=yl B=yI'C =0. (7.1)

Defina X =[z1 z2 z3]leY =[y1 y2 ys] duas matrizes 3 x 3. Entéo

0 0 O x 0 % * *x 0
YTAX =10 % x|, Y'™BX=1|0 0 0|, Y'CX=|« x 0

Vamos separar em casos em conformidade com a dependéncia linear das colunas de X e Y.
a. Duas colunas de X sao L.D., por exemplo se x5 = axi, entdao x; € ker A Nker B e pelo Lema 6.1
R(T) < 5, o mesmo vale se duas colunas de Y sdo L.D.

b. Se X e Y ndo tém duas colunas L.D., entdo temos:

42
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b1l. Se o Lema 6.2 se aplica para algum par de fatias entre A, B ou C a prova acaba.

b2. Se o Lema 6.2 nio se aplica para nenhum par entdo os escalares cruzados se anulam, ou seja

ygA.’EQ = 07 y,{Bxl = 07
ygAx3 = 07 y’fcwl = 07
yngg =0, yQTng =0.

b21. R(X)<2o0uR(Y) < 2.
Vamos supor que R(X) < 2 (o caso R(Y) < 2 é analogo). Como estamos no caso b., nenhuma dupla
de colunas de X é L.D., logo R(X) = 2, também temos que x1 e xs sdo L.I. e x3 = Sx1 + Y22, com
B,y € FX. Escolha U = [x; 2o u] € GL3(F) eV =[y1 vy w3] € GL3(F*), usando que yf A =0e

Az = 0 e as anulagOes cruzadas de b2 obtemos:

0 0 O 0 0 = 0 6 =
VTAU = 0 *x x|, VITBU = * 0 x|, vIcu = * ok %
0 * = * 0 x x %k

Com (1, 1) nulos em VI BU e VI'CU pois y{ Bxy = y{ Cz1 = 0 e a segunda coluna de VZ BU & nula pois
Bzy = 0. Como Cx3z =0 e x3 = By + Yo, entdo fCx; + yCxe = 0. Assim as duas primeiras colunas
de CU sdo L.D.. Consequentemente as duas primeiras colunas de V7 CU sao L.D., isso forca 6 = 0.

Escrevendo por fatias frontais, temos

00000b1300613
VTTUFZO***O****

0  *|x 0 * |[* * x

Agora, por fatias horizontais, escrevemos

0 0 010 % %[0 % =
VTTUH = 0 0 b13 ¥ 0 x| x 0 = = [H1|H2|H3]

0 0 ci3|* * =[x x x

Note que a primeria fatia horizontal H; tem posto menor ou igual a um. Cosidere o tensor simples
S = [H1|0/|0].

Defina o residuo K := VI TUy — S cuja primeira fatia ¢ nula e as outras sio Hy e Hz ou seja, podemos

considerar o tensor K como um tensor 3 x 3 x 2 e pelo Teorema 5.1, R(R) < 4, assim
R(VITUy) <R(S) + R(K) <1+4 =5,

0 que conclui o caso b21.

b22. R(X) = R(Y) = 3.
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Com as bases X = [z; 72 @3] eY = [y1 y2 uy3] as trés fatias de YZTU ficam apenas as entradas

indicadas que podem ser nao nulas

0 0 O 0 0 9 0 ¢ 0
YrAX =10 o g, Y'BX=10 0 0|, Y'CX=1|p 0 0
0 a O v 0 0 0 0 0
Considere estes trés tensores simples
S1 = [S1[0[0], Sz = [0[52[0], S5 = [0]0].S5].
Com
0 0 O 0 0 9 0 ¢ O
Si=10 0 0], S2=1]0 0 —v|, Sz3=1]0 0 0
-6 a —pf 0 0 —v 0 0 0
Subtraindo K = YT[A|B|C]X — S; — S2 — S3 torna-se
0 0 0|0 0 0]0 O O
K=]10 0 B[00 v|p 0 0|=[K|KsKs] (7.2)
6 0 By 0 |0 0 O
Note que
0 00 0 00
M=11 0 1|, N=1|1 0 0],
1 0 1 0 00

tém posto um. Pelas formas em (7.2), cada fatia é combinagio linear destas duas matrizes:
KlzﬁM_ﬁNa KQZ’YM_’yNa K?):pN

Como as trés fatias de K sao geradas a partir de apenas duas matrizes de posto um pelo Teorema 2.1

concluimos que R(K) < 2. Escrevemos

YTIA|IB|IC]X = K
[AlBI|C] Si+S2+ 83 +
Tensores simples Posto no maximo 2

Portanto obtemos R(YT[A|B|C]X) < 3 +2 = 5, como a mudanga de bases nio altera o posto entao

R(T) < 5. Isto conlui o caso b22. E assim conclui a prova do lema. O

Lema 7.2. [3, pag 415-418] Seja T = [A|B|C] € F3*3*3 onde F = R ou F = C. Suponha que
R(A) =R(B) =2 e R(C) = 3. Entao R(T) <5.

Demonstragao. Se aA + B + C tem posto menor ou igual a 2 para algum «, 8 € F entdo trocamos C
por A+ BB + C. Se depois disso R(C) = 2 entéo terminamos pelo Lema 7.1. Caso R(C) < 1 usamos

a Proposigao 2.3 e concluimos:

R(T) <R(A) +R(B) + R(C) <2+2+1=5.
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Vamos supor daqui em diante que oA + 8B + C' tem posto 3 para todo «, 8 € F.(1.)

Como A e B tem posto 2, existem vetores diferentes de zero tais que Az; = Bxy = 0 e para AT e BT
existem y; e yo diferentes de zero tal que y7 A = yI' B = 0. Como C & invertivel, para qualquer vetor
v € 3 existe um 3 tal que Cxz = v. Em particular, podemos escolher z3 que satisfaca Czs = Axs.
Similarmente podemos definir yZ' C = yZ A. Defina as matrizes X = [x1|7a|x3] e Y = [y1|y2|ys]-

Como Cx3 = Axy entdo YT Cxs = YT Ax,, ou seja, a terceira coluna da matriz YT CX é igual & segunda
coluna da matriz Y7 AX. De modo similar como yi C' = yI A entdo a terceira linha da matriz Y7 CX &
igual 4 segunda linha da matriz Y7 AX. Note que a entrada (3,3) na matriz Y7 CX ¢é igual simultanea-

mente as entradas (2,3) e (3,2) da matriz YT AX. Assim temos

0 0 O * 0 = x *x 0
YTAX =10 a ~|, Y'BX =10 0 o|, YICX=|«x % a
0 v = * 0 x 0 a v

Vamos separar em casos em conformidade com a dependéncia linear das colunas de X e Y.

a. Pelo menos um dos pares {x1, 22}, {y1,y2} € L.D., neste caso pelo Lema 6.1 temos o resultado desejado,
por exemplo xo = Axy temos que Axy = Bxo = ABxy =0 e x1 € ker AN ker B.

b. Os dois pares {x1, 22}, {y1,y2} so L.I, assim R(X) >2e R(Y) > 2.

Trabalharemos sobre este caso.

bl. Se podemos aplicar o Lema 6.2 entao temos o resultado desejado.

b2. Assumimos que ndo podemos aplicar o Lema 6.2, ou seja temos as seguintes anulac¢oes cruzadas:

ygAxg =0, leB:cl =0, (7.3)
ng'xg =0, y?C’xl =0,
ng = yQTA7 Cxs = Axs.

b21. Suponha que X ou Y tem posto 2.
Logo z3 = Bz + dxo, para 3,§ € F e existem vetores diferentes de zero u,v, tais que as matrizes

U = [x1]x2]u] e V = [y1]yz|v] tem posto 3. Entéo temos:

0 0 O 0 0 ¢ 0 6 =
VIAU= [0 0 «|, VIBU =10 0 o], VIcU = |n 0 =«
0 *x = e 0 =x* * ok %

Como B tem posto 2, ¢ e € sao diferentes de zero. Também temos de (7.3) que

VITAzy = VTCxs = VIC(Bxy 4 6x3) = VT Cxy + VT Cxs,
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ou seja,
0 0 0 00
0 =B |n| +d|0| =|8n
* * * *

Logo 60 =0 e fn = 0. Como x3 # 0, temos que 8 # 0 ou d # 0, e portanto deve ser n =0 ou 6 = 0.
Se n = 0 entao
0 6 =«
VIicU =10 0 =«
[
Isso significa que
vieu - EvTpy
tem a primeira coluna nula, e portanto C' — %B tem posto menor ou igual a 2, contradizendo (1.) Se
6 = 0 chegamos a outra contradi¢ao de modo similar.
Portanto, nao pode ocorrer a situagao em que X tem posto 2.
Se Y tem posto 2 argumento é similar trabalhando com as transpostas.
b22. Assumimos que X e Y tem posto 3.

Lembrando das equagoes escritas em (7.3) temos que:

000 00 ¢ 0 X 0
YIAX =10 0 ~|, Y'BX =10 0 of, Y'CX=|k 0 0
0 ~ ¢ e 0 n 0 0 ~

Se & # 0, podemos tomar uma combinagdo mA + C, para algum 7 € F, eliminando ~, reduzindo o posto
da terceira fatia para dois. Se i # 0, uma combinagao anéloga é usada com 7B+ C. Em ambos os casos,

a hipotese de que toda combinacao oA+ B + C tem posto trés é contradita, portanto 6 = 0 = 7. Entao

00 0 00 ¢ 0 A0
YTAX =0 0 ~|, Y'BX =10 0 0], Y'CX =1k 0 0
0 v 0 e 00 0 0 ~

Trocando as primeiras duas colunas da cada fatia obtemos:
00 0|0 O C|A O O
YTABICIX=1]0 0 |0 0 0[0 s 0
v~ 0 0|0 € 0[{0 0 ~

Como por hipdtese temos que a terceira fatia é de posto 3, temos que A, k e v sao diferentes de zero. Se

operarmos por 1/\ na primeira fatia horizontal, por 1/ na segunda fatia horizontal e por 1/ na terceira
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fatia horizontal, temos que,

00 010 0 ¢/Al1 00
YPABICIX=1{0 0 k|0 0 0 [0 1 0 |- (7.4)
10 0 |0 ¢y 0|0 01

Aqui trabalhamos separadamente nos casos real e complexo.
Caso F =R:

De (7.4) subtraimos o seguinte tensor de posto 2:

0 0 O 0 0 0 0 0 O
S=10 0 vk| 0 0 —€/vy|0 0 0
1 0 O —¢/A 0 0 0 0 0

0 0 v/ K 0 1 1
=11l @ |0| @ |—¢/y| + 0| @ 0] ® |-¢/A
0 1 0 1 0 0

Daqui obtemos,
0 0 0| O 0 ¢/A|1

YITX-S=K={0 0 0| 0 0 ¢
0 0 O0[C/A ¢+ O

0
0
temos que a segunda fatia é simétrica e, portanto, diagonalizavel em R pela Proposicao 1.1. Assim,

mudando de base temos que,

0 00jp O Oj1 0O
K=1000[0 v 0[O0 1 0|,
00 0|0 0 p|0 01

o qual tem posto 3, visto que podemos escrever o tensor K como a soma de trés tensores simples da

seguinte forma
K=e1®e ®(uex+e3)+ea®exy® (rea +e3) + e3 ® ez @ (pea + e3).

Portanto

R(YT[AIB|C]X) =R(S) + R(K) <2+3 =5.
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Caso F =C:

De (7.4) subtraimos o seguinte tensor de posto 2, onde a barra denota o conjugado complexo:

00 0 0 0 0 |00 0
0 0 v/k| 0 0 —€e/v|0 0 0
10 0 |=¢/AX0 0 |000

9]
|

0 0 v/ K 0 1 1
=[1| @ [0| ® |—¢/~| + [0]| ® 0| ® |=C/A] .
0 1 0 1 0 0

daqui obtemos,
0 0 0| O 0 ¢/A

YITX-S=K=]100 0] 0 0 ¢/
0 0 0|C/X ¢/y 0 |0 0 1

(e
= o
o O

a segunda fatia é hermitiana, portanto é diagonalizavel em C pela Proposicao 1.2. Agora argumentamos

como no caso real. O
Agora estudaremos o teorema principal.

Teorema 7.1 (Teorema de Kruskal). |3, pag 412] Cada tensor T' = [A|B|C] € F3*3*3 com F = R ou
F = C tem posto < 5.

Demonstra¢ao. Assuma, sem perda de generalidade, que
R(C) > R(B) > R(A). (7.5)

Pela Proposicao 2.3 sabemos que, se a soma dos postos das fatias for < 5, entdao o posto do tensor é < 5.

Portanto, podemos supor que

R(A) + R(B) + R(C) > 6. (7.6)

A demonstracao dependera dos postos das fatias.

Se R(C) =2, de (7.5) e (7.6), temos R(B) = R(A) = 2, e concluimos pelo Lema 7.1.

Daqui em diante assuma que R(C) = 3.

Pelo Lema 1.1, usando mudangas de base convenientes, deixamos de ter (7.5) mas agora podemos assumir

que tanto A quanto B sdo singulares:



Juntando (7.6) e (7.7) temos apenas trés casos:

e concluimos pelo Lema 7.2; ou

que é similar.

Portanto, o Teorema de Kruskal estd demonstrado.
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