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Resumo

A cosmologia contemporanea é amplamente fundamentada no modelo padrao ACDM,
baseado na métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e no Principio
Cosmolodgico, que assume homogeneidade e isotropia em larga escala. Esse modelo tem
obtido grande éxito na descrigao da expansao cosmica, das anisotropias da radiacao césmica
de fundo e da formacao de estruturas em larga escala, embora sua formulacao dependa da
introducao de componentes ainda nao totalmente compreendidos, como matéria escura e
energia escura, além de supor simetrias globais que contrastam com as inomogeneidades
observadas, como aglomerados, filamentos e vazios cosmicos. Diante dessas limitagoes, foram
desenvolvidos modelos alternativos que relaxam as condigoes do Principio Cosmolégico,
como os modelos de Lemaitre-Tolman—Bondi (LTB), Szekeres e Locally Rotationally
Symmetric (LRS), permitindo distribui¢oes de matéria mais gerais. Mais recentemente,
surgiram os modelos intrinsecamente simétricos, que preservam simetrias internas sem
exigir homogeneidade global, constituindo um arcabougo mais flexivel para investigar os
efeitos das inomogeneidades sobre pardmetros cosmoldgicos. Neste trabalho, desenvolvemos
o formalismo de perturbagoes lineares escalar para modelos intrinsecamente simétricos,
analisando como a presenga de gradientes espaciais no fundo geométrico altera as equagoes
de evolugao das flutuagoes. O objetivo é estabelecer as bases tedricas para confrontar
esses modelos com o paradigma ACDM e investigar possiveis assinaturas observacionais

de inomogeneidade.

Palavras-chave: Cosmologia; Relatividade Geral; Modelo Padrao; Inomogeneidades;

Modelos Intrinsecamente Simétricos; Perturbagoes Lineares.



Abstract

Contemporary cosmology is largely grounded in the standard ACDM model, based on
the Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) metric and on the Cosmological
Principle, which assumes large-scale homogeneity and isotropy. This model has been
highly successful in describing cosmic expansion, the anisotropies of the cosmic microwave
background, and the formation of large-scale structures, although its formulation depends
on the introduction of components that are not yet fully understood, such as dark matter
and dark energy, in addition to assuming global symmetries that contrast with the observed
inhomogeneities, such as clusters, filaments, and cosmic voids. In light of these limitations,
alternative models have been developed that relax the conditions of the Cosmological
Principle, such as the Lemaitre-Tolman—Bondi (LTB), Szekeres, and Locally Rotationally
Symmetric (LRS) models, allowing for more general matter distributions. More recently,
intrinsically symmetric models have emerged, which preserve internal symmetries without
requiring global homogeneity, providing a more flexible framework to investigate the effects
of inhomogeneities on cosmological parameters. In this work, we develop the linear scalar
perturbation framework for intrinsically symmetric models, analyzing how the presence
of spatial gradients in the geometric background alters the evolution equations of the
fluctuations. Our goal is to establish the theoretical basis to confront these models with

the ACDM paradigm and investigate potential observational signatures of inhomogeneity.

Keywords: Cosmology; General Relativity; Standard Model; Inhomogeneities; Intrinsically

Symmetric Models; Linear Perturbations.
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Notacdo e convencdes

Nesta secao estabelecemos as notacoes, convengoes matematicas e escolhas fisicas
adotadas ao longo deste trabalho. O objetivo ¢ fixar claramente os simbolos utilizados, evitar
ambiguidades e garantir a consisténcia formal das expressoes apresentadas, especialmente
na transicao entre o modelo cosmoldgico padrao e os modelos inomogéneos intrinsecamente

simétricos.

1. Indices e assinatura

Adotamos a convencao de soma de Einstein, na qual indices repetidos em posigoes
superior e inferior sdo implicitamente somados. Os indices gregos (u, v, p, 0, ...) variam de
0 a 3, representando coordenadas espago-temporais, enquanto os indices latinos (i, j, k, . ..)
variam de 1 a 3, correspondendo apenas as componentes espaciais. A assinatura da métrica

adotada em todo o trabalho é (—, 4+, +,+).

2. Sistema de unidades

Salvo indicagao explicita em contrario, utilizamos unidades naturais nas quais
a velocidade da luz e a constante gravitacional de Newton sao tomadas como ¢ = 1 e

8mG = 1. Essa escolha simplifica as equacoes de campo de Einstein para a forma
G = Ty, (1)

facilitando o tratamento analitico das equagoes e, em particular, o desenvolvimento do

formalismo perturbativo linear.

3. Formalismo perturbativo e métrica

As grandezas geométricas e fisicas sao decompostas em um termo de fundo e uma
pequena flutuacdo em torno dele. Introduzimos o parametro adimensional ¢ < 1 para
controlar a ordem da expansao perturbativa, mantendo apenas termos até primeira ordem
em e. Essa abordagem permite estudar pequenas inomogeneidades e anisotropias sobre

uma geometria cosmolédgica de fundo homogénea e isotrépica.

A métrica total perturbada, expressa no calibre longitudinal, assume a forma:

ds? = —efo D (1 4 2¢W(t, 7)) dt* + a(t)? (1 + 2eD(t, 7)) 6;yda‘da’. (2)

Nesta expressao, a(t) é o fator de escala cosmolégico que descreve a expansao
global do espaco, enquanto fy(¢,Z) é uma funcao escalar geral que parametriza o setor
temporal da métrica de fundo. Nos modelos intrinsecamente simétricos, essa fungao pode

ser identificada com o lapso N (t, Z), permitindo acomodar possiveis inomogeneidades ja



no nivel do fundo geométrico. A dependéncia espacial de fy é mantida de forma geral, uma
vez que seus gradientes espaciais desempenham papel relevante na dinamica perturbativa

desenvolvida no Capitulo 4.

As fungoes V(t,7) e ®(t, &) representam os potenciais gravitacionais escalares
associados as perturbacoes da métrica. No contexto do modelo ACDM com fluido perfeito
e auséncia de tensoes anisotropicas, esses potenciais coincidem, isto é, ¥ = ®. Entretanto,
neste trabalho sao tratados como variaveis independentes, de modo a permitir a anélise
de cendrios mais gerais, nos quais contribui¢oes anisotrépicas ao tensor energia-momento

podem estar presentes.

4. Contetldo material e parametros especificos

O contetido material do universo é descrito pelo tensor energia-momento em sua

forma mais geral para fluidos dissipativos,

TMV = (p + p)“MuV + DG + qpty + m + Ty, (3)

onde p representa a densidade de energia, p a pressao isotrépica, u* o quadrivetor velocidade

do fluido, ¢, o fluxo de calor e 7,, o tensor de tensoes anisotrépicas.

Nos modelos cosmolégicos com simetria intrinseca, introduzimos ainda o parametro
m, associado a classe de simetria do espaco-tempo, bem como a constante Hy, caracteristica
da taxa de expansao desses modelos. Para o estudo das perturbagoes lineares desenvolvido
neste trabalho, o fundo cosmolégico sera considerado no limite de fluido perfeito, impondo-

se ¢ = 0 e m;; = 0, exceto quando explicitamente indicado em contrario.

5. Sistema de coordenadas

Adotamos coordenadas coméveis z# = (¢, x,y, z), nas quais ¢ representa o tempo
cosmico e (z,y,z) correspondem as coordenadas espaciais cartesianas em um fundo

espacialmente plano.

6. Notacao para derivadas

Para a representacao das derivadas das fun¢oes métricas e perturbativas ao longo
deste trabalho, utilizaremos de forma intercambidvel a notacao de virgula (por exemplo,
f.i) e o operador de derivada parcial (por exemplo, 0;f). Ambas as notagoes referem-se
a diferenciagdo em relacao as coordenadas comoveis do espaco-tempo de fundo, sendo

matematicamente equivalentes e ndo havendo distin¢cdo de natureza fisica entre elas.



1 Introducao

A cosmologia moderna é fundamentada em um conjunto de principios e hipéteses
que permitem descrever o Universo em larga escala de forma consistente com as observagoes.
Entre eles, destaca-se o Principio Cosmolégico, que assume homogeneidade e isotropia
quando o Universo ¢ considerado em escalas suficientemente grandes. A aplicagao desse
principio as equagdes de campo de Einstein da Relatividade Geral conduz ao modelo cos-
molégico padrao, baseado na métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).
Este modelo, frequentemente chamado de ACDM | tem se mostrado extremamente bem-
sucedido na descricdo da expansao cdésmica, das anisotropias da radiacao césmica de fundo

(CMB) e da formacao de estruturas em larga escala [1, 2, 3, 4].

No entanto, embora o modelo padrao seja amplamente aceito, ele nao estéd isento
de limitacoes. A necessidade de introduzir componentes ainda nao completamente com-
preendidos, como a matéria escura e a energia escura, levanta questoes fundamentais
sobre a completude da descrigao fornecida pelo ACDM [5, 6, 7]. Além disso, a detecgao de
estruturas cosmicas complexas, como vazios, filamentos e aglomerados, evidencia que o Uni-
verso real apresenta inomogeneidades significativas em escalas intermediarias, desafiando a

simplicidade das hipdteses de homogeneidade e isotropia globais [8, 9, 10].

Essas limitagoes motivaram o desenvolvimento de modelos cosmolégicos inomogé-
neos, que relaxam parcialmente as condi¢oes do Principio Cosmolégico. Entre os exemplos
mais relevantes, encontram-se o modelo de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB), que preserva
simetria esférica mas admite variacdo radial de densidade [11, 12], e o modelo de Sze-
keres, que elimina totalmente as simetrias espaciais, permitindo descrever distribuigoes
de matéria altamente assimétricas [10, 13]. Tais modelos fornecem laboratérios tedricos
valiosos para investigar como a presenca de inomogeneidades pode influenciar a expansao
cosmica efetiva e os observaveis cosmologicos. Outro caminho seguido pela literatura é
o dos modelos localmente simétricos, como os modelos Locally Rotationally Symmetric

(LRS), que mantém invariancia rotacional em torno de um eixo preferencial [14, 15, 16].

Mais recentemente, surgiram os modelos intrinsecamente simétricos, que constituem
uma proposta conceitual destinada a explorar cendrios nos quais determinadas simetrias
internas sao preservadas mesmo quando a homogeneidade global nao é assumida [17, 18].
Esses modelos partem de uma caracterizagdo geométrica rigorosa das hipersuperficies
espaciais, permitindo que a estrutura interna do espago mantenha relacoes invariantes,
embora a distribuicao de matéria e a curvatura possam variar ao longo das coordenadas
espaciais. Essa formulagao cria um quadro matematico mais amplo e flexivel que o fornecido

pelo modelo FLRW, e possibilita investigar configuragoes que incorporam inomogeneidades
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reais sem abandonar principios fundamentais da Relatividade Geral.

Trabalhos anteriores sobre cosmologias ndao homogéneas reforcam a necessidade de
estruturas intermediarias entre a simplicidade total do FLRW e a complexidade de modelos
completamente livres de simetrias, como apontado em estudos sobre inomogeneidades e
backreaction [8, 19, 9, 20]. Além disso, andlises baseadas em solucdes exatas tém mostrado
como métricas mais gerais podem descrever de forma realista a distribuicao de matéria em
larga escala, destacando a relevancia de modelos como LTB e Szekeres para compreender
a evolugdo de estruturas césmicas [11, 13]. Nesse sentido, os modelos intrinsecamente
simétricos representam uma alternativa promissora para descrever geometrias mais ricas e
compativeis com observacoes, ao mesmo tempo em que mantém condi¢oes matematicas

que tornam possivel o tratamento analitico da dinamica cosmoldgica.

Por fim, é importante ressaltar que o estudo das perturbagoes cosmoldgicas de-
sempenha papel central no elo entre os modelos de fundo e as observacoes. Flutuagoes
primordiais presentes no Universo muito jovem, amplificadas pela dinamica gravitacional,
deram origem as anisotropias observadas na radiagdo césmica de fundo e, posteriormente,
a estrutura em larga escala que caracteriza a distribuicao de galdxias [2]. O formalismo
das perturbacoes lineares em espaco-tempo curvo, desenvolvido de maneira sistematica
no trabalho classico de Kodama e Sasaki [21] e consolidado em referéncias padrao da
area [3, 4], fornece o arcabougo matematico necessario para descrever a evolugao dessas

flutuagoes em modelos cosmologicos homogéneos e isotropicos.

Dentro do modelo ACDM, o tratamento das perturbagoes é particularmente eficiente
devido a simplicidade geométrica do espago-tempo FLRW, que permite decompor as
flutuagoes em modos escalares, vetoriais e tensoriais, levando a equacoes diferenciais
ordinarias que podem ser resolvidas de forma direta [2]. No entanto, quando se abandona
o pressuposto de homogeneidade global e se considera modelos inomogéneos ou geometrias
mais gerais, como LTB, Szekeres ou modelos intrinsecamente simétricos, o estudo das
perturbagoes torna-se substancialmente mais complexo. Nesses cenarios, a auséncia de
simetrias suficientes impede a separacao simples em modos e frequentemente leva a sistemas
de equagodes diferenciais parciais acopladas, que demandam técnicas numéricas avancadas
ou novos formalismos para serem tratadas [9, 22]. Além disso, a definigdo de quantidades
observaveis, como o potencial gravitacional efetivo ou a taxa de crescimento de estruturas,
torna-se mais sutil, ja que dependem fortemente da escolha de folheacao e do referencial

do observador [8].

Assim, embora as perturbagoes lineares constituam uma das ferramentas mais
bem estabelecidas da cosmologia moderna, estender esse formalismo para além do modelo
ACDM permanece uma tarefa desafiadora, mas necessaria, para que modelos mais gerais,
incluindo os intrinsecamente simétricos, possam ser confrontados de maneira consistente

com observagoes de alta precisao.
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Neste trabalho, buscamos avancar nessa linha de investigacao ao explorar como
modelos cosmologicos intrinsecamente simétricos podem ser aplicados ao estudo de parame-
tros cosmologicos e a interpretacao de observaveis. A proposta central consiste em analisar
de que maneira a preservacao de simetrias internas, mesmo na auséncia de homogeneidade
global, afeta a dinamica cosmolégica, a evolucao de grandezas fisicas e sua relagdo com
quantidades observacionais. Essa abordagem ¢é particularmente relevante no contexto atual,
em que observagoes cada vez mais precisas de anisotropias do CMB, oscilacoes actsticas de
béarions (BAO), crescimento de estruturas e lentes gravitacionais fortalecem a necessidade
de modelos mais gerais capazes de capturar sutilezas que extrapolam o quadro homogéneo
e isotrépico [23, 24, 25].

A utilizacdo de modelos intrinsecamente simétricos permite investigar, por exemplo,
como parametros cosmologicos efetivos — tais como a taxa de expansao, o parametro de
desaceleracao, a curvatura espacial e o contraste de densidade — podem diferir de suas
formulagoes usuais no modelo ACDM quando a estrutura geométrica do espago-tempo é
enriquecida pela presenca de inomogeneidades organizadas por simetrias internas. Além
disso, esses modelos oferecem a possibilidade de estudar efeitos associados a retroacao
e a interpretacgoes alternativas para observaveis fundamentais, ampliando a discussao

inaugurada por modelos como LTB e Szekeres [22, 9, 26].

Ao longo dos capitulos seguintes, revisaremos em detalhes o modelo ACDM e seu
embasamento no Principio Cosmolégico, discutiremos diferentes propostas de modelos
inomogéneos — incluindo LTB, Szekeres e os modelos LRS — e apresentaremos formalmente a
construcao geométrica dos modelos cosmoldgicos intrinsecamente simétricos. Na sequéncia,
abordaremos o papel das perturbacoes lineares e sua importancia para a ligacao entre
teoria e observacao. Embora o formalismo das perturbacoes seja amplamente estabelecido
no contexto do modelo padrao, sua extensao para geometrias mais gerais permanece um
desafio conceitual e computacional [21, 2, 9]. Isso ocorre porque a quebra das simetrias
globais impede a decomposicao direta em modos independentes e resulta em sistemas de
equagoes diferenciais parciais acopladas, exigindo técnicas analiticas e numéricas mais
robustas. Assim, ao integrar essas abordagens, nosso objetivo é contribuir para a construcao
de uma cosmologia mais abrangente e precisa, capaz de acomodar a complexidade do

Universo real e, ao mesmo tempo, fornecer previsoes observacionais robustas.



2 Modelo Padrao da Cosmologia

2.1 O Principio Cosmoldgico

O desenvolvimento da cosmologia moderna estd fundamentado em um postulado
central conhecido como Principio Cosmoldgico, que estabelece que o Universo, em escalas
suficientemente grandes, é homogéneo e isotrépico [1]. Isso significa que, em média, a
distribuigao de matéria e energia no cosmos é a mesma em todos os lugares (homogeneidade)
e em todas as diregdes (isotropia) [4]. Esse principio fornece um alicerce conceitual simples,
mas profundamente eficaz: ele permite substituir a complexa distribuicao real de estruturas
coésmicas por um modelo estatistico regular, capturando apenas o comportamento médio

do espago-tempo.

Esse principio representa uma generalizagao do Principio Copernicano, segundo o
qual a Terra ndo ocupa uma posicao privilegiada no Universo. A cosmologia contemporanea
vai além, assumindo que nenhum ponto ou dire¢do do espaco possui um status especial.
Essa hipotese, embora nao derivada de primeiros principios da fisica, desempenha um
papel metodoldgico essencial: ela funciona como uma condi¢ao de simetria que permite a
construcao de modelos matematicamente trataveis e compativeis com observagoes em larga
escala [27]. Sem essas simetrias, a solugao das equagdes de campo de Einstein se tornaria

extremamente mais complexa e, em muitos casos, inviavel de ser tratada analiticamente.

A validade do Principio Cosmologico é fortemente sustentada por evidéncias em-
piricas. A radiagao césmica de fundo em micro-ondas (CMB), detectada por Penzias e
Wilson em 1965 [28], apresenta uma temperatura quase constante em todas as diregoes,
com anisotropias da ordem de 107°. Essas pequenas flutuacoes indicam que, na época
da recombinagao, o Universo era extremamente uniforme, justificando o uso de simetrias
globais para modelar sua evolugao [3]. De modo complementar, levantamentos em larga
escala da distribuicao de galdxias, como o Sloan Digital Sky Survey (SDSS) [7] e o 2dF
Galaxy Redshift Survey [29], demonstram que, acima de escalas de algumas centenas de
megaparsecs, a distribui¢ao das estruturas césmicas tende a homogeneidade estatistica.
Esses resultados sugerem que as simetrias assumidas no Principio Cosmoldgico sao boas

aproximagoes para descrever o Universo em escalas suficientemente amplas [30].

A adogao do Principio Cosmoldgico impoe severas restrigoes a forma da métrica
do espago-tempo em uma teoria relativistica. Na linguagem da Relatividade Geral, ho-
mogeneidade e isotropia implicam que o espaco tridimensional a cada instante de tempo
cosmico deve ser uma variedade maximamente simétrica [2]. A consequéncia direta é a

métrica de Friedmann—Lemaitre-Robertson—-Walker (FLRW), que se tornou a base do
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modelo cosmolégico padrao.

Apesar de seu sucesso, o Principio Cosmolégico nao é absoluto. Em escalas menores,
como a de aglomerados, superaglomerados e estruturas filamentosas, a distribuicao da
matéria é fortemente inomogénea e anisotrépica [30]. Além disso, a teoria relativistica
permite a existéncia de solugoes que generalizam o modelo padrao ao incorporar aniso-
tropias ou estruturas globais mais complexas. Exemplos importantes incluem os modelos
anisotropicos de Bianchi, que preservam homogeneidade, mas permitem diferentes dire¢oes
privilegiadas no espago [31], e as solugdes com topologias espaciais nao triviais, em que o
Universo pode ser espacialmente finito ou possuir conectividade multipla sem deixar de
ser localmente homogéneo [32, 33]. Esses cendrios mostram que o Principio Cosmolégico é
uma escolha tedrica motivada por observagoes, mas nao uma necessidade imposta pelas

equagoes de Einstein.

A viabilidade desse principio é, portanto, uma hipétese testavel. Observacoes
contemporaneas de alta precisao, como as do satélite Planck [34], continuam a impor limites
rigorosos sobre possiveis violagdes das simetrias assumidas. Entre esses testes incluem-se
a busca por modos de Bianchi na CMB, assinaturas de topologia multipla, monopolos e
dipolos residuais, bem como estudos estatisticos da distribuicao de galaxias. Eventuais
desvios detectados poderiam revelar novos elementos fisicos, sugerir fases anisotropicas ou

indicar transi¢oes cosmologicas que precederam o estado quase homogéneo observado hoje.

2.2 A métrica de Friedmann—-Lemaitre-Robertson—-Walker (FLRW)

Como dito, o uso do Principio Cosmoldgico, impoe restrigoes severas a geometria do
espaco-tempo no contexto da Relatividade Geral. A solucao mais geral que satisfaz essas
condigoes é descrita pela métrica de Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
que representa um espaco tridimensional maximamente simétrico em evolugao temporal
2, 4, 35, 36]. A forma padrao da métrica FLRW em coordenadas esféricas (t,,6, ) é:

dr?

2 _ 2 742 2
ds* = —c°dt +G(t) [1—]{;7’2

+17° (d92 + sen’0 dng)] , (2.1)
onde a(t) é o fator de escala, que descreve a evolugao temporal do Universo, e k é o
parametro de curvatura espacial, que pode assumir os valores +1,0 ou —1, correspondendo,

respectivamente, a geometrias fechada, plana ou aberta [1, 27].

Na métrica FLRW, o sistema de coordenadas utilizado é o de coordenadas coméveis,
nas quais os observadores fixos no referencial de expansao do Universo (sem velocidade
peculiar) mantém posigao espacial constante [1, 3, 37]. A separacdo fisica D(t) entre dois

pontos com distancia comoével r é dada por:

D(t) = a(t)r. (2.2)
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Essa expressao mostra que toda a dindmica da expansao estd encapsulada em a(t); ou seja,
mesmo que 7 seja constante, a separacao fisica pode crescer com o tempo, caracterizando

a expansao do Universo [35, 36].

A curvatura espacial do Universo, representada pelo parametro k, determina a
geometria tridimensional das se¢bes espaciais para tempos césmicos constantes [2, 27].
Dependendo do valor de k, o espaco pode ser euclidiano, esférico ou hiperbdlico, o que
implica diferentes propriedades globais como o volume total do Universo e o comportamento
das geodésicas [1, 4]. Essas diferencas estdao diretamente associadas ao termo ﬁ presente
na métrica FLRW, que modifica a forma como as distancias e angulos sao medidos no espaco
em expansao [2, 3]. A curvatura espacial tem consequéncias observacionais importantes,
influenciando, por exemplo, a formacao de estruturas césmicas [38] e a trajetéria da luz

em escalas cosmoldgicas [4, 36].

A forma da métrica FLRW é consequéncia direta das simetrias espaciais impostas:
homogeneidade (invaridncia por translagoes) e isotropia (invaridncia por rotagoes). Essas
simetrias restringem a métrica a apenas um grau de liberdade temporal a(t), refletindo
que a dinamica relevante é a expansao ou contracgao global do espaco. Essas condigoes
foram demonstradas por Robertson [39] e Walker [40] como as tnicas admissiveis sob tais

simetrias.

Apesar do sucesso da métrica FLRW na descricao da estrutura em larga escala
do Universo, trata-se de uma idealizacao. Em escalas menores, como as de galédxias e
aglomerados, ocorrem flutuagoes e anisotropias que requerem uma abordagem mais refinada.
A teoria das perturbagoes cosmolégicas desenvolvida sobre a métrica FLRW ¢é a base da
cosmologia moderna, permitindo a descrigao da formacao de estruturas, das anisotropias

no CMB e do crescimento das inomogeneidades ao longo da evolugao césmica [2, 38, 21].

2.3 As Equacoes de Campo de Einstein

A estrutura dinamica do espago-tempo na Relatividade Geral é governada pelas
equagoes de campo de Einstein, formuladas em 1915, que estabelecem uma relacao entre a

curvatura do espago-tempo e o conteiido energético-material nele presente [41, 42]:

G

Gul/ + Agw/ = 7Tuu (23)

Nessa equacao, G, ¢ o tensor de Einstein, que resume a curvatura do espago-tempo, g, ¢
o tensor métrico, A é a constante cosmoldgica, GG é a constante da gravitacao universal, ¢ é a
velocidade da luz e, T},, € o tensor energia-momento que representa a densidade de energia,
pressdo e fluxo de energia do contetido do Universo [43, 44]. A constante cosmoldgica A

foi originalmente introduzida por Einstein com o objetivo de permitir solugoes estaticas,
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mas hoje ¢é interpretada como uma forma de energia do vacuo, associada a energia escura
observada [3, 5, 6, 45].

As equagoes de campo sao profundamente geométricas: o lado esquerdo representa

a geometria do espago-tempo (sua curvatura), enquanto o lado direito representa seu

conteido material. Tal formulagdo é compativel com o Principio da Equivaléncia e com

a exigéncia de conservacao local da energia e do momento, expressa pela identidade de
Bianchi [46, 47]:

v,G" =0 = V, 1" =0 (2.4)

A métrica FLRW, por satisfazer as simetrias do Principio Cosmolégico, simplifica
significativamente a forma das equagdes de campo. Ao se inserir a métrica FLRW nas
equacoes de Einstein, com o conteiido do Universo descrito por um fluido perfeito de
densidade p(t) e pressao p(t) , obtém-se as chamadas equagoes de Friedmann [1, 4, 27],
que serd discutido com mais detalhes na Secao 2.5. Essas equagoes descrevem como o fator
de escala a(t) evolui ao longo do tempo, determinando a dindmica da expansao césmica e

sua ligacdo com os pardmetros cosmoldgicos fundamentais [36, 48].

2.4 O Tensor Energia-Momento

O contetido material do Universo influencia a geometria do espaco-tempo por meio
do tensor energia-momento 7},,, que descreve a densidade e o fluxo de energia e momento
em cada ponto [43, 44]. Sua forma especifica depende da natureza da matéria presente,
mas, no contexto cosmoldgico, é costume modela-lo como um fluido perfeito [1, 35, 36],

cuja escolha é justificada pelo Principio Cosmoldgico.

Nesse modelo, o tensor assume a forma:

p
T, = (p + (32> Uply + DGy (2.5)

onde p representa a densidade de energia, p é a pressao isotropica do fluido, u* é o

quadrivetor velocidade do fluido comével [47].

Embora o fluido perfeito seja uma aproximacao eficaz para a maior parte da histéria
cosmica, outros modelos mais gerais de 7, sao utilizados em contextos especificos. Isso
inclui anisotropias, viscosidade, interacoes entre diferentes componentes e campos escalares,
sobretudo em cendrios inflaciondrios e em teorias de gravidade modificada [3, 27]. Tais
extensoes permitem investigar a fisica do Universo primordial e explorar alternativas ao

modelo cosmolégico padrao.
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2.5 As Equacoes de Friedmann

Ao se aplicar a métrica (FLRW) nas equagoes de campo de Einstein, assumindo
que o contetdo do Universo pode ser modelado como um fluido perfeito, com densidade
de energia p e pressao p, obtém-se duas equacoes diferenciais fundamentais para o fator de
escala a(t) [2, 27, 35]. Estas sao as equagoes de Friedmann, que governam a dindmica da

expansao do Universo:

sk A

H? 2.
5P T g (2.6)

a 47G 3p Ac?

ST 20 = 2.7

a 3 (p 02)+ 3 (2.7)

A primeira equacao é conhecida como equacao de Friedmann-Lemaitre, e relaciona a taxa
de expansao do Universo, dada pelo parametro de Hubble H = %, a densidade de energia
total p, a curvatura espacial k e a constante cosmoldgica A. A segunda equacao descreve a
aceleracao da expansao e mostra como ela depende da pressao e da densidade da matéria
e energia [2, 36, 48].

Essas equacoes sao complementadas pela equacao de conservagao da energia,
derivada da identidade de Bianchi:

Coal o p
g3l <p+62> ~0 (2.8)

que descreve como a densidade de energia de um dado componente do Universo evolui
com a expansao. Essa equacao pode ser usada para determinar o comportamento temporal
de p para diferentes tipos de contetido: por exemplo, matéria nao relativistica (com p = 0),

radiagdo (com p &~ pc?/3) e a energia escura (com p ~ —pc?) [3, 35, 48|.

A andlise dessas equacgoes permite estudar diferentes eras da histéria cosmica,
como a era da radiagdo, da matéria e da energia escura, e comparar as previsoes tedricas
com observagoes cosmoldgicas, como a expansao acelerada do Universo detectada por

supernovas do tipo Ia [5, 6].

2.6 Problemas com o modelo ACDM

O modelo cosmolégico ACDM constitui a estrutura teérica mais amplamente
utilizada para descrever a expansao acelerada do Universo e a formacao de estruturas em
larga escala. Contudo, apesar de seu sucesso observacional, diversas questoes conceituais
e empiricas permanecem abertas e tém motivado o desenvolvimento de extensoes e
alternativas. Um dos problemas mais fundamentais é o conhecido problema da constante
cosmoldgica. As estimativas oriundas da energia do vacuo quantico sdo superiores ao
valor observado por cerca de 120 ordens de magnitude, constituindo uma das maiores

discrepéncias entre teoria e observacao na fisica moderna [45]. Relacionado a isso esté
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o problema da coincidéncia, que questiona por que razao, justamente na época atual,
a densidade de energia escura e a densidade de matéria assumem valores comparaveis,

mesmo evoluindo de forma distinta ao longo do tempo césmico [49].

Além das dificuldades tedricas, experimentos e observacgoes recentes trouxeram a
tona tensoes estatisticamente significativas que desafiam a consisténcia do modelo padrao.
A mais proeminente delas é a tensdo no valor da constante de Hubble (Hy), que revela
uma discrepancia superior a 40 entre diferentes métodos de medi¢ao. Estimativas locais,
obtidas a partir de velas padrao como estrelas Cefeidas e Supernovas do tipo Ia, apresentam
valores consistentemente superiores (em torno de 73 km/s/Mpc) aos inferidos a partir da
radiacdo césmica de fundo (CMB) pelo satélite Planck ( 67,4 km/s/Mpc) sob a hipétese
ACDM. Analises recentes indicam que essa discrepancia persiste mesmo apoés consideragoes
detalhadas sobre possiveis erros sistematicos [50, 51]. Outra tensao relevante surge em
medidas do parametro Ss, que caracteriza a amplitude da distribuicdo de matéria e o
nivel de aglomeracao (clustering) das estruturas césmicas. Estudos de lentes gravitacionais
fracas e levantamentos de galaxias indicam valores de aglomeracao menores do que aqueles
previstos quando os parametros cosmologicos sao ajustados usando dados do CMB. Esse
resultado sugere um possivel descompasso entre a taxa de crescimento de estruturas
observada no Universo tardio e o valor inferido pelo modelo padrao a partir do Universo
jovem, levantando questoes sobre a necessidade de considerar efeitos de retroagao e modelos

mais gerais, como os intrinsecamente simétricos [52].

Além das tensoes empiricas diretas, ha ainda o desafio relacionado as idealizagoes
geométricas do modelo FLRW que fundamentam o ACDM. Embora a suposicao de
homogeneidade e isotropia seja consistente em escalas cosmologicas muito amplas, analises
tedricas tém mostrado que inomogeneidades reais podem, em principio, influenciar a
expansao média do Universo. Estudos investigam como flutuacoes nao lineares e efeitos
de retroagao podem modificar a dinamica efetiva, levantando questoes sobre a robustez
da aproximacao homogénea quando aplicada a um Universo estruturalmente complexo
[53, 54, 55]. Essas analises reforgam que a rela¢ao entre as equagoes de Einstein e suas
médias cosmoldgicas pode ser mais sutil do que o modelo padrao assume, especialmente

em contextos dominados por estruturas de grande escala.

Ainda permanece aberto o problema da natureza da matéria escura. Embora sua
presenca seja fortemente apoiada por multiplos tipos de observagoes, a auséncia de detecgao
direta apds décadas de experimentos dedicados sugere que pode ser necessario considerar
novas formas de matéria, interagoes nao padrao ou mesmo modificagdes da gravidade em
escalas cosmoldgicas [56]. Essas questdes alimentam uma ampla gama de propostas que

vao desde campos escalares ultra-leves até teorias gravitacionais alternativas.

Em sintese, embora o ACDM continue sendo a estrutura mais consistente e bem

ajustada ao conjunto de observagoes disponiveis, tensdes quantitativas, dificuldades con-
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ceituais e limitagoes geométricas persistem. Esses desafios abrem espaco para explorar
modelos mais gerais, incluindo cenarios inomogéneos, construcoes geométricas ampliadas e
outras extensoes que buscam compreender melhor a complexidade do Universo real e testar

a resiliéncia do paradigma padrao diante de novas observagoes e formulagoes tedricas.

2.7 Resultados Importantes do Formalismo de Perturbacoes em

FLRW

O formalismo de perturbagoes cosmolégicas desenvolvido sobre a métrica de Fri-
edmann—Lemaitre-Robertson—Walker constitui um dos pilares da cosmologia moderna,
pois estabelece a ponte entre a descricao idealizada do Universo homogéneo e isotropico e
a complexa estrutura observada em escalas menores. Ao introduzir pequenas flutuagoes
em torno do espaco-tempo FLRW, é possivel estudar de maneira sistematica a origem, a
evolucao e as consequéncias observacionais das inomogeneidades cosmicas, mantendo o

controle analitico do problema dentro da Relatividade Geral [2, 3.

Um dos resultados fundamentais desse formalismo é a decomposi¢ao das perturba-
¢oes segundo suas propriedades de transformagao sob rotagoes espaciais. As perturbacoes
podem ser classificadas de forma tinica em modos escalares, vetoriais e tensoriais, co-
nhecidos como decomposicao escalar vetorial tensorial. Essa separagao ¢ possivel devido
a simetria espacial do fundo FLRW e permite que, em primeira ordem, os diferentes
modos evoluam de maneira independente [21, 57]. Os modos escalares estao associados as
flutuacoes de densidade e sao os principais responsaveis pela formagao de estruturas; os
modos vetoriais descrevem vorticidade e geralmente decaem com a expansao; e os modos

tensoriais correspondem as ondas gravitacionais primordiais.

Outro avango crucial foi a formulagdo de varidveis gauge-invariantes, que resolveu
de forma definitiva o chamado problema de gauge em cosmologia. Em um espago-tempo
dindmico, pequenas transformacoes de coordenadas podem mimetizar perturbacoes fisicas,
tornando ambigua a interpretacao dos resultados. A introducao de combinagoes invariantes
sob transformagoes de gauge, como os potenciais de Bardeen, permitiu identificar de forma
inequivoca as grandezas fisicamente observaveis [57, 58]. Esse desenvolvimento tornou o
formalismo matematicamente consistente e fundamental para comparagoes diretas com

dados observacionais.

No contexto dos modos escalares, um resultado de grande importancia ¢ a descri¢ao
do crescimento das perturbacoes de densidade em um Universo dominado por matéria.
Em escalas sub-horizonte, as flutuagoes crescem aproximadamente de forma proporcio-
nal ao fator de escala durante a era dominada por matéria, fornecendo a base tedrica
para a formagdo hierdrquica de estruturas como galdxias e aglomerados [59, 38]. Esse

comportamento é modificado na presenca de radiacdo ou energia escura, o que permite
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usar observagoes do crescimento de estrutura como uma poderosa ferramenta para testar

modelos cosmologicos.

O formalismo perturbativo em FLRW também desempenha papel central na
interpretacao das anisotropias da radiacao céosmica de fundo. As flutuacdes observadas
no CMB sao diretamente relacionadas as perturbacoes escalares e tensoriais presentes no
plasma primordial, e sua evolugao pode ser calculada de forma precisa a partir das equagoes
perturbadas de Einstein e da dindmica dos fluidos cosmolégicos [60, 3]. O excelente acordo
entre as previsoes tedricas baseadas nesse formalismo e os dados experimentais obtidos
por missoes como WMAP e Planck representa uma das maiores confirmacoes empiricas

do modelo cosmolégico padrao [34].

Além disso, o formalismo de perturbacoes em FLRW fornece o arcabouco necessario
para o estudo de lentes gravitacionais fracas, oscilagoes aciisticas de barions e correla¢oes
angulares em levantamentos de galaxias. Esses observaveis dependem de integrais ao longo
da linha de visada das perturbacoes métricas e da distribuicao de matéria, todas quantidades
calculdveis de forma consistente dentro da teoria perturbativa [61, 4]. Dessa forma, a
cosmologia de precisao contemporanea esta profundamente enraizada nos resultados obtidos

a partir das perturbagoes lineares em um fundo FLRW.

Apesar de seu enorme sucesso, esses resultados dependem fortemente das simetrias
do modelo de fundo. A homogeneidade e isotropia globais sao essenciais tanto para a
decomposicao escalar vetorial tensorial quanto para a defini¢do clara das variaveis gauge-
invariantes. Quando essas simetrias sao relaxadas, como em modelos inomogéneos ou
intrinsecamente simétricos, muitos desses resultados deixam de ser automaticamente
validos, tornando o tratamento das perturbagoes substancialmente mais complexo. Essa
limitagado motiva o estudo cuidadoso de extensoes do formalismo perturbativo para além

do cenario FLRW, tema que sera explorado nos capitulos seguintes.
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3 Modelos Inomogéneos

3.1 O Modelo Cosmolégico Padrao: Sucessos, Limitacoes e Moti-

vacao para Extensoes Inomogéneas

Modelos cosmoldgicos inomogéneos sao solugoes das equagoes de campo de Einstein
que nao impoem a condi¢cdo de homogeneidade global do espacgo-tempo. Diferentemente
do modelo padrao baseado na métrica FLRW, que assume homogeneidade e isotropia em
todas as dire¢oes e posigoes, os modelos inomogéneos permitem variagoes espaciais da
densidade, curvatura e expansao. Tais modelos podem ou nao preservar alguma simetria
espacial, por exemplo, simetria esférica ou axial e podem ser localmente simétricos, ainda

que globalmente mais complexos [10, 11, 62].

O modelo cosmologico padrao, baseado na métrica FLRW, alcancou um notavel
sucesso ao explicar de forma unificada diversos dados observacionais: a uniformidade da
CMB, a distribuicao estatistica de galaxias em grandes escalas e a relagao entre redshift e
distancia observada por supernovas do tipo la [1, 3, 4]. Sua forca reside na simplicidade das
equagoes de Friedmann, que relacionam diretamente a geometria do Universo a densidade

de energia média, assumindo simetrias espaciais ideais.

Entretanto, o modelo FLRW apresenta limitagdes importantes. Em escalas menores
que aproximadamente 100 megaparsec, o Universo ¢ claramente inomogéneo: observacoes
revelam vazios cosmicos, filamentos, superaglomerados e anisotropias residuais na CMB
(38, 22]. Além disso, existe a possibilidade de que essas inomogeneidades exergam um efeito
dindmico coletivo sobre a expansao global, um fenémeno conhecido como backreaction
9, 8]. Outra motivagao para considerar modelos mais gerais estd na busca de explicagdes
alternativas a aceleragdo da expansao do Universo, sem necessidade de postular uma

constante cosmoldgica ou um campo de energia escura [10, 63].

Diante disso, os modelos inomogéneos surgem como extensoes naturais do modelo
padrao, permitindo explorar solugdoes mais gerais das equacoes de Einstein e testar a
robustez das inferéncias cosmolédgicas. Ao relaxar as condigbes de simetria impostas
pelo Principio Cosmoldgico, é possivel estudar como a estrutura em grande escala e a
distribuicao real de matéria afetam as observagoes. Além disso, esses modelos funcionam
como laboratoérios tedricos para investigar o papel das inomogeneidades na evolugao
césmica, na formacao de estruturas e na interpretacdo de observaveis fundamentais como

o redshift, o brilho de supernovas e a geometria aparente do Universo [9, 13, 64].
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3.2 A Estrutura Matematica de Modelos Inomogéneos

Modelos cosmologicos inomogéneos sao definidos como solugoes das equagoes de
campo de Einstein que ndo assumem homogeneidade espacial global [64]. Ao contrario do
modelo FLRW, o qual a simetria do espaco tridimensional ¢ maxima, e a métrica depende
apenas do tempo por meio do fator de escala a(t), os modelos inomogéneos permitem
dependéncia espacial explicita nas fung¢oes métricas e na distribuicdo de matéria, o que

leva a uma estrutura geométrica significativamente mais rica [8, 10, 11].

Em geral, esses modelos sao classificados com base nas simetrias de Killing que
preservam determinadas propriedades geométricas [62]. O nimero e o tipo de vetores de
Killing disponiveis determinam o grau de simetria do espago-tempo: no caso de FLRW,
ha a simetria maxima com seis vetores de Killing espaciais associados a homogeneidade
e isotropia globais [4]. Em contrapartida, modelos como os de Lemaitre-Tolman—Bondi
(LTB) preservam apenas a simetria esférica, mantendo trés vetores de Killing associados
ao grupo de rotagoes SO(3), o que permite a existéncia de inomogeneidades radiais [11].
Modelos ainda mais gerais, como o de Szekeres, nao possuem nenhuma isometria espacial,
sendo chamados de "genuinamente inomogéneos'ou "sem simetria'[10, 13]. Essa redugao
no grau de simetria implica que a métrica deixa de ter uma forma universal simplificada,
exigindo que as equagoes de campo sejam tratadas como sistemas de equagoes diferenciais

parciais acopladas, em vez das equagoes diferenciais ordinarias do modelo padrao.

A perda dessas simetrias implica que a métrica deixa de ter uma forma universal
e simplificada. Por exemplo, em FLRW a separacao entre dois pontos é puramente
determinada por a(t), enquanto nos modelos inomogéneos a distancia fisica, a taxa de
expansao e a curvatura podem variar ponto a ponto no espago [9]. Isso significa que, em vez
de uma tnica equacao de Friedmann, devem ser resolvidas equacoes diferenciais parciais

acopladas, geralmente dependentes do tempo e da posicao [8, 10, 64].

Além da complexidade geométrica, um aspecto fundamental dos modelos inomogé-
neos € a definicao da folha de tempo; isto é, a escolha de hipersuperficies tridimensionais
nas quais o tempo é considerado constante. Essas folhas formam uma folheacao do espaco-
tempo, crucial para interpretar a evolucao das grandezas fisicas. No modelo FLRW, existe
uma folheagao natural: cada folha de tempo é homogénea e isotrépica, e os observadores
coméveis compartilham um tempo césmico global. J& nos modelos inomogéneos, essa
estrutura nao é mais unica: a folheacao depende da escolha do referencial e da coordenada
temporal adotada, o que impacta diretamente o calculo de quantidades observaveis como
a taxa de expansao, densidade média e curvatura [8, 9]. Em particular, a ambiguidade
na escolha da folheagao esta no cerne de debates sobre o papel das inomogeneidades na

dindmica cosmoldgica média, especialmente nos estudos de backreaction [64].

Portanto, a estrutura matematica dos modelos inomogéneos é ao mesmo tempo
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mais complexa e mais flexivel. Ela permite modelar com mais realismo a distribuicao de
matéria no Universo e investigar como variacoes locais podem influenciar as grandezas
cosmoldgicas efetivas, inclusive a aceleracao aparente da expansao césmica [9, 63]. Como
veremos nas secoes seguintes, alguns desses modelos, como LTB, Szekeres e LRS; oferecem

solugbes exatas uteis para testar essas ideias [10, 13].

3.3 O Modelo de Lemaitre-Tolman—Bondi (LTB)

O modelo de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) é uma solucdo exata das equagoes de
campo de Einstein que descreve um universo com simetria esférica, porém radialmente
inomogéneo, preenchido por um fluido de poeira, isto é, matéria sem pressao [11, 65].
Diferentemente do modelo cosmoldgico padrao FLRW, que assume homogeneidade e
isotropia globais, o modelo LTB permite que a densidade de matéria, a curvatura espacial

e a taxa de expansao variem ao longo da coordenada radial [10, 63].

Matematicamente, a simetria esférica implica a existéncia de trés vetores de Killing
associados ao grupo de rotagoes SO(3), garantindo invaridncia sob rotagoes espaciais
[11, 66]. Enquanto o modelo FLRW é maximamente simétrico com seis vetores de Killing,
o modelo LTB preserva apenas a subvariedade isométrica associada a simetria esférica.
A auséncia de simetria translacional radial permite que as grandezas fisicas dependam

explicitamente da coordenada radial comével 7.

A métrica do modelo LTB é dada por
R'(t,r)?
1+ 2E(r)

onde R(t,r) representa o raio areal associado a uma esfera comével, E(r) é a fungao de

ds? = —di® + dr? + R(t,r)? (d6® + sin® 0 dg?) | (3.1)

energia especifica relacionada a curvatura radial, e R = OR/0r [11]. Essa forma da métrica
evidencia que a geometria espacial pode variar ao longo da dire¢ao radial, preservando,

contudo, a simetria esférica em torno de um ponto central.

O contetido material é descrito por um fluido de poeira, cujo tensor energia-momento

T" = p(t,r)utu”, (3.2)
com u* = §f no sistema de coordenadas comével, o que reflete a auséncia de pressao e

tensoes anisotrépicas [11, 66].

As equacgoes de campo de Einstein,

G = " (3.3)

A
conduzem as equagoes fundamentais do modelo LTB. Em particular, obtém-se a equacao
dinamica

~ 2G'M(r)

R(t,r) = Rltr) +2E(r), (3.4)
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na qual M(r) representa a massa gravitacional efetiva contida no interior da coordenada
radial r [65, 11, 10]. A densidade de matéria é dada por
M'(r)

p@ﬂﬂ::4ﬂR%trﬂ?@Jﬂ’ (3:5)

o que evidencia explicitamente a possibilidade de perfis radiais de densidade arbitrarios
(65, 11].

A solucao geral dessas equacoes pode ser expressa em forma paramétrica, depen-
dendo do sinal da funcao E(r), correspondendo aos casos hiperbdlico (E > 0), parabdlico
(E =0) e eliptico (F < 0) [11, 10].

Essa solugao foi desenvolvida originalmente por Georges Lemaitre (1933), Richard
Tolman (1934) e Hermann Bondi (1947), com o objetivo de estudar o colapso gravitacional
de distribuigoes esféricas de matéria [67, 68, 65]. No entanto, o modelo LTB passou a
desempenhar um papel relevante na cosmologia contemporanea ao ser empregado na
investigacao de hipdteses alternativas a energia escura, em particular em cenarios nos
quais o observador estaria localizado préoximo ao centro de uma extensa regiao subdensa

em escalas cosmoldgicas [12, 69].

Do ponto de vista observacional, os principais observaveis cosmologicos sao obtidos

por meio da integracao das equagoes das geodésicas nulas radiais,

a  Rr) (3.6)
dr 14 2E(r) '
e da equacao para o redshift cosmologico,
d ¥ (t
SRR A GT) (3.7)

dr J1+2E(r)

o que permite determinar diretamente a relacao distancia-redshift e confrontar previsoes

teéricas com dados observacionais [63, 10].

Apesar de alguns desses modelos ajustarem adequadamente dados de supernovas
do tipo Ia, da radiagao césmica de fundo (CMB) e das oscilagoes acusticas de barions
(BAO), observagoes adicionais impoem restrigoes importantes. Em particular, o efeito
Sunyaev—Zeldovich cinematico (kSZ), medido em aglomerados de galdxias localizados
transversalmente a regiao subdensa, impoe limites severos aos perfis radiais admissiveis
[70, 71]. Além disso, andlises combinando dados do WMAP, do SDSS e medigoes do
parametro de Hubble indicam que apenas uma regiao bastante restrita do espago de

parametros desses modelos permanece compativel com as observagoes [69].

Nos ultimos anos, surgiram extensoes modernas do modelo LTB, como os chamados

modelos ALTB, que incorporam explicitamente uma constante cosmologica. Nesse caso, a
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equagao dinamica torna-se

~ 2GM(r)

R(t,r) = Rit.r) +2E(r) + /;RQ(t,r), (3.8)

permitindo o estudo conjunto dos efeitos de inomogeneidade e aceleragdo césmica [10, 72].

Nesse contexto, destaca-se o projeto BEHOMO (Cosmology Beyond Homogeneity
and Isotropy), cujo objetivo é investigar, de forma sistemadtica, o impacto de fundos
cosmolégicos inomogéneos na formagao e evolugao da estrutura em larga escala [72]. Essas
simulagoes fornecem um laboratério numérico fundamental para testar a consisténcia
observacional de modelos cosmologicos radialmente inomogéneos e para quantificar até
que ponto desvios do Principio Cosmoldgico podem influenciar observaveis cosmoldgicos

de precisao.

Além disso, adaptacoes do modelo LTB em contextos de gravidade modificada,
como teorias f(R), nas quais a acao de Einstein é generalizada para incluir fungoes do
escalar de Ricci, tém sido exploradas com o objetivo de explicar a aceleracao césmica sem

a introdugdo explicita de energia escura [73, 74].

Em sintese, o modelo LLTB constitui uma alternativa relevante ao modelo FLRW
quando se busca incorporar efeitos de inomogeneidade espacial de forma exata. Sua
flexibilidade matematica permite explorar cendrios cosmoldgicos mais complexos, testar a
robustez das inferéncias do modelo padrao e investigar o impacto de grandes estruturas

espaciais sobre os observaveis cosmoléogicos.

3.4 O Modelo de Szekeres

O Modelo de Szekeres é uma solucao exata das equacoes de Einstein que generaliza
o modelo LTB, eliminando completamente a simetria esférica, o que o torna uma das
formas exatas mais realistas de descrever universos inomogéneos e anisotrépicos, sem
depender de perturbagoes lineares do modelo FLRW [75]. Proposto por Peter Szekeres
em 1975 e subsequentemente aprimorado, esse modelo permite representar estruturas
complexas como aglomerados, voids e dipolos de densidade sem recorrer a idealizagao de
simetria global [10, 11].

Do ponto de vista geométrico, o modelo de Szekeres caracteriza-se pela auséncia
completa de vetores de Killing espaciais, nao admitindo simetria esférica, axial ou transla-
cional. Essa propriedade o distingue fundamentalmente tanto dos modelos FLRW quanto

do modelo LTB, tornando-o uma das solugoes cosmoldgicas exatas mais gerais conhecidas
[11, 10].

Uma das caracteristicas mais marcantes do modelo de Szekeres é a sua métrica,

que se distingue por nao apresentar simetria esférica nem isotropia, ao contrario dos
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modelos FLRW e LTB [11]. Na forma mais comum, conhecida como modelo de Szekeres
quase-esférico de classe I, a métrica depende de todas as coordenadas espaciais, permitindo
que a densidade e a curvatura variem nao apenas com a distancia radial, mas também nas
diregoes transversais. Essa generalizagao é viabilizada pela fun¢ao E(r,z,y), que rompe
explicitamente a simetria angular e introduz anisotropias na estrutura do espaco-tempo

(10, 76).

A métrica pode ser expressa como

e 2
() - RENEED) o R

ds? = —dt? - 7
’ - e~ k(1) " B a7

(da” +dy*),  (3.9)

onde R(t,r) representa o raio areal generalizado, que determina a &rea fisica das superficies
de tempo e raio constantes. Diferente do caso esférico, aqui a interpretacdo de R como
“raio“ é geométrica, pois a drea da superficie bidimensional (6, ¢) é proporcional a R2.
A fungado k(r) é a funcdo de curvatura espacial , € € {+1,0, —1} determina a geometria
das hipersuperficies bidimensionais (esférica, plana ou hiperbdlica, respectivamente) , e
E(r,z,y) é uma funcdo arbitraria responséavel por introduzir as anisotropias espaciais que

quebram a simetria esférica do modelo. [76, 11, 10].

A funcao E(r,x,y) pode ser escrita explicitamente como

1

E(r,z,y) = 250 (&= P(r)* + (y — Q(r))* + €S(r)*], (3.10)

onde P(r), Q(r) e S(r) sdo fungdes arbitrdrias da coordenada radial, responséveis por
controlar o deslocamento, a orientacdo e a intensidade das inomogeneidades espaciais [11,
10, 77]. Essa construcao permite modelar distribui¢bes de matéria altamente assimétricas,

incluindo estruturas com dipolos de densidade e gradientes angulares pronunciados.

O conteiido material do espago-tempo é descrito por um fluido de poeira, cujo

tensor energia-momento assume a forma
T = p(t,r,z,y) u'u”, (3.11)

onde u* = ¢f no sistema de coordenadas comével. A densidade de energia p é fungao
de todas as coordenadas espaciais, refletindo explicitamente o carater inomogéneo e

anisotropico do modelo [11, 10].

A aplicacao das equagdes de campo de Einstein,

87
Gw/ = A T (312)
leva a equagao dinamica generalizada,
: 2GM (r) A
2(t =—>=—k —R(t 1
RE(t.r) = 2ot S KO+ S R, (313)
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formalmente idéntica a equagao correspondente no modelo LTB, porém com uma estrutura

geométrica muito mais rica devido & presenca da fungao E(r,z,y) [76, 11, 10].

A densidade de matéria é dada por

/ o E'(rzy)
M'(r) — 3M (r) Blrai)_ , (3.14)
AT R2(t,r) [R’(t,?“) — R(t,T)M}

E(r,a,y)

p(t7 r7 x? y) =

o que evidencia a contribui¢dao explicita dos gradientes angulares para a formacao de

estruturas nao esfericamente simétricas [76, 11, 10].

Apesar da auséncia de simetria global, o modelo mantém uma folheagdo do espago-
tempo em hipersuperficies espaciais quase-esféricas, permitindo a existéncia de bolhas
locais de simetria aproximada. Essa propriedade confere grande flexibilidade a modelagem
da distribuicao de matéria e da geometria espacial, permitindo descrever transicoes suaves

entre regimes quase homogéneos e fortemente nao lineares [10, 78].

Pesquisas recentes demonstram que os modelos de Szekeres podem acomodar
naturalmente a formacao e evolugao de estruturas cosmolégicas realistas, reproduzindo
com maior fidelidade o crescimento de estruturas observado do que modelos baseados em
simetria esférica [77, 79]. Comparagoes com dados observacionais indicam que esses modelos
podem produzir previsdes competitivas com o modelo ACDM para certos observaveis,
especialmente em escalas intermedidrias [79]. Dentre essas pesquisas, destacam-se as
analises de modelos que utilizam redes de estruturas de Szekeres para ajustar o contraste
de densidade e a funcdo de massa de aglomerados de galdxias, além de fornecerem
interpretacoes para o dipolo de radiagdo césmica de fundo sem a necessidade de fluxos

peculiares excessivos.

Um dos usos praticos mais notaveis é o chamado modelo Swiss-cheese Szekeres, no
qual regioes descritas pela solugao de Szekeres sdo embutidas em um fundo FLRW. Essa
construcao tem sido amplamente utilizada para investigar o impacto de inomogeneidades
nao lineares na propagacao da luz e nas anisotropias da radiagdo césmica de fundo. Bolejko
(2009), por exemplo, demonstrou que efeitos nao lineares do tipo Rees—Sciama — que
consistem na variacao temporal dos potenciais gravitacionais durante a passagem dos
fétons, provocando um deslocamento espectral (redshift ou blueshift) adicional — podem
induzir flutuacdes mensuraveis na CMB em pequenas escalas, ainda compativeis com os

limites observacionais. [10].

Mais recentemente, Célérier (2024) [75] apresentou uma revisao abrangente desses
modelos no contexto da cosmologia de precisao, destacando seu potencial para incorporar
explicitamente uma constante cosmolégica e ajustar dados observacionais sem recorrer
a aproximagcoes perturbativas, explorando soluc¢oes exatas das equagoes de Einstein em

cenarios cosmolégicos fortemente inomogéneos.
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3.5 O Modelo Locally Rotationally Symmetric (LRS)

Os modelos cosmoldgicos Locally Rotationally Symmetric (LRS) constituem uma
classe de solugoes das equacoes de Einstein caracterizadas por possuirem um eixo de
simetria em torno do qual o espago-tempo apresenta isotropia local, ainda que globalmente
anisotrépico. Esses modelos se situam entre a simplicidade altamente simétrica da métrica
FLRW e a complexidade de solugoes completamente inomogéneas, oferecendo uma estrutura
matematica suficientemente rica para capturar anisotropias observacionais sem abrir mao

de certo grau de simetria [14, 31].

Geometricamente, os modelos LRS admitem um grupo de isometrias tridimensional
G3, contendo um subgrupo SO(2) de rotagoes locais em torno de um eixo privilegiado.
Essa propriedade implica a existéncia de um vetor de Killing associado as rotacoes
locais, garantindo isotropia em planos bidimensionais ortogonais a uma dire¢do espacial
preferencial [14, 31]. Como consequéncia, todas as grandezas escalares fisicas sdo invariantes

sob rotagoes locais, embora possam variar ao longo do eixo de simetria.

A principal caracteristica dos modelos LRS é que, embora admitam apenas um
grupo de isometrias menor do que o dos modelos FLRW, eles ainda preservam isotropia
em torno de dire¢oes especificas. Isso significa que a métrica admite um vetor de Killing
especial associado a rotacoes locais, restringindo a anisotropia a apenas um eixo, o que
reduz a complexidade das equagoes de campo de Einstein em relacao a modelos totalmente

anisotropicos, como os de Bianchi em geral [31].

De maneira geral, a métrica dos modelos LRS pode ser escrita como:
ds* = —dt* + A(t)*dr* + B(t)*d%}, (3.15)

em que A(t) e B(t) sdo fatores de escala distintos, e d¥7 descreve a geometria bidimensional

isotropica das superficies de simetria, podendo assumir as formas:
dy? + dz?, k=0 (LRS BianchiI),
d¥; = S d0? + sen0d¢?, k=+1 (Kantowski-Sachs),

df? + senh?0 dp?*, k= —1 (LRS Bianchi III).

O contetdo material é descrito por um fluido cosmoldgico geral, cujo tensor energia-

momento assume a forma

THV = (p + p)u,uuu + PYuv + T v, (316)

onde p ¢ a densidade de energia, p a pressao isotrépica e 7, representa possiveis tensoes

anisotrépicas, que desempenham papel central na dindmica desses modelos [14, 80].
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A cinemética da expansao é caracterizada por dois parametros de Hubble direcionais,

H, :ﬁ, HL:g, (3.17)
permitindo definir a taxa de expansao média
H = S (H +2H.), (3.18)
bem como o escalar de cisalhamento
0’ = ;)(H — H,)?, (3.19)

o qual quantifica o grau de anisotropia da expansao [14, 81].

As equacoes de campo de Einstein conduzem as equagoes dinamicas fundamentais

do modelo,

k
3H? = 87Gp+ 0* — TR (3.20)

H = —47G(p+p) — o?, (3.21)

que generalizam as equagoes de Friedmann ao contexto anisotropico dos modelos LRS
[14, 31, 81].

Essas equagoes mostram explicitamente que a anisotropia, representada pelo cisa-
lhamento, atua como uma fonte gravitacional adicional, influenciando a taxa de expansao
do Universo e podendo desempenhar papel relevante em épocas primordiais ou em cenarios

cosmolégicos nao padrao.

Do ponto de vista fisico, os modelos LRS sao particularmente tteis para investigar
cenarios em que o Universo possa apresentar simetrias residuais. Eles tém sido empregados
no estudo de regimes anisotropicos no inicio do Universo, na analise da estabilidade
dindmica de solugdes cosmolodgicas e na investigacao de teorias alternativas de gravidade.
Trabalhos recentes exploraram, por exemplo, modelos LRS no contexto da gravidade modi-
ficada f(R,T), analisando sua estabilidade e viabilidade cosmolégica frente a observagoes
[15, 16].

Assim, os modelos LRS desempenham um papel intermediario entre a idealizagao
dos modelos homogéneos e isotrépicos e a complexidade dos modelos genuinamente
anisotropicos, constituindo um campo de estudo relevante tanto do ponto de vista tedrico

quanto fenomenoldgico.

3.6 Modelos Intrinsecamente Simétricos

Os modelos intrinsecamente simétricos constituem uma classe de solugoes das
equagoes de campo de Einstein nas quais determinadas simetrias geométricas sao pre-

servadas de forma interna as hipersuperficies espaciais, sem que seja necessario assumir
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homogeneidade ou isotropia globais do espaco-tempo. Essa abordagem surge como uma
generalizacao natural da cosmologia relativistica padrao, permitindo investigar cenarios
nos quais o Principio Cosmoldgico é relaxado de maneira controlada, mantendo ainda uma

estrutura matematica bem definida [82, 83].

Diferentemente de modelos puramente inomogéneos, a simetria intrinseca atua
como um vinculo geométrico que organiza a distribuicao de matéria em subvariedades,
permitindo que as quantidades fisicas apresentem dependéncia espacial apenas em dire¢oes
especificas [17, 18]. Essa formulagdo é particularmente vantajosa para o estudo de efeitos
de retroacao [8, 9] e para a interpretacao de observaveis em um Universo estruturado, pois
fornece um laboratorio tedrico onde a complexidade das inomogeneidades nao impede o

tratamento analitico rigoroso [10, 22].

De maneira mais precisa, um modelo cosmolégico apresenta simetria intrinseca
quando suas hipersuperficies espaciais admitem propriedades geométricas que atuam
apenas sobre subvariedades de dimensao inferior. Em contraste com o caso FLRW, no qual
o grupo de simetria atua transitivamente sobre todo o espago tridimensional, nos modelos
intrinsecamente simétricos a configuragao geométrica permite a presenca simultanea de
inomogeneidades e anisotropias ao longo de dire¢oes preferenciais. Essa construcgao fornece
um cenario suficientemente rico para a investigacao de efeitos nao lineares da estruturacgao
do Universo, a0 mesmo tempo em que mantém o sistema dindmico matematicamente

tratdvel para andlises analiticas e numéricas [9, 10].

[N

Do ponto de vista geométrico, a no¢do de simetria em Relatividade Geral

[©N

frequentemente formalizada por meio de vetores de Killing. Um campo vetorial &*

dito um vetor de Killing se satisfaz a equacao
V& =0, (3.22)

0 que equivale a exigir que o tensor métrico permaneca invariante ao longo do fluxo gerado
por &H. A existéncia desses vetores implica a presenca de isometrias continuas e permite
classificar solugoes das equagoes de Einstein segundo seus grupos de simetria [43, 66].
Tais simetrias sao fundamentais, pois reduzem os graus de liberdade do sistema e estao

associadas a quantidades conservadas ao longo de geodésicas [43, 44].

Nos modelos intrinsecamente simétricos, entretanto, a simetria pode ser definida
de forma mais ampla através da estrutura das hipersuperficies espaciais. Em vez de exigir
isometrias globais em todo o espaco-tempo, assume-se que a geometria admite subvariedades
bidimensionais maximamente simétricas, caracterizadas por curvatura constante. Essa
estrutura assegura uma isotropia local nessas subvariedades, sem impor a homogeneidade

global do espaco-tempo.

Dessa forma, as quantidades geométricas e dindmicas podem apresentar dependéncia

espacial adicional ao longo da direcao transversal, caracterizando a natureza intrinsecamente
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simétrica do modelo [17, 82, 83]. Esse tipo de construgdo permite interpretar o espago
tridimensional como uma folheagao por superficies bidimensionais (6, ¢), onde a variagao
espacial relevante ocorre apenas na direcao ortogonal . Tal decomposigao é particularmente
conveniente para fornecer uma interpretacao fisica clara das anisotropias e inomogeneidades

presentes no modelo [9, 84].

A motivagao para o desenvolvimento desses modelos esta diretamente relacionada
as limitagoes do modelo FLRW na descricao de um Universo realisticamente estruturado.
Embora o FLRW seja bem-sucedido em escalas muito grandes, ele representa uma ideali-
zagdo na qual todas as regides do espaco evoluem da mesma forma, ignorando a dindmica
local das estruturas. Estudos sobre cosmologias inomogéneas e efeitos de média espacial
mostram que a presenca de estruturas pode influenciar tanto a dinamica efetiva quanto a

interpretagao dos observaveis cosmolégicos. [8, 9, 10].

Nesse contexto, os modelos intrinsecamente simétricos surgem como modelos
intermediarios fundamentais entre a homogeneidade total e a completa auséncia de simetrias.
Eles permitem investigar, de maneira controlada, efeitos de retroacdo, acoplamentos entre
expansao e cisalhamento, bem como desvios observacionais induzidos por gradientes

espaciais, mantendo simultaneamente um nivel elevado de tratabilidade analitica.

Historicamente, solugoes com simetrias reduzidas foram exploradas por Collins e
Szafron [85, 86], mostrando ser possivel preservar propriedades geométricas bem definidas
em certas superficies mesmo na auséncia de isotropia global. Mais recentemente, esse
formalismo foi aprofundado para aplica¢oes de precisao, estabelecendo equacoes de evolugao

para o fundo e para perturbagoes lineares [17, 18].

Como um caso especifico para o desenvolvimento deste trabalho, a métrica sera

escrita em coordenadas adaptadas a essa folheagao espacial, na forma:
ds* = —N(t,2)%dt* + A(t,z)’da’ + B(t, x)* (do® + S}(0)de?) (3.23)

onde N(t,z) é a funcao lapso, A(t,z) e B(t,z) sdo fungoes métricas que dependem do
tempo e da coordenada espacial transversal z, e S, (6) descreve as geometrias esférica, plana
ou hiperbdlica das superficies de simetria. No limite em que A(t,z) — a(t) e B(t,z) — a(t),

recupera-se imediatamente a métrica FLRW [17, 81].

O contetido material é descrito por um fluido cosmoldgico geral, cujo tensor energia-

momento pode ser decomposto como
Ty = (p + D)ttty + PGy + Gty + Gty + T, (3.24)

onde p é a densidade de energia, p a pressao isotropica, u* o campo de quatro-velocidade,
q" o vetor de fluxo de calor e 7, o tensor de anisotropia, satisfazendo ¢*u, = 0, 7, u” = 0
e m!, = 0. Embora esta decomposi¢ao permita analisar desvios em relagao ao fluido perfeito,

o modelo ainda pode ser tratado no limite de fluido perfeito, sendo comum considerar,
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em aplicagoes cosmolégicas, o limite ¢* = 0 e 7, = 0 para isolar os efeitos puramente

geométricos das inomogeneidades espaciais sobre a dindmica cosmoldgica [82, 83].

Nos trabalhos de Bittencourt, Gomes e Santos [17, 18], sdo obtidas solugbes exatas
das equagoes de campo de Einstein para modelos cosmologicos intrinsecamente simétricos,
nos quais processos dissipativos podem estar presentes ja no nivel do fundo. Esses modelos
sao caracterizados pela existéncia de um grupo de simetria intrinseca que impoe restrigoes
geométricas a estrutura do espaco-tempo, permitindo a introducao de um parametro
livre m, o qual classifica as diferentes classes de simetria do espago-tempo admitidas pela

solucao.

Nesse contexto, m surge como um parametro geométrico associado a simetria
intrinseca do espago-tempo, controlando o grau de anisotropia e a presenca de termos
dissipativos no fluido cosmolégico [17, 18]. Por sua vez, Hy é uma constante dimensional
associada a taxa caracteristica de expansao do modelo, desempenhando papel andlogo ao

pardmetro de Hubble em cendrios cosmolégicos padrao [2, 83].

Com base nessas hipoteses, sao deduzidas expressoes explicitas para o fluxo de

calor e para a pressao anisotrépica, dadas respectivamente por

gi = (m—2)Hye?, (3.25)
e _m-2)
L ) Ly, (3.26)

onde E;; representa a parte elétrica do tensor de Weyl [82, 83, 84]. Particularmente, para
a classe de modelos onde m = 4, as expressoes acima definem a estrutura das corregoes
dissipativas de fundo. Cabe ressaltar que, nestas expressoes, o simbolo ® refere-se a funcgao
métrica constituinte da solucao exata de fundo proposta pelos autores, nao devendo ser
confundido com o potencial escalar perturbativo ®(¢, ¥), que serd introduzido no Capitulo

4, no contexto do formalismo de perturbacgoes lineares.

Essas expressoes evidenciam que, para valores genéricos de m, o modelo admite
fluxos dissipativos e anisotropias dinamicas ja no nivel do fundo cosmolégico, refletindo a

riqueza geométrica e fisica dessas solugoes [17, 18|.

No presente trabalho, entretanto, o foco recai sobre a andlise de perturbagoes
lineares em torno de solugbes de fundo mais simples, para as quais se adota, por razoes de
clareza fisica, controle analitico e consisténcia metodoldgica com o formalismo padrao da

cosmologia perturbativa, o limite

Essa escolha corresponde a consideracao de um fluido perfeito no nivel do fundo, permitindo

isolar de forma mais transparente os efeitos puramente geométricos das inomogeneidades
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espaciais sobre a dindmica cosmolégica. Tal aproximacao é amplamente empregada na
literatura sobre perturbagoes cosmolégicas relativisticas, uma vez que facilita a identificagao
e interpretacao fisica dos modos perturbativos, além de possibilitar uma conexao direta

com os resultados obtidos no contexto da cosmologia FLRW [2, 84, 87].

Cabe ressaltar que a imposicao de ¢; = 0 e m;; = 0 no fundo nao implica a auséncia
desses termos no nivel perturbativo. Em uma abordagem geral, as flutuacoes associadas ao
fluxo de calor e a pressao anisotropica podem ser incluidas como quantidades de primeira

ordem, de modo que

permitindo investigar efeitos dissipativos induzidos pelas perturbagoes cosmoldgicas [84,
87]. No escopo deste trabalho, contudo, restringe-se a andlise as perturbagoes escalares
associadas a geometria e a densidade de energia, deixando a inclusao sistematica de termos

dissipativos perturbativos como uma perspectiva natural para extensoes futuras.

A cinematica do fluido é caracterizada pelos escalares de expansao, cisalhamento e

aceleragao. Para a métrica acima, o escalar de expansao © = V, u* assume a forma

10
O =——In(AB? 3.29
e (AB?) (329)
A fim de caracterizar a taxa de expansao local do Universo em um cenario inomo-
géneo, é conveniente introduzir um parametro de Hubble generalizado, definido em termos
do escalar de expansao. Essa quantidade permite comparar diretamente o comportamento

dindmico do modelo intrinsecamente simétrico com o cenario homogéneo padrao. Define-se,

assim, o parametro de Hubble local como

o- L9 In(AB?), (3.30)

1
At.7) =39 =355

que generaliza a defini¢ao usual do modelo FLRW. No limite homogéneo, em que A(t,z) —
a(t) e B(t,x) — a(t), recupera-se imediatamente a relacdo padrao H = a/a.

Além disso, é conveniente introduzir as taxas de expansao longitudinal e transversal,

dadas respectivamente por

1A 1B
Hy=—— = —— 3.31
= Na T NB (3:31)

de modo que o escalar de expansao pode ser escrito como
©=H +2H,. (3.32)

evidenciando que a taxa de expansao local pode depender tanto do tempo quanto da
coordenada espacial x. O tensor de cisalhamento nao se anula em geral, refletindo a

presenca de anisotropias na expansao, enquanto a aceleracao ¢ nula quando se adota um
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referencial comdvel geodésico [81, 82, 83]. A anisotropia da expansdo é quantificada pelo
tensor de cisalhamento, que mede as deformagoes locais sofridas por pequenos volumes
materiais. Essa quantidade desempenha papel central na caracterizacao da dinamica dos

modelos intrinsecamente simétricos, sendo definida por:
1
O = h(h, Vaus — 5 Ohu, (3.33)

onde h,, = g, + u,u, € o projetor espacial ortogonal ao campo de quatro-velocidade.
Essa quantidade mede diretamente o grau de anisotropia da expansao local e desempenha

papel fundamental na dindmica cosmolédgica dos modelos intrinsecamente simétricos.

Um objeto geométrico central na caracterizacdo de modelos cosmoldgicos inomogé-
neos ¢ o tensor de Weyl C),,03, que representa a parte sem trago do tensor de curvatura
de Riemann e descreve os graus de liberdade gravitacionais livres do campo gravitacional.
Diferentemente do tensor de Ricci, que estd diretamente relacionado ao conteiiddo material
por meio das equagoes de Einstein, o tensor de Weyl codifica efeitos puramente geométricos,
tais como forcas de maré, propagacao de ondas gravitacionais e acoplamentos nao locais
da gravidade [43, 83, 84].

Na decomposicao covariante 1 + 3, o tensor de Weyl pode ser decomposto, em
relacdo ao campo de quatro-velocidade u*, em suas partes elétrica e magnética, definidas

respectivamente por

1
« « A
E,, = Chapu u?, H,, = §5u/\a60 51/7“ u?, (3.34)
onde €., ¢ 0 tensor completamente antissimétrico definido nas hipersuperficies ortogonais
a ut. O tensor E,, estd associado as forgas de maré gravitacionais, enquanto H,, estd

relacionado a propagacao de ondas gravitacionais e a efeitos gravitomagnéticos.

Em cosmologia homogénea e isotropica do tipo FLRW, o tensor de Weyl se anula
identicamente, refletindo a auséncia de graus de liberdade gravitacionais livres. Em con-
traste, em modelos cosmoldgicos inomogéneos, como os modelos intrinsecamente simétricos,
o tensor de Weyl é, em geral, nao nulo e desempenha um papel fundamental na dindmica
do sistema, estando diretamente relacionado ao cisalhamento e a evolucao das anisotropias
geométricas [81, 82, 84]. Dessa forma, o estudo do tensor de Weyl fornece uma ferra-
menta essencial para compreender o acoplamento entre geometria e matéria em cendrios

cosmologicos além do paradigma homogéneo.

A dindmica do contetido material é governada pelas equacoes de conservagao do
tensor energia-momento, dadas por V, 7" = 0. A conservacao local da energia e do
momento é garantida pela condigao de divergéncia nula do tensor energia-momento. No
limite de fluido perfeito comovel, essa condi¢cdo conduz a uma equagao de continuidade
generalizada, que governa a evolucao temporal da densidade de energia em cada ponto do
espaco-tempo:

p+(p+p)O =0, (3.35)
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que generaliza a equacao de conservagao de energia da cosmologia homogénea e evidencia

explicitamente o papel da expansao local na evolugao da densidade de energia.

A evolucao temporal do escalar de expansao é governada pela equacao de Ray-
chaudhuri, a qual descreve como a taxa de expansao local é influenciada pela presenca de

matéria, anisotropias e pela constante cosmologica:
|
O + 592 +20% +47G(p+ 3p) — A =0, (3.36)

onde 0?2 = %O‘MVO'/W é o escalar de cisalhamento e A representa a constante cosmologica.
Essa equacao mostra como a presencga de anisotropias, codificadas pelo cisalhamento, atua

como uma fonte gravitacional adicional, modificando a taxa de expansao local.

A dindmica do espago-tempo é governada pelas equagdes de campo de Einstein, as
quais estabelecem a relagdo fundamental entre a geometria do espago-tempo e o contetiido
material. No contexto dos modelos intrinsecamente simétricos, essas equagoes conduzem
a um sistema de equagoes diferenciais parciais para as fun¢oes métricas N(t,x), A(t, x)
e B(t,z), generalizando as equages de Friedmann da cosmologia homogénea. De forma

compacta, as equagodes de campo podem ser escritas como
G, = 8nGT,,, (3.37)

a aplicagao das equagoes de campo de Einstein, conduz a um sistema de equacoes dife-
renciais parciais que generalizam as equacoes de Friedmann. Em particular, uma equacao
dindmica generalizada para o fator B(t,z) pode ser escrita simbolicamente como

( B )2 _ 8nG k o?

NB) T3’ BT (3.38)

onde 02 = %JWUW ¢é o escalar de cisalhamento. Essa expressao evidencia explicitamente o
papel do cisalhamento como fonte efetiva de energia gravitacional adicional, modificando

a taxa de expansao local em relagdo ao caso homogéneo.

No limite homogéneo, em que A(t,xz) — a(t) e B(t,x) — a(t), recuperam-se
exatamente as equagoes usuais da cosmologia FLRW, assegurando consisténcia com o
modelo padrao [43, 81, 82, 83].

Dessa forma, os modelos intrinsecamente simétricos fornecem um cenario interme-
diario altamente controlado para investigar, de forma nao perturbativa, o impacto das
inomogeneidades espaciais sobre a dindmica cosmoldgica e sobre parametros observaveis.
Ao contrario da teoria de perturbacoes usual, essa abordagem permite capturar efeitos nao
lineares diretamente através de solugoes exatas das equacoes de Einstein. Eles constituem
uma ponte conceitual entre a cosmologia homogénea padrao e modelos completamente
inomogéneos, como os modelos LTB e Szekeres, sendo particularmente adequados para
estudos de cosmologia de precisao que buscam explorar a fisica além do paradigma ACDM
9, 10, 17, 18, 88].
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Essa fundamentacao tedrica é essencial para o desenvolvimento do formalismo
perturbativo que sera apresentado no proximo capitulo, onde analisaremos como pequenas

flutuacoes se comportam sobre esse fundo geometricamente mais rico.

Em suma, a anélise dos modelos cosmologicos apresentada neste capitulo permitiu
identificar como a quebra das hipdteses de homogeneidade e isotropia globais enriquece a
estrutura geométrica e fisica do espaco-tempo. A introdugdo dos modelos intrinsecamente
simétricos destaca-se por oferecer uma solucao de compromisso entre a complexidade das
inomogeneidades reais e a necessidade de tratabilidade analitica. Ao adotarmos o limite
de fluido perfeito no nivel do fundo, estabelecemos uma base sélida e consistente para a
investigacao de flutuagoes. No capitulo seguinte, utilizaremos este cenario como ponto de
partida para o desenvolvimento do formalismo de perturbacoes lineares, visando isolar e
interpretar os efeitos das inomogeneidades sobre a dindmica da densidade de energia e da

geometria espacial.
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4 Teoria de perturbacoes lineares

4.1 Introducao ao Capitulo de Perturbacoes Lineares

Os capitulos anteriores desta dissertacao foram dedicados a apresentacdo dos
fundamentos tedricos da cosmologia moderna, a discussao do modelo cosmolégico padrao
e a introducgao de cendrios alternativos baseados em geometrias inomogéneas e modelos
intrinsecamente simétricos. Em particular, foram explorados os aspectos geométricos e
fisicos desses modelos, bem como suas motivagoes conceituais e possiveis implicagoes

cosmologicas.

O presente capitulo tem como objetivo consolidar esses desenvolvimentos por meio
do estudo das perturbagoes cosmologicas. A andalise perturbativa constitui uma etapa
essencial na construcao de modelos cosmologicos realistas, uma vez que as observagoes
nao acessam diretamente o comportamento médio do espago-tempo, mas sim as flutuagoes
em torno desse fundo geométrico. Quantidades observaveis, como anisotropias da radiagao
cosmica de fundo, crescimento de estruturas e distor¢des gravitacionais da luz, sdo descritas

precisamente a partir da dindmica dessas perturbacoes.

Neste trabalho, as perturbagoes sdo tratadas como pequenas flutuagoes em torno
de uma métrica de fundo previamente especificada, respeitando a notacao, o sistema
de coordenadas e a assinatura adotados ao longo de toda a dissertacao. Em particular,
considera-se a assinatura (—, 4, +,+) e um sistema de coordenadas coméveis, de modo
a manter consisténcia com os capitulos anteriores. A métrica perturbada sera escrita
explicitamente, e as quantidades geométricas e dinamicas relevantes serao calculadas de

forma sistematica.

Diferentemente de abordagens puramente fenomenologicas, este capitulo enfatiza o
calculo explicito das quantidades perturbadas, evidenciando como o formalismo se constroi
a partir das equagdes de Einstein e das propriedades geométricas do espago-tempo. O
objetivo nao é apenas recuperar resultados conhecidos no contexto de modelos homogéneos
e isotrépicos, mas também estabelecer a base necessaria para a aplicacao do formalismo a

cendarios mais gerais, como os modelos intrinsecamente simétricos discutidos anteriormente.

Assim, este capitulo estd organizado de modo a apresentar, inicialmente, as defini-
¢oes fundamentais do formalismo perturbativo e a estrutura da métrica perturbada. Em
seguida, sao discutidas as equagodes dinamicas resultantes e os principais resultados fisicos
associados as perturbagoes em cosmologias do tipo FLRW. Essa construcao prepara o ter-
reno para analises futuras em modelos mais gerais, permitindo avaliar de forma consistente

o impacto das inomogeneidades e das simetrias internas na descricao do Universo.
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4.1.1 Motivacado Fisica e Conceitual da Teoria de Perturbacdes

A teoria de perturbagoes cosmolégicas baseia-se na ideia de que o Universo real
pode ser descrito como uma pequena deformacao de um modelo idealizado altamente
simétrico. Embora a métrica de fundo capture de forma precisa o comportamento médio da
expansao coésmica, as observagoes indicam a presenca de flutuagoes de pequena amplitude
na densidade de matéria, na curvatura do espago-tempo e nos campos fisicos. Essas
flutuagoes, embora pequenas, desempenham papel fundamental na formagao de estruturas

e na determinagao das propriedades observaveis do Universo [3, 89, 90].

Matematicamente, esse procedimento consiste em decompor as grandezas fisicas
em uma parte de fundo, que satisfaz exatamente as equagoes de Einstein, e uma parte
perturbativa, tratada como uma correcao de pequena amplitude. De forma esquematica,

para uma grandeza genérica Q(x*), escreve-se

Qa") = QV(a") + €6Q(a"), (4.1)

onde Q) representa a solucdo de fundo, 6Q é a perturbacio e e < 1 é um parametro
adimensional que controla a ordem da expansao. No regime linear, consideram-se apenas
termos até primeira ordem em €, o que permite linearizar as equacoes de campo e obter

um sistema de equagoes diferenciais mais simples e fisicamente interpretével [89, 91].

Fisicamente, essa decomposicao expressa o fato de que as flutuagoes cosmologicas
observadas apresentam amplitudes muito pequenas quando comparadas as grandezas
médias. Em particular, as anisotropias da radiacao césmica de fundo possuem amplitude
relativa da ordem de 107°, justificando plenamente a validade da aproximacao linear

durante grande parte da histéria cosmoldgica [3, 90].

No contexto do modelo cosmologico padrao, as perturbac¢des primordiais sao
interpretadas como sementes para a formacao das estruturas em larga escala. Pequenas
flutuagoes iniciais, geradas durante o periodo inflacionario, crescem sob a acao da gravidade,
dando origem as galaxias, aglomerados e filamentos observados atualmente. Além disso, a
teoria de perturbagoes permite calcular diretamente observaveis fundamentais, como o
espectro de poténcia das anisotropias da radiacao cosmica de fundo, a taxa de crescimento

das estruturas e os efeitos de lente gravitacional fraca [2, 92].

Quando se consideram cenarios cosmoldgicos mais gerais, como os modelos inomo-
géneos e os modelos intrinsecamente simétricos, a importancia da teoria de perturbagoes
torna-se ainda mais evidente. Nesses casos, a geometria do espaco-tempo apresenta depen-
déncia espacial explicita, impossibilitando a aplicacao direta de muitos resultados obtidos
no contexto FLRW. Assim, o desenvolvimento de um formalismo perturbativo consis-
tente nesses modelos permite investigar como as simetrias internas e as inomogeneidades

influenciam a dindmica cosmoldgica e os observaveis fisicos [64].
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Neste trabalho, o formalismo de perturbagoes lineares é empregado com o objetivo
de estudar como pequenas flutuagdes evoluem sobre um fundo cosmoldgico intrinsecamente
simétrico. A motivagao central consiste em compreender de que maneira essas simetrias
internas modificam as equagoes de evolugao das perturbagoes e podem impactar parametros
cosmoldgicos efetivos, tais como os potenciais gravitacionais, o contraste de densidade e
a taxa de crescimento das estruturas, permitindo uma comparacao direta com o cenario

cosmolégico padrao.

4.2 Meétrica Perturbada e Convencoes Adotadas

Nesta secao introduzimos o formalismo bésico das perturbagoes cosmologicas
empregado ao longo deste trabalho, estabelecendo as conveng¢oes matematicas, o sistema
de coordenadas e a forma explicita da métrica perturbada utilizada. O objetivo é definir
de maneira clara o ponto de partida geométrico a partir do qual serao calculadas as
quantidades fisicas relevantes, garantindo consisténcia formal e facilitando a interpretagao

fisica dos resultados obtidos.

Adotamos, em todo o trabalho, a assinatura do espaco-tempo (—,+, +, +). Esta
escolha, conhecida como "convencao de tempo préprio"’, é amplamente utilizada na lite-
ratura de relatividade geral e cosmologia por preservar a identificagao direta do tempo
préprio com a componente temporal da métrica e conduzir a uma forma particularmente
simples das equagoes de movimento para particulas e campos. [2, 43]. Essa convengao
assegura compatibilidade direta com grande parte dos textos classicos da area, facilitando
comparacoes analiticas e interpretacoes fisicas dos resultados perturbativos obtidos nos
capitulos subsequentes. Além disso, a manutencao desta assinatura é fundamental para
garantir a consisténcia dos sinais algébricos no calculo dos simbolos de Christoffel e dos

tensores de curvatura apresentados nesta secao.

Utilizamos um sistema de coordenadas coméveis = = (¢,z,y,z), no qual os
observadores associados ao fluido cosmoldgico de fundo permanecem em repouso em
relacao a expansao do Universo. Nessa escolha, o tempo ¢ corresponde ao tempo césmico
medido por esses observadores, permitindo uma interpretacao fisica direta das grandezas

dindmicas e simplificando a descrigdo da evolugao cosmolégica [3, 4].

A geometria de fundo considerada é do tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson—Walker
(FLRW) espacialmente plana, caracterizada por uma expansao homogénea e isotrépica
com simetria espacial plana. Trata-se de um caso particular da métrica (3.23), descrita

pela expressao:
ds? = —efotD g2 | a(t)2 (dg;z + dy2 + dz2) , (4.2)

onde a(t) é o fator de escala cosmoldgico e fo(t,¥) é uma fungdo escalar geral que

parametriza o setor temporal da métrica. A introducdo dessa funcao permite uma descrigao
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mais flexivel da geometria temporal, acomodando diferentes escolhas de gauge e preservando

a compatibilidade formal com modelos mais gerais.

Em particular, para manter coeréncia conceitual com o modelo intrinsecamente
simétrico apresentado no Capitulo 3, retomamos a func¢ao de lapso N(t, T) e estabelecemos
a identificacao:

oD = N2 (¢, 7). (4.3)
Neste limite de fundo homogéneo e isotrépico, as fungdes métricas da solugao geral (3.23)
reduzem-se a A = B = a(t), garantindo que a expansao ocorra de forma idéntica em todas

as direcoes espaciais.

Essa reparametrizagao é conveniente para o tratamento das equagoes de campo
linearizadas, pois explicita a estrutura funcional do setor temporal da métrica e permite
incorporar, de maneira sistematica, possiveis dependéncias espaciais do lapso, mantendo a
generalidade geométrica do modelo de fundo. Por simplicidade notacional, ao longo deste

capitulo omitiremos explicitamente as dependéncias funcionais, escrevendo apenas fy, ¥ e

.

As perturbagdes cosmoldgicas sao introduzidas como pequenas flutuagdes em torno
dessa métrica de fundo. Para isso, introduzimos um parametro adimensional € < 1, que
controla a ordem da expansao perturbativa. A métrica total pode entao ser decomposta
como

Gab = 0% + € OGub, (4.4)
onde gfl?,) representa a métrica de fundo e dg,, descreve as perturbagoes métricas. Essa
decomposicao expressa a hipétese fundamental da teoria de perturbacoes cosmolégicas, se-
gundo a qual as flutuacgoes gravitacionais apresentam amplitudes pequenas em comparacao
com os valores médios das grandezas cosmologicas, permitindo a linearizacao consistente

das equagdes de campo [89, 91].

Neste trabalho, restringimo-nos ao estudo de perturbagoes escalares, que sao as
mais relevantes no regime linear para a formagao de estruturas e para a descricao das
anisotropias cosmologicas observadas. Essa escolha decorre do fato de que as perturbagoes
escalares estdo diretamente associadas as flutuacoes de densidade da matéria e dominam a
dindmica cosmologica em grandes escalas, enquanto os modos vetoriais decaem rapidamente
com a expansao e os modos tensoriais contribuem principalmente para a geracao de ondas

gravitacionais [89, 90].

Com essas escolhas, a métrica total perturbada, escrita no calibre longitudinal (ou

calibre de Newton), assume a forma
ds? = — PP (1 4 2¢0(t, 7)) dt* + a(t)? (1 4 2eD(t, 7)) 6;; dx' da?, (4.5)

onde ¥ (t,7) e ®(t,Z) sdo os potenciais gravitacionais escalares que caracterizam as

perturbagoes métricas no setor temporal e espacial, respectivamente.
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No limite ¢ — 0, a métrica acima reduz-se suavemente a métrica de fundo, ga-
rantindo a consisténcia interna do esquema perturbativo. As fung¢oes ¥ e ® descrevem
flutuagoes locais no intervalo de tempo préprio e nas distancias espaciais, estando dire-
tamente associadas as inomogeneidades na distribuicdo de matéria e energia. Embora,
no contexto da cosmologia padrao e na auséncia de tensdes anisotropicas, seja comum
encontrar a igualdade ¥ = & no regime linear, neste trabalho essas quantidades sao
mantidas independentes, a fim de preservar a generalidade formal do tratamento e permitir

extensoes futuras para cendrios mais gerais [2, 90].

Além da métrica, as quantidades fisicas associadas ao contetido material do Universo

também sao perturbadas. O tensor energia-momento é decomposto como
Ty = T + €Ty, (4.6)

0 . L , . .
onde Téb) descreve o fluido cosmoldgico de fundo e 67Ty, contém as flutuacoes de densidade,
pressao e fluxo de energia. Essa decomposicao permite estudar, de forma sistematica, a
resposta do espaco-tempo as inomogeneidades da matéria por meio das equagoes de campo

de Einstein linearizadas [2, 3].

A partir dessas defini¢goes, o préximo passo consiste no calculo das quantidades
geométricas perturbadas, como o tensor métrico inverso, os simbolos de Christoffel, o
tensor de Ricci e o tensor de Einstein, todos expandidos até primeira ordem em e. Esses
calculos serao apresentados nas se¢oes seguintes e constituem a base analitica para o

estudo da dindmica das perturbacoes cosmolégicas desenvolvido neste capitulo.

4.3 Quantidades Geométricas Perturbadas

Nesta secao calculamos as principais quantidades geométricas associadas a métrica
perturbada introduzida na Secao 4.2. Em particular, determinamos o tensor métrico
inverso e os simbolos de Christoffel até primeira ordem no parametro perturbativo e. Esses
resultados constituem a base geométrica necessaria para o calculo do tensor de Ricci e,

consequentemente, para a obtencao das equacoes de campo de Einstein linearizadas.

Tensor Métrico Inverso
A métrica perturbada adotada ao longo deste trabalho é escrita na forma
ds® = — e (1+ 2eW) dt* + a(t)? (1 + 2e®) (da? + dy® + d2?), (4.7)

onde U = V(t, z,y,2z) e ® = D(t,z,y, z) sdo fungdes escalares que representam pequenas
perturbagoes em torno de um espaco-tempo homogéneo e isotrépico de fundo, enquanto

fo ¢ uma funcao geral associada ao setor temporal da métrica.
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A escolha desta forma funcional para a métrica baseia-se no formalismo padrao da
teoria de perturbacoes cosmologicas, no qual se introduzem pequenas flutuagoes sobre a
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). O parametro adimensional
€ < 1 controla a ordem da expansao perturbativa, permitindo a separacao sistematica
entre o comportamento do espaco-tempo de fundo e os efeitos associados as inomoge-
neidades. As func¢oes ¥ e ® correspondem as chamadas perturbagoes escalares, que sao
fisicamente associadas as flutuacoes na densidade de energia e no potencial gravitacional,

desempenhando papel central na descricao da formacgao de estruturas no Universo.

Do ponto de vista geométrico, essa decomposicao permite tratar as perturbacoes
como campos definidos sobre um espago-tempo homogéneo, facilitando a interpretacao
fisica e o céalculo das quantidades relevantes, como simbolos de Christoffel, tensores de
curvatura e equacoes de campo linearizadas. Além disso, a introducao do fator exponencial
e/0 no setor temporal confere maior generalidade a métrica, possibilitando a descricdo de
diferentes escolhas de parametrizacao temporal, incluindo transformacgoes de calibre que

podem ser exploradas ao longo da analise.

O tensor métrico de fundo, obtido ao se tomar o limite ¢ — 0, pode ser escrito na

forma matricial
g((l(,])) = diag (—efo, a(t)?, a(t)?, a(t)Q) ) (4.8)
o que corresponde a métrica FLRW espacialmente plana, escrita em coordenadas cartesianas

com um fator temporal geral. A inversa deste tensor é dada por
git) = diag (—e ™, a(t) %, a(t) %, a(t) ), (4.9)
satisfazendo a relacdo fundamental g(® Gng}) = 0%.

Para obter o tensor métrico inverso completo, expandimos ¢? perturbativamente
até primeira ordem em €. Esse procedimento é consistente com a hipdétese de pequenas
perturbacoes e garante que apenas termos lineares em ¥ e ® sejam mantidos, desprezando-

se contribuigoes de ordem superior. Como resultado, obtém-se

gt = —e70 (1 —2e0), (4.10)
g7 =a(t)* (1 — 2ed) 6, (4.11)

com todos os demais componentes nulos.

Essa forma do tensor métrico inverso serd essencial nos calculos subsequentes,
particularmente na determinacao dos simbolos de Christoffel, dos tensores de curvatura e
das equagoes de Einstein linearizadas. Por fim, verifica-se diretamente que a relagao de
consisténcia

9gey = 0%, (4.12)

é satisfeita até termos de ordem O(¢), assegurando a validade da expansdo perturbativa

adotada e a coeréncia interna do formalismo.
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Simbolos de Christoffel

Os simbolos de Christoffel associados a conexao de Levi-Civita sao dados por
1
%, = igad (ObGed + OcGba — Dagse) , (4.13)
e codificam a forma como os vetores variam sob transporte paralelo no espaco-tempo,
estando diretamente relacionados a curvatura e a dinamica gravitacional. No contexto
da relatividade geral, esses coeficientes determinam tanto as equacoes das geodésicas
quanto a estrutura dos tensores de curvatura, desempenhando papel central na formulacgao

geométrica da gravitagao.

No formalismo perturbativo adotado, os simbolos de Christoffel sdo decompostos
em uma contribuicao de fundo e flutuagoes de primeira ordem. Esta etapa é fundamental,
pois permite que os dados geométricos das perturbagoes escalares ® e W sejam propagados
para o tensor de Einstein, estabelecendo a conexao necessaria entre a métrica perturbada

e a evolugao das inomogeneidades cosmicas.

No formalismo perturbativo adotado neste trabalho, os simbolos de Christoffel sao
calculados expandindo-se a métrica e sua inversa até primeira ordem no parametro €. Esse
procedimento permite separar claramente as contribui¢oes provenientes do espago-tempo
de fundo daquelas associadas as perturbacoes escalares. Todos os calculos foram realizados
com o auxilio do Wolfram Mathematica, garantindo consisténcia algébrica e controle
rigoroso da ordem dos termos retidos na expansao. Ao longo desta analise, mantemos

apenas termos lineares em ¢, desprezando contribui¢oes de ordem superior.

As componentes puramente espaciais dos simbolos de Christoffel refletem dire-
tamente a presenca de gradientes espaciais do potencial escalar ®, indicando que as
inomogeneidades espaciais induzem aceleragoes efetivas na dinamica das geodésicas. Os

componentes nao nulos relevantes sao dados por

I, =T, =—€d,, ( )
[e =T% = —€®,, (4.15)
Iy, =—€®,, (4.16)
F:mcy =e®,, ( )
ng =ed,. ( )
Esses termos expressam o acoplamento direto entre as perturbagoes escalares e a curvatura

espacial efetiva, sendo responsaveis por desvios locais da trajetoria das particulas em

relagdo ao movimento puramente comovel.

Além disso, as componentes espaciais diagonais também recebem contribuigoes das

perturbagoes, resultando em

I, =Ty, =T, =€, (4.19)
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o que evidencia que as variagoes longitudinais do potencial gravitacional afetam diretamente
a conexao ao longo das diregoes espaciais, introduzindo corre¢oes na expansao local do

espaco.

As componentes envolvendo o indice temporal sdo particularmente relevantes, pois
descrevem o acoplamento entre a dindmica temporal do espaco-tempo de fundo e as
flutuacdes escalares. Nesse caso, surgem contribui¢oes tanto da fungao temporal geral f

quanto das perturbagoes, resultando em

Fizéﬁ@+egm (4.20)
F%Z;ﬁy+egw (4.21)
Fézéﬁg+egm (4.22)
Ht:;ﬁu+€®¢ (4.23)

Esses termos estao diretamente associados as aceleragoes induzidas pelo campo gravitacio-
nal e desempenham papel central na dindmica das particulas teste, bem como na evolucao

temporal das perturbacoes cosmoldgicas.

As componentes mistas espago—tempo também apresentam corregoes perturbativas,

sendo dadas por

F&ZFLZ;h@+eQm (4.24)
F;=F@=;ﬁy+egw (4.25)
I, =T, = ;f(),z +ed ., (4.26)
bem como .
[y, =T% =I5 ="+, (4.27)

Esses termos expressam a influéncia combinada da expansao cosmoldgica, caracterizada
pela taxa de Hubble a/a, e das flutuagoes temporais do potencial escalar, que afetam a

taxa local de expansao e a evolugao dinamica das perturbagoes.

No limite € — 0, recuperam-se imediatamente os simbolos de Christoffel associados a
métrica de fundo homogénea e isotrépica, garantindo a consisténcia do formalismo adotado.
Por sua vez, os termos proporcionais a € codificam os efeitos geométricos induzidos pelas
inomogeneidades escalares. Esses resultados constituem a base para o calculo do tensor
de Ricci perturbado e, subsequentemente, do tensor de Einstein linearizado, que serao

analisados na préxima secao.
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Tensor de Ricci

O tensor de Ricci é obtido a partir da contracao do tensor de curvatura de Riemann,

Rg, = R° (4.28)

achy

podendo ser expresso explicitamente em termos dos simbolos de Christoffel por meio da
relacao
Rab = aC]‘_\Cab - 8bFCac + 1—wcdrdab - I_\cbdrdobc' (429>

Essa grandeza desempenha papel central na relatividade geral, uma vez que codifica
a resposta geométrica do espaco-tempo a presenca de matéria e energia, aparecendo

diretamente nas equagoes de campo de Einstein.

No contexto da teoria de perturbacoes cosmoldgicas, o tensor de Ricci fornece
informagoes detalhadas sobre como pequenas flutuagoes métricas alteram a curvatura do
espaco-tempo de fundo. Dessa forma, sua expansao perturbativa até primeira ordem em e
permite descrever, de maneira sistematica, os efeitos das inomogeneidades escalares sobre
a dinamica gravitacional. Em particular, essa abordagem conduz naturalmente as equagoes
lineares que governam a evolucao das perturbac¢oes cosmologicas, fundamentais para o

estudo da formacao de estruturas no Universo.

A partir dos simbolos de Christoffel obtidos na subsecao anterior, o tensor de
Ricci foi calculado de forma explicita, mantendo-se apenas termos até primeira ordem no
parametro perturbativo €. Devido a complexidade algébrica das expressoes envolvidas, os
calculos foram realizados com o auxilio do Wolfram Mathematica, o que garante tanto a
consisténcia das manipulacoes simbodlicas quanto o controle rigoroso das aproximagoes
adotadas. Esse procedimento permite obter expressoes analiticas completas, preservando a

estrutura fisica dos termos relevantes.

A seguir, apresentamos os componentes nao nulos do tensor de Ricci, organizados

de acordo com a natureza de seus indices.

Componentes espaciais mistas. As componentes mistas puramente espaciais refletem
diretamente os gradientes espaciais das perturbagoes escalares, bem como suas interacoes
com o setor temporal da métrica. Essas contribui¢oes descrevem o acoplamento entre

variagoes espaciais do potencial gravitacional e a geometria do espago tridimensional.
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Explicitamente, obtém-se

1 1 1 1 1
Ryz - Rzy - - Zf,Ozf,Oy + ieq),zf,Oy - 56 \Il,zf,Oy + 56 f,Oz(I),y - 56 f,Oz\I/
1
*f,Oyz - Eq),yz — € ‘Ij,yz; (430)
1 1 1 1 1
Rmz sz fOszx GCI) sza: — € \Ij,zf,Om + € f,Oz(I),a: — € f,Oz\Ij,z
4 2 2 2
1
2f0mz - - E\Il,xza (431)
1 1 1 1 1
Rmy = Ryﬂf - 4f0yf0:v ECD nya; - 56 \I],yf,Oa: + ief,OyCI),x - §€f,0y\11 T
1
2f0ccy - G(I),zy — € \Il,zy' (432)

Essas componentes sao particularmente sensiveis as variagoes espaciais cruzadas das

perturbacoes, refletindo diretamente a estrutura geométrica das flutuacoes escalares.

Componentes mistas espago—tempo. As componentes que envolvem simultaneamente
indices espaciais e temporais descrevem o acoplamento entre a expansao cosmoldgica e
as variagoes espaciais dos potenciais escalares. Elas desempenham papel fundamental
na dindmica das perturbacoes, pois governam o transporte de energia e momento no

espaco-tempo perturbado. EXplicitamente

th - th - 7f()z \Ij + 6fOz(I)t 2ed RZ2) (433)
a 26@

Rty = Ryt = af()y + 7\11’1, + Gfqu)t — 2ed tys (434)

Rtm = th - f[);t \IJ + EfOx(bt 26®,tz- (435)

Esses termos evidenciam como a expansao do Universo, caracterizada por a/a, interage
com os gradientes espaciais das perturbagoes, produzindo efeitos dindmicos relevantes para
a evolugao cosmologica. Dentre esses efeitos, destacam-se a geracao de fluxos de velocidade
peculiar no fluido e a indugao de correntes de energia, que vinculam diretamente a taxa

de expansao global aos gradientes locais do potencial gravitacional.

Componentes espaciais diagonais. As componentes diagonais espaciais incorporam
simultaneamente contribui¢coes do fundo homogéneo e das perturbagoes escalares, re-
fletindo tanto a dinamica global da expansao quanto as corregoes locais associadas as

inomogeneidades. Para a componente R,., obtém-se
R..,=c¢tai— f(]zz —€(Puy + Dy +20,.) — €V, + 2ee_fac'LCI>,t —2eceTaiv
+2e 4% + dee T Da? — dee TG — i( fo:)?+ ;e fo0:®. —efo. VU
— §€f,0yq),y - §€f,0x‘1),x — §€7faaf,0t —eeTd’af o

1
- ee_fad\IJ,t + ee_fadCI{t + 6eefaa® + §ee_fa2f,0t<1>7t. (4.36)
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As expressoes correspondentes as componentes 7, e R,, sao obtidas de maneira andloga,

respeitando-se a simetria espacial da métrica adotada.

Componente puramente temporal. A componente temporal do tensor de Ricci é
especialmente importante, pois esta diretamente associada a dinamica da expansao cosmica

e as flutuagoes da densidade de energia. Para essa componente, encontra-se
Ry = e fai — 2ee ™ al — 2e77a? — dee ™ D% + dee ™/ Va?
1 1 1
- if,OZZ - Eq),zz - Z(f,()y)2 + ief,()yq),y - Ef,Oy\ij

1 1
— g fow = 260y — €Wy — Sefor® — €Dy — dee i, (4.37)

Em conjunto, essas expressoes fornecem a forma completa do tensor de Ricci até
primeira ordem em e para a métrica perturbada considerada. Esses resultados constituem
a base para a construcao do tensor de Einstein linearizado, que serd analisado na proxima
secao, bem como para a dedugao das equagoes dinamicas que governam a evolucao das

perturbagoes cosmoldgicas.

4.4 Equacoes de Einstein Perturbadas

Nesta secao derivamos explicitamente as equagoes de campo de Einstein perturbadas
até primeira ordem no parametro €, a partir da métrica perturbada introduzida na Se¢ao 4.2
e das quantidades geométricas calculadas ao longo das subsegoes anteriores. O objetivo
central é estabelecer a relacao dinamica entre as flutuacoes geométricas do espago-tempo
e as perturbagoes fisicas associadas ao contetido material do Universo, fornecendo assim a

base tedrica para o estudo do crescimento das estruturas cosmologicas.

No contexto da relatividade geral, as equagoes de Einstein expressam o principio
fundamental segundo o qual a geometria do espago-tempo é determinada pela distribuicao
de matéria e energia. Em cosmologia, essa relagao assume papel ainda mais relevante,
pois governa simultaneamente a expansao global do Universo e a evolucao local das
perturbagoes. Ao introduzir pequenas flutuagoes sobre uma métrica de fundo homogénea
e isotropica, torna-se possivel investigar como irregularidades iniciais evoluem ao longo do

tempo, dando origem as estruturas observadas atualmente.

Todos os calculos algébricos envolvidos — incluindo a determinacao dos simbolos
de Christoffel, do tensor de Ricci e, consequentemente, do tensor de Einstein — foram
realizados com o auxilio do Wolfram Mathematica. Essa abordagem permite lidar de
maneira eficiente com a complexidade das expressoes analiticas, garantindo consisténcia
algébrica e controle da ordem dos termos retidos na expansao perturbativa. Ao longo desta
analise, mantemos exclusivamente contribui¢oes até primeira ordem em €, compativeis

com o regime de pequenas perturbacoes.
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As equagdes de campo de Einstein sao dadas por
G, =8rG1T,,, (4.38)

onde G, ¢é o tensor de Einstein, que descreve a curvatura do espago-tempo, e T, é o
tensor energia—momento, responsavel por caracterizar o contetido material. No formalismo
perturbativo, cada uma dessas grandezas é decomposta em uma contribuicao de fundo e

uma perturbacao linear,
G =G0 +06G,  Tuw=TY +0T,. (4.39)

Essa decomposicao permite separar claramente os efeitos associados a expansao cosmologica
média daqueles provenientes das flutuagoes locais, conduzindo a um sistema de equacoes

acopladas para os potenciais escalares ® e W.

Componente temporal

A componente puramente temporal das equagoes de Einstein desempenha papel
central na descricao da expansao cosmologica e na dinamica das flutuagoes da densidade
de energia. No nivel de fundo, definido por uma geometria homogénea e isotrépica (FLRW)
ou por uma solugdo exata intrinsecamente simétrica , ela fornece a equacao de Friedmann,
que estabelece a relagdo entre o pardmetro de Hubble H = a/a e a densidade de energia
média do fluido. Quando perturbagoes sdao incluidas, essa componente passa a codificar
também como pequenas variagoes espaciais na densidade de matéria afetam o potencial
gravitacional. No regime linear, essa relacao é expressa por uma generalizagao relativistica
da equacao de Poisson, vinculando o Laplaciano do potencial ® as flutuagoes locais de

densidade e a dinamica da expansao global.

Nesse contexto, a componente temporal do tensor de Einstein perturbado assume

a forma
362 0>d 02 0>d 7 .
Gu+0Gy =% ye—2eh%" _9ehZu” _9e=h %" | %% (4.40)
a? a? a? a? a
2(1) .
=3H? +e (_26_f0V2 + 6H<I>> , (4.41)
a

onde V? representa o operador Laplaciano no espaco tridimensional. O termo de fundo
3H? corresponde exatamente & equacdao de Friedmann para um Universo homogéneo e
isotropico. J& os termos proporcionais a € expressam corregoes induzidas pelas perturbagoes
escalares do potencial gravitacional ®. O termo envolvendo o Laplaciano de ® esta
diretamente relacionado as flutuagoes espaciais da densidade de matéria, desempenhando
papel analogo ao da equacao de Poisson na gravitagao newtoniana. Por sua vez, o termo

proporcional a H d descreve a evolucao temporal dessas flutuagdes em um espago em
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expansao, refletindo o amortecimento ou crescimento das perturbagodes gravitacionais

devido a dindmica cosmologica.

Essa equacao pode ser interpretada como a generalizagao relativistica da equagao
de Poisson em um Universo em expansao, estabelecendo o vinculo fundamental entre

densidade, potencial gravitacional e expansao cosmica.

Componentes espaco—temporais

As componentes mistas espaco—temporais das equacoes de Einstein fornecem
vinculos dinamicos entre as flutuagdes do campo gravitacional e os fluxos de energia e
momento do fluido cosmologico. Elas desempenham papel essencial na conservagao do

momento linear e no acoplamento entre variagoes espaciais e temporais das perturbagoes.

No caso de um Universo estritamente homogéneo e isotrépico, essas componentes
se anulam identicamente, refletindo a auséncia de correntes de energia preferenciais. Entre-
tanto, no cenario mais geral considerado neste trabalho, surgem contribuicoes adicionais
associadas a estrutura temporal geral da métrica, codificada pela fungao fy, e as flutuagoes

escalares.

Explicitamente, obtém-se

Fisicamente, os termos envolvendo gradientes espaciais dos potenciais ® e ¥
descrevem o transporte de momento associado as flutuagoes gravitacionais, enquanto
os termos proporcionais a 0;fy refletem a influéncia da estrutura temporal do espaco-
tempo de fundo sobre a dinamica local. Essas equacoes estabelecem, portanto, um vinculo
fundamental entre a expansao césmica, os gradientes gravitacionais e os fluxos de energia

do fluido cosmoldgico.

Componentes espaciais diagonais

As componentes puramente espaciais das equagoes de Einstein governam a res-
posta dindmica do espaco tridimensional as perturbagoes cosmolédgicas. Em particular, as
componentes diagonais estao diretamente associadas a equacao de aceleracdo da expansao
e as flutuagoes de pressao do fluido cosmolodgico, desempenhando papel central na evolucao

temporal das estruturas.

Do ponto de vista fisico, essas equagoes descrevem como pequenas varia¢oes nos
potenciais gravitacionais alteram localmente a taxa de expansao, introduzindo regides de
compressao e rarefacao que, ao longo do tempo, conduzem ao crescimento das perturbagoes.
Elas também controlam a propagacao das flutuagoes no espaco, estabelecendo a dindmica

ondulatéria das perturbagoes escalares.
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Nesse contexto, as componentes espaciais diagonais do tensor de Einstein assumem
a forma
(0ifo)* + 207 fo + (95.f0)* + 205 fo n
4
+e[8if08i(<1> W) £ Vo VU 4 V(D 4 ) — 82( + 0)

Gz] + (SGU = (aa — 2@2 — 0/2)€7f0

bt (2(@2 +2aii — aafy) (W — @) + 2aa(¥ — 30) + a?(fod — 2615))].
(4.43)

Componentes espaciais nao diagonais e tensdes anisotrépicas

As componentes espaciais nao diagonais desempenham papel fundamental na ca-
racterizacao das tensoes anisotropicas do fluido cosmolégico. Elas fornecem informagoes
diretas sobre desvios da isotropia local e permitem investigar a presenca de fontes aniso-
tropicas, como campos vetoriais, radiacao livremente propagante ou efeitos geométricos

intrinsecos ao modelo considerado.

Para i # j, obtém-se
1 1 1
Gij+5Gij = —Z&fo 8jf0—§61jf0+§ @fo 8j(<1>—\11)+8jf0 61-(<I>—\I/)—28ij(61>+\1/) . (444)

Em cosmologias padrao compostas por fluidos perfeitos, tais componentes se anulam,
conduzindo naturalmente & condi¢do ® = U. Essa igualdade reflete a auséncia de tensoes
anisotropicas e é uma caracteristica central do modelo cosmologico padrao. No contexto
mais geral adotado neste trabalho, essas equagoes permitem investigar desvios desse
comportamento, oferecendo um instrumento tedrico poderoso para analisar a consisténcia
dindmica e as propriedades geométricas do modelo cosmolégico intrinsecamente simétrico

considerado.

Em conjunto, as equacoes de Einstein perturbadas estabelecem um sistema completo
de equagoes diferenciais que governa a evolugao das perturbagoes escalares em um Universo
em expansao. Elas descrevem como pequenas flutuacoes iniciais na densidade de energia
e no potencial gravitacional evoluem ao longo do tempo, conduzindo ao crescimento

hierarquico das estruturas cosmologicas observadas.

Além disso, a presenca da funcao fy permite explorar extensdes do cenario cosmo-
légico padrao, incorporando graus adicionais de liberdade geométrica que podem capturar
efeitos associados a simetrias intrinsecas e possiveis desvios da homogeneidade exata. Dessa
forma, o formalismo desenvolvido nesta se¢ao fornece a base tedrica necessaria para a
analise dinamica e observacional dos modelos cosmologicos investigados ao longo desta
dissertacdo. Ao permitir que os potenciais gravitacionais ® e ¥ evoluam sob a influéncia

de um fundo com gradientes espaciais nao nulos, estabelecemos o arcabouco para prever
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como assinaturas de inomogeneidade podem ser detectadas em observaveis de precisao,

como as flutuagoes da radiagdao césmica de fundo e a taxa de crescimento de estruturas.

4.5 Tensor Energia—Momento

O tensor energia—momento desempenha um papel central na relatividade geral,
pois codifica completamente o contetido material do espago—tempo e sua interacdo com o
campo gravitacional. Em cosmologia, ele descreve nao apenas a densidade de energia e a
pressao do fluido césmico, mas também possiveis efeitos dissipativos, como fluxos de calor

e tensoes anisotropicas, que podem tornar-se relevantes em cenarios mais gerais.

Neste trabalho, adotamos a forma mais geral para o tensor energia—momento de

um fluido cosmolégico,
Tl“/ = (p + p)u,uul/ + P Guv + quUy + pm + Ty (445)

onde p representa a densidade de energia, p a pressao isotropica, u* o quadrivetor velocidade
do fluido, g, o vetor de fluxo de calor e m,, o tensor de tensoes anisotrépicas. Essa
decomposicao permite tratar, de maneira sistematica, tanto o caso de um fluido perfeito

quanto situagoes mais gerais envolvendo dissipacao e anisotropias.
No contexto da teoria de perturbagoes cosmoldgicas, todas as quantidades fisicas
sdo escritas como pequenas flutuagoes em torno de um fundo homogéneo e isotrépico,

X=X0 44X, (4.46)

onde X© representa a contribuicdo de fundo e 6X denota a perturbacdo linear. Esse
procedimento é consistente com o regime em que as inhomogeneidades sao pequenas,

permitindo uma descrig¢ao linearizada das equagoes dinamicas.

Aplicando essa decomposicdo ao tensor energia—momento, obtemos

Ty + 0T, = (p+0p+p+dp)(u, + 0u,)(u, + duy)
+ (p + 5]7) (guu + 59uu)
+ (g + 0q,) (uy + 6uy) + (g + 0q,) (u,, + 0uy) + Ty + 04 (4.47)

Ao expandir essa expressao e reter apenas termos até primeira ordem nas perturbacoes,

garante-se a consisténcia do tratamento linear adotado neste capitulo.

Condicdes de Ortogonalidade

Os termos dissipativos do fluido satisfazem condigdes de ortogonalidade em relacao
ao quadrivetor velocidade,
q"u, =0, ™, = 0. (4.48)
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Essas relagoes asseguram que o fluxo de calor e as tensoes anisotrépicas sao definidos
exclusivamente no espaco tridimensional ortogonal a trajetéria do fluido, refletindo o

carater puramente espacial desses efeitos no referencial comovel.

Ao introduzir perturbacoes, essas condi¢oes devem ser preservadas no regime linear,

o que conduz a

5q“u,(?) + ¢V su, =0, (4.49)
St a0 4 Oy, = 0. (4.50)

Essas expressoes mostram que as flutuagoes nos termos dissipativos permanecem ortogonais
ao fluxo principal do fluido, assegurando a consisténcia geométrica da decomposicao

perturbativa.

No nivel de fundo, o fluido é tomado como comoével, isto é,
U?O) = (U,O,O,O, 0)7 (451)

o que reflete o fato de que, em média, a matéria acompanha a expansao do Universo.

Condicdo de Normalizacao
O quadrivetor velocidade satisfaz a condi¢do de normalizacao
Gut"'u” = —1, (4.52)

a qual expressa o carater temporal da trajetoria das particulas do fluido. No nivel de fundo,

utilizando goo = —e/0® e u’ = 0, obtemos
—efo(uf)? = —1, (4.53)

o que implica diretamente
ud = efo/2, (4.54)

A componente covariante correspondente é dada por
Uy = goou’ = —efo/2. (4.55)

Essas expressoes mostram que o fator e/° modifica a relacdo entre o tempo coordenado e o

tempo proprio medido pelos observadores comoveis.

Normalizacao com Velocidade Perturbada

Ao introduzir perturbagoes tanto na métrica quanto na velocidade,

ut = U?O) + 5UM7 Guv = g,(g/) + 59#’/7 (456)
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a condi¢do de normalizagao passa a fornecer, até primeira ordem,
2 5u"u(0)”gg,)j) + u@ryOvsg,, = 0. (4.57)

Substituindo explicitamente as componentes do fundo, obtemos

2 6uu? + (U )26g00 = 0, (4.58)
o que conduz a relagao
0 1 5900 i
ou” = ———=, ou' = 0. (4.59)
2 (0)
Yoo

Fisicamente, esse resultado indica que, no regime escalar e comével, apenas a componente
temporal da velocidade sofre corre¢oes, enquanto as componentes espaciais permanecem

nulas, refletindo a auséncia de movimento peculiar médio do fluido.

Componente Temporal

A componente temporal do tensor energia—momento descreve diretamente a densi-
dade de energia efetiva percebida pelo campo gravitacional. Substituindo as expansoes

perturbativas, obtemos
Ty + 0Ty = (p+6p+p+6p)(ug + dup)® + (p + 6p)(goo + 5900, (4.60)

onde, em virtude das condi¢oes de ortogonalidade, os termos envolvendo ¢, e m,, nao

contribuem.

Mantendo apenas termos até primeira ordem, chega-se a
Ty + 8Ty = el [p+6p — 2(p + 2p)eV]. (4.61)

Esse resultado evidencia que o potencial gravitacional ¥ atua modificando diretamente a
densidade de energia efetiva do fluido. O termo proporcional a (p + p)¥ expressa o acopla-
mento entre as flutuagdes geométricas e o contetido material do Universo, desempenhando

papel central na dinamica das perturbacoes escalares.

Componentes Mistas

As componentes mistas T}; estao associadas ao fluxo de energia no espago. No fundo
comoével, temos
U; = O, g — O, Ty — O, (462)

de modo que a expressao geral se reduz a
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Substituindo as expressoes para ug e dug, obtemos
ﬂi + 6ﬂ1 = —€f0/2 (qz + (qu — (5q2 G\I]) . (464)

Esse resultado mostra que as componentes mistas sao diretamente controladas pelo fluxo
de calor espacial, podendo ser interpretadas como correntes de momento—energia induzidas

pelas perturbacoes escalares.

Componentes Espaciais Diagonais

As componentes espaciais diagonais descrevem a pressao efetiva exercida pelo fluido.
Para ¢ = 7, temos
Tij = pgij + mij. (4.65)

Introduzindo as perturbagoes e utilizando a forma da métrica perturbada,
gij = a*(t) (1 + 2¢®) by, (4.66)
obtém-se
Tyj + 6Ty = a® (p + 0p + 2p €®) §ij + mij + 07y (4.67)

Observa-se que o potencial ® atua modulando diretamente a pressao efetiva do fluido, o

que influencia a dindmica das flutuagoes de densidade.

Componentes Espaciais Fora da Diagonal

Para i # j, como u; = 0 e g;; = 0, resta apenas o termo anisotrépico,
Ej + 57—;] = 7Tij + 5771']‘. (468)

Essas componentes sao controladas exclusivamente pelas tensoes anisotropicas e desempe-
nham papel fundamental na geracao e evolucao de anisotropias espaciais, bem como na

dinamica de modos tensoriais.

Em conjunto, essas expressoes mostram de forma clara como as perturbagoes
geométricas se acoplam ao contetido material do Universo, determinando a evolucao das

inhomogeneidades cosmoldgicas no regime linear.

lgualando as Equacdes de Einstein: Componentes Temporais, Mistas e Espaciais

Uma vez obtidas as expressoes explicitas para o tensor de Einstein perturbado e
para o tensor energia—momento perturbado, estamos em condig¢oes de impor as equagoes

de campo de Einstein,
G + 060G =Ty + 0T, (4.69)

as quais governam a dinamica do espaco-tempo em presenca de matéria.
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No regime perturbativo, essas equacoes fornecem um conjunto de relagoes diferen-
ciais que conectam as flutuagoes geométricas, representadas pelos potenciais gravitacionais
® e ¥, as perturbagoes do contetido material do Universo, descritas por dp, dp, dg, e
0m,,. Para uma andlise sistemadtica, organizamos os resultados de acordo com as diferentes
componentes tensoriais, separando as contribui¢oes de fundo e de primeira ordem no

parametro perturbativo e.

A imposicao dessa igualdade componente a componente permite derivar as equagoes
de evolucao para as perturbagdes escalares. A componente temporal (tt) resultard na
generalizacao da equagao de Poisson , enquanto as componentes mistas (ti) e espaciais (i #
Jj) vincularao os potenciais gravitacionais aos fluxos de energia e as tensoes anisotropicas,

respectivamente.

Componente Temporal (tt)

A componente temporal das equagoes de Einstein desempenha um papel funda-
mental, pois esta diretamente associada a evolugao da densidade de energia e, no limite

homogéneo, reduz-se a equagao de Friedmann que governa a dindmica do fator de escala.

Igualando as componentes temporais do tensor de Einstein e do tensor energia—

momento, obtemos
2

) .
3H? + ¢ (—Qefo Vag + 6H<I>> =elo[p+6p—2(p+ 2p)eV]. (4.70)

Como no nivel de fundo consideramos a auséncia de fluxo de calor e de tensoes

anisotropicas, impoem-se as condigoes
qo = 0, Too = 0. (471)

Essas hipoteses sao compativeis com a suposi¢ao de um fluido cosmoldgico médio isotrépico

e sem dissipacao.

Separando explicitamente as contribui¢oes por ordem em ¢, a equagao de ordem
zero fornece
3H? = elop, (4.72)

a qual corresponde a equagao de Friedmann generalizada para a métrica adotada. Essa
relagdo determina a dinamica de fundo do Universo, estabelecendo o vinculo direto entre

a taxa de expansao e a densidade de energia média do fluido cosmolégico.

Na primeira ordem em €, obtemos

2

_2€f0 Vo
a2

+6HD = e [6p — 2(p + 2p) 7. (4.73)

Isolando a perturbacao da densidade de energia, resulta
V2o

a?

op = —2 +6He 0d + 2p0 4 4pT. (4.74)
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Essa equacao representa a generalizacao da equacao de Poisson cosmolégica no
regime relativistico, mostrando explicitamente como os potenciais gravitacionais e sua
evolugao temporal atuam como fontes das flutuagoes de densidade. O termo laplaciano de
® descreve a influéncia das inhomogeneidades espaciais, enquanto os termos proporcionais

a & e U codificam os efeitos dinAmicos da expansio e da geometria perturbada.

Componentes Mistas (ti)

As componentes mistas das equagoes de Einstein estao diretamente associadas ao
transporte de energia e momento no espacgo, desempenhando papel central na descricao

dos fluxos induzidos pelas perturbagoes.

[gualando as componentes ti dos tensores geométrico e material, temos

No nivel de fundo, essa igualdade conduz a relagao
H 0, fy = —eq, (4.76)

a qual estabelece um vinculo direto entre possiveis gradientes espaciais da fungao temporal
fo e a presenca de fluxo de calor no fluido cosmolégico. Essa equacao mostra que, no
modelo considerado, uma estrutura espacial nao trivial da métrica pode sustentar fluxos

energéticos mesmo no nivel de fundo.

Na primeira ordem em e, obtemos
2H 0,0 + 90, fo — 20,0 = —e//% (6¢; — q;V) . (4.77)
Isolando a perturbagao do fluxo de calor, resulta

(5(]1 = —eifo/2 (2H 31‘11 —|— CI>8zf0 - 287,(1)) + q@\Il (478)

Fisicamente, essa equacao expressa como os gradientes espaciais e a evolugao
temporal dos potenciais gravitacionais atuam como fontes diretas de correntes de energia
no fluido cosmolédgico. Esse mecanismo é fundamental para compreender a geracao de

fluxos induzidos por perturbacoes escalares, mesmo em modelos inicialmente coméveis.

Componentes Espaciais Fora da Diagonal (i # j)

As componentes espaciais fora da diagonal das equagoes de Einstein fornecem
informacoes cruciais sobre a presenca de anisotropias no fluido cosmolégico. Enquanto em
modelos FLRW padrao essas componentes se anulam identicamente, no presente cenario

elas podem conter contribui¢bes nao triviais associadas as tensoes anisotrépicas.
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Igualando as componentes correspondentes do tensor de Einstein e do tensor

energia-momento, obtemos:

1 1 1
—Zaifo 8jf0—§8ijf0+§ Qfo 83(<I>—\I/)~|—8jf08Z(<I>—\I/)—28Z](<I>+\If) :Wij+57Tij. (479)

Contribuicdo de Fundo

No nivel de fundo, as perturbagdes sao desprezadas, isto ¢, & = ¥V = 0, e a equagao

acima reduz-se a . .
_Zaifo djfo — iaijfo = Tij. (4.80)
Esta relagdo descreve um equilibrio entre volume e tensao, onde a curvatura e a tensao
de maré do fundo geométrico sustentam tensoes anisotropicas nao nulas. Como discutido
por Gomes em "Spacetimes with homogeneous and isotropic expansion'[93], esse resul-
tado revela uma estrutura espacial mais geral do que aquela presente em cosmologias
perfeitamente isotrépicas. Tal cenario é particularmente relevante no contexto de modelos
intrinsecamente simétricos, nos quais a simetria global pode ser relaxada sem comprometer

a consisténcia dinamica do sistema.

Contribuicao Perturbada

Na primeira ordem em €, obtemos

1

Essa equagao estabelece como as perturbacoes escalares da métrica, descritas
pelos potenciais ® e U, geram corregdes anisotropicas no conteido material do Universo.
Observa-se que combinagoes simétricas de gradientes espaciais e derivadas mistas dos

potenciais gravitacionais atuam como fontes diretas de tensoes anisotrépicas.

Em particular, no limite de fluido perfeito, para o qual m;; = 0, essa equacao
impoe restricoes geométricas que conduzem a igualdade & = ¥, resultado bem conhecido
na literatura de perturbacoes cosmoldgicas. No presente modelo, entretanto, a presenca
explicita de anisotropias permite que os dois potenciais gravitacionais sejam distintos,

fornecendo um quadro mais geral para a analise da dinamica das perturbagoes.

Essa diferenciacao entre ® e ¥ indica que a geometria do espago-tempo e a
distribuicao de matéria nao estdao vinculadas de forma tao rigida quanto no modelo FLRW.
Na prética, isso implica que a luz (f6tons) e a matéria massiva "sentem'o pogo gravitacional
de maneiras ligeiramente diferentes. Assim, as componentes fora da diagonal das equacgoes
de Einstein tornam-se essenciais para descrever um Universo onde a estrutura de grande
escala e os efeitos de lentes gravitacionais podem revelar desvios da simetria perfeita,
consolidando este formalismo como uma ferramenta necesséaria para o estudo de cosmologias

mais realistas.
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5 Conclusao

Neste trabalho, desenvolvemos uma investigacao sobre modelos cosmoldgicos inomo-
géneos dotados de simetria intrinseca, com énfase na formulacao geométrica do problema,
na construcao dinamica das equagoes de campo e na andlise perturbativa em primeira
ordem. O fio condutor da dissertagao foi o estudo das consequéncias fisicas e matematicas
da relaxacao da hipotese de homogeneidade espacial global, caracteristica fundamental
do modelo cosmolédgico padrao, e a exploragdo de estruturas geométricas mais gerais,
capazes de acomodar, de maneira natural, observaveis como as anisotropias residuais e as

flutuagoes de densidade em escalas onde o modelo padrao apresenta tensoes.

A motivagao central para este estudo reside no reconhecimento de que, embora o
modelo FLRW constitua uma descricao extremamente bem-sucedida do Universo em gran-
des escalas, ele se apoia em pressupostos idealizados cuja validade deve ser constantemente
testada frente ao progresso observacional. Fenomenos como a presenca de estruturas em
larga escala, tensdes observacionais entre diferentes conjuntos de dados cosmoldgicos e
possiveis assinaturas anisotropicas motivam a busca por modelos alternativos ou genera-
lizados, capazes de incorporar, de maneira controlada, desvios da homogeneidade e da

isotropia estritas.

Nesse contexto, o conceito de simetria intrinseca surge como uma ferramenta para a
construgao de solugdes cosmoldgicas geometricamente bem definidas, porém mais gerais do
que o cenario FLRW. Ao contrario da imposicao de simetrias espaciais globais, a simetria
intrinseca permite caracterizar propriedades geométricas locais da métrica por meio da
existéncia de campos vetoriais de Killing e da analise das congruéncias fundamentais
do espaco-tempo. Essa abordagem fornece um arcabouc¢o matemético consistente para
a modelagem de universos nos quais a isotropia e a homogeneidade emergem apenas de

forma aproximada, ou em regimes especificos.

No Capitulo 2, estabelecemos os fundamentos matematicos necessarios para o
desenvolvimento do trabalho, revisitando os conceitos centrais da relatividade geral, tais
como variedades diferencidveis, métricas pseudo-riemannianas, conexoes, curvatura e as
equagoes de campo de Einstein. Além disso, apresentamos uma revisao detalhada da
cosmologia padrao, enfatizando tanto seus sucessos fenomenologicos quanto suas limitagoes
conceituais. Essa revisao teve como objetivo situar o leitor no contexto atual da cosmologia
relativistica e justificar, de maneira rigorosa, a necessidade de explorar extensdes mais

gerais do paradigma FLRW.

No Capitulo 3, introduzimos formalmente a no¢ao de simetria intrinseca e anali-

samos suas implicagdes geométricas. Mostramos como a presenca de vetores de Killing
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e a estrutura das hipersuperficies espaciais determinam propriedades fundamentais da
dindmica cosmoldgica. Em particular, discutimos em detalhe o papel das simetrias na
classificacao dos modelos cosmolégicos, destacando a distingao entre simetrias globais e
intrinsecas. Essa distin¢ao revelou-se crucial para a formulacao dos modelos investigados
neste trabalho, permitindo a construcao de métricas suficientemente gerais para acomodar

anisotropias e inomogeneidades, sem perder controle analitico sobre as equacgoes dinamicas.

O Capitulo 4 constituiu o niicleo técnico da dissertacao, no qual desenvolvemos a
analise perturbativa linear em torno de um fundo cosmoldgico inomogéneo com simetria
intrinseca. A formulacao das perturbagoes escalares foi cuidadosamente construida, res-
peitando as convengoes geométricas adotadas e mantendo consisténcia com o formalismo
covariante da relatividade geral. O cdlculo dos simbolos de Christoffel, dos tensores de
Ricci e de Einstein perturbados, bem como a decomposi¢ao do tensor energia—momento em
seus componentes fisicos, permitiu derivar um conjunto completo de equagodes dinamicas

para as perturbagoes.

Um dos resultados centrais obtidos foi a dedugao das equacgoes de Einstein linea-
rizadas em um cenario que nao pressupoe homogeneidade espacial estrita. Esse aspecto
representa um avanco conceitual significativo em relacao ao formalismo padrao de per-
turbagoes cosmolégicas, no qual o fundo FLRW impoe severas restrigoes a estrutura
das equagoes. No presente modelo, a presenca explicita de gradientes espaciais no fundo
geométrico gera novos termos de acoplamento entre as perturbagoes escalares e a geometria

subjacente, revelando mecanismos adicionais de geracao e evolugao de anisotropias.

Em particular, a andlise detalhada das componentes temporais, mistas e espaciais
fora da diagonal das equagoes de Einstein evidenciou o papel central das tensbes ani-
sotrépicas e dos fluxos de energia-momento na dindmica perturbativa. Mostramos que,
diferentemente do caso FLRW com fluido perfeito, no qual os potenciais gravitacionais
satisfazem a condicao ® = ¥, o presente modelo admite naturalmente solugoes em que
essa igualdade é violada, refletindo a presenca de fontes anisotrépicas genuinas. Tal carac-
teristica abre novas possibilidades fenomenolégicas, especialmente no que diz respeito a

interpretacao de possiveis assinaturas observacionais associadas a anisotropia primordial.

Do ponto de vista fisico, os resultados obtidos indicam que modelos cosmolégicos
intrinsecamente simétricos fornecem uma riqueza estrutural capaz de capturar aspectos
criticos da dindmica do Universo em escalas intermediarias. A presenca de termos adicionais
nas equacoes perturbativas sugere que a evolucao das flutuagoes de densidade, bem como
o processo de formacao de estruturas em larga escala, podem apresentar comportamen-
tos qualitativamente distintos daqueles previstos pelo modelo ACDM, oferecendo novos

mecanismos para explicar a taxa de crescimento observada.

Além disso, a formulagao apresentada neste trabalho estabelece uma base sélida para

investigacoes futuras em diferentes dire¢des. Uma extensao natural consiste na inclusao de
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perturbacoes vetoriais e tensoriais, permitindo uma anélise completa da geracao de ondas
gravitacionais e modos vorticais em universos inomogéneos. Outra perspectiva promissora
envolve o acoplamento do formalismo aqui desenvolvido com modelos especificos de matéria
e energia escura, possibilitando o estudo de assinaturas observacionais potencialmente

mensuraveis.

No ambito observacional, os modelos analisados oferecem um quadro conceitual
fértil para a interpretagao de possiveis desvios em relagao as previsoes do modelo ACDM.
Tensoes atuais relacionadas a constante de Hubble, a amplitude das flutuagoes de den-
sidade e a indicios de anisotropias em mapas da radiacao césmica de fundo podem, em
principio, encontrar explicagbes naturais dentro do contexto de modelos intrinsecamente
simétricos. Embora uma andalise quantitativa detalhada dessas questoes esteja além do
escopo da presente dissertagao, os resultados obtidos aqui fornecem os fundamentos tedricos

necessarios para tais investigagoes.

Em sintese, este trabalho contribui para o avango da cosmologia relativistica ao
explorar as implicagoes geométricas e dindmicas da simetria intrinseca em modelos cosmo-
l6gicos inomogéneos. Ao desenvolver um formalismo perturbativo consistente e ao derivar
explicitamente as equagoes de campo linearizadas, estabelecemos uma ponte conceitual
entre a geometria diferencial avancada e a fenomenologia cosmoldgica contemporanea.
Espera-se que os resultados aqui apresentados sirvam como ponto de partida para estudos
mais aprofundados, contribuindo para uma compreensao mais abrangente da estrutura e

da evolugao do Universo.
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