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Resumo

No presente trabalho, tem-se 
omo objetivo, estudar a existên
ia e a uni
idade de 
ertas


on�gurações 
entrais 
onvexas e 
�n
avas dentro do problema de n 
orpos, este, é fun-

damental dentro do estudo da Me
âni
a Celeste. Ini
iaremos de�nindo o problema de n


orpos e suas de�nições, que serão de grande valia para as demonstrações posteriores. In-

troduziremos o 
on
eito das equações de razão de massa, e através dela de�nir as equações

de 
ompatibilidade que é de primordial importân
ia para o estudo das 
on�gurações 
en-

trais. Falaremos que dentro do problema de n 
orpos, para n ≥ 3 não existe um método

para integrar este problema via quadraturas, veremos alguns 
asos de soluções parti
u-

lares, e de�niremos o 
on
eito de 
on�gurações 
entrais. Iremos de�nir as equações de

Andoyer e algumas apli
ações diretas sobre estas. Mostraremos o Teorema de Existên
ia

para 
on�gurações 
entrais. Mostraremos resultados sobre 
on�gurações 
entrais 
onve-

xas, mais espe
i�
amente, 
on�gurações do tipo losango e do tipo trapézio isós
eles. Por


onseguinte, de�niremos a 
on�gurações 
entrais 
�n
avas e alguns resultados. No último


apítulo mostraremos alguns resultados para um futuro trabalho sobre uma 
on�guração


entral 
onvexa do tipo trapézio, porém, retirando a simetria.

Palavras�
have: Problema de n Corpos, Con�guração Central, Equações de Andoyer,

Equações de Compatibilidade.
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Abstra
t

In this paper, the goal is to study the existen
e and the uniqueness of 
ertain 
entral


on�gurations, both 
onvex and 
on
ave, within the problem of n bodies. Whi
h is of

fundamental relevan
e when studying Celestial Me
hani
s. We shall start by outlining

the problem of n bodies and its de�nitions, whi
h will be of great value during future

demonstrations. We will introdu
e the 
on
ept involving the equations ratio of mass and,

by its means, de�ne the equations of 
onsisten
y that are of paramount importan
e for

the study of 
entral 
on�gurations. We shall say that, within the problem of n bodies, for

n ≥ 3, there is no method for integrating it through squares, we will 
he
k some 
ases of

parti
ular solutions and we will de�ne the 
on
ept of 
entral 
on�guration. We are going

to de�ne the Andoyer equations and some of its dire
t appli
ations. We will present the

Theorem of Existen
e for 
entral 
on�gurations along with the results on 
entral 
onvex


on�gurations, that being, diamond and isos
eles trapezium types. Furthermore, we will

de�ne the 
entral 
on
ave 
on�gurations and some results. In the last 
hapter, we will

present some results for a future study on a trapezium type 
entral 
onvex 
on�guration,

however, removing symmetry.

Keywords: n-body problem, 
entral 
on�guration, Andoyer equations 
onsisten
y.
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Capítulo 1

Introdução

O fas
ínio e o interesse a respeito dos fen�menos 
elestes vêm desde as primí
ias da hu-

manidade. Vê-se então, dentro da Astronomia um ramo dessa 
iên
ia 
hamada Me
âni
a

Celeste, tal ramo 
on�gura-se 
omo o estudo da dinâmi
a dos 
orpos sob interação gravi-

ta
ional. A Me
âni
a Celeste, a �m de ser entendida, tem seu ápi
e 
om Isaa
 Newton,

quem em 1666 formula a Lei de Gravitação Universal, porém, a publi
a somente em

1687 em seu Philosophiae Naturalis Prin
ipia Mathemati
a, vide [11℄. Vejamos 
omo é

formulada tal lei.

Lei da Gravitação Universal: A interação gravita
ional entre dois 
orpos pode

ser expressa por uma força 
entral, atrativa, propor
ional ao produto das massas destes


orpos e inversamente propor
ional ao quadrado da distân
ia entre eles, vide [2℄. Desta

forma, em norma, a força que um 
orpo exer
e no outro é dada por

F =
Gm1m2

d2
,

onde m1 e m2 representam as massas dos 
orpos, d a distân
ia entre eles e G é uma


onstante de propor
ionalidade. Aqui tomamos G = 1.

Isto posto, é 
olo
ado o problema de n 
orpos, ao qual damos o seguinte entendimento.

Dado um sistema isolado no espaço, formado por n 
orpos 
om massas m1, . . . , mn inte-

ragindo pela lei da gravitação universal, tem-se a seguinte pergunta: Qual a dinâmi
a das

posições destes 
orpos? [2℄. No âmbito desse trabalho, veremos no Capítulo 2 que dentro

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 2

do problema de n 
orpos, para n ≥ 3, não é possível integrar este problema via quadra-

turas, tornando-se assim signi�
ativa a des
oberta de soluções parti
ulares. Tais soluções

serão de�nidas na Seção 2.0.3. Em seguida, vamos apresentar a de�nição de 
on�gurações


entrais, que são de grande importân
ia dentro do estudo da Me
âni
a Celeste.

Dando prosseguimento, vamos de�nir as equações de 
ompatibilidade e as equações de

razão de massa. As equações de 
ompatibilidade, junto das equações de razão de massa

serão de grande valia para o estudo da existên
ia de 
on�gurações 
entrais 
onvexas e


�n
avas, que são tratadas no Capítulo 3 e Capítulo 4, respe
tivamente. Veremos a seguir

as equações de Andoyer, que tem uso na determinação de 
on�gurações 
entrais.

Em sequên
ia, no Capítulo 3 trabalharemos 
om as 
on�gurações 
entrais 
onvexas,

enun
iaremos e demonstraremos o Teorema de Existên
ia, mostraremos a existên
ia e

a uni
idade de uma 
on�guração 
entral do tipo trapézio. Em seguida mostraremos a

uni
idade de uma 
on�guração 
entral na forma de um losango. A seguir, no Capítulo

4 enun
iaremos lemas importantes para o estudo de uma 
on�guração 
entral 
�n
ava,

enun
iaremos e mostraremos o teorema sobre a existên
ia de tais 
on�gurações, mostrada

por [6℄.

Finalmente, no Capítulo 5 trataremos de um trabalho futuro. Este tem 
omo objetivo

mostrar a existên
ia de 
on�gurações 
entrais do tipo trapézio isós
eles, entretanto sem

nenhuma reta de simetria.



Capítulo 2

Preliminares

Es
olhamos um referen
ial iner
ial, o qual modelamos 
omo o R
d
, d = 1, 2, 3. Considere

então n ≥ 2 partí
ulas, indexadas por i = 1, 2, . . . , n, 
om massas mi ≥ 0 e que o
upam,

no instante t ∈ R, as posições ri(t) = (xi1(t), xi2(t), xi3(t)). O problema fundamental da

me
âni
a 
eleste é o de estudar a dinâmi
a do sistema sob a ação das forças gravita
ionais.

A força de atração gravita
ional que a j-ésima partí
ula exer
e sobre a i-ésima, onde j 6= i,

é dada pela Lei da Gravitação Universal,

Fij = −Gmimj
ri − rj
|ri − rj|3

Note que a força Fij = −Fji, é uma manifestação da 3a Lei de Newton.

A formulação matemáti
a do problema de n-
orpos gravita
ional Newtoniano é a se-

guinte: dadas as posições ri (t0) e velo
idades ṙi (t0) de todas as partí
ulas (i = 1, 2, . . . , n)

num instante ini
ial t0 ∈ R, satisfazendo ri (t0) 6= rj (t0), se i 6= j; estudar a respe
tiva

solução do seguinte sistema de equações diferen
iais:

mir̈i = −
n
∑

j=1,j 6=i

mimj
ri − rj
|ri − rj|3

, (2.1)

para i = 1, 2, . . . , n e tomando G = 1.

Denotaremos por rij = |ri − rj |, a distân
ia Eu
lidiana entre os 
orpos i e j. E

expressemos por r = (r1, . . . , rn) ∈ R
dn

o vetor 
on�guração.

Agora, vamos de�nir dentro do problema Newtoniano de n 
orpos as seguintes quan-

tidades:

3



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 4

i) Chamaremos de 
onjunto 
olisão o seguinte 
onjunto

∆ =
⋃

i 6=j

∆ij ,

onde

∆ij =
{

Q = (r1, . . . , rn) ∈ R
3n/ri = rj , i 6= j

}

.

ii) Chamaremos de massa total do sistema a seguinte quantidade es
alar

M =

n
∑

i=1

mi.

iii) Chamaremos de momento linear total do sistema o seguinte vetor

P =
n
∑

i=1

miṙi.

As 
omponentes do vetor P são 
onstantes ao longo das soluções, isto impli
a que o


entro de massa do sistema, de�nido a seguir, tem movimento retilíneo e uniforme.

iv) Chamaremos de 
entro de massa do sistema o seguinte vetor

C =
1

M

n
∑

i=1

miri. (2.2)

v) Chamaremos de energia 
inéti
a total do sistema a quantidade es
alar

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|2. (2.3)

vi) Chamaremos de energia poten
ial do sistema a seguinte quantidade es
alar

V = −
∑

i<j

mimj

rij
. (2.4)

vii) Chamaremos de energia total do sistema a seguinte quantidade es
alar

E = T + V =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|2 −
∑

i<j

mimj

rij
.

A energia total do sistema é 
onstante ao longo das soluções.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 5

viii) Chamaremos de momento angular do sistema a seguinte quantidade

L =
n
∑

i=1

miri ∧ ṙi. (2.5)

Pode-se mostrar que as 
omponentes do momento angular total do sistema são


onstantes ao longo das soluções do sistema (2.1).

ix) 
hamaremos de referen
ial bari
êntri
o, um referen
ial iner
ial, tal que

M.C =

n
∑

i=1

miri = 0,

assim, 
onsidere daqui por diante as de�nições 
om relação ao referen
ial bari
ên-

tri
o ou referen
ial do 
entro de massa.

2.0.1 Não-integrabilidade via quadraturas

Utilizando uma notação 
ondensada, podemos es
rever a equação (2.1) da seguinte forma,

NQ̈ = −∇V, (2.6)

onde

N = diag[m1, m1, m1, m2, m2, m2, . . . , mn, mn, mn],

é uma matriz diagonal 3n× 3n,

Q = (r1, r2, . . . , rn)
t,

é um vetor de R
3n
,

∇ = (∇1,∇2, . . . ,∇n)
t,

é um operador diferen
ial, 
om ∇k sendo o gradiente das 
oordenadas do k-ésimo 
orpo.

Tomemos 
ondições ini
iais da seguinte forma,

Q(0) ∈ {R3n \∆},

e

Q̇(0) ∈ R
3n.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 6

É possível pensar no problema de n 
orpos 
omo um problema de valor ini
ial,







Ṡ = F (S) ≡
(

Q̇,−M−1∇V
)

S(0) =
(

Q(0), Q̇(0)
)

∈ {R3n \∆} × R
3n,

(2.7)

onde S =
(

Q, Q̇
)

∈ R
6n

e F : R3n \∆ −→ R
6n

é 
ontinuamente diferen
iável em todo o

domínio de�nido.

Desta forma, podemos apli
ar o Teorema de Existên
ia e Uni
idade para garantir que

existe δ ∈ R positivo e uma úni
a apli
ação

S : (δ,−δ) : −→ R
6n

t 7−→ S(t) =
(

Q(t), Q̇(t)
)

,

solução de (2.1). Em tal ponto 
hegamos a um impasse, embora tal solução exista e seja

úni
a, esta não pode ser determinada via quadraturas.

Até o �nal do sé
ulo XIX as integrais de movimento, 
hamadas também de Leis de

Conservação, eram de interesse primordial, pois a ideia é que 
ada integral permitiria

reduzir a dimensão do sistema de uma unidade de forma que, de posse de um número

su�
iente de integrais independentes, seria possível resolver um sistema de forma explí
ita

ou ter 
onhe
imento de suas trajetórias, tal ideia é 
hamada de método das quadraturas,

a
har soluções através de um número �nito de operações elementares.

De�nição 2.0.1. Uma integral de movimento é uma função real diferen
iável não 
ons-

tante Λ(x, v, t) tal que

Λ̇(x(t), v(t), t) = 0,

ou seja, Λ(x(t), v(t), t) = C, onde C é determinada pelas 
ondições ini
iais.

Das de�nições a
ima, 
onhe
emos dez integrais de movimento 
lássi
as do problema

de n 
orpos em R
3
, que são: uma para a energia total, três para as 
omponentes do

momento linear total, três para as 
omponentes do 
entro de massa do sistema e três

integrais de movimento para as 
omponentes do momento angular total.

O problema de dois 
orpos é integrável via quadraturas. No 
aso de 3 
orpos, as 10

integrais 
lássi
as reduzem o problema de 18 para 8 dimensões. Porém em 1887 Heinri
h
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Bruns provou que no problema de 3 
orpos não existem integrais primeiras além das 10

integrais 
lássi
as e que sejam funções algébri
as das posições, velo
idade e do tempo.

Teorema 2.0.1 (Bruns). [3℄ No Problema Newtoniano de (n + 1)-
orpos em R
d
, 
om

n ≥ 2 e 1 ≤ d ≤ n + 1 toda integral primeira que seja algébri
a 
om respeito às posições,

momentos e tempo é uma função algébri
a das integrais primeiras 
lássi
as: a energia, as

d(d−1)/2 
omponentes do momento angular total e as 2d integrais que vêm do movimento

retilíneo uniforme do 
entro de massa.

Con
luímos, do Teorema de Bruns que, para n ≥ 3 o problema não é integrável via

quadraturas. Por este fato, tornam-se importantes quaisquer soluções parti
ulares, que

veremos a seguir na Seção 2.0.2.

2.0.2 Soluções parti
ulares do problema de n 
orpos

Comentamos na Seção 2.0.1 que o Problema de n 
orpos para n ≥ 3 não pode ser integrado

via quadraturas, por este fato torna-se de grande valia o estudo de soluções parti
ulares,

sendo elas a homotéti
a, a de equilíbrio relativo e a homográ�
a. Vamos de�ni-las abaixo

e depois ir em direção à de�nição de 
on�gurações 
entrais do problema de n 
orpos, as

quais usaremos para separar o problema em n problemas de um 
orpo sob ação de um


ampo 
entral.

De�nição 2.0.2. No problema Newtoniano de n 
orpos, 
hamaremos uma solução de

homotéti
a se existe uma função positiva, ω(t) > 0, tal que a dinâmi
a dos 
orpos é dada

por

Q(t) = ω(t)Q0, (2.8)


om Q0 ∈ X = {R3n\∆} e para todo t no intervalo maximal de solução.

De�nição 2.0.3. No problema Newtoniano de n 
orpos, 
hamaremos de Con�guração

Central uma solução da equação

λMQ = −∇V (Q).

Esta equação será 
hamada de equação das 
on�gurações 
entrais
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De�nição 2.0.4. No problema Newtoniano de n 
orpos, 
hamaremos uma solução de

equilíbrio relativo se existe uma apli
ação no grupo de transformações rígidas de R
3
,

g(t) ∈ SO(3), tal que a dinâmi
a dos 
orpos é dada por

Q(t) = g(t)Q0, (2.9)


om Q0 ∈ X = {R3n\∆} e para todo t no intervalo maximal de solução.

Aqui, entendemos a ação do grupo Eucl(R3) sobre R
3

omo a ação em 
ada 
orpo em

R
3
,

g(t)Q0 = (g(t)r01, . . . , g(t)r0n)
t.

Vejamos abaixo duas �guras que ilustram a de�nição da solução de equilíbrio relativo.

A Figura 2.1 é uma 
on�guração 
entral 
olinear de Euler, a segunda, a Figura 2.2, é uma


on�guração 
entral de Lagrange, nesse 
aso um triângulo equilátero. As Figuras 2.1 e

2.2, podem ser vistas em [4℄.

PSfrag repla
ementsm1 m2 m3

C

Figura 2.1: Solução de equilíbrio relativo de Euler.
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PSfrag repla
ements

m1

m2 m3C

Figura 2.2: Solução de equilíbrio relativo de Lagrange.

De�nição 2.0.5. No problema Newtoniano de n 
orpos, 
hamaremos uma solução de

homográ�
a se existe uma apli
ação g(t) no grupo de transformações rígidas de R
3
,

SO(3) ⊂ Eucl(R3) e, uma função positiva ω(t) tais que a dinâmi
a dos 
orpos é dada por

Q(t) = ω(t)g(t)Q0, (2.10)


om Q0 ∈ X = {R3n\∆} e para todo t no intervalo maximal de solução.

Aqui, entendemos novamente, a ação do grupo Eucl(R3) sobre R
3

omo na equação

(2.9).

Consideremos a 
on�guração 
olinear de Euler, o movimento que retrata uma solução

homográ�
a 
orrespondente será 
omo na Figura 2.3.
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PSfrag repla
ements

m1

m2

m3

C

Figura 2.3: Solução homográ�
a de Euler.

Agora, 
onsiderando a 
on�guração equilátera de Lagrange, esta solução é des
rita na

Figura 2.4. As Figuras 2.3 e 2.4, podem ser vistas na tese de A. C. Fernandes, vide [4℄.

PSfrag repla
ements

m1 m2

m3

C

Figura 2.4: Solução homográ�
a de Lagrange.

Sabemos da história, que as primeiras soluções parti
ulares foram en
ontradas por

Euler e Lagrange. Em 1767, Euler mostra a existên
ia de soluções parti
ulares, em que

os três 
orpos permane
em alinhados em 
ada instante, ou seja, os três 
orpos têm uma


on�guração 
olinear em 
ada instante. Lagrange, em 1772, mostra a existên
ia de duas

soluções parti
ulares, as quais os três 
orpos formam um triângulo equilátero em 
ada

instante. Soluções parti
ulares essas que de�nimos a
ima 
omo Soluções Homográ�
as.
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2.0.3 Con�gurações 
entrais

Quando Newton formula o problema de n 
orpos, houve muitas investidas a �m de resolver

tal problema. Como men
ionamos na Seção 2.0.1, o problema de n 
orpos não é possível

de ser resolvido via quadraturas.

Por esta razão, de�nimos na Seção 2.0.2 as soluções parti
ulares, tais sendo a solução

homotéti
a, a de equilíbrio relativo e a homográ�
a. Assim, quando Euler em 1767

des
obriu uma 
lasse espe
ial de soluções periódi
as 
olineares de três 
orpos na qual

as partí
ulas moviam-se em órbitas elípti
as e, Lagrange em 1772 des
obriu outra 
lasse

de soluções periódi
as, e neste 
aso as partí
ulas moviam-se em órbitas elípti
as formando

uma 
on�guração equilátera durante o tempo em que estiver de�nida, viu-se a importân
ia

de tais objetos para o estudo da Me
âni
a Celeste dentro do problema de n 
orpos, isto

impulsionou a de�nição sobre 
on�gurações 
entrais no problema de n 
orpos, isto é, que

seriam 
on�gurações espe
iais nas quais 
onseguia-se distribuir o problema de n 
orpos

em n problemas de um 
orpo sob a ação de um 
ampo 
entral.

De�nição 2.0.6. Dado um instante �xo t0, dizemos que n 
orpos de massas m1, . . . , mn

lo
alizados no referen
ial bari
êntri
o, pelos vetores r1(t0), r2(t0), . . . , rn(t0) tal que (r1, . . . , rn) ∈
X = {R3n \∆}, respe
tivamente, formam uma 
on�guração 
entral se vale

r̈i = λri, ∀i = 1, . . . , n, (2.11)

onde λ = λ(r1, . . . , rn) é uma função não nula. Em outras palavras, podemos dizer que

a força resultante sobre o i-ésimo 
orpo aponta na direção do 
entro de massa. De modo

equivalente, podemos es
rever a 
ondição de 
on�guração 
entral da seguinte forma

λri = −
∑

k 6=i

mk(ri − rk)

r3ik
, ∀i = 1, . . . , n. (2.12)

Podemos en
ontrar a expressão de λ da seguinte maneira, em a
ordo 
om as de�nições

e notações do iní
io desse 
apítulo,

mir̈i = −∇iV,

usando a equação (2.11), temos

mir̈i = −∇iV = λmiri. (2.13)
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Se tomarmos o produto interno da equação (2.13) por ri em ambos os membros, temos

(−∇Vi) • ri = λmiri • ri. (2.14)

Somando as equações de (2.14) em i, lembrando que V é homogênea de grau (−1) e

da de�nição de momento de inér
ia

I =
1

2

n
∑

i=1

miri • ri,

temos, V = λ(2I), logo,

λ =
V

2I
.

Na notação para 
on�gurações, a equação (2.11) é exatamente a equação de 
on�gu-

rações 
entrais,

λMr = −∇V (r).

Dentro da literatura, existem vários exemplos 
onhe
idos de soluções parti
ulares,


omo vimos na Seção 2.0.2, porém, podemos 
itar também o problema de dois 
orpos, as


on�gurações 
olineares de Euler e as equiláteras de Lagrange, que 
omo vimos, formam

a 
ada instante uma 
on�guração 
entral.

Temos um importante resultado no âmbito das soluções homográ�
as, que é o seguinte

resultado, ao qual 
hamamos de Teorema de Lapla
e, este resultado pode ser en
ontrado

em A. Wintner [14℄.

Teorema 2.0.2. Se a solução do problema de n 
orpos é homográ�
a, então os 
orpos

formam uma 
on�guração 
entral a 
ada instante.

A prova deste resultado por ser vista na tese de A. Carlos Fernandes em [4℄.

Nessa próxima seção iremos de�nir as equações de a partir das equações de movimento,

estas são primordiais para o estudo da existên
ia e uni
idade de 
on�gurações 
entrais e a

partir delas deduziremos a fórmula para razão de massa. Também de�niremos as equações

de Andoyer, que serão utilizadas para provar a existên
ia de 
on�gurações 
entrais.
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Apresentaremos o Teorema da Mediatriz que nos dá uma 
ondição ne
essária para se

ter uma 
on�guração 
entral e um 
orolário. Este 
orolário a�rma que em uma 
on�gura-

ção 
entral de 4 
orpos não se pode ter três 
orpos numa mesma reta e um quarto 
orpo

fora desta reta.

2.0.4 Equações de 
ompatibilidade e razões de massa

Nesta seção vamos de�nir as equações que serão usadas durante todo este trabalho, que

são de suma importân
ia para o estudo de existên
ia de 
on�gurações 
entrais no plano.

Para tanto, vamos deduzi-las assumindo que os pontos da 
on�guração 
entral são não


olineares. Consideramos a equação de movimento, tomando G = 1,

λri = −
∑

j 6=i

mj
ri − rj
|ri − rj |3

, (2.15)

para as 
oordenadas do primeiro ponto da 
on�guração 
entral, onde ri = (xi, yi) e rij =

|ri − rj |:
λx1 = −

∑

j 6=1

mj
x1 − xj

r31j
, (2.16)

λy1 = −
∑

j 6=1

mj
y1 − yj
r31j

. (2.17)

Os primeiros índi
es da equação são es
olhidos por simpli
idade, mas as manipulações

para as outras 
oordenadas podem ser feitas analogamente.

Admitimos as seguintes mudanças de parâmetros, de λ para r0 de�nido por −λ =

Mr−3
0 , onde M é a somatória de todas as massas, isto é, M =

∑n
i=1mi. Por adequação,

nós de�nimos R0 = 1/r30, Rij = 1/r3ij. Então,

−λx1 =
∑

j 6=1

mjR1j(x1 − xj),

R0Mx1 =
∑

j 6=1

mjR1j(x1 − xj),

R0

(

∑

j 6=1

mjx1 +m1x1

)

=
∑

j 6=1

mjR1j(x1 − xj). (2.18)
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Lembremos que o 
entro de massa do sistema é de�nido 
omo

∑

j=1mjxj = 0. Dessa

forma,

∑

j 6=1mjxj +m1x1 = 0, ou seja, m1x1 = −
∑

j 6=1mjxj . Temos assim, da equação

(2.18),

R0

(

∑

j 6=1

mjx1 −
∑

j 6=1

mjxj

)

=
∑

j 6=1

mjR1j(x1 − xj) ⇒

R0

(

∑

j 6=1

mj(x1 − xj)

)

=
∑

j 6=1

mjR1j(x1 − xj) ⇒

∑

j 6=1

mjR1j(x1 − xj)− R0

(

∑

j 6=1

mj(x1 − xj)

)

= 0.

Chegamos então à seguinte equação

∑

j 6=1

(R1j − R0)(x1 − xj)mj = 0. (2.19)

Analogamente, façamos para y1. Então,

−λy1 =
∑

j 6=1

mjR1j(y1 − yj) ⇒

R0My1 =
∑

j 6=1

mjR1j(y1 − yj) ⇒

R0

(

∑

j 6=1

mjy1 +m1y1

)

=
∑

j 6=1

mjR1j(y1 − yj) ⇒

R0

(

∑

j 6=1

mjy1 −
∑

j 6=1

mjyj

)

=
∑

j 6=1

mjR1j(y1 − yj) ⇒

R0

(

∑

j 6=1

mj(y1 − yj)

)

=
∑

j 6=1

mjR1j(y1 − yj). (2.20)

Somando o termo

(

−R0

∑

j 6=imj(y1 − yj)
)

em ambos os lados da expressão (2.20) e


olo
ando os termos apropriados em evidên
ia, resta-nos a seguinte expressão,

∑

j 6=1

(R1j − R0)(y1 − yj)mj = 0. (2.21)

Veja que usamos as primeiras 
oordenadas de um ponto, ou seja, usando o ponto r1

da 
on�guração para deduzir as equações (2.19) e (2.21) teremos a seguinte expressão

∑

j 6=1

(R1j −R0)(r1 − rj)mj = 0. (2.22)
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Expandindo o somatório de (2.22), temos:

m2(R12 −R0)(r1 − r2) +m3(R13 − R0)(r1 − r3) +m4(R14 − R0)(r1 − r4) = 0. (2.23)

Assim, para eliminar o segundo termo da soma de (2.23), ou seja, m2, nós fazemos o

produto vetorial da expressão (2.23) pelo (r1 − r2). Isto é,

m2(R12 −R0)(r1 − r2) ∧ (r1 − r2) +m3(R13 − R0)(r1 − r3) ∧ (r1 − r2)+

m4(R14 − R0)(r1 − r4) ∧ (r1 − r2) = 0.

Como (r1 − r2) ∧ (r1 − r2) = 0, resta para nós então

m3(R13 − R0)(r1 − r3) ∧ (r1 − r2) +m4(R14 −R0)(r1 − r4) ∧ (r1 − r2) = 0.

De�nição 2.0.7. De�nimos a área do triângulo orientado 
omo sendo a região delimitada

pelas posições ri, rj e rk da seguinte maneira,

∆ijk = 1/2(ri − rj) ∧ (ri − rk).

Portanto,

m3(R13 − R0)∆132 +m4(R14 −R0)∆142 = 0. (2.24)

Por 
onveniên
ia, substituímos a de�nição da orientação do triângulo∆ijk = ∆m, onde

m 6= i, j e k. Assim, temos a seguinte 
onvenção de sinais das áreas dos triângulos.

∆1,∆3 < 0 ∆2,∆4 > 0. (2.25)

Então, (2.24) torna-se

m3(R13 − R0)∆4 −m4(R14 −R0)∆3 = 0. (2.26)

Seguindo, es
revamos a equação (2.22) para r2, isto é,
∑

j 6=2(R2j−R0)(r2−rj)mj = 0,

nós podemos eliminar o termo m1 ao expandirmos o seu somatório e tomarmos o produto

vetorial deste pelo fator que a
ompanha m1.

Com efeito, expandindo o somatório para r2,

m1(R12 −R0)(r2 − r1) +m3(R23 − R0)(r2 − r3) +m4(R24 − R0)(r2 − r4) = 0, (2.27)
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fazendo o produto vetorial de (2.27) por (r2 − r1), resulta-nos que

m3(R23 − R0)(r2 − r3) ∧ (r2 − r1) +m4(R24 − R0)(r2 − r4) ∧ (r2 − r1) = 0. (2.28)

Lembrando da de�nição 2.0.7 temos

m3(R23 − R0)∆231 +m4(R24 −R0)∆241 = 0. (2.29)

Logo, dispomos da seguinte expressão

m3(R23 − R0)∆4 −m4(R24 −R0)∆3 = 0. (2.30)

Do par de equações (2.26) e (2.30), obtemos o seguinte sistema linear,







m3(R13 − R0)∆4 − m4(R14 − R0)∆3 = 0

m3(R23 − R0)∆4 − m4(R24 − R0)∆3 = 0.

Representando matri
ialmente esse sistema linear, temos





(R13 − R0)∆4 −(R14 −R0)∆3

(R23 − R0)∆4 −(R24 −R0)∆3









m3

m4



 =





0

0



 .

Cal
ulando o determinante da matriz (2.0.4) , resulta-nos

−(R13 −R0)(R24 −R0)∆3∆4 + (R14 −R0)(R23 − R0)∆3∆4 = 0,

e 
olo
ando a expressão em função de ∆3∆4, temos

∆3∆4((R14 − R0)(R23 − R0)− (R13 − R0)(R24 −R0)) = 0. (2.31)

Vamos agora introduzir a notação Sij = Rij − R0, então a equação (2.31) torna-se

S14S23 = S13S24, (2.32)

onde para a
onte
er a igualdade da equação (2.32), supomos que a 
on�guração é 
olinear.

Analogamente, expandido a equação (2.22) para o ponto r2, agora eliminando o termo

m4, temos que se expandimos o seu somatório e fazermos o produto vetorial de sua
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expressão pelo fator (r2 − r4), que a
ompanha m4, teremos 
omo resultado a seguinte

expressão,

m1(R12 − R0)∆214 +m3(R23 −R0)∆234 = 0. (2.33)

Usemos o mesmo argumento para a equação de r4. Eliminando agora o termo m2

quando expandimos o somatório da expressão de r4, isto é,
∑

j 6=4mj(R4j−R0)(r4−rj) = 0,

e fazemos o produto vetorial desta expressão pelo fator (r4 − r2). Temos 
omo resultado

a expressão

m1(R14 − R0)∆412 +m3(R34 −R0)∆432 = 0. (2.34)

Fazendo uso da de�nição sobre áreas orientadas dos triângulos, as equações (2.33) e

(2.34) tornam-se

m1(R12 − R0)∆3 −m3(R23 −R0)∆1 = 0, (2.35)

−m1(R14 −R0)∆3 +m3(R34 −R0)∆1 = 0. (2.36)

Colo
ando as equações (2.35) e (2.36) num sistema linear, temos







m1(R12 −R0)∆3 − m3(R23 −R0)∆1 = 0

−m1(R14 − R0)∆3 + m3(R34 −R0)∆1 = 0

Matri
ialmente o sistema linear (2.0.4) é dada por





(R12 − R0)∆3 −(R23 −R0)∆1

−(R14 − R0)∆3 +(R34 −R0)∆1









m1

m3



 =





0

0



 .

Cal
ulando o determinante da matriz no sistema (2.0.4) 
hegamos na seguinte equação,

R12 −R0)(R34 − R0)∆1∆3 + (R14 − R0)(R23 − R0)∆1∆3 = 0.

Colo
ando a expressão (2.0.4) em função de ∆3∆4, temos

− ((R23 − R0)(R14 − R0) + (R12 −R0)(R34 − R0)) = 0. (2.37)

Utilizando a notação que inserimos anteriormente, Sij := Rij − R0, temos

S23S14 = S12S34. (2.38)
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Segue das equações (2.32) e (2.38) que

S13S24 = S23S14 = S12S34. (2.39)

Estas são as equações de 
ompatibilidade que devem ser satisfeitas para que exista

uma 
on�guração 
entral.

Estas são su�
ientes ex
eto para a positividade das massas, que podem ser veri�
adas

pela fórmula das razões de massa que segue imediatamente do argumento a
ima:

mi

mj

=
∆iSjk

∆jSik

(2.40)

onde i, j e k são distintos um do outro.

Para equações não equiláteras, se o parâmetro R0 é eliminado, as equações de razão

de massa são simpli�
adas para:

mi

mj

=
∆i(Rjk −Rjl)

∆j(Rik −Ril)
. (2.41)

Notamos que quando de�nimos as regiões delimitadas pelos vetores posição, a região

interna do triângulo assume um sinal, positivo ou negativo. Porém, as 
onvenções de

sinais para área no 
aso de uma 
on�guração 
entral 
onvexa é diferente do 
aso de uma


on�guração 
entral 
�n
ava. Vejamos

a) Para uma 
on�guração 
entral 
onvexa tem-se a seguinte 
onvenção de sinais de

áreas para os triângulos, ∆1,∆3 < 0 e ∆2,∆4 > 0;

b) Para uma 
on�guração 
entral 
�n
ava tem-se a seguinte 
onvenção de sinais de

áreas para os triângulos, ∆1,∆2,∆3 < 0 e ∆4 > 0.

Dando 
ontinuidade, na próxima seção vamos de�nir as equações de Andoyer. Estas

equações que de�niremos são mais fá
eis de serem trabalhadas vistas pela linha geomé-

tri
a.

2.0.5 Equações de Andoyer

Ini
iamos de�nindo uma equação que é 
onveniente para determinar 
on�gurações 
en-

trais, que é 
hamada de equação de Andoyer. Em seguida, apresentamos o Teorema da

Mediatriz.
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De�nição 2.0.8. As equações de Andoyer 
om áreas em R
3
são dadas por

fij =
∑

k 6=i,j

mk(Rik − Rjk)∆ijk = 0, 1 ≤ i < j ≤ n, (2.42)

onde Rij = Rji = |ri − rj|−3 = 1/r3ij e ∆ijk = (ri − rj)∧ (ri − rk) é duas vezes a área 
om

sinal do triângulo formado por mi, mj e mk.

Estas equações formam um 
onjunto de n(n− 1)/2 equações.

De�nição 2.0.9. As equações de Andoyer 
om volumes em R
3
são dadas por

fijh =
∑

k 6=i,j,h

mk(Rik −Rjk)∆ijhk = 0, 1 ≤ i < j ≤ n, h = 1, 2, . . . , n (2.43)

onde Rij = Rji = |ri− rj |−3
e ∆ijhk = (ri− rj)∧ (ri − rk) • (rh− rk) é seis vezes o volume


om sinal do tetraedro formado mi, mj , mk e mh.

Teorema 2.0.3. Considere um sistema de n-
orpos em 
om massas m1, . . . , mn não-


olineares, então eles formam uma 
on�guração 
entral se, e somente se, respeitam as

seguintes 
ondições

fij = 0, ∀i, j (1 ≤ i < j ≤ n) .

Demonstração: Essa demonstração pode ser vista na tese de [4℄.

Suponhamos que os n 
orpos formam uma 
on�guração 
entral planar, então, existe

λ tal que

λri = −
∑

k 6=i

mkRik (ri − rk) . (2.44)

Isto é equivalente a

λri = −
∑

k 6=i,j

mkRik (ri − rk)−mjRij (ri − rj) . (2.45)

Também para j 6= i podemos fazer

λrj = −
∑

k 6=i,j

mkRjk (rj − rk)−miRji (rj − ri) . (2.46)

Considerando a subtração da equação (2.45) e da equação (2.46), tem-se

λ (ri − rj) = −
∑

k 6=i,j

mk [Rik (ri − rk)− Rjk (rj − rk)]− [miRij −mjRji] (ri − rj) . (2.47)
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E tomando o produto vetorial por (ri − rj) em ambos os lados da equação (2.47),

obtemos

0 = −
∑

k 6=i,j

mk(Rik − Rjk)∆ijk = −fij . (2.48)

Logo, fij = 0, ∀i, j(1 6= i < j 6= n).

Para a re
ípro
a, 
onsideremos que as equações de Andoyer são veri�
adas, isto é,

fij =
n
∑

k 6=i,j

mk(Rik −Rjk)∆ijk = 0, (2.49)

para (1 6= i < j 6= n). Podemos es
rever (2.49) da seguinte forma,

n
∑

k 6=i,j

mkRik(ri − rj) ∧ (ri − rk) =
n
∑

k 6=i,j

mkRjk(ri − rj) ∧ (ri − rk), (2.50)

ou seja,

(ri − rk) ∧
n
∑

k 6=i

mkRik(ri − rj) =

n
∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) + (rj ∧ rk)]. (2.51)

Denote ∇iV por Fi. Vemos que (2.51) pode ser es
rita 
omo:

(ri − rj) ∧
Fi

mi
=

n
∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) + (rj ∧ rk)]. (2.52)

Podemos inserir à direita da igualdade (2.52) o termo −rj sem alterá-la, obtendo

(ri − rj) ∧
Fi

mi
=

n
∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) + rj ∧ (−rj + rk)], (2.53)

rearranjando o lado direito da equação (2.53), temos

(ri − rj) ∧
Fi

mi
= (ri − rj) ∧

Fj

mj
,

disto segue,

(ri − rj) ∧ (mjFi −miFj) = 0. (2.54)

Fazendo o produto vetorial termo a termo em (2.54), obtemos

ri ∧mjFi − ri ∧miFj − rj ∧mjFi + rj ∧miFj = 0,
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e segue

mjri ∧ Fi −miri ∧ Fj −mjrj ∧ Fi +mirj ∧ Fj = 0.

Podemos somar em j 
om j 6= i, obtendo:

(M −mi)ri ∧ Fi −miri ∧
n
∑

j 6=i

Fj −
(

n
∑

j 6=i

mjrj

)

∧ Fi +mi

∑

j 6=i

rj ∧ Fj = 0, (2.55)

onde M é a massa total do sistema. E, 
onsiderando o 
entro de massa na origem do

referen
ial, temos

n
∑

j=1

mjrj = 0 ⇒
n
∑

j 6=i

mjrj = −miri. (2.56)

Como o espaço é homogêneo e isotrópi
o e o sistema é isolado, temos que as quanti-

dades de momento linear total e momento angular total são 
onservadas. Então, respe
-

tivamente, temos

n
∑

j=1

Fj = 0 ⇒
n
∑

j 6=i

Fj = −Fi (2.57)

e

n
∑

j=1

(rj ∧ Fj) = 0 ⇒
n
∑

j 6=i

(rj ∧ Fj) = (−ri ∧ Fi). (2.58)

Substituindo (2.56), (2.57) e (2.58) em (2.55), obtemos

Mri ∧ Fi −miri ∧ Fi +miri ∧ Fi +miri ∧ Fi −miri ∧ Fi = 0.

Assim, Mri ∧ Fi = 0, logo ri e Fi são paralelos, ou seja, Fi = λiri, ou r̈i = (λi/mi)ri.

De (2.54), de
orre que

(

λi

mi
ri −

λj

mj
rj

)

∧ (ri − rj) = 0.

Assim,

− λi

mi

ri ∧ rj −
λj

mj

rj ∧ ri = 0,

logo,

(

λi

mi
− λj

mj

)

(rj − ri) = 0.

Se ri e rj são paralelos a igualdade a
ima é imediata. Se ri e rj são não-
olineares,

temos que

λi

mi
=

λj

mj
= λ,
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para todo i, j. Portanto,

r̈i = λri,

para todo i = 1, 2, 3, . . . , n, 
omo queríamos demonstrar. �

2.0.6 Apli
ações das equações de Andoyer

Mostraremos duas apli
ações das equações de Andoyer, a primeira sendo a determinação

da 
on�guração planar de Lagrange para 3 
orpos.

Teorema 2.0.4. A úni
a 
on�guração 
entral de três 
orpos, não 
olinear, é o triângulo

equilátero 
om massas arbitrárias nos vérti
es.

Demonstração:Neste 
aso usamos as equações de Andoyer para áreas, isto é, temos 3

equações de Andoyer, que são,

f12 = m3(R13 −R23)∆123 = 0,

f13 = m2(R12 −R23)∆132 = 0,

e

f23 = m1(R12 −R13)∆231 = 0.

Pela positividade das massas, ou seja, mi > 0 e ∆ijk 6= 0, temos que, R12 = R13 = R23,

isto quer dizer que as massas m1, m2 e m3 estão nos vérti
es de um triângulo equilátero,

onde as massas podem assumir quaisquer valores positivos.

Teorema 2.0.5 (Mediatriz). Considere uma 
on�guração 
entral planar, formada por n

massas positivas m1, . . . , mn. Es
olha dois 
orpos de massas mi e mj 
om posições ri e

rj, respe
tivamente. Tra
e a reta que 
ontém estes dois 
orpos e a mediatriz do segmento

rirj. Estas duas retas de�nem dois 
ones abertos no plano. Então, se existem massas

num dos 
ones abertos, devemos ter também massas no outro 
one. Em outra palavras,

se as (n− 2) massas restantes perten
essem a apenas um 
one aberto não teríamos uma


on�guração 
entral.
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PSfrag repla
ements

r1 r2

Figura 2.5: Não pode ser uma 
on�guração 
entral.
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Figura 2.6: Pode ser uma 
on�guração 
entral.

Demonstração: Não há perda de generalidade se renomeamos os índi
es i e j por 1

e 2. Suponhamos, por 
ontradição, que as massas m3, . . . , mn estão ou num úni
o 
one

aberto ou sobre o eixo bissetor, mas não todas sobre o eixo, pois senão ainda poderíamos

ter uma 
on�guração 
entral.

Como por hipótese temos uma 
on�guração 
entral planar, todas as n (n− 1) /2 equa-

ções de Andoyer são satisfeitas; em parti
ular

f12 =

n
∑

k=3

mk (R1k − R2k)∆12k = 0. (2.59)
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Podemos olhar as retas passando pelos 
orpos m1 e m2 bissetando o segmento 
omo

eixos que dividem o plano em 4 quadrantes ordenados 
i
li
amente, 
omo usual. Dessa

forma, um 
one aberto formado pela união do primeiro e ter
eiro quadrantes abertos e, o

outro 
one aberto pela união do segundo e quarto quadrantes abertos.

Assim, vamos supor que existam massas no primeiro e ter
eiro quadrantes e, possivel-

mente sobre os eixos. Vamos tomar a soma a
ima em 3 par
elas, da seguinte maneira,

o índi
e l denotará termos no primeiro quadrante, k no ter
eiro quadrante e i os termos

sobre a bissetriz.

Assim

f12 =
∑

l

ml (R1l −R2l)∆12l +
∑

k

mk (R1k − R2k)∆12k +
∑

i

mi (R1i − R2i)∆12i. (2.60)

A prin
ípio, notemos que os termos da ter
eira soma são todos nulos, pois sobre a

bissetriz R1i = R2i, ou seja, as distân
ias 1/r31i e 1/r32i são iguais. Então (Ril −R2i) é

zero, portanto

3
∑

i=1

(R1i − R2i)∆12i = 0. (2.61)

Donde, resulta-nos que

f12 =
∑

l

ml (R1l − R2l)∆12l +
∑

k

mk (R1k − R2k)∆12k = 0. (2.62)

Estudemos o sinal dos termos da primeira soma; lembremos que dados os dois pontos

ini
iais e traçada a linha que passa por estes dois pontos a área do lado esquerdo da reta

tem sinal positivo e, o lado direto sinal negativo.

Vemos que ∆12l > 0 para todo l, e, temos a seguinte impli
ação,

r1l > r2l ⇒ R1l < R2l, (2.63)

ou seja, todos os 
oe�
ientes das massas na primeira soma tem sinal positivo, assim,

∑

l

ml (R1l − R2l)∆12l > 0. (2.64)

Para os termos da segunda soma, temos ∆12k < 0, para todo k e,

r1k > r2k ⇒ R1k > R2k. (2.65)
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Logo, todos os 
oe�
ientes das massas na segunda soma tem sinal positivo também,

isto é,

∑

k

mk (R1k − R2k)∆12k > 0. (2.66)

Ora, mas isso 
ontradiz a equação (2.62).

Logo, as (n− 2) massas não estão num úni
o 
one aberto ou todas sobre a bissetriz.

�

Vamos agora enun
iar um 
orolário e, em seguida vamos prová-lo utilizando o Teorema

da Mediatriz.

Colorário 1. Para uma 
on�guração 
entral planar não-
olinear r ∈ (R2)4 
om massas

positivas, a área interna 
ompreendida entre os vetores posição ri, rj, rk da 
on�guração

é não-nula.

A prova do Corolário 1 pode ser vista em [7℄.

Façamos agora a prova do Corolário 1, 
om o auxílio do Teorema da Mediatriz 2.0.5.

Demonstração: A prova será feita por 
ontradição.

Admita que r1, r2 e r3 são 
olineares. Pi
tori
amente representamos tal situação na

Figura 2.7.
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Figura 2.7: 
on�guração 
olinear.

Traçando a mediatriz do segmento r2r3, ou seja, a reta l, temos o seguinte panorama.

Se a massa m4 situa-se do lado direito da retal l, vemos que só um 
one aberto do

plano possui massas, entretanto, sabemos que isto é uma 
ondição su�
iente para que não

seja uma 
on�guração 
entral.
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Analogamente, se a massa m4 situa-se ao lado esquerdo da reta l não teremos uma


on�guração 
entral. Portanto, r1, r2 e r3 não podem ser 
olineares para termos uma


on�guração. A mesma análise seria feita se traçássemos a mediatriz do seguimento r1r2.

E assim está provado o Corolário 1 �

Tendo em vista a importân
ia do estudo de 
on�gurações 
entrais dentro da Me
âni
a

Celeste, vamos tratar no Capítulo 3 do Teorema de Existên
ia para 
on�gurações 
entrais


onvexas, isto é, ao �xarmos três massas, através do Teorema de Existên
ia mostraremos

que a quarta massa, m4, estando fora do fe
ho 
onvexo delimitado pelas massas m1, m2 e

m3, pre
isa estar numa região espe
í�
a para que a 
on�guração 
entral exista.



Capítulo 3

Con�gurações 
entrais 
onvexas

Dentro do estudo de 
on�gurações 
entrais no problema de n 
orpos, podemos per
eber

que as 
on�gurações 
entrais 
onvexas no problema de 4 
orpos são melhores 
ompreen-

didas do que 
on�gurações 
entrais 
�n
avas, ou seja, essa evidên
ia sugere que 
on�gu-

rações 
�n
avas têm uma estrutura mais 
ompli
ada do que 
on�gurações 
onvexas.

Sabendo disso, vamos estudar um resultado que apare
e na tese de Hampton [5℄ mos-

trado por Ma
Millan e Bartky, vide [8℄.

3.0.1 Teorema de existên
ia

Teorema 3.0.1. Dados k0, k12, k34, k13 > 0 reais, existe uma 
on�guração 
entral 
onvexa

tal que k0 = r0,

max (r12, r23, r14, r34) < r0 < min (r13, r24)

e as razões de massas são dadas por

m1

m2

= k12,
m3

m4

= k34,
m1

m3

= k13.

Demonstração: Na demonstração de Hampton, vide [5℄, tomou-se as massasm1, m2, m3

e m4 
om posições r1, r2, r3 e r4, respe
tivamente, estas estão ordenadas no sentido anti-

horário. Analisando as equações de razão de massa, pode-se determinar que todas as

massas são positivas para a desigualdade max (r12, r23, r14, r34) < r0 < min (r13, r24) ser

satisfeita.

27
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Ao estabele
ermos o parâmetro k0 = r0 remove-se a degeneres
ên
ia dilata
ional.

Vamos à prova.

Fixe r12 < r0 
omo na Figura 3.1. A Figura 3.1 pode ser en
ontranda ne tese de [5℄.
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Figura 3.1: Ponto de iní
io da 
onstrução 
onvexa.

O primeiro e o segundo ponto da 
on�guração foram rodados para se en
ontrarem

numa linha horizontal, e o semi
ír
ulo de raio r0 desenhado em torno de 
ada um deles.

Seja r1 o ponto da esquerda. Os dois ar
os F e G na �gura 3.1 são as distân
ias de um


ír
ulo de raio r0 
entrado na interseção P .

A região U é de�nida 
omo sendo a interseção do interior dos semi
ír
ulos de raio r0

em torno do segundo ponto, r2, o do ponto P e o exterior do semi
ír
ulo de raio r0 em

torno de r1. A região V é de�nida similarmente 
om a regra tro
ada entre os dois pontos.

Pro
ederemos para provar que para todo ponto na região U existe um ponto na região V

tal que os 4 pontos formam uma 
on�guração 
entral para alguma dada massa vetorial.

A �m de que r0 satisfaça as desigualdades do Teorema 3.0.1 nós devemos restringir o

quarto ponto na região W , esta é determinada 
omo sendo a interseção de V e o interior

do 
ír
ulo 
entrado em r3 
om raio r0. Vamos mostrar que dada a posição de r3 em U ,

en
ontramos r4 em W , tal que as equações de 
ompatibilidade

S12S34 = S23S14 = S13S24

sejam satisfeitas.

Fixados os três primeiros pontos r1, r2 e r3 nos são dados R0, R12, R23 e R13. Seja o

parâmetro ρ0 a distân
ia de r3 a P . Agora �xe um ρ > 0 tal que ρ0 < ρ < r0 e 
onsidere
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o ar
o AB em W de�nido pela 
ir
unferên
ia de raio ρ de r3, veja a Figura 3.2. A Figura

3.2 pode ser en
ontranda ne tese de [5℄.
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Figura 3.2: Construção 
onvexa.

Umas das equações de 
ompatibilidade pode ser es
rita da seguinte forma

(R23 −R0) (R14 −R0) = (R0 − R13) (R0 −R24) ,

em que todos os fatores entre parênteses são positivos se r4 está no interior do ar
o AB.

Com efeito, se r4 está no interior do ar
o AB, temos que r23 < r0, ou seja, 
omo de�nimos

anteriormente que Rij = r−3
ij , isto no diz que

r23 < r0 =⇒ r−3
23 > r−3

0 =⇒ R23 > R0

e dessa forma o fator (R23 − R0) é positivo.

A mesma análise é feita para r14, isto é,

r14 < r0 =⇒ r−3
14 > r−3

0 =⇒ R14 > R0,

logo, (R14 −R0) > 0.

Vemos que pela Figura 3.2 que 
omo r3 está no exterior do 
ír
ulo de 
entro r1 e raio

r0, então |r1 − r3| > r0, isto é, r13 > r0,

r13 > r0 =⇒ r−3
13 < r−3

0 =⇒ R13 < R0,

e assim, (R13 − R0) < 0. Analogamente,

r24 > r0 =⇒ r−3
24 < r−3

0 =⇒ R24 < R0.
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Ainda analisando as equações (R23 − R0) (R14 − R0) = (R0 − R13) (R0 −R24), note que

se r4 está no ponto A temos que R24 = R0 e assim a expressão (R0 − R13) (R0 − R24) é

zero, pois (R0 − R13) (R0 − R0) = 0.

Analisando a expressão (R0 − R13)(R0 − R24), vista 
omo função na variável r4, é

monótona 
res
ente, pois o primeiro fator é 
onstante, já que R13 é �xo, isto é, per
ebamos

que quando r4 tende ao ponto A a função vai a zero. Agora, quando r4 tende ao ponto

B, a função é 
res
ente.

Agora, olhando para a função (R23 − R0) (R14 − R0), vejamos que quando r4 tende a

B, esta tende a zero, e por sua vez quando r4 tende ao ponto A a função é 
res
ente.

Dessa forma, estas duas funções 
riam a �gura 3.3.
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Figura 3.3: Curvas de (R23 −R0) (R14 −R0) = (R0 −R13) (R0 −R24).

Vamos ter um ponto para 
ada ar
o dentro da região W , de�nindo assim uma 
urva.

Esta 
urva entra dentro da região W e a sua derivada, é positiva. Ou seja, dµ/dρ > 0.

Temos que dµ/dρ > 0 quando ρ = ρ0, para vermos isso, note que

dµ

dρ
= (R23 − R0)

dR14

dρ
= − (R0 −R13)

dR24

dρ
.
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Figura 3.4: Curva µ (ρ)

Analisando a equação de 
ompatibilidade,

S12S34 = (R12 − R0)(R34 − R0),

temos que R12 é �xo, e olhamos R34. Fazendo a mesma análise feita para as outras

equações de 
ompatibilidade, resulta-nos o �gura3.5.

PSfrag repla
ements

P W

Figura 3.5: Curvas de S12S34 = (R12 −R0)(R34 −R0).

Portanto, existe um úni
o quarto ponto do equilíbrio relativo, r4, na região W , onde

as equações de 
ompatibilidade são satisfeitas 
omo na �gura 3.6.
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Figura 3.6: Con�guração 
onvexa.

Agora vamos estudar as dependên
ias das massas no 
aso 
onvexo a
ima des
rito.

Considere qualquer 
urva CD de posições de r3, ou seja, através de r3 passa o ar
o CD

em U , que 
omeça no ar
o de raio r0 em torno de r1 e termina no ar
o de raio r0 em torno

de r2.

Para 
ada ponto r3 
ontido na 
urva CD, existe um ponto r4 em V que é o quarto ponto

do equilíbrio relativo. Com o auxílio da geometria, para qualquer família a 1-parâmetro

de equilíbrios relativos, as razões de área ∆i/∆j serão limitadas a
ima e abaixo por um

número positivo. Agora tomando i = 1 e j = 2 na equação de razão das massas

m1

m2

=
∆1S23

∆2S13

.

Vejamos que quando o ponto r3 tende ao ponto C temos o seguinte resultado,

r3 → C ⇒ m1

m2
→ +∞,

pois

m1

m2
=

∆1S23

∆2S13
=

∆1 (R23 −R0)

∆2 (R13 −R0)
.

Note que quando r3 tende ao ar
o de raio r0 em torno de r1, a distân
ia entre r2 e r3

�
a 
ada vez menor, entretanto, 
ada vez mais R23 �
a 
ada vez maior do que R0, isto

é, R23 > R0, e desta forma o valor R23 − R0 vai aumentando 
ada vez mais. Vejamos

agora para o 
aso em que r3 tende ao ponto D. Façamos a mesma análise e 
hegaremos

a 
on
lusão de que a razão de massa tende a zero, ou seja,

r3 → D ⇒ m1

m2

→ 0.
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Existe, assim, ao menos um ponto na 
urva CD 
om m1/m2 = k12.

Visto que as massas são funções 
ontínuas das distân
ias em U , variando a 
urva CD

nós obtemos uma 
urva C1 em U tenho iní
io em P e �nal em F , tal que a 
on�guração


entral obtida variando r3 na 
urva C1 tem razão de massa m1/m2 = k12.

PSfrag repla
ements

r1 r2

r3

G F

B

A

W
P

C

D

C1

Figura 3.7: Construção 
onvexa.

Assim, para 
ada ponto em C1 existe um ponto 
orrespondente em V , isto é, o ponto

r4, ou seja, existe uma 
urva 
orrespondente em V para a 
urva C1.

Por 
onstrução, quando a partí
ula r3 per
orre a 
urva C1 em direção ao ar
o F , a

partí
ula 
orrespondente em V aproxima-se do ponto P . Analisando agora a fórmula de

razão de massa para i = 3 e j = 4, veja que quando S14 < 0 a razão de massa m3/m4 vai

a zero. Por simetria, quando r3 aproxima-se de P , m3/m4 vai a in�nito.

Portanto existe ao menos um ponto em C1 tal que m3/m4 = k34. Mostramos então

que para r12 < r0, ambos �xados, existe uma 
on�guração 
entral 
om m1/m2 = k12 e

m3/m4 = k34. Considere agora uma família de tal 
on�guração 
om r12 de
res
ente para

r0, enquanto este está �xado. Temos que o limite de r13/r23 e r14/r24 é 1, que signi�
a

que de fato 
ada uma dessas distân
ias nas razões devem tender a r0 pelas desigualdades

r23 < r0 < r13 e r14 < r0 < r24.

Isto signi�
a que o lado direito da equação S12S34 = S23S14 é limitado por zero, mas

S12 é 
onsiderado arbitrariamente grande, o que força r34 ser limitado por r0.

Pela fórmula de razão de massa nós obtemos que

m1m2

m3m4

=
∆1∆2S34

∆3∆4S12
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vai a zero.

Analogamente, 
onsideramos a situação que a
onte
e quando r12 é 
res
ente em re-

lação a r0, nós en
ontramos que as razões das áreas das equações de razão de massas

permane
em limitadas e S12 vai a zero enquanto S34 < 0.

Então m1m2/m3m4 é pego arbitrariamente grande e existe ao menos um r12 < r0 tal

que

m1m2

m3m4
=

k2
13k34
k12

que impli
a que m1/m3 = k13 
omo queríamos demonstrar. �

Vamos mostrar agora mais alguns resultados importantes sobre o estudo das 
on�gu-

rações 
entrais 
onvexas.

3.0.2 Con�guração 
onvexa do tipo trapézio

Nesta seção vamos mostrar um resultado apresentado também por Ma
Millan e Bartky

em [8℄, que fala sobre uma 
on�guração do tipo trapézio isós
eles, onde mostra-se a

existên
ia e a uni
idade desta 
on�guração. Entretanto, na prova que faremos vamos

utilizar as equações de Andoyer, vistas na Seção 2.0.5 do Capítulo 2, a �m de mostrar


omo é mais simples a demonstração deste resultado através destas equações.

Tomamos nota de que quando estamos trabalhando 
om trapézios isós
eles, temos as

seguintes hipóteses, r14 = r23 e r13 = r24 e os lados r34 e r12 são paralelos. Das equações

de razão de massa, podemos usar a seguinte relação

mi

mj

=
∆i(Rjk −Rjl)

∆j(Rik −Ril)
. (3.1)

Temos então,

m2

m1

=
∆2(R13 − R14)

∆1(R23 − R24)

e usando as hipóteses das relações de lados, temos

m2

m1
=

∆2(R13 − R23)

∆1(R23 − R24)
= 1 ⇔

⇔ m1 = m2.
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Do mesmo modo, quando tomamos i = 3 e j = 4, temos que,

m3

m4

=
∆3(R24 − R14)

∆4(R24 − R14)
= 1 ⇔

⇔ m3 = m4.

Vamos 
olo
ar sob quais hipóteses estamos trabalhando.

Teorema 3.0.2. Seja uma 
on�guração 
entral do tipo trapézio isós
eles, ou seja, assu-

mimos que m1 = m2, m3 = m4 e as seguintes simetrias a
onte
em, r14 = r23 e r13 = r24.

Esta 
on�guração existe e é úni
a.

Demonstração: Estamos assumindo as seguintes simetrias r14 = r23 e r13 = r24, e

tendo 
onhe
imento de que r34 e r12 são paralelos.

As 
oordenadas que os vetores posição assumem em nosso problema são,

r1 = (−1, 0, 0), r2 = (1, 0, 0),

r3 = (x, y, 0), e r4 = (−x, y, 0).

Assumindo as hipóteses a
ima, vamos mostrar a existên
ia de uma 
on�guração 
entral


onvexa, sendo esta um trapézio isós
eles.

Para tanto vamos fazer uso das equações de Andoyer, mas em nosso 
aso, vamos fazer

uso somente as relações f13 e f14, já que f12 ≡ 0 e f34 ≡ 0. Es
revamos as relações que

vamos usar,

f13 = m2(R12 − R32)∆132 +m4(R14 −R34)∆134 = 0, (3.2)

f14 = m2(R12 − R42)∆142 +m3(R13 −R43)∆143 = 0. (3.3)

Empregando as hipóteses a
ima postas, essas relações �
am,

f13 = (R12 − R23)∆123 +m(R14 −R34)∆134 = 0, (3.4)

f14 = (R12 − R24)∆124 +m(R13 −R34)∆134 = 0, (3.5)

onde m = m2/m4. Isolando m na equação (3.4) temos que,

m =
(R12 −R23)∆123

(R14 −R34)∆134
. (3.6)
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Analogamente, na equação (3.5), resulta-nos

m =
(R12 −R24)∆124

(R34 −R13)∆134
. (3.7)

Agora temos que analisar a positividade das razões (3.6) e (3.7), para isso, temos que

analisar somente os termos dentro dos parênteses, pois as áreas dos triângulos são sempre

positivas. Assim, devemos analisar que tanto o numerador quanto o denominador das

razões devem manter o mesmo sinal na região que vamos analisar.

Para isto, 
onsideramos a expressão (3.6) e analisamos 
ada fator deste quo
iente.

Denotamos F = R12 − R23 e G = R14 − R34.

Considerando o fator F , temos que plotando o grá�
o do fator F junto das 
urvas

r13 = 2 e r23 = 2 onde x e y variam no seguinte intervalo, −3 ≤ x ≤ 3 e −3 ≤ y ≤ 3,

temos a Figura 3.8. A região de interesse a qual pro
uramos para o 
aso da existên
ia é a

região vermelha, região negativa. Entretanto, estamos analisando somente a área externa

ao 
ír
ulo 
entrado em (−1, 0) e de raio 2. Ao plotarmos o grá�
o do fator G, �
ará mais


laro a região de interesse.

Figura 3.8: Grá�
o de F.

Analisando a região de interesse do grá�
o do fator G, que é a hipérbole de�nida pela


urva y2 + 3x2 + 2x− 1 = 0, junto das 
urvas r13 = 2 e r23 = 2 nas mesmas hipóteses do

grá�
o do fator F na Figura 3.8, temos que
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Figura 3.9: Grá�
o de G.

Vejamos que na região de existên
ia de m3 ao plotarmos o grá�
o do fatores F e G

da expressão (3.6) juntos das 
urvas r13 = 2 e r23 = 2, a região de interesse têm o mesmo

sinal.

Vamos agora analisar da mesma forma o quo
iente de (3.7).

Chamamos de F1 = R12 − R14 e G1 = R34 − R13. Vamos plotar o fator F1 junto

das 
urvas r13 = 2 e r23 = 2, onde x e y variam no seguinte intervalo, −3 ≤ x ≤ 3 e

−3 ≤ y ≤ 3. Temos assim a Figura 3.10.

Figura 3.10: Grá�
o de F1.

Analisando a Figura 3.10, a região admissível de interesse é a área externa ao 
ír
ulo


entrado em (−1, 0) e de raio 2, esta região têm sinal positivo.
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Vamos plotar o grá�
o do fator G1 junto das 
urvas r13 = 2 e r23 = 2, onde x e y

variam no seguinte intervalo, −3 ≤ x ≤ 3 e −3 ≤ y ≤ 3.

Figura 3.11: Grá�
o de G1.

A região admissível de interesse na Figura 3.11 é a área externa ao 
ír
ulo 
entrado

em (−1, 0) e de raio 2, a região em questão tem sinal positivo.

Vejamos que na região de existên
ia da massa m3 ao plotarmos o fator F1 e G1 da

expressão (3.7) juntos das 
urvas r13 = 2 e r23 = 2, esta região têm o mesmo sinal.

Visto isto, podemos igualar os dois quo
ientes (3.6) e (3.7). Ao igualarmos os dois

quo
ientes, temos a seguinte função,

T = (R12 −R23)(R34 − R13)− (R12 −R13)(R23 − R34). (3.8)

Ao plotarmos o grá�
o da função T junto do fator G, veremos que esta 
urva passa na

região admissível delimitada pelos grá�
os dos fatores F,G, F1 e G1, 
entrados em (−1, 0),

onde os intervalos de x e y variam em −3 ≤ x ≤ 3 e −3 ≤ y ≤ 3. Observe
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Figura 3.12: Função T.

Assim, para mostrar a existên
ia do trapézio isós
eles, temos de mostrar que a 
urva

do grá�
o da função T junto 
om o grá�
o do fator G é 
res
ente.

Para isto, vejamos os sinais das derivadas implí
itas da função T em relação a x e a

y. Para mostrarmos a uni
idade do trapézio a derivada implí
ita em relação a y tem de

ser positiva e a derivada implí
ita em relação a x tem de ser negativa.

Com efeito, seja a função T :
(

1

8(x2)3/2
− 1

((−1 − x)2 + y2)3/2

)(

1

8
− 1

((1− x)2 + y2)3/2

)

−

(

1

8
− 1

((−1− x)2 + y2)3/2

)(

− 1

8(x2)3/2
+

1

((1− x) + y2)3/2

)

= 0.

Ao fazermos a derivada implí
ita da função T em relação a y temos o seguinte resul-

tado:

y′ =
(ab)5/2 − 4(ab5/2 + ba5/2)− x2(4b5/2 + 4a5/2 − 192b− 192a)+

4yb5/2 − x4(192yb+ 192ya) + 4yxa(5/2)

x(4b5/2 − 4a5/2 − 192x4b)

4yb5/2 − x4(192yb+ 192ya) + 4yxa5/2
.

Onde a = ((1 − x)2 + y)3/2 e b = ((−1 − x)2 + y2)3/2. Ao fazermos a análise do sinal

deste quo
iente, o sinal de y′ é positivo, isto é, a derivada implí
ita da função T em relação

a y é positiva.

Façamos agora a derivada implí
ita da função T em relação a x, temos 
omo resultado:
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x′ =
(ab)5/2 − xy(4b5/2 + 4a5/2 + x4y(192b+ 192a))

x(−4b5/2 + 4a5/2) + x2(4b5/2 + 4a5/2) + x4(192b− 192a)+

(ab)5/2 − xy(4b5/2 + 4a5/2 + x4y(192b+ 192a))

x5(192b− 192a) + 4(ab5/2 + ba5/2)
.

Onde a = ((1 − x)2 + y)3/2 e b = ((−1 − x)2 + y2)3/2. Ao fazermos a análise do sinal

deste quo
iente, o sinal de x′
é negativo, isto é, a derivada implí
ita da função T em

relação a x é negativa.

Desta maneira, teremos que na região admissível a 
urva da função T junto do grá�
o

do fatorG é 
res
ente. Logo estará provado a existên
ia e a uni
idade do trapézio isós
eles.

�

3.0.3 Uni
idade no 
aso da 
on�guração do tipo losango

Apresentamos nesta seção a uni
idade de uma 
on�guração 
onvexa do tipo losango.

Usamos o Teorema a seguir na demonstração.

Teorema 3.0.3. Sejam quatro massas positivas 
om posições (r1, r2, r3, r4) formando uma


on�guração 
entral planar, que é um quadrilátero 
onvexo tendo [r1, r2] e [r3, r4] 
omo

diagonais. Então:

i) Esta 
on�guração é simétri
a 
om respeito ao eixo [r1, r2] se, e somente se, m3 = m4

ii) Esta 
on�guração é simétri
a 
om respeito ao eixo [r3, r4] se, e somente se, m1 = m2

iii) m1 < m2 se, e somente se, |∆134| < |∆234|

iv) m3 < m4 se, e somente se, |∆123| < |∆124|.

Demonstração: veja [12℄

Demonstração: (Uni
idade da Con�guração do tipo losango) Vamos agora mostrar

a sua uni
idade, para tanto, vamos primeiramente de�nir sobre quais hipóteses estamos

trabalhando e aí desenvolver a prova.
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Estamos trabalhando 
om uma 
on�guração 
entral 
onvexa do tipo Losango, na

qual as massas estão sendo tomadas 
omo na Figura 3.13, sendo que os vetores posição

asso
iados a 
ada massa têm as seguintes 
oordenadas:

r1 = (−x, 0, 0), r2 = (x, 0, 0),

r3 = (0,
√
3, 0), e r4 = (0, y, 0).
PSfrag repla
ements

m3

m4

m2m1

Figura 3.13: Con�guração planar 
onvexa de 4 
orpos.

Consideremos m1 = m2 = 1 e m3 = m4 = m para fazermos as 
ontas. Vamos de�nir

as equações de Andoyer, as quais vão nos ajudar na prova:

f12 = m3(R13 − R23)∆123 +m4(R14 −R24)∆124 = 0, (3.9)

f13 = m2(R12 − R32)∆132 +m4(R14 −R34)∆134 = 0, (3.10)

f14 = m2(R12 − R42)∆142 +m3(R13 −R43)∆143 = 0, (3.11)

f23 = m1(R21 − R31)∆231 +m4(R24 −R34)∆234 = 0, (3.12)

f24 = m1(R21 − R41)∆241 +m3(R21 −R43)∆243 = 0, (3.13)

f34 = m1(R31 − R41)∆341 +m2(R32 −R24∆342 = 0. (3.14)

Ao fazermos as 
ontas, vamos 
hegar aos seguintes resultados,

f12 = 0, (3.15)

f13 = −2
√
3mx

(

1

(x2 + 3)3/2
− 1

24
√
3

)

− 2
√
3x

(

1

8 (x2)3/2
− 1

(x2 + 3)3/2

)

, (3.16)

f14 = 2
√
3mx

(

1

(x2 + 3)3/2
− 1

24
√
3

)

+ 2
√
3x

(

1

8 (x2)3/2
− 1

(x2 + 3)3/2

)

, (3.17)
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f23 = 2
√
3mx

(

1

(x2 + 3)3/2
− 1

24
√
3

)

+ 2
√
3x

(

1

8 (x2)3/2
− 1

(x2 + 3)3/2

)

, (3.18)

f24 = −2
√
3mx

(

1

(x2 + 3)3/2
− 1

24
√
3

)

− 2
√
3x

(

1

8 (x2)3/2
− 1

(x2 + 3)3/2

)

, (3.19)

f34 = 0. (3.20)

Per
ebamos que ao analisarmos as equações a
ima, vamos per
eber que f13 = −f23 e

f14 = −f24. Assim, dependemos apenas das relações (3.16) e (3.17).

Agora vamos mostrar que a uni
idade gira em torno de mostrar que as equações de

razão de massa vão �
ar em função de uma úni
a variável, em nosso 
aso, a variável x.

Quando �zermos a derivada em relação a esta variável veremos que sua derivada é sempre

positiva.

Com efeito, das relações (3.11), (3.17) e tomando a seguinte notação M32 = m, temos

que,

M32 = −
1

8(x2)3/2
− 1

(x2+3)3/2

1

(x2+3)3/2
− 1

24
√
3

(3.21)

Agora, ao fazermos a derivada de M32 em relação a variável x, temos o seguinte

resultado

d

dx
(M32) = −

3x

(x2+3)5/2
− 3x

8(x2)5/2

1

(x2+3)3/2
− 1

24
√
3

−
3x
(

1

8(x2)3/2
− 1

(x2+3)3/2

)

(x2 + 3)5/2
(

1

(x2+3)3/2
− 1

24
√
3

)2 . (3.22)

Chamemos

d
dx
(M32) de D(M32).

Fatorando D(M32), temos que:

−
27x

√
x2 + 3

(

−8
√
3 (x2)

5/2
+
√
3 (x2 + 3)

5/2 − 216
)

(x2)5/2
(√

3 (x2 + 3)3/2 − 72
)2 . (3.23)

Vejamos que devemos somente analisar o termo +8
√
3 (x2)

5/2 −
√
3 (x2 + 3)

5/2
+ 216,

pois os termos restantes são não negativos.

Com efeito, vejamos a Figura 3.14 que é o grá�
o do termo+8
√
3 (x2)

5/2−
√
3 (x2 + 3)

5/2
+

216.
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Figura 3.14: Derivada em relação a x.

Vemos então que a derivada de M32 em relação a x no intervalo (1, 2) é positiva. Logo,

a 
on�guração 
entral 
onvexa no 
aso do Losango é úni
a. �

Dando 
ontinuidade sobre regiões de existên
ia para uma 
on�guração 
entral, va-

mos mostrar no Capítulo 4 um Teorema de Existên
ia mostrado por Yiming Long, vide

[6℄, entretanto, Yiming mostra em seu trabalho um teorema de existên
ia para 
on�gu-

rações 
entrais 
�n
avas. No iní
io do Capítulo 4 enun
iaremos lemas importantes que

nos auxiliaram para a demonstração do Teorema de Existên
ia de 
on�gurações 
entrais


�n
avas.



Capítulo 4

Con�gurações 
entrais 
�n
avas

Neste 
apítulo enun
iaremos lemas para 
on�gurações 
entrais 
�n
avas, a �m de auxiliar

na prova do teorema prin
ipal do 
apítulo, o qual tem 
omo objetivo mostrar as regiões

admissíveis para a 
ara
terização geométri
a de uma 
on�guração 
�n
ava. Lembremos

que de�nimos uma 
on�guração 
entral 
�n
ava, quando a quarta massa m4, está 
ontida

dentro do fe
ho 
onvexo delimitado pelas massas m1, m2 e m3.

4.0.1 Resultados preliminares

Lema 4.0.1. Para qualquer equilíbrio relativo 
�n
avo de 4-
orpos r = (r1, r2, r3, r4) 
om

massas m1, m2, m3, m4 ∈ (R+)
4
, todos os lados exteriores são maiores do que os lados

interiores, e existe r0 > 0 dependendo de m e r tal que r0 é menor ou igual do que os


omprimentos de todos os lados exteriores, e maior ou igual do que os 
omprimentos

de todos os lados interiores. Além disso, o maior lado exterior é oposto ao maior lado

interior.

A demonstração deste lema pode ser vista em [8℄.

Lema 4.0.2. Seja r = (r1, r2, r3, r4) um equilíbrio relativo 
�n
avo, 
om r2 lo
alizado den-

tro do fe
ho 
onvexo do triângulo formado por r1, r3 e r4. Então o triângulo ∆r1r3r4 é um

triângulo agudo, isto é, todo ângulo interior ∠r1r3r4, ∠r3r4r1, ou ∠r4r1r3 é estritamente

menor do que 90◦.

44
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A prova deste lema por ser en
ontrada em [6℄.

Lema 4.0.3. Na Figura 4.1 os pontos r4, F e A são 
olineares, então os pontos r3, F
′

e

A também o são.

Este resultado é demonstrado por Yiming, vide [6℄.

A seguir, temos a Figura 4.1, que nos auxiliará na prova do teorema de 
ara
terização

geométri
a de uma 
on�guração 
�n
ava. Vamos mostrar 
omo a Figura 4.1 é 
onstruída.

Dado um equilíbrio relativo 
�n
avo r = (r1, r2, r3, r4) para m lo
alizada no interior

do ∆r1r3r4, nós �xamos r3 e r4 
omo na �gura 4.1 e 
onstruímos as regiões admissíveis

R1 e R2 tal que r1 ∈ R1 e r2 ∈ R2.

Seja r = r34. A �gura 4.1 é obtida 
omo a seguir.

i) Fixe r4 e r3 da esquerda para a direita em uma linha horizontal em R
2
. Seja Q o

ponto médio de r3r4.

ii) Nós desenhamos a metade superior dos 
ír
ulos C3, CQ e C4 
omo o mesmo raio

r/2 e 
entrados em r3, Q, e r4 respe
tivamente. Denote por B e B′
os pontos de

interseção das metades superiores dos 
ír
ulos de C4 e C3 
om CQ respe
tivamente.

iii) Nós desenhamos a metade superior dos 
ír
ulos D3 e D4 
om o mesmo raio r e


entrados em r3 e r4 respe
tivamente. Denote por K o ponto de interseção das

metades superiores dos 
ír
ulos D3 e D4.

iv) Nós desenhamos um 
ír
ulo CK 
entrado em K 
om raio r que passa através de r3

e r4.

v) Nós desenhamos duas linhas L3 e L4 perpendi
ulares a r3r4 passando através de r3

e r4 respe
tivamente. Denote por G e G′
os pontos de interseção de L4 e L3 
om a

metade superior do 
ír
ulo CK respe
tivamente.

vi) Nós desenhamos uma linha LQ perpendi
ular a r3r4 e passando através de Q. Essa

linha LQ passa através de K. Denote por H e A a interseção dos pontos de LQ 
om

as metades superiores dos 
ír
ulos CQ e CK respe
tivamente.
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vii) Nós desenhamos uma linha M3 passando através dos pontos r3 e B. A linha M3

interse
ta L4 no ponto E e na metade superior do 
ír
ulo D3 e no ponto F .

viii) Nós desenhamos a linha M4 passando através dos pontos r4 e B′
. A linha M4

interse
ta L3 no ponto E ′
e na metade superior do 
ír
ulo D4 e no ponto F ′

.

ix) Nós ligamos os pontos r3 e F
′
pelo segmento r3F ′

e, r4 a F pelo segmento r4F .

x) Nós denotamos por R1 a região aberta limitada pelo ar
o superior de CK de G a

G′
, L3 de G′

a E ′
, M4 de E ′

a B′
, o ar
o superior de CQ de B′

a B, M3 de B a E,

e então L4 de E a G. A região R1 é 
er
ada pelas 
urvas de espessura grossa na

Figura 4.1.

xi) Nós denotamos por T1 a região fe
hada limitada pelo ar
o superior de D4 de K para

r3, r3r4 de r3 para r4, e o ar
o superior de D3 para r4 a K. Então seja T2 = T1 r3r4.

xii) Nós denotamos por R′
2 a região aberta limitada pelo ar
o superior de D4 de K para

F ′
, o segmento F ′r3, o segmento r3r4, o segmento r4F , e então o ar
o superior de

D3 de F a K. Seja a região R2 a união de R′
2 
om o ar
o de F ′

a K na metade

superior do ar
o de D3 sem o ponto F , e 
om o ar
o de F ′
a K na metade superior

do ar
o de D4 sem o ponto F ′
. A região R2 é 
er
ada pelas 
urvas �nas na Figura

4.1.
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PSfrag repla
ements

r4 r3
Q

M3M4

C3C4

R2

B B′ F
′

F CQ
E ′E

D3 D4

K

LQ R1L4
L3

G G′
CK

A

H

Figura 4.1: Regiões admissíveis no 
aso 
�n
avo.

Na prova do teorema, as massas são tomadas no sentido horário. Vamos fazer uso dos

lemas apresentados anteriormente para fazermos a prova do lema.

Durante a demonstração sempre faremos menção à 
onstrução da �gura para equilí-

brios relativos 
�n
avos no problema de 4-
orpos, a Figura 4.1. A prova deste resultado

é mostrado por Y. Long, vide [6℄.

4.0.2 Teorema de 
ara
terização geométri
a de uma 
on�guração


�n
ava

Teorema 4.0.1. Para qualquer massa m ∈ (R+)
4
, seja r = (r1, r2, r3, r4) um equilíbrio

relativo 
�n
avo para m 
om r2 lo
alizado dentro do triângulo ∆r1r3r4. Fixando r3 e r4


omo na Figura 4.1, os seguintes resultados sempre a
onte
em.

i) A�rmamos que

r1 ∈ R1, (4.1)

ii) Cada um dos ângulos interiores de ∆r1r3r4 deve ser estritamente maior do que 30◦
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e estritamente menor do que 90◦, isto é,

30◦ < min {∠r1r3r4,∠r3r4r1,∠r4r1r3} ≤ max {∠r1r3r4,∠r3r4r1,∠r4r1r3} < 90◦,

(4.2)

iii) Assegura-se que √
3

2
r34 < |r1 − r3r4| <

(

1 +

√
3

2

)

r34, (4.3)

√
3

4
max

{

r234, r
2
13, r

2
14

}

< área (∆r1r3r4) <
2 +

√
3

4
min

{

r234, r
2
13, r

2
14

}

, (4.4)

onde |r1 − r3r4| denota a distân
ia entre r1 e o segmento r3r4,

iv) A�rmamos que

r2 ∈ R2, (4.5)

v) Cada um dos dois ângulos internos da base do triângulo ∆r2r3r4 deve ser estrita-

mente maior do que 0◦ e estritamente menor do que 75◦, isto é,

0◦ < min {∠r2r3r4,∠r2r4r3} ≤ max {∠r2r3r4,∠r2r4r3} < 75◦, (4.6)

vi) Assegura-se que

0 < |r2 − r3r4| ≤
√
3

2
r34, (4.7)

0 < área (∆r2r3r4) ≤
√
3

4
r234, (4.8)

Demonstração: A prova será realizada em 4 etapas.

Passo 1: A�rmamos que r2 ∈ T2.

Note que esta é uma a�rmação mais fra
a do que o item iv). De fato, se r2 lo
aliza-se

fora da região T2, então ao menos um dos seguimentos r23 e r24 é maior do que r ≡ r34,

ou seja, se r2 /∈ T2, então ou r23 > r34 ≡ r ou r24 > r34 ≡ r.

Entretanto, tal fato não a
onte
e, pois r2 estando dentro de ∆r1r3r4, o Lema 4.0.1

assegura essa a�rmação anterior. Além disso, o maior (ou menor) lado exterior �
a

oposto ao maior (menor, respe
tivamente) lado interior, ou seja, 
omo r2 situa-se dentro
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de ∆r1r3r4 e um dos lados r34 ≡ r, pelo Lema 4.0.1, r24 ou r23 não pode ser maior do que

r34, isto é, r2 ∈ T2 ⇒ r23 < r ou r24 < r.

Per
eba também que r2 não pode estar sobre r3r4, pois senão não teríamos um equi-

líbrio relativo 
�n
avo.

Passo 2: 〈1〉 Prova do item i) para o item iii).

Tomamos a seguinte desigualdade

30◦ < min {∠r1r3r4,∠r3r4r1,∠r4r1r3} ≤ max {∠r1r3r4,∠r3r4r1,∠r4r1r3} < 90◦; (4.9)

Pelo Lema 4.0.2, o lado direito da desigualdademax {∠r1r3r4,∠r3r4r1,∠r4r1r1} < 90◦

a
onte
e, e dessa forma r1 lo
aliza-se na tira aberta delimitada pelas linhas L3 e L4.

〈2〉 A�rmamos que r1 não pode lo
alizar-se abaixo da metade do 
ír
ulo superior de

C4. Com efeito, 
aso 
ontrário pelo Teorema 2.0.5, r2 deve lo
alizar-se no lado direito da

linha LQ. Dessa forma teríamos r14 ≤ r/2 < r24. Ora, mas isto 
ontradiz o Lema 4.0.1,

já que todos os lados exteriores são maiores do que os lados interiores. Portanto, r1 /∈ C4.

Pelo mesmo argumento, r1 não pode lo
alizar-se abaixo do semi
ír
ulo superior de C3,

pois sendo este perten
ente a C3, pelo Teorema 2.0.5, r2, perten
eria ao lado esquerdo da

linha LQ e por este fato r13 ≤ r/2 < r32. Entretanto, pelo Lema 4.0.1 isto não é válido,

então r1 /∈ C3.

〈3〉 Note que r1 não pode lo
alizar-se abaixo do semi
ír
ulo superior de CQ. Vejamos

que para qualquer posição tomada de r1 e r2, irá 
ontrariar o Lema 4.0.1, e 
olo
ando

o ponto r1 no ponto H , infringimos o Lema 4.0.2 onde ∆r1r3r4 tem de ser um triângulo

agudo. Portanto r1 /∈ CK .

〈4〉 A�rmamos que r1 não pode lo
alizar-se a
ima do semi
ír
ulo superior de CK e

dentro da região aberta entre as linhas L3 e L4. De fato, se r1 está estritamente a
ima

do semi
ír
ulo superior de CK , então pelo passo 1, a�rmamos que r2 ∈ T2, obtemos assim

que r12 > |A−K| = r ≡ r34.

Ora, mas essa desigualdade 
ontradiz o Lema 4.0.1, portanto r1 não perten
e a região

superior do semi
ír
ulo CK .

Se r1 está no ar
o superior de Ck entre G e A, e r1 6= G e A, então pelo Teorema 2.0.5

e pelo fato de r2 ∈ T2, segue que r2 deve lo
alizar-se no lado direito de LQ e dentro de T2.
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Assim nós temos que r12 > |A−K| = r ≡ r34. Isso 
ontradiz o Lema 4.0.1.

Similarmente, r1 não pode lo
alizar-se no ar
o superior de Ck entre A e G
′

, e r1 6= A

e G, r2 ∈ T2 e está no lado esquerdo da linha LQ, o que viola o Lema 4.0.1.

Se r1 = A, então r2 deve lo
alizar-se em LQ ∩ T2 pelo Teorema 2.0.5 e r2 ∈ T2. Por


ausa |A−K| = r = |K−r4|, a bissetriz perpendi
ular L4 do segmento r1r4 passa através

do ponto médio de r1r4 e K. Assim LQ ∩ T2 não 
ontém pontos no lado esquerdo de L14,

porque r3 está sobre o lado direito de L14, isso viola o Teorema 2.0.5. Note que quando

r1 está sobre o ar
o CK no ponto A, temos que ∠r3Ar4 = 30◦.

〈5〉 Pela 
onstrução geométri
a, se r1 está sobre o ar
o superior CK entre G e G
′

,

então ∠r3r1r4 = 30◦. Assim pelas provas a
ima em 〈1〉 e 〈4〉, para r1 lo
alizar-se entre as

duas linhas L3 e L4, e abaixo do semi
ír
ulo superior de CK entre G e G
′

, tem que valer

∠r3r1r4 > 30◦.

Permutamos agora as posições das massas, ou seja, permutando r1, r3 e r4, seque que

min {∠r1r3r4,∠r1r4r3} > 30◦ (4.10)

Dessa forma, obtemos:

min {∠r3r1r4,∠r4r3r1,∠r1r4r3} > 30◦ (4.11)

essa desigualdade representa o lado esquerdo da desigualdade que queríamos demonstrar.

Assim a desigualdade max {∠r1r3r4,∠r3r4r1,∠r4r1r3} < 90◦ a
onte
e.

〈6〉 Por min {∠r1r3r4,∠r1r4r3} > 30◦ nós obtemos que r1 não pode lo
alizar-se abaixo

das linhasM3 eM4. Pois, por 
onstrução, o ângulo formado entre a união dos seguimentos

r3r4 e r3E é de 30◦ e o mesmo vale para r3r4 e r3E
′

. Portanto, r1 não pode lo
alizar-se

abaixo das linhasM3 e M4, pelos tópi
os 〈1〉 e 〈5〉 resulta-nos o item i) e o item ii). Agora

o item iii) segue do item i) e de um 
ál
ulo elementar.

Passo 3: Prova do item iv).

Se r1 está no lado esquerdo de LQ, pelo item i) nós temos que r1 ∈ R1.

Isto impli
a que ∠r1r3r4 < ∠Ar3r4, pelo fato de que a partí
ula r1 não pode estar

sobre o ar
o CK de G e A, assim r1 está dentro da região delimitada pelo 
ír
ulo CK de


entro K. Observamos que se r1 lo
aliza-se em LQ ou sobre o lado direito de LQ, então
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pelo Teorema 2.0.5, r2 lo
aliza-se em LQ ou sobre o lado esquerdo de LQ, e assim não

pode lo
alizar-se em r3A ou sobre o lado direito de r3A.

O entendimento desse fato se dá da seguinte forma, se r1 está sobre LQ, r2 pode estar

sobre LQ, pois ainda estará satisfazendo o Lema 4.0.1.

Similarmente, nós obtemos que r2 não pode lo
alizar-se em r4A ou sobre o lado es-

querdo de r4A, pelo Teorema 2.0.5, uma vez que r1 esteja sobre LQ ou sobre o lado

esquerdo de LQ dentro da região R1.

Visto isso, o Lema 4.0.3 que diz que na Figura 4.1 os pontos r3, F e A são 
olineares e,

assim os pontos r3, F
′

e A também o são. A
eito isso, o que 
omprovamos anteriormente,

r2 ∈ R2, para qualquer movimentação de r1 em R1.

Passo 4: prova do item v) e item vi). Vejamos que a desigualdade 0◦ < min {∠r2r3r4,∠r2r4r3}
segue do Teorema 2.0.5.

De fato, visto que r2 no interior do triângulo ∆r1r3r4,r2 não pode ser 
olinear 
om r3

e r4, senão infringiria o Lema 1 e, visto que r1 não pode estar abaixo das linhas M3 e M4,

os ângulos ∠r1r34r3 > 30◦ e ∠r1r3r4.

Vejamos que a desigualdade max {∠r2r3r4,∠r2r4r3} < 75◦ segue do Lema 4.0.2, visto

também que r2 ∈ R2 e pelo Lema 4.0.3, então max {∠r2r3r4,∠r2r4r3} < 75◦ é satisfeita.

Agora, a a�rmação item vi) segue do fato de r2 ∈ R2 e uma manipulação algébri
a. �

Mostramos assim uma 
ara
terização geométri
a para uma 
on�guração 
entral 
�n-


ava. Ainda não há muitos resultados sobre 
on�gurações 
entrais 
�n
avas, porém, na

tese de Hampton, vide [5℄, há alguns resultados sobre tais 
on�gurações para o leitor que

queira saber mais sobre o assunto.

Dando sequên
ia, no 
apítulo �nal deste trabalho, vamos 
olo
ar um problema sobre a

existên
ia de 
on�gurações 
entrais do tipo trapézio, todavia, retirada sua reta de simetria.

Através de análises numéri
as, temos evidên
ias de que existirá um aberto próximo dos

trapézios isós
eles, resultando assim que teremos famílias de 
on�gurações 
entrais sem

nenhuma reta de simetria.



Capítulo 5

Trabalhos futuros

Estamos trabalhando 
om o problema do trapézio não isós
eles, que seria 
onsiderar que

dois lados do quadrilátero são paralelos.

Vamos tomar 
oordenadas da seguinte forma, r1 = (−1, 0), r2 = (1, 0), r3 = (x, h)

e r4 = (y, h), vide Figura 5.1. Queremos en
ontrar os valores de x, y e h para os quais

existam massas positivas m1, m2, m3 e m4 para as quais os quatro 
orpos 
om estas

posições e massas formem uma 
on�guração 
entral.

PSfrag repla
ements

m1 m2

m3m4

Figura 5.1: Con�guração Trapézio não isós
eles.

Usando as equações de Andoyer vamos de�nir as razões de massas 
om as quais vamos

trabalhar este problema

Mij =
mi

mj
.

52
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Através das equações de razão de massa, podemos 
hegar a seguinte função,

T1 := (R14 − R13)(R12 − R23)(R24 −R34)− (R13 − R12)(R24 −R23)(R14 − R34). (5.1)

A forma 
omo 
hegamos nessa função e qual a sua utilidade será mostrada na Seção

5.0.1.

Vamos agora plotar as regiões e ver onde estas razões são positivas. Nas �guras,

a região amarela indi
a valores positivos e as vermelhas indi
am valores negativos. As

razões de massa estão em função m3.

M43 = −R13 − R23

R14 − R24

, (5.2)

Grá�
o de M43 junção 
om o grá�
o da função 5.8

Figura 5.2: Razão de massa M43 junto da função T1.

M21 =
R14 − R13

R23 − R24
, (5.3)

Grá�
o de M21 junção 
om o grá�
o da função 5.1
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Figura 5.3: Razão de massa M21 junto da função T1.

M32 =
R24 − R12

(R13 −R43) (x− y)
, (5.4)

Grá�
o de M32 junção 
om o grá�
o da função 5.8

Figura 5.4: Razão de massa M32 junto da função T1.

M31 =
R21 − R41

(R23 −R43) (x− y)
, (5.5)
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Grá�
o de M31 junção 
om o grá�
o da função 5.8

Figura 5.5: Razão de massa M31 junto da função T1.

M42 =
R1,2 − R3,2

(R1,4 −R3,4) (x− y)
, (5.6)

Grá�
o de M42 junção 
om o grá�
o da função 5.8

Figura 5.6: Razão de massa M42 junto da função T1.
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M41 =
R2,1 − R3,1

(R2,4 −R3,4) (x− y)
. (5.7)

Grá�
o de M41 junção 
om o grá�
o da função 5.8

Figura 5.7: Razão de massa M41 junto da função T1.

5.0.1 Funções T

Nesta seção vamos mostrar 
omo 
hegamos nas funções T . A identidade T1 = 0 pode ser

vista 
omo uma equação de 
ompatibilidade, isto é, sobre a 
urva T1 = 0 as razões de

masas 
on
ordam.

Com efeito, a função T1 é de�nida da seguinte forma, fazemos o quo
iente de M41 por

M21 e igualamos isto a M42, isto é,

M41

M21
= M42.

Dessa forma temos que,

(R21 − R31)

(R24 − R34)

(R23 − R24)

(R14 − R13)
=

(R12 − R32)

(R14 − R34)
.

Temos assim,

(R21 −R31)(R23 − R24)(R14 −R34) = (R24 − R34)(R14 − R13)(R12 −R32).
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Chegamos assim, a seguinte expressão que de�ne T1

T1 := (R14 − R13)(R12 − R23)(R24 −R34)− (R13 − R12)(R24 −R23)(R14 − R34). (5.8)

vejamos o grá�
o da função T1

Figura 5.8: Função T1.

Vamos agora de�nir T2, esta por sua vez é de�nida 
omo o quo
iente de M31 por M21

e igualamos tal quo
iente a M32, ou seja,

M31

M21

= M32.

Temos então o seguinte 
enário,

(R21 − R41)

(R23 − R43)

(R23 − R24)

(R14 − R13)
=

(R24 − R12)

(R13 − R43)
,

Assim,

(R14 −R12)(R24 − R23)(R13 −R34) = (R13 − R14)(R24 − R12)(R23 −R34).

De�nimos então T2 
omo sendo a expressão,

T2 := (R13 − R14)(R24 − R12)(R23 −R34)− (R12 − R14)(R24 −R23)(R13 − R34). (5.9)

Plotemos o grá�
o da função T2 e, vejamos de fato que T2 = −T1.
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Figura 5.9: Função T2.

A função T3, en
ontramos do quo
iente de M41 por M31 e igualamos a M43.

Temos então,

(R21 −R31)

(R21 −R34)

(R23 − R43)

(R21 − R41)
= −(R13 −R23)

(R14 −R24)

temos então,

−(R13 − R12)(R23 −R34)(R24 − R14) = −(R13 −R23)(R24 − R34)(R12 −R14)

T3 é de�nida então 
omo,

T3 := (R13 − R23)(R12 −R14)(R24 − R34)− (R13 −R12)(R24 − R14)(R23 −R34). (5.10)

A função T4 é de�nida da seguinte forma, fazemos o quo
iente de M42 por M32 e

igualamos isto a M43, isto é,

M42

M32
= M43.

Dessa forma temos que,

(R12 − R32)

(R14 − R34)

(R13 −R43)

(R24 −R12)
= −(R13 − R23)

(R14 − R24)
.

Temos assim,

−(R14 −R34)(R13 − R23)(R24 −R12) = −(R12 − R32)(R13 −R43)(R24 − R14).
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De�nimos T4 
omo

T4 := (R13 − R23)(R24 −R12)(R14 − R34)− (R12 −R23)(R24 − R14)(R13 −R43). (5.11)

As funções T5 e T6 são de�nidas de uma forma um pou
o diferente, vejamos.

A função T5 é obtida do quo
iente de M31 por M42 igualada ao produto entre M21 e

M43, ou seja,

(R21 − R41)

(R23 − R43)

(R14 − R34)

(R12 − R32)
=

(R14 −R13)

(R23 −R24)
M43.

Temos então que,

(R13 − R14)(R12 −R23)(R23 − R34) = (R12 − R14)(R24 −R23)(R14 − R34)M43.

Assim,

(R13 − R14)(R12 −R23)(R23 − R34)

(R12 − R14)(R24 −R23)(R14 − R34)
=

(R13 − R23)

(R24 − R14)
.

De�nimos T5 então da seguinte forma,

T5 :=
(R13 − R23)

(R24 − R14)
− (R13 − R14)(R12 −R23)(R23 − R34)

(R12 − R14)(R24 −R23)(R14 − R34)
(5.12)

A função T6 é de�nida 
omo sendo o quo
iente entre M41 e M21 igualada ao produto entre

M32 e M43, isto é,

M41

M21

= M32M43,

temos então que,

(R21 − R31)

(R24 − R34)

(R23 − R24)

(R14 − R13)
=

(R24 −R12)

(R13 −R43)
M43,

que impli
a

(R13 − R12)(R24 −R23)(R13 − R34)

(R13 − R14)(R24 −R12)(R24 − R34)
=

(R13 − R23)

(R24 − R14)
.

Chegamos então que T6 é de�nido 
omo

T6 :=
(R13 − R23)

(R24 − R14)
− (R13 −R12)(R24 − R23)(R13 −R34)

(R13 −R14)(R24 − R12)(R24 −R34)
. (5.13)

De�nidas as funções T , vamos mostrar que todas as funções T , dependem de T1, ou

seja, a menos de um parâmetro estas funções tem o mesmo formato de T1.
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Primeiramente, vamos fazer as 
ontas, isto é, expandirmos as funções T . Assim, temos

que

T1 = R12R14R23 − R13R14R23 −R12R13R24 − R13R14R24 +R13R23R24 − R14R23R24

+R12R13R34 − R12R14R34 − R12R23R34 +R14R23R34 +R12R24R34 −R13R24R34.

Ao fazermos a expansão de T2, 
hegamos ao seguinte resultado,

T2 = −R12R14R23 +R13R14R23 +R12R13R24 +R13R14R24 − R13R23R24 +R14R23R24

−R12R13R34 +R12R14R34 +R12R23R34 − R14R23R34 −R12R24R34 +R13R24R34.

Ou seja, 
hegamos a 
on
lusão de que −T2 = T1. Fazendo os 
ál
ulos para T3, 
hega-

mos a seguinte resultado,

T3 = R12R14R23 − R13R14R23 −R12R13R24 − R13R14R24 +R13R23R24 − R14R23R24

+R12R13R34 − R12R14R34 − R12R23R34 +R14R23R34 +R12R24R34 −R13R24R34.

Assim, temos que T3 = T1. Expandindo T4, temos 
omo resultado,

T4 = −R12R14R23 +R13R14R23 +R12R13R24 +R13R14R24 − R13R23R24 +R14R23R24

−R12R13R34 +R12R14R34 +R12R23R34 − R14R23R34 −R12R24R34 +R13R24R34.

Isto é, T4 = T2 = −T1. Ao fazermos a expansão de T5 temos o seguinte panorama

T5 = −(R23 −R14)(R12R14R23 − R13R14R23 − R12R13R24 −R13R14R24

+R13R23R24 −R14R23R24 +R12R13R34 − R12R14R34

−R12R23R34 +R14R23R34 +R12R24R34 − R13R24R34).

Temos então que T5 = −(R23 − R14)T1. Fazendo as 
ontas para T6, temos que,

T6 = (R24 − R13)(R12R14R23 −R13R14R23 − R12R13R24 − R13R14R24

+R13R23R24 −R14R23R24 +R12R13R34 − R12R14R34
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−R12R23R34 +R14R23R34 +R12R24R34 − R13R24R34).

Assim, T6 = (R24 −R13)T1.

Portanto, mostramos que todas as funções T são dependentes de T1. Ou seja, para

resolver o problema basta estudarmos o sinal das razões de massas sobre a 
urva T1 e

pro
urar as posições sobre esta onde todas as razões �quem positivas. Temos evidên
ias

numéri
as da existên
ia de um aberto próximo aos trapézios isós
eles no qual teremos

famílias de 
on�gurações 
entrais sem nenhuma reta de simetria.
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