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Resumo

No presente trabalho, tem-se como objetivo, estudar a existéncia e a unicidade de certas
configuracoes centrais convexas e concavas dentro do problema de n corpos, este, é fun-
damental dentro do estudo da Mecanica Celeste. Iniciaremos definindo o problema de n
corpos e suas defini¢oes, que serao de grande valia para as demonstracoes posteriores. In-
troduziremos o conceito das equacoes de razao de massa, e através dela definir as equacoes
de compatibilidade que é de primordial importancia para o estudo das configuracoes cen-
trais. Falaremos que dentro do problema de n corpos, para n > 3 nao existe um método
para integrar este problema via quadraturas, veremos alguns casos de solugoes particu-
lares, e definiremos o conceito de configuracoes centrais. Iremos definir as equacoes de
Andoyer e algumas aplicacoes diretas sobre estas. Mostraremos o Teorema de Existéncia
para configuragoes centrais. Mostraremos resultados sobre configuracoes centrais conve-
xas, mais especificamente, configuracoes do tipo losango e do tipo trapézio isosceles. Por
conseguinte, definiremos a configuracoes centrais concavas e alguns resultados. No tltimo
capitulo mostraremos alguns resultados para um futuro trabalho sobre uma configuragao

central convexa do tipo trapézio, porém, retirando a simetria.

Palavras—chave: Problema de n Corpos, Configuracao Central, Equacoes de Andoyer,

Equacoes de Compatibilidade.



Abstract

In this paper, the goal is to study the existence and the uniqueness of certain central
configurations, both convex and concave, within the problem of n bodies. Which is of
fundamental relevance when studying Celestial Mechanics. We shall start by outlining
the problem of n bodies and its definitions, which will be of great value during future
demonstrations. We will introduce the concept involving the equations ratio of mass and,
by its means, define the equations of consistency that are of paramount importance for
the study of central configurations. We shall say that, within the problem of n bodies, for
n > 3, there is no method for integrating it through squares, we will check some cases of
particular solutions and we will define the concept of central configuration. We are going
to define the Andoyer equations and some of its direct applications. We will present the
Theorem of Existence for central configurations along with the results on central convex
configurations, that being, diamond and isosceles trapezium types. Furthermore, we will
define the central concave configurations and some results. In the last chapter, we will
present some results for a future study on a trapezium type central convex configuration,

however, removing symmetry.

Keywords: n-body problem, central configuration, Andoyer equations consistency.
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Capitulo 1

Introducao

O fascinio e o interesse a respeito dos feno6menos celestes vém desde as primicias da hu-
manidade. Vé-se entao, dentro da Astronomia um ramo dessa ciéncia chamada Mecanica
Celeste, tal ramo configura-se como o estudo da dinamica dos corpos sob interacao gravi-
tacional. A Mecanica Celeste, a fim de ser entendida, tem seu apice com Isaac Newton,
quem em 1666 formula a Lei de Gravitagao Universal, porém, a publica somente em
1687 em seu Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, vide [11]. Vejamos como é
formulada tal lei.

Lei da Gravitagao Universal: A interacao gravitacional entre dois corpos pode
ser expressa por uma forca central, atrativa, proporcional ao produto das massas destes
corpos e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre eles, vide [2]. Desta

forma, em norma, a forca que um corpo exerce no outro é dada por

Gmlmg

F=—"
2

onde my e my representam as massas dos corpos, d a distancia entre eles e G é uma
constante de proporcionalidade. Aqui tomamos G = 1.

Isto posto, ¢ colocado o problema de n corpos, ao qual damos o seguinte entendimento.
Dado um sistema isolado no espaco, formado por n corpos com massas my,...,m, inte-
ragindo pela lei da gravitagao universal, tem-se a seguinte pergunta: Qual a dinamica das

posicoes destes corpos? [2]. No ambito desse trabalho, veremos no Capitulo 2 que dentro
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do problema de n corpos, para n > 3, nao é possivel integrar este problema via quadra-
turas, tornando-se assim significativa a descoberta de solucoes particulares. Tais solucoes
serao definidas na Secao 2.0.3. Em seguida, vamos apresentar a defini¢ao de configuracgoes
centrais, que sao de grande importancia dentro do estudo da Mecanica Celeste.

Dando prosseguimento, vamos definir as equacoes de compatibilidade e as equagoes de
razao de massa. As equacoes de compatibilidade, junto das equacgoes de razao de massa
serao de grande valia para o estudo da existéncia de configuracoes centrais convexas e
concavas, que sao tratadas no Capitulo 3 e Capitulo 4, respectivamente. Veremos a seguir
as equacoes de Andoyer, que tem uso na determinacao de configuracoes centrais.

Em sequéncia, no Capitulo 3 trabalharemos com as configuracoes centrais convexas,
enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Existéncia, mostraremos a existéncia e
a unicidade de uma configuracao central do tipo trapézio. Em seguida mostraremos a
unicidade de uma configuracao central na forma de um losango. A seguir, no Capitulo
4 enunciaremos lemas importantes para o estudo de uma configuracao central concava,
enunciaremos e mostraremos o teorema sobre a existéncia de tais configuracoes, mostrada
por [6].

Finalmente, no Capitulo 5 trataremos de um trabalho futuro. Este tem como objetivo
mostrar a existéncia de configuracoes centrais do tipo trapézio isésceles, entretanto sem

nenhuma reta de simetria.



Capitulo 2

Preliminares

Escolhamos um referencial inercial, o qual modelamos como o RY, d = 1,2,3. Considere
entao n > 2 particulas, indexadas por : = 1,2,...,n, com massas m; > 0 e que ocupam,
no instante ¢t € R, as posi¢oes 7;(t) = (x;1(t), (), z;3(t)). O problema fundamental da
mecanica celeste é o de estudar a dinamica do sistema sob a acao das forcas gravitacionais.
A forca de atragao gravitacional que a j-ésima particula exerce sobre a i-ésima, onde j # 1,

é dada pela Lei da Gravitacao Universal,

Fy = —Gmym; —— 1
ri =]
Note que a forca Fj; = —F};, ¢ uma manifestagao da 3 Lei de Newton.

A formulagdo matematica do problema de n-corpos gravitacional Newtoniano é a se-
guinte: dadas as posigoes 7; (Z9) e velocidades 7; (t9) de todas as particulas (i = 1,2,...,n)
num instante inicial ¢, € R, satisfazendo r; (ty) # r; (t9), se i # j; estudar a respectiva

solucao do seguinte sistema de equagoes diferenciais:

mm — Z mimj%, (2.1)
=157 v
parat=1,2,...,n e tomando G = 1.
Denotaremos por r;; = |r; — r;|, a distancia Euclidiana entre os corpos i e j. E
expressemos por r = (ry,...,7,) € R o vetor configuracao.

Agora, vamos definir dentro do problema Newtoniano de n corpos as seguintes quan-

tidades:
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i) Chamaremos de conjunto colisao o seguinte conjunto

A=Ay,

i#]
onde

Aij = {Q: (7’1,...,7’”) GR?’R/TZ‘ :T’j,i%j}.

ii) Chamaremos de massa total do sistema a seguinte quantidade escalar
n
i=1

iii) Chamaremos de momento linear total do sistema o seguinte vetor

n
i=1

As componentes do vetor P sao constantes ao longo das solugoes, isto implica que o

centro de massa do sistema, definido a seguir, tem movimento retilineo e uniforme.

iv) Chamaremos de centro de massa do sistema o seguinte vetor
n
=372
= — % mr;.
M
i=1

v) Chamaremos de energia cinética total do sistema a quantidade escalar

1< o

vi) Chamaremos de energia potencial do sistema a seguinte quantidade escalar

mim;
V==Y
T@'j

i<j
vii) Chamaremos de energia total do sistema a seguinte quantidade escalar
1 — m;m
- B 1|2 = MG}
E—T+V—22mz|rz| Z .
=1 1<J

A energia total do sistema é constante ao longo das solugoes.

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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viii) Chamaremos de momento angular do sistema a seguinte quantidade
n
i=1
Pode-se mostrar que as componentes do momento angular total do sistema sao
constantes ao longo das solugoes do sistema (2.1).

ix) chamaremos de referencial baricéntrico, um referencial inercial, tal que

MC:imﬂ“l:O,

i=1
assim, considere daqui por diante as defini¢coes com relagao ao referencial baricén-

trico ou referencial do centro de massa.

2.0.1 Nao-integrabilidade via quadraturas

Utilizando uma nota¢ao condensada, podemos escrever a equagao (2.1) da seguinte forma,
NQ = -VV, (2.6)

onde

N = diag[my, mq, my, mo, Mo, Mo, ..., My, My, My,

¢ uma matriz diagonal 3n x 3n,

Q - (7’1,7”2, s arn)ta

é um vetor de R?",

v — (V17V27 R vn)tv

é um operador diferencial, com V, sendo o gradiente das coordenadas do k-ésimo corpo.

Tomemos condigoes iniciais da seguinte forma,

Q(0) € {R"\ A},

Q(0) € R*".
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E possivel pensar no problema de n corpos como um problema de valor inicial,

§=F(S) = (Q, —M”VV)

. (2.7)
5(0) = (Q(0),Q(0)) € {R"\ A} x R¥",

onde S = (Q, Q) €R" e F: R\ A — R% ¢ continuamente diferencidvel em todo o
dominio definido.
Desta forma, podemos aplicar o Teorema de Existéncia e Unicidade para garantir que

existe § € R positivo e uma unica aplicacao

S: (6,—-0): — RO
to— S = (Q.Q0).

solugao de (2.1). Em tal ponto chegamos a um impasse, embora tal solugao exista e seja
tnica, esta nao pode ser determinada via quadraturas.

Até o final do século XIX as integrais de movimento, chamadas também de Leis de
Conservacao, eram de interesse primordial, pois a ideia é que cada integral permitiria
reduzir a dimensao do sistema de uma unidade de forma que, de posse de um nimero
suficiente de integrais independentes, seria possivel resolver um sistema de forma explicita
ou ter conhecimento de suas trajetorias, tal ideia é chamada de método das quadraturas,

achar solucoes através de um ntmero finito de operacoes elementares.

Definicao 2.0.1. Uma integral de movimento € uma funcao real diferencidvel nao cons-

tante A(z,v,t) tal que

ou seja, A(x(t),v(t),t) = C, onde C é determinada pelas condigdes iniciais.

Das definicoes acima, conhecemos dez integrais de movimento classicas do problema
de n corpos em R3, que sdo: uma para a energia total, trés para as componentes do
momento linear total, trés para as componentes do centro de massa do sistema e trés
integrais de movimento para as componentes do momento angular total.

O problema de dois corpos é integravel via quadraturas. No caso de 3 corpos, as 10

integrais classicas reduzem o problema de 18 para 8 dimensoes. Porém em 1887 Heinrich
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Bruns provou que no problema de 3 corpos nao existem integrais primeiras além das 10

integrais classicas e que sejam funcoes algébricas das posicoes, velocidade e do tempo.

Teorema 2.0.1 (Bruns). /3] No Problema Newtoniano de (n + 1)-corpos em R¢, com
n>2el <d<n+1 toda integral primeira que seja algébrica com respeito as posi¢oes,
momentos e tempo € uma funcao algébrica das integrais primeiras cldssicas: a energia, as
d(d—1)/2 componentes do momento angular total e as 2d integrais que vém do movimento

retilineo uniforme do centro de massa.

Concluimos, do Teorema de Bruns que, para n > 3 o problema nao é integravel via
quadraturas. Por este fato, tornam-se importantes quaisquer solucoes particulares, que

veremos a seguir na Secao 2.0.2.

2.0.2 Solucoes particulares do problema de n corpos

Comentamos na Secao 2.0.1 que o Problema de n corpos paran > 3 nao pode ser integrado
via quadraturas, por este fato torna-se de grande valia o estudo de solugoes particulares,
sendo elas a homotética, a de equilibrio relativo e a homografica. Vamos defini-las abaixo
e depois ir em direcao a definicao de configuragoes centrais do problema de n corpos, as
quais usaremos para separar o problema em n problemas de um corpo sob acao de um

campo central.

Definicao 2.0.2. No problema Newtoniano de n corpos, chamaremos uma solug¢ao de
homotética se existe uma fun¢ao positiva, w(t) > 0, tal que a dindmica dos corpos é dada
por

Q1) = w(t)Qo, (2.8)

com Qo € X = {R3\A} e para todo t no intervalo mazimal de solugado.

Definicao 2.0.3. No problema Newtoniano de n corpos, chamaremos de Configuragao

Central uma solugao da equacao
AMQ = -VV(Q).

Esta equacao serd chamada de equacao das configuracoes centrais
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Definicao 2.0.4. No problema Newtoniano de n corpos, chamaremos uma solu¢ao de
equilibrio relativo se existe uma aplicacdio no grupo de transformacoes rigidas de R3,

g(t) € SO(3), tal que a dindmica dos corpos é dada por

Q(t) = g(t)Qo, (2.9)

com Qo € X = {R3\A} e para todo t no intervalo mazimal de solugado.
Aqui, entendemos a ag¢ao do grupo Eucl(R?) sobre R® como a a¢io em cada corpo em
R3
g(t)QO = (g(t)r()la <o 7g(t)T0n)t‘
Vejamos abaixo duas figuras que ilustram a definicao da solucao de equilibrio relativo.
A Figura 2.1 é uma configuracao central colinear de Euler, a segunda, a Figura 2.2, é uma

configuracao central de Lagrange, nesse caso um triangulo equilatero. As Figuras 2.1 e

2.2, podem ser vistas em [4].

mq mo mg3

Figura 2.1: Solugao de equilibrio relativo de Euler.
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mi

Figura 2.2: Solucao de equilibrio relativo de Lagrange.

Definicao 2.0.5. No problema Newtoniano de n corpos, chamaremos uma solug¢ao de
homogrdfica se existe uma aplicagio g(t) no grupo de transformagoes rigidas de R3,

SO(3) C Eucl(R3) e, uma funcdo positiva w(t) tais que a dindmica dos corpos é dada por

Q1) = w(t)g(t)Qo, (2.10)
com Qo € X = {R*\A} e para todo t no intervalo mazimal de solugao.

Aqui, entendemos novamente, a a¢io do grupo Eucl(R3) sobre R como na equagao
(2.9).
Consideremos a configuragao colinear de Euler, o movimento que retrata uma solucao

homogréfica correspondente serd como na Figura 2.3.
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S
=

Figura 2.3: Solu¢ao homografica de Euler.

Agora, considerando a configuracao equilatera de Lagrange, esta solugao é descrita na

Figura 2.4. As Figuras 2.3 e 2.4, podem ser vistas na tese de A. C. Fernandes, vide [4].

ms3

Figura 2.4: Soluc¢ao homografica de Lagrange.

Sabemos da historia, que as primeiras solugoes particulares foram encontradas por
Euler e Lagrange. Em 1767, Euler mostra a existéncia de solucoes particulares, em que
os trés corpos permanecem alinhados em cada instante, ou seja, os trés corpos tém uma
configuragao colinear em cada instante. Lagrange, em 1772, mostra a existéncia de duas
solucoes particulares, as quais os trés corpos formam um triangulo equilatero em cada

instante. Solucoes particulares essas que definimos acima como Solu¢oes Homograficas.
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2.0.3 Configuracoes centrais

Quando Newton formula o problema de n corpos, houve muitas investidas a fim de resolver
tal problema. Como mencionamos na Secao 2.0.1, o problema de n corpos nao é possivel
de ser resolvido via quadraturas.

Por esta razao, definimos na Secao 2.0.2 as solucoes particulares, tais sendo a solucao
homotética, a de equilibrio relativo e a homografica. Assim, quando Euler em 1767
descobriu uma classe especial de solugoes periddicas colineares de trés corpos na qual
as particulas moviam-se em orbitas elipticas e, Lagrange em 1772 descobriu outra classe
de solugoes periddicas, e neste caso as particulas moviam-se em oOrbitas elipticas formando
uma configuragao equilatera durante o tempo em que estiver definida, viu-se a importancia
de tais objetos para o estudo da Mecanica Celeste dentro do problema de n corpos, isto
impulsionou a definicao sobre configuragoes centrais no problema de n corpos, isto é, que
seriam configuragOes especiais nas quais conseguia-se distribuir o problema de n corpos

em n problemas de um corpo sob a acao de um campo central.

Definicao 2.0.6. Dado um instante fizo to, dizemos que n corpos de massas mq, ..., My
localizados no referencial baricéntrico, pelos vetores i (to), m2(to), - - ., Tn(to) tal que (r1,...,7,) €

X = {R3"\ A}, respectivamente, formam uma configuragao central se vale
=My, Vi=1,....n, (2.11)

onde X = X(r1,...,7m,) € uma fun¢ao nao nula. Em outras palavras, podemos dizer que
a forca resultante sobre o i-ésimo corpo aponta na direcao do centro de massa. De modo
equivalente, podemos escrever a condi¢ao de configuracao central da sequinte forma

my(r; — 1) .
/\ri:—zri, Vi=1,...,n. (2.12)
k;ﬁl Zk

Podemos encontrar a expressao de A da seguinte maneira, em acordo com as defini¢oes

e notacoes do inicio desse capitulo,
m;i; = =V;V,
usando a equacao (2.11), temos
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Se tomarmos o produto interno da equagao (2.13) por r; em ambos os membros, temos
(—VV;) e, = )\miri 7. (214)

Somando as equagoes de (2.14) em 4, lembrando que V' é homogénea de grau (—1) e

da definicao de momento de inércia

1 n
I = 3 ;21 m;r; ® 1y,
temos, V = \(2]), logo,

V
A= —.
21
Na notagao para configuragoes, a equacao (2.11) é exatamente a equagao de configu-
ragoes centrais,

AMr = —=VV(r).

Dentro da literatura, existem varios exemplos conhecidos de solugoes particulares,
como vimos na Sec¢ao 2.0.2, porém, podemos citar também o problema de dois corpos, as
configuragoes colineares de Euler e as equilateras de Lagrange, que como vimos, formam
a cada instante uma configuracao central.

Temos um importante resultado no ambito das solucoes homograficas, que é o seguinte

resultado, ao qual chamamos de Teorema de Laplace, este resultado pode ser encontrado

em A. Wintner [14].

Teorema 2.0.2. Se a solu¢io do problema de n corpos € homogrdfica, entao os corpos

formam uma configuracao central a cada instante.

A prova deste resultado por ser vista na tese de A. Carlos Fernandes em [4].

Nessa proxima secao iremos definir as equacoes de a partir das equacoes de movimento,
estas sao primordiais para o estudo da existéncia e unicidade de configuracoes centrais e a
partir delas deduziremos a formula para razao de massa. Também definiremos as equacoes

de Andoyer, que serao utilizadas para provar a existéncia de configuracoes centrais.
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Apresentaremos o Teorema da Mediatriz que nos da uma condi¢ao necessaria para se
ter uma configuracao central e um corolario. Este corolario afirma que em uma configura-
cao central de 4 corpos nao se pode ter trés corpos numa mesma reta e um quarto corpo

fora desta reta.

2.0.4 Equagoes de compatibilidade e razoes de massa

Nesta secao vamos definir as equacoes que serao usadas durante todo este trabalho, que
sao de suma importancia para o estudo de existéncia de configuragoes centrais no plano.
Para tanto, vamos deduzi-las assumindo que os pontos da configuragao central sao nao

colineares. Consideramos a equacao de movimento, tomando G = 1,
Arj= =Y my——"o (2.15)

para as coordenadas do primeiro ponto da configuragao central, onde r; = (x;,y;) e 1 =

|ri = 7j:
Ty — Ty
Azy == m; . (2.16)
J#1 J
. Y1 —Yj
#1 J

Os primeiros indices da equacao sao escolhidos por simplicidade, mas as manipulagoes
para as outras coordenadas podem ser feitas analogamente.

Admitimos as seguintes mudancas de parametros, de A\ para ry definido por —\ =
Mra3, onde M ¢é a somatoria de todas as massas, isto é, M = > "  m;. Por adequagao,
nos definimos Ry = 1/rg, Ri; = 1/r};. Entao,

—/\ZL‘l = ijle(l'l — ZL‘j),
#1
R()M.%'l = ijle(xl - xj)?

J#1

RO (Z ijL‘l + m1x1> - ijle(l'l — ZL‘j). (218)

j#1 j#1
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Lembremos que o centro de massa do sistema é definido como ZFI m;x; = 0. Dessa

forma, Z#I mjx; +myzy = 0, ou seja, myr; = — 2#1 m;x;. Temos assim, da equagao
(2.18),
RO (Z m;ry — ijx]) = ijle(fL'l — IL‘j) =
J#1 J#1 J#1
RO (Z mj(xl — l'])) = ijle(l'l — l’j) =
j#1 j#1
ijle(l'l — l'j) — RO (Z mj(ﬁﬁ - l'])) =0.
j#1 j#1
Chegamos entao a seguinte equacao
> (Rij — Ro)(x1 — z;)m; = 0. (2.19)
#1

Analogamente, facamos para y;. Entao,

—Ay1 = ijle(yl —y;) =

J#1
RoMyr =y m;Ri;(y1 —y;) =
j#1
Ry (Z m;yr + m1y1> = ijle(yl —yj) =
A1 21
Ry (Z miyr — ijyJ) = ijle(yl —yy) =
A1 21 21
Ry (Z m;(y — yj)) = miRii(yr — y)). (2.20)
A1 1

Somando o termo <—R0 > iz mi(y — yj)> em ambos os lados da expressao (2.20) e
colocando os termos apropriados em evidéncia, resta-nos a seguinte expressao,
> (Rij = Ro)(y1 — y;) my = 0. (2.21)
i#1
Veja que usamos as primeiras coordenadas de um ponto, ou seja, usando o ponto ry
da configuragao para deduzir as equacoes (2.19) e (2.21) teremos a seguinte expressao

> (Ruyj — Ro)(r1 — rj)m; = 0. (2.22)
J#1
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Expandindo o somatorio de (2.22), temos:
mg(ng — RQ)(Tl — 7”2) + m3(R13 - RQ)(Tl — 7”3) + m4(R14 - RQ)(T’l — 7“4) =0. (223)

Assim, para eliminar o segundo termo da soma de (2.23), ou seja, ms, nés fazemos o

produto vetorial da expressao (2.23) pelo (r; — r3). Isto é,
ma(Ris — Ro)(r1 — 1r2) A (11 — 1r9) + mg(Riz — Ro)(r1 — 73) A (r1 — 1m9)+
my(Rig — Ro)(r1 —r4) A (11 — 19) = 0.
Como (r; — 1) A (r; — 19) = 0, resta para nos entao
mg(Riz — Ro)(r1 — r3) A (r1 — 12) + my(Rig — Ro)(r1 — r4) A (r1 —12) = 0.

Definicao 2.0.7. Definimos a drea do tridngulo orientado como sendo a regiao delimitada

pelas posicoes 13,75 e r da sequinte maneira,
Aijk = 1/2(TZ — 7“]') A (Ti — Tk>.

Portanto,

mg(ng — R())Algg + m4(R14 — RO)A142 =0. (224)

Por conveniéncia, substituimos a defini¢ao da orientagao do triangulo A;j; = A,,, onde

m # 4,7 e k. Assim, temos a seguinte convencao de sinais das areas dos triangulos.
Ay, A3 <0 Ag, Ay > 0. (2.25)
Entao, (2.24) torna-se
ms(Ri3 — Ro)Ay — my(Riy — Ro)As = 0. (2.26)

Seguindo, escrevamos a equagao (2.22) para ry, isto &, > .o (Raj — Ro)(r2 —1;)m; = 0,
no6s podemos eliminar o termo m; ao expandirmos o seu somatorio e tomarmos o produto
vetorial deste pelo fator que acompanha m;.

Com efeito, expandindo o somatorio para ro,

mq(Riz — Ro)(re — 11) + m3(Rag — Ro)(re — r3) + my(Rey — Ro)(r2 —74) =0, (2.27)
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fazendo o produto vetorial de (2.27) por (ro — ry), resulta-nos que
ms(Ras — Ro)(r2 — 13) A (ro — 11) + my(Rog — Ro)(re —14) A (19 — 11) = 0. (2.28)
Lembrando da definicao 2.0.7 temos
ms(Ra3 — Ro)Agz + my(Ros — Ry)Agyr = 0. (2.29)
Logo, dispomos da seguinte expressao
mg(Roz — Ro)Ay — my(Roy — Ro)As = 0. (2.30)
Do par de equacgoes (2.26) e (2.30), obtemos o seguinte sistema linear,

mg(Ris — Ro)Ay — my(Riyy — Ry)As = 0
m3(Rag — Ro)Ays  — my(Ros — Ro)Ag = 0.

Representando matricialmente esse sistema linear, temos
(Riz — Ro)Ay  —(Riy — Ro)As ms 0
(R23 - RO)A4 —(324 - RO)A?, my 0
Calculando o determinante da matriz (2.0.4) , resulta-nos
—(Ri3 — Ro)(R24 — Ro)AzAy + (Riy — Ro)(Ras — Ro)AsAy = 0,
e colocando a expressao em funcao de As3Ay, temos
A3A4((R14 — Ro)(Ras — Ro) — (R13 — Ro)(Ras — Ry)) = 0. (2.31)
Vamos agora introduzir a notacao S;; = R;; — Rp, entao a equacgao (2.31) torna-se
514523 = 5135, (2.32)

onde para acontecer a igualdade da equagao (2.32), supomos que a configuragao é colinear.
Analogamente, expandido a equac¢ao (2.22) para o ponto ry, agora eliminando o termo

my, temos que se expandimos o seu somatorio e fazermos o produto vetorial de sua
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expressao pelo fator (ry — r4), que acompanha my, teremos como resultado a seguinte

expressao,

my(Ria — Ro)Ao1a + m3g(Rag — Ro)Aasy = 0. (2.33)

Usemos o mesmo argumento para a equacao de ry. Eliminando agora o termo msy
quando expandimos o somatorio da expressao de ry, isto €, > ., m;(Raj—Ro)(ra—r;) = 0,
e fazemos o produto vetorial desta expressao pelo fator (r4 — 75). Temos como resultado

a expressao

mq (R14 — Ro)A412 + mg(R34 — Ro)A432 = 0. (234)

Fazendo uso da defini¢do sobre areas orientadas dos triangulos, as equagoes (2.33) e
(2.34) tornam-se
ml(ng — R())Ag — mg(Rgg — RO)Al = 0, (235)

— ml(RM — RO)AE} + mg(R34 — RO)Al = 0. (236)
Colocando as equagoes (2.35) e (2.36) num sistema linear, temos

ml(Rlz—Ro)A:s - m3(R23_R0)A1 =0
—my(Riqs — Ro)As + m3(R3s — Ro)Ay = 0

Matricialmente o sistema linear (2.0.4) é dada por
(312 - RO)A:S —(Rz3 - RO)AI my 0

—(Ris — Ro)As  +(R3s — Ro) Ay ms 0

Calculando o determinante da matriz no sistema (2.0.4) chegamos na seguinte equagao,
Riy — Ro)(R3s — Ro)A1As + (Ris — Ro)(R2s — Ro)A1Asz = 0.

Colocando a expressao (2.0.4) em fungao de AzA,, temos

— ((Ros — Ro)(R14 — Ry) 4+ (R12 — Ry)(Rs34 — Ry)) = 0. (2.37)
Utilizando a notagao que inserimos anteriormente, S;; := R;; — Ry, temos

S23514 = S12534. (2.38)
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Segue das equagoes (2.32) e (2.38) que
S13524 = S23514 = 512534 (2.39)

Estas sao as equacoes de compatibilidade que devem ser satisfeitas para que exista
uma configuracao central.
Estas sao suficientes exceto para a positividade das massas, que podem ser verificadas

pela formula das razoes de massa que segue imediatamente do argumento acima:
mi _ RiSjk (2.40)
m; A]Sm
onde 7, j e k sao distintos um do outro.
Para equacoes nao equilateras, se o parametro Ry é eliminado, as equagoes de razao

de massa sao simplificadas para:
mi ARk — Rj)
mj AJ’ (le — Rzl) ’

Notamos que quando definimos as regioes delimitadas pelos vetores posicao, a regiao

(2.41)

interna do triangulo assume um sinal, positivo ou negativo. Porém, as convencoes de
sinais para area no caso de uma configuracao central convexa é diferente do caso de uma

configuragao central concava. Vejamos

a) Para uma configuragio central convexa tem-se a seguinte convengao de sinais de

areas para os triangulos, A;, Az < 0e Ay, Ay > 0;

b) Para uma configuragdo central concava tem-se a seguinte convencao de sinais de

areas para os triangulos, Ay, Ag, Az < 0e Ay > 0.

Dando continuidade, na proxima secao vamos definir as equacoes de Andoyer. Estas
equagoes que definiremos sao mais faceis de serem trabalhadas vistas pela linha geomé-

trica.

2.0.5 Equacgoes de Andoyer

Iniciamos definindo uma equacao que é conveniente para determinar configuracoes cen-
trais, que é chamada de equacao de Andoyer. Em seguida, apresentamos o Teorema da

Mediatriz.
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Definicao 2.0.8. As equacoes de Andoyer com dreas em R? sao dadas por
fii = ma(Ri — Rip) Aij = 0,1 < i < j <, (2.42)
ki,
onde Rij = Rji = |ri — ;|2 = 1/7“% e Nijp = (r; —rj) A (ri — i) € duas vezes a drea com

sinal do tridngulo formado por m;, m; e my,.
Estas equagoes formam um conjunto de n(n — 1)/2 equagoes.

Definicao 2.0.9. As equacoes de Andoyer com volumes em R? sao dadas por
fan =Y mu(Ri — Rjp) Ay =0,1<i<j<nh=12...n (2.43)
k#i,5,h
onde Ri; = Rji = |ri—rj| ™ e Ajjng = (ri — 1) A1y — i) @ (ri, — ri,) € seis vezes o volume

com sinal do tetraedro formado m;,m;, my e my,.

Teorema 2.0.3. Considere um sistema de n-corpos em com massas My, ..., My, NGO-
colineares, entao eles formam uma configuracao central se, e somente se, respeitam as
sequintes condigoes

fi; =0, Vi,j(1<i<j<n).

Demonstragao: Essa demonstracao pode ser vista na tese de [4].

Suponhamos que os n corpos formam uma configuracao central planar, entao, existe

A tal que
Ar; = — Z mg R (r; — 18) . (2.44)
ki
Isto é equivalente a
/\T’Z‘ = — Z mkRzk (Ti — T’k) — ijij (T’Z‘ — T’j) . (245)
kti,j

Também para j # ¢ podemos fazer

Arj = — Z my L (15 — 1) — miBRj; (ry — i) . (2.46)
ki,j

Considerando a subtragdo da equacao (2.45) e da equagao (2.46), tem-se

/\ (T’Z‘ — T’j) = — Z my [le (Ti — ’I“k) — Rjk (’I“j — T’k)] — [mzRZ] — ijji] (T’Z‘ — T’j) . (247)
k#£i,j
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E tomando o produto vetorial por (r; — r;) em ambos os lados da equacao (2.47),

obtemos

- Z mk(Rik - Rj ) ijk — fZ] (2-48)

ki,

Para a reciproca, consideremos que as equacoes de Andoyer sao verificadas, isto é,
ki,
para (1 # i < j #n). Podemos escrever (2.49) da seguinte forma,
Z m R (i — 15) A (ri — 78) Z my L (ri — ;) A (ri — i), (2.50)
k#i,j k#i,j
ou seja,
(ri — 1) A Z mgRig(r; —1;) = kaRjk[n- A(rj—rg) + (15 Arg)]. (2.51)
k#i k#j
Denote V;V por F;. Vemos que (2.51) pode ser escrita como:
E n
(ri = 7rj) A i kaRjk (1 A (15 —18) + (15 A i) (2.52)
k#j
Podemos inserir a direita da igualdade (2.52) o termo —r; sem altera-la, obtendo
(ri - Z mkR]k TZ - T’k) -+ ] A (—Tj + ’f’k)], (253)
L

rearranjando o lado direito da equagao (2.53), temos

F, F
AN—=(r;—r;) A _J’
(e A= i) A
disto segue,
(ri —r;) N (mjF; —m;F;) = 0. (2.54)

Fazendo o produto vetorial termo a termo em (2.54), obtemos

n-/\iji—ri/\miFj—rj/\iji—i—Tj/\miFj:O,
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e segue

myry N Es —mirg N Fy —mgry N Fy+mgry A Fy = 0.

Podemos somar em j com j # i, obtendo:

(M—mz)rz/\ﬂ—mlrl/\ZFj— <Zm]r]> /\E—f-mZZTj/\FJ :0, (255)

J# J# J#
onde M é a massa total do sistema. E, considerando o centro de massa na origem do

referencial, temos

n n

E m;r; = 0= E m;r; = —MmuT;. (256)
Jj=1 J#i

Como o espaco é homogéneo e isotropico e o sistema é isolado, temos que as quanti-

dades de momento linear total e momento angular total sao conservadas. Entao, respec-

tivamente, temos

Zn:Fj:o;»Zn:Fj:—F; (2.57)
j=1

J#i

D AF)=0= 3 (r; AF)) = (=1 A F). (258)
=1 i#i

Substituindo (2.56), (2.57) e (2.58) em (2.55), obtemos

Assim, Mr; A F; = 0, logo r; e F; sao paralelos, ou seja, F; = \jry, ou 7; = (A;/my)r;.

De (2.54), decorre que
N\
—r;— —=r; | A(r; —rj) =0.

m; m;

Assim,
logo,

Se r; e r; sao paralelos a igualdade acima é imediata. Se 7; e r; sdo nao-colineares,

temos que
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para todo i, j. Portanto,

Tz - )\Tia

para todo ¢ = 1,2,3,...,n, como queriamos demonstrar. |

2.0.6 Aplicagoes das equacoes de Andoyer

Mostraremos duas aplicacoes das equacoes de Andoyer, a primeira sendo a determinacao

da configuragao planar de Lagrange para 3 corpos.

Teorema 2.0.4. A unica configuracao central de trés corpos, nao colinear, € o tridngulo

equildtero com massas arbitrdrias nos vértices.

Demonstracao:Neste caso usamos as equacoes de Andoyer para areas, isto é, temos 3

equacoes de Andoyer, que sao,
Ji2 = m3(Ri3 — Ry3) A3 = 0,

fi1z = ma(Ri2 — Ra3) A3 =0,

Jog = my(Ri2 — Ri3)Agg = 0.

Pela positividade das massas, ou seja, m; > 0 e A, # 0, temos que, Ry = Ri3 = Ras,
isto quer dizer que as massas mi, my € mg estao nos vértices de um triangulo equiléatero,

onde as massas podem assumir quaisquer valores positivos.

Teorema 2.0.5 (Mediatriz). Considere uma configuragdao central planar, formada por n
massas positivas my, ..., my,. Escolha dois corpos de massas m; e m; com posigoes 1; e
rj, respectivamente. Trace a reta que contém estes dois corpos e a mediatriz do segmento
Tir;. Estas duas retas definem dois cones abertos no plano. Entao, se existem massas
num dos cones abertos, devemos ter também massas no outro cone. Em outra palavras,
se as (n — 2) massas restantes pertencessem a apenas um cone aberto nao teriamos uma

configuracao central.
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Figura 2.5: Nao pode ser uma configuragao central.

Figura 2.6: Pode ser uma configuragio central.

Demonstracao: Nao ha perda de generalidade se renomeamos os indices ¢ e j por 1
e 2. Suponhamos, por contradicao, que as massas msg,...,m, estao ou num inico cone
aberto ou sobre o eixo bissetor, mas nao todas sobre o eixo, pois senao ainda poderiamos
ter uma configuragao central.

Como por hipotese temos uma configuragao central planar, todas as n (n — 1) /2 equa-

coes de Andoyer sao satisfeitas; em particular

fi2 = ka (Rix — Rok) Ao, = 0. (2.59)

k=3
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Podemos olhar as retas passando pelos corpos m; e my bissetando o segmento como
eixos que dividem o plano em 4 quadrantes ordenados ciclicamente, como usual. Dessa
forma, um cone aberto formado pela uniao do primeiro e terceiro quadrantes abertos e, o
outro cone aberto pela uniao do segundo e quarto quadrantes abertos.

Assim, vamos supor que existam massas no primeiro e terceiro quadrantes e, possivel-
mente sobre os eixos. Vamos tomar a soma acima em 3 parcelas, da seguinte maneira,
o indice [ denotard termos no primeiro quadrante, k& no terceiro quadrante e ¢ os termos
sobre a bissetriz.

Assim
fi2 = Z my (Ry — Ray) Aoy + Z my (Rik — Rox) Avar + Z m; (Ry; — Rai) Aoy (2.60)
] 2 i

A principio, notemos que os termos da terceira soma sao todos nulos, pois sobre a
. . - . . N . 3 3 ~ . . ~ . ,
bissetriz Ry; = Ra;, ou seja, as distancias 1/r}, e 1/r5, sdo iguais. Entao (R; — R2i) é

zero, portanto

3

=1

Donde, resulta-nos que
Ji2 = Zml (Ry — Rap) Aq + ka (Rix — Rax) A1or = 0. (2.62)
l k

Estudemos o sinal dos termos da primeira soma; lembremos que dados os dois pontos
iniciais e tracada a linha que passa por estes dois pontos a area do lado esquerdo da reta
tem sinal positivo e, o lado direto sinal negativo.

Vemos que Ay > 0 para todo [, e, temos a seguinte implicagao,
1y > Ty = Ru < R2l, (263)
ou seja, todos os coeficientes das massas na primeira soma tem sinal positivo, assim,
Z my (Rll — Rgl) Algl > 0. (264)
l
Para os termos da segunda soma, temos Ao < 0, para todo k e,

g > Top = Ry > Rop. (265)
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Logo, todos os coeficientes das massas na segunda soma tem sinal positivo também,
isto é,

Z my (le — ng) Aqg, > 0. (266)
k

Ora, mas isso contradiz a equacao (2.62).

Logo, as (n — 2) massas nao estao num unico cone aberto ou todas sobre a bissetriz.
[

Vamos agora enunciar um corolério e, em seguida vamos prova-lo utilizando o Teorema

da Mediatriz.

Coloréario 1. Para uma configuragdao central planar nao-colinear r € (R?)* com massas
positivas, a drea interna compreendida entre os vetores posi¢ao r;,7;, 7 da configuragao

€ nao-nula.

A prova do Corolario 1 pode ser vista em [7].
Facamos agora a prova do Corolario 1, com o auxilio do Teorema da Mediatriz 2.0.5.
Demonstracao: A prova serd feita por contradigao.

Admita que rq,79 e r3 sao colineares. Pictoricamente representamos tal situacao na

Figura 2.7.

.’]"4

Figura 2.7: configuracao colinear.

Tracando a mediatriz do segmento 7573, ou seja, a reta [, temos o seguinte panorama.
Se a massa my situa-se do lado direito da retal [, vemos que s6 um cone aberto do
plano possui massas, entretanto, sabemos que isto é uma condicao suficiente para que nao

seja uma configuragao central.
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Analogamente, se a massa my situa-se ao lado esquerdo da reta [ nao teremos uma
configuracao central. Portanto, r{,75 e r3 nao podem ser colineares para termos uma
configuracao. A mesma anélise seria feita se tragassemos a mediatriz do seguimento 7175.

E assim esta provado o Corolério 1 [ |

Tendo em vista a importancia do estudo de configuracoes centrais dentro da Mecanica
Celeste, vamos tratar no Capitulo 3 do Teorema de Existéncia para configuragoes centrais
convexas, isto é, ao fixarmos trés massas, através do Teorema de Existéncia mostraremos
que a quarta massa, my, estando fora do fecho convexo delimitado pelas massas mq, ms e

mg, precisa estar numa regiao especifica para que a configuracao central exista.



Capitulo 3

Configuracoes centrais convexas

Dentro do estudo de configuracoes centrais no problema de n corpos, podemos perceber
que as configuracoes centrais convexas no problema de 4 corpos sao melhores compreen-
didas do que configuracoes centrais concavas, ou seja, essa evidéncia sugere que configu-
racoes concavas tém uma estrutura mais complicada do que configuracoes convexas.
Sabendo disso, vamos estudar um resultado que aparece na tese de Hampton [5] mos-

trado por MacMillan e Bartky, vide [8].

3.0.1 Teorema de existéncia

Teorema 3.0.1. Dados ko, k12, k34, k13 > 0 reais, existe uma configuracao central conveza
tal que ko = 19,

max (7’12,7’23,7“14,7“34) <rg < min (7“13,7“24)

e as razoes de massas sao dadas por

mi ms ma
- = klea — = k34a — = k:13'
mo my ms3

Demonstragao: Na demonstracao de Hampton, vide [5], tomou-se as massas my, ma, ms
e my com posicoes 1,79, '3 € T4, Tespectivamente, estas estao ordenadas no sentido anti-
horario. Analisando as equacoes de razao de massa, pode-se determinar que todas as
massas sao positivas para a desigualdade max (112,793, 714, 734) < 70 < min (ri3,724) ser

satisfeita.

27
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Ao estabelecermos o parametro ky = ry remove-se a degenerescéncia dilatacional.
Vamos a prova.

Fixe ri5 < ro como na Figura 3.1. A Figura 3.1 pode ser encontranda ne tese de [5].

Figura 3.1: Ponto de inicio da construcao convexa.

O primeiro e o segundo ponto da configuracao foram rodados para se encontrarem
numa linha horizontal, e o semicirculo de raio ry desenhado em torno de cada um deles.
Seja r; o ponto da esquerda. Os dois arcos F' e G na figura 3.1 sdo as distancias de um
circulo de raio ry centrado na intersecao P.

A regiao U é definida como sendo a interse¢ao do interior dos semicirculos de raio rg
em torno do segundo ponto, 72, o do ponto P e o exterior do semicirculo de raio ry em
torno de 1. A regiao V' é definida similarmente com a regra trocada entre os dois pontos.
Procederemos para provar que para todo ponto na regiao U existe um ponto na regiao V'
tal que os 4 pontos formam uma configuragao central para alguma dada massa vetorial.

A fim de que r satisfaca as desigualdades do Teorema 3.0.1 n6s devemos restringir o
quarto ponto na regiao W, esta é determinada como sendo a intersecao de V' e o interior
do circulo centrado em r3 com raio ry. Vamos mostrar que dada a posicao de r3 em U,

encontramos r4, em W, tal que as equacgoes de compatibilidade

512S34 = SQ3S14 = 513524

sejam satisfeitas.
Fixados os trés primeiros pontos r1, 7, e r3 nos sao dados Ry, Ri2, Ro3 € Ri3. Seja o

parametro py a distancia de r3 a P. Agora fixe um p > 0 tal que py < p < rg e considere
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o arco AB em W definido pela circunferéncia de raio p de r3, veja a Figura 3.2. A Figura

3.2 pode ser encontranda ne tese de [5].

Figura 3.2: Construgao convexa.

Umas das equacoes de compatibilidade pode ser escrita da seguinte forma
(Roz — Ro) (Ria — Ro) = (Ro — Ru3) (Ro — Roa)

em que todos os fatores entre parénteses sao positivos se r; estd no interior do arco AB.

Com efeito, se r4 esta no interior do arco AB, temos que 793 < 79, ou seja, como definimos

anteriormente que R;; = T;;", 15t0 no diz que
793 <7"0:>7“£33 >7"63:>R23 > Ry

e dessa forma o fator (Ra3 — Rp) ¢ positivo.

A mesma anélise é feita para rq4, isto é,
T4 < T :>T’1_43 >T’0_3 — R4 > R(),

logo, (R4 — Ry) > 0.
Vemos que pela Figura 3.2 que como r3 esta no exterior do circulo de centro r; e raio

o, entao |1y — r3| > rg, isto é, r13 > ro,
T3 > T :>T’1_33 <T’0_3 — Ri3 < R(),
e assim, (Ry3 — Ry) < 0. Analogamente,

Tog > Ty — T;43 < 7"63 — Ry < Ry.
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Ainda analisando as equagoes (Ra3 — Ro) (R4 — Ro) = (Ro — Ri13) (Rg — Ra4), note que
se 74 estd no ponto A temos que Ry = Ry e assim a expressao (Rg — Ri3) (Ry — Rag) &
zero, pois (Ry — Ri3) (Ry — Ro) = 0.

Analisando a expressao (Ry — Ri3)(Ro — Ra4), vista como funcao na variavel ry, é
monoétona crescente, pois o primeiro fator é constante, ja que Ry3 é fixo, isto é, percebamos
que quando r4 tende ao ponto A a funcao vai a zero. Agora, quando r, tende ao ponto
B, a funcao é crescente.

Agora, olhando para a funcao (Res — Rp) (R14 — Ryp), vejamos que quando 74 tende a
B, esta tende a zero, e por sua vez quando 74 tende ao ponto A a funcao é crescente.

Dessa forma, estas duas funcoes criam a figura 3.3.

Figura 3.3: Curvas de (R23 — Ro) (R14 — Ro) = (Ro — R13) (Ro — R24).

Vamos ter um ponto para cada arco dentro da regiao W, definindo assim uma curva.
Esta curva entra dentro da regido W e a sua derivada, é positiva. Ou seja, du/dp > 0.

Temos que du/dp > 0 quando p = pg, para vermos isso, note que
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1 T9
Figura 3.4: Curva u(p)
Analisando a equacao de compatibilidade,
S12834 = (R12 — Ro)(R34 — Ro),

temos que Ry é fixo, e olhamos Rs3s. Fazendo a mesma andlise feita para as outras

equagoes de compatibilidade, resulta-nos o figura3.5.

Figura 3.5: Curvas de 512534 = (ng — R())(R34 — RO).

Portanto, existe um tinico quarto ponto do equilibrio relativo, r4, na regiao W, onde

as equacoes de compatibilidade sao satisfeitas como na figura 3.6.
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Figura 3.6: Configuragio convexa.

Agora vamos estudar as dependéncias das massas no caso convexo acima descrito.
Considere qualquer curva C'D de posicoes de r3, ou seja, através de r3 passa o arco C'D
em U, que comeca no arco de raio rg em torno de r; e termina no arco de raio ry em torno
de Ta.

Para cada ponto 73 contido na curva C'D, existe um ponto r4, em V que é o quarto ponto
do equilibrio relativo. Com o auxilio da geometria, para qualquer familia a 1-parametro
de equilibrios relativos, as razoes de area A;/A; serdo limitadas acima e abaixo por um

nimero positivo. Agora tomando ¢ = 1 e j = 2 na equacao de razao das massas

@ _ A1523
mo A2513.

Vejamos que quando o ponto r3 tende ao ponto C' temos o seguinte resultado,

mq
rg = C = — — 400,
Mo

pois
my A1 Sy - Ay (Ry3 — Ro)

ma B AySi3 B Ay (R13 - Ro).

Note que quando 73 tende ao arco de raio ry em torno de rq, a distancia entre ry e r3

fica cada vez menor, entretanto, cada vez mais Ry3 fica cada vez maior do que Ry, isto
é, Roz > Ry, e desta forma o valor Ry3 — Ry vai aumentando cada vez mais. Vejamos
agora para o caso em que 73 tende ao ponto D. Facamos a mesma anéalise e chegaremos

a conclusao de que a razao de massa tende a zero, ou seja,

my
ry — D= — = 0.
mo



CAPITULO 3. CONFIGURACOES CENTRAIS CONVEXAS 33

Existe, assim, ao menos um ponto na curva C'D com my/mgy = kis.
Visto que as massas sao fungoes continuas das distancias em U, variando a curva C'D
no6s obtemos uma curva € em U tenho inicio em P e final em F, tal que a configuragao

central obtida variando 73 na curva C tem razao de massa mj/ms = k2.

Figura 3.7: Construgao convexa.

Assim, para cada ponto em C existe um ponto correspondente em V', isto é, o ponto
r4, OU Seja, existe uma curva correspondente em V' para a curva C'.

Por construcao, quando a particula r3 percorre a curva C; em direcao ao arco F, a
particula correspondente em V' aproxima-se do ponto P. Analisando agora a formula de
razao de massa para i = 3 e j = 4, veja que quando S14 < 0 a razao de massa ms/my vai
a zero. Por simetria, quando r3 aproxima-se de P, m3/my vai a infinito.

Portanto existe ao menos um ponto em Cy tal que mg/my = kzq. Mostramos entao
que para ri2 < 19, ambos fixados, existe uma configura¢io central com m;/ms = ki e
ms/my4 = ks4. Considere agora uma familia de tal configuracao com 75 decrescente para
o, enquanto este estd fixado. Temos que o limite de 713/re3 € 714/794 € 1, que significa

que de fato cada uma dessas distancias nas razoes devem tender a ry pelas desigualdades
Tog < Tg<Ti3 € Ty <Tg<Toy.

Isto significa que o lado direito da equacao S12534 = S23.514 € limitado por zero, mas
S1o € considerado arbitrariamente grande, o que forca r3, ser limitado por rg.

Pela formula de razao de massa nds obtemos que

mimes _ A1A2534
msimmy AsAyS1o
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vai a zero.
n men nsideram ituacao qu n uando 719 é cr n m re-
Analogamente, consideramos a situacao que acontece quando é crescente em re
lacao a ry, nés encontramos que as razoes das areas das equacoes de razao de massas
permanecem limitadas e Sio vai a zero enquanto Sz < 0.

Entao mymsy/msmy é pego arbitrariamente grande e existe a0 menos um 75 < 79 tal

que
myms k%3k34
m3amiy k12

que implica que m;/m3 = ki3 como queriamos demonstrar. [ |

Vamos mostrar agora mais alguns resultados importantes sobre o estudo das configu-

racoes centrais convexas.

3.0.2 Configuracao convexa do tipo trapézio

Nesta secao vamos mostrar um resultado apresentado também por MacMillan e Bartky
em [8], que fala sobre uma configuragao do tipo trapézio isosceles, onde mostra-se a
existéncia e a unicidade desta configuracao. Entretanto, na prova que faremos vamos
utilizar as equacgoes de Andoyer, vistas na Secao 2.0.5 do Capitulo 2, a fim de mostrar
como ¢é mais simples a demonstracao deste resultado através destas equacoes.

Tomamos nota de que quando estamos trabalhando com trapézios isosceles, temos as
seguintes hipoteses, r14 = 793 € 713 = 794 € 0s lados 734 e 712 sao paralelos. Das equacoes

de razao de massa, podemos usar a seguinte relagao

mi AR — Ry)
—_— = 3.1
mj Aj (Rzk: — Rzl) ( )

Temos entao,
mgo A2(R13 - R14)

my Al(R23 - R24)

e usando as hipoteses das relacoes de lados, temos

my  Ag(Riz — Rys)

= =1
my Al(R23 - R24)

< M1 = May.
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Do mesmo modo, quando tomamos : = 3 e j = 4, temos que,

m3 A3(R24 - R14)

= =1
my A4(R24 - R14)

= Mg = My.
Vamos colocar sob quais hip6teses estamos trabalhando.

Teorema 3.0.2. Seja uma configuracao central do tipo trapézio isdsceles, ou seja, assu-
mimos que my = Mg, M3 = My € as Sequintes simetrias acontecem, 114 = Tz € 713 = To4.

Esta configuracao existe e € unica.

Demonstracao: Estamos assumindo as seguintes simetrias ry4 = 793 € 713 = To4, €
tendo conhecimento de que 734 e 715 sao paralelos.

As coordenadas que os vetores posi¢cao assumem em nosso problema sao,
le(_15070)’ r2: (1’070)’

ng(l‘,y,(]), € 7’4:(—1',y,0).

Assumindo as hipoteses acima, vamos mostrar a existéncia de uma configuragao central
convexa, sendo esta um trapézio isésceles.

Para tanto vamos fazer uso das equacoes de Andoyer, mas em nosso caso, vamos fazer
uso somente as relacoes fi3 e fi4, jd que fio = 0 e f34 = 0. Escrevamos as relacoes que

vamos usar,

f13 = mz(Ru - R32)A132 + m4(R14 - R34)A134 =0, (3.2)
f14 = mz(Ru - R42)A142 + m3(R13 - R43)A143 =0. (3-3)

Empregando as hipoteses acima postas, essas relacoes ficam,
Jis = (Ri2 — Rag)Avaz + m(Ryy — Ray) Az = 0, (3.4)

Jia = (Riz — Ros)Avog + m(Riz — R3a)Agzs = 0, (3.5)
onde m = my/my. Isolando m na equagao (3.4) temos que,

(Ria — Ra3)A1a3
m = . 3.6
(Ris — R34)Aq34 (3.6)
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Analogamente, na equagao (3.5), resulta-nos

(Ria — Ray)Aq24
m = . 3.7
(R3s — Ri3)Aq34 (3.7)

Agora temos que analisar a positividade das razdes (3.6) e (3.7), para isso, temos que
analisar somente os termos dentro dos parénteses, pois as areas dos triangulos sao sempre
positivas. Assim, devemos analisar que tanto o numerador quanto o denominador das
razoes devem manter o mesmo sinal na regiao que vamos analisar.

Para isto, consideramos a expressao (3.6) e analisamos cada fator deste quociente.
Denotamos F' = Ry — Ry3 e G = Ry — Rsy.

Considerando o fator F', temos que plotando o grafico do fator F' junto das curvas
ri3 = 2 e ro3 = 2 onde x e y variam no seguinte intervalo, —3 < xr < 3e -3 <y < 3,
temos a Figura 3.8. A regiao de interesse a qual procuramos para o caso da existéncia é a
regiao vermelha, regiao negativa. Entretanto, estamos analisando somente a drea externa
ao circulo centrado em (—1,0) e de raio 2. Ao plotarmos o grafico do fator G, ficara mais

claro a regiao de interesse.

Figura 3.8: Grafico de F.

Analisando a regiao de interesse do grafico do fator G, que é a hipérbole definida pela
curva y? + 322 + 2z — 1 = 0, junto das curvas rj3 = 2 e ry3 = 2 nas mesmas hipoteses do

grafico do fator F' na Figura 3.8, temos que
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Figura 3.9: Grafico de G.

Vejamos que na regiao de existéncia de ms ao plotarmos o grafico do fatores F' e G
da expressao (3.6) juntos das curvas r13 = 2 e o3 = 2, a regido de interesse tém o mesmo
sinal.

Vamos agora analisar da mesma forma o quociente de (3.7).

Chamamos de I} = Ry — Ri4 e G; = R34 — Ry3. Vamos plotar o fator F; junto
das curvas r3 = 2 e ro3 = 2, onde z e y variam no seguinte intervalo, —3 < x < 3 e

—3 <y < 3. Temos assim a Figura 3.10.

Figura 3.10: Gréfico de Fy.

Analisando a Figura 3.10, a regiao admissivel de interesse é a area externa ao circulo

centrado em (—1,0) e de raio 2, esta regiao tém sinal positivo.
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Vamos plotar o grafico do fator G; junto das curvas ri3 = 2 e r93 = 2, onde z e y

variam no seguinte intervalo, -3 <z <3e -3 <y < 3.

Figura 3.11: Gréfico de Gy.

A regiao admissivel de interesse na Figura 3.11 é a area externa ao circulo centrado
em (—1,0) e de raio 2, a regiao em questao tem sinal positivo.

Vejamos que na regiao de existéncia da massa mg ao plotarmos o fator F; e GGy da
expressao (3.7) juntos das curvas r13 = 2 e 193 = 2, esta regido tém o mesmo sinal.

Visto isto, podemos igualar os dois quocientes (3.6) e (3.7). Ao igualarmos os dois

quocientes, temos a seguinte funcao,
T = (Riz — Ra3)(R3s — Ri3) — (Ri2 — Ri3)(Ra3 — Ray). (3.8)

Ao plotarmos o grafico da funcao T junto do fator G, veremos que esta curva passa na
regido admissivel delimitada pelos graficos dos fatores F, G, F; e G1, centrados em (—1,0),

onde os intervalos de z e y variam em —3 < x <3 e —3 <y < 3. Observe
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Figura 3.12: Fungao T.

Assim, para mostrar a existéncia do trapézio isosceles, temos de mostrar que a curva
do grafico da fungao 7" junto com o grafico do fator G é crescente.

Para isto, vejamos os sinais das derivadas implicitas da funcao T em relacao a = e a
y. Para mostrarmos a unicidade do trapézio a derivada implicita em relacao a y tem de
ser positiva e a derivada implicita em relagao a x tem de ser negativa.

Com efeito, seja a funcao T

(8(9321)3/2 C((-1- 93)12 + y2)3/2) (% (- 93)21+ y2)3/2) -

1 1 1 1
- _ —0
(- T st o ra)
Ao fazermos a derivada implicita da funcao 7" em relacao a y temos o seguinte resul-

tado:

, (ab)>? — 4(ab>? + ba®/?) — 22 (46> + 4a®* — 192b — 192a)+
v 4ybb? — 24(192yb + 192ya) + 4yza'5/2)
2 (46°/% — 4a°/? — 19224b)
4yb5/2 — 24(192yb + 192ya) + dyxa®?’
Onde a = ((1 —2)2 +y)*? e b= ((—1 —2)> +y*)*2. Ao fazermos a anilise do sinal

deste quociente, o sinal de 3’ é positivo, isto é, a derivada implicita da funcao T em relacao
a y é positiva.

Facamos agora a derivada implicita da funcao 7" em relagao a x, temos como resultado:
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, (ab)>/? — zy(4b°/% + 4a®? + 24y (192b + 192a))
Tr =
x(—4b5/2 + 4a5/?) + 22(4b°5/2 4 4a®/?) + x4(192b — 192a)+

(ab)®? — 2y (46> + 4072 + 2y(192b + 192a))
25(192b — 192a) + 4(ab>/2 + ba>/?)

Onde a = (1 — )2 +y)*? e b= ((—1 — 2)> +y*)*2. Ao fazermos a analise do sinal

deste quociente, o sinal de 2’ é negativo, isto é, a derivada implicita da funcdo 7" em
relacao a = é negativa.

Desta maneira, teremos que na regiao admissivel a curva da funcao 7" junto do grafico
do fator G é crescente. Logo estara provado a existéncia e a unicidade do trapézio isésceles.

3.0.3 Unicidade no caso da configuracao do tipo losango

Apresentamos nesta secao a unicidade de uma configuracao convexa do tipo losango.

Usamos o Teorema a seguir na demonstracao.

Teorema 3.0.3. Sejam quatro massas positivas com posicoes (11,172,713, 74) formando uma
configuragao central planar, que é um quadrildtero convexo tendo [ry,rs] e [r3,r4] como

diagonais. Entao:
i) Esta configuragao é simétrica com respeito ao eixo [ri,r5] se, e somente se, mg = my
ii) FEsta configuracdo é simétrica com respeito ao eixo [r3, 4] se, e somente se, m; = my
iii) my < mgy se, e somente se, |Aq134| < |Agzy|
i) ms < my se, e somente se, |Ajaz] < |Aqayl.

Demonstragao: veja [12]
Demonstracao: (Unicidade da Configuragao do tipo losango) Vamos agora mostrar
a sua unicidade, para tanto, vamos primeiramente definir sobre quais hipoteses estamos

trabalhando e ai desenvolver a prova.
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Estamos trabalhando com uma configuracao central convexa do tipo Losango, na
qual as massas estao sendo tomadas como na Figura 3.13, sendo que os vetores posicao

associados a cada massa tém as seguintes coordenadas:
rn = (—IE,0,0), o = (l',0,0),
rs = (0,v/3,0), e 14=1(0,1,0).

my

ms

Figura 3.13: Configuracao planar convexa de 4 corpos.

Consideremos m; = my = 1 e m3 = my = m para fazermos as contas. Vamos definir

as equacoes de Andoyer, as quais vao nos ajudar na prova:

fi2 =m3(Riz — Roz)Avaz + ma(Rig — Roa)Ayzg = 0, (3.9)
Jis = ma(Ri2 — Rs2)Aza + mu(Ris — R3a)Aqzq = 0, (3.10)
fia = ma(Riz — Raz)Avgo + m3(Riz — Raz) Az = 0, (3.11)
fos = my(Ro1 — R31)Ag31 + my(Rog — R3g)Agzg =0, (3.12)
faa = mi(Ror — Rap)Dos +ma(Rar — Raz)Aouz = 0, (3.13)
f3s = m1(R31 — Ra1)Asa1 + ma(R3p — RoaAszyp = 0. (3.14)

Ao fazermos as contas, vamos chegar aos seguintes resultados,

fi2 =0, (3.15)

1 1 1 1
fis = —2V3mz ((x2 e - 24\/§> —2V3z (8(x2)3/2 - = 3)3/2> . (3.16)

1 1 1 1
fia = 2V3ma ((:ﬁ T - 24\/§> +2V/3z (8 )" - e 3)3/2> : (3.17)
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(z2 + 3) 24/3 22)*? (22 4 3)%°

1 1 1 1
o= ((x? e 24@) S (8(902)3/2 e 3)3/2> e

f34=0. (3.20)

f23=2\/§mx< ! 55 ! >+2\/§x (8(1 - ! ), (3.18)

Percebamos que ao analisarmos as equagoes acima, vamos perceber que fi3 = —fo3 €
f1a = — fos. Assim, dependemos apenas das relacoes (3.16) e (3.17).

Agora vamos mostrar que a unicidade gira em torno de mostrar que as equacoes de
razao de massa vao ficar em funcao de uma tnica variavel, em nosso caso, a variavel .
Quando fizermos a derivada em relacao a esta variavel veremos que sua derivada é sempre
positiva.

Com efeito, das relagoes (3.11), (3.17) e tomando a seguinte notagdo Mz, = m, temos

que,

My = =25 (3.21)

Agora, ao fazermos a derivada de Mj; em relagao a variavel z, temos o seguinte

resultado
da @37 s (a2 +3)%7 ((12+13)3/2 - 241¢§>
Chamemos -L(Ms,) de D(Ms,).
Fatorando D(M3,), temos que:
270v/a? + 3 (~8v3 (%) + V3 (a2 + 3" - 216) -

()2 (V3 (2 + 3)"2 - 72)2

Vejamos que devemos somente analisar o termo +8v/3 (22)*? — /3 (22 + 3)** 4 216,
pois os termos restantes sao nao negativos.

Com efeito, vejamos a Figura 3.14 que é o grafico do termo +8v/3 (z2)”*—/3 (22 + 3)*/*+
216.
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800
700
600
500

400

Figura 3.14: Derivada em relacio a x.

Vemos entdo que a derivada de Mss em relacdo a x no intervalo (1,2) é positiva. Logo,
a configuragao central convexa no caso do Losango é tinica. [ ]

Dando continuidade sobre regides de existéncia para uma configuracao central, va-
mos mostrar no Capitulo 4 um Teorema de Existéncia mostrado por Yiming Long, vide
[6], entretanto, Yiming mostra em seu trabalho um teorema de existéncia para configu-
racoes centrais concavas. No inicio do Capitulo 4 enunciaremos lemas importantes que
nos auxiliaram para a demonstracao do Teorema de Existéncia de configuragoes centrais

concavas.



Capitulo 4

Configuracoes centrais concavas

Neste capitulo enunciaremos lemas para configuragoes centrais concavas, a fim de auxiliar
na prova do teorema principal do capitulo, o qual tem como objetivo mostrar as regioes
admissiveis para a caracterizacao geomeétrica de uma configuracao concava. Lembremos
que definimos uma configuracao central concava, quando a quarta massa my, esta contida

dentro do fecho convexo delimitado pelas massas my, my e ms.

4.0.1 Resultados preliminares

Lema 4.0.1. Para qualquer equilibrio relativo concavo de 4-corpos r = (r1,79,73,74) com
massas my, Mo, M3, My € (R+)4, todos os lados exteriores sao matores do que os lados
interiores, e existe ro > 0 dependendo de m e r tal que ro € menor ou igual do que o0s
comprimentos de todos os lados exteriores, e maior ou igual do que os comprimentos
de todos os lados interiores. Além disso, o maior lado exterior é oposto ao maior lado

interior.
A demonstracao deste lema pode ser vista em [8].

Lema 4.0.2. Sejar = (1,79, 73,74) um equilibrio relativo concavo, com ry localizado den-
tro do fecho convexo do triangulo formado por ri,r3 e ry. Entdo o triangulo Arirsry € um
triangulo agudo, isto €, todo dngulo interior Lrirsry, Zr3rary, ou Lryrirs € estritamente

menor do que 90°.

44
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A prova deste lema por ser encontrada em [6].

Lema 4.0.3. Na Figura 4.1 os pontos r4, F e A sio colineares, entio os pontos rs, F' e

A também o sao.

Este resultado ¢ demonstrado por Yiming, vide [6].

A seguir, temos a Figura 4.1, que nos auxiliara na prova do teorema de caracterizacao
geométrica de uma configuracao concava. Vamos mostrar como a Figura 4.1 é construida.

Dado um equilibrio relativo concavo r = (ry, 72,73, 74) para m localizada no interior
do Arqrsry, nos fixamos r3 e r4 como na figura 4.1 e construimos as regioes admissiveis
R1 eR2 tal que 71 GRl [SAV ) ERQ.

Seja r = r34. A figura 4.1 é obtida como a seguir.

i) Fixe 74 e r3 da esquerda para a direita em uma linha horizontal em R?. Seja Q o

ponto médio de 7374.

ii) Nos desenhamos a metade superior dos circulos C3,Cq e Cy como o mesmo raio
r/2 e centrados em 73, (), e ry respectivamente. Denote por B e B’ os pontos de

intersecao das metades superiores dos circulos de Cy e U3 com Cg respectivamente.

iii) Nos desenhamos a metade superior dos circulos D3 e Dy com o mesmo raio r e
centrados em r3 e r4 respectivamente. Denote por K o ponto de intersecao das

metades superiores dos circulos D3 e Djy.

iv) Nos desenhamos um circulo Ck centrado em K com raio r que passa através de 73

€ Try.

v) Nos desenhamos duas linhas L3 e L, perpendiculares a 7375 passando através de rs
e r4 respectivamente. Denote por G e G’ os pontos de intersecao de Ly e Lz com a

metade superior do circulo C'x respectivamente.

vi) Nos desenhamos uma linha L¢ perpendicular a 7375 e passando através de Q. Essa
linha L passa através de K. Denote por H e A a intersecao dos pontos de Lg com

as metades superiores dos circulos Cg e Ck respectivamente.
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vii)

vii)

ix)

xi)

Xii)

Nos desenhamos uma linha M; passando através dos pontos r3 e B. A linha Ms;

intersecta L, no ponto E e na metade superior do circulo D3 e no ponto F'.

Nos desenhamos a linha M, passando através dos pontos r, e B’. A linha M,

intersecta L3 no ponto E’ e na metade superior do circulo D, e no ponto F”.
Nos ligamos os pontos r3 ¢ F' pelo segmento r3F” e, r4 a F pelo segmento r,F.

Nos denotamos por Ry a regiao aberta limitada pelo arco superior de C'x de G a
G', Ly de G" a E', M, de E" a B’, o arco superior de Cg de B a B, M3 de B a E,
e entao Ly de F a GG. A regiao R; é cercada pelas curvas de espessura grossa na

Figura 4.1.

Nos denotamos por 17 a regiao fechada limitada pelo arco superior de D, de K para

r3, T3r4 de r3 para r4, € 0 arco superior de D3 para r4 a K. Entao seja T, = 1] T375.

Nos denotamos por R, a regiao aberta limitada pelo arco superior de Dy de K para
F’, o segmento F'rs, o segmento 7374, 0 segmento r4F', e entdo o arco superior de
D3 de F a K. Seja a regiao Ry a uniao de R, com o arco de F' a K na metade
superior do arco de D3 sem o ponto F', e com o arco de I’ a K na metade superior
do arco de D4 sem o ponto F’. A regiao Ry é cercada pelas curvas finas na Figura

4.1.
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L G

L4 /;' } LQ.\‘ Rl L3

T4 3

Figura 4.1: Regioes admissiveis no caso concavo.

Na prova do teorema, as massas sao tomadas no sentido horario. Vamos fazer uso dos
lemas apresentados anteriormente para fazermos a prova do lema.

Durante a demonstracao sempre faremos mencao a construcao da figura para equili-
brios relativos concavos no problema de 4-corpos, a Figura 4.1. A prova deste resultado

¢ mostrado por Y. Long, vide [6].

4.0.2 Teorema de caracterizacao geométrica de uma configuragao

coOncava

4 . o
Teorema 4.0.1. Para qualquer massa m € (Ry)", seja r = (r1,79,73,74) um equilibrio
relativo concavo para m com ro localizado dentro do tridngulo Arirsry. Fizando r3 e ry

como na Figura 4.1, os sequintes resultados sempre acontecem.

i) Afirmamos que

r1 € Ry, (4.1)

ii) Cada um dos dangulos interiores de Aryrsry deve ser estritamente maior do que 30°
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e estritamente menor do que 90°, isto €,

30° < min{Lrirsry, Lrsrary, Zrarirsy < max {Lryrary, Zrargry, Zrarirs} < 90°,

(4.2)

iii) Assegura-se que

3 3
§T34< |T1—m| < (1“}‘%) T34, (43)

V3 ) 2+3
4

2 2 /
~——mazx {r3;, ris, 1, } < area(Arirsry) <

4

~ 2 2 2
min {7’34, T3, 7“14} , (4.4)
onde |r1 — T374| denota a distdncia entre r1 e o segmento T3y,

i) Afirmamos que

T2 € Ry, (4.5)

v) Cada um dos dois dngulos internos da base do triangulo Arsrsry deve ser estrita-

mente maior do que 0° e estritamente menor do que 75°, isto €,

0° < min{ZLrorsry, Lrorars} < max {Lrorsry, Lrorgrs} < 75°, (4.6)

vi) Assequra-se que
3
0< I?”Q —m| < 77“34, (47)
V3
—7T
4

0 < drea (Aryrsry) < 2 (4.8)

Demonstracao: A prova serd realizada em 4 etapas.

Passo 1: Afirmamos que o € T5.

Note que esta é uma afirmagao mais fraca do que o item iv). De fato, se o localiza-se
fora da regiao 75, entao ao menos um dos seguimentos 793 € 194 € maior do que 7 = 734,
ou seja, se ro & Th, entdo ou 193 > T34 =7 OU Tgq > T34 =T

Entretanto, tal fato nao acontece, pois o estando dentro de Arqrsry, o Lema 4.0.1
assegura essa afirmacao anterior. Além disso, o maior (ou menor) lado exterior fica

oposto ao maior (menor, respectivamente) lado interior, ou seja, como 74 situa-se dentro
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de Arqrary, e um dos lados r34 = r, pelo Lema 4.0.1, ro4 ou 793 nao pode ser maior do que
734, isto é, r9 € To = 1oz <1 ourgy<r.

Perceba também que r, nao pode estar sobre 7374, pois senao nao teriamos um equi-
librio relativo concavo.

Passo 2: (1) Prova do item ¢) para o item #ii).

Tomamos a seguinte desigualdade
30° < min{ZLrirsry, Lrsrary, Zryrirsy < max {Lrirary, Zrsrary, Zrarirs} < 90°%; (4.9)

Pelo Lema 4.0.2, o lado direito da desigualdade max { Zrirsry, Zrsrary, Zryrir } < 90°
acontece, e dessa forma r; localiza-se na tira aberta delimitada pelas linhas L3 e Ly.

(2) Afirmamos que 1 nao pode localizar-se abaixo da metade do circulo superior de
Cy. Com efeito, caso contrario pelo Teorema 2.0.5, 5 deve localizar-se no lado direito da
linha Lg. Dessa forma terfamos ryq < 7/2 < ryy. Ora, mas isto contradiz o Lema 4.0.1,
ja que todos os lados exteriores sao maiores do que os lados interiores. Portanto, r; ¢ Cj.

Pelo mesmo argumento, r; nao pode localizar-se abaixo do semicirculo superior de Cj,
pois sendo este pertencente a C3, pelo Teorema 2.0.5, ry, pertenceria ao lado esquerdo da
linha Lg e por este fato 113 < r/2 < rs;. Entretanto, pelo Lema 4.0.1 isto nao é valido,
entao r, ¢ Cs.

(3) Note que 7 nao pode localizar-se abaixo do semicirculo superior de Cg. Vejamos
que para qualquer posicao tomada de r; e 7y, ird contrariar o Lema 4.0.1, e colocando
o ponto r; no ponto H, infringimos o Lema 4.0.2 onde Arirsry tem de ser um triangulo
agudo. Portanto m ¢ Ck.

(4) Afirmamos que 7 ndo pode localizar-se acima do semicirculo superior de Ck e
dentro da regiao aberta entre as linhas L3 e Ls. De fato, se r; esta estritamente acima
do semicirculo superior de C'x, entao pelo passo 1, afirmamos que ry € T5, obtemos assim
que ri9 > |A— K| =1 =r3.

Ora, mas essa desigualdade contradiz o Lema 4.0.1, portanto r; nao pertence a regiao
superior do semicirculo C.

Se 11 esta no arco superior de C} entre G e A, e r; # G e A, entao pelo Teorema 2.0.5

e pelo fato de 7y € T5, segue que 5 deve localizar-se no lado direito de L¢ e dentro de 7.
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Assim nos temos que 115 > |A — K| = r = r34. Isso contradiz o Lema 4.0.1.

Similarmente, 7; nao pode localizar-se no arco superior de Cj, entre A e G, e 11 # A
e G, ro € T5 e esta no lado esquerdo da linha Lg, o que viola o Lema 4.0.1.

Se 1 = A, entao ry deve localizar-se em Ly N T, pelo Teorema 2.0.5 e o € T5. Por
causa |A— K| =r = |K —ry4|, a bissetriz perpendicular L, do segmento 717 passa atraveés
do ponto médio de 7173 e K. Assim Lg N7, nao contém pontos no lado esquerdo de Lyy,
porque r3 estd sobre o lado direito de Lq4, isso viola o Teorema 2.0.5. Note que quando
r1 esta sobre o arco C'i no ponto A, temos que ZrzAry, = 30°.

(5) Pela construgao geométrica, se 1 esta sobre o arco superior C entre G e G,
entdo Zrsriry = 30°. Assim pelas provas acima em (1) e (4), para r; localizar-se entre as
duas linhas Ls e Ly, e abaixo do semicirculo superior de Ck entre G e G, tem que valer
Zrarira > 30°.

Permutamos agora as posi¢oes das massas, ou seja, permutando r1,r3 e 14, seque que
min {Lryrsry, Zrirars} > 30° (4.10)

Dessa forma, obtemos:
min { Lrsriry, Zryrsry, Zrirgrs} > 30° (4.11)

essa desigualdade representa o lado esquerdo da desigualdade que queriamos demonstrar.

Assim a desigualdade max {£ryr3ry, Zrsryry, Zrarirs} < 90° acontece.

(6) Por min {Zrirsry, Zrirars} > 30° nos obtemos que r; nao pode localizar-se abaixo
das linhas M3 e My. Pois, por construcao, o angulo formado entre a uniao dos seguimentos
7371 e r3F é de 30° e 0 mesmo vale para 7375 e @ Portanto, r; nao pode localizar-se
abaixo das linhas Mj e My, pelos topicos (1) e (5) resulta-nos o item i) e o item 7). Agora
o item i77) segue do item i) e de um calculo elementar.

Passo 3: Prova do item iv).

Se 71 esta no lado esquerdo de L, pelo item 7) nos temos que m € R;.

Isto implica que Zrirsry < ZArsry, pelo fato de que a particula r; nao pode estar
sobre o arco Cx de G e A, assim 7 esta dentro da regiao delimitada pelo circulo Ck de

centro K. Observamos que se r; localiza-se em Ly ou sobre o lado direito de L, entao
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pelo Teorema 2.0.5, ry localiza-se em L ou sobre o lado esquerdo de Lg, e assim nao
pode localizar-se em 734 ou sobre o lado direito de r;A.

O entendimento desse fato se da da seguinte forma, se r; esta sobre Lg, r2 pode estar
sobre L, pois ainda estard satisfazendo o Lema 4.0.1.

Similarmente, nés obtemos que r, ndo pode localizar-se em r,A ou sobre o lado es-
querdo de 74A, pelo Teorema 2.0.5, uma vez que 7, esteja sobre Lg ou sobre o lado
esquerdo de Lg dentro da regiao R;.

Visto isso, o Lema 4.0.3 que diz que na Figura 4.1 os pontos r3, F' e A sao colineares e,
assim os pontos r3, F' e A também o sdo. Aceito isso, 0 que comprovamos anteriormente,
ro € Ry, para qualquer movimentacao de r; em R;.

Passo 4: prova do item v) e item vi). Vejamos que a desigualdade 0° < min {Zrorsry, Zroryrs}
segue do Teorema 2.0.5.

De fato, visto que 75 no interior do triangulo Ar;rsry,rs nao pode ser colinear com r3
e 4, sendo infringiria o Lema 1 e, visto que r; nao pode estar abaixo das linhas M3 e M,
os angulos Zryrsyrs > 30° e Lrirsry.

Vejamos que a desigualdade max {Zrorsry, Zraryrs} < 75° segue do Lema 4.0.2, visto
também que 79 € Ry e pelo Lema 4.0.3, entao max { Lrarsry, Zroryrs} < 75° é satisfeita.

Agora, a afirmagao item vi) segue do fato de ro € Ry e uma manipulagao algébrica. B

Mostramos assim uma caracterizacao geométrica para uma configuracao central con-
cava. Ainda nao h& muitos resultados sobre configuracoes centrais concavas, porém, na
tese de Hampton, vide [5], ha alguns resultados sobre tais configuragoes para o leitor que
queira saber mais sobre o assunto.

Dando sequéncia, no capitulo final deste trabalho, vamos colocar um problema sobre a
existéncia de configuragoes centrais do tipo trapézio, todavia, retirada sua reta de simetria.
Através de andlises numéricas, temos evidéncias de que existird um aberto proximo dos
trapézios isosceles, resultando assim que teremos familias de configuracoes centrais sem

nenhuma reta de simetria.



Capitulo 5

Trabalhos futuros

Estamos trabalhando com o problema do trapézio nao isésceles, que seria considerar que
dois lados do quadrilatero sao paralelos.

Vamos tomar coordenadas da seguinte forma, r = (—1,0), ro = (1,0), 3 = (2, h)
e ry = (y,h), vide Figura 5.1. Queremos encontrar os valores de z, y e h para os quais
existam massas positivas my, me, M3 € My para as quais os quatro corpos com estas
posicoes e massas formem uma configuracao central.

A

my mo

Figura 5.1: Configuracao Trapézio nao isosceles.

Usando as equacoes de Andoyer vamos definir as razoes de massas com as quais vamos

trabalhar este problema
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Através das equacoes de razao de massa, podemos chegar a seguinte funcgao,
Ty = (Ris — Ru3)(Rig — Ro3)(Ras — Rzy) — (Riz — Rig)(Roa — Ro3)(Ris — Rza). (5.1

A forma como chegamos nessa funcao e qual a sua utilidade serd mostrada na Secao
5.0.1.

Vamos agora plotar as regioes e ver onde estas razoes sao positivas. Nas figuras,
a regiao amarela indica valores positivos e as vermelhas indicam valores negativos. As

razoes de massa estao em funcao msg.

Ris — R
M43 = —M, (52)
Riy — Ry
Gréfico de M,3 juncao com o grafico da fungao 5.8
0
-0,5
y -l
1,5'.
,2_
Figura 5.2: Razao de massa Mys junto da fungao T;.
Ry — Ri3
My = ———, 5.3
“ " Ry — Ry (53)

Gréfico de M5 juncao com o grafico da fungao 5.1
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T T T
0,5 1 1,5

-0,54

Figura 5.3: Razao de massa My junto da fungao T;.

Roy — Ryo
Msy = , 5.4
27 (Ri3 — Ruz) (v — y) (54)
Gréfico de M3, juncao com o grafico da fungao 5.8
0 T T T
0,5 1 1,5
-0,5
A
1,5'-
_2_
Figura 5.4: Razao de massa M3y junto da fungao T;.
Ro1 — R
Y. 21 41 (5.5)

(Rog — Rug) (x — 9)7
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Gréfico de M3, juncao com o grafico da fungao 5.8

0

-0,54

Figura 5.5: Razao de massa Ms; junto da fungao T;.

RI,Z - R3,2
(Ri4— Rs4) (x—y)’

Gréfico de My, juncao com o grafico da fungao 5.8

My = (5.6)

0

Figura 5.6: Razao de massa My junto da fungao T;.
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Ryq — R,
(R4 — Rs4) (x —y)

Gréfico de My, juncao com o grafico da fungao 5.8

M41 -

(5.7)

0 T T T
0,5 1 1,5

-0,54

Figura 5.7: Razao de massa My junto da funcgao 7.

5.0.1 Funcoes T

Nesta secao vamos mostrar como chegamos nas funcoes 7. A identidade T} = 0 pode ser
vista como uma equacao de compatibilidade, isto é, sobre a curva T} = 0 as razoes de
masas concordam.

Com efeito, a funcao 77 é definida da seguinte forma, fazemos o quociente de My; por

My, e igualamos isto a Mys, isto é,

Dessa forma temos que,

(R21 - R31) (R23 - R24> o (R12 - R32)

(R24 - R34) (R14 - R13) (R14 - R34) '

Temos assim,

(R21 - R31)(R23 - R24)(R14 - R34> = (R24 - R34)(R14 - RlB)(R12 - R32>-
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Chegamos assim, a seguinte expressao que define T}
Ty := (Ruy — Ruz)(Riz — Ros)(Ras — Ras) — (Ruz — Rig)(Ros — Ros)(Ris — Raa).  (5.8)

vejamos o grafico da funcao T

Figura 5.8: Funcao T3.

Vamos agora definir 75, esta por sua vez é definida como o quociente de Mz, por My,

e igualamos tal quociente a Mjss, ou seja,

Temos entao o seguinte cenario,

(R21 - R41) (R23 - R24) (R24 - R12)

(Roz — Ra3) (Ris — Ri3)  (Ris — Rag)’
Assim,
(Ris — Ri2)(Ro4 — Ra3)(Ris — Ray) = (Ri3 — Rug)(Ros — Riz)(Ros — Ray).
Definimos entao 7T, como sendo a expressao,

T2 = (R13 - R14)(R24 - R12)(R23 - R34) - (R12 - R14)(R24 - R23)(R13 - R34)- (59)

Plotemos o grafico da fungao 75 e, vejamos de fato que T, = —1Tj.
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Figura 5.9: Fungao Ts.

A funcao T3, encontramos do quociente de My por Mz, e igualamos a Mys.

Temos entao,

(Ro1 — Rs1) (Ro3 — Ryz)  (Riz — Rog)

(R21 - R34) (R21 - R41) (R14 - R24)

temos entao,
—(Ri3 — Ri2)(Ras — Raa)(Roa — Ria) = —(Riz — Rog)(Roa — Raa)(Riz2 — Ria)
T3 é definida entao como,
T3 := (R13 — Ra3)(Riz — Rua)(Roq — R3q) — (Riz — Ria2)(Raa — Ria)(Raz — Rza). (5.10)

A funcao T, é definida da seguinte forma, fazemos o quociente de My por Ms, e

igualamos isto a Mys, isto é,

Dessa forma temos que,

(Ri2 — R3) (Ri3 — Ry3)  (Riz — Rys)

(R14 - R34) (R24 - R12) - (R14 - R24) .

Temos assim,

_(R14 - R34)(R13 - R23)(R24 - R12) = _(R12 - R32)(R13 - R43)(R24 - R14>-
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Definimos T como
Ty = (Ri3 — Ry3)(Roa — Ria)(Ris — R3a) — (Riz — Ro3)(Roa — Rua)(Riz — Ryz). (5.11)

As funcoes Ty e Ty sao definidas de uma forma um pouco diferente, vejamos.
A funcao T5 é obtida do quociente de M3, por My, igualada ao produto entre Moy e

M3, ou seja,
(R21 - R41) (R14 - R34) _ (R14 - RlB)M
(Ros — Rys) (Ris — Rss)  (Ros — Roy)

Temos entao que,
(Ri3 — Ris)(Ri2 — Ro3)(Ra3 — Ray) = (Ri2 — Ria)(Ros — Ra3)(Rus — Ras) Mys.

Assim,
(Ri3 — Rig)(Rig — Ro3)(Ros — R3y)  (Riz — Rog)

(R12 - R14)(R24 - RZB)(R14 - R34) (R24 - R14) .

Definimos 75 entao da seguinte forma,

(B3 — Ry)  (Riz — Rug)(Rig — Ry3)(Ros — Ray)
Ty := (Roy — Ri4) a (Riz — Ris)(Rys — Ro3)(Riy — Ray) (5.12)

A funcao Tj é definida como sendo o quociente entre My, e M, igualada ao produto entre

Mgg e M43, isto é,
My,
= M32M437
21

temos entao que,
(Ro1 — Rs1) (Ra3 — Raa) _ (R2s — R12) M,
(Ros — Rsq) (Rig — Ri3)  (Riz — Rys) ’

que implica
(Ri3 — Ri12)(Roy — Ro3)(Ris — R3y)  (Riz — Rog)

(R13 - R14)(R24 - R12)(R24 - R34) (R24 - R14) '

Chegamos entao que T é definido como

_ (Ri3 — Ry3)  (Ri3 — Riz)(Roy — Ra3) (L3 — Ray)
T6 - (R24 o R14) - (R13 - R14>(R24 - R12>(R24 — R34)' (5'13)

Definidas as fungoes T', vamos mostrar que todas as funcoes 7', dependem de 77, ou

seja, a menos de um parametro estas funcoes tem o mesmo formato de T7.
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Primeiramente, vamos fazer as contas, isto é, expandirmos as fun¢oes 7. Assim, temos

que
11 = RigR14Ro3 — Ri3Ri4Ro3 — RiaR13Roy — Ri3R14Roy + Ri3RogRoy — RisRagRay
+R12R13R3y — Ria Ry R3y — RiaRozR3y + RiyRasR3y + RigRog R3q — Ri3Roa R34
Ao fazermos a expansao de T5, chegamos ao seguinte resultado,

Ty = —RiaR14Ro3 + RizsRiaRos + RioRi3Roy + Ri3RiyRoy — Ri3RogRoy + R14Ra3Roy

_R12R13R34 + R12R14R34 + R12R23R34 - R14R23R34 - R12R24R34 + R13R24R34-

Ou seja, chegamos a conclusao de que —75 = T7. Fazendo os calculos para T3, chega-

mos a seguinte resultado,
T3 = Ri2R14Ro3 — RizRi4Raz — RiaRi3Roq — RizRisRos + Ri3Ra3 Roy — RisRa3 Roy

+Ri1aR13R3y — RiaR14R3y — RiaRo3 Ry + RiaRoz Ry + Rio Ry Ray — Ri3RoyRay.

Assim, temos que T3 = T7. Expandindo T}, temos como resultado,
Ty = —Ri2R14Ro3 + Ri3R14 Roz + RiaRi3Ray + Ri3R14Roy — Ri3Ro3 Rog + RigRaz Ry

_R12R13R34 + R12R14R34 + R12R23R34 - R14R23R34 - R12R24R34 + R13R24R34-

Isto é, Ty = T, = —T}. Ao fazermos a expansao de T5 temos o seguinte panorama
Ts = —(Ro3 — Ria)(Ri2RiaRos — RizRiaRos — RioRigRos — RigRi4Roy

+Ri3Ro3Roy — R1yRa3Roy + RioR3R3q — RiaRiaRsa
—RisRosR3y + RiyRo3R3y + R19RoyR3y — Ri3RoyR3y).

Temos entao que T5 = —(Re3 — R14)T). Fazendo as contas para Ty, temos que,
Ts = (Ras — Ri3)(R12R14Ro3 — Ri3Ri4Ro3 — RiaRi3Roy — Ri3Ri4Roy

+R13R23R24 - R14R23R24 + R12R13R34 - R12R14R34
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_R12R23R34 + R14R23R34 + R12R24R34 - R13R24R34)-

Assim, T6 = (R24 — R13)T1.

Portanto, mostramos que todas as funcoes T' sao dependentes de T;. Ou seja, para
resolver o problema basta estudarmos o sinal das razoes de massas sobre a curva 7j e
procurar as posigoes sobre esta onde todas as razoes fiquem positivas. Temos evidéncias
numéricas da existéncia de um aberto préoximo aos trapézios isosceles no qual teremos

familias de configuragoes centrais sem nenhuma reta de simetria.
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