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RESUMO 

 
 
Esta dissertação apresenta uma abordagem alternativa para a solução de problemas de 
otimização não lineares multiobjetivo de superfície de resposta utilizando a Análise 
Envoltória de Dados para gerar uma função de aglutinação das superfícies a partir de um 
índice de eficiência. Neste caso, objetivos que devem ser minimizados são considerados como 
inputs e os que devem ser maximizados, outputs. No algoritmo proposto, o cálculo da 
eficiência (soma de output/soma de input) é executado para cada DMU que, no caso, são 
representadas pelas combinações experimentais de um arranjo CCD. Para cumprir o objetivo 
proposto, o experimento é realizado na região de interesse de acordo com o arranjo escolhido 
e as respostas de interesse serão registradas e calculadas. Utilizando cada experimento do 
CCD como uma DMU, uma RSM é gerada para a eficiência e, posteriormente, maximizada. 
Espera-se que a otimização da superfície de resposta da eficiência conduza à localização de 
DMU’s mais eficientes do que aquelas observadas no arranjo experimental, cujos objetivos se 
aproximem maximamente dos seus alvos. Auxiliando o processo, o bootstrap foi utilizado 
para estabelecer teste de hipóteses e intervalos de confiança mais confiáveis do que os 
modelos tradicionais. Para ilustrar a razoabilidade da proposta, apresenta-se a otimização do 
processo de soldagem PGMAW. Os principais resultados corroboram a boa adequação da 
proposta para este tipo de problema de otimização. 

 

Palavras-Chave: Análise Envoltória de Dados (DEA), Otimização Multiobjetivo, Eficiência, 
PGMAW. 
. 
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ABSTRACT 

 
 
This work presents an alternative approach for solution of optimization problems nonlinear 
multiobjective of response surface using the Data Envelopment Analysis to generate a 
function of bonding surfaces from an efficiency index. In this case, goals that must be 
minimized are considered as and that should be maximized, outputs. In the proposed 
algorithm, the calculation of efficiency (sum of output / input of sum) is performed for each 
DMU that, in the case, are represented by the experimental combinations of a CCD array.An 
RSM is generated for the efficiency and, subsequently, maximized. It is expected that the 
optimization of response surface of efficiency leads to the location of DMUs more efficient 
than those observed in the experimental arrangement, whose goals are maximally approach 
their targets. Assisting the process, the bootstrap was used to establish hypothesis testing and 
confidence intervals more reliable than traditional models. To illustrate the reasonableness of 
the proposal, we present the optimization of the welding process PGMAW. The main results 
confirm the good fit of the proposal for this type of optimization problem. 

 

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), Multiobjective Optimization, Efficiency, 
PGMAW. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1 Tema 

1.1.1 Contextualização 

 A capacidade de competição de uma organização muitas vezes depende da habilidade 

que possui em mudar e encontrar novas direções para o seu crescimento estratégico. 

Intimidação pela concorrência e resultados obtidos tende a ser um dos grandes obstáculos para 

enfrentar um ambiente extremamente competitivo e se deixar abater pela concorrência 

prejudica o rendimento empresarial. 

O processo de pensar o novo, de considerar ideias e soluções que ainda não são 

conhecidas, assume um papel importante em termos de aquisição de vantagem competitiva 

(ROMAN et al., 2012). 

 As prioridades ou as vantagens competitivas podem ser definidas como sendo um 

conjunto consistente de características de desempenho que a empresa terá, e por meio da qual 

contribuirá para um aumento da competitividade da organização (CASTRO, SANTOS e 

SILVA, 2008). 

Dessa forma, estudar elementos que geram competitividade é um grande auxílio para a 

organização de modo que possa buscar desenvolver produtos e processos “(...) com a 

utilização das melhores práticas em custos e em qualidade (...)” (ROMAN et al., 2012, p. 28). 

Na prática, uma corrente argumentação é como se pode medir a produtividade. 

Primeiramente é necessário classificar as unidades para em seguida medir a produtividade 

dessas variáveis. Para isso, é preciso identificar: 

• Quais são as melhores entradas (inputs) para o sistema e quais os melhores 

medidores para elas? 

• Quais são as melhores saídas (outputs) para o sistema e quais os melhores 

medidores para elas? 

• Quais são as melhores formas de medir o relacionamento entre entradas 

(inputs) e saídas (outputs)?  

Para auxiliar pesquisadores e gestores ao redor do mundo, se desenvolveu uma técnica 

capaz de comparar a eficiência de múltiplas unidades, mediante a consideração explícita do 
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uso de múltiplas entradas (ou recursos) na produção de múltiplas saídas (ou serviços). Um 

método muito útil utilizado para estimar as melhores práticas de desempenho medindo a 

eficiência de um conjunto de unidades produtivas, denominadas unidade de tomada de 

decisão ou DMU (do inglês, decision making unit) é a Análise Envoltória de Dados (do 

inglês, Data Envelopment Analysis - DEA). Essa metodologia permite ainda analisar DMUs 

que consomem múltiplos inputs (insumos, recursos) para produzir múltiplos outputs 

(produtos). 

DEA aborda explicitamente o mix de entradas e saídas, comparando um grupo de 

unidades de forma que sejam identificadam as unidades tidas como relativamente ineficientes, 

medindo qual o tamanho da ineficiência, para assim comparar as unidades ineficientes com as 

eficientes, podendo descobrir como reduzir as ineficiências, utilizando os valores ótimos. 

O uso da Análise Envoltória de Dados possibilita determinar de modo quantitativo a 

eficiência relativa de cada DMU, sobre a forma de taxas; sendo um input e output é possível 

bordar a origem e a quantidade de ineficiência relativa de cada DMU ainda dando suporte ao 

planejamento de metas para que as DMUs ineficientes sejam melhoradas a ponto de atingir a 

eficiência. 

1.1.2 Definição do tema  

 Segundo Appolinário (2006), o tema de uma pesquisa é o assunto geral que desejamos 

estudar e investigar. Neste trabalho, o tema será a análise, aplicação e avaliação da 

metodologia de Análise Envoltória de Dados como função de aglutinação de múltiplas 

funções objetivo 

1.1.3 Objeto de Pesquisa e unidade de investigação 

Este trabalho pretende tratar da proposição e avaliação dos indicadores de eficiência 

DEA como função de aglutinação de múltiplas funções objetivo que simultaneamente devem 

ser maximizadas e minimizadas, de um processo de soldagem PGMAW (Pulsed Gas Metal 

Arc Welding). 

1.1.4 Justificativa 

 O método DEA apresenta inúmeras vantagens para sua aplicação. Deve ser utilizada 

com a finalidade de aglutinação, pois: 

• O método gera um único Indicador de Desempenho; 
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• Possibilita a distinção entre unidades eficientes e não-eficientes; 

• Pode capturar deficiências específicas das DMUs; 

• Apresenta a possibilidade de vários tipos de análise de dados; 

• Há facilidade no uso, pois não necessita de softwares que requeiram 

conhecimentos específicos dos usuários; 

• É possível se utilizar vários inputs e outputs de forma simultânea; 

• Pode ser utilizada em diversas aplicações; 

• Abordagem não paramétrica, não exige uma forma funcional relacionando 

input e output; 

• É possível alterar os pesos dos inputs e outputs. 

1.2 Problema de Pesquisa 

Neste trabalho o enfoque será como desenvolver uma função de aglutinação capaz de 

detectar as importâncias relativas de cada função objetivo, de modo que os alvos individuais 

de cada resposta sejam maximamente atendidos. Assim, pretende-se responder ao 

questionamento: O conceito de eficiência do modelo DEA poderá ser utilizado como uma 

forma de aglutinação de múltiplas funções objetivo, que simultaneamente devem ser 

maximizadas e minimizadas? Para verificar a adequação desta proposta, será utilizado o 

processo de soldagem PGMAW de PAIVA et al. (2010). 

1.3 Objetivos  

Em função do que foi exposto na Contextualização, esse trabalho se propõe a estudar 

um método de otimização multiobjetivo baseado no conceito de eficiência relativa obtida 

através de uma abordagem hibrida de Metodologia de Superfície de Resposta (RSM) e da 

Análise Envoltória de Dados (DEA). E possui como objetivo secundário aplicar e validar a 

proposta em um processo de modelagem e otimização de um processo de soldagem PGMAW. 

1.4 Metodologia de Pesquisa 

Esta pesquisa se caracteriza de natureza Aplicada devido ao seu interesse prático, de 

modo que seus resultados possam ser aplicados ou utilizados imediatamente para resolver 

problemas que de fato ocorrem. No que se refere aos seus objetivos, é classificada como 

Normativa. Possui abordagem Quantitativa, pois para sua análise considera tudo que pode ser 

quantificável, traduzindo de modo numérico as opiniões e informações para depois classificar 
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e analisar, utilizando métodos estatísticos para isso. Quanto ao método utilizado, será através 

de experimentos, como também modelagem e simulação. 

1.5 Limitações do Trabalho 

No decorrer do trabalho, deparou-se com algumas limitações, sendo que: 

• A abordagem proposta foi aplicada apenas para o arranjo experimental do tipo 

composto central (CCD); 

• A abordagem proposta levou em consideração apenas a formulação clássica BCC 

orientada a output; 

• A abordagem proposta não leva em consideração a correlação entre as respostas; 

• A abordagem proposta foi implementada em uma única aplicação, no caso a soldagem 

PGMAW. 

1.6 Estrutura da dissertação 

Esta dissertação está estruturada em 6 capítulos, de forma que o primeiro capítulo 

corroborou com a contextualização, apontando a justificativa para esta pesquisa, os objetivos 

a se alcançar, assim como o método de pesquisa utilizado nesta dissertação.  

O capítulo dois apresentará o estado da arte, é abordado os termos utilizados, os 
modelos DEA e suas aplicações, além das principais diferenças entre os indicadores; 

O capítulo três abordar o modelo aplicado em dois estágios (two stages); 

O capítulo quatro abordará a aplicação do modelo em otimização multiobjetivo, os 

aspectos gerais, os tipos de fronteiras geradas, como também um breve resumo sobre os 

métodos de programação multiobjetivo; 

O capítulo cinco descreverá uma aplicação da Análise Envoltória de Dados em um 

processo PGMAW com múltiplos inputs e outputs, objetivando realizar uma otimização 

multiobjetivo onde os múltiplos inputs e outputs deverão ser maximizados e minimizados 

simultaneamente.  

O capítulo seis apresenta as conclusões e sugestões para pesquisas futuras. 
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2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

2.1 Conceitos Básicos  

 Para o estudo de técnicas de eficiência existem alguns conceitos que serão utilizados 

no decorrer de todo esse trabalho. Assim: 

2.1.1 Eficiência 

 É um conceito relativo. Pode ser definida como a comparação dos resultados 

alcançados com os recursos utilizados. Dessa forma pode-se dizer que quanto maior resultado 

obtido de acordo com uma determinada quantidade de recursos disponíveis maior será a 

eficiência dessa unidade. Soares Mello et al. (2005) dizem que a eficiência compara o que foi 

produzido, dados os recursos disponíveis, com o que poderia ter sido produzido com os 

mesmos recursos disponíveis. 

 Na forma resumida, quando se possui apenas um input e um output, a eficiência é 

definida como: 

Eficiência = 
�����������            (2.1) 

 Pode-se também generalizar esse conceito quando existem múltiplos inputs e 

múltiplos outputs, resultando em uma soma ponderada dos inputs e outputs como: 

Eficiência = 
�	
�		�������	�	�	��������	
�		�������	�	�	������            (2.2) 

2.1.2 Produtividade 

 Produtividade para Soares de Mello et al. (2005) é conceituada como a razão entre o 

que foi produzido e o que foi gasto para produzir. Já para Heizer e Render (2001), pode ser 

conceituada como a relação entre a quantia de bens ou serviços gerados (saídas) e a 

quantidade de recursos consumidos para gerá-los (entradas) num mesmo período de tempo (t). 

2.1.3 Benchmarking 

O benchmarking pode ser entendido como um processo sistemático para a 

identificação da melhor prática (benchmark, ou ponto de referência), no ambiente externo ou 

interno, e para a modificação do conhecimento existente, de modo a alcançar em desempenho 
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superior. (...). As empresas, através da comparação com unidades consideradas eficientes, 

podem estabelecer ações gerenciais efetivas, com o objetivo de aprimorar os resultados 

(redução de custos, aumento de produção, etc.). Este é visto como um dos modernos 

instrumentos de gerência, que possibilita a melhoria do desempenho técnico-econômico das 

empresas de forma comparativa ou relativa (CAVALCANTE, 2009, p. 50-51).  

2.1.4 Unidade de Tomada de Decisão (Decision Making Unit - DMU)  

São as unidades tomadoras de decisão analisadas. Essas unidades deverão ser 

homogêneas, ou seja, que utilizem mesmos recursos (inputs) para obter os mesmos produtos 

(outputs) (PIMENTEL e CASA NOVA, 2005).  

2.1.5 Produtos (Outputs ) 

São os produtos (resultados) obtidos por cada uma das DMUs, atendem ao critério de 

quanto maior, melhor (PIMENTEL e CASA NOVA, op. cit.). 

2.1.6 Insumos (Inputs) 

São os recursos (insumos) consumidos pelas DMUs para obterem os resultados 

desejados. Eles atendem o critério de quanto menor, melhor (PIMENTEL e CASA NOVA, 

op. cit.). 

2.1.7 Plano de produção  

São as quantidades observadas de inputs consumidos e outputs obtidos por cada DMU 

(PIMENTEL e CASA NOVA, op. cit.). 

2.1.8 Índice de Eficiência 

É o escore de eficiência calculado para cada DMU, através de um Algoritmo de 

Programação Linear (PPL). O indicador varia de 0 a 100%, sendo que um escore de eficiência 

igual a 100% identifica a unidade avaliada como eficiente em relação às demais (PIMENTEL 

e CASA NOVA, op. cit.). 
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2.2 Softwares para cálculo de eficiência 

Para solucionar problemas de programação linear podem ser utilizados diversos 

programas para cálculo de eficiência. Da mesma forma q alguns dos softwares são comerciais, 

outros estão disponíveis gratuitamente para download instantâneo. 

Na Tabela 2.1 são demonstrados alguns dos softwares disponíveis, gratuitos ou não, 

para o cálculo de eficiência. 

 

Tabela 2.1 – Softwares disponíveis para cálculo de eficiência 

SOFTWARE ONDE ACHAR / CRIADOR 

Warwick DEA Emmanuel Thanassoullis - http://www.deazone.com 

Frontier Analyst www.banxia.com/famain.html 

SEM Holger Scheel’s 

DEAP 2.1 Tim Coelli – http://une.edu.au/econometrics/cepa.htm 

ONFRONT 2 www.emq.com/software.html 

SIAD v2.0 Ângulo Meza et al. 2004 

SAED v1.0 www.mat.ufpr.be/volmir/DEA.html 

EMS 1.3 – Efficiency Measurement 

System 
www.wiso.uni-dortmund.de/lsfg/or/scheel/index.htm 

Solver (Aplicativo do Excel) Microsoft Excel® 

IDEAL (livre) www.coppe.ufrj.br 

IDEAS www.ideas2000.com 

DEA Solver www.saitech-inc.com 

DEA Excel Solver www.deafrontier.com 

Pioneer barn@seas.smu.edu 

Byu-DEA larry@msml.byu.edu 

PIMsoft www.deasoftware.co.uk 

Fonte: Adaptado de PANEPUCCI (2003) e FERREIRA e GOMES (2009).  
 

Para essa dissertação foram utilizados o aplicativo Solver do Microsoft Excel® e o 

software Matlab®.  
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2.3. Análise Envoltória de Dados  

2.3.1 O início da Análise Envoltória de Dados 

DEA foi apresentada no ano de 1984 por BANKER, CHARNES e COOPER no 

clássico artigo Some Models estimating technical and scale inefficiencies in Data 

Envelopment Analysis como sendo “a utilização da programação matemática para obter 

avaliações da eficiência relativa dos resultados dos gestores, quer tenham sido planejados ou 

executados”.  

O desenvolvimento do método da Análise Envoltória de Dados inicia-se com a tese de 

doutorado de Edwardo Rhodes em 1978 defendida na Carnegie Mellon University, tendo este 

sido orientado por W. W. Cooper.  

Cooper avaliava os resultados de um programa que acompanhava estudantes carentes 

dentro de escolas públicas americanas com a ajuda do governo federal, e tentava avaliar a 

evolução dos alunos utilizando como medida termos de produtos definidos e insumos. O 

desenvolvimento desses alunos podia ser medido por termos definidos pelo autor: produto, 

como exemplo, “aumento da autoestima em crianças carentes” (possível através de testes 

psicológicos), e insumos, como exemplo, “tempo que as mães gastam em exercícios de leitura 

com seus filhos”. 

Ao tentarem estimar a eficiência técnica das escolas tendo múltiplos insumos e 

múltiplos produtos, surge a formulação do Modelo CCR (abreviatura para o sobrenome dos 

autores Charnes, Cooper e Rhodes) findando com a publicação do primeiro artigo no 

European Journal of Operation Research, no ano de 1978. 

 A fim de se buscar selecionar o melhor conjunto de dados, os autores generalizaram o 

estudo de Farrel de 1957 tanto para trabalhar com múltiplos recursos (inputs) e múltiplos 

produtos (outputs), com a construção de um único produto “virtual” e um único insumo 

“virtual” (CHARNES et al., 1997, p. 3). 

A cada ano, novas e inúmeras aplicações de DEA são publicadas e suas abordagens 

diversificadas como em portfólio (BRANDA, 2013) bem estar social e econômico (REIG-

MARTÍNEZ, 2013), centro de aprendizagens e EAD (GOMES JR. et al., 2013), 

sustentabilidade (PÉREZ et al., 2013). Também um método de avaliação baseado na 

classificação (WASHIO e YAMADA, 2013), funções de distância direcional e positiva 
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(FÄRE e GROSSKOPF, 2013) e atribuição de um custo fixo com grau de satisfação (LI et al., 

2013). 

 A Análise Envoltória de Dados inicialmente realiza um levantamento sobre o que está 

esclarecido no estudo de análises de eficiência produtiva. Em seguida, desenvolve-se a técnica 

DEA para analisar a eficiência relativa de unidades. Por fim, apresenta-se a aplicação do 

método. 

2.4 Análise de Eficiência – Base Teórica 

 Demonstrar a relação entre recursos (inputs) e produtos (outputs) é possível ao realizar 

uma análise de eficiência de acordo com as curvas de produção. Durante uma abordagem 

rigorosa em se analisar à medida de eficiência na produção, Pareto-Koopmans e Debreu 

(1951) desenvolvem o conceito de pareto-eficiente para definir a eficiência técnica de uma 

unidade. 

 Um vetor input-output pode ser tido como eficiente somente se:  

a) nenhum dos inputs possa ser reduzido sem que outro input seja aumentado ou 

outro output precise ser reduzido; 

b) nenhum dos outputs possa ser aumentado sem que outro output seja reduzido ou 

outro input precise ser reduzido. 

 Assim, é possível verificar o estado da produção eficientes e ineficientes de forma 

diferenciada, mas está limitado a não estimar o grau de ineficiência ou ainda não apontar um 

combinado de vetores eficientes que possam ser comparados com o ineficiente. Para esse 

ponto, Debreu (1951) acrescenta uma medida radial de eficiência técnica que de forma 

equiproporcional deseja o mínimo uso possível de recursos (inputs) ou também de forma 

equiproporcional, máxima expansão para todos os produtos (output), corroborando com que 

cada unidade de medida seja independente de cada variável.  

Se um vetor input-output é eficiente nessa medida de Debreu (1951) pode não ser 

eficiente da mesma maneira para Pareto-Koopmans ((PARETO (1909), KOOPMANS 

(1951)). 

Nos anos seguintes, com o intuito de expandir os trabalhos de Koopmans e Debreu, 

Farrell (1957) propôs que fosse acrescido um componente capaz de selecionar o vetor input-

output eficiente, de forma a considerar os respectivos pesos (preços) e assim, poder 
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determinar a eficiência máxima ao se incluir um vetor de pesos (preços) para os insumos 

(inputs) e produtos (outputs). 

 Charnes et al. (1978), com o anseio de trabalhar em múltiplos inputs e outputs, 

generalizaram o método de Farrell tanto para obter um indicador que também atendesse os 

conceitos de eficiência primeiramente concebido por Pareto-Koopmans (PARETO (1909), 

KOOPMANS (1951)), que visa a construção de fronteiras de produção juntamente com 

indicadores da eficiência produtiva, culminando assim, com a formulação da Análise 

Envoltória de Dados (DEA, Data Envelopment Analysis). 

 Enfim, Charnes e Cooper (1985) conceituam de forma relativa e de extrema 

importância que a eficiência de 100% de uma unidade se dá quando, ao se comparar com as 

demais unidades, não é possível identificar ineficiência para o uso de qualquer input ou 

output, assim, fortalecendo o conceito de unidades eficientes e ineficientes. 

Ferreira, Venâncio e Abrantes (2009) dizem que organizações devem ser vistas como 

sistemas abertos, por influenciarem e sofrerem influência do meio, bem como por admitirem 

os mesmos componentes dos demais sistemas, quais sejam: entradas, processo de 

transformação e saídas demonstradas na Figura 2.1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.1 – Visão Sistêmica da empresa 
Fonte: Adaptado de Oliveira (2002) 

 
 

2.5 Eficiência Relativa 

 O método de Análise Envoltória de Dados permite avaliar o grau de eficiência relativa 

de unidades produtivas que desenvolvem a mesma atividade no que se refere à utilização de 

recursos (PIMENTA e SOARES DE MELO, 2005). A análise das unidades de tomada de 

decisão (DMU) através dos modelos DEA disponíveis geram uma fronteira de eficiência onde 

é possível visualizar as unidades tidas como eficientes, aquelas que possuem melhor relação 

FEEDBACK 

EFICIÊNCIA 

ENTRADAS PROCESSAMENTO SAÍDAS 
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“insumo/produto” formando a fronteira de eficiência e todas as demais unidades menos 

eficientes estão situadas numa região inferior a essa fronteira, conhecida como envoltória. 

 DEA transforma os insumos (inputs) em produtos (outputs) originais pela agregação 

de valores, em combinação linear de inputs e outputs, respectivamente. Para essas 

combinações lineares, utiliza-se de pesos encontrados através de um problema de 

programação linear, de modo que cada uma receba a melhor combinação de pesos, 

maximizando sua eficiência (CHAVES, 2007). Assim, as unidades produtoras tomam 

decisões, originando a denominação DMU.  

 Já a eficiência de uma unidade é alcançada quando ao se comparar com as demais 

DMUs não é possível evidenciar qualquer ineficiência no uso de qualquer insumo (inputs) ou 

produto (outputs). Por isso, a DMU eficiente é aquela com maior produtividade utilizando os 

insumos (inputs) disponíveis para obter a maior quantidade de produtos (outputs) (CHAVES, 

2007). 

 A Análise Envoltória de Dados se diferencia dos métodos paramétricos, pois não faz 

nenhuma suposição funcional e analisa que o máximo que poderia ter sido produzido é 

possível conseguir através da análise das unidades mais produtivas. Já os métodos 

paramétricos suporiam uma relação funcional pré-definida entre os recursos utilizados, com 

aquilo que foi produzido, e, geralmente, utilizam de médias para que seja determinado o que 

poderia ter sido produzido (CHAVES, 2007). 

 Embora o conceito de eficiência e produtividade trate da mesma relação entre input e 

output, produto /insumo, eles são diferentes.  

Soares de Mello et al. (2005) demonstram: 

 

a) Na Figura 2.2, o eixo X representa os Recursos; Y representa a Produção; a curva S, 

chamada Fronteira de Eficiência, indica o máximo que foi produzido para cada nível de 

recurso. A região abaixo da curva é chamada de Conjunto Viável de Produção. 
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Figura 2.2 – Produtividade x Eficiência 

Fonte: Kassai (2002) 
 

 
b) A Figura 2.3, apresenta a diferença entre os conceitos de produtividade e eficiência. 

Enquanto as unidades B e C são eficientes (uma vez que estão localizadas na fronteira de 

eficiência), apenas a unidade C é a mais produtiva. Observa-se este fato comparando-se os 

coeficientes angulares das retas OC e OB. Assim, a unidade mais produtiva é aquela cuja reta 

que a liga a origem tem o maior coeficiente angular possível. Em outras palavras, sendo C a 

unidade mais produtiva, a reta OC tem por coeficiente angular a derivada da função que 

relaciona produção com recursos, caso esta derivada exista. A unidade A é simultaneamente 

uma unidade não produtiva e não eficiente. 

 
Figura 2.3 – Curva de um processo de produção 

Fonte: Kassai (Op. cit.) 
 
 

É possível tratar as unidades não eficientes de modo que se tornem eficientes: a) 

reduzindo os recursos (insumo) e mantendo constantes os produtos (outputs), assim tendo 

uma orientação a input; b) invertendo a situação anterior, assim tendo uma orientação a 

output. 
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c) Seja a fronteira de eficiência definida por f(x). A DMU ineficiente P precisa caminhar até o 

ponto B se quiser tornar-se eficiente reduzindo recursos. No entanto, se preferir aumentar os 

produtos, tem que caminhar até o ponto D. Este esquema é demonstrado na Figura 2.4. 

 

 
Figura 2.4 – Alcance da Fronteira de Eficiência 

Fonte: Kassai (Op. cit.) 
 

 No primeiro caso, a eficiência é definida pelo quociente AB/AP e é um número entre 0 

e 1. Já no segundo caso, a eficiência é dada por CP/CD que também é um valor entre 0 e 1. 

 São tidas como base para a análise de eficiência, as curvas de produção, que visam 

uma definição de relação entre recursos (inputs) e produtos (outputs). Para que seja 

determinada essa relação, ocorrem algumas hipóteses: 

a) O retorno crescente de escala, demonstrado na Figura 2.5, é aquele no qual o 

aumento do consumo de recursos (inputs) implicará em um aumento mais que 

proporcional na quantidade de produtos (outputs), também chamado de economia de 

escalas. 

 

 
Figura 2.5 – Retorno Crescente de Escala 

Fonte: Kassai (Op. cit.) 
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b) O retorno constante de escala, demonstrado na figura 2.6, é aquele no qual ao 

aumentar o consumo de recursos (inputs) tem-se um aumento proporcional na 

quantidade de produtos (outputs). 

 

 
Figura 2.6 – Retorno Constante de Escala 

Fonte: Kassai (Op. cit.) 
 

c) O retorno decrescente de escala onde se aumentar o consumo de recursos (inputs) 

implicará um aumento menos proporcional na quantidade de produtos (outputs) 

também chamada de deseconomia de escalas. 

 

 
Figura 2.7 – Retorno Decrescente de Escala 

Fonte: Kassai (Op. cit.) 
 

d) Adicionalmente, tem-se a free disposal, hipótese de livre descarte, na qual 

determinado nível de consumo de recursos (inputs) permite produzir a quantia máxima 

ou mesmo qualquer quantia inferior, de forma que o conjunto alternativo é constituído 

abaixo da curva máxima de produção, podendo ser visualizada conforme Figura 2.8. 
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Figura 2.8 – Alternativa do Retorno Decrescente de Escala 

Fonte: Kassai (Op. cit.) 
 

 Dessa forma, o lucro máximo pode ser apurado se for incluído na análise do vetor de 

preços para recursos (inputs) e produtos (outputs). Através da programação linear, pode-se 

resolver o sistema de inequações maximizadas dos resultados, de modo que as restrições 

sejam atendidas no que se refere aos recursos e processo produtivo analisado. Da mesma 

forma que se pode verificar o ponto na fronteira que indica onde se utilizará o mínimo de 

recursos possíveis para que se alcance um resultado determinado. 

Chaves (2007) menciona que em qualquer um desses modelos DEA:  

 

a) Cada DMU possui seu próprio conjunto de pesos, de modo que pareça o melhor 

possível em relação às demais. Dessa forma, cada DMU pode ter um conjunto de 

pesos (multiplicadores) diferente;  

b) Todos os modelos são invariantes com a escala de medida;  

c) A DMU que apresentar a melhor relação (output j) /(input i ) será sempre eficiente;  

d) Pré-escolha das variáveis, ou seja, identificar quais variáveis poderão compor o 

modelo. A decisão se elas entrarão efetivamente no modelo depende de uma segunda 

análise, mais aprofundada; 

e) As DMU escolhidas precisam estar alinhadas e desempenhando funções semelhantes. 

A partir da utilização de uma série de inputs, devem ser capazes de produzir um 

conjunto de outputs. Daí, a importância da escolha das variáveis que serão utilizadas 

como input e output, já que poderão ser levados em conta fatores controláveis (de 

gestão) e fatores não controláveis (do ambiente), tanto qualitativos, como 

quantitativos. 
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Adverso às abordagens paramétricas tradicionais, o método DEA otimiza cada 

unidade de tomada de decisão, DMU, de forma individual objetivando determinar uma 

fronteira linear por partes (ou piece-wise linear), compreendendo assim o conjunto de DMU 

Pareto-Eficiente, demonstrada na Figura 2.9. 

 

 
Figura 2.9 – Fronteira linear por partes (ou piece-wise linear) 

Fonte: Chaves (2007) 
 
 Na Figura 2.10 tem-se a comparação entre abordagens não paramétricas e 

paramétricas. 

 

 
Figura 2.10 – Comparação entre abordagens: DEA (não paramétrica) e regressão linear (paramétrica) 

 
 
Desse modo, a Análise Envoltória de Dados é um método de apoio à tomada de 

decisão, sendo possível modelar de forma otimizada uma fronteira de eficiência indicando as 

unidades referência para as demais. 
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2.6 Modelos DEA 

Sabe-se que os modelos de DEA são o CCR (de Charnes, Cooper e Rhodes), BCC (de 

Barnes, Charnes e Cooper), multiplicativos variante e invariante e o aditivo. A Tabela 2.1 traz 

um quadro comparativo entre esses modelos 

 

Tabela 2.1 – Comparativo entre modelos matemáticos 

Modelo Retorno à Escala Forma da Fronteira 

Aditivo Variável Linear por partes 

Multiplicativo variante Variável Cobb-Douglas por partes 

Multiplicativo invariante Constante Log-Linear por partes 

BCC Variável Linear por partes 

CCR Constante Reta de 45° 

 

Devido às inúmeras formas de se interpretar amplamente os dados gerados, notou-se 

que os modelos mais utilizados são:  

• Modelo CCR (1978) – desenvolvido por Charnes, Cooper e Rhodes, que 

permite uma avaliação objetiva da eficiência global e identifica as fontes e 

estimativas de montantes das ineficiências identificadas. 

• Modelo BCC (1984) – criado por Banker, Charnes e Cooper, distingue 

entre ineficiências técnicas e de escala, estimando a eficiência técnica pura, 

a uma dada escala de operações, e identificando se estão presentes ganhos 

de escala crescentes, decrescentes e constantes, para futura exploração. 

 

2.6.1 O Modelo CCR 

A formulação original de Charnes et al. (1978) do modelo CCR tem orientação ao 

consumo (input) e é representada: 

 

 ���������	 ∑ ���������              (2.3) 
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sujeito a 

∑ � � �
 �� = 1          (2.4) 

∑ ����#���� − ∑ � � #
 �� ≤ 0	∀�	       (2.5) 

�� , � 	 ≥ 0	∀*, +         (2.6) 

Onde: 
k = 1 para s,     
j = 1 para m,     
i = 1 para n, ��# = quantidade de output k produzida pela DMU i, � # = quantidade de input k produzida pela DMU i, ��# = quantidade de output j utilizada pela DMU i, �� = peso dado para o output k, �� = peso dado para o output k, 
 
 

O objetivo do modelo é a minimização do consumo de insumos utilizando-os para 

produzir, no mínimo, o nível de produção dado. E isso está demonstrado na formulação de 

maximizar o somatório das quantidades produzidas v multiplicando pelos pesos 

correspondentes y 

 A Equação (2.5) pode ser descrita como a subtração entre os somatórios das 

quantidades produzidas multiplicada pelo seu peso (preço) dos produtos (∑ �*�*�-*=1 ) com o 

somatório dos insumos consumidos pelo seu respectivo peso (preço) (∑ � � #
 �� ), onde deve 

ser menor ou igual à zero, aonde se dá seu limite. Se a empresa analisada k obtiver o resultado 

“0” será eficientes, atendendo restrição. 

 A Equação (2.6), pode ser descrita como o somatório do produto das quantidades que 

foram consumidas de recursos pelo seu respectivo peso (preço) específicos para a empresa k 

(∑ �#�#��#�� ) deve ser igual a 1. Se a empresa analisada k obtiver o resultado “1” será 

eficientes, atendendo a segunda restrição. Caso não seja eficiente, o resultado alcançado será 

sempre inferior a 1. 

 Esse processo deverá ser realizado para cada empresa k. Quando terminado o 

Problema de Programação Linear (PPL) para todas as empresas, será possível verificar o 

grupo de empresas eficientes, onde ℎ� é igual a 1.  

Pode-se construir uma curva de produção ao se ter um grupo de empresas e o plano de 

produção realizado por elas. Ao se resolver o PPL para cada empresa, é possível identificar 

aquela empresa que possui o plano de produção, dados os pesos (preços) determinados para 
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suas quantidades de insumos e produtos e que não pode ser sobrepujado por nenhum plano de 

nenhuma outra empesa do grupo de empresas analisadas. 

Para superar esses problemas, pesquisadores utilizaram métodos baseados no 

desempenho de dados agrupados para identificar benchmarks mais adequados (DOYLE e & 

GREEN, 1994; TALLURI e & SARKIS, 1997). Assim, estes métodos agrupam DMU 

inerentemente semelhantes em grupos, e o melhor desempenho em determinado grupo é 

utilizado como referência por outras DMUs no mesmo conjunto de dados. Essa empresa será 

tida como referência para as demais. 

Com os dados considerados dessa empresa, resolve-se o problema de todas as outras 

empresas de forma sucessiva, determinando, assim, quais empresas se tornam relativamente 

eficientes. 

 Graficamente na Figura 2.11, os planos de produção (representados por pontos) podem 

ser determinados. 

 

 
Figura 2.11 – Análise para um conjunto de empresas através do DEA 

 
Onde: 

  ---------- demonstra a Fronteira de Eficiência Efetiva 

     demonstra a Fronteira de Eficiência Revelada 

 

 Os pontos representados na Figura 2.11 são os planos de produção de cada empresa do 

grupo analisado. A curva de produção demonstra as empresas, tidas como referência, que não 

tiveram seus planos de negócio superados por nenhuma outra considerando os pesos (preços) 
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que puderam ser determinados depois que o PPL foi realizado para as quantidades de insumos 

e produtos. Esse processo é chamado de Fronteira de Eficiência. 

 Vale ressaltar que, caso entre o conjunto de empresas uma ou outra tenha que ser 

acrescentada ou excluída da análise, automaticamente será modificada a fronteira. 

 Também, a fronteira tida como eficiente pode não ser necessariamente a fronteira 

eficiente efetiva, recebendo o nome de eficiência relativa (ou Pareto eficientes), pois, as 

empresas do grupo analisado “podem estar operando sob condições distantes do livre 

mercado” (KASSAI, 2002). As empresas eficientes devem ser definida como Pareto não-

denominados. 

 Ainda de acordo com a Figura 2.11, os pontos que se encontram abaixo da curva de 

eficiência são planos de produção que já foram “dominados” pela análise e estão envolvidos 

pelas empresas eficientes, daí a origem do nome Envoltória, o envelopamento dos dados, pois 

cada ponto representado graficamente tem uma empresa que pode ser sua referência onde o 

conjunto de insumos e produtos são melhores. 

Para Mariano et al. (2006) “a técnica DEA calcula a eficiência relativa de um conjunto 

de DMUs a partir de uma fronteira de eficiência cujo formato precisa ser previamente 

definido. Assim, a principal diferença entre os modelos matemáticos do DEA é em relação ao 

formato da fronteira e ao tipo de retorno de escala”. 

O modelo CCR tem a orientação para produto (output) com a seguinte formulação: 

 ���������	ℎ� = ∑ �#�#��#��           (2.7) 

sujeito a 

∑ ��
��� y12 − ∑ �#�# �#�� 	≤ 0        (2.8)

 ∑ ��
��� y13 = 1           (2.9)

 �� , �#	 ≥ 0                      (2.10) 

y = produtos 

x = insumos 

u,v = pesos 

r = 1,...,m; (núm. produtos)  
i = 1,...,n; (núm. insumos)  
j = 1,...,N (núm. empresas) 
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O objetivo é a maximização do nível de produção utilizando no máximo o consumo de 

insumos observados. Os modelos são equivalentes e pressupõem retornos constantes de 

escala. 

2.6.2 O Modelo BCC 

A nomenclatura desse modelo provém da abreviação de Banker, Charnes e Cooper 

(1984), que o desenvolveram e elucidam que o modelo “é a utilização da programação 

matemática para obter avaliações ex post facto da eficiência relativa dos resultados dos 

gestores, quer tenham sido planejados ou executados”.  

O Modelo BCC pressupõe que as unidades avaliadas apresentem retornos variáveis de 

escala.  É capaz de avaliar o grau de eficiência relativa de unidades de tomada de decisão, que 

executem uma mesma atividade, no que se refere à utilização dos seus recursos.  Assim, essa 

técnica permite que seja avaliada a eficiência de uma DMU com múltiplos insumos (inputs) e 

múltiplos produtos (outputs), possíveis através da construção de uma fronteira de eficiência, 

de forma que as unidades que possuírem melhor relação “produto x insumo” são consideradas 

mais eficientes no grupo e estão localizadas sobre esta fronteira, já as menos eficientes estarão 

localizadas em uma região inferior à fronteira, na área conhecida como envelope 

(envoltória).BELLONI (2000, p. 68) afirma que “ao possibilitar que a tecnologia exiba 

propriedades de retornos à escala diferentes ao longo de sua fronteira, esse modelo admite que 

a produtividade máxima varie em função da escala de produção”.  

A formulação matemática do Modelo BCC, com orientação ao consumo, é: 

���������	 ∑ ��
��� y13 −	��,             (2.11) 

sujeito a 

∑ �#�#�� x53 = 1               (2.12) 

∑ ��
��� y12 − ∑ �#�# �#�� − �� ≤ 0              (2.13) 

�� , �#	 ≥ 0	               (2.14) 

y = produtos 

x = insumos 

u,v = pesos 

r = 1,...,m;(núm. produtos) 
i = 1,...,n;(núm. insumos) 
j = 1,...,N (núm. empresas) 
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Percebe-se que é introduzida uma variável �� representando os retornos variáveis de 

escala. Essa variável não deve atender à restrição de positividade; pode, portanto, assumir 

valores negativos.  

Já a formulação matemática do Modelo BCC, com orientação ao produto, é: 

���������	 ∑ �#�# �#�� − ��              (2.15) 

sujeito a  

∑ ��
��� y12 = 1               (2.16) 

∑ ��
��� y12 − ∑ �#�# �#�� − �� ≤ 0             (2.17) �� , �#	 ≥ 0               (2.18) 
 

y = produtos 

x = insumos 

u,v = pesos 

r = 1,...,m;(núm. produtos) 
i = 1,...,n;(núm. insumos) 
j = 1,...,N (núm. empresas) 
 

Onde, novamente, o termo �� representa a possibilidade de retornos de escala 

variáveis, podendo assumir valores negativos ou positivos. 

Como ressaltado anteriormente, a possibilidade de retornos de escala variáveis do 

Modelo BCC admite que a produtividade máxima varie em função da escala de produção. O 

modelo permite, portanto, a utilização de unidades de portes distintos (BELLONI, op. cit.). 

2.6.3 Diferenças entre os Modelos e Indicadores 

As diferenças fundamentais entre os modelos estão relacionadas a: 

 

I. superfície de envelopamento (tipos de combinação e suposições 

sobre o retorno de escala); e  

II. tipo de projeção do plano ineficiente à fronteira. 

Os modelos CCR e BCC trabalham com diferentes tipos de 

tecnologias e, consequentemente geram fronteiras de eficiência 

diferentes e medidas de eficiência diferentes. No que diz respeito à 

orientação, cada um desses dois modelos pode ser escrito sob duas 

formas de projetar os planos ineficientes na fronteira: uma voltada 

para os produtos e outra voltada para os insumos. Na primeira 

orientação, as projeções dos planos observados sobre a fronteira 

buscam o máximo aumento equiproporcional de produção dado o 

consumo observado e, na segunda orientação, a maior redução 

equiproporcional do consumo para a produção observada”. (PAIVA, 
2000, p. 42), 
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 E complementa Belloni (2000, p. 69) “Os modelos apresentam também regiões de 

viabilidades distintas. A região viável do Modelo BCC é restringida a combinações convexas 

dos planos de produção observados, o que é caracterizado pelos retornos variáveis de escala. 

Como consequência, considerando a orientação do produto, o indicador de eficiência do 

Modelo BCC é menor ou igual ao indicador de eficiência do Modelo CCR”. (grifo nosso) 

 No que se refere aos indicadores de eficiência, ao se considerar a orientação ao 

produto, temos o indicador de eficiência de escala (EEs) que pode ser representado pela 

formulação: 

 66-	(�� , ��) = 	 7	(89,:9)7;	(89,:9),               (2.19) 

 
Onde 66-	(�� , ��) = Eficiência de Escala             (2.20) 
 6<	(�� , ��) = Eficiência Produtiva            (2.21) 
 6=	(�� , ��) = Eficiência Técnica             (2.22) 
 

 

KASSAI (2002, p. 77) resume: 

• Se o indicador de eficiência produtiva for igual a 1, a unidade opera em 
eficiência produtiva e deve ter os demais indicadores iguais a 1. 

• Se o indicador de eficiência produtiva for superior a 1, a unidade analisada 
apresenta ineficiência produtiva, que pode ser decorrente de ineficiência 
técnica ou de escala. 

• Se o indicador de eficiência técnica for igual a 1, a ineficiência produtiva é 
decorrente de a unidade operar em uma escala inapropriada. 

• Se o indicador de eficiência técnica for maior que 1, a unidade opera com 
ineficiência técnica. Calcula-se, então, o indicador de eficiência de escala para 
constatar se a unidade opera com eficiência de escala. 

• Se o indicador de eficiência de escala for igual a 1, toda a ineficiência é 
decorrente de fatores técnicos.  

• Se o indicador de eficiência de escala for maior que 1, a unidade analisada 
apresenta fatores de ineficiência técnicas e de escala. 

 

2.7 Condições de Aplicação do DEA 

 Para que o método da Análise Envoltória de Dados funcione adequadamente, é 

necessário algumas condições de aplicação. São eles:  

• Necessita unidades comparáveis; 

• Essas unidades comparáveis devem atuar nas mesmas condições de mercado; 
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• Os tipos de inputs/outputs sejam os mesmos para todas as DMUs; 

• Dados numéricos disponíveis; 

• Uma quantidade de inputs menor que a de outputs é preferível. 

 

2.8 Classificação das Variáveis 

Uma das grandes dificuldades encontradas pelos gestores é quanto à classificação das 

variáveis, o que não é um processo trivial e dependerá da experiência dos gestores do 

processo de acordo com o objetivo da análise.  

Para BATISTA (2009) “Ao definir determinada variável como entrada ou saída no 

modelo, estamos na verdade considerando o modo pelo qual seu incremento influencia o 

desempenho da unidade sendo avaliada. A participação dos gestores nesse processo é 

imprescindível”.  

Uma sugestão para auxiliar nesse processo de escolha das variáveis é citada por 

COOPER, SEIFORD e TONE (2006) apud BATISTA (2009, p. 53) diz: “Tomando por base 

a razão de eficiência, saídas/entradas, basta o decisor perguntar se um aumento na variável irá 

melhorar ou piorar o índice de eficiência de acordo com o objetivo pretendido na análise. Se o 

indicador melhorar, deve ser tratado como saída, e se piorar, como entrada”. 

2.9 Escolha e Aplicação do Modelo 

Ao escolher um modelo particular, determina-se: 

• As propriedades implícitas dos retornos de escala; 
• A geometria da superfície de envelopamento dos dados, que tem 

relação com as medidas de eficiência; 
• As projeções de eficiência, ou seja, o caminho das DMUs (unidade 

de tomada de decisões) ineficientes até a fronteira de 
eficiência.(CHARNES et al., 1994) 

  
O benchmark das unidades ineficientes é determinado pela projeção destas nas 

fronteiras de eficiência. A determinação do modelo se dá pela forma como é realizada essa 

projeção: quando for orientada a inputs, a eficiência será atingida por uma redução 

equiproporcional de entradas, mas serão mantidas as saídas constantes; e quando for orientada 

a outputs, ao se maximizar serão atingidos os resultados sem diminuir os recursos. 
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2.10 Ranking de Desempenho em DEA 

Os modelos tradicionais de DEA não permitem ranquear a DMU, especialmente os 

mais eficientes. Além disso, é possível na Análise Envoltória de Dados que algumas das 

DMUs ineficientes possuem, de fato, melhor desempenho em geral que determinadas DMUs 

tidas como eficientes. Isto é por causa do problema sem restrições da flexibilidade do peso 

nesse método.  

Na determinação de um problema de eficiência relativa, permite pesos dos fatores 

irrestritos (��	>	�#	). Assim, uma DMU pode alcançar uma pontuação elevada de eficiência em 

relação ao ser envolvido em um esquema de peso razoável (DYSON e & 

THANNASSOULIS, 1988; WONG e & BEASLEY, 1990).  

Tais DMUs ‘pesadas’ possuem poucas medidas favoráveis e ignoram completamente 

os outros inputs e outputs. Estas DMUs podem ser consideradas como membros de nicho e 

não são bons em desempenhos globais. Eficiência cruzada em DEA é um método que poderia 

ser utilizado para identificar os bons desempenhos globais e efetivamente ranquear as DMUs 

(SEXTON et al., 1986).  

Eficiência cruzada é um método que avalia o desempenho de uma DMU considerando 

o input ótimo e os pesos do output (�� 	>	�#	) das outras DMUs. Os resultados podem ser 

agregados em uma matriz de eficiência cruzada (CEM, do inglês, cross-efficiency matrix). No 

CEM, o elemento na linha e na coluna representam a eficiência da DMU quando avaliados em 

relação aos pesos ideais da DMU.  

Assim, a DMU que tem um ótimo desempenho, deverá ter várias pontuações altas de 

eficiência cruzada ao longo da coluna no CEM. Da mesma forma a DMU com um baixo 

desempenho deve ter vários valores baixos. Os meios de coluna podem ser computados para 

efetivamente diferenciar um bom desempenho de um desempenho ruim (BOUSSOFIANE et 

al, 1991). 

Uma limitação na utilização da matriz de eficiência cruzada é que os pesos dos fatores 

obtidos na Equação (2.18) podem não ser únicos. Essa limitação pode prejudicar a eficácia da 

CEM em discriminar entre desempenhos bons e ruins. Algumas outras técnicas têm sido 

propostas para a obtenção de pesos dos fatores robustos para utilizar na construção da CEM.  

DOYLE e GREEN (1994) desenvolveram um conjunto de formulações para esta 

finalidade. O que é mais apropriado para esta discussão é a formulação agressiva, que 
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identifica pesos ideais, que não só maximizam a eficiência de uma unidade, mas também 

minimizam a eficiência da unidade média que é construída a partir da outra n - 1 unidade.  

TALLURI (2000) propôs uma variação do modelo de DOYLE e GREEN (1994), na 

qual compara um par de DMUs de cada vez. Neste modelo, a DMU alvo (avaliador) não só 

maximiza a eficiência, mas também minimiza a pontuação da eficiência de cada unidade, por 

sua vez. Assim, os pesos ideais da DMU alvo podem variar, dependendo da ‘concorrência’ a 

ser avaliada. Em essência, a DMU alvo pode envolver várias estratégias (soluções ótimas ou 

os pesos de input e output), isto é, que enfatiza seus pontos fortes, que são as fraquezas de um 

concorrente específico. Estes resultados podem ser incorporados em uma CEM para 

identificar bons desempenhos globais. 

Assim, ampliando o exemplo dado no parágrafo anterior, baseando-se no trabalho de 

COOK et al. (1996), SARKIS e TALLURI (1999), ambos propuseram uma combinação de 

modelos que permitiram uma classificação mais eficaz de DMUs na presença tanto de fatores 

quantitativos, como fatores qualitativos. Estes modelos também são baseadas em avaliações 

cruzadas em DEA. 

Vários autores propuseram outros métodos, mas talvez um grande modelo de 

classificação foi proposto por Andersen e Petersen (1993). Neste modelo, a DMU testada é 

removida permitindo que o conjunto de restrições das DMUs para atingir um ganho de 

eficiência maior do que 1, o que proporciona um método de classificação para unidades 

eficientes e ineficientes. 

2.11 Os Pesos 

Na Análise Envoltória de Dados, dos fatores que mais divergem a opinião de 

pesquisadores é em relação a qual peso atribuir à otimização. Pela formulação tradicional, 

restringe-se o peso dos inputs e outputs a valores maiores ou iguais a zero.  

Para utilizar pesos de forma a evitar a ocorrência de DMUs pseudoeficientes, uma 

alternativa utiliza a regra não-Arquimediana que auxiliam no controle e monitoramento dos 

recursos que são aplicados, pois é possível acrescentar fatores e variáveis de naturezas 

distintas. 

Assim, na formulação de DEA, considere um conjunto de n DMU, com cada DMU j, 

(j = 1, ..., n), utilizando m entradas xij (i = 1, ..., m) e gerando s saídas yrj (r = 1, ..., s). Se os 
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preços ou multiplicadores ru , iv  associado com outputs r e inputs i, respectivamente, são 

conhecidas, em seguida, emprestando a teoria de custo/benefício, pode-se expressar a 

eficiência je  da DMUj como a relação das saídas ponderadas para entradas ponderadas, assim 

∑∑
i

iji

r

rjr xvyu                (2.23) 

De acordo com a Cook e Seiford (2009), a relação de custo/benefício é, obviamente, a 

base para a relação entre a produtividade da engenharia padrão. Na ausência de 

multiplicadores conhecidos, Charnes et al. (op. cit.) propuseram decorrentes multiplicadores 

apropriados para uma determinada DMU através da resolução de um problema de 

programação não-linear particular. Especificamente, se DMUo está sendo considerada, o 

modelo de Charnes et al. (1978) para a eficiência técnica de DMU que é dada pela solução do 

problema de programação fracionada: 
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            (2.24) 

onde ε é um valor não-Arquimediano projetado para cumprir a positividade estrita das 

variáveis. O problema na Equação (2.24) é conhecido como o modelo CCR, e prevê retornos 

constantes de escala (CRS). Observa-se no artigo original de 1978, que simplesmente 

restringem as variáveis a serem não-negativas (ε = 0); a imposição de um limite inferior 

estritamente positivo (ε > 0) foi introduzido em um artigo posterior ao original por Charnes et 

al. (1981). DEA tem sido universalmente reconhecida como uma ferramenta útil de avaliação 

de desempenho, mas muitas vezes mais de uma DMU é avaliada como DEA eficiente, o que 

faz com que ( )( )[ ] 1

11
1

−

== ∑∑ ++=
s

r ro

m

i io yxmsε  seja definida para chegar a uma solução neste 

problema. Mais detalhes sobre a forma de impor restrição de peso mínimo em todas as 

entradas e saídas, a fim de uma DMU total ou parcialmente discriminada pode ser encontrada 

em Wang et al. (2009). 

É essencial notar que o modelo da Equação (2.24) que envolve a relação de outputs 

para inputs é conhecido como o modelo orientado a input. Pode-se, assim, inverter essa 

relação e resolver o problema de minimização orientado ao output correspondente. Aplicando 

Charnes e Cooper (1962) a teoria de programação fracionária, fazendo a mudança das 
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variáveiss µr = tur e υi = tvi, onde ( ) 1−

∑=
i ioi xvt , o problema da Equação (2.25) pode ser 

convertido para um modelo de programação linear (PL): 
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            (2.25) 

 

2.12 Estimativa pela Máxima Verossimilhança 

O princípio da estimativa de máxima verossimilhança (maximum-likelihood estimative 

- MLE), foi desenvolvido por R. A. Fisher na década de 1920, diz que é um método que busca 

a distribuição de probabilidade e faz com que os dados observados sejam os mais “prováveis”, 

o que significa que deve-se buscar o valor do vetor de parâmetros que maximiza a função de 

verossimilhança (MYUNG, 2003). 

 Myung (op. cit.) elucida ainda que por conveniência computacional, a estimativa de 

máxima verossimilhança é obtida através da maximização da função de probabilidade 

logarítmica ln L(w|y). Isso ocorre pois duas funções, ln L(w|y) e L(w|y) são relacionados uns 

com os outros de modo que a mesma estimativa MLE é obtido através da maximização de 

qualquer um. 

Supondo-se que a função de log-verossimilhança ln L(w|y), é diferenciável, se ?@A7 

existe, ele deve satisfazer a seguinte equação diferencial parcial conhecida como a equação de 

verossimilhança: 

 

B CD A(E|:)BEG = 0                 (2.26) 

 

Onde ?# = ?#,@AH para todo i = 1, ..., k. Isso porque a definição de limites máximos 

ou mínimos de uma função contínua diferenciável implica que suas primeiras derivadas 

desapareçam nesses pontos. 
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Myung (op. cit.) explica que a equação de probabilidade representa uma condição 

necessária para a existência de uma estimativa de máxima verossimilhança. Assim, uma 

condição adicional deve ser igualmente observada para garantir que ln L(w|y), é um máximo e 

não o mínimo, já que a primeira derivada não pode revelar isso.  

Para ser um máximo a forma da função de log-verossimilhança deve ser convexo (ele 

deve representar um pico, e não um vale), na proximidade de ?@A7. Através do cálculo das 

segundas derivadas das log-verossimilhanças essa explicação é observada mostrando se são 

todos negativos em ?# =	?#,@A7 para i = 1, ...., k 

 

BI CD A(E|:)BEGI < 0                (2.27) 
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3 DEA DOIS ESTÁGIOS (TWO-STAGE) 

Muitos estudos utilizaram uma abordagem em duas fases, nos quais a eficiência é 

estimada na primeira fase, e, em seguida, as eficiências estimadas (ou, em alguns casos, as 

razões de eficiência estimadas, índices Malmquist, etc) são regredidas em co-variáveis 

(tipicamente diferentes dos utilizados na primeira fase), que são consideradas como 

representando as variáveis ambientais (SIMAR e WILSON, 2007).  

A abordagem em dois estágios é defendida por diversos autores entre eles Simar e 

Wilson (2007). Os autores apontam inúmeros outros trabalhos com Dois Estágios como 

Chilingerian e Sherman (2004), Ray (2004), e Ruggiero (2004); exemplos publicados 

recentemente incluem Cheng et al. (2000), Resende (2000), Worthington e Dollery (2000), 

Chakraborty et al. (2001), Mukherjee et al. (2001), Raczka (2001), Ralston et al. (2001), Isik 

e Hassan (2002), O’Donnell e van der Westhuizen (2002), Otsuki et al. (2002), Stanton 

(2002), Binam et al.  (2003), Chu et al. (2003), Wang et al. (2003), Barros (2004), Okeahalam 

(2004), Turner et al. (2004) e Leme et al. (2014). 

Fried et al. (1993, 1999b, 2002) regrediram os radias de folga de forma sutil à 

abordagem DEA tradicional fazendo com que as variáveis dependentes sejam funções de 

eficiências estimadas. 

Simar e Wilson (2007) apontam que nos levantamentos realizados nenhum dos 

estudos desta abordagem em dois estágios têm descrito o DGP (processo de geração de dados) 

subjacente, assim, uma vez que o DGP não foi descrito, há algumas dúvidas sobre o que está a 

ser estimado, em abordagens de dois estágios. 

Autores têm argumentado que as estimativas de eficiência da DEA estão de alguma 

forma censurando uma vez que existem normalmente diversas estimativas iguais a um, mas 

nenhum relato coerente de como a censura surge foi proposto (SIMAR e WILSON, op. cit.).  

Atualmente, os modelos propostos por Simar e Wilson (op. cit.) demonstram ser o 

mais adequado para lidar com amostras pequenas que induzem a alguns problemas de 

estimativa e inferência do segundo estágio decorrentes dessas amostras. 
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3.1 Um modelo estatístico 

O método proposto por Simar e Wilson (2007) aborda problemas utilizando o 

tradicional método de mínimos quadrados ordinários ou regressão de Tobit encontrados na 

análise de pequenas amostras, decorrentes de estimativa e à inferência do segundo estágio. 

No segundo estágio de DEA os escores obtidos são regredidos nas covariáveis pela 

estimativa demonstrada no modelo de regressão 

KL =	� M +	�           (3.1) 

Onde KL  é o estimador de DEA para o escore de eficiência e indica o uso de um 

modelo de regressão; �  é o vetor (1 x r) de variáveis exógenas ou não discricionárias; M é o 

vetor (r x 1) de parâmetros; e �  é o termo de erro. 

A princípio, os escores KOP , estimados são correlacionados, isso faz com que os pontos 

observados na fronteira estimada tendam a mudar os escores estimados para as demais 

unidades. 

Tendo os insumos e produtos correlacionados com as variáveis exógenas, �  o vetor, 

está correlacionado com o termo � . Ainda, pelo modelo, o estimador apresenta viés em 

direção a 1, e KOP  apresenta uma baixa taxa de convergência assintótica. 

Simar e Wilson (op. cit.) apontam que estudos que utilizaram a abordagem de dois 

estágios têm assumido, explícita ou implicitamente, que as empresas enfrentam certas 

variáveis ambientais z, e que estes restringem suas escolhas de entradas x e saídas y. No 

mundo real, o analista é confrontado com um conjunto de observações Φ�={(R# , S# , T#)}#��� . 

Para solucionar tais problemas, Simar e Wilson (op. cit.) propõem que seja utilizado 

um algoritmo que envolva o uso de regressão truncada e do processo conhecido por 

bootstrap.  

Bootstrap é um método de simulação que objetiva “(...) encontrar uma resposta à 

necessidade de testar a confiabilidade das estatísticas largamente utilizadas e estimar testes de 

hipóteses e intervalos de confiança mais próximos da verdadeira distribuição estatística, que é 

desconhecida” (BARROS e TENÓRIO JÚNIOR, 2010, p. 2). 

O primeiro algoritmo que mencionam, apenas melhora a inferência sobre M e o erro 

padrão de � . 
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O uso do segundo algoritmo é considerado o mais completo, pois pode corrigir o viés 

presente em KL , antes de que seja estimado M e V. 

 Ribeiro (2008) descreve detalhadamente o algoritmo de Simar e Wilson (2007) da 
seguinte maneira: 
 

1) Computar KL  para todas as unidades de decisão da amostra pelo uso do método DEA; 

2) Estimar a equação KL =	� M +	�  considerando-a uma regressão truncada, usando 

apenas as observações das unidades de decisão para as quais KL  > 1. Obter as 

estimativas de máxima verossimilhança MW	>	VX.  
3) Primeira etapa da correção do viés presente em KL , com a obtenção dos conjuntos de 

estimativas bootstrap Y = 	 ZKO[∗]^[��A� 	para todas as unidades de decisão. Repetir L1 

vezes os quatro passos seguintes: 

3.1) Para cada j = 1, ..., N, obter �  de uma distribuição N (0, VX∗_) truncada à esquerda 

em (1 - � MW). 
3.2) Para cada j = 1, ..., N, computa K ∗ =	� MW +	� . 

3.3) Faça	�# ∗ = 	�# KOP/K ∗uma medida do produto modificada. 

3.4)  Computar K ∗ (para  cada  j  =  1,  ...,  N). 

4) Segunda etapa da correção do viés presente em KL  (para cada j = 1, ..., N), com a 

obtenção do estimador corrigido KOPP , fazendo KOPP = 2KL −	KO∗]bbb, onde  o último termo é a média 

aritmética bootstrap de	KO∗]. 

5) Estimar a regressão truncada de KOPP  em � , obtendo as estimativas de máxima 

verossimilhança MWW 	>	VXL.. 

6) Obtenção dos conjuntos de estimativas bootstrap c = 	 deM∗],Vf∗]g[h[��
A_

. Repetir L2 

vezes os três passos seguintes: 

6.1) Para cada j = 1, ..., N, obter  de uma distribuição N (0, V_]]) truncada à esquerda em 

(1 - � MW). 
6.2) Para cada j = 1, ..., N, computar K ∗∗ =	� MWW +	� . 
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6.3) Com o uso do método de máxima verossimilhança, estimar a regressão truncada 

de  K ∗∗ em � , obtendo as estimativas M∗] e Vf∗]; 

7) Utilizar as estimativas MWW 	>	VXL	do passo [5] e os valores bootstrap em C para construir 

intervalos de confiança ou testar hipóteses sobre cada elemento de M e Vf. Por exemplo, se 

quisermos determinar o valor-p para uma dada estimativa M�]]< 0, basta computarmos a 

frequência relativa de estimativas bootstrap não negativas de M�∗]. 

Dos autores Simar e Wilson (op. cit.) vêm à sugestão de utilizar L1 = 100 para o 

cálculo da estimativa corrigida do escore de eficiência e L2 sendo 2.000 para estimativa de M 

e Vf. 
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4. OTIMIZAÇÃO MULTIOBJETIVO 

4.1 Aspectos gerais 

Um problema de Otimização Multiobjetivo com restrições de desigualdade pode ser 

representado de acordo com a função:  

 

       (4.1) 

 

Onde: p é o número de funções objetivo a serem minimizadas. Ambos podem ser não-

lineares. Em geral, não há solução x que minimize simultaneamente todas as funções. 

4.2 Fronteira de Pareto 

 Os problemas de otimização multiobjetivo se definem a partir da análise realizada no 

ordenamento das soluções, levando-se em conta os diversos objetivos. Assim, as soluções 

multiobjetivos, ou conhecidas como Soluções de Pareto, são as melhores soluções entre as 

quais não há como definir, partindo de avaliações funcionais objetivo, que uma determinada 

solução é melhor que a outra. 

Pode ser definido como conjunto de soluções não-inferiores, não-dominadas ou 

Pareto-ótimas que formam a “Fronteira de Pareto”, demonstradas nas Figuras 4.1 e 4.2. 

 
Figura 4.1 - Fronteira de Pareto não-inferior 

Fonte: Mathworks  
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Figura 4.2 - Fronteiras de Pareto e Pontos de Ancoragem 

Fonte: PAIVA (2012) 
 
 

Conforme Paiva (2012), retas “Normais” à linha de Utopia, igualmente espaçadas, 

conduzem a pontos da Fronteira de Pareto também igualmente espaçados (Even distribution).  

Pesos f(x) equidistantes não garantem que as Fronteiras de Pareto seja bem 

distribuídas (PAIVA, 2012). Dois elementos se destacam:  

� Pontos de ancoragem, que definem os extremos da fronteira; melhores valores da 

função objetivo; 

� Linha de utopia, um plano que compreende todos os pontos de ancoragem 

(hiperplano de utopia). 

 

4.3 Métodos de Programação Multiobjetivo (MOP - Multiple 
Objetctive Programing) 

Esses métodos são divididos quanto a duas estratégias de solução: por aglutinação e 

priorização. Geralmente, problemas de otimização multiobjetivo seguem a Equação (4.2): 
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 ��iR 	j(R) ∈ 	l
, R ∈ m	, 
 j:	o	ϲ	l� 	↦ ƴ	ϲ	l
, 
 
 s#	(R) ≤ 0; 		� = 1,… , v 
m =  / 	(R) % 0; 		+ = 1,… , w 
 R	 ∈ 	o 
                   (4.2) 
  

Os problemas multiobjetivos são caracterizados por: (I) m funções objetivos devem ser 

minimizadas simultaneamente. Em geral, são conflitantes (ou contraditórias), isso quer dizer 

que, ao minimizar um objetivo outro será maximizado; (II) o conjunto de soluções geralmente 

é grande, em alguns casos são infinitos. 

4.3.1 MOP: x-Method  

Método mais simples para a abordagem de “Priorização”. Sugerida por RITZEL et al. 

(1994) como uma alternativa simples na resolução de problemas de otimização multiobjetivo 

utilizando Algoritmos Genéricos (AG) que se baseia na minimização da função objetivo 

principal, considerando os demais objetivos como restrições de fronteira por certos níveis 

permitidos εi. Assim, uma otimização de objetivo único é dada para a função objetivo 

principal estando sujeita a restrições adicionais.  

 Resumindo: (I) Função mais importante é a função objetivo; (II) demais funções são 

restrições (de acordo com os limites). 

 

 

 

 (4.3) 

Onde: 
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4.3.2 MOP: Lexicográfica 

Sugerida por KURSAWE (1991), os objetivos são alocados conforme sua ordem de 

importância e o valor ótimo é obtido ao minimizar cada função objetivo conforme escolha.  

Resumindo: (I) Problemas de otimização individual, a partir da função objetivo mais 

importante; (II) cada passo, o valor ótimo é nova restrição no passo i+1, para a função 

seguinte.  

 

 
 
            (4.4) 
 

Onde            é o valor ótimo da i-ésima função objetivo individual. 

4.3.3 MOP: Soma Ponderada 

É uma estratégia de “Aglutinação” que consiste em criar uma única função objetivo de 

modo que seja somado cada um dos objetivos multiplicados por um peso, estes adquiridos por 

meio de parâmetros. 

A Equação (4.5) é descrita por SHIN et al. (2011) 

 

 

(4.5) 

 

Peso wi de acordo com importância no problema de otimização.  

4.4 Método do Critério Global (MCG) 

Também é uma estratégia de “Aglutinação”. Para este método, uma solução ótima é 

um vetor de variáveis de decisão o qual minimiza algum critério global. A função que 

descreve este critério global deverá ser definida de modo que seja obtido uma solução mais 

próxima possível da solução ideal. Considera alvos e o escalonamento das funções objetivo 

individuais.  

A Equação (4.6) é descrita por RAO (1996). 
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 (4.6) 

 

Onde fi(x*) é o valor alvo. 

 

4.5 Método Beta-Payoff 

Escalonamento das funções objetivo (acompanhada por pesos) e utiliza a estratégia de 

valores da matriz Payoff. A função (4.7) é descrita por GOVINDALURI e CHO (2007). 

 

 

 (4.7) 

 

Onde:  

           otimização individual de         , cf. restrições de interesse.  

         normalização dos múltiplos objetivos 

         , valor máximo da i-ésima função objetivo na matriz Payoff. 

4.6 Métricas LP 

Somas ponderadas com ou sem escalonamento das funções objetivo (acompanhada 

por pesos), também utiliza a estratégia de valores da matriz Payoff. Envolve também raízes 

enésimas das somas ponderadas. A função (4.8) é descrita por SHIN et al. (2011). 

 

 

 

 (4.8) 
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4.7 Erro Quadrático Médio (MSE -Mean Squared Error) 

Esse método é comumente utilizado em casos de Otimização Robusta (média x 

variância) ou Estocástica Não-linear Multiobjetivo. É necessário que esteja o mais próximo 

possível do alvo do valor da característica e com a menor variância, o que é equacionado pelo 

Erro Quadrático Médio (EQM, do inglês, MSE – Mean Squared Error). 

Aqui, as formulações de otimização demonstradas anteriormente são estendidas. 

A Equação (4.9) é descrita por Ardakani e Noorossana (2008). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
           (4.9) 
 
 
Envolve também raízes enésimas das somas ponderadas. O que difere entre os 

métodos de otimização multiobjetivo é a fronteira de cada um, que pode ser visualizada na 

Figura 4.3. 
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Figura 4.3 - Fronteiras dos Métodos 

Fonte: Paiva (2012) Notas de Aula (PSM-12) 
(a)-(b)MSE; (c) Soma Ponderada; e, (d) Beta-Payoff 

 
 

4.8 Vantagens e Desvantagens dos MOPs 

Encontra-se nos tradicionais Métodos de Programação Multiobjetivo algumas 

desvantagens. 

De acordo com Arroyo (2002) a principal desvantagem encontrada no Método de 

Soma Ponderada é que não é possível gerar todas as soluções Pareto-Ótimas quando o espaço 

objetivo não é convexo. 

Já no �-Method para construir o conjunto Pareto-ótimo, mesmo quando o espaço 

objetivo é não convexo, deve-se apenas variar o limite superior �#. Porém, se este limite não é 

adequado, o subconjunto de possíveis soluções obtido pode ser vazio, ou seja, não existe 

solução viável (PANTUZA JÚNIOR, 2011, p. 19) 

Embora ocorra limitações também na Análise Envoltória de Dados é possível abordar 

as vantagens do método para solucionar problemas dos mais diversos campos.  

Por se tratar de um método não-estocástico, a fronteira gerada pela DEA é suscetível a 

erros de medida e ao questionamento das propriedades estatísticas de seus resultados 

(CASADO, 2007). 
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Uma recuperação dessa problemática através de alternativas está na obra de Banker 

(1992) e a combinação de DEA com outros métodos em Marinho (1996). 

Já em Thanassoulis (1993) é possível visualizar uma extensa lista, elucidada com 

aplicações, onde aborda as vantagens e desvantagens do uso de DEA em relação aos modelos 

de regressão.  

Mello et al. (2000) apresentam como vantagens a capacidade de auxiliar estratégias de 

produção que maximizem as eficiências das DMUs que estão sendo avaliadas corrigindo as 

ineficientes através de determinação de alvos; e, também, a determinação da eficiência 

relativa das DMUs, pois cada uma é avaliada em relação a todas as outras que estejam sobre 

análise. 

Já Lins & Meza (2000) apontam a falta de necessidade em converter todos os insumos 

e produtos em unidades monetárias, facilitando o uso no setor público, onde em inúmeros 

casos é impossível essa conversão de unidades; e, as DMUs podem ser obtidas nos mais 

diversos campos desde que sejam comparáveis, isto é, possuam as mesmas condições de 

fatores para insumos e produtos, devendo ser os mesmos para cada unidade, se diferenciando 

apenas na intensidade ou magnitude. 

Azambuja (2002), no que se refere as limitações dos modelos DEA, aborda que a 

inclusão de nova(s) DMU(s) nos dados em estudo influencia no resultado, podendo reduzir os 

índices de eficiências que já foram estabilizados, como também além de não poder resultar no 

aumento da eficiência técnica de DMU, mas pode ocasionar o aumento da ineficiência; os 

resultados podem ser enviesados através da inclusão ou exclusão de insumos e produtos; por 

ser uma ferramenta não paramétrica é difícil formular hipóteses estatísticas; por utilizar 

Programação Linear para cada DMU durante o processo do estudo poderá exigir um tempo 

computacional elevado; e também, quando existem muitas variáveis no modelo, sejam 

insumos ou produtos, tenderá a ocorrer a incidência de muitas DMUs na fronteira de 

produção. 

Badin (1997) corrobora que DEA possui como limitação a quantidade de DMUs 

analisadas, pois exige que o número de DMUs seja, no mínimo, igual ao dobro que o número 

de insumos e produtos para assim, o modelo proporcionar resultados consistentes.  
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5. APLICAÇÃO DO MÉTODO DEA À OTIMIZAÇÃO 

DO PROCESSO DE SOLDAGEM PGMAW 

5.1 Características do Processo PGMAW 

Na soldagem Pulsada-GMAW (ou PGMAW), a condição ideal de transferência é a de 

uma gota por pulso e se distingue pela redução do diâmetro da gota até um determinado valor 

de corrente, conhecida como corrente de transição, ocorrendo o “estrangulamento da gota” na 

extremidade do eletrodo. Para que a condição de uma gota por pulso seja atendida, é 

necessário que o diâmetro da gota seja similar ao do eletrodo.  

Na soldagem PGMAW a corrente é quadrática, com os parâmetros operacionais lp, tp, 

lb e tb, respectivamente, corrente e tempo de pico e de base.  

Pode-se definir a Frequência de Pulso como: 

y = 	 1z� +	z[ 

 (5.1) 
  

 E o Ciclo de Carga como: 

 

M = 	 �{�{|	�} 	�	100%           (5.2) 

 

Onde  z� = tempo de pulso 

  z[ = tempo de base 

  

 No processo PGMAW, a frequência de pulso teórico é obtida dividindo a velocidade 

de fusão do eletrodo com impulsos de corrente através da massa de uma gota (BY, KIM e 

EAGAR, 1993): 

 

y� = @{���������.(�{)	.��           (5.3) 
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Onde �����	 = Taxa de fusão do eletrodo com corrente pulsada 

 ��	�� = Volume previsto da gota na �� (diâmetro da gota = diâmetro do arame) 

 �� = Densidade da gota 

 A taxa média de fusão para corrente quadrática pode então ser considerada como a 

soma das taxas de fusão medidas para corrente de base e para a corrente de pico (BY, KIM e 

EAGAR, 1993). 

 

�����	 = 	M	.�	. e��g + (1 − M)	.�	. (�[)        (5.4) 

 

Onde:  M = Ciclo de carga 

 �	e��g = Taxa de fusão na corrente de pico 

 �	(�[) = Taxa de fusão na corrente de base 

 

5.2 Variáveis do Processo GMAW 

 As variáveis do processo de soldagem podem ser reguladas para controlar as 

características do cordão, podendo afetar a penetração e a geometria do cordão de solda, como 

consequência afetam também as qualidades globais da solda.  

 Podem ser divididas em três grupos pertencentes a esse processo: pré-selecionadas, 

primárias e secundárias.  

As variáveis pré-selecionadas (conhecidas como variáveis fixas) são o diâmetro e o 
tipo de arame, o tipo de gás de proteção e sua vazão.  
As variáveis primárias reguláveis (conhecidas também com parâmetros de 
soldagem) controlam o processo depois que as variáveis pré-selecionadas foram 
determinadas. São elas a tensão do arco, a velocidade de alimentação do arame e a 
velocidade de soldagem.  
As variáveis secundárias, que também podem ser reguláveis, são, às vezes, difíceis 
de medir com precisão. Elas não afetam diretamente a formação do cordão, mas 
agem sobre uma variável primária que, por sua vez, provoca certa modificação nas 
características. São elas a distância do bocal até a peça, e os ângulos de ataque e de 
trabalho da tocha. O ângulo de trabalho é dado pela posição da tocha num plano 
perpendicular à direção de avanço (CORAINI, 2011, p. 21).  

  O processo GMAW pode ser utilizado com uma grande gama de materiais, 

necessitando assim uma correta seleção dessas variáveis como o arame utilizado (sua 

composição química e o diâmetro), gás de proteção (tipo e vazão), sentido de soldagem, entre 

outros (PAIVA et al., 2010). 
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5.3 Considerações Iniciais da Aplicação 

 Para demonstrar a função de aglutinação multiobjetivo através da Análise Envoltória 

de Dados, optou-se por um processo pulsado de gás de metal de solda a arco (PGMAW).  

Assim, para otimizar as variáveis de saída que afetam as características de qualidade 

de solda PGMAW, adotou-se a abordagem de DEA de modo que maximize e minimize 

algumas características simultaneamente. 

O processo PGMAW apresenta muitas particularidades. Estas referem-se 

principalmente a evitar os inconvenientes do modo globular. Ao mesmo tempo, o processo 

alcança os benefícios do spray de transferência utilizado no processo tradicional de gás de 

metal de soldagem a arco (GMAW). O PGMAW é caracterizado por uma pulsação de 

corrente entre um fundo de baixo nível de corrente e de alto nível de pico de corrente. Os 

impulsos de corrente, de tal forma que uma corrente média é sempre abaixo do nível de limiar 

de transferência de pulverização. A corrente de base é usada para manter o arco quando 

correntes de pico são longos o suficiente para garantir que não há o desapego das gotículas de 

fundição (PRAVEEN et al., 2005). 

No processo MIG tradicional, o modo de transferência de metal globular ocorre 

quando o sistema está em funcionamento em baixa corrente de solda. O modo modular é 

caracterizada pela formação periódica de gotas grandes no exterior dos eletrodos. A formação 

de gotículas grandes faz com que o processo pare de sofrer de instabilidade do arco e uma 

falta de controle sobre as gotículas fundidas. Enquanto o modo de pulverização oferece uma 

elevada taxa de deposição, para alguns materiais, a corrente mínima é demasiado elevada. 

Outras desvantagens incluem a sua grande entrada de calor (...) (PRAVEEN et al., 2005). 

No processo experimental realizado por PAIVA et al. (2010), foi utilizada uma fonte 

de energia elétrica em execução em uma taxa de corrente de modo pulsado. Essa fonte 

normalmente permite mais flexibilidade para ajustar os parâmetros. Ligado ao equipamento 

estava um trator mecânico usado para movimentar o maçarico ligado à velocidade de solda 

ajustável.  

Todos os testes de soldagem foram realizados usando uma técnica de solda na chapa 

(BOP – Gapped Bead-on-Plate). Foi usado um arame AWS ER 70S-6 com um diâmetro de 

1,2 mm. O tipo de material base foi ABNT 1045 com 120×40x6 mm. O gás de proteção é 

uma mistura de argônio + 25% de CO2 com um fluxo constante de 15 l/min. A velocidade de 

soldagem foi mantida constante a 40 cm/min, e para todos os ensaios realizados e a distância 
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de contato do bico com a placa utilizada foi de 22,5 mm. Os parâmetros de soldagem obtidos 

através da metodologia de Superfície de Resposta (RSM) com Arranjo Composto Central 

(Central Composite Design - CCD) e dos níveis encontram-se descritos na Tabela 5.1.  

 

Tabela 5.1 – Parâmetros do Processo 

Parâmetros 
 

Símb. 
 

Unid. 
 

Nível 

-2 -1 0 1 2 

Corrente de pico lp Ampere 245 280 315 350 385 
Corrente de base lb Ampere 55 70 85 100 115 
Ciclo de trabalho Ca % 35 40 45 50 55 
Taxa de alimentação do 
arame 

f m/min 4.5 5 5.5 6 6.5 

 

De acordo com GHOSH et al.(2007), a fim de obter o ciclo de trabalho (Ca) foi 

utilizada a Equação (5.5), tempo de pico (tp) é o tempo máximo e foi mantido fixo em 4 ms e 

o tempo de base (tb) variando de acordo com o nível desejado: 

 

Ca = 
����|�[           (5.5) 

Após a soldagem, todas as amostras de teste foram seccionadas transversalmente, 

polidas e tratadas quimicamente, e a penetração (p), reforço (r), largura (w) e a área global (A) 

do cordão de solda foram determinadas. Além disso, a convexidade do cordão de solda (Cl) 

foi determinada pela relação entre o reforço (R) e a largura (W). Os parâmetros e respostas do 

processo são demonstrados na Tabela 5.2 e as respostas para o projeto CCD na Tabela 5.3 

 

Tabela 5.2: Parâmetros e Respostas do Processo 

PARÂMETROS RESPOSTAS 

Corrente de pico (lp) Penetração (P) 

Corrente de base (lb) Largura (W) 

Ciclo de Trabalho (Ca) Reforço (R) 

Taxa de Alimentação do Arame (f) Área Global (A) 

 Convexidade do Cordão (CI) 



59 

 

Tabela 5.3 – Parâmetros de soldagem e respostas para o projeto CCD 

Parâmetros Respostas 

N lp lb Ca f P, mm R, mm W, mm CI A, mm2 

1 280 70 40 5 1,60 2,87 7,70 37,20 20,70 
2 350 70 40 5 1,60 2,9 0 6,60 44,40 19,00 
3 280 100 40 5 1,70 2,80 7,00 39,60 20,70 
4 350 100 40 5 1,87 3,10 6,30 43,00 18,70 
5 280 70 50 5 1,90 3,00 7,30 41,60 23,20 
6 350 70 50 5 1,66 3,70 6,00 52,50 20,90 
7 280 100 50 5 1,96 2,90 8,10 35,50 21,50 
8 350 100 50 5 1,90 3,30 7,90 38,00 22,80 
9 280 70 40 6 1,20 3,48 7,30 46,00 20,70 
10 350 70 40 6 1,90 3,10 8,10 38,90 24,90 
11 280 100 40 6 1,22 3,50 7,20 48,30 23,00 
12 350 100 40 6 1,95 3,10 8,60 35,90 27,00 
13 280 70 50 6 2,10 3,20 8,10 39,20 25,70 
14 350 70 50 6 2,08 3,20 8,70 36,40 25,10 
15 280 100 50 6 1,96 3,00 8,40 36,40 25,50 
16 350 100 50 6 2,30 3,20 9,20 28,50 28,40 
17 245 85 45 5,5 1,85 3,00 8,80 40,00 29,00 
18 385 85 45 5,5 2,29 3,12 8,10 38,10 27,00 
19 315 55 45 5,5 1,79 2,91 8,50 34,50 21,70 
20 315 115 45 5,5 2,20 3,00 9,30 29,10 26,00 
21 315 85 35 5,5 1,42 3,00 7,60 39,50 22,30 
22 315 85 55 5,5 2,10 3,40 9,20 32,70 28,30 
23 315 85 45 4,5 1,80 2,80 6,00 46,40 17,40 
24 315 85 45 6,5 2,02 3,20 8,10 39,50 26,80 
25 315 85 45 5,5 2,60 3,25 8,80 36,20 30,70 
26 315 85 45 5,5 2,10 3,30 8,10 40,70 27,60 
27 315 85 45 5,5 2,20 3,30 8,70 38,10 28,90 
28 315 85 45 5,5 2,50 3,10 8,00 38,80 26,90 
29 315 85 45 5,5 2,32 3,35 7,80 42,00 28,00 
30 315 85 45 5,5 2,40 3,30 8,30 39,80 30,10 
31 315 85 45 5,5 2,40 3,10 8,40 36,90 25,90 

 

Uma vez que é calculada a eficiência para cada experimento em um CCD (do inglês, 

Central Composite Design), esse índice de multirresposta é utilizado como uma variável 

dependente. Procedendo como a Metodologia de Superfície de Resposta (RSM) tradicional, 

os coeficientes do modelo são obtidos empregando o método dos Mínimos Quadrados 
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Ordinários. Após a inspeção da significância individual, é possível decidir se o modelo 

quadrático reduzido ou  completo deve ser adotado.  

Quando trabalha-se com a Análise Envoltória de Dados, busca-se calcular a eficiência, 

assim, com o cálculo da eficiência é possível estimar o impacto das variáveis nos fatores 

através da regressão truncada, e a partir desse momento, a reamostragem (bootstrap) do erro. 

Para esse erro são gerados números aleatórios a fim de calcular o intervalo de confiança dos 

coeficientes (ou o viés dos coeficientes).  

Ao trabalhar com uma minimização, a Equação (5.6) 

 min	 �� ���� + ��� +	M�,          (5.6) 

 

A derivada de f é 

 ���8 = �� + � = 0,            (5.7) 

 

Onde 

�� = 	−�,             (5.8) 

  

E o x 

� = 	−	���. �            (5.9) 

 

Dessa forma, a expressão de Q, a matriz de regressão da forma quadrática é 

 

� =	 �2M��M�_M��M�� 		 M�_2M__M_�M_�
		 M��M_�2M��M��

		 M��M_�M��2M���,                   (5.10) 

 

 Da mesma forma para b, coeficiente de regressão, e, a estrutura da regressão (b.x) 
respectivamente 
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� = 	 �M�M_M�M� 	�,                      (5.11) 

 

� = 	 ����_����	�,                      (5.12) 

Assim, a resposta obtida é representada por 

� = 	M� +	M��� +	M_�_ +	M��� +	M��� + M����_ + M__�__ +	M����_ +	M����_ +	M�_���_ +	M������ +	M������ +	M_��_�� +	M_��_�� +	M������ + 	�,              (5.13) 

 

 Pode-se, assim, estimar os fatores pela máxima verossimilhança. A sequência do 

procedimento para aplicação da Análise Envoltória de Dados em problemas de otimização 

multiobjetivo acontece em etapas descritas no Fluxograma 5.1. 

 

Fluxograma 5.1 – Sequência de procedimento para aplicação de DEA 2 Estágios para 
otimização multiobjetivo 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Início 

Realizar Experimento 

Armazenar respostas 

Modelagem individual 

Fixar Outputs e Inputs 

Rodar DEA  

Armazenar resultados obtidos 

R² é 
adequado 
≥75%? 

Remodela o CCD em 
função da eficiência (ξ) 

até ser ≥75% 

Realizar a otimização do processo 
pelo modelo quadrático da eficiência 

(ξ) 

Fazer experimento de confirmação Fim Modelagem do CCD em 
função da eficiência (ξ) 

Bootstrapping 
Não 

Sim 

Estimar novas eficiências (ξ) para o 
melhor modelo quadrático e verificar 

discriminação das DMUs 
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Primeiramente é necessário realizar o experimento. Nesse caso, o objeto é o processo 

experimental de solda PGMAW realizado por PAIVA et al. (2010). Para auxiliar esse estudo, 

optou-se por utilizar o software Matlab®. Por ser um programa de programação, as respostas 

de cada variável e característica (P, W, A, R e CI) do cordão de solda para cada um dos 31 

experimentos deverão ser armazenadas. Na Tabela 5.4, tem-se os dados do experimento 

realizado para 31 unidades de tomada de decisão (DMU). 

 

Tabela 5.4 – Dados do Experimento com 31 DMUs  

DMU Outputs Inputs 
P W A R CI 

1 1,60 7,70 20,70 2,87 37,20 
2 1,60 6,60 19,00 2,90 44,40 
3 1,70 7,00 20,70 2,80 39,60 
4 1,87 6,30 18,70 3,10 43,00 
5 1,90 7,30 23,20 3,00 41,60 
6 1,66 6,00 20,90 3,70 52,50 
7 1,96 8,10 21,50 2,90 35,50 
8 1,90 7,90 22,80 3,30 38,00 
9 1,20 7,30 20,70 3,48 46,00 

10 1,90 8,10 24,90 3,10 38,90 
11 1,22 7,20 23,00 3,50 48,30 
12 1,95 8,60 27,00 3,10 35,90 
13 2,10 8,10 25,70 3,20 39,20 
14 2,08 8,70 25,10 3,20 36,40 
15 1,96 8,40 25,50 3,00 36,40 
16 2,30 9,20 28,40 3,20 28,50 
17 1,85 8,80 29,00 3,00 40,00 
18 2,29 8,10 27,00 3,12 38,10 
19 1,79 8,50 21,70 2,91 34,50 
20 2,20 9,30 26,00 3,00 29,10 
21 1,42 7,60 22,30 3,00 39,50 
22 2,10 9,20 28,30 3,40 32,70 
23 1,80 6,00 17,40 2,80 46,40 
24 2,02 8,10 26,80 3,20 39,50 
25 2,60 8,80 30,70 3,25 36,20 
26 2,10 8,10 27,60 3,30 40,70 
27 2,20 8,70 28,90 3,30 38,10 
28 2,50 8,00 26,90 3,10 38,80 
29 2,32 7,80 28,00 3,35 42,00 
30 2,40 8,30 30,10 3,30 39,80 
31 2,40 8,40 25,90 3,10 36,90 
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Em seguida, um novo documento para programar o DEA no Matlab® deve ser criado 

e os dados utilizados devem esclarecer quais são os inputs (matriz de insumos para R e CI), 

os outputs (matriz de produtos para P, W e A), qual orientação que esta deverá seguir 

(insumo ou produto) e por fim, qual o modo de retorno de escala será aceito (constante, 

variável, etc.). Na tabela 5.5 é possível verificar os pesos alocados a cada dado do 

experimento. 

 

Tabela 5.5 – Pesos do Experimento com 31 DMUs  

DMU Pesos dos Outputs Peso dos Inputs 
vP vW vA uR uCI 

1 1 3,8581 1 107,1648 1 
2 35,1879 1 2,4887 182,3795 1 
3 1 1 1 84,8153 1 
4 55,2351 1 1 103,2062 1 
5 78,9116 1 4,0796 259,6271 1 
6 1 1 9,3387 1 1 
7 1,6686 1,8253 1 104,2665 1 
8 1 1 1 1 1 
9 1 1 2,2948 1 1 

10 1 8,6388 9,1171 91,0881 1 
11 1 1,4403 2,3475 1 1 
12 1 8,3962 5,3647 88,2388 1 
13 59,1531 1 1 166,8184 1 
14 1 1 2,3352 1 1 
15 1 1 1 72,4834 1 
16 1 1 3,5340 1 1 
17 1 1 6,2451 60,9538 1 
18 62,2979 1 1 166,8184 1 
19 1 2,6679 1 95,1989 1 
20 1 1 1,6632 55,3005 1 
21 1 11,0236 1 88,5354 1 
22 1 1 1 1 1 
23 1 1 1 79,7913 1 
24 1 1 11,0274 75,3049 1 
25 3,2808 1 4,7942 1 1 
26 1 1 9,3672 1 1 
27 1 1,4403 9,2898 1 1 
28 49,3930 1 1 92,8227 1 
29 1 1 6,8630 1 1 
30 1 1 8,4326 1 1 
31 54,7986 1 1 128,0951 1 
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Com os dados das 31 DMUs para estabelecer um processo PGMAW altamente 

confiável, é preciso descobrir os parâmetros importantes e níveis que são ligados ao P, W, e A 

(penetração, largura e área, respectivamente), onde estes deverão ser maximizados. Já R e CI 

(reforço e índice de convexidade, respectivamente), deverão ser minimizados. 

 

Maximizar 

Penetração (Penetration) P 

Largura (Width) W 

Área global (Area) A 

Minimizar 
Reforço (Reinforcement) R 

Índice de Convexidade (Convexity Index) CI 

 

 

Em seguida, de forma rápida, roda-se o DEA. O programa calcula as eficiências e 

armazena os dados obtidos.  

Os fatores que serão controlados, lp, lb, Ca e f e as respostas P, W, A (max), R e CI 

(min). 

A eficiência calculada de cada um será realizada com base nesses fatores para que 

sejam encontrados os maiores e melhores valores possíveis deles. 

Esse trabalho está orientado a output e a literatura menciona que se a função analisada 

for eficiente seu resultado será 1. Se for acima de 1 é ineficiente pois indica que poderia ter 

sido feito mais com aquilo que realmente foi feito. Dessa forma, a formulação deseja 

minimizar a função objetivo, onde encontra-se uma regressão. 

Assim, 

 � = y	(�v, ��, c�	>	y) + 	�	 > 1                  (5.14) 

 

Pode-se encontrar os melhores valores de �v, ��, c�	>	y, através da máxima 

verossimilhança.  

Através da estimativa por máxima verossimilhança (maximum-likelihood estimation) é 

possível estimar os parâmetros de um modelo estatístico. Dessa forma, possuindo dados e 

existindo um modelo estatístico, é possível estimar valores para os diferentes parâmetros do 

modelo, de forma a maximizar a probabilidade dos dados amostrados, em busca de 

parâmetros que maximizem a função de verossimilhança. 
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A resposta obtida nunca poderá ser menor que 1. Esse processo é denominado 

regressão. 

Para esse trabalho, utilizou-se o modelo quadrático onde apenas um ponto de mínimo 

pode ser encontrado, mesmo tendo a limitação com o número de experimentos, apenas 31.  

Mas ao calcular a eficiência (E) para cada função existe um erro (ɛ) associado, assim, 

 

6� +	��; 			6_ +	�_; 			6� +	��; 	,… .	6�� +	���                 (5.15) 

 

Dessa forma, inicia-se a geração de números aleatórios a partir do erro. Isso faz com 

que o valor da eficiência mude. Quando a eficiência se altera, altera-se também o input e 

output, por isso, é possível criar-se uma distribuição envolta a cada um deles. Tem-se então, a 

primeira fase da Análise Envoltória de Dados. 

É rodado o DEA no Matlab para as 31 DMUs a programação que sugere que seja 

alterada a formulação correspondente para cada DMU. Os resultados de cada eficiência são 

armazenadas na Tabela 5.6 para comparação onde as respostas encontradas no primeiro 

estágio do DEA enviesado. Devido à simplicidade desse método, a otimização das 31 DMUs 

poderia ser realizada no aplicativo Solver do Microsoft Excel®. 

 

Tabela 5.6 – DEA Primeiro Estágio 

DMU DEA 

1 1,0325 
2 1,2214 
3 1,0000 
4 1,3168 
5 1,1360 
6 1,4675 
7 1,0000 
8 1,1733 
9 1,2721 
10 1,1252 
11 1,2624 
12 1,0522 
13 1,1234 
14 1,0654 
15 1,0605 
16 1,0000 

 

DMU DEA 

17 1,0000 
18 1,0478 
19 1,0000 
20 1,0000 
21 1,2047 
22 1,0004 
23 1,0000 
24 1,1051 
25 1,0000 
26 1,0961 
27 1,0301 
28 1,0000 
29 1,0964 
30 1,0199 
31 1,0142 
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Nota-se que 9 DMUs (3, 7, 16, 17, 19, 20, 23, 25 e 28) são tidas como referências pois 

atingiram a eficiência máxima 1.  

Para essa eficiência é gerada uma superfície de resposta que será otimizada no 

segundo estágio de DEA. 

 O próximo passo é utilizar o bootstrap, função utilizada para calcular a produtividade 

através do Índice Malmquist. Cria-se o DEA, identificando input e output, de acordo com a 

orientação do modelo e em seguida é reamostrado o erro. De forma simples, é calculado 

inúmeras vezes o DEA (neste estudo foram 100 vezes). Têm-se assim as eficiências 

corrigidas, ou seja, os tetas obtidos já possui o erro aleatório de previsão do modelo. 

A partir desse ponto, começa a Análise Envoltória de Dados no Segundo Estágio. 

Quando a eficiência é novamente calculada, a segunda fase começa a ser aplicada, 

utilizando as eficiências calculadas corrigidas, mantendo-as fixas. O programa continua 

gerando números aleatórios para o erro, como também continua recalculando os fatores, ou 

seja recalculando a distribuição dos coeficientes. 

 É importante ressaltar que no primeiro estágio tem-se uma distribuição de eficiência, 

e, no segundo estágio, uma distribuição da regressão dos fatores, os coeficientes da regressão 

(��, ��, �_) que eram fixos se tornam função de probabilidades. 

 Um modelo de regressão linear simples é dado pela expressão 

 

¡ = 	M� + M�¢ + �                (5.16) 

 

 Onde a variável dependente (ou de resposta) representada por Y está relacionada a 

uma variável independente (ou regresso) representada por x. O erro aleatório se dá por ɛ. Já M� e M� são os coeficientes de regressão. 

O que o programa criado no Matlab® realiza durante esse processo é que as 

eficiências não são mais cálculos, mas sim os fatores, e estas serão corrigidas para as 31 

DMUs, podendo ser representadas como: 

 

6�(£	��#�#�	) +	��(£	��#�#�	); 			6_,£	��#�#�	. +	�_,£	��#�#�	.; 			6�,£	��#�#�	. +	��,£	��#�#�	.; 	,… .	6��,£	��#�#�	. +	���,£	��#�#�	.            (5.17) 
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Para esse estágio no programa Matlab® foi utilizado o comando  

 

[h,h_e,h_b,iDMU,h_b_mu,h_b_s,bias] = bootstrapdea(input,output,B,'output','VRS','2estagios',0,x); 
 

Onde cada letra ou sigla está vinculado a uma ordem de execução ou aos dados, 

previamente estipulados durante a parte inicial de montagem do programa. 

Os resultados obtidos para o Segundo Estágio de DEA é representado na Tabela 5.7. 

 

Tabela 5.7 – DEA Segundo Estágio 

DMU DEA 

1 1,0639 
2 1,2752 
3 1,0459 
4 1,3633 
5 1,1798 
6 1,5090 
7 1,0196 
8 1,1884 
9 1,2906 
10 1,1511 
11 1,2758 
12 1,0731 
13 1,1418 
14 1,0791 
15 1,0928 
16 1,0063 

 

DMU DEA 

17 1,0330 
18 1,0824 
19 1,0751 
20 1,1117 
21 1,2660 
22 1,0069 
23 1,0989 
24 1,1283 
25 1,0428 
26 1,1185 
27 1,0464 
28 1,0400 
29 1,1267 
30 1,0469 
31 1,0465 

 

 

É possível verificar se é o modelo orientado a input ou output somente notando que 

todos os valores obtidos são maiores que 1, isso significa que é orientado a output. 

Uma dúvida que pode surgir é como verificar qual variável é eficiente nesse caso? 

Quando seria utilizado de insumo ou produto de outra? 

Considere a DMU1 = 1,0639. 

Diz-se que a DMU1 indica que poderia ter produzido 6% a mais quantidade de 

produtos que produziu com os mesmos insumos utilizados, como também poderia ter um 

ponto mais eficiente do que o encontrado na fronteira. A sua produção se baseia na DMU 
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vista como eficiente que possui a melhor combinação de parâmetros para a produção máxima 

desse processo. 

As eficiências encontradas demonstram que todas as DMUs estão próximas a 1. As 

que se encontram mais próximas a 1, que referem-se as DMUs eficientes são 16 (1,0063) e 22 

(1,0069). Das 9 DMUs encontradas como eficientes no primeiro estágio, apenas 2 continuam 

sendo eficientes e são apresentadas na Tabela 5.8. 

 

Tabela 5.8 – Resultados DEA para Primeiro e Segundo Estágios 

DMU 
DEA 

Primeiro 
Estágio 

DEA 
Segundo 
Estágio 

1 1,0325 1,0639 
2 1,2214 1,2752 
3 1,0000 1,0459 
4 1,3168 1,3633 
5 1,1360 1,1798 
6 1,4675 1,5090 
7 1,0000 1,0196 
8 1,1733 1,1884 
9 1,2721 1,2906 
10 1,1252 1,1511 
11 1,2624 1,2758 
12 1,0522 1,0731 
13 1,1234 1,1418 
14 1,0654 1,0791 
15 1,0605 1,0928 
16 1,0000 1,0063 

 

DMU 
DEA 

Primeiro 
Estágio 

DEA 
Segundo 
Estágio 

17 1,0000 1,0330 
18 1,0478 1,0824 
19 1,0000 1,0751 
20 1,0000 1,1117 
21 1,2047 1,2660 
22 1,0004 1,0069 
23 1,0000 1,0989 
24 1,1051 1,1283 
25 1,0000 1,0428 
26 1,0961 1,1185 
27 1,0301 1,0464 
28 1,0000 1,0400 
29 1,0964 1,1267 
30 1,0199 1,0469 
31 1,0142 1,0465 

 

 

Geralmente o retorno constante possui apenas uma referência, mas no retorno 

crescente, temos mais do que um ponto de ótimo. Já no retorno constante de escala, um 

número menor de DMUs ficarão perto da reta, assim serão poucas tidas como eficiente. Nesse 

estudo, a DMU tida como eficiente então é a 16 (referência para ela mesma) e a 22, que estará 

mais próxima da DMU referência. 

Para efeito de registro, os resultados obtidos para as Formulações apresentadas 

anteriormente para montar o programa no Matlab® tem-se: 
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a) Para a Equação 5.10, matriz da regressão da forma quadrática. Coeficientes dos 

termos não lineares do modelo quadrático completo da eficiência 

 

� = 	� 0,00000000000,00000000000,0000000000$0,0045824678		
0,00000000000,0001473819$0,00034662200,0000000000 		

0,0000000000$0,000346622090,00000000000,0000000000 		$0,00458246780,0000000000$0,01191057910,16139550154� 
 

b) Para a Equação 5.11, coeficientes de regressão. Coeficientes dos termos lineares 

do modelo quadrático completo  

� ! 	 � 0,02596922350,0020315829$0,00852331161,0356475421 		� 
Na Figura 5.1 verifica-se o Gráfico de Normalidade do Modelo Quadrático Completo 

obtido pela programação no Matlab® que demonstra a adequação do modelo empregado. 

  

 

Figura 5.1 - Gráfico de Normalidade do Modelo Quadrático Completo 
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Também a resposta obtida no processo de soldagem PGMAW tem sua adequação 

demonstrada através do comando surfc (x2,x4,f2) na Figura 5.2. 

 

Figura 5.2 – Gráfico da Superfície de Resposta 

Onde  

surfc (x2,x4,f2) 

Parâmetros 

DMU lp lb x2 Ca f x4 

16 350 100 50 6 
 

Conjunto-referência (unidades específicas contra as quais uma DMU particular está 

sendo comparada), alcançada ao combinar os parâmetros de controle obtidos através do ponto 

ótimo: a DMU 16, demonstrados na Tabela 5.9. 

 

Tabela 5.9 – Parâmetros de soldagem e respostas para o projeto CCD do ponto ótimo 

Parâmetros Respostas 

N lp lb Ca f P, mm R, mm W, mm CI A, mm2 

16 350 100 50 6 2,30 3,20 9,20 28,50 28,40 
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Assim, as respostas obtidas nessa otimização para os parâmetros de soldagem 

PGMAW foram: 

Penetração (Penetration) 2,30 mm 

Largura (Width) 9,20 mm 

Área global (Area) 28,40 mm
2 

Reforço (Reinforcement) 3,20 mm 

Índice de Convexidade (Convexity Index) 28,50 

 

Essas respostas acabam por fazer destes modelos de expressões as melhores respostas 

para que o controle do processo seja adequado, de forma que apresentam baixos erros quanto 

à previsão das respostas 

Pode-se concluir através da aplicação do método que a aglutinação baseadas em 

eficiência na qual abordou-se o método da Análise Envoltória de Dados (DEA) em problemas 

de otimização multiobjetivo utilizando os dados de soldagem PGMAW foi satisfatória, pois 

os resultados encontrados corroboram a boa adequação da proposta. 
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6. CONCLUSÕES 

6.1 Conclusões Gerais 

Esta dissertação abordou funções de aglutinação baseadas em eficiência onde utilizou 

uma abordagem de Análise Envoltória de Dados aplicada em um problema de otimização 

multiobjetivo. 

O método da Análise Envoltória de Dados (DEA) e algumas extensões metodológicas 

que poderiam ser utilizadas para melhorar o seu poder discriminatório na avaliação de 

desempenho. As principais vantagens desta técnica são que considera múltiplos fatores e não 

requer pressupostos paramétricos dos tradicionais métodos multivariados.  

Porém, existem alguns fatores críticos que devem ser considerados na aplicação desse 

método. Para citar (1) Os indicadores de eficiência podem ser muito sensíveis a alterações nos 

dados e dependem profundamente do número e do tipo de fatores considerados de input e de 

output. (2) De forma genérica, inputs podem incluir qualquer tipo de recurso utilizado por 

uma DMU e outputs podem variar conforme os produtos produzidos para uma variedade de 

medidas de desempenho e de atividade. (3) O tamanho do conjunto de dados analisados é 

também um fator de grande importância quando utilizamos modelos tradicionais de DEA.  

A principal contribuição desta dissertação foi proporcionar o desenvolvimento de 

otimizações multiobjetivo onde buscou-se identificar uma combinação ótima de parâmetros 

que deveriam ser maximizados e minimizados ao mesmo tempo utilizando dados da literatura.  

As conclusões obtidas são: 

• A otimização multiobjetivo de um processo de soldagem pode ser bem representada 

quando utilizado a Análise Envoltória de Dados (DEA); 

• Com o método de DEA foi possível realizar de forma satisfatória a otimização 

simultânea de múltiplos inputs com múltiplos outputs do processo de soldagem; 

•  A Análise Envoltória de Dados juntamente com dados de um processo de solda a 

arco pulsado (PGMAW, Pulsed Gas Metal Arc Welding) e o caso que ilustra a 

aplicabilidade desse método apresenta uma estrutura particular de correlação entre as 

características de qualidade; 
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• Durante a validação experimental dos resultados, a unidade de tomada de decisão 

(DMU) 16 é a unidade tida como benchmarking para as demais, pois obteve o valor 

mais próximo a fronteira de eficiência; 

• A DMU 16 é referência para ela mesma, como temos uma função quadrática, 

obtivemos um ponto de ótimo; 

• O método DEA dois estágios é uma solução viável para abordagem de problemas de 

otimização não lineares multiobjetivo de superfície de resposta, gerando uma função 

de aglutinação das superfícies a partir de um índice de eficiência. Os resultados 

conduzem à localização de DMU’s mais eficientes do que aquelas observadas no 

arranjo experimental, cujos objetivos se aproximem maximamente dos seus alvos.  

• Auxiliando o processo, o bootstrap foi utilizado para estabelecer teste de hipóteses e 

intervalos de confiança mais confiáveis do que os modelos tradicionais. Para ilustrar 

a razoabilidade da proposta, apresenta-se a otimização do processo de soldagem 

PGMAW.  

• Os principais resultados corroboram a boa adequação da proposta para este tipo de 

problema de otimização. 

 

 

6.2 Sugestões para Trabalhos Futuros 

Sugere-se para estudos futuros: 

• Analisar se durante o Teste de Normalidade realizado em cima de resíduos os outliers 

irão contaminar a média final; 

• Ponderar o que se utiliza para excluir um termo dentro do Matlab®; 

• Propor um modelo onde utiliza-se o arranjo combinado para média e variância da 

eficiência; 

• Empregar a Análise Envoltória de Dados de dois estágios descrevendo o processo de 

geração de dados descrevendo o que está sendo estimado; 

• Analisar os motivos de, em estudos de DEA dois estágios, as estimativas de eficiência 

sempre estarem correlacionadas em série, o que pode causar mudanças na eficiência 

da estimativa. 
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