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“Imagine que o mundo seja algo como uma gigantesca partida de zadrez sendo
disputada pelos deuses, e que nos fazemos parte da audiéncia. Nao sabemos quais sao as
regras do jogo; podemos apenas observar seu desenrolar. Em principio, se observarmos
por tempo suficiente, iremos descobrir algumas das regras. As regras do jogo € o que
chamamos de fisica fundamental.”

Richard Feynman
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Resumo

Neste trabalho faremos um estudo sobre as coordenadas vestidas (ou renormalizadas)
e suas aplicagoes. Estas coordenadas permitem a construcao de estados vestidos, que
sao definidos de tal forma a ter a correta propriedade fisica do estado fundamental do
atomo na auséncia de quantas do campo. Estas coordenadas serao introduzidas no modelo
que consiste de um dtomo (aproximado por um oscilador harmonico de frequéncia wy)
linearmente acoplado a um campo-eletromagnético (aproximado por um campo escalar
sem massa) e confinados dentro de uma cavidade esférica condutora de raio R. Desde o
ponto de vista técnico, as coordenadas vestidas fornecerao uma descri¢ao nao perturbativa
dos processos de radiacao eletromagnética do atomo. Veremos que no limite R — oo,
recuperamos a conhecida lei de decaimento exponencial de um atomo no espago livre.
Também, para cavidades suficientemente pequenas sera obtida uma expressao analitica
para a probabilidade de permanéncia do &tomo no primeiro estado excitado, demonstrando
a sua estabilidade.

Posteriormente, usamos as coordenadas vestidas para estudar a evolucao temporal
de um atomo que no instante ¢t = 0 é acoplado a um campo de radiacao térmica. Ve-
remos que a evolucao temporal do valor esperado do operador nimero de ocupagao do
atomo depende exclusivamente das probabilidades associadas com a emissao e absorcao
de quanta do campo. Para cavidades suficientemente grandes, R — 0o, serd mostrado que
o atomo termaliza com o campo de radiacao térmica, independentemente do estado inicial
do atomo. Por fim, mostraremos que em cavidades suficientemente pequenas o atomo

nunca termaliza com o campo de radiagao térmica.

Palavras—chave: coordenadas vestidas, estados vestidos, termalizacao



Abstract

In this work we will do a study of the dressed (or renormalized) coordinates and their
applications. These coordinates allow the construction of dressed states, which are defined
in such a way to have the correct physical property of the ground state of the atom in the
absence of the field quanta. These coordinates will be introduced in the model consisting
of an atom (approximated by a harmonic oscillator of frequency wy) linearly coupled to an
electromagnetic-field (approximated by a massless scalar field) and confined in a spherical
conducting cavity of radius R. From a technical point of view the dressed coordinates
concept will furnish a non-perturbative description of the atom electromagnetic radiation
process. We will see that in the limit R — oo, the well known law of spontaneous decay of
an atom in free space will be recovered. Also for sufficiently small cavities will be obtained
an analytical expression for the permanency of the atom in the first excited state, showing
its stability.

Later, we will use the dressed coordinates to study the evolution of an atom that at
time t = 0 is coupled to a thermal radiation field. We will see that the time evolution of
the expectation value of the occupation number operator depends exclusively on the pro-
babilities associated with the emission and absorption of the field quanta. For sufficiently
large cavities, R — oo, will be showed that the atom thermalizes with thermal radiation
field, regardless of the initial state of the atom. Finally, we show that in sufficiently small

cavities the atom never thermalizes with the thermal radiation field.

Keywords: dressed coordinates, dressed states, thermalization
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Introducao

A inibicao do decaimento espontaneo de atomos confinados em pequenas cavidades é um
fenomeno observado héa varios anos e a compreensao tedrica deste e de outros fenomenos
que envolvem equacoes acopladas para descrever a fisica de sistemas em interacao, sao
na maioria das vezes obtidas por calculo numérico computacional e pela teoria de per-
turbacoes. A teoria de perturbagoes foi originalmente introduzida para lidar com proble-
mas orbitais em mecanica celeste, sendo extremamente bem sucedida desde entao, dando
resultados precisos em eletrodinamica quantica, interacoes fracas, teoria de campos, fisica
estatistica, entre outros. No entanto, apesar de sua ampla aplicabilidade, ha situacoes em
que o uso da teoria de perturbagao nao é possivel, como no dominio de baixas energias
em cromodinamica quantica. H& também outras situacoes, como no dominio da eletro-
dinamica de cavidades e éptica quantica, onde os métodos de perturbacao possuem pouca
aplicabilidade. A grande dificuldade no dominio tedrico destes efeitos calculados a partir
de teoria de perturbacao, é que geralmente requer o calculo de termos de alta ordem na
série perturbativa, o que faz com que a técnica dos diagramas de Feynman nao seja pratico
[1]. Isto levou a comunidade cientifica a buscar métodos nao perturbativos que foram ori-
ginalmente introduzidos em [2, 3] e desde entao, tem sido aplicados para investigar varias
situagdes envolvendo a interagdo de dtomos e campos eletromagnéticos [4, 5]. Contudo,
nessas abordagens apareceram diversas dificuldades devido a nao linearidade das equagoes,
o que complica e muito a obtencao de resultados rigorosos.

Uma maneira de contornar as dificuldades matematicas apontadas acima é assumir
que sob certas condigoes podemos aproximar o sistema atomo-campo eletromagnético de
por oscilador harménico (4&tomo) linearmente acoplado aos modos do campo (conjunto
infinito de osciladores harménicos) por meio de uma adequada constante de acoplamento

g. Apesar de ser um sistema linear, se tratado com as habituais coordenadas (coordenadas



nuas)!, ndao é possivel um cdlculo analitico dos processos de radiagao do oscilador. Um
exemplo disto é que no caso mais simples de decaimento, nao é possivel o cédlculo exato da
probabilidade do oscilador decair espontaneamente a partir do primeiro estado excitado
para o estado fundamental.

Recentemente, em analogia com os campos renormalizados em teoria quantica de cam-
pos, foi introduzido o conceito de coordenadas vestidas [6, 7, 8]. Este conceito foi apre-
sentado para resolver o problema de um oscilador harmonico acoplado linearmente a um
campo escalar sem massa, confinado numa cavidade esférica refletora de raio R. No tra-
balho pioneiro [6], foi estudado o comportamento de sistemas no espago livre, tomando
como limite, o raio da cavidade sendo arbitrariamente grande (R — o0). A introducao
das coordenadas vestidas permitiu uma solugao exata e nao perturbativa para o processo
de radiagao do dtomo (aproximado pelo oscilador harmonico) para qualquer acoplamento,
fraco ou forte. No caso de acoplamento fraco, recuperou-se a expressoes das formulas de
decaimento da teoria de perturbagoes.

Uma segunda aplicagao para as coordenas vestidas é encontrado em [7], onde um atomo
(oscilador) é confinado numa cavidade esférica de raio suficientemente pequeno. Neste tra-
balho foi feita uma estimativa da probabilidade de permanéncia do dtomo no seu primeiro
estado excitado e verificou-se a inibicao do processo de decaimento. O conceito de coorde-
nadas vestidas foi generalizado para o caso de interacao nao linear entre o oscilador e os
modos do campo em [9, 10]. A evolugao temporal de estados emaranhados no contexto dos
estados vestidos é abordado em [11]. Em [12], as coordenadas vestidas foram introduzidas
no formalismo das integrais de trajetéria. Em [13] foi desenvovido a técnica do operado-
res de criacao e aniquilagao vestido, a qual permite o cdlculo de forma mais simples dos
diferentes processos de radiagdo. Para mais aplicagoes ver as referéncias [14, 15].

Outra area de grande interesse para a fisica sao os sistemas fora do equlibrio térmico,
com aplicacoes que vao desde a fisica da matéria condensada a cosmologia. Do ponto de
vista tedrico, em geral o estudo destes sistemas nao sao faceis devido a nao linearidade das
interagoes entre as particulas e o ambiente, sendo na maioria das vezes tratado perturbati-
vamente, o que faz com estes sitemas fora do equilibrio ainda sejam pouco compreendidos

[16, 17]. Tentativas recentes de resolver alguns problemas de sistemas fora do equilibrio

!No Capitulo 2 daremos uma definicio clara sobre o significado de coordenadas nuas e vestidas



térmico, de maneira analitica ou numérica, para modelos especificos e gerais foram abor-
dados em [19, 20, 21, 22]. O uso das coordenadas vestidas nesta drea foi introduzido em
23], onde foi mostrado que a evolucao temporal dos valores médios térmicos dependem
exclusivamente das probabilidades associadas com a emissao e absorcao de quantas do
campo de radiagao térmica. Também foi mostrado que o atomo numa cavidade infini-
tamente grande termaliza com o campo de radiacao térmica independentemente do seu
estado inicial.

A proposta deste trabalho é fazer uma revisao dos trabalhos pioneiros sobre as coorde-
nadas vestidas, tanto para o processo de radiagao quanto para o problema da termalizacao.
Fixadas as bases da teoria, vamos aplicar o conceito das coordenadas vestidas para a si-
tuagao de confinamento em cavidades pequenas e buscar por expressoes analiticas que
descrevam os processos de radiacao e termalizagao nesta situacao, ja que na maioria dos
trabalhos nesta area foram feitas apenas estimativas sobre as probabilidades. Também
estudaremos como que diferentes condi¢oes de contorno para o campo afetam os diferentes
processos fisicos acima mencionados.

A organizacao da tese é a seguinte:

e nos Capitulos 1 e 2 vamos introduzir o modelo de acoplamento linear oscilador-
campo confinado numa cavidade esférica e o conceito das coordenadas e estados
vestidos. Em seguida calculamos, no limite R — oo, a probabilidade o a&tomo decair

do primeiro estado excitado para o estado fundamental,

e no Capitulo 3 faremos o calculo do processo de radiacao, supondo um confina-
mento dentro de uma caixa, impondo distintas condicoes de fronteiras: Dirichlet

e Periddicas;

e 0 Capitulo 4 é dedicado ao calculo das probabilidades de permanéncia e decaimentos

no limite de pequenas cavidades;

e por fim, no Capitulo 5, abordaremos o problema da termalizagao nos limites continuo

(R — o00) e de pequenas cavidades (Rg << c¢).



Capitulo 1

Acoplamento linear

Neste capitulo vamos introduzir um modelo de acoplamento linear que no decorrer do
trabalho serda muito 1til na representacao de um modelo simples de interacao atomo-
campo eletromagnético. Para isto, considere um oscilador harmonico ¢y de frequéncia w
linearmente acoplado com o campo escalar ¢(7,t). Agora vamos confinar este sistema
oscilador-campo em uma cavidade esférica de raio R centrada na posicao do oscilador.
Assim, a Lagrangeana do nosso sistema, em unidades naturais (¢ = h = kg = 1) é dada

por!

1 1 1
L= 543 — §w2q§ +5 / P70, (F, )0 (7, t) + 2m\/g / Prgd(F,t)6(F — o), (1.1

onde 0, = (0;, V), 0" = (0y, —V), 7o = 0 é a posicao do oscilador e g é uma constante
de acoplamento com dimensao de frequéncia. Quando necessario, reintroduziremos as

unidades no sistema internacional.

1.1 Reducao do problema a um sistema de osciladores
acoplados

Nesta se¢ao vamos expandir o campo ¢(7,t) numa base ortonormal de fungdes {p;(7)}

para expressar o nosso sistema através de uma Lagrangeana de osciladores acoplados.

!Estamos usando a reparametrizacio para p e ¢ canonicamente conjugados para incorporar a massa,

tal que: pp = 5—% e go = v/mqo.



Expandindo o campo em termos dos seus modos harmonicos, tal que
S, 1) = ar(t)en(F), (1.2)
k

onde a dependéncia temporal é dada pelos coeficientes g (t) e a espacial é dada por ¢ (7).
Como o sistema estd confinado numa cavidade esférica de raio R, vamos impor que o

campo satisfaca a seguinte condicao de fronteira,
¢(R) =0, (1.3)

e assim temos que os ¢k (7) devem satisfazer a mesma condigdo, ou seja, pi(R) = 0.

Podemos escolher os ¢ (7) como sendo as solugdes da equagao
Vipr(F) = —wiek (). (1.4)

Da Lagrangeana (1.1), note que o campo interage com o oscilador através do seu valor na
localizacao do oscilador (7). Pode-se mostrar que as tinicas solugoes da equagao (1.4) que
nao se anularao na origem sao as solugoes com simetria esférica. Logo, as uinicas solucoes
de (1.4) que nos interessa s@o as solugoes esfericamente simétricas que seguem a seguinte
equacao:

1d d

S (e = o), (15)
As solugdes da equacao (1.5) que nao divergem na origem sao as fungdes de Bessel esféricas

de ordem 0 [24], dadas por

1 1 sin(wgr)
= = —— 1.
ou(r) = o) = T (1.6
Normalizando, obtemos que
1 R
/@k(T)SOk’(T)dST = / Jo(wir) Jo(wir)4mr*dr
ArAw Jo
4rR®[1
= AkAk//o Jo(km2)Jo(k'n2)2*dz
4 3 1 1
= &W/o sin(k7z) sin(k'nz)dz
4arR® 1 1 2rR3 1
= —— 50w = 55 1.
A Ay Fln? 27 = a2 (17)

Fixando os fatores de normalizacao Ay de tal modo que o resultado de (1.7) seja igual oy,

obtemos

Ay, =V2r kﬁ. (1.8)

™



Substituindo a equagao (1.8) na equagao (1.6) obtemos as solugdes normalizadas, dadas

por
1 sin(wygr)
"y — , 1.9
or(r) 5, (1.9)
onde
k
wk:%, com k=1,2 3, .. . (1.10)

Logo, o campo ¢(7,t) pode ser expresso como

sm wkr
1.11
Z o 27TRT ( )

Substituindo a equagao (1.2) na Lagrangeana (1.1), podemos escrever

/d3 Z ki PePr — /d3 Z Qi VeV o

1, .
L:§<Q(2)_W2qo
ko k=1 Ek/=1

N
+27T\/§CJO/CZ3FZ Qrpro(7)
K1

Resolvendo por partes a segunda integral entre colchetes e usando a condicao de fronteira

©(R) =0, temos

N
Z Qk%'/dgﬁ%ﬁﬂk/ + ) Qka'/d?’FSOkVQSDk/

kK =1 k=1

N
+27T\/§C]o/d3772 qrprd (7)
k=1

1, .
L= 5(613 — W) +

Usando a equagao (1.4) na segunda integral, ficamos com

N N
> drdw / Prpppw — Y wiargy / d*Forpw

kk'=1 k.k'

+27\/940 / &' qrord(7)
k

I
L=l —w’a) + 3 +

Tendo em conta que a parte espacial do campo foi tomada numa base ortonormal, ou seja,
[ &7 (F)pr (F) = dpir € que a 1ltima integral dd o valor da fungdo espacial do campo

¢k () no limite » — 0, ou seja
Wk

lim = . 1.12
o0 SDk( ) \/ﬁ ( )
Desta forma a Lagrangeana (1.1) é reescrita como
1 | N
L= 5 (i — w')) +§;(q}3 —Wiq;?;)anqo;qkwk, (1.13)

6



onde
n=v29Aw, (1.14)

k41 . . ..
mktl) _ xh é o intervalo entre duas frequéncias vizinhas do

e Aw =wpy —wWp =~ — F =

=Bl

campo.

Utilizando a equacao de Euler-Lagrange para ¢y e ¢k, as equagoes de movimento sao

dadas por
Go(t) +ao(t) = > mwrgr(t) (1.15)
Gr(t) + wigr(t) = nwrqo(t). (1.16)

A Hamiltoniana do sistema pode ser obtida a partir dos momentos canonicamente conju-

gados pg e pr, dados por

oL
i 1.1
Do Déo do (1.17)
oL
= —— — .. 1.1
Dk i P (1.18)

Da equacao
al Y oL
H= Zpqu_L = una_ —L,
pn=0 ©n=0 p

obtemos
N

N
Y i+ wiad) = ndo Y wrd, (1.19)
k=1 k=1

1
H= 5(193 +wq) +

| —

que ¢ a Hamiltoniana de um sistema de osciladores linearmente acoplados e representa
0 nosso sistema constituido do oscilador harmonico acoplado ao campo escalar dentro de

uma cavidade esférica de raio R.

1.2 Renormalizacao da frequéncia do oscilador

Para renormalizar a frequéncia do oscilador harmonico ¢, devemos ter em mente que a
frequéncia w que aparece na Hamiltoniana (1.19) é a frequéncia do oscilador harmonico
quando este nao encontra-se em interacao com o campo e esta nao é a situagao do nosso
sistema, ja que o oscilador harmonico encontra-se acoplado com o campo. Para obter a

frequéncia fisica do oscilador quando este estd em interacao com o campo, vamos calcular



a energia efetiva minima do oscilador go(t) levando em conta a interagdo com os modos
do campo. Para isto, vamos calcular os valores de g, e pr que minimizam a energia do

sistema. Da Hamiltoniana (1.19), devemos ter

OH

2 =0 1.20
o (1.20)
o0H
— =0. 1.21
g ( )
De onde temos
o = 0 (1.22)
o = n (1.23)
Wk

Substituindo as equagoes acima em (1.19), obtemos

R <w2 - Zn2>] , (1.24)

1
Hmin =z
2
k=1

e concluimos que a frequéncia efetiva do oscilador devido a interacao com os modos do

campo é dada por
wp =w? — Zrﬂ (1.25)
Substituindo w? na Hamiltoniana (1.19), temos
1 e al 1 &
H = (6 +widd) + 5 D 0k +widd) —nao D wna + 5 ) _n'a- (1.26)
k=1 k=1 k=1

A Hamiltoniana (1.26) é a Hamiltoniana renormalizada do nosso sistema. Modelos como
este, foram usados ao longo do tempo para descrever o movimento Browinano quantico
25, 26, 27] e em problemas relacionados a decoeréncia entre outros [28, 29]. Este tultimo
termo evitard problemas de divergéncia apods a diagonalizacao da Hamiltoniana e ainda

garante a sua positividade [30, 31].

1.3 Diagonalizacao da Hamiltoniana do sistema

Nesta se¢ao vamos diagonalizar Hamiltoniano (1.26), ou seja, encontrar uma transformacao

para que o nosso sistema oscilador-campo seja expresso pela Hamiltoniana de um sistema



de osciladores desacoplados. Para isto usaremos a seguinte transformacgao

N
G =Y thQr (1.27)
r=0
N
pu=>_thP (1.28)
r=0

onde ), e P, sdo respectivamente a posi¢do e momento normais e tj, ¢ uma matriz orto-

normal, que satisfaz
Zt’“tr = (1.29)

Zt’”ts = G, (1.30)

sendo o indice pu,v = (0, k): 0 para denotar o oscilador, k = 1,2, 3, ..., N para denotar os
modos harmonicos do campo e r = 0,1,2, 3, ..., N denota os modos normais. Utilizando as
transformacoes acima, vamos encontrar uma Hamiltoniana diagonalizada para o sistema
oscilador-campo em termos de (N + 1) osciladores livres, sendo N — oo o nimero de
osciladores do campo. Tal Hamiltoniana diagonalizada tem a forma

N

H = %Z(Pf +Q20Q?). (1.31)

r=0
Esta Hamiltoniana representa um conjunto de osciladores desacoplados, onde os €2, sao as
frequéncias dos modos normais de oscilagao coletivas destes osciladores. Substituindo as

transformagoes (1.27) e (1.28) na Hamiltoniana (1.48), resulta em

N N
>N (PP + withQ,tQ,)

r,s=0 k=1

H = (to Pt Py + witpQuts Q) +

1
2

N | —
] =

Il
=)

8

Mz

nzwgtgqg,, 1Qs + % Z > Q. Qs (1.32)

r,s=0 k=1

Ty

e reagrupando os termos da equagao, toma a seguinte forma

1 N N 1 N N
Ho= g 2 D 0PPt g 3 it + 3 (17— )| 6,Q:

2 r,5=0 u=0 r,s=0
TR
*3 ZO > (with — mont) Q- Qu (1.33)
r,s=0 k=1



Observe que no primeiro termo da equagao acima temos uma soma sobre o indice u e de
acordo com (1.30), a soma sobre u resulta numa d,;. Comparando a equagao (1.33) com
a equagao (1.31), podemos concluir que

N
Wits + > (nPte —nwity) = Q% (1.34)
k=1
Wity —nupth = Q2. (1.35)
Devemos agora determinar tj e t{ para dar consisténcia para as transformagoes. Da
equagao (1.35), segue que

tr = kg (1.36)

Da equagao (1.30), temos
N
Do)+ =1,

k
e para obter tj, substituimos (1.36) na equagao acima e encontramos

k=1

Substituindo (1.36) na equagao (1.34), temos

w

N
k=1

2 N
w
r k=1

Observe que o tltimo termo do lado direito da igualdade é justamente devido a renorma-
lizacao da Hamiltoniana e evita divergéncias quando tomamos o limite N — oo. Isto fica

claro quando reescrevemos o lado esquerdo da equacao acima
. 2 Y 2 2 . 2
S |1+ rgg| = -+ 2o
_ Wi — Qr _
k=1 k=1
resultando em

T

N N 02 N
2 2 2 2 2
DAY S ey
k=1 k=1 "k k=1
O primeiro termo do lado esquerdo e o ultimo termo do lado direito da equacao se cancelam,

eliminando assim o problema de divergéncia. Assim temos
2 2 2 = 07
wy — Qi = E —— . 1.39
0 r n — w[g . Q% ( )

10



Esta equacao relaciona as frequéncias dos modos normais {2, com as frequéncias dos mo-
dos harmonicos w,. Vamos agora analisar as possiveis solucoes da equacdo (1.39). Se
considerarmos w3 > 0 e Q2 < 0, o lado esquerdo da igualdade é positivo enquanto o lado
direito da mesma é negativo. Logo, se wi > 0 teremos raizes estritamente positivas para
Q2

T

o que significa que o sistema oscila harmonicamente em todos os seus modos. Para

analisar a situagao w3 < 0, vamos introduzir a seguinte fungao

N2
F(Q%) =wi — 02 —p? kz_: W (1.40)
Temos que
F(Q?=0) = w <0, por hipétese
F(Q? — +00) = —o0
F(Q? = —00) = +o0,

de onde concluimos que F(Q?) possui pelo menos uma raiz negativa. Analisando a sua

derivada
2 . wi
—=—-1—-n ——— <0,
4% 2 -y
vemos que para qualquer valor de Q2 a derivada da fungao F(2?) é sempre negativa.
Assim, a funcao (1.40) é monotonicamente decrescente e portanto possui uma tnica raiz.

Esta situacao nao é de interesse fisico pois nao admite estados estacionarios e assim,

assumiremos daqui para frente que w2 > 0.

1.4 O espectro de autofrequéncias e a distribuicao de
energia dos modos normais

Depois de termos introduzido a frequéncia fisica (renormalizada) wy do oscilador e tendo
encontrado uma relacao com as frequéncias normais §2,, podemos agora encontrar o es-
pectro de autofrequéncias do nosso sistema. Para isto, vamos procurar por expressoes

semelhantes a (1.10). Definimos que

Q, =x—, (1.41)

11



onde = é um numero real e positivo. Das equagoes (1.10) e (1.41), temos

N
Q? Z .172
wi — 02 k2 — x2
k=1

r

N

k=1

Usando a identidade

N2 1
Z i 5[1 — x7 cot(xm)],
k=1

na equacao anterior, temos

N

0?2 1
Z m =5 1—(2,R)cot(QR)|.
k=1 r

Das equagao (1.39) e lembrando que n = /2gAw, com Aw = 7/R, obtemos

Q 1 Ruw?
t(Q,.R) = —~ 1— —0
ot 2-B) gr QTR( g )

ou

1 2
cot(xm) = iR + (1 - %)

g T gm

cujas solugoes, para Rg =1 e wyR = 1 sao dadas pelas intersecoes da Figura 1.1.

15t

10

-10

Figura 1.1: Solucao grafica da equagao (1.46), para Rg=1ewoR =1 .

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

As intersecOes acontecem somente uma vez em cada ramo da funcao cotangente, tal que

podemos escrever as solugoes para as autofrequéncias coletivas como
T
Q. =(r+ ET)E,

12

(1.47)



onde r = 0, 1, 2,--- e 0 < ¢, < 1. Podemos observar que quando R é suficiente-
mente pequeno, quase todas as suas solugoes serao aproximadamente iguais aos valores
das frequéncias correspondentes as assintotas da cotangente, ou seja, as solugoes serao
aproximadamente iguais as frequéncias w; do campo e quando R — oo as solugodes ocu-
parao todo o eixo real positivo, ja que neste limite A2 = Aw — 0.

Para determinar a distribuicao de energia dos modos normais do nosso sistema, vamos
elevar as coordenadas e momentos da Hamiltoniana (1.26) a categoria de operadores.

Assim, o Hamiltoniano quantizado do sistema é

N N N

1 1 |

H = S (0 + wiag) + 5 D0k +wiad) —nao Y_wean + 5 ) n’ai, (1.48)
k=1 k=1 k=1

onde g, e p, devem ser agora considerados como operadores de posi¢ao e momento. Vimos
que este Hamiltoniano pode ser diagonalizada fazendo uma transformacao linear das co-
ordenadas (1.27) e dos momentos canonicamente conjugados(1.28), de forma que o nosso
sistema passa a ser descrito por um conjunto de osciladores desacoplados. Para encontrar

os autovalores de energia vamos definir os operadores de criacao e aniquilagao coletivos,

[, P,
Ar = 7 (Qr + ZQ_T) (149)
QT‘ .Pr

Reescrevendo a Hamiltoniana (1.31), temos

N
H=Y Q (AIAT + %) (1.51)
r=0

cujo os autovalores de energia e autovetores sao dados por

dados por

N
1
Ergmyoomn = ;)Q (n + 5) com n,=0,1,2,... (1.52)
[§
’no, Ny ey 7’LN>C = ‘n0>c X ’711)0 ®...% |77/N>c (153)

sendo N, = AiAT o operador nimero com autovetores |n,)., onde o indice ¢ denota os
estados coletivos. Estes operadores de criacao e aniquilagao coletivos, juntamente com o
Hamiltoniano (1.51) e seus respectivos autovalores de energia serdo muito importantes e

utilizados nos Capitulos (2) e (5).
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Capitulo 2

Coordenadas vestidas e amplitudes

de probabilidade

Neste capitulo vamos redefinir as coordenadas fisicas do nosso sistema oscilador-campo,
introduzindo as coordenadas e momentos renormalizados (coordenadas vestidas) e com
estas coordenadas fazer uma descricao nao perturbativa do sistema oscilador-campo. Ve-
remos que estas novas coordenadas nao sao uma simples mudanca de variaveis e sim as
reais coordenadas fisicas do sistema, ou seja, aquelas que garantem a consisténcia fisica

do modelo.

2.1 Introducao as coordenadas vestidas

O oscilador harmonico simples é um dos problemas mais importantes da mecanica quantica.
Além de ilustrar muitos dos conceitos basicos e métodos da mecanica quantica, ele é
também de grande valor pratico, pois alguns potenciais podem ser aproximados por um
potencial do tipo oscilador harmonico simples; ele descreve, portanto, fendmenos que vao
de vibracoes moleculares a estrutura nuclear. Seguindo esta linha, vamos utilizar o nosso
sistema, dado pela hamiltoniana (1.48) para descrever, de maneira aproximada, um atomo
em interacao com um campo eletromagnético confinados numa cavidade esférica de raio
R. Para isto, considere um atomo sendo representado pelo oscilador de frequéncia wq e os
modos do campo eletromagnético representado pelos demais osciladores. Numa situacao

sem interacao, em que temos o atomo no seu ng-ésimo estado excitado e n; fétons de

14



frequéncia wy, as autofungdes da Hamiltoniana livre sao [32, 33|

N w % 1 1 2
Snamns () = s ) =TT | (22) sy Mo (om0 2

n=0 7T \/W
Assim, ¢y, 0....0(q) representa um atomo no seu ny-ésimo estado excitado no vacuo quantico
(auséncia de fétons). A experiéncia nos diz que um sistema representado pelo estado
Yno0...0(q) € instavel, ou seja, qualquer que seja o nivel excitado de um atomo, ele pode,
eventualmente, decair para estados de menor energia, distribuindo a energia liberada entre
os modos do campo através de uma emissao espontanea de fétons, pelo fato do atomo nao
estar isolado da interacao com o campo eletromagnético. No nosso modelo aproximado
temos que a interacao atomo-campo eletromagnético ¢ dada através do acoplamento linear
de qo e g, ou seja, os termos cruzados na Hamiltoniana (1.48). Porém, um problema
surge quando analisamos o estado de vacuo o 0(¢) que representa o dtomo no seu
estado fundamental e na auséncia de fétons (campo em estado de vécuo), que pelo fato
de também nao estar isolado da interagao com o campo eletromagnético, é instavel, o
que contradiz o fato experimental da estabilidade do atomo no seu estado fundamental
e na auséncia de fétons. Poderiamos pensar que o modelo nao é o mais correto para
descrever o fendomeno, pois sabemos que o modelo correto para abordar esse problema é a
eletrodinamica quantica, que é extremamente complicada, além de limitar-se a resultados
aproximados e abordados perturbativamente.

A motivacao para introduzir as coordenadas vestidas consiste, justamente, em contor-
nar o impasse apontado acima e foram introduzidas numa série de artigos [6, 7, 8|. Para
manter o nosso modelo o mais simples possivel e ainda sendo descrito pela Hamiltoniana
com interagao (1.48), buscaremos um novo conjunto de coordenadas, as coordenadas “ves-
tidas”, denotadas por q;, que descreva corretamente, no lugar das coordenadas “nuas” g,,,
os estados individuais do oscilador e do campo. Vamos desconsiderar as coordenadas nuas
como sendo as coordenadas fisicas do sistema e sim as coordenadas vestidas que descrevem
o oscilador e o campo, quando estes interagem entre si de acordo com o nosso modelo de
acoplamento linear. Nesta nova representacao, o estado de vacuo deve ser autoestado do
Hamiltoniano com interagao, para assim permanecer estavel.

Para introduzir as coordenadas vestidas (renormalizadas) ¢, que serdo as coordenadas

!Chamaremos de coordenadas nuas, as coordenadas ¢, da Hamiltoniana (1.48)

15



fisicamente mensuraveis e nao violarao a estabilidade do atomo em seu estado fundamental,
vamos definir as autofungoes vestidas, que descreve o a&tomo no seu ng-ésimo nivel excitado

e ng fotons de frequéncia wy, como

N 1
w 4 1 1 2
Unom,mn (@) =a (@70, 1, - - ;N )a = H [(l) ———H, (\/uq,)e 2% |
o LN [2run,l "
(2.2)
onde o indice d refere-se a estado vestido. Vamos agora definir as coordenas vestidas com o

intuito de relacioné-las com as coordenadas “nuas”, e vamos impor as seguintes condicoes:
e a funcao de onda do vacuo 9. o(¢") deve

1. ser uma das autofungdes do Hamiltoniano com interagao (exigir a estabilidade
fisica do estado fundamental vestido);
2. corresponder a um estado de energia minima (exigir que seja igual ou propor-

cional ao estado fundamental do sistema com interagao);

e na auséncia de interagdo (g = 0), as coordenadas vestidas devem ser iguais as coor-

denadas nuas.

Vimos que a Hamiltoniana com interacao pode ser diagonalizada através das transformacoes
(1.27) e (1.28) de tal forma que esta represente um conjunto de osciladores desacoplados
(1.31), onde €2, sdo as frequéncias dos modos de oscilagdo coletivas destes osciladores.
Assim, vamos representar as autofungoes da Hamiltoniana com interagao através dos seus

modos normais,

N 1
Q.\1 1 1 2
\Ijno,nl,.,.,nN<Q) ~c <Q|n07n1a <. >nN>c = H |:(_) n—Hnr(\/ QTQT)@_EQTQT ,
s s V2",
(2.3)

onde as auto-energias correspondente a essas autofuncoes sao dadas em (1.52). Para

satisfazer as condigoes 1 e 2 acima, devemos ter:

Yo0,..0(¢") x oo 0(Q). (2.4)

Usando as equagoes (2.2) e (2.3) em (2.4), temos

1N 2 1N 2
€77 Lu=0Wnly = =7 2r=0 0@ (2.5)

16



onde obtemos

-3 \f 0 (26)

que pode ser verificado substituindo a equagao (2.6) na equagao (2.5) e usando a proprie-
dade da ortogonalidade da matriz ¢j,. Observe que em principio, qualquer matriz ortogonal
pode ser usada na equacao (2.6) a fim de satisfazer a equagao (2.5), mas por causa que
no limite g — 0 as coordenadas vestidas devem ser iguais as coordenadas nuas (qL — qy),
é natural escolher a matriz t], na equagio (2.6), ja que quando g — 0, t, — d,,,. Usando

= trg,na equagao (2.6) encontramos a relacao entre as coordenadas vestidas e as

coordenadas nuas, dada por

= ZZ {2, trt’" (2.7)

V= =
Devemos enfatizar que as novas coordenadas qit nao sao uma mera mudanga de variaveis,
elas sao as coordenadas fisicas que dao a consisténcia fisica ao modelo. Nas proximas secoes
e capitulos vamos utilizar as coordenas vestidas para representar e descrever sistemas
fisicos de forma analitica e mostrar como ela nos conduz a resultados experimentalmente

observados.

2.2 Amplitudes de probabilidade

Seja |ng,n1,...,nx)q o estado vestido do sistema em ¢ = 0, a amplitude de probabilidade
de encontrar |ng, nq, ..., ny)q , nUmM tempo ¢ posterior, no estado |mg, my, ..., my)q é dada
por
MQ,M1,...,M _ —iHt
Ano(: nll,..., n%(t) =d <m0,m1,...,mN]e \ng,nl,...,nN)d. (28)

Com o auxilio da relacao de completude

oo

> ok e ollos b v =1 (2.9)

loyl1,..In=0

podemos reescrever a amplitude (2.8) da seguinte forma

o0
A0 MmN (t) _ Z Tloslseel Tlodlssln  o=itEig 1y, 1y (2‘10)

no, Ni,..., TN mo,mi,.. 7mN no,n1,.- NN

lo,l1,--,In=0
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sendo Ey, , .1, 0s autovalores de energia dos estados coletivos definidos na equagao (1.52)

(S

TTIL%:%;’.:,’,{%N ~c <l07 ll) v 7lN|n07 ni,... 7nN>d = /dQ\Ijlo,ll ..... lN<Q>¢n0,TL1 ..... ny (q,) (2]—1)

Usando as respectivas autofungoes, dadas pelas equagoes (2.3) e (2.2), obtemos

N 1
QN1 o
l ,ll,...,l _ _'r' 7797,@7‘
T”%ﬂlw--,]?\lfN - /dQ |:H ( T > \/QTZT!HZT( \% QrQr)e 2 1 X

r=0

N 1
T () e o, (g e b (212)
T 2,”#”“! I3 I 1%

u=0

e usando a equagao (2.6), encontramos

lr(\/Q_TQr> X

Tlo,ll,...,lN — /d ( )
N0y 5oy UN Qul;[o \/QT \/W

Hoy (3 Vot Qu)e” S (2.13)

] b 2ty V V 1 ]
Note que para calcular os coeficiente Trlj(’) l}“ ZZN, devemos em geral, resolver integrais

envolvendo o produto de mais de dois polinomios de Hermite, a qual é uma tarefa de
extrema dificuldade. O que pode ser feito é considerar certas situagoes especiais em que se
podem calcular as integrais em (2.13). Assim, vamos explorar um pouco destas situagoes e
resolver de forma exata algumas das amplitudes de probabilidade do sistema [12]. Vamos
considerar a situagao em que no tempo inicial ¢ = 0 temos apenas o u-ésimo oscilador
vestido ¢, no seu n-ésimo estado excitado e os demais osciladores vestidos estao no estado

fundamental. Tal estado em ¢ = 0 é dado por |0,0,...,n .,0)4. Nesta contexto vamos

ITEE

determinar a amplitude de probabilidade de um estado inicial |0,0,...,7,,...,0)q em

t = 0 ser encontrado no estado |0,0,...,m,,...0); em um instante ¢ posterior. Assim, de

(2.10) temos

o

0,0,...,my,...,0 _ E l07l17 SN lo,l1,--In —itE, 1q,..., l

sWyeey e s, U AT £ 400 T U my,...,070,0,..., Mpseesy

10,01, ln=0

Logo, a equagao (2.13) é escrita da seguinte forma

lo)l1,--,IN _

sttt - [ooll(%) vy
(Z\/ggts e Tl %Q? (2.15)

s=0

lr(\/Q_rQr) X
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e usando o teorema [34]

i(i(t;)Q)Hnu<Zs ° “\/_QS> — i ﬂ)(%g:r H, (VQ), (2.16)

|
nM. s=0 Zs:O(t/i)Q so+si+..=n, T §
encontramos
lo)l1,0n0 - Q\> 1 1 \/
g BCICRR — /dQ <_) le Q Q X
0,0,...,ny,...,0 g T /QZTIT! /2anM! ( T r)
N N (t;)sr 72N Q Q2
md 0 [ H (Ve B (217)
so+s1+...=ny r=0
Com um pouco de algebrismo encontramos a forma final para Toooll’ .M o, dada por

n,!
T 0 = \l g Z H - \/zw 16, (2.18)

so+s1+...=ny, r=0

Substituindo (2.18) na amplitude de probabilidade (2.14) e fazendo algumas manipulagoes,

encontramos

. N N t?“tr —iQ2 t)
Agomg () = e oo, Ly H{ ] (2.19)

so+s1+...=ny, r=0

Do () = e 008, Fu]™, (2.20)
onde
Fun(t) ZtrtT gl (2.21)

A existéncia da dy,m, na equacao (2.20) nos diz que este modelo de acoplamento linear

prevé uma espécie de regra de selecao que proibe, por exemplo, que um atomo no seu

terceiro estado excitado decaia para o estado fundamental emitindo um tnico féton.
Vemos, de (2.20), que | f,.,(t)|? é a probabilidade de ocorrer a transi¢ao de um quantum

de energia do modo p para o modo v.Isto é fortalecido pela seguinte propriedade de f,, (¢):

ﬁ%lf,w(m? _ Z(Ztsts ,Qt)(zw L )

= Z e/t ¢ Zt”ts => ()’ =1, (2.22)

r,s=0 r=0
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ou seja, quando somamos sobre todas as possibilidades, encontramos 1. A equagao (2.20)
também nos diz que o niimeros de quantas é conservado, por exemplo, se o atomo estiver
no n-ésimo estado excitado, ele pode decair para o estado fundamental somente se forem

emitidos n {étons.

2.3 Amplitude de probabilidade de permanéncia no

limite R — oo

Nesta secao vamos considerar que o nosso sistema atomo-campo eletromagnético esta
confinado numa cavidade arbitrariamente grande (R — 00) e que o campo ésta no seu
estado de vdcuo. Da equagao (2.20), vemos que a amplitude de probabilidade de que o

oscilador vestido ¢} (dtomo) permanega no seu n-ésimo estado excitado, é

Ao o) = [foo ()" (2.23)

—itFo,0...0 por nao contribuir com a probabilidade.

Observe que estamos omitindo o fator e
Vamos analisar a probabilidade do dtomo vestido (i, = 0) permanecer no seu primeiro
estado excitado, isto é, vamos tomar n = 1 na equacao para a amplitude de probabilidade
(2.23). Assim, para determinar a amplitude de probabilidade do 4tomo permanecer no

seu primeiro estado excitado, devemos determinar foo(t), dado na equagao (2.21):

N

Ararro(t) = foolt) = D (t5)%e . (2.24)

r=0
Para calcular a soma anterior, temos que determinar as autofrequéncia €2, que como vimos
em (1.45) ndo pode ser determinado de forma exata e também teriamos que determinar os
elementos de matriz ¢} [6, 35]. Uma maneira alternativa e que iremos abordar encontra-
se em [14] e trata-se de passar das somas encontradas em (2.24) para integrais no plano

complexo. Para isto, considere a fungao

Z M (2.25)

onde M, (€2,) é uma funcao analitica de €2,. Agora vamos definir a funcao W (z) como

N
W(z) = 2% —wi + Z ;7 S (2.26)



onde z é uma varidvel complexa. Das equagoes (1.39) e (2.26) observamos que z = (2, sao

raizes de W (z) = 0. Derivando W(z) em relagao a z encontramos

AW (=) N
— = =2z|1 ———. 2.2
7 W'(z) z[ +7n ;(wi—zz)Q (2.27)
Comparando com a equagao (1.37) e tomando z = €., temos
W(2) = 2Q,(t5) 7%, (2.28)
2=
de onde
202
t)? = - 2.29
( O) W’(QT) ( )
e podemos desta forma reescrever (2.25) com p =0 = v:
N
2Q2
Ry = —— Myo(2,.). 2.30
00 s W/(Qr) 00( ) ( )

Recorrendo ao estudo das varidveis complexas [24, 36, sabemos que para uma fungao

P(z)
Q(z)

onde P(z) e Q(z) sado fungbes analiticas. As raizes de Q(z) = 0 s@o os pélos de f(z). Nesse

f(z) =

(2.31)

caso, se zg ¢ um pélo de ordem um, o residuo res.f(z) é dado por

P(z)
res.f(z0) = —=, 2.32
f( 0) Q'(Zo) ( )
onde Q)'(z) é a derivada de Q(z) em relagao de z. Se zy, 21,..., 2y sdo os pdlos simples

de f(z) contidos no interior de C' e res.f(z,) sdo os residuos associados a cada pdlo z,, o

Teorema dos Residuos nos fornece

N

= 2m res.f(z,) = 2m Y P(z)
%Cf(z)dz—Q ; Sf(z) =2 ;Q’(zr)’ (2.33)

onde C' é um contorno fechado que contenha todos os polos simplesz,.

Das equagoes (2.33) e (2.30), concluimos que

1 [ 2Mp(z,1
Ry = L § M=),

AP Twe) (2:34)

onde o contorno C' é um contorno fechado que contém o eixo real positivo no plano com-

plexo. Ja que os pdlos sao os zeros da funcao W (z), que por definigao, coincidem com as
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frequéncias normais. Conforme discutido na segao (1.4) estas frequéncias estdo ao longo
do eixo real e no limite R — oo, ocupao todo o eixo real. Tomando My, = e ! na
equagao (2.25), vemos que a equagao (2.24) pode ser reescrita, usando a equacao (2.34),

como

1 Ze—izt

wi Jo W(z)

Joo(t) = dz. (2.35)

Logo, este método nos permite calcular as amplitudes de probabilidades sem a necessidade
de efetuar as somas encontradas em (2.24) e sem determinar de forma explicita as matrizes
de transformagao ¢;,.

Para calcular as amplitudes de probabilidade, necessitamos determinar a fungao W (z).
Note que até o momento nao fizemos nenhuma restricao em relacao ao raio R da cavidade.
Porém, neste capitulo vamos nos limitar ao caso R — oo, onde na equagao (2.26), podemos
substituir a soma por uma integral, fazendo o uso de que 1 = 2gAw = 2gdw, ja que

Aw = . Consequentemente, no limite R — oo, temos para a equacao (2.26)

dw

w2_22'

W(z)=2*—wi+ 2922/ (2.36)
0

Podemos calcular a integral acima, usando o teorema dos residuos, obtendo

22 +ignz —wi, se Im(z) >0

2?2 —igrz —wi, se Im(z) <O0.

Para resolver (2.35) vamos escolher C' da Figura (2.1).

Im(Z)

Figura 2.1: Contorno retangular que contorne todo o eixo real positivo onde estao todos

os €2,.

Este contorno se encontra logo abaixo e acima do eixo real positivo. Abaixo do eixo real
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positivo temos z_ = a—ie e acima 2, = a+ie, onde « é real e positivo e € — 01. Podemos
assim reescrever (2.35) como

1 ) (Of . ,L'e)efi(afie)t 0 (O{ + Z'E)efi(a+ie)t
t)=— d d . 2.38
foo(®) i {/0 “ W(a — ie) * /OO “ W(a + ie) (2:38)
Tomando o limite ¢ — 0% e usando a equagao (2.37), ficamos com

o) Oé2€_iatd06
t) =2 . 2.39
fOO( ) g/() (az _ wg)Q —|—927T2a2 ( )

Podemos verificar a validade desta equacao tomando ¢ = 0 na equagao (2.2

4), resultando
em Y (t5)? que é igual a 1 pela ortogonalidade da matriz ¢, ou seja, foo(t = 0) = 1. Para

verificar isto, considere a funcao

22>
z) = . 2.40
Os podlos desta funcao sao
p=4i -0 =i @,
onde @ = y/wi — =L

i Escolhendo como contorno fechado um semicirculo no sentido

horédrio do semiplano com I'm(z) > 0, de raio B com centro na origem. Pela paridade da
fungao f(z), podemos escrever (2.39) como

00 2
Foo(0) = 1/ gatda

. 2.42
2 J_ o (a2 — wi)? + g?m2a? (242)

Dentro do contorno escolhido estao apenas os polos z; e 29, e 0s residuos nao nulos asso-
ciados a estes pdlos sao

+img + 20w —img + 20w

res.f(z) = ———— res.f(zy) = ——.
f(z1) ATic J(z2) ATic

Pelo teorema dos residuos, temos

1 [ gotdo 1. <
foo(0) = B /Oo (@~ )+ P 2 [QW@Zres.f(zr)] =1.

r=1

(2.43)
Isto nos diz que a probabilidade de encontrar o oscilador vestido ¢ no seu primeiro estado

excitado em t = 0 ¢ igual a 1, resultado esperado ja que estamos no tempo t = 0 o atomo
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Im(Z)

B 0 +B Re(Z)

"

-1B

— o E— o

Figura 2.2: Contorno de integragao para equagao (2.39).

foi preparado no primeiro estado excitado. Voltando a amplitude de permanéncia foo(t),

devemos calcular a integral na equagao (2.39). Para tal efeito, vamos definir a funcao

22>

F(z) = (22 — )2 + g2m22?

e "t (2.44)

Integrando F'(z) ao longo do contorno C’ da Figura (2.2) no sentido hordrio, temos

F b2 [ R F(z)d
= 2.45
]4, (2)dz /_iB (Wi T g z+/0 (2)dz + /CR (2)dz, ( )

de onde temos

/0 " () = f{ F(2)dz — /_ : 295 /C P (240)

i (2 R) § P22

No limite B — oo, a ultima integral da equacao anterior é nula, e fOB F(2)dz = foo(t) e

para a integral ao longo do contorno fechado C’, obtemos

. 1Ty —i(@—T9)¢
F(z)dz=(1— — . 2.47
[ Fes = (1- 52 e (2.47)

Consequentemente, obtemos para a amplitude de permanéncia fy(t), dada por

Foolt) = (1 - %) e @ 4 25g.] (1), (2.48)
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onde

J o] y2€fyt d
t) = . 2.49
(t) /0 (12 + w2)? — g2m2y2 Yy (2.49)
A equacao (2.48) é a amplitude de probabilidade do dtomo vestido permanecer no

2

primeiro estado excitado, onde consideramos w* > 0, mas devemos nos atentar para as

possibilidade de ©@? = 0 e &* < 0 quando for o caso, ver a referéncia [8]. Observe que
a partir de t = i, o fator e™¥' converge em .J (t). Entao, se tomarmos y suficientemente
pequeno, tal que y << wy, teremos que a integral (2.49) converge na aproximagao t >> wlo

Neste caso, podemos aproximar a integral J(t) por

o 2 -yt
J(1) ~ / e, (2.50)
0

Wo

que pode ser reescrita como

1 d? <
J(t) ~ —— v )d 2.51
e (251)

de onde obtemos

J(t) ~ — (2.52)

443"
wot

Substituindo este resultado na equagao (2.52), obtemos

) .o~ iTg 4
foo(t) =~ (1 - @) e~i@=50t 4 =9 (2.53)

20 watd’

de onde a probabilidade do atomo permanecer no primeiro estado excitado é dada por

7; Lo~ iTg 4Z Z Lo~ TG 47,
| foo(t)]? = [(1 _ Lg)e—Z(w—z)t + _g} {(1 + ﬂ) g+ _ =9 ] (2.54)

20 wit3 20 wits

Efetuando a multiplicacao, obtemos

2 2 2 2
2 m g —7qgt 89 . ~ _T t 47Tg o _m t 16g
| foo(t)]” = (1+4_632>€ 9 —$sm(wt)e 29 — ——— cos(wt)e 29" + R0 (2.55)

wyt?
Analisando numericamente a equagao (2.55), as solug¢bes numéricas para a probabilidade
do dtomo permanecer no seu primeiro estado excitado sdo apresentadas na Figura (2.3),
onde a frequéncia tem um valor fixo, da ordem wy = 1,0/s e variamos a constante de

acoplamento, sendo g = 4,0 x 1073/s, g = 3,0 x 1073/s e g = 1,0 x 107%/s representa-

das pelas respectivas curvas em roxo, azul e verde. Observe que mesmo existindo termos
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oscilantes, a exponencial domina na probabilidade. Nesta analise, todos os valores para
a constante de acoplamento sao pequenos comparados a wg, 0 que caracteriza um acopla-
mento fraco (¢ << wyp), que na teoria eletromagnética corresponde ao fato de a constante
de estrutura fina ser pequena quando comparada a 1. Logo, considerando um acoplamento

fraco (g9 << wp) na equagao (2.55), obtemos
| foo(t)[? = 7™, (2.56)

que é a conhecida lei de decaimento exponencial para o atomo [37]. Outra observacao é
devido a magnitude do acoplamento, pois quanto maior for a magnitude da constante de

acoplamento, mais rapido serd o decaimento, como pode ser visto na Figura (2.3).

P(t)
0.8L
0.6 -
04 -
0.2 -
I T ‘ T ——— IR
100 200 300 400

Figura 2.3: Probabilidade do dtomo permanecer no primeiro estado excitado, para wy =
1,0/s e os respectivos valores de g: eeeg = 4,0 x 1073/s eeeg = 3,0 x 1073/s
eoeg=10x 10_2/8.
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2.4 Amplitude de probabilidade de decaimento no li-
mite R — oo

Tomando 4 = 0 e v = k na equagao (2.20) obtemos a amplitude de probabilidade do
oscilador vestido (d4tomo) decair do n-ésimo estado excitado para o estado fundamental
emitindo n quanta do campo, com frequéncia wy. Nesta secdo vamos calcular a amplitude
de probabilidade de decaimento do oscilador vestido ¢, decair do primeiro estado excitado
para o estado fundamental pela emissao de um quanta do campo de frequéncia wy. Fazendo

no = 1 e my = 1 na equacgao (2.20), temos

ATt () = for(D), (2.57)

...........

onde for(t) é dado por

for(1) Z thtne . (2.58)

O célculo de fo(t) é da forma:

N
Rop = Y it Mor(€), (2.59)

r=0
a qual pode ser escrita, usando a equagao (1.36) e a fungdo W (z) definida pela equacao

(2.26), como

tMQT,t
R = oy (R0

nwk zMok z,t)
= dz. 2.60
7{ W - )" 200
Usando a equacio (2.60) com My, = e~ ! obtemos para fop:
—zzt
770%
dz. 2.61
Jou(?) % W(z)(wi — 2?) (2.61)

Para resolver esta integral, vamos escolher o mesmo contorno C' da Figura (2.1), obtendo
o0 o —i(a—ie)t ; —i(atie)t
w o —e)e o +e)e
Jou(t) = nk/ ( ) 57 — ( ) : da. (2.62)
i Jo [W(a—ie)[(a—ie)? —wi] W(a+ie)[(a+ie)? — wi
No limite R — oo, usando a funcdo W(z) dada pela equagao (2.37) na equagao (2.62),

obtemos

—iat
NWk ae
foult) = + Tk [ — —— : :
o (1) i Jo Lo+ 5 —0)(a+ T+ @) (a+ie — wi)(a + i€ + wy)

O[efwzt

R . }da
(=22 —0)(a— 22+ 0)(a—ie —wg)(a — i€ + wy)

(2.63)
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Novamente podemos verificar a validade da equagao (2.63) tomando ¢ = 0 e usando o
teorema de de Cauchy. Mostra-se que a integral se anula de acordo com a ortogonalidade
da matriz ¢}, >, tht, = 0 ), 0 qual é de se esperar, jd que em ¢t = 0 o atomo foi preparado

no primeiro estado excitado. Para resolver a equagao (2.63) para t # 0, usaremos o mesmo

contorno utilizado para resolver a equacao (2.44). Devemos observar que dentro desse

contorno de integracao estao somente os polos z3 = —i% + @ e z5 = —i€ + wy. Assim,
obtemos
(1 B i;r_g)efi(a)f”Tg)t e—iwit '
t) = nw = } — - ~+ 29gnwi I (wy, t 2.64
ult) = | | PRI (260)
onde
00 2 —yt
y“e
I(wg,t) = dy. 2.65
)= | (2:65)

Tomando o médulo ao quadrado da equagao (2.64)

~ _ _mgt
n*w? {w2 + wie 9t e 2

O =+ T TRy Ky \ 2O ) gt wh)
X cos[(wy — O] + Tg(wi — wi) (Wi + wi — 20wy ) sin[(wg — @)1]
+ 291 (wy, t) K (wi)[20(w; — wi) sin(@t) + 7g(wi + wg) cos(&;t)]) + 4gw
I(wg, t)
K (wg)

[(wi — wp) sin(wyt) + Tgwy, cos(wit)] + 40g° I (wy, t) }, (2.66)
onde
K(wy) = (Wi — wd)? + 72 g*wi. (2.67)

Devemos enfatizar que o equagao (2.66) é um resultado exato, a menos da integral que
define I(wyg,t), a qual pode ser obtida numericamente. Este resultado representa a proba-
bilidade em qualquer instante de tempo, do atomo decair do seu primeiro estado excitado
para o estado fundamental, por emissao de um féton de frequéncia wy. Analisemos esta
probabilidade para tempos longos, no limite ¢ — oo tal como fizemos para obter a equacao
(2.36), podemos escrever a probabilidade do atomo dacair do seu primeiro estado excitado
para o estado fundamental, emitindo um féton com frequéncia entre w e w + dw,

wdw

2
=9 .
|f0k(OO)| g(wz o w%)Q + 7T292w2

(2.68)

Vale observar que a equacao (2.68) quando integrada para todo w > 0 é igual a integral

dada pela equagao (2.42), isto é, igual a um. Resultado esperado ja que para t — oo
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a probabilidade de permanéncia é nula, portanto, a probabilidade do atomo decair por
emissao de um féton de frequéncia arbitraria serd 1, para t — oo.

Devemos notar que a probabilidade de decaimento dada pela equacao (2.66) como
fungao da frequéncia emitida wy, possui um méximo quando a fungao K(wy), definida

pela equagao (2.67), for minima, ou seja, quando

(2.69)

de onde concluimos que, para acoplamento fraco (g << wy), o féton com mais chance de
ser emitido, serd aquele com a frequéncia mais préoxima da frequéncia do oscilador. Isto

condiz com o resultado amplamente usados nos livros textos, para a frequéncia de emissao

B —Ey

onde Fy e E; sao as energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado do

atomo.
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Capitulo 3

Confinamento numa caixa

tridimensional

No capitulo anterior consideramos o sistema oscilador-campo, confinado numa cavidade
esférica de raio R, impondo condi¢@o de fronteira nula para o campo (cavidade refletora).
Nesse capitulo vamos considerar duas situacoes distintas. Primeiro consideramos o sistema
confinado em uma caixa tridimensional de arestas a, b e ¢, onde impomos uma condi¢ao
nula para o campo ao longo das paredes da caixa. Posteriormente consideraremos a si-
tuacao onde o sistema se encontra em uma caixa tridimensional com as dimensoes acima,
onde condigoes de fronteiras periédicas sao impostas para o campo ao longo das pare-
des desta caixa. Finalmente, demonstraremos o resultado, nao ébvio, de que no limite de
quando os lados das caixa tendem para o infinito, as duas situagoes sao fisicamente equiva-
lentes ao caso tratado anteriormente. E de se esperar que no limite de espaco livre, tanto a
esfera como a caixa retangular, ambos com condigao de fronteira nula, sejam equivalentes,
0 que nao é obvio é que diferentes condigoes de contorno deem os mesmos resultados.

Consideremos uma caixa limitada por planos, tal que trés de suas arestas estao sobre os
eixos do sistema de coordenadas, sendo que suas faces estao em z = 0exz =a, y = 0
ey=">b,2z=0ez=c (Ver Figura (3.1)) e o oscilador ¢y no centro da caixa, isto é, na

posigao, 7o = (3, g, ). A Lagrangeana do sistema ¢ dada pela equacao

1 1 1 b
L= git= gty [ 0.0 00°0+2myG [ Erano(ri08(e-5)5— )05,

(3.1)
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Figura 3.1: Esquema ilustrativo da caixa de confinamento.

Expandindo o campo ¢(7,t) numa base ortogonal de fungoes {¢(7)}, temos que

N

S t) = > Quim()prim (), (3.2)

k,lm=1
onde os indices k, [ e m serao justificados a posteriori. A dependéncia espacial dos modos

do campo (pm (7)) pode ser expressa como

Crm (2, Y, 2) = Ap(2)Bi(y)Cp(2). (3.3)

Escolhemos a base de fungoes, prm(x,y, 2), como solugoes da equagao, (1.4). Substituindo
(3.3) e resolvendo por separagao de variaveis, obtemos

1 dQAk<£IZ'> _ 1 dQBl(y) _ 1 dQCm(Z) - w2
Ak($) dx?2 Bl(Q) dy? Cm(z) 122 . (34)

Da igualdade acima, temos que estas equacoes devem ser iguais a uma constante que

chamaremos de —a?. Assim, a equagio para a componente Ay(z) é dada por

d* Ay () 2
cuja solucao é
Ai(z) = ay cos(ax) + ag sin(ax). (3.6)
Da mesma forma para B;(y), temos
1 d&Bi(y) 1 d*C(2) 2 2 2
_ _ _ 3.7
Bi(y) dy? C(z) dz? e ca (3.7)
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tal que

d*B
Blo) s i) = 0 39
Y
cuja solucao é
Bi(y) = by cos(By) + ba sin(By). (3.9)
Finalmente para C,,(z), temos
1 d*Co(2) 2 2 2 2
_ - _ = — 3.10
Cm(2)  dz? wita+f 7 (3.10)
e sua solucao ¢ dada por
Cin(z) = c1 cos(yz) + cosin(yz), (3.11)

sendo w? = o? + 8% +~2. A seguir, analisaremos duas situacoes, uma com a condicao
de fronteira de Dirichlet, tal que o campo seja nulo nas paredes da caixa e a outra com

condigoes de fronteiras periddicas ao longo das paredes da caixa.

3.1 Condicoes de fronteira de Dirichlet

Para o sistema confinado na caixa tal que o campo se anule nas paredes, temos as seguintes

condicoes de contorno

SOkzm(O,%Z) =0
Soklm(w7 07 Z) =0
Soklm(xa Y, O) =0

Orm(a,y,z) =0
Prim (2, 0,2) =0 (3.12)

@klm(xa Y, C) =0

Das condicoes de contorno para x =0, y = 0 e z = 0 encontramos a; = b; = ¢; = 0. Para
as demais condicoes temos o = %”, B = %r e Ym =" comk, [, m=1, 2, 3,---, 0que

justifica os indices k, [ e m da equacao (3.2). As solugoes normalizadas de @, (x,y, 2)

sao
8 . .
Orim (7,1, 2) = 4/ b sin(agz) sin(Fy) sin(ymz), (3.13)
tal que o campo pode ser representado por
N
d(x,y,2,t) =4/ s Z Qrim (1) sin(agx) sin(Fry) sin(v,, 2) (3.14)
y 9y <y abe klm k l m .

k,l,m=1
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e a Lagrangeana do sistema ¢ entao

N N
1. 1 )
L= E(qg —wiqy) + 5 Z (i1 — Wittmim) + G0 Z Qktm Chim (3.15)
k,l,m:l k,hm:]_
onde
8 k )
Chim = 274/ a_bgc sin (g) sin (g) sin (%) (3.16)
e
Wit = 05 + B + 7 (3.17)

Assim, a Hamiltoniana do sistema é dada por

N N
1 1
H = 5(1?(2) + w’qy) + 3 ) lzm_l(pizm + Wi Prim) — 40 ) lzm—l Tl Chim (3.18)

Renormalizando a frequéncia do oscilador assim como fizemos em (1.20, 1.21), encontramos

N2
Wi = w? — Mm (3.19)
w
klm=1klm

tal que a Hamiltoniana renormalizada é dada por

N N

1 1 1 2,
H = (00 +w5a) + 5 D (Pl + Wit — 2000kmCrim) + 5 D —5™a5. (3.20)
k,l,m=1 klm=1 klm

Para diagonalizar a Hamiltoniana vamos novamente usar as transformacoes dadas em

(1.27) e (1.28), com p = (0; k,1,m). Substituindo na Hamiltoniana (3.20), temos

| 13N N 2
H = 5 Z PE + 5 Z |:wgt8 + Z (Cu’;ﬂtg - cklthZm):| t(T]QrQS
r=0 T7SZO k‘,lﬂ'ﬂ:l klm
3NN
2
b5 S (linthin - unth ) un @i (3:21)
r,s=0k,l,m=1
Para que a Hamiltoniana seja diagonalizada, devemos ter
N 2
Wity + Y (w’;lm £ — cklmt;lm) = % (3.22)
klm=1 \ klm
2
Weimhtm — Crimly = 0 kim- (3.23)

Da equagao (3.23), encontramos

Ckim
= ————tr. 3.24
klm w}%lm _ Q% 0 ( )
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Lembrando que

N N
,u:0 k,l,m=1
temos
N 2 -1
=1+ ¢} : (3.26)
=l 3 e
Substituindo (3.24) em (3.22), encontramos
N
QZ
= Y rCkim (3.27)

k,l,m=1 w’%lm(wklm - Q%)

Para calcular as amplitudes, definimos, como no capitulo anterior, a fungao W (z) como

W(z) = 22 — Wl + Z > C’flm (3.28)

_ .2
wklm Wklm 22)

tal que a sua derivada é

N 2
C m \—
W' (2) ) =20, {1+ > (wglk—l—my} = 20,(t5) 72, (3.29)
Z=3er k,l,m=1 m r

Onde agora, tf;,, vem dado pela equagao (3.26). Vimos no Capitulo (2) que as amplitudes de
probabilidade de permanéncia e decaimento podem ser obtidas a partir da determinacao
da fungao W (z). De (3.16) vemos que os coeficientes ¢y, sao diferentes de zero somente
quando k, [ e m sao fmpares. Como Aa =7, A = 7 e Ay =7, no limite a — 0o, b — o0
e ¢ = o0, temos que Aa — da, A — df e Ay — dvy e podemos passar de uma soma
discreta em (3.28) para uma integral, onde cada termo de seno ao quadrado contribui com

o fator % Logo a fungao W (z) é, no limite de espaco livre, dada por

dadBdry
W= —ais 2o [0 o sy G0

Utilizando coordenadas esféricas, obtemos

2d (0)dod
Wi(z)=2*—wi+ gz/ / / wsin( 90, (3.31)

2w2

de onde

dw

w2_z2'

W(z)=2*—wi+ 2922/ (3.32)
0
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Esta fungdo W (z) é idéntica a que encontramos no Capitulo 2, equacao (2.36). Logo,
as expressoes para as amplitudes e probabilidade de permanéncia e decaimento serao as
mesmas como ja era esperado, devido ao fato de que no limite infinito, uma esfera é
equivalente a uma caixa retangular. Na secao seguinte iremos explorar esta geometria da
caixa e analisar como é o comportamento da radiacao em condigoes periédicas de contorno

para o campo.

3.2 Condicoes de fronteiras periédicas

Nesta secao analisaremos o comportamento do sistema quando este estd sob as seguintes

condidoes periddicas de fronteiras :

Orim (2,9, 2) = Orm(T + a,y,2) = Ap(z) = Ap(z + a)

Cuim (2,9, 2) = Prm(T,y +0,2) = Bi(y) = Bi(y +b) (3.33)

Orim(T,Y,2) = Orm(T,9, 2+ ¢) = Cr(2) = Cru(z + )
Sabemos que tanto as fungoes seno e cosseno sao solugoes da equacao (1.4) como também
sao a soma das duas. Analisando separadamente uma por uma das solugoes, temos da
primeira condicao de contorno para a funcao cosseno, que

elOé.’L‘ _|_ efza:r e’LC!:Be’LaCL + e*l&ﬂ?eflaa

= . 3.34
5 5 (3.34)
[st6 ocorre quando

el = gm0 — 1, (3.35)

Utilizando a féormula de Euler, encontramos aa = 27k, ou seja

2k

= —, 3.36
(0753 0 ( )
onde k£ =0,1,2,---. O mesmo é obtido para a funcao seno. De modo analogo, analisando
as demais condigoes de contorno, obtemos [5; = 277” € Ym = %Tm, com [,m = 0,1,2,---.

Devemos observar que como o oscilador ¢y estd centrado no centro da caixa, toda a parte
de Yrim(z,y, z) que tenha seno de ay, ) e ¥, ndo contribui em nada na Lagrangeana (3.1)
devido a funcdo 6(F — i) = 6(z — £)d(y — 5)d(x — £). Entdo podemos escrever solugoes

normalizadas dos modos do campo g, (z,y, z) como

Crim (T, Yy, 2) =1/ % cos(agx) cos(Bry) cos(Ym=z), (3.37)
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tal que o campo é dado por

(T, t) = \/% Z Qrim (t) cos(aygx) cos(Bry) cos(Ymz). (3.38)

k,l,m=1

Assim, a Hamiltoniana do sistema ¢ idéntica a Hamiltoniana (3.18), agora com os coefici-

entes ¢y, dados por

Chim = 2T/ % cos(km) cos(lm) cos(m). (3.39)

Usando a equagao (3.19) na Hamiltoniana (3.18), obtemos a Hamiltoniana renormalizada

do sistema;
1 1 & 1 L2
_ 2 2 2 2 2 9 klm 2
H = 5(270 +wyqp) + 5 ) ;m_: 1(pk:lm + Wietm Trim — 290QkimChim) + 5 ) ;m_l 2 % (3.40)

A diagonalizagdo do Hamiltoniano (3.40) é obtida seguindo os mesmos procedimentos da
secao anterior e iremos encontrar expressoes idénticas as encontradas desde (3.21) a (3.27),
mas com os coeficientes ¢y, desta secao, dados na equagao (3.39). A defini¢ao da fungao
W (z) também é a mesma da equagao (3.28) e verifica-se facilmente a equagao (3.29). Neste
ponto devemos tomar o seguinte cuidado com o intervalo entre duas frequéncias vizinhas,

2

que sdo dadas por Aa = 2 Af = 2T ¢ Ay =

27 ; : 2
=%, Assim, o coeficiente cj;,, pode ser

escrito como
2 4 2 2 2
Crm = —9AaABA~y cos” (k) cos®(Im) cos™(mm). (3.41)
T
Tomando o limite a — oo, b — o0 e ¢ — 0o obtemos

_2_2%2000000 dadpdy
Wiz) == “’“wgz/o / / @R - A iy O

e usando coordenadas esféricas, temos

dw

w2_z2'

Wi(z) =2 —wi+ 297:2/ (3.43)
0

Mesmos utilizando condigoes periddicas de fronteira encontramos a mesma expressao dadas
em (2.36) e (3.32). Isto nos diz que a radiagdo de um sistema que segue estas mesmas

condicoes de contorno tem um comportamento igual ao caso do espaco livre.
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Capitulo 4

O processo de radiacao em cavidades

pequenas

Neste capitulo vamos empregar o conceito de coordenadas vestidas para estudar o processo
de radiagao em pequenas cavidades, considerando o oscilador vestido localizado no centro
de uma cavidade esférica de raio muito pequeno (Rg << 1). Como fizemos anteriormente,
analisaremos a amplitude de probabilidade do oscilador vestido ¢ permanecer no seu
primeiro estado excitado e também a amplitude de probabilidade do oscilador vestido

decair do seu primeiro estado excitado para o estado fundamental.

4.1 Amplitude de probabilidade de permanéncia em
pequenas cavidades

Vimos no capitulo 2 que a amplitude de probabilidade do d&tomo permanecer no seu pri-
meiro estado excitado é dada pela equagao (2.24) e que esta amplitude pode ser trabalhado
no plano complexo através da equagao (2.35). Neste contexto de pequenas cavidades, no-
vamente iremos utilizar a fungao W(z) dada pela equacao (2.26), mas desta vez, teremos

que resolver a soma existente em W(z). Usando a identidade

N a? 1
Zm = 5(1—7TOéCOt(7TC¥)> (41)
k=1

na equagao (2.26), podemos escrever a fungao W(z) como

Wi(z)=2*—wi+ %[1 — zR cot(zR)]. (4.2)
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Da equagao (2.35), a amplitude de probabilidade do oscilador vestido permanecer no seu

primeiro estado excitado é

1 Ze—zzt
foo(t) = % P [ chot(zR)]dZ' (4.3)

i

Para resolver esta integral, faremos a seguinte mudanga de varidavel: y = zR. Assim

1 ye—iyt/R d 4 4
t)=— 74 |
fooll) =5 P =R+ n gl = yeot(y)] Y

que pode ser reescrita como

1 ye wyt/ R 1
700( ) % 2 R dy (45)
wRg[1—y cot(y)]
> — R w (1 + 92—1/%3?4)

Como estamos interessados na situagao onde Rg << 1, vamos expandir (4.5) em séries de

poténcias de Rg, obtendo

folt) = = { ¢ Wy~ Rg) (1 — ycot(y))
g = (y? — R2w3)i+!

dy. (4.6)

A expansao acima é estritamente véalida somente se

TRg[1 — ycot(y)]

e <L

Para determinar a amplitude de probabilidade, vamos calcular os primeiros termos da

expansao e usar o teorema do residuos tomando apenas os polos positivos Rwy e k7w, com

k=0, 1, 2,---. A solucao da integral acima para as primeiras ordens de Rg, é dada pela
equagcao
, e~ or (it — R2wy + (R — iRtwy) cot(Rwy) — R%wy cot(Ruwy)?
fOO(t> _ e—ztwo + Rg( ( 0 ( 2R202j ( 0) 0 ( 0) )
0

o0 zk'frt

2e " k?r3 1 -
R 2 77,&00 2 t 2R2 _ t2 _ 4R2t 2
+ kzzo (22 — Rewd)? ) + (Ryg) (8}%36 (it + 2R wy — t“wo — 4iR tw;
+ 2R*3 + 2R(1 — 5R*w] + 12w + it(wp + 2R%WY)) cot( Rwy ) + R*wo(2 — Titwo

+ 8R*wi — ! two) cot(Ruwp)? + 2i R¥wi (54 + 2twy) cot(Ruwg)? + 6 R*w3 cot(Rwy)?)

B i 2ie” ® k*ri(=5ik®m R + k*r3t — i R3w2 — kr R*tw?)
R(k2m? — R2W3)*

k=0

71.36717&0.20

— (Rg)® ( R (it*wi + t*(3wy — IR*w) + 3R*wo(—3 + 8R*wi + 2R wy)

0
— 3it(1 4+ 6R*wy) + 3R(—3 + 6 R*w; — it*ws — 28 R*wj + 63%%3 + 3itwo(—1
+ 6R%wE + 2R*w;y)) cot(Rwy) + 3R%*wy(—3 + 35R*w] + it’wi + 20R*w;
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— 3twi(2+ R%g) — Bitwo(—1 + 12R%w})) cot(Rwy)? + RPwi (21 — 228 R*w;

+ 241%WE — it3wd 4 3itwo (19 + 18R%w?)) cot(Ruwp)? + 3Rw (27 — 30itwy
+ 38R%AwWE — 3t2w0) cot(Rwp)* + 36i R°wy(4i + twp) cot( Rwp)® + 60Rw;
1 — kTt 36 3,3 p2 5 5 p2
x  cot(Ruwp)®) R2 1207 R ) k°m®(=56k°m° R* 4+ 2k°m°R
—  14ik*m 4Rt—|—k5 5t2 24kT R'wi — AT RY'wi + 12ik*r® R3twg — 2k°m®
X R*2wi 4 2km RSw) + 2iRtwy + k7rR4t2w§)> + ... (4.7)

Vamos analisar esta expressao em partes, onde primeiramente vamos tomar somente ter-

mos de primeira ordem em Rg, tal que a probabilidade ¢ dada por

9 9 cot( Rwo > 47%n? cos [t (Rwy — mr)]
|f00(t>| =1- 7TRg (1 -+ cot (R(,UO) Rwo Z 7_‘_ 272 R(Rw0)2)2 ) (48)

n=0
Podemos analisar numericamente a probabilidade de permanéncia e comparar o nosso

resultado com alguns resultados experimentais e tedricos encontrados na literatura.
P (t wo)

1.00 |
0.99 | ”
0.98

0.97

0.96w w W

0.95 -

HIUIL

I | I I I | I I I | I I I | I I I | I I I | t wo
20 40 60 80 100 120

Figura 4.1: Probabilidade do dtomo permanecer no primeiro estado excitado considerando

um expansdo de primeira ordem em Rg, para wy ~ 4,00 x 10 /s e R~ 1,00 x 1075 m.

Para isto, vamos definir a constante de acoplamento g = awy, sendo o = 1/137 a constante

de estrutura fina, wy &~ 4,0 x 10'/s (luz vermelha visivel) e o raio da cavidade da ordem
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de R ~ 1,0 x 107%mn. Deste ponto em diante, todos os célculos numéricos serao dados

no sistema internacional de unidades. Nestas condigoes, a amplitude de probabilidade do

atomo permanecer no primeiro estado excitado é dada na Figura (4.1).

Da F.igura (4.1) vemos que a probabilidade do d&tomo permanecer no primeiro estado

excitado oscila em torno de 97% por todo t. O que acontece se calcularmos a probabilidade

de permanéncia numa ordem mais alta em Rg? Vamos fazer esta andlise e verificar que a

probabilidade continua oscilando em torno do mesmo valor e com as mesmas amplitudes,

pelo menos para os tempos inicias. Assim, tomando somente termos de segunda ordem

em Rg, a probabilidade fica da seguinte forma:

| foo ()[?

it > omdn2e R
14+ e“"Rg nz:; (w2n? — (Rw0)2)2
me” " ((Rwy — iwgt Rwy) cot(Ruwy) 4 iwet — (Ruwp)® + (Ruwg)? (— cot?(Rwyp)))
2(Rwy)?
e~ Ry i 2m3n2e 7 :
= (m*n? — (Rwo)?)
me' ((Rwg + itwy Rwy) cot( Rwy) — itwy — (Rwo)? + (Rwy)? (— cot?(Rwp)))
2Rw?
ol o= 2mn2e R
(Rg) ; (m2n2 — (RWO)Q)Q
me 0 (( Rwg — itwyRwg) cot(Rwp) + itwy — (Rwo)? + (Rwg)? (— cot?(Rwy)))
2(Ruwy)?
> 213n2e &
[;; (7212 — (Rw)?)”
7e™0 ((Rwy + itwy Rwy) cot( Rwy) — itwy — (Rwp)? + (Rwo)? (— cot?(Rwy)))
2( Rwyg)?

. imnt 3,3 . .
o 2rinle (”T’f‘t + 5im?n? — mntwyRwy + 2(Rw0)2)

(m2n? — (Rw0)2)4

e—itwo (Rg)2

n=0
2 Jitwo

—87(TR€¢00)4 (2Rwo((two)? — i(2two(Rwo)? + two) — 5(Rwp)* + 1) cot(Ruwy)

(tw0)2 + 4itw0(Rw0)2 - itwo + 2(RW())4 + 2(RW0)2 + (RCL)O)Q(_<tCL)O>2 + 7itw0
8(Rwp)? + 2) cot?(Rwg) — 2i(2twy — 5i)( Rwy)? cot® (Rwg) + 6( Ruwg)*

) ., [ <% — 5im?n? — wntwyRwy — i(Rw0)2>
cot™ (Rw, + e (R -
( 0)) ( g) HZZO (7_‘_27][2 . (RWO)2>4
imnt 7T2€_itw0
2irtn2e”® | + W(zmo((two)? + i (2two (Ruwo)? + twy ) — 5(Rwp)?
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+ 1) cot(Ruwp) — (twp)? — ditwo(Rwo)? + itwoy + 2(Rwo)* + 2(Rwp)? + (Rwo)?
X (—(tw0)2 - 7z'tw0 + 8(Rw0)2 + 2) cotQ(Rwo) + 21(2tw0 + 52)(RW0)3

x  cot®(Rwp) + 6(Ruwo)* Cot4(Rw0))] (4.9)

Analisando numericamente o resultado acima usando os mesmos parametros do calculo de

ordem Rg, obtemos os dados mostrados na Figura (4.2).

P(t wo)

1.02 -

1.00 ﬁ M M ﬂ“ M M

0.98

0.96 U UU w w w

0.94 - u

L L L | L L L | L L L | L L L | L L L | L L L | t wo
20 40 60 80 100 120

Figura 4.2: Probabilidade do datomo permanecer no primeiro estado excitado considerando

um expansdo de sequnda ordem em Rg, para wy ~ 4,00 x 10" /s e R ~ 1,00 x 1075 m.

A probabilidade oscila em torno de 97% e permanece durante os primeiros intervalos de
tempo com a mesma amplitude de oscilagdo da Figura (4.1). Com o tempo aumentando
temos que a amplitude de oscilacao comeca a ter picos mais acentuados tanto para cima
quanto para baixo, mas permanece simétrico em relacao a oscilacdo em torno dos 97%.
Claramente observa-se que esta aproximacao deixa de ser vélida e a probabilidade torna-
se maior que um (e até mesmo negativa) a partir de um certo valor de tempo. Isto se
deve por causa da aproximacao e por estar desconsiderando termos da probabilidade para
manter a consisténcia na expansao em Rg. Para comprorvar este fato, vamos mostrar que
em ordens mais altas de Rg, por exemplo (Rg)?, a validade temporal da expressao para

a probabilidade aumenta. Calculando a probabilidade e tomando termos até a terceira
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ordem em Rg, obtemos a Figura (4.3), que comparada com a Figura (4.2), mostram-se

aproximadamente iguais nos primeiros instantes de tempo.

P(t wo)

1.001 “
bt tantiak il i

0.98

096 | | d

0.94 -

| | | | I | I I | t wo
0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.3: Probabilidade do dtomo permanecer no primeiro estado excitado considerando

um expansdo de terceira ordem em Ry, para wy ~ 4,00 x 101 /s e R~ 1,00 x 1075 m.

Temos também que a probabilidade continua oscilando em torno de 97% e permanece
com a mesma amplitude de oscilagao da Figura (4.1) por um tempo maior do que quando
tomamos a probabilidade com termos até a segunda ordem em Rg, ou seja, houve um au-
mento na validade temporal da expressao para a probabilidade. Quanto mais aumentamos
a ordem da expansao mais a nossa expressao se aproxima do valor exato, ou seja, melhor
representara o nosso sistema. Sendo assim, podemos esperar que quanto mais termos de
alta ordem forem tomados na expansao, mais o grafico vai se estabilizando e teremos assim
uma probabilidade sempre em torno de 97% e com uma oscilagao estavel.

Isto pode ser visto tomando termos de ordens mais altas na expansao da amplitude,
como é mostrado da Figura (4.4), onde tomamos termos até a quarta ordem em Rg para a
probabilidade. Claramente podemos ver que a validade temporal da nossa expressao para
a probabilidade aumenta conforme aumentamos as ordens de Rg. Concluimos que este

aumento repentino nos picos da oscilagao realmente se deve as baixas ordens da expansao
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P(t wo)
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0.95

Figura 4.4: Probabilidade do dtomo permanecer no primeiro estado excitado considerando

um expansdo de quarta ordem em Rg, para wy ~ 4,00 x 10" /s e R~ 1,00 x 107¢ m.

e que em ordens muito altas terfamos toda a oscilacao estdvel e préoxima dos 97%, exata-
mente como é no comego de cada grafico. Lembrando que esta probabilidade com termos
de quarta ordem em Rg deixa de ser valida depois de um certo intervalo de tempo que esta
omitido na Figura (4.4). Todas as aproximagoes sao praticamente equivalentes quando to-
madas em suas respectivas regioes de validade, como é mostrada na Figura (4.5), onde
as probabilidades em primeira, terceira e quarta ordem em Rg sao as curvas em amarelo,
vermelho e azul, respectivamente. Observe que a curva em vermelho praticamente fica

escondida atras das outras curvas e as demais curvas sao muito proximas uma das outras.

Este resultado torna-se mais interessante quando comparado com os resultados experi-
mentais encontrados em [38, 39], no qual se verifica a estabilidade de dtomos excitados
com frequéncia de emissao no vermelho visivel colocados entre duas placas separadas por
um distancia da ordem de 1,1 x 107%m. Em trabalhos tedricos mais recentes [35, 7] sao
feitas estimativas da probabilidade do atomo (confinado numa cavidade pequena) perma-

necer no seu primeiro estado excitado e encontram resultados da ordem de 98% e 97%
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Figura 4.5: Comparacao das probabilidades em diferentes ordens de Rg e nas suas res-
pectivas regioes de validade, para wy ~ 4,00 x 10*/s e R ~ 1,00 x 1076 m. (Rg)*
oo o(lRg)’ eee(Ryg)

respectivamente, ambos considerando o atomo com frequéncia de emissao no vermelho
visfvel e o raio da cavidade da ordem de R ~ 10~%m. Podemos concluir que os 4tomos no
primeiro estado excitado tendo tais frequéncias de emissao, quando colocados no interior
de pequenas cavidades terao uma estabilidade da ordem de 97% e é ainda maior quando se
diminui o raio da cavidade. Neste modelo de acoplamento que estamos usando g = awy,
para aumentar a estabilidade do sistema podemos diminuir o raio da cavidade de confina-
mento ou diminuir a frequéncia de emissao do atomo, em outras palavras, quanto menor
for Rg, maior sera a estabilidade do sistema. Diminuindo Rg, além de aumentar a proba-
bilidade do atomo permanece no primeiro estado excitado, menores serao as amplitude de
oscilacao da probabilidade, resultando em maximos e minimos cada vez mais proximos.
Por exemplo, para um dtomo com frequéncia de emissao wy ~ 2,00 x 10'%/s (micro-ondas)
confinado numa cavidade de raio R ~ 1,00 x 1072 m, a probabilidade de permanéncia no
primeiro estado excitado é dado na Figura (4.6). Nesta situacao o raio da cavidade foi

aumentado 10* vezes e a frequéncia de emissao foi reduzida 2 x 10* vezes, tal que Rg caiu
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pela metade. Isto nos garante uma maior probabilidade do dtomo permanecer no primeiro
estado excitado, uma redugao nas amplitudes de oscilagao da probabilidade e com isto um
aumento da frequéncia de oscilagao da probabilidade, o que quer dizer que as transicoes

entre maximos e minimos da probabilidade sao mais rapidas.
P (t wo)
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Figura 4.6: Probabilidade do dtomo permanecer no primeiro estado excitado, para wy =~

2,00 x 10'°/s ¢ R~ 1,00 x 1072 m.

Na secao seguinte vamos calcular a amplitude de probabilidade para o atomo vestido
decair do primeiro estado excitado para o estado fundamental e posteriormente utilizare-

mos estas amplitudes para o estudo do processo de termalizacao.

4.2 Amplitude de probabilidade de decaimento em
pequenas cavidades

Vamos agora determinar a amplitude de probabilidade do oscilador vestido (dtomo) de-
cair do primeiro estado excitado para o estado fundamental emitindo um quantum de
frequeéncia wy. Do Capitulo 2 temos que tal amplitude de probabilidade de decaimento é

dada pela equagao (2.61) e como argumentado na segao anterior, ndo usaremos a fungao
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W (z) no limite continuo e sim a fungdo W(z) da equacao (4.2), tal que a amplitude de
decaimento é dada por
Ze—izt

for = kaj{ dz
%7 mi ] 22— @i+ Z(1 - 2Rcot(2R))|(wy — 22)

(4.10)

Utilizando a mesma mudanga de varidvel da secao anterior podemos reescrever a amplitude

de decaimento como

nwy, R? yeWt/R 1
fon(t) = =1 f 4 )
wi S P R — ) (1 Rl

Expandindo em poténcias de Rg, a amplitude de probabilidade acima é dada por

1 > e=itv/Ry(—wRg)i (1 — y cot(y))? p
i (v —wiR?)(y? — Rewg)i ™t |

Jou(t) = (4.12)

A integral acima é resolvida de forma analoga ao que fizemos na segao anterior. Usando

kr

7> a probabilidade de segunda ordem em Rg, é

que wy =

_ imkt

Jox(t) = \/R_9(<_\/§7T3/2k) (7]'2]{}26— (RRwo)? N 7r2k26—it(u;wo)2>)

o VRl (V350 (g e 7 (i~ i)
+ iRuwg cot(Rwp) (m°k*(two + 1) — (twy — 1)(Rwp)?) + (RQ;SBQ (7°k* — (Rwo)?)

e YR

x  cot*(Rwp) + (two)? (itwo — (Rwo)® +2) ) — 2 Rwo (12k% — (Ruwo)?)
X twy — Ti(mk)? Rwo — 2mktwo(Rwo)® — i(Rwp)?)

o o2rm2e TR
B Z (k2 — m?) (m2m? — (Rw0)2)2)>

m=0

3 (2(7rk)3

2, —itQdo

+ /Rg(Rg)’ ((—\/§7r3/2k) (8(Rw0)4 (7;];0)2 —p ((Ruwo)(8 + 5itwy

— (two)® — 6(Ruwy)? — ditwo(Rwo)? + 2(Ruwo)*) + 2k>7 (Ruwo)* ((two)* — 2(Rwo)”
x (=14 (Rwp)?) + itwo(—3 + 4(Rwp)?)) + k*m*(—(two)? — itwo(—1 + 4(Rwy)?)
4+ 2((Rwp)? + (Rwo)h)) + 2Rwo(2k*m*( Rwg)*(—3 + itwy — (twp)? + 3(Rwp)?

— 2itwy(Ruwy)?) + (Rwo) (=3 + (two)? — (Rwo)? + itwo(—3 + 2(Rwo)?)) + k'm*
x (14 (twp)? — 5(Rwp)? + itwo(1 + 2(Rwp)?))) cot( Ruwp) + (Rwo)?(2k*m%(Ruwy)?
(6 + 5itwy + (two)? — 8(Rwp)?) — k*m* (=2 4 Titwo + (twp)? — 8(Rwy)?)
(Rwo)*(—6 — 3itwy — (two)® + 8(Rwp)?)) cot?(Rwg) + 2(Rwy)® (—k*m?
(
(

Ruwo)?) (k2?7 (5 — 2itwy) + (—1 4 2itwy) (Ruwo)?) cot?(Rwp) + 6( Rwo)*(—k*m?
7r26_i73§t

+ o+ o+

Ruwg)?)? cot(Ruwg)) —

6m°k° (two)? + 87°k° (Rwo )
12(&)0)2 (7T2]€2 . (Rw0>2)5 ( ™ ( w(]) ™ ( WO)
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—  66im° k" two Rwy — 1274k (twy)? (Rwo)? — 167 k* (Rwo)* — 2137 k* (Rwy)?
60473 k3 twy (Ruwo)® + 672 k2 (two)? (Rwo )* + 872k*(Rwg)® — 7872k (Rwy )*

o0

Gimktoo(Rwo)” + 3(Reo) ) + 3

immt

2m2mie” R
“—= Ruwyo (k2 — m2)2 (m2m? — (Rw0)2)4

X (i7r3k2m3two + 5m%k*m?® Rwy — imk*mitwy(Rwy)? + k*(Rwg)?® — im®m twy

—  7*m*Rwo + imm3z(Rwy)? + mQ(RwO)?’))) . (4.13)

Nao apresentaremos a amplitude de probabilidade em ordens mais altas pois é muito
extensa e como ja vimos que a validade temporal para as nossas expressoes de amplitude
em cavidades pequenas depende diretamente da ordem da expansao e vimos que dentro
da regiao de validade, as aproximagcoes sao quase equivalentes. Para efeito de comparacao
com a analise numérica que fizemos na probabilidade de permanéncia, vamos usar uma
expansao de terceira ordem em Rg na integral (4.12), com g = awy, wy ~ 4,0 x 10'4/s e
R ~ 1,0 x 10~%n. Numéricamente, a probabilidade de decaimento em terceira ordem de

Rg é dada na Figura (4.7), com k = 1.

P(t wy)
AAANAANAANNNDNN]
UUUUUUUUUUU t wy

. 10 20 30 40 50 0

Figura 4.7: Probabilidade do datomo decair do primeiro estado excitado para o estado fun-

damental, para wy ~ 4,0 x 101 /s, R~ 1,0 x 107%m e k = 1.

Uma analise minuciosa, demonstra que de todos os valores de k, somente £ = 1 tem
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um valor significativo para a probabilidade de decaimento e ja os demais valores de k
tem valores de probabilidades quase despreziveis. Isto se deve ao fato de que estamos
considerando o caso de acoplamento fraco (g << wg) e como vimos no final do Capitulo
2, num processo de decaimento do primeiro estado excitado para o estado fundamental, o

féton com mais chance de ser emitido é aquele com a frequéncia mais préxima da frequéncia

kme

do oscilador. Lembrando que no sistema internacional de unidades, wy, = “£°,

temos para
k =1, que w; é da ordem de 10'/s, ou seja, é uma frequéncia da mesma ordem da
frequéncia do oscilador e a mais proxima, o que justifica o fato de apenas w; ter uma

probabilidade significativa de ser emitido neste processo de decaimento.

P(t wo)

0.0005

0.0004

0.0003 |

0.0002

0.0001

¥ 1y R e o B - e o two
: 2 4 6 8 10

Figura 4.8: Probabilidade do dtomo decair do primeiro estado excitado para o estado fun-

damental, para wy ~ 4,0 x 10 /s, R~ 1,0 x 107%m e k = 10.

Por exemplo, a probabilidade do atomo decair e emitir um féton com frequéncia ws é
| fos(t)|? ~ 0,001. Para outras frequéncias temos |fo10(t)|*> ~ 2,5 x 1074, | for00(t)|* ~
2,5 x 1079, isto é, oscilam muito préximo destes valores (Ver Figura (4.8)). Quanto maior
for o valor de k, menores sao as probabilidades e menores sao as amplitudes de oscilacao.

Estas probabilidades de decaimento em pequenas cavidades sao baixas ou quase nulas
e de certa forma ja eram esperadas ja que vimos na se¢ao anterior que o atomo no primeiro

estado excitado tem uma alta estabilidade.

48



Capitulo 5

O processo de termalizacao de um
atomo com o campo de radiacao

térmica

Neste capitulo estudaremos a evolucao temporal de um oscilador, inicialmente em qualquer
estado excitado e o campo num estado de equilibrio térmico. Consideraremos um atomo
(novamente sendo aproximado por um oscilador harménico), inicialmente em um estado
arbitrario e acoplado a um campo de radiagao térmica (aproximado por um conjunto de
osciladores harmonicos em equilibrio térmico). Algumas questoes que vamos analisar sao:
o atomo atinge um estado de equlibrio final? E se o sistema evolui para um estado de
equilibrio final, este estado é o de equilibrio térmico? Para responder a estas questoes

vamos usar o contexto das coordenadas vestidas apresentadas no Capitulo 2.

5.1 O operador densidade na mecanica quantica

Na mecanica quantica, os observaveis sao representados por operadores Hermitianos e os
possiveis resultados de uma medida sao os autovalores (sempre reais) destes operadores.
Os postulados da mecanica quantica foram enunciados para ensenbles puros (sistemas
fechados), onde podemos representar todos os membros do sistema por um mesmo ket. Mas
em algumas situagoes nao temos como representar, sem ambiguidade, todos os membros do

sistema simplesmente usando os postulados da mecanica quantica e dizemos que estamos
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num ensenble misto (sistema aberto), onde ndo podemos representar todos os membros
do sistema por um mesmo ket. Para descrever esta situagao, J. Von Neumann introduziu
o formalismo do operados densidade, em 1927 [32].

Primeiramente vamos introduzir algumas quantidades para depois definir o operador
densidade. Dado um estado qualquer da base {|v,)}, o operador projegao sobre este estado

¢ definido como
P = |vg) (vn| (5.1)
tendo as seguintes propriedades

P?=p, =P (5.2)

n n

Um observavel B pode ser representado por

B=> bulbm)(bnl. (5.3)
tal que

B=> buPy. (5.4)

A probabilidade de, na medida de B num estado |v), se obter um autovalor b,,, é dada

por
P = [(bm V)" = (0] P]0). (5.5)
O valor médio de B no estado é |v)
(vIBlv) = (0] Y [bm) (bl Bl0)
S bl ) = 3 b (5:6)

Da Mecanica estatistica quantica, um ensenble misto pode ser considerado com uma
colegao de estados, com w, representando a fragdo de sistemas no estado |v,), ou seja,
podemos apenas associar certas probabilidades wy, ws, - -+ ,w,, de que um particular sis-
temas do ensenble, escolhido ao acaso, esteja nos estados quanticos descritos pelos kets
|v1), |va), -+, |vn), respectivamente. Logo, a probabilidade de que a medida no ket |v,,) do

ensenble de uma quantidade fisica representada pelo operador B, forneca o resultado b, é
Pp = (va] Bylon) (5.7)
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onde, P, = |b){(b| é o operador projecao associado com o autovalor |b). Definindo a pro-
babilidade de que uma medida no ensenble forneca o resultado b como sendo a média

ponderada:

P = Zwmp;)n

_ é;wmﬂ(wmwb)
= Tr K;wm\umxvmy)a,] . (5.8)

Observe que o termo entre parénteses é um operador e contém toda a informacao sobre o

ensenble. Este operador é definido como operador densidade p:
P = Zwmlvm><vm|- (5.9)

Usando o operador densidade, a probabilidade de que uma medida de B no ensenble

forneca o resultado b é
o =Tr(ph), (5.10)

e o valor esperado da medida de B no ensenble é

(B) = prb
= Tr(zb:pbe)

= Tr(pB) (5.11)

Observem que dado o operador densidade, a média e a probabilidade acima sao tomadas
sem a necessidade de se escrever o ket que representa o ensenble. Como mencionamos,
um ensenble puro é especificado por w,, = 1 para algum ket |v,,) = |v) = e w,, = 0 para
todos os outros kets.

A evolucao temporal do operador densidade é feita de tal forma a nao perturbar o
ensenble, nao alterando a populacao fracionaria de w,,. Portanto, a mudanca de p é
governada unicamente pela evolugao temporal dos kets de estado |v,,) da equagao (5.9) e

satisfazem a equacao de Schrodinger, tal que

9 _

5 = [H, p|. (5.12)
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Esta equagao é semelhante a equacao de Heisenberg, exceto pelo sinal contrério e é conhe-
cida como equacao de Liouville-Von Neumann. Note-se que a equacao de Liouville-Von
Neumann vem da evolugao temporal dos vetores de estado na representacao de Schrodin-
ger. Entao, se considerarmos a representacao de Heisenberg, o operador densidade per-
manecerd constante no tempo e todos os outros operadores (relacionados aos observaveis
fisicos) serao dependentes do tempo. No que segue adotamos a representatacao de Hei-

senberg.

5.2 O operador densidade de estados vestido

Para um atomo acoplado a um campo de radiagao térmica, o sistema é descrito pelo

seguinte operador densidade

p=po® pg, (5.13)

onde py ¢ o operador densidade para o atomo, que pode ser um estado puro ou misto, e
pp ¢ o operador densidade para o campo de radiacao em equilibrio térmico numa dada
temperatura 371, Digamos que no tempo ¢t = 0, acoplamos o 4tomo ao campo de radiacao
térmica e depois o sistema total evolui no tempo. Usando o quadro de Heisenberg, vamos
manter o operador densidade constante no tempo e calcular a evolucao temporal dos
operadores relacionados aos observaveis fisicos do sistema. Estes operadores evoluem no

tempo de acordo com a equacao de movimento de Heisenberg

0 |
S0(t) =i[H,0(1)], (5.14)

onde O é um operador dependente do tempo associado a alguma observavel fisico e H
¢ a Hamiltoniana do sistema atomo campo e é dada pela equacgao (1.48). O operador

densidade de estados (nu) do campo de radiagdo em equilibrio térmico na equacao (5.13)

¢é dado por
al 1
pp = Zglexp{—ﬁzwk (a;ak—i— 5):|, (515)
k=1
onde os operadores a,i e ay sdo os operadores de cria¢ao e aniquilagao (nus) e sdo das por
(TR 7 (PP 7]
a, = 5 (qu ZW,H«) (5.16)
w D
a, = 7“(% +zw—’;), (5.17)



e g = Hfj:l zlg é a funcao particao do campo de radiacao térmico, onde

Z]/BC — Trk[e*ﬁ%(alakﬂ/?)]
1

= W (5.18)
Vimos nos capitulos anteriores que em um sistema descrito pela Hamiltoniana (1.48) era
necessario redefinir o que sao coordenadas fisicas para o atomo e para os modos do campo.
Desta forma vamos redefinir o operador densidade de estados dado na equacao (5.15),

onde vamos considerar as coordenadas vestidas ¢;,. Chamaremos tal operador de operador

densidade de estados vestido e é dado por

Py =25 exp{ I64 Zwk (aga; >] ) (5.19)

! ~ . ~ . . ~ . ~
onde a,j e aj, sdo os operadores de criagao e aniquilagao vestidos e s@o dados por

/
w p
al = —“(q’ — i—“) (5.20)
i 2 \ " T,
[w .,
a, = —“(q’ + 2—“), (5.21)
’ 2\ " wy
sendo pL = —1 02' o operador momento vestido. O mesmo é feito com o operador densidade
i

para o atomo, sendo este reescrito em termos das coordenadas vestidas .

5.3 O processo de termalizacao

Agora vamos analisar a evolucao temporal do valor esperado térmico do operador nimero
de ocupacao associado com o oscilador vestido a (t)aj(t). Consideraremos que o estado
inicial do sistema &tomo-campo eletromagnético dado pela equagao (5.13), onde pj é um
estado arbitrério para o atomo, puro ou misto, e p’ﬂ dado pela equacao (5.19), descreve o
campo de radiacao térmica em uma dada temperatura S~!. Um vez que o nosso sistema
pode ser escrito em termos dos operadores de criacao e aniquilacao vestido, podemos
resolver o problema do equilibrio térmico usando a equagao de Heinserberg para estes
operadores e determinar a evolucao temporal do nosso sistema. A equacao de movimento

de Heinsenberg (5.14) para o operador aniquilagao vestido é

0 / o /
Ea“(t) =i[H, a,(t)]. (5.22)
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Temos que em ¢ = 0, a,(0) é dado pela equagao (5.21). Vimos no Capitulo 2 que podemos
relacionar as coordenadas vestidas com as coordenadas nuas através da equagao (2.7) e o

mesmo pode ser feito para obter o momento vestido. Temos que

, 00, 0 N 00,
= -_ p— pumy _P . .2
p“ Z 8qu aQT — aqL T (5 3)

\/(’T”ﬂ 3 (5.24)

, obtemos

Da equagao (2.6), temos

Substituindo a equagao (5.24) em (5.23)
AN

h=3 2, 55
r=0 T

Como P, = Z ot by, podemos obter assim uma expressao que relaciona os momentos

vestidos com os momentos nus, dado por

r= O v=| 0

Usando as equagoes (2.7) e (5.26) na equagao (5.21), temos

a,(0) = \/g(iz\/»twy%—z—;;\/gt;t; ,,)

N N 0O '
- ZZ é(t’"trqy—l—zgypy) (5.27)

a;;@) = Z (BMV(t)pV + Bul/<t)QV) ) (528)

v=0
tal que
Y N X Q e
0 =5 (B + B0 = 5% (s +500,). 620
v=0 r=0 v=0 r
Temos entao que as condigoes inicias sao dadas por
B,.,(0) Ay Lty (5.30)
A —~ /20, ‘
. NooQ
B.,(0) = ) St (5.31)
r=0



Da equacao de Heisenber, temos

Sty = ilH.a,(0)
g al 1 on ¢
= Zz[pﬂ‘i‘wqu a,] —ch[%%y%] +§Zw—kg[q(2),a;t]
=0 k=1 k=1 "k

= 5o+ al) = 3 el oo+l )

©=0 k=1
1 al Ci 2
EPI5 X0 (532
k

onde ¢, = nwg. Usando a equacdo (5.28) e tomando somente os termos nao nulos nas

regras de comutagao ([q,,p,] = d,.), temos

N N

S Bu®pe + Bu®a) = + =33 (02 BuOa) + w2le, Bu(t)p.))
2

v=0 =0 v

— Z Z cr([ar, B (t)pv]qo + arlqo, B (t)p])

1 N N 02
+ 52> —sla But)p). (5.33)
k

Usando as relacoes de comutacao, temos

N N N
Z(B ( )pl/ + Bp,u I/ = + Z BHV DPv — Z B/ﬂ/(t)WI%QV + Z Ck:Buk(t)qO
v=0 v=0 k=1
1L 2
k
+ Z e Buo(t)ai — 5 2 w_iB (5.34)

Comparando o lado direito com o lado esquerdo da equacao acima, obtemos

Boo(t) [w0+z J —i aBu(t) = 0 (5.35)

Buk(t) + wiBuk(t) — cxBuo(t) = 0. (5.36)

Estas equacoes sao idénticas as equacoes de movimento para as coordenadas nuas que sao
obtidas usando a equacao de movimento Hamilton para a Hamiltoniana dada na equacao
(1.48). Entao, para desacoplar as equagoes (5.35) e (5.36), podemos usar as mesmas

matrizes ¢, que usamos para diagonalizar a Hamiltoniana (1.48), ou seja
Z et (5.37)
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Substituindo a equagao (5.37) nas equagoes (5.35) e (5.36), estas equagoes desacopladas

sao
v 2 o
CL(t) +Q.C(t) = 0, (5.38)
cuja solucao é
r r 1t r  —iQt
CL(t) = age™ " +bje : (5.39)
Substituindo (5.39) em (5.37), obetmos

Bu(t) =ty (ae " + bre " (5.40)

~—

Os coeficientes ay, e by, podem ser obtidos das condigoes iniciais dada pelas equagoes (5.30)

e (5.31), onde temos

N N

ZZ by > tray, +by) (5.41)
V29, g
N

Z,/ Qtrt’“ = iy O (a, — b)), (5.42)
r=0

Multiplicando a equagao (5.41) por €2, e somando com a equagao (5.42), encontramos

ay, = 0. Multiplicando a equagao (5.41) por €2, e subtraindo a equacao (5.42), concluimos

que by, =i \/7 (5.40), podemos escrever

N
trer .
Bu(t) = i)y gQ e it (5.43)
r=0 r
Y0
Bu(t) = Y ét;tf,e_m”, (5.44)

de forma que

Al Q i
/ _ § : E : T T —iQpt
a#(t) = t“tl/ 7 ( v —|— Q_pr> € . (545)

Usando as relagdes inversas para as equagoes (1.27) e (1.28), podemos escrever a;,(t) em

funcao das coordenadas coletivas, da seguinte forma:

a,(t) = iiit;tu V[(Qs O ) et (5.46)

v=0 r=0 s=0
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Podemos agora realizar a soma sobre os indices v e usar a equagao (1.30) para obtermos

N .
ORI T 2 (5.47
r=0 r

Observe na equacgao acima que o operador entre colchetes é exatamente o operador ani-

quilagao coletivo (1.49). Desta forma temos
N
a,(t) =Y tr A" (5.48)
r=0

Da equacao (5.25) podemos obter que P, =) 1} S—:p'u e usando a equagao (5.24) pode-

mos escrever a,,(t) em termos das coordenadas vestidas

N N .
/ rgr Wy / Loy —1
a0 =32 a5 (d+ Zat ) e (5.49)

v=0 r=0
Desta forma o operador entre colchetes é exatamente o operador aniquilacao vestido dado

pela equagao (5.21), ou seja

N N
a,(t) = Z Z trtya,e . (5.50)

N N

A=) ta, & d,=> A, (5.51)
v=0 r=0
N N

A=Y "tal & ai=) Al (5.52)
v=0 r=0

Com o intuito de determinar a evolugao temporal do valor esperado do operador nimero
de ocupacao e relacionar o processo de termalizacao com as ampiltudes de probabilidade

calculadas nos capitulos anteriores, podemos escrever a equacao (5.50) da seguinte forma

N
a;,b<t) = Z fuu(t)a:n (553)
v=0
onde
N
Fult) = thtre ™, (5.54)
r=0

como ja vimos no Capitulo 2 representa uma amplitude de probabilidade.
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Agora vamos determinar a evolugao temporal do valor esperado térmico do operador

nimero de ocupagcio vestido n/,(t) = a/(t)a/,(t) para em seguida relacionar com o nimero

de ocupacao correspondente atomo vestido. O valor esperado do operador nimero de

ocupacao vestido é dado por

(m, (1)) = Trlpn, ()] = Trlpy ® phal (t)a,(1)]. (5.55)

Da equacao (5.53) temos que

af(a,(t) = Y fraO) fw(b)ala;

v=0 a=0
N
= D fw®Pafa, + D fra) fut)ald, (5.56)
v=0 v£a
Para calcular o trago da equagao (5.55) vamos utilizar as bases vestidas |n,, nq, -+ ,ny)q.

Das propriedades dos operadores de criacio e aniquilacao, a'|n) = v/n + 1jn+1) e an) =
Vv/nln — 1) [32], temos que o segundo termo da equagao acima nao contribui para o valor

esperado da equagao (5.55), logo

N
w0) = 1o ElwloPal 'powﬁ}
v=0
_ \fuoa)PTr[aQaapa] +Z|f,m QTr[a;Ja;p'ﬁ]
= ‘f,uO +Z|fuk )>7 (557)

onde (ny(0)) e (n}(0)) sdo as distribuigbes iniciais para o atomo vestido e os modos do

campo vestido, dados por

(np(0)) =Y nalnlp|n)a (5.58)

Try, [aga;e_ﬁwk(“g%*l)] 1

(0 = = . 5.59
(1}, (0)) o]~ (5.59)

Tomando p = 0, obtemos a dependéncia temporal do valor esperado do operador niimero

de ocupacao correspondente ao atomo,

(no(t)) = | foo(t) +Z‘f0k 1(0)). (5.60)
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No Capitulo 2 vimos que |fop(t)|* é a probabilidade do d4tomo permanecer no primeiro

nivel excitado e |for(t)]* é a probabilidade do dtomo decair do primeiro nivel excitado
para o estado fundamental emitindo um féton de frequéncia wy. Isto quer dizer que todo
processo de termalizacao é descrito em termos destas probabilidades. Na secao seguinte
determinaremos o valor esperado da equagao (5.60) no limite R — oo e posteriormente no

regime de pequenas cavidades.

5.4 O processo de termalizacao no limite continuo

A equagao (5.60) nos da o valor esperado do operador nimero de ocupagao no tempo t e
para ser resolvida devemos determinar | foo(¢)|? e | for(¢)|? no limite continuo (R — o), o
que ja foi feito no Capitulo 2. Entao, tomando o limite continuo Aw — 0, N — oo nés

obtemos o valor esperado do ntimero de ocupacao correspondente ao atomo,

o) = (oo + [ 2, (5.61)

0

onde | foo(t)]* ¢ dada pela equagao (2.48) e | fo,(t)|* é

- ?w? (@2 4 we ™t e E
|f0w(t)| = + o { (I}K?&)) - KQ((,U)(
X cos|(w — @)t] + 7g(w® — wi)(w? + wi — 20w) sin[(w — @)t]

[20(w? — wS)Q + 12 g*w(w?® + wg)]

+ 2gI(w, t) K (w)[20(w? — w?) sin(@t) + mg(w? + wi) Cos(djt)]) + 4gw

I(w,t) o 2\ o ~ 272
K@) [(w*® — wy) sin(wt) + mgw cos(wt)] + 4wg“I*(w, t)}, (5.62)
sendo
_ 00 y267yt
fnt) = /0 (07 + R + P22 + ) (563

K(w) = (w?* — wd)? + mg?w? (5.64)

Quando tomamos um tempo muito grande (¢ — 00), o primeiro termo da equagao (5.61)

nao contribui para o valor esperado do operador n{(t) pois neste limite | fyo(c0)|? tende a
zero. Ja o segundo termo da equacdo (5.61) é bem definido e nao nulo neste limite, o que

mostra que o valor esperado correspondente ao atomo tende a um estado equilibrio final
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e ¢ independente do operador densidade para o atomo pjf, ou seja, depende apenas dos
graus de liberdade do campo térmico.

Tomando o limite t — 0o na equagao (5.62), a equagao (5.61) toma a forma

w?

(ng(00)) = 29 /OOO @ o) dw (5.65)

2 + w2020 (ePv — 1)

e representa o valor de equilibrio do operador nimero de ocupacgao correspondente ao

atomo. Para encontrar o significado fisico do valor de equilibrio dado pela equacao acima,
d i 1 do d dor nii d qo agal

vamos determinar o valor esperado do operador nimero de ocupagao a, @, N0 caso em que

o sistema atomo-campo eletromagnético esta em equilibrio térmico em uma temperatura

0~!. Nesta situacao, o operador densidade é dado por

o—0H
S 5.66
Pe TT‘[G_HH] ( )
onde H é dado pela equacao (1.48). Assim
Trlafa. e—0H
(alfal) = ny = Lrl90%0e 7] (5.67)

TrlefH]
Escrevendo a Hamiltoniana em termos das coordenadas coletivas dada pela equagao (1.51)

usando as equagoes (5.51) e (5.52), temos

Tr[> th A STt Ase ]
APYA _ r Y040 s lo41s
(agag) = no = Tl om : (5.68)
Usando a base coletiva |ng,ny,- -+ ,ny). e tendo que os termos cruzados nao contribuem
no valor esperado, encontramos
N ta_1 N
Tr[AlA,e 0% (Ardr=3)] (t5)?
AW E 7\2 rdir § 0
< 0 0> 0 TZO( 0) Tr[efeﬂT(AI‘ATié)] g eeﬂr _ 1 ( )

Comparando esta equac¢do com a equagao (2.24) e procedendo de maneira andloga (com

Mgy = (' —1)71) até a equagao (2.39), obtemos o valor esperado do operador niimero de

~ !/ . ’ . ~ 1, .
ocupacao aOTa{) no caso em que o sistema atomo-campo eletromagnético estao em equilibrio

térmico em uma dada temperatura 61,

062

(affal)) = 29/0 (02 —n)? © n2gPa?] (P = 1)0l0z. (5.70)

No caso em que 6 = 3, as equagoes (5.70) e (5.65) sao idénticas. Isto significa que o dtomo
atinge uma distribuicao de equilibrio térmico final e termaliza com o campo de radiacao

térmica, a temperatura 57!,
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5.5 O processo de termalizacao em pequenas cavida-

des

Para analisar o processo de termalizagao em pequenas cavidades (Rg << c¢), partiremos
da equacao do valor esperado do operador niimero de ocupagao correspondente ao atomo
(5.60) que é descrito em termos das probabilidades de permanéncia e decaimento. Como
vimos no Capitulo 4 as probabilidade de permanéncia e decaimento oscilam em torno de
um valor fixo e tem este comportamento ao logo de todo o tempo. Logo, para efeito
de calculo e para uma analise numérica mais simples, vamos utilizar as amplitude de
probabilidades dadas nas equagoes (4.5) e (4.11) e expandir em séries de poténcias em
torno de Rg e tomar termos até a primeira ordem. Assim, as amplitudse de probabilidade

de permanéncia e decaimento sao dadas respectivamente por

foolt) = et 4 Ry e 0 (— R%wy — R%wq cot?(Rwo) + (R — iRtwy) cot(Rwy) + it)
QRQUJO
< 2mdne R
i 5.71
; (w*n? — szg)z) (5.71)
e

_ imkt

Jor(t) = \/R—g((_ﬁﬂmk) <7r2k2e— (RRwo)2 N W2k2€:i12w0)2))

# Vol (Va8 gy gy 8 ()~ )

+ iRwg cot(Rwp) (7°k*(two + 1) — (two — 1)(Rwo)?) + (Rwo)? (7°k* — (Rwo)?)

e VR

2Rwy (m2k? — (Rwy)?)
X  twy — 7i(7T]€)2RWQ — 27Tk'tW0(RU)0)2 — i(Rwo)?’)
- smme* >) (5.72)

(k2 =) (=2m? = (R )?)°

x  cot?(Rwp) + (two)? (itwo — (Rwo)® +2) ) — - (2(7k)?

m=0

Das equacoes acima, as respectivas probabilidades em primeira ordem em Rg sao dadas

por
t(Rwo) = 4m2n? cos [ L (Rwy — nm)]
H2=1—7nRg |1+ cot?(Rwp) — —0) R 5.73
‘foo( )| ™ g < ( 0) Rwo ; (7_‘_2712 - (Rw0)2>2 ( )
e
Sln2 t(Rwo—mk)
| for ()] = 87°k* Ry ( - ) (5.74)

((Rwo)? — 7T2]{22)2
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Da equagao (5.60), o valor esperado do operador nimero de ocupagao no regime de pe-
quenas cavidades é dado por
- i Am*n? cos [ (Rwy — n)]

(72n2 — (Rwo)?)?
Sil’lz (t(RwZOI;Wk))
((Rwo)? — 7r2k2)2

(no(t)) =

1 —mRg <1 + cot?(Rwo

n=0

(np(0)) + > 87°k’Rg (n}.(0)). (5.75)

k=1

_ cot(Ruwy)
RCL)()

A equacgao acima nos traz uma diferenca com relacao a termalizacao para grandes ca-
vidades. Neste regime de pequenas cavidade a dependéncia temporal do valor esperado
do operador niimero de ocupacao esta toda contida nas fungoes trigonométricas e em ne-
nhum instante de tempo ela converge para um valor final de equilibrio. Para verificar
este fato podemos fazer uma andlise numérica usando os mesmos parametros anteriores:
wo & 4,00x 107 /s, R ~ 1,00 x 107%m, fixar (ny(0)) = 1 (d4tomo inicialmente no primeiro
estado excitado) e variar a temperatura como mostra a Figura (5.1).
ng'(t wgp)

0.99 | m n ” ‘ ﬂ n

0.96 U U U u

0.95 -

| L L | | L L L | L L L | t wo
20 40 60 80

Figura 5.1: Valor esperado do nimero de ocupagao correspondente ao dtomo (ny(t)), para

wo~4,0x 10M/s, R~ 1,0 x 1075m e (n{(0)) =1. e 0 e T=300K o e eT=10000K

Na Figura (5.1) verifica-se claramente que um aumento consideravel na temperatura au-

menta (na média) o valor esperado do ntimero de ocupagdo. Este aumento no valor
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esperado ¢ ainda mais acentuado em temperaturas mais elevadas. Por exemplo, para tem-
peraturas da ordem de 7' = 10°K, o nimero de ocupacao (na média) ¢ aproximadamente
3 vezes maior do que na temperatura ambiente. Para esta frequéncia de emissao, variagoes
na temperatura préximas a temperatura ambiente sao pouco significativas para valor es-
perado, nao aumentando e nem diminuindo os pontos de méaximo e minimos da oscilacao,
tal que o nimero de ocupacao a temperatura ambiente e proximo do zero sao praticamente
idénticos.

Vemos que a temperatura zero, um atomo no espaco livre, inicialmente no primeiro
estado excitado ou estados de maior excitacao somente pode decair, desde que todos os
modos do campo estejam no estado fundamental. Mas quando confinado numa cavidade
suficientemente pequena, este decaimento praticamente desaparece. Agora, numa tempe-
ratura finita (alta), os modos do campo dentro da cavidade podem ser excitados com uma
probabilidade finita implementada pela fungao distribuicao (n},(0)). Quando calculamos o
nimero de ocupagao térmico e verificamos que ele aumenta com a temperatura, podemos

pensar que nesta situacao o atomo vestido pode trocar quanta com o campo.
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Conclusoes e perspectivas

Apresentamos aqui um modelo simplificado de um sistema atomo-campo eletromagnético
confinado numa cavidade esférica refletora. Aproximamos o atomo por um oscilador
harmonico linearmente acoplado a um campo escalar dentro de uma cavidade esférica
de raio arbitrario. Usamos o conceito das coordenadas vestidas para estudar o processo de
radiagao do atomo numa cavidade. Quando consideramos que apenas o u-ésimo oscilador
vestido estava excitado e os demais osciladores vestidos estavam no estado fundamental,
encontramos uma expressao analitica para o processo de radiacao. Estudamos em detalhes
0 caso em que o dtomo (g,) estava no seu primeiro estado excitado e o campo estava no
estado de vécuo, e encontramos que para o caso de uma cavidade muito grande (espago
livre) os nossos resultados de decaimento estao de acordo com os resultados experimentais
e previstos pela teoria de perturbagoes, para acoplamento fraco. Para sistemas confina-
dos numa cavidade suficientemente pequena, encontramos um expressao analitica para o
processo de inibi¢ao da emissao espontanea do atomo, mostrando que nestas condicoes, o
atomo ¢ praticamente estavel. Verificamos que um atomo com emissao na frequéncia de
luz vermelha visivel confinado numa cavidade de raio da ordem de 10~%m, tem a probabi-
lidade de aproximadamente 97% de permanecer no primeiro estado excitado que esta de
acordo com os resultados experimentais.

Os resultados obtidos para cavidades pequenas sao mais rigorosos do que as estimativas
dos trabalhos anteriores e permitem uma andlise mais clara do que esta acontecendo com
o sistema. As expressoes obtidas nos permitem determinar as frequéncias dos fétons com
mais chances de serem emitidos num processo de decaimento de um atomo que inicialmente
estava no primeiro estado excitado e também saber qual é a probabilidade de qualquer
frequéncia de fétons que podem ser emitidos. Também possibilitou verificar que quanto

menor o raio da cavidade, maior serd a estabilidade de um estado excitado do &tomo, menor
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serao as amplitudes de oscilagao da probabilidade e mais rapidas serao as transicoes entre
os maximos e minimos da probabilidade.

Apesar deste trabalho ter se limitado a estudar as amplitudes de probabilidades de
permaneéncia e a amplitude de probabilidade de decaimento do dtomo no seu primeiro
estado excitado para o estado fundamental, todas os outros processo de radiagao podem
ser calculados conhecendo-se somente estas duas amplitudes (foo(t) € for(t)), além frr (),
a amplitude de espalhamento féton — féton [12, 13].

Estudamos o processo de decaimento dentro de uma caixa refletora arbitrariamente
grande e recuperamos o resultado do espaco livre obtido na cavidade esférica refletora
e mostramos que nesse limite, mesmo se impormos uma condicao de fronteira periddica
para o campo ao longo das paredes da caixa, as duas situagoes sao fisicamente equivalen-
tes. Ainda nestas condigoes de contorno mas no limite de cavidades pequenas, fizemos
algumas tentativas de determinar as amplitudes de probabilidade de decaimento e per-
manéncia, mas as somas existentes nas expressoes da fungao W(z) deixaram os calculos
muito complicados.

Analisando o processo de termalizacao encontramos que o valor esperado do nimero de
ocupacao ¢é descrito em termos das probabilidade de emissao e absorcao. Mostramos que
o valor esperado do nimero de ocupacao correspondente ao atomo é totalmente descrito
em termos das probabilidades do atomo permanecer no seu primeiro estado excitado, e em
termos da probabilidade do atomo decair do seu primeiro estado excitado para o estado
fundamental. Para uma cavidade arbitrariamente grande, mostramos analiticamente que
o valor esperado correspondente ao atomo atinge um estado de equilibrio final e termaliza
com o campo de radiacao térmica, independentemente do estado inicial do atomo. Para
o regime de pequenas cavidades, mostramos que o valor esperado do niimero de ocupacao
nao converge para um estado de equilibrio final, e que mudancas considerdveis no valor
esperado do nimero de ocupacao ocorrem a temperaturas muito elevadas.

Como perspectivas de trabalho nesta drea, deixamos em aberto o estudo do processo
de radiagao e termalizacao em pequenas cavidades, quando aplicadas condi¢oes de con-
torno periédicas nas paredes da cavidade. Outra ideia que inicialmente tivemos é usar o
conceito das coordenas vestidas para o estudar o movimento Browniano, onde podemos

modelar a particula Browniana pelo oscilador vestido e o campo vestido representando o
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banho térmico. Também seria interessante estudar a influencia da dimensao do espaco nos
processos de radiacao e termalizacao no modelo abordado. Estudos nessa direcao ja foram

iniciados [40].
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