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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo da relacao entre skew loops e superficies quadricas.
Mostramos que as tinicas superficies do R?® com um ponto onde a curvatura ¢ positiva e
que nao possuem skew loops sao as quadricas. Em particular: os elipséides sao as tnicas

superficies fechadas sem skew loops.

Palavras—chave: Skew-loops, Tantrix, Esfera, Superficies Quadricas.
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Abstract

The objective of this work is the study of the relationship between skew loops and
quadratic surfaces. We show that the only surfaces in R? with a point of positive curvature
and no skew loops are the quadrics. In particular: ellipsoids are the only closed surfaces

without skew loops.

Keywords: Skew-loops, Tantrix, Sphere, Quadrics surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

Durante uma palestra proferida por H. Steinmann (1887-1972) na Inglaterra, Univer-
sidade de Sussex, em 1966, B. Segre (1903-1977) refutou a conjectura de Steinmann, a
qual propunha que toda curva fechada em R? possufa um par de tangentes paralelas. O
trabalho de B. Segre, que foi publicado em 1968, provou a existéncia de curvas fechadas
em R? que nio possuiam tangentes paralelas, as quais sao chamadas skew loops. Além
disso, mostrou que tais curvas nao poderiam estar em elipséides, paraboloides e em certos
cilindros simétricos (veja [1]). No artigo [2], M. Ghomi e B. Solomon, adicionaram os
hiperboléides de duas folhas na lista que Segre havia feito, e ainda mostraram que os
cilindros, construidos a partir de bases assimétricas, admitem skew loops.

“As tinicas superficies em R® com ao menos um ponto onde a curvatura Gaussiana é
positiva, e que nao possuem skew loops, sao as quddricas.”

Este trabalho tem como objetivo principal, apresentar com detalhes a demonstragao
do resultado acima encontrado em [2|, que posteriormente sera enunciado com mais rigor.
Para tanto, primeiramente faremos um estudo da indicatriz tangente.

No Capitulo [2| serd4 apresentado um resumo sobre alguns aspectos da Geometria Di-
ferencial de Curvas em S?, contendo algumas defini¢des, propriedades e observacoes que,
posteriormente, facilitarao a leitura e compreensao do texto.

Ja no Capitulo [3| definiremos a indicatriz tangente, que passaremos a chamar de

tantriz, de uma curva regular fechada em S?. Posteriormente, mostraremos que a tantriz



de uma curva regular fechada em S? também é uma curva regular fechada em S?, além
disso, nesse mesmo capitulo, provaremos que, dada uma curva regular fechada em S?, se
a tantriz dessa curva for simples, entao a tantriz limita na esfera, duas regioes de areas
iguals a 2.

No Capitulo 4| estudaremos as relacoes entre superficies do R? e skew loops. A ca-
racterizagao dos elipsoides tem uma longa e farta historia (ver [3] e [4]). Aqui, essa
caracterizagao serd feita através da auséncia de skew loops.

A seguir enunciamos o principal teorema deste trabalho
Teorema[d.0.1][2]. Seja M wma variedade bidimensional diferencidvel coneza, e F
M — R3 uma imersao C*°. Suponha que F'(M) possua curvatura Gaussiana positiva em
ao menos um ponto de M. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) F(M) € parte de uma superficie quddrica.
(2) F(M) nao contém skew loops.

A prova deste teorema serd feita com o auxilio de diversos resultados intermediérios,
por exemplo, iremos usar o conceito de homotopia regular para mostrar que superficies
positivamente curvadas nao admitem figuras-oito que sejam skews (Proposi¢ao , e
aplicando esse resultado, provaremos que superficies quadricas convexas nao admitem
skew loops.

Além disso, provaremos que “todo cilindro de base assimétrica e estritamente convexa
contém uma skew loop”, conhecido como Lema do Cilindro (Proposi¢ao [£.3.1)), e com o
auxilio deste resultado mostraremos que “superficies sem skew loops admitem uma secao
local simétrica” (Lema [4.4.1), que juntamente com o Teorema de W. Blaschke [5] nos
garantird que a auséncia de skew loops caracteriza as superficies quadricas que possuem
um ponto onde a curvatura Gaussiana é positiva.

Todas as figuras deste trabalho foram feitas utilizando o software Geogebra.



Capitulo 2

Conceitos Iniciais

Neste capitulo, apresentaremos um breve resumo de Geometria Diferencial de Curvas
em R3, dando enfoque para curvas na esfera S?, para posteriormente estudarmos as pro-
priedades de uma tantriz contida em S?. Este estudo ¢ indispensavel, uma vez que, os
resultados desse capitulo serao essenciais no decorrer deste texto.

Ao longo deste trabalho denotaremos por R?® o espaco vetorial euclidiano com sua
estrutura usual, e adotaremos S? como sendo a esfera unitiria centrada na origem, além
disso, dada uma superficie regular S qualquer, o plano tangente a S em um dado ponto
p € S sera denotado por T,S. Consideraremos como métrica na esfera S* a métrica
induzida do espaco R3. O presente texto tem como pré-requisito o curso de Geometria

Diferencial.

2.1 Curvas em R3

Defini¢ao 2.1.1. Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacdo

cuja imagem € da forma
a(t) = (z(t),y(t), 2(t), t € I C R,
onde x(t), y(t) e z(t) sdo fungdes diferencidveis de classe C*°.

Definicao 2.1.2. Seja a(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € I C R, uma curva parametrizada



diferencidvel, o vetor tangente a o em s € I € o vetor

Além disso, a curva a € regular se para todo t € I, tem-se o/(t) # 0.

Definicao 2.1.3. Uma curva reqular o : I — R3 ¢ dita parametrizada pelo compri-
mento de arco se, para cada ty,ty € I com ty < t1, o comprimento de arco da curva «

de ty a ti for igual a t, — tg, isto €,

t1
/ ’Ql(t)|dt:t1 —to.

to

Proposicao 2.1.1. Uma curva reqular oo : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e somente se, para todo t € I, vale

o/ (t)] = 1.
Demonstracao: Primeiramente, suponha a parametrizada pelo comprimento de arco e
fixe tg € I. Além disso, considere a funcao s : I — R que a cada t € I associa um
s(t) = fti |/ (t)| dt. Se tg < t, entdo, por hipotese segue que

t
/ o/ ()] dt =t — to.
to

Por outro lado, se t < ty, entao

—s(t) = /t 0 |/ ()] dt = tg —t.

Portanto, para todo t € I, temos s(t) = t — to, e isso implica que s'(¢) = 1. Como

s'(t) = |d/(t)|, concluimos que
&' (t)| =1, Vtel.

A reciproca é imediata. |

Nas defini¢oes a seguir, iremos assumir, sem perda de generalidade, curvas parametri-
zadas por comprimentos de arco pois toda curva parametrizada regular pode ser repara-
metrizada por comprimento de arco, e os conceitos envolvidos neste trabalho independem

da reparametrizacao considerada.



Definicao 2.1.4. Se o : I — R3 é uma curva regular parametrizada pelo comprimento

de arco s, entao a curvatura de o em s € I € o numero real
k(s) = |a"(s)].

Definicao 2.1.5. Seja o : I — R? wma curva regqular parametrizada pelo comprimento

de arco s, tal que k(s) # 0. O vetor

€ denominado vetor normal a o em s. A reta normal a o em sqg € I € a reta que

passa pelo ponto a(sg) e tem a direcao do vetor normal 1(so).

Denotando por t(s) o vetor unitario o/(s), temos que t(s) e n(s) sdo ortonormais e

Agora, definiremos um terceiro vetor que, junto com ¢ e n, formarao uma base orto-

normal de R3.

Definicao 2.1.6. Seja o : I — R3 uma curva reqular parametrizada pelo comprimento
de arco s, tal que k(s) # 0. O vetor binormal a o em s € dado pelo produto vetorial
entre t(s) e n(s), ou seja

b(s) =t(s) x n(s).

O referencial ortonormal {t(s),7n(s),b(s)} é o Triedro de Frenet da curva « em s.

Derivando b(s) = t(s) x n(s), obtemos:

b(s) = t(s) xn(s)+1t(s) xn'(s)
= t(s) x1'(s),
ou seja, b'(s) é ortogonal a t(s). Como |b(s)| = 1, temos que b'(s) ¢ ortogonal a b(s).
Logo, concluimos que 0'(s) é paralelo a 7(s), isto &, b'(s) pode ser escrito como o produto

de n(s) por um ntimero real.



Definigao 2.1.7. O ndmero real 7(s) definido por
b(s) = 7(s)n(s),

é denominado tor¢cao da curva em s.

Observacgio 2.1.1. Se a(s) é uma curva reqular de R3, entao k(s) > 0, enquanto que a

torcao pode ser negativa ou positiva.

Para uma curva regular em R3  temos que o médulo da torcao mede a velocidade
com que varia o plano osculador. Além disso, se o : I — R3 ¢ uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco s, tal que k(s) # 0, para todo s € I, entdo o
triedro de Frenet da curva a em s é um referencial ortonormal de R3. Portanto, podemos
obter os vetores t'(s),n/(s) e b'(s) como combinacdes lineares de t(s),n(s) e b(s).

Ja sabemos que

Assim, derivando n(s) = b(s) x t(s), obtemos
n'(s) =b'(s) x t(s) + b(s) x t'(s).
E substituindo os valores de t' e b, chegamos em
1 (s) = =7(s)b(s) — k(s)t(s).

Portanto, se a : I — R? ¢ uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco s, tal que para todo s € I tem-se k(s) # 0, entdo o triedro de Frenet definido por

t(s) = d/(s), n(s) = a”(s)/]a”(s)], b(s) = t(s) x n(s) satisfaz as equagdes a seguir:

que sao denominadas Férmulas de Frenet.

A demonstracao do resultado a seguir pode ser encontrada em [6].



Proposicao 2.1.2. Seja o : I — R? uma curva reqular de parémetrot e B : J — R3
uma reparametrizacao de o pelo comprimento de arco s, isto é, 5(s(t)) = a(t), para todo
t e 1. Sejam k(s) #0 e 7(s) a curvatura e a tor¢cdo de 5 em s. Entdo,

_ () x o"(t)|

k(s(t)) = PO e 7(s(t)) =

{o/(t) x a™(t), a"(1))
jo'(t) x a(t)[?

2.2 Geometria Diferencial de Curvas em S?

Nesta secao apresentaremos um breve resumo sobre geometria diferencial de curvas em
S2. Os detalhes, bem como as demonstracoes dos resultados que aqui serdo apresentados,
podem ser encontrados em [7]. Os resultados e as defini¢oes aqui apresentadas sdo analogos
aos apresentados na secao anterior, uma vez que aqui trataremos de curvas que estao em
S2. Seja
S*={(z,y,2): 2+ 9y + 22 =1}

a esfera contida em R? e seja [a, b] um intervalo real.

Defini¢ao 2.2.1. Uma curva regular na esfera S* é uma aplicacio C*, « : [a,b] —

S?, tal que o/ (t) # 0, para todo t € [a, b)].

Definigao 2.2.2. Uma curva regular fechada em S* é uma curva reqular o : [a,b] —
S?, tal que ela e todas as suas derivadas coincidam em a e b, isto é, a(a) = a(b), o/ (a) =

o (b), a"(a) = ' (b), e assim por diante.

Defini¢do 2.2.3. Uma curva regular fechada o : [a,b] — S? € dita simples se nao
possuir auto-intersec¢oes além de a(a) = «a(b), ou seja, se c¢,d € [a,b) com ¢ # d entdo

alc) # a(d).

Observacao 2.2.1. e O traco de uma curva reqular fechada em S? também € cha-

mado de circulo imerso em S2.

e O trago de uma curva regular fechada simples em S? também é chamado de circulo

mergulhado em S?.



Agora considerando « : [a,b] — S? uma curva regular. A fungao s : [a,b] — R dada

por t
s(t) = / o/ (1) dr

¢ chamada de fun¢do comprimento de arco s de uma curva « a partir de ¢y € [a, b].

Definigao 2.2.4. Dizemos que uma curva « : |a,b] — S? estd parametrizada pelo
comprimento de arco quando |o/(s)| = 1, para todo s € [a,b], isto €, se a velocidade

escalar da curva € constante e igual a 1.

O resultado a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em |[7], nos permitira

considerar, sempre que conveniente, a curva « parametrizada pelo comprimento de arco.

Proposigao 2.2.1. Seja o : [a,b] — S* uma curva regular. Entdo o pode ser repara-
metrizada pelo comprimento de arco, ou seja, existem ¢ > 0 e uma func¢ao diferencidvel

h:[0,¢] — [a,b] com K" > 0 tal que a(s) = a(h(s)) e |a'(s)| =1, para todo s € [0, ).

2.3 Campos de Vetores e Curvaturas em S?

Definicao 2.3.1. Dada uma curva regular o : [a,b] — S%, chamaremos de um campo
de vetores ao longo da curva o em S* uma aplicagio v : [a,b] — R? tal que,

v(t) € TowS? para todo t € [a,b], isto é
(v(t),a(t)) =0, Vte€la,bl.

Dizemos ainda que v é um campo diferencidvel de vetores, se v for uma aplicacao
diferencidvel. Caso a curva a seja fechada, precisamos adicionar a condi¢io v(a) = v(b),

v'(a) = v'(b), v"(a) = v"(b), e assim por diante.

Observagao 2.3.1. O fato de que na esfera o vetor posicao a(t) é normal a esfera,
em «(t), nos permite dar uma defini¢cao bastante particular para o Campo de Vetores

Paralelos ao longo de curvas em S?, como proposto a sequir.



Definicao 2.3.2. Um campo diferencidvel de vetores v, ao longo de uma curva o em S?
é dito um campo paralelo se satisfaz

dv

— = f(t)a(t

= F(#)al),
para alguma funcao escalar f(t).

Deve-se observar que esta definicao coincide com a definicao de campo paralelo da

Geometria Riemanniana, pois

Do _ (%) -2 (e,

onde Dv/dt é a derivada covariante do campo de vetores v em S? sendo (dv/dt)T a
projecdo ortogonal de dv/dt no plano tangente Tp,S?.

Sendo assim,

Dv dv

T =0+~ I = f(t)a(t),

onde f(t) = (%L a(t)).

Defini¢do 2.3.3. Seja a : [a,b] — S? uma curva reqular parametrizada pelo compri-
mento de arco s. O wvalor ky(s) = (a"(s),n(s)), onde n(s) = a(s) x a/(s), € chamado

curvatura geodésica da curva o no ponto «(s).

Definigao 2.3.4. Seja a : [a,b] — S* uma curva regular, parametrizada pelo compri-

mento de arco s. A curvatura geodésica total de o é dada pela integral
b
/ ky(s)ds,
onde ky(s) € a curvatura geodésica de o em a(s) como na Definigao [2.5.5

Definicao 2.3.5. Dada uma funcao continua f : S' — R, definimos a integral de f

sobre S', denotada por [, f, como sendo

/S1 f= /OQWf(COS s, sens)ds.
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Defini¢ao 2.3.6. Dizemos que a funcio f : S' — R possui antiderivada, se existe

g:S' — R tal que a funcao
h(s) = g(coss, sens), seR

é derivdvel e satisfaz f(coss, sens) = h'(s) para todo s € R. A fungio g € dita uma

antiderivada de f.
Uma vez que g esta definida em S', a fungio h satisfaz h(0) = h(27).

Proposicao 2.3.1. Seja f : S* — R uma funcdo continua. Entdo

f tem antiderivada <= f=0.
Sl

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que f possua antiderivada, e denotemos por

g uma antiderivada de f. Tome h(s) = g(cos s, sens), assim temos

Slf = / f(cos s, sens)ds

_ /0 B (s)ds

= h(27) — h(0)
= 0.

Ou seja, [o f

Reciprocamente, suponha que fSl f =0, e defina

:/ f(cost, sent)dt
0

Pondo g(cos s, sens) = h(s), vamos mostrar que g define uma func¢ao de S' em R. Por

hipotese temos,

0
:/ f(cost, sent)dt =0,
0

2
h(2m) = f(cost, sent)dt =0,
0

assim temos que h(0) = h(27) = 0 e , portanto,

g(cos 0, sen0) = g(cos 27, sen2).
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Como temos que
g(cos 0, sen0) = h(0) e g(cos 2w, sen2m) = h(2m),

segue que g esta bem definida e entdo, pelo Teorema Fundamental do Cdlculo (veja [8],

pagina 134), h/(s) = f(coss, sens), isto é, g ¢ uma antiderivada da fungao f. [



Capitulo 3

Indicatriz Tangente em S? e Skew Loops

Neste capitulo, definiremos a indicatriz tangente de uma curva regular fechada o em S?,
a qual chamaremos de tantriz, que é uma expressao comum na literatura especializada,
como, por exemplo, em [2]| e [9], sendo utilizada para referir de forma simples o termo
“endicatriz tangente” de uma curva.

Ao provarmos que toda curva em S? possui curvatura maior ou igual a 1, obteremos o
argumento principal para garantir que a tentriz também ¢ um circulo imerso em S2.

Além disso, mostraremos que a curva o pode ser identificada como um campo de veto-
res paralelo em S? ao longo de sua tantriz 7, e este resultado sera usado na demonstragao
de que a curvatura geodésica total da tantriz 7 é igual a 0. E por fim, mostraremos que
se a indicatriz tangente 7 é simples, entao as regides da esfera limitadas por 7 tém areas
iguais, cujo valor é 2.

Ainda, definiremos loop, skew e consequentemente skew loop. Com isso mostrare-
mos que todo loop em S? ¢ regularmente homot6pico & sua tantrix em S2.

A parte inicial deste capitulo pode ser encontrada em [10)].

3.1 A Indicatriz Tangente

Dada uma curva regular o : [a,b] — R3, a aplicagao 7 : [a, b] — R? dada por

a'(s)
o’ (s)]’

12

7(s) =
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é denominada indicatriz tangente (tantrix) da curva o. Em particular, vamos restringir

este conceito para curvas ¢ na esfera S2.

Definic¢ao 3.1.1. Seja o : [a,b] — S* uma curva regular fechada. Considere também a

aplicagao 7 : [a,b] — S* dada por

A curva T é chamada de tantrix do curva o.

Apesar da notacao adotada para tantriz ser a mesma usada para torcao, vamos deixar
desta maneira pois daqui em diante o termo tor¢ao nao serd mencionado novamente.
Sendo assim, daqui pra frente, quando mencionarmos 7, estaremos nos referindo & tantriz
de uma curva regular qualquer.

A partir daqui, com o objetivo de simplificar a linguagem, diremos apenas que 7 é a

tantriz da curva o.

Exemplo 3.1.1. Seja o : [0,27] — S? a curva dada por

O_(S):< V2 V2 1 1 1 1

5 COS § — > sens, 3 COS § — 3 sens, 3 COS § — 3 sens> . Veja Figura|3.1,

(3.1)

Figura 3.1: Curva o como descrita na equagao 1}
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Temos que
. V2 V2 1 1 1 1
o'(s) = | == sens — — cos s, —= sens — — cos s, —— sens — — cos s | ,
2 2 2 2 2 2
e lo'(s)] =1, com isso temos
/
T(s) = a/(s)
|o"(s)]
V2 V2 1 1 1 1
= | — sens — —— Cos §, —— Sens — — COS S, —— SeNs — — COS S | .
2 2 T2 2 T2 2

A curva 7(s) estd exibida na Figura[3.3

Figura 3.2: Tantriz da curva o definida na equagao 1b

Lema 3.1.1. Seja o : [a,b] — S? uma curva reqular parametrizada pelo comprimento

de arco s, e seja T sua tantrixz, também parametrizada por s. Entao,

dr

—1>1
ds

Demonstrac¢io: Como |o|? = (0, 0), temos
d d

Lol = o) =2 (0. 57).

Derivando, novamente, com relacao a s obtemos

e, d*o do do
ot =2 ((a G0+ (1. 50)).
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E com isso,

2

VE R\ e

2 ds? 4 -\ ds? ds
2

= <%,0>+1.

Mas, L& (|0]?) = 0, pois o esta em S? e |o| = 1. E portanto,

d*c B dr _ 1
ds27(7 N ds’a -

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz,

o] > dr
7T=N\as?

Donde %‘ > 1. [ |

dr

-0 = 1.
ds

Sendo % = ¢”, e considerando o fato de que |0”| é a curvatura de o em o(s) no R?,

podemos concluir que toda curva na esfera, possui curvatura de no minimo 1.

Proposicao 3.1.1. Se 7 € a tantriz de uma curva reqular fechada o em S?, entdo T é
também uma curva reqular em S?. Além disso T € fechada e portanto um circulo imerso

em S2.

Demonstracao: Considere a curva ¢ parametrizada pelo comprimento de arco s e 7

também parametrizadas por s, que é o comprimento de arco da curva o. Entao,

Assim,

Como o estd parametrizada pelo comprimento de arco s, a expressao |0”(s)| é a cur-
vatura da curva o em o(s). O Lema afirma que, dada uma curva na esfera, esta
tem, em qualquer de seus pontos, curvatura maior ou igual a 1.

Sendo assim,

7' (s)] = 1o"(s)[ = 1, Vs € [a,b].
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Portanto,

7(s) #0, Vs € [a,b],

0 que caracteriza a regularidade da curva 7.

Além disso como o : [a,b] — S? ¢ fechada, valem as seguintes igualdades

portanto, 7 e todas as suas derivadas, coincidem nos pontos a e b. Logo, 7 ¢ uma curva

fechada. m

3.2 As Formulas de Frenet Para Curvas na Esfera S2

Seja o uma curva regular fechada parametrizada pelo comprimento de arco s em S?.

Assim, |0'(s)| = 1 para todo s. Omitindo o parametro s, defina
vi=0Xo.

Observe que v é unitario e simultaneamente ortogonal a o e a ¢’.
Ainda, como o ¢ uma curva em S?, o vetor posigdo o(s) é ortogonal ao vetor tangente
o'(s), e com isso, o conjunto {o,o’, v} é um referencial ortonormal em o(s).

Ao considerar a derivada segunda o”, existem a, b e ¢ Gnicos, tais que
o’ =ao + bo' + cv, (3.2)
a saber, a = (¢”,0), b= (0",0") e c = (0", v).
Lema 3.2.1. Os valores de a,b e ¢ dados na equacao 540
a= (" o)=-1, b= (d"c") =0, c=(d"v) =k,
Demonstragao: Como o é ortogonal a ¢’ temos

0 = —(0,0")
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ou seja, a = (0", 0) = (0,0") = —1.
Por outro lado, como o estd parametrizada pelo comprimento de arco, temos que
/| —
lo’| =1 e, portanto,

(o',0") = 1.

Derivando ambos os membros da igualdade acima temos

4 7 /
o que nos da b = (¢”,0') = 0.
rfim, c = (c",v) = (0",0 X ') é Xpressa r urvatur ési urv
Por fim, " " o x o') é a expressao para a curvatura geodésica da curva
o em o(t) pois, como ja foi visto, (o”,0’) = 0.

Portanto, temos que ¢ = (0", v) = k. |

Com este resultado, se o estd parametrizada pelo comprimento de arco, podemos

escrever, através do referencial ortonormal {o, o', v},
o' = -0+ kyv. (3.3)

Por outro lado, como v = o X ¢’, temos que

N
dt
d
= %(UXU/)

= oxo'+0 xo

usando a igualdade (3.3),
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Assim, as igualdades

/

o' =—0c+ky e VvV =—ko (3.4)

sao chamadas Férmulas de Frenet para curvas em S2.

3.3 Campo de Vetores Paralelo e Curvatura Geodésica

Total

Proposicao 3.3.1. Seja 0 uma curva reqular fechada em S?, parametrizada pelo compri-

mento de arco s, e seja T sua tantriz, parametrizada pelo comprimento de arco t. FEntao

, do ds ds

O-_E:TE E>0

Demonstracao: Primeiramente, escreva ¢t em fungao de s utilizando a funcao compri-

mento de arco, isto é,

*ldr
t(s) ==+ — | ds.
0 == [ 5]
Com isso, temos
dt  |dr
ds |ds|’
Aplicando o Lema [3.1.1] obtemos,
ar_jari s,
ds ds| —

Portanto, % 2 0, além disso, % é continua, pois g é C™ e

dr d%c

ds ~ ds®
Aplicando o Teorema da Fun¢ao Inversa (veja [8], pagina 221), que garante a existéncia

e diferenciabilidade da inversa de %, temos
"' ds
— =—>0
(ds) dt = 7

, do  dods ds

TS W T dsd Tt

que pela regra da cadeia, nos da
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que é o que queriamos demonstrar. [ |

Observacao 3.3.1. Como o(t) pertence a Tr»)S?, pois (o(t),7(t)) = 0, e pela defini¢ao

de campo de vetores paralelo, ao escrever

, S ds .
o' =71—, sendo — uma funcao escalar,

dt dt

o fica caracterizada como um campo de vetores paralelo ao longo de sua tantriz T em S?,

uma vez que o' (t) = f(t)7(t), onde f(t) = %(t).

Seja o : [a,b] — S* uma curva regular fechada parametrizada pelo comprimento de
arco s, e seja X : [a,b] — R3 um campo diferenciavel de vetores unitarios ao longo de o
em S?.

Suponha, ainda, que os vetores X (s) e 0'(s) sejam linearmente independentes, para

todo s € [a,b]. Entdo a funcdo ¢(s) dada por

(X(s), =0'(s))
[ X (s)].| = o'(s)]

¢(s) := arccos

estd bem definida.

Note que, como os vetores X (s) e —o’(s) sdo unitarios, podemos escrever simplesmente
¢(s) = arccos(X(s), —a'(s)).

Além disso, a fungao ¢ é diferenciavel, pois, como os vetores X(s) e —o(s) sao linear-
mente independentes, tem-se que 0 < ¢(s) < 7. Assim, ao derivar ambos os membros de

cos p(s) = (X(s),—0c'(s)), obtemos
—¢'(s) seng(s) = (X (s), =0"(s)) + (=0'(s), X'(s)),

| (X (s),—0"(s)) + (—o'(s), X'())
?'ls) = seng(s) '

i o ( i =0 X0
Visto que {o’,v} é um referencial ortonormal, onde v x o', no plano tangente

Ty(+S?, conforme visto em (3.4), temos que {—o’,v} também constitui um referencial

ortonormal em TO.(S)S?. Sendo assim, existem ntmeros reais 3; e 5 Gnicos, tais que

X(t) = Bi[=0"(s)] + Bav(s).
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Mas, como X (s) é unitéario e ¢(s) é o angulo determinado pelos vetores X (s) e —o’(s),
temos que

p1 = cos P(s) e Po = seng(s),

e portanto, X (s) pode ser escrito da seguinte maneira:

X(s) = —cosp(s)a’(s) + senp(s)v(s). (3.5)

Proposigao 3.3.2. Seja o : [a,b] — S* uma curva regular fechada parametrizada pelo
comprimento de arco s. Seja X : [a,b] — R3 um campo diferencidvel de vetores unitdrios

ao longo de o em S? e tal que os vetores X (s) e o’'(s) sao linearmente independentes para

todo s € [a,b]. Entao, da igualdade (3.5), tem-se

X'(s) = (¢'(s) = ky(s))[ send(s)0”(s) + cos §(s)v(s)] + cos G(s)o (s), (3.6)
onde ky(s) € a curvatura geodésica da curva o em o(s).

Demonstragao: Derivando ambos os lados da igualdade (3.5) com relagdo a s, obtemos

X'(s) = —coso(s)o”(s) + o' (s)d'(s) send(s) + seng(s)v'(s) + v(s)P'(s) cos d(s)
= o3 d(s)[0"(5) — H(s)u(s)] + seng(s) ¢ ()0 (s) +/(5)].

Usando as Férmulas de Frenet para curvas em S?, obtemos

X'(s) = —coso(s)ky(s)v(s) = a(s)] + a'(s)¢/ () seng(s)+
+ seng(s)[—kq(s)0"(s)] + v(s)¢' () cos ¢ (s)
= [¢/(s) seng(s) — ky(s) seng(s)]o’(s) + cos ¢(s)o(s)+
[#/(s) cos ¢(s) — ky(s) cos p(s)]v(s)
= [¢/(5) = ky(s)l[ seng(s)a’(s) + cos ¢(s)v(s)] + cos §(s)a(s).

Corolario 3.3.1. Seja o : [a,b] — S? uma curva regular fechada e seja X um campo
diferencidvel de vetores unitdrios paralelo em S* ao longo da curva o, tal que, os vetores
X(t) e d'(t) sao linearmente independentes para todo t € [a,b]. Se ¢(t) é o dngulo entre

os vetores X (t) e —o'(t), entdo
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Demonstragao: Segue da definigao de paralelismo que X’ é um miltiplo de o(t) e, entdo,

de (3.6)), segue que

ou seja, ¢'(t) = k,y(t), para todo t. |

Observacao 3.3.2. Nole que ¢’ independe do particular campo diferencidvel de vetores

unitdarios ao longo da curva o considerada.

Teorema 3.3.1. A tantriz 7 de uma curva reqular fechada o em S? sempre tem curvatura
geodésica total igual a zero e, se a tantriz T € simples, entdo T limita, na esfera, duas

regioes de dreas iguais a 27.

Demonstragio: Seja o : [a,b] — S? como descrita acima e parametrizada pelo com-
primento de arco s, e seja T sua tantriz parametrizada pelo comprimento de arco t. Pela
Observacao [3.3.1] o € um campo de vetores paralelo ao longo da curva 7. Fixe ¢ e denote

por ¢(t) o angulo entre os vetores o(t) e —7(t). Por temos,
o' (t) = (¢'(t) — ky(t))] send(t)7'(t) + cos p(t)v(t)] + cos ¢(t)7(t). (3.7)

Da Proposicao |3.3.1, podemos concluir que

ds ds

o' (t) = T(t)% i

Comparando com a igualdade (3.7)), obtemos
P(t) —ky(t)=0 e cos¢(t) = — > 0.

Assim,
P'(t) = ky(t) e cos ¢(t) > 0.

Observe que, como o é fechada, e além disso, a fungao ¢ é peridédica de periodo L,

onde L é o comprimento da tantrix 7, podemos entao, escrever

/0 §(t)dt = S(L) — $(0),
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e portanto,

/ab by (£)dt = /OL &/ (t)dt = 0.

Visto que, ff ky(t)dt denota a curvatura geodésica total de 7, isso implica que a tantrix
de uma curva regular fechada em S?, sempre tem curvatura geodésica total nula.

Além disso, se 7 é simples, isto é, 7 nao possui auto-intersecgoes, sem perda de genera-
lidade, denotemos por €2 uma das duas regioes da esfera delimitada pela curva 7, e ainda,
denotemos por K a curvatura Gaussiana da esfera. Agora, aplicando o Corolério 1 do

Teorema de Gauss-Bonnel (veja |7], pagina 330) para essa regiao simples de S?, obtemos

/kg—i—/KdA:ZW,
T Q

onde dA representa o elemento de area. Na esfera, temos K = 1, e isso implica que

a seguinte igualdade

éreadeQz/ldAzQﬂ—/kg:%r—O:Qm
Q T

Sendo assim, concluimos que, como a area da esfera unitaria é 4w, se a tantriz 7 é

simples, 7 divide a esfera em duas regioes de areas iguais. |

3.4 Skew Loops

O estudo aqui apresentado, estd baseado no artigo [2|. Nesse artigo, os autores M.
Ghomi e B. Solomon consideram loops de classe C¥ com um enfoque no estudo de loops

C?. Neste texto consideraremos apenas loops de classe C*.

Definigao 3.4.1. Um loop imerso C* é uma aplicagio v : S* ~ R/2m — R3, de classe

C* cuja velocidade v nao se anula. Dizemos que v € uma skew se,

V'(t) x+'(s) #0 (3.8)

para todo t # s com t,s € R/2w. Ou seja, um skew loop C* ¢ uma curva fechada, cuja

velocidade nao se anula e nao possui tangentes paralelas.
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Destacaremos na observacao a seguir duas propriedades de skew loops que serao uti-

lizadas no decorrer deste trabalho, suas demonstracoes sao imediatas e omitiremos aqui.

Observacao 3.4.1. e Bijecoes afins do R? levam skew loops em skew loops.

o A aplicacio v : S' ~ R/2r — R3 ¢é uma skew se, e somente se, 7(S') € um
merqulho e estd disjunta de sua imagem antipodal, isto é, T(t) # £7(s) comt # s e

t,s € R/2m.

A curvatura de um loop imerso a(s) de classe C* parametrizado pelo comprimento
de arco s, é a velocidade de sua tantriz (|7'(s)|), visto que a curvatura k(s) é dada por
k(s) = |a”(s)| (Definigao [2.1.4]). O resultado a seguir nos permitirad perturbar uma skew

loop sem que ela deixe de ser uma skew loop.

Lema 3.4.1. O conjunto das skew loops de classe C>* com curvatura nao nula € um

subconjunto aberto no espaco de todos os loops C*® imersos em R3, relativos a topologia

Cc™.

Demonstracao: Daremos aqui apenas uma ideia da prova deste resultado. Seja v uma
skew loop C*° com curvatura positiva e seja 7 sua tantriz. Como v é uma imersao C™ isso
implica que 7 é uma imersao C*.

Suponhamos que ¥ é um [oop proximo a v no sentido da métrica C* no espaco dos
loops de classe C*°, sendo assim 7 também possui curvatura positiva, e portanto sua
tantriz 7 € uma imersao C*>°. Além disso, como 7 estd proximo de v na métrica C* temos
que 7 estd proxima de 7 na métrica C*.

Como 7 é um mergulho, e os mergulhos sao abertos no espaco dos loops imersos de
classe C*, temos que, 7 também é um mergulho (veja [11], pagina 37).

Por fim, como 7 evita sua imagem antipodal, temos que 7 também evita uma certa
vizinhanca dessa imagem. Desta forma, 7 também evita sua imagem antipodal, e pela

Observagao [3.4.1] segue que ¥ é uma skew loop, o que completa a prova. |

A grosso modo, duas curvas v e o sao regularmente homoto6picas se uma pode ser

deformada na outra por uma sequéncia de curvas regulares, quando isso ocorre, dizemos
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que ha uma homotopia regular entre v e o, denotada por v ~ o.

As deformagoes de loops através de imersoes (homotopias regulares) surgem natu-
ralmente uma vez que elas também deformam continuamente a tantriz de um loop. O
teorema de H. Whitney, que pode ser encontrado em [12], diz que em R? ~ C, todo loop

é regularmente homoté6pico a uma figura-oito padrao
Yo(e™) := cost(1 + i sent),
ou a um k-circulo dado por

i(e®) = e*t kb =41,42,....

05

-08

Figura 3.3: Figura-oito padrao e k-circulo.

Em S? ~ CU{oo}, ja foi provado que existem apenas duas classes regulares de homotopias:
a classe da figura-oito v (Figura esquerda), e a classe do equador v, (Figura

direita), tal fato pode ser visto com mais detalhes em [13].
Lema 3.4.2. Todo loop 0 em S? ¢ reqularmente homotdpico & sua tantriz em S2.

Demonstragio: Seja o : [a,b] — S? um loop parametrizado pelo comprimento de arco
s, e seja T : [a,b] — S? sua tantriz.

Considere a aplicagao h : [a,b] x [0, g} — S? dada por

h(s,0) = o(s)cos@ + 7(s) senf.

Esta aplicacao estd bem definida, é diferenciavel e satisfaz:

™

h(s,0)=0o(s) e h (s, 5) =17(s), Vsé€la,b
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h(a,0) = h(b,0), V6 € [0, q .
2
Fixe 0 e defina
oo(s) := h(s,0).

Temos
op(s) = £h(s,0) (3.9)
= 0'(s)cosf + 7'(s) senf.

Considerando o referencial ortonormal {o, ¢’, v} onde v = o x ¢’, é possivel escrevermos

as Formulas de Frenet (3.4)) para o loop o

o' = —o+ kqv e v = —k4o

pois 7 é a tantriz do loop o, temos que
T=—0+kpv e U =—k7,
que substituindo em (3.9) nos da

op(s) = o'(s)cosf+ 7'(s) send
7(s) cosf + [ky(s)v(s) — o(s)] sen
7(s) cost — o(s) send + ky(s)v(s) send.

Visto que 7(s), o(s) e v(s) sao linearmente independentes e, além disso, cosf e senf

nao se anulam simultaneamente, temos que, para cada 6 € [0, %]7

oy(s) #0, Vs € [a,b].
Isso caracteriza a homotopia h como regular, e com isso, o loop o é regularmente ho-

motopico a 7T que é a sua tantriz, em outras palavras, a tantrix de um loop também é um

loop. |



Capitulo 4

Skew Loops e Superficies Quadricas

Neste capitulo estudaremos a relacdo entre superficies em R? e curvas fechadas que
nao possuem retas tangentes paralelas (skew loops), este estudo é baseado em [2]. Como
ja dissemos, exemplos dessas curvas foram construidos pela primeira vez em [1] a fim de
refutar a conjectura de H. Steinmann.

A construcao de skew loops em todas as classes de ndés pode ser encontrada em [14].
Além disso, pode-se encontrar exemplos explicitos de skew loops em superficies convexas
em [15]. Mesmo com a descoberta da falha da conjectura de H. Steinmann, B. Segre
notou que o resultado se sustentava para loops que estavam em elipséides, paraboloides e
certos cilindros simétricos.

Neste capitulo, primeiramente, provaremos que superficies quadricas com pelo menos
um ponto de curvatura Gaussiana positiva nao contém skew loops. Posteriormente, pro-
varemos que cilindros construidos a partir de bases assimétricas, contém skew loops, tal
prova sera feita com o auxilio de trés resultados. E por fim, provaremos que se a superficie
nao possui skew loops, entao ela é parte de uma quéadrica.

Como ja mencionado anteriormente, o foco deste trabalho é a demonstracao do se-

guinte teorema que pode ser encontrado em [2]

Teorema 4.0.1 ( [2]). Seja M uma variedade bidimensional diferencidvel coneza, e
F: M — R3 uma imersio C*. Suponha que F (M) possua curvatura Gaussiana positiva

ao menos em um ponto de M. Entdao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

26
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(1) F(M) € parte de uma superficie quddrica.
(2) F(M) nao contém skew loops.

Observacao 4.0.2. A hipdtese de um ponto de curvatura Gaussiana positiva de M nao
pode ser retirada. No Apéndice 1, daremos um exemplo de um cilindro reto, sobre uma
curva especifica, o qual nao possui skew loops. Tal cilindro nao € parte de uma quddrica e

nao contém skew loops, mas possui curvatura Gaussiana igual a zero em todos os pontos.

4.1 Skew Loops e suas tantrices

Uma curva ¢ em uma superficie M com curvatura Gaussiana positiva em todos os

pontos, tem curvatura nao nula em todos os pontos, pois sabe-se que

onde k, denota a curvatura normal na direcdo de o'(t), k(t) ¢ a curvatura da curva o
em o(t), n(t) é o vetor unitario normal & curva o(t) e N(t) é o vetor unitario normal a
superficie M em o(t). Visto que a curvatura Gaussiana é positiva em todos os pontos,
temos que a curvatura normal k,, é sempre nao nula. Disto, concluimos que k(t) é sempre
nao nula.

O Lema nos diz que a tantriz de qualquer loop C* em S? também ¢ um loop
C*, pois sao regularmente homotdpicos. O lema seguinte, é uma generalizagao deste fato

para superficies cuja curvatura Gaussiana é positiva em todos os pontos.

Lema 4.1.1. Seja 0 uma curva imersa em uma superficie M cuja curvatura Gaussiana

¢ positiva em todos os pontos. Entdo a tantriz T de o estd imersa em S?.

Demonstragao: Primeiramente parametrizamos ¢ pelo comprimento de arco, a fim de

obter 7 = ¢’. A componente de 7’ na dire¢do normal a M, denotada por (7/) é dada por
(T/)N _ (O_II)N _ <O'”,N>N — kn(OJ)N7

onde k,(o’) denota a curvatura normal na dire¢do de o’. Como M tem curvatura Gaus-

siana positiva em todos os pontos, implica que k,(0’) # 0, e portanto 7/ # 0. |
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Observacao 4.1.1. O Lema |4.1.1] e a Observacao |3.4.1] nos permitem afirmar que um
loop v : St — M, onde M ¢é uma superficie com curvatura Gaussiana positiva em todos
0s pontos, é um skew loop se, e somente se, T € um mergulho e T(S') é disjunto da sua

imagem antipodal, isto €, T(t) # £7(s) comt # s et,s € R/2m.

Seja U uma vizinhanca coordenada de uma superficie M, onde U ¢ a imagem de um
disco aberto de R? por um difeomorfismo ¢. Uma figura-oito a de classe C* em uma
superficie M, é um loop de classe C* regularmente homotépico a um loop (B, a ~ [, em
uma carta local (¢, U) de M, ou seja, ¢ : U — R?, onde ¢! o 8 = (70 ¢ a figura-oito
usual como na Figura , e f C U. Assim, munidos dos Lemas e podemos

obter o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.1. Seja M uma superficie C* imersa em R® com curvatura Gaussiana
positiva em todos os pontos. Entao a tantriz de qualquer figura-oito em M é uma figura-

oito. Em particular, M nao admite figuras-oito que sejam skews.

Demonstracao: Seja o C M uma figura-oito qualquer, por definicao o é regularmente
homoto6pica a uma copia § da figura-oito usual 79 em uma carta local (¢,U) de M. O
Lema afirma que a tantriz 7, de uma curva « é regularmente homotopica a tantric
75 da curva f3, isso ocorre por transitividade e pelo fato de a ser regularmente homotopica
a 3, assim temos que 7, ~ 73. Portanto, é suficiente mostrarmos que 73 € uma figura-oito
em S?.

Apo6s uma homotopia regular de 3, podemos assumir que U é tdo pequeno que f(U)
¢ um grafico sobre um de seus planos tangentes. Deste modo, ap6s uma transformacao
afim, teremos que [ esta na carta local de U C M cuja imagem f(U) esta contida no
grafico de uma funcao hy convexa de classe C*, onde hy : D* — R2, sendo D? o disco
aberto unitario. Assim, podemos notar que § é um gréfico, [y, sobre uma figura-oito
v St — D?

Bo(t) = ~(t) + ho(~(t) )k,

onde k := (0,0,1). Assim, podemos assumir que os autovalores da Hessiana D?h, estio

entre 0 e 1 ao longo de D?. Agora, expressando o hemisfério sul da esfera S? de maneira
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analoga, como um grafico de uma funcao h; : D — R? e desta forma os autovalores de

D?h; serao no minimo 1, e portanto, os graficos dessas funcoes, dao uma deformacao
he(w) = ho(x) + e(ha(x) — ho(x))

de f(U) em S? através de superficies cuja curvatura é positiva. Pelo Lema as tantri-
ces das figuras-oito [.(t) := y(t) + he(7(t))k estao todas imersas. Em particular, 8 ~ fy,
pelo Lema temos que 31 ~ 75, e 75, ~ 73 sendo assim, 7 ~ [3. |

4.2 Nao existéncia de Skew Loops em Quadricas

Considerando o Teorema [3.3.1] temos que, quando a tantriz de um loop esta mergu-
lhada em S?, ela bisecta a esfera. Disto segue que, a tantriz de um loop em S? ou se
intercepta, ou cruza sua imagem antipodal. Portanto, segue da Observacao que S?
nao contém skew loops.

Segundo Segre, através de invariantes afins, este fato se estende aos elipsdides e aos
paraboloides. Aqui, iremos utilizar os argumentos que podem ser encontrados em |[9],
para descartar a possibilidade de existéncia de skew loops nessas mesmas superficies e
além disso, criaremos uma estrutura Lorentziana para mostrar que os hiperbolodides de
duas folhas também estao nessa lista.

Uma das hipoteses do Teorema 4.0.1]é que a superficie deve conter ao menos um ponto
onde a curvatura Gaussiana é positiva, com isso, nosso estudo dentro das quédricas se
reduz as esferas, elipsoides, hiperboloides de duas folhas e paraboloides (exemplificados
nas Figuras e . As demais superficies quadricas ou possuem curvatura nula em
todos os pontos, ou possuem curvatura negativa em todos os pontos.

Seja @ a forma bilinear simétrica em R3 dada por:
Q(X,X) = ‘1.2 + y2 - 227

para todo x := (2,7, 2) € R?. Os conjuntos de niveis nao singulares e conexos de Q(x,x)

sao hiperboloides de revolucao, que a menos de uma homotetia, podemos considerar um
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2 Az

Figura 4.2: Paraboldide e Hiperboldide de duas folhas.

dos seguintes:

Yi={xeR®: Q(x,x) =—1,2 >0} (uma folha do hiperboloide de duas folhas),

Y= {xeR: Q(x,x) =1} (hiperboléide de uma folha).
(4.1)

Observagao 4.2.1. Notemos que, para a = (ay, as,a3) e b = (by, by, bs) tais que a,b € R3,
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temos:
Qla+ba+b) = Qa,a+b)+ Q(b,a+Db)
= Qa,a) + Q(a,b) + Q(b,a) + Q(b,b)
= Q(ava) + 2Q(avb) + Q(b7 b),
€ assim,
2Q(a,b) = Q(a+b,a+b) — Q(a,a) — Q(b,b),
ou ainda,
Q((I,b) _ Q(Cl,—i- b7a+ b) _QQ(a’a) B Q(ba b) (42)

Agora, diferenciando @ ao longo de um arco o(t) = (z(t), y(t), 2(t)) imerso (que nao

possui singularidades) em X ou ¥ teremos:

Qo(t),a(t)) = z(t)* +y(t)* - 2(2)%,

o que implica que

0 = a(t)a'(8) + y(B)y/(8) — 2(0)2'(8). (43
Portanto, das Equagoes (4.2) e (4.3) segue que

Q(U + 0/7 o+ OJ) B Q(Uv U) B Q(0/7 UI)
2
(z + x/)Q +(y+ y/)Q —(z+ 21)2 - (IQ T2 22) - (x’Q Ly Z/Q)
2

Q(Ua 0/) =

= 2(xx' +yy — 22)

Desta anélise, podemos enunciar o seguinte lema que diz que, todo ponto p em ¥ ou
Y2 é normal a essa superficie em p. Quando isso ocorre dizemos que p ¢ Q—normal a

essa superficie.

Lema 4.2.1. Todo ponto p em ¥ ou 'Y é Q-normal a essa superficie em p.
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No que segue, vamos considerar as parametrizagoes de . e ¥ por X : Rx (0,00) — R?

e X : R xR — R3, respect

ivamente

X (u,v) := (cosu senhv, senu senhv, coshv),

X (u,v) := (cosucoshwv, senu coshv, senhv).

Diferenciando X e X temos

Xy
Xy

onde, X, e X, representam

= (— senu senhwv, cos u senhv, 0),

= (cosu coshv, senucoshv, senhv),

as derivadas de X com relacao a u e a v, respectivamente.

Calculando Q(X,, X,) teremos

Q(Xu, Xu)

= (- senu senhv)? 4 (cos u senhv)? — 0?
—  senh?v( senu + cos® )

—  senh®v.

Da mesma forma, podemos calcular Q(X,, X,)

Q(Xy, Xu)

Agora para obter Q(X,,

Q(Xu + in Xu + Xv) =

= (cosucoshv)? + ( senucoshv)? — senh®v
= cosh?v(cos®u + senu) — senh®v
= cosh?v — senh®v

= 1.
X,) vamos calcular Q(X, + X, X, + X,).

(— senu senhv + cos u cosh v)?+

+(cos u senhv + senu coshv)? — senh?v

sen?u senh?v + cos? u cosh? v — 2( senu senhv cos u cosh v)+
+ cos? u senh®v 4 sen’u cosh® v+

+2(cos u senhv senu coshv) — senh?v

sen®u senh?v + cos? u cosh? v + cos? u senh?v+

+ sen?u cosh? v — senh?v

senh”v( sen?u + cos® u) 4 cosh® v( sen?u + cos? u) — senh®v

cosh?v.
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Com isso podemos calcular Q(X,, X,) utilizando a equacdo obtida na Observacao

4211
Q(Xu + Xva Xu + Xv) - Q(Xua Xu) - Q(Xva Xv)

Q(qu Xv) =

2
B cosh? v — senh?v — 1
B 2
11
-2
= 0.

Portanto temos que Q(X,, X,), Q(X,, X,) > 0, e além disso, Q(X,, X,) = 0. Sendo
assim, () induz uma métrica Riemanniana sobre Y, ou seja, a métrica hiperbolica. Entao,

podemos definir a ()—tantrix de um loop imerso o C X.
Definicao 4.2.1. A Q—tantrixz de um loop imerso o C X € dada por

o
SN CE 0RO

Observacao 4.2.2. A QQ—tantriz de um loop o sobre X estd sobre 3.

Para verificar este fato, basta notar que

TO,TQ) = o'(t) o'(t)
Q(19,7q) Q <\/Q(0’/,0'/)’ \/Q(o'/7o‘/)>
Qo'(t),0'(t))

Qo' (t),0'(t))
= 1

Exemplo 4.2.1. Tome o hiperboldide ¥ e a curva o : [0,27] — 3 dada por o(t) =
(\/g cost, /8 sent, 3) como na Fz'gum esquerda, abaixo.

Note que o realmente estd em Y, uma vez que
Q(o(t),o(t)) = 8(sen®(t) + cos?(t)) —9 = —1, Vt € |[0,2n].

Calculando Tq(t) temos,
o'(t)

Q(o’(t), 0'(1))
(—v/8sent, /8 cost,0)
V/8(sen?(t) + cos?(t))
= (—sent,cost,0).

TQ(t) =
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Figura 4.3: Curva o sobre X e curva 7¢ sobre 3.

Portanto, Tq(t) = (— sent, cost,0) (ver Figural4.5 direita), e de fato 7q(t) estd contido

em Y, basta ver que
Q(1q(t), 7q(t)) = sen®(t) + cos’(t) =1, Vt € [0, 27].

Observacgao 4.2.3. Note que 7q € a projecao radial da tantriz T em Y. Portanto, podemos
afirmar que a Q—tantriz de uma skew loop em ¥ € um merqulho e, além disso, nao passa

pela sua imagem antipodal.

Em contraste com 3, ¥ herda uma estrutura Lorentziana de Q. De fato, os vetores

X .
+ . u =X, 4.4
¢ cosh v’ ¢ (4:4)

formam um referencial global sobre . Agora, a fim de obter Q(e*,et), Qe ™, e7) e

Q(e", e ), iremos calcular X, e X, resultando em

X, = (—senucoshv,cosucoshv,0),
X, = (cosusenhv, senu senhv, coshv).
Portanto,
e = (—senu,cosu,0) e e = (cosusenhv, senu senhv,coshv).

Além disso,

e’ + e~ = (— senu + cosu senhv, cosu + senu senhv, cosh v).
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Sendo assim, passamos a obter as seguintes relagoes

Qe et) = sen’u+ cos®u —0
= 1.
Q(e~,e”) = cos?usenh®v + sen’u senh®v — cosh® v

= senh®v( sen®u + cos?u) — cosh? v
= —1.

Agora iremos calcular Q(et 4 e, e™ + e7), para posteriormente obtermos Q(et, e™).

Qe +e et +e) = (—senu+ cosusenhv)? + (cosu + senu senhv)? — cosh? v
= sen’u + cos? u senh®v — 2( senu cos u senhv)+
4 cos? u + sen’u senh?v 4 2(cos u senu senhv) — cosh? v
= sen?u + cos® +u senh?v( sen®u + cos? u) — cosh? v
= 1-1
= 0.
E disto segue que

Qlem+e et +e)—Q(et,ef) — Qe ,e)

Q(6+7 ei) = 2
o 0—-1+1
B 2
= 0.
Portanto, acabamos de obter
Qe ey =+1, Qe ,e)=-1, e Qe,e)=0. (4.5)

Chamemos de w a 1-forma proveniente da conexao V., isto é, um funcional linear do

espaco tangente na reta, associada ao referencial {e*, e~} dada por
w(z) = Q(V.et e), (4.6)

para todo z € TS, onde V, é a conexio em .
Segundo [16] (pagina 61 Teorema 3.6 (Levi-Civita)), a conexao mencionada acima é

linica e sera obtida na proposicao a seguir.
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Proposicio 4.2.1. No sistema de coordenadas associado a X vale
w = w(z) = — senhvdu. (4.7)

Demonstracao: Como z € Tzi, temos que z pode ser escrito z = z1et + 297, Agora

notemos que

w(X,) = QVgete)

- Q<1VX“ coslh UXU’ X.)
B Coslh v Q(VX“XU’ X)
= oty I QX0 X,)
a _Cosh'UFZ“’ (4.8)

onde I'! , ¢ um dos simbolos de Christoffel. De maneira analoga temos

wX,) = Q(Vgeh e)
1

= — | 4.9
coshv " (4.9)

Precisamos, agora, calcular os simbolos de Christoffel. Da primeira forma fundamental
temos

I =ds*= gudu2 + 2g12dudv + g22dv2,

onde g;; sao as entradas da matriz

QXu, Xu) Q(Xy, X,) cosh®>v 0
Q(XMXU) Q(X’IMX'U) 0 -1

Por convengdo, denotamos por (¢”) a inversa da matriz (g;;)

1
(gw) _ cosh? v 0

0 -1

Dando continuidade, para o calculo dos simbolos de Christoffel iremos considerar

2

1
FZ = 5 Z gkl(&-glj + ajgli - algij)'

=1
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Sendo assim, por comodidade iremos considerar u =1 e v = 2,

2
1
L = 3 lzlgm(algll + 0191 — Ahgn1)
I Y _ 22 _
= 3 (97 (D191 + Org11 — Drgn) + 972 (01921 + Orgor — Dagui
1
= 5[—1(—82 coshv)]
1
=5 [2 senhv cosh v]
= senhwv coshw. (4.10)

Donde, das Equagoes (4.8)) e (4.10) temos que

Por outro lado temos

2
1
L = By ;921(819& + dagn — O1912)
1
= 5[921(31912 + Dogi1 — O1g12) + 972 (01922 + Dagor — Dagn2))]
1
= —[-1(-1-0
[-1(-1-0)
= 0. (4.11)
Portanto, das Equacoes (4.9) e (4.11) temos,
(X,) 1 =0
w(X,) = -0=0.
coshv
Agora, visto que w(z) = w(du, dv) obtemos,
w(z) = w(du,dv)
= duw(X,) + dvw(X,)
= — senhvdu. (4.12)
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Da Proposi¢ao e do Lema segue, diferenciando as expressoes em (4.5)), que

V.et = —=Q(V,et, e )em = —w(z)e,

4.13
V.ee =4+Q(V,e ,eM)e” = —w(z)et. (413

Lema 4.2.2. Se um loop a em S é a Q—tantriz de um loop sobre T, entio faw =0.

Demonstracao: Suponha a = 7, a —tantrix de um arco o imerso em . Como 7¢ é

um maultiplo de ¢/, pois

O./

Qo',0")’
segue da Equacdo (4.4) que Q(1¢g,0) = 0. O Lema m garante que o(t) é tangente a

TQ:

> em To(t). Assim podemos expandir o com rela¢do ao referencial {e*, e~} (Equagoes
(4.4)). Como Q(o,0) = —1, e 0 & C™, isso determina uma tnica fun¢ao 0 : S* — R tal
que

o(t) = senhf(t)e" + coshO(t)e .

Diferenciando a expressao acima com respeito a t e usando as Equagdes (4.13) temos
V0= (0 —w(ry))(coshfe” + senhfe).

Por outro lado, pelo Lema , To(t) € Q—normal a superficie ¥ no ponto To(t), e

assim teremos
0= (V" o))" = (o)" = (Dryo)" = Voo,

que implica que w(Té) = (0 ao longo de 7. Mas, a integral de 6 se anula ao longo de 7,

pois 0 é continua e 7o é um loop. Sendo assim, temos que

oo -

A Proposigio e 0 Lema continuam sendo validos também para S* (com a
diferenca de que, na esfera, w = senvdu), suas demonstragoes sdo anilogas, mas iremos

repeti-las aqui, por uma questao de completude.
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Se considerarmos
X (u,v) = (cosw cos u, cos v senu, senv),

onde —m <u < me —% < v < % uma parametrizacdo de S?, temos que X cobre toda S?,
exceto os polos (0,0,+£1) e o semicirculo que passa por esses dois polos e por (—1,0,0).

Apos alguns calculos obtemos

X, = (—cosvsenu,cosvcosu,0),

X, = (- senvcosu,— senv senu,cosv),
(X, Xy) = cos?u,
(Xu, Xo) = 0,
(X,, X,) = 1.

Denotemos por et e e~ os vetores em 7,S?, definidos por

Xy
et = e e =X,
COS v
Como (eT,et) = 1,(et,e”) = 0e (e",e) =1, onde ( , ) & o produto interno

usual, temos que {e", e”} é um referencial ortonormal em 7,S?.

Chamaremos de V,e' a derivada covariante em S? do campo de vetores e* em relacao
ao vetor z de T,S? e assim definimos a 1—forma associada ao referencial ortonormal
{e*, e} dada por

w(z) = (V,e" e, Vz € T,S% (4.14)

Proposicao 4.2.2. Neste sistema de coordenadas associado a X wvale
w = senvdu. (4.15)

Demonstracao: Escrevendo w em func¢ao de du e dv, e também em funcao de X, e X,

temos

w = w(Xy,)du+ w(X,)dv

= (Vx,et, e )du+ (Vx, e e )dv
X X
= <vXu 7Xv>du+ <va ,Xv>dU
Cos v

COS v

1 1
= (Vx, Xo, X )du + ——(Vy, X, X, )dv.
COS v

COS v
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Visto que,
Vx,Xu = Xuu= (—cosvcosu,—cosvsenu,0)
Vx, Xy = Xuw = (senvsenu, — senv cosu, 0),
isso implica que,
1
w o= ((— cosv cosu, — cos v senu, 0), (— senv cos u, — senv senu, cosv)) du +
COS v
1
(('senv senu, — senv cos u, 0), (— senv cos u, — senv senu, cos v)) dv,
COS v

e com isso temos que

w = senvdu.

Note que,
(et,et) =1 = (V,eT,e") =0,
(e,e)y=1 = (V,e ,e)=0,
(et,e7) =0 = (V,et, e )+ (V. e ,e").
Agora, escrevendo V.et e V,e~ no referencial {e", e”} e usando a Equagao (4.14))

temos que

Vet = (V.et,eh)et + (Ve e e =w(z)e, (4.16)

V.eo = (V,e,ef)et +(V.e e )e = —w(z)e’. (4.17)
Lema 4.2.3. Seja o um loop C* em S?, e seja T sua tantriz. Entdo

/w:O.

Demonstrac¢ao: Como (o(t),o(t)) = 1, isso implica que (d’(t),o(t)) = 0, e disto segue

que

que é 0 mesmo que
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Por conta do vetor posi¢dao 7(f) ser também o vetor unitério normal em T,,»S? isso
implica que, o(t) ¢ um campo tangente de classe C* em S? sobre 7(t). Seja 6(t) o angulo
orientado formado pelos vetores e~ e o(t), é possivel escrever o no referencial ortonormal

{e*, e} da seguinte forma
o(t) = senf(t)e" + cos(t)e . (4.18)

Uma vez que o(t) é de classe C*, é possivel afirmarmos que, 6(t) é também uma funcao
de classe C*. Agora, visto que, o(t) é fechada, temos que 6(t) é L—periodica, e 0 mesmo
ocorre com sua tantrix 7(¢). Tomando a derivada covariante em relacdo a 7/ em ambos

os lados da Equacao (4.18) e usando as Equagoes (4.16]) e (4.17) obtemos
Voo = (cosf)f' et — (senf)f'e” + senfV..e" + cosOV. e~
= (cos0)f e — (send)f' e + senfw(7')e (cosf)w(r’)e"

= (0 —w(1"))(cosfe™ — senfle).

Mas, V.o é a componente tangente de o/, que é a derivada usual no R3, e disto temos,

Portanto temos que ¢ = w(7’), e com isso

/T/w N /OL“’(T/) = /OL 6' = 6(L) — 6(0) = 0.

Agora, temos tudo que precisamos para provar que “quddricas com curvatura Gaussi-
ana positiva em pelo menos um ponto nao admitem skew loops” e, com isso, provar uma

das implicacoes do nosso teorema principal, que enunciaremos novamente a seguir.

Teorema [4.0.1 [2] Seja M uma variedade bidimensional diferencidvel conezxa, e F :
M — R3 uma imersdo C*°. Suponha que F(M) possua curvatura Gaussiana positiva em

ao menos um ponto de M. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(1) F(M) € parte de uma superficie quddrica.

(2) F(M) nao contém skew loops.

Demonstracao: da implicacao (1) = (2). Por hipdtese, F/(M) é parte de uma su-
perficie quadrica e precisa ter pelo menos um ponto de curvatura positiva, sendo assim,
precisamos analisar trés casos, a saber; os hiperboldides de duas folhas, os elipséides e os

paraboloides.

Caso 1: Hiperboldides: Cada hiperboloide de duas folhas é isomorfo (de maneira afim)
ao hiperboléide A := 22 +1y%—2? = —1, além disso, sabemos que ¥ é a componente conexa
superior do hiperboléide A, sendo assim, é suficiente mostrarmos que X nao admite skew
loops, pois se a outra componente conexa tiver um skew loop o(t) = (01(t), 02(t), 03(t)), a
Observagdo [3.4.1) garante que o(t) = (01(t), 02(t), —o3(t)) € um skew loop, mas 6(t) C .

Suponhamos que exista uma skew loop o : S' — %, onde 7 é sua Q—tantriz. Como
¥, é difeomorfo ao plano, e o ndo pode ser uma figura-oito (Proposicao , o Teorema
de Whitney, comentado na péagina 24 desta dissertacdo, faz com que o seja regularmente
homotoépico a um k—circulo 7, como na Figura direita, de algum circulo horizontal,
k # 0. A Q—tantriz de v é, também, um k—circulo do circulo z = 0 em 3, e como X
possui curvatura positiva, pelo Lema 4.1.1, a homotopia ¢ ~ ¢, induz uma homotopia
regular 7o ~ 7.

Pela Observagao [£.2.3] 7o ¢ um mergulho e é disjunta de sua imagem antipodal. Por
ser mergulho, temos que k& = 1, pois nao pode ter auto-intersec¢oes. Por outro lado, por
ser disjunta da sua imagem antipodal, temos que 7o(S') U —7¢(S') limita um dominio

anelar Q € 3 (veja Figura .
Agora, combinando o Teorema de Stokes (veja [§], pagina 273) com o Lema [£.2.2]

/dw:/ w =0.
Q a0

Pela equacao (4.12), temos que dw = cosh vdudv, uma 2—forma que nao se anula em

temos entao que

nenhum ponto. Portanto como a integral de dw se anula, temos uma contradi¢cao. Assim,

podemos concluir que os hiperboloides de duas folhas nao possuem skew loops.



Figura 4.4: Dominio anelar Q C ¥ limitado por 7¢(S') U —74(S') .

Caso 2: FElipsdides: Todos os elipsoides sao equivalentes (de maneira afim), sendo
assim, ¢ suficiente mostrarmos apenas para a esfera, o qual ja foi discutido por Segre |1]
e White . J& discutimos isto no comeco deste capitulo, no entanto, apresentaremos

uma prova alternativa, seguindo os mesmos passos do caso anterior.

Suponhamos que o : S' — S? seja um skew loop de classe C* e seja T sua tantriz.

A esfera nao possui skew loop do tipo figura-oito (Proposicao 4.1.1]), pois tem curvatura
Gaussiana positiva em todos os pontos, portanto 7 nao possui auto-interseccoes, uma vez

que ¢ homotopicamente regular a 0. Sendo assim, 7 limita uma regiao ; C S%
Usando o Teorema de Stokes temos que

/ dw:/w.
Q1 T

Mas, pelo Lema [4.2.3] temos que,
/ dw = 0.
Q1

Como w = senvdu, isso implica que dw = cosvdudv. A forma que fornece o elemento
de area de uma superficie é dada por w

= VEG — F?dudv, onde E, F e G sdo os

43
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coeficientes da Primeira Forma Fundamental (veja , pagina 116), e sendo assim, temos

que

@ = Vcos?v.1 — 0dudv = cos vdudv,

mas cosv > 0, pois =3 < v < 5. Com isso, temos que o elemento de area de S? ¢
dw. No entanto o problema a ser resolvido é a questao dos pélos (0,0,1), (0,0, —1) e do
semicirculo que passa por esses dois polos e pelo ponto (—1,0,0) (veja Figura [4.5)), pois

v nao estd definido em £7 e u # 7.

Figura 4.5: Semicirculo 3 na esfera S2.

No entanto, esse semicirculo tem medida nula em S?, portanto se chamarmos de 0y =

Q1 — B, onde B é o semi-circulo em questao, temos que

/ dw:/ dw > 0.
01 o

Mas teremos que = 0, o que é um absurdo. Portanto, S? nao possui skew loops C*.

Caso 3: Paraboloides: Novamente, por equivaléncia afim, é suficiente mostrar que
a superficie P dada pelo grafico z = 22 + y? nao possui skew loops. Suponhamos que

a: St — P seja um skew loop C*°. Como P tem curvatura positiva em todos os pontos
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0 Lemam garante que, existe € > 0 tal que, se  : S* — R3 ¢ um loop C* tal que

lo(t) =a(@)] < e

0@(t) = V()] < e
qualquer ¢t € S' e i > 1 onde ¢ (t) representa a i—ésima derivada de o(t), entdo 5(t) é
um skew loop.
E possivel, aproximar o paraboléide P por elipséides da forma

2
2+ + (% —r) =r? (4.19)

A estratégia é construir um loop o, num elipsoide, de tal modo que este loop esteja
suficientemente proximo de ¢ na topologia C*, com isso teriamos que o, seria um skew

loop e isso acarretaria numa contradicao.

Figura 4.6: Elipsoide no interior de um Paraboloide.

Seja r € R,r > 1, chamemos de E, o elipsoide

2
2 4y + (21 — r) =72, (4.20)
r

Agora, consideremos o conjunto compacto A, dado por

A, ={(z,y,2) € E;z <r}.
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E possivel escrever A, como o grafico de uma funcdo f : D2 — R, onde D2 é o disco
fechado centrado na origem do plano R? e cujo raio ¢ r. Da Equagao (4.20) podemos

obter
[, y) =2r(r — /1% = (22 + y?)).

Como o é um loop em P, podemos escrever o(t) como

o(t) = (x(t),y(t), 2*(t) +y*(1)).

or(t) = (a(t).y 2r(r—w 1)+ (1))

¢ um loop em A,. Fazendo z(t) = 2r (r — /2= + y3(t ))), temos

2 (t) + 2 (1) + <@ — r)Q =7r?

2r

que é 0 mesmo que,

22 (t) + y*(t) + Zj—ﬁ? — z(t) = 0. (4.21)

Quando r — oo na Equagao (4.21)) temos que, para todo ¢t € S! ocorre,
2(t) — 2%(t) + y3 (1),
) — S0P, )
20— (@) + )Y,

para qualquer ¢ > 1. Ora, mas isso implica que,

lo(t) — o, (t)] < e,
c@(t) — ot ()] < e

qualquer ¢ > 1, e vale para cada t € S! sendo r suficientemente grande. Portanto, con-
cluimos que, para r suficientemente grande, o, passa a ser um skew loop de classe C* no

elipsodide E,., mas isso ¢ um absurdo, uma vez que contraria o que provamos no Caso 2.1

A demonstracao da implicacao 2 = 1 seré feita na secao 4.4 pois usa a secao a seguir.
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4.3 Cilindros Convexos Assimétricos

O foco principal desta secao é demonstrar o seguinte resultado

Proposigao 4.3.1 (Lema do Cilindro). Um cilindro que tem como base uma oval T’ C
R? de classe C*°, assimétrica e estritamente conveza, contém uma skew loop estritamente

convexa.

Para tal, definiremos uma parametrizagao suporte e além disso demonstraremos trés
lemas que utilizaremos na demonstracao da Proposicao Antes de apresentarmos
tais lemas, passamos a definir os novos conceitos que apareceram no enunciado do Lema
do Cilindro.

Quando um loop C*°, v : S* — R? limita um dominio convexo, dizemos que I' := y(S!)
¢ uma owal C*. Diremos que I' é (centralmente) stmétrica quando a reflexdo por um
ponto a deixa invariante. Caso contrério, diremos que I' é assimétrica. Além disso,
diremos que I' é estritamente convexa se v é C* e sua curvatura nao se anula. O traco

da curva dada pela equacao
(1) = (— cos(t) — — cos 4, sent + — sen2t) (4.23)
= (—cos(t) — — cos4t, sent + — se .
K 10 7 10

¢ uma oval assimétrica e estritamente convexa, (Ver Figura [4.7).

by
g

Figura 4.7: Oval assimétrica I'(¢).

Como ja mencionado, a demonstracao da Proposi¢cao serd feita a partir de trés

lemas. Primeiramente, tomemos v : S! — R? um loop C*® ¢ T' = ~(S') uma oval
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estritamente convexa. Existe uma bijecao n que associa a cada ponto de I' o seu vetor
unitario normal em S! (veja Figura . Como S! é uma curva plana simples e fechada o
ntimero de voltas (ou indice de rota¢ao) que o vetor tangente ¢(s) da em S! é +1 (veja [7],
pagina 476), além disso, como o vetor unitario tangente ¢(s) percorre todo S', 0 mesmo

ocorre para o vetor normal n(s), e isso implica que n é sobrejetiva.

Sl

Figura 4.8: Parametrizacao suporte.

Agora, tomemos ¢(s) o angulo orientado que (s) faz com a parte positiva do eixo z,

assim, sendo ¢(s) de classe C> podemos escrever

t(s) = (cos@(s), send(s)),
n(s) = (= seng(s),cos4(s)).
U(s) = @'(s)(— seng(s), cos 6(s)).

Mas visto que t'(s) = k(s)n(s) isso implica que

Logo, como a curvatura de v é nao nula em todos os pontos, ocorre, para todo s,
k(s) > 0 ou k(s) < 0. Suponhamos que ocorra k(s) > 0, temos que ¢'(s) > 0, assim
¢ ¢ uma funcao estritamente crescente, portanto injetiva e, deste fato decorre que, n(s)
¢ injetiva, e como |n(s)| = 1, temos que n(s) é o vetor unitario normal. Se supormos
¢'(s) < 0 o raciocinio é anélogo e o resultado é o mesmo. Portanto, temos uma bijegao
n: T — SY ou seja, existe a inversa n=! : St — T,

Definiremos como parametrizacao suporte de I' a funcao v : S' — R?, dada por

Y(t) :==n"t(e"). (4.24)
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Lema 4.3.1. Seja I' C R? uma owval, estritamente conveza C*>, com parametrizacao
suporte . Entao v = ||| # 0. E ainda, I' € simétrica se, e somente se, v € mT—

periodica.

Demonstragido: Mostremos, primeiramente, que v(t) # 0, para todo t € S?. Vamos

definir uma funcao suporte de I' via
h(t) = (e",7(1)) (4.25)

onde (a,b) representa o produto interno usual entre a e b. Como {e*,ie} ¢ uma base

para R2, podemos escrever 7 nessa base,
V() = (&, 9 () e + (ie",y(t))ie,

com isso consideremos a fungao 2r—periodica p : R — R, dada por u(t) = (ie, y(t)),
tal que,
() = [h(t) + ip(t)]e". (4.26)

Note que a funcao u é 2wr—periodica, pois v e h sdo 2r—periddica.
Pela equagao (4.24), podemos notar que e é normal & curva I' em ~(¢), e com isso

temos

7' (t) = v(t)ie. (4.27)
Agora, diferenciando (4.26]) temos

V() = [(E) + i () et + i[h(t) + ip(t)] et
= [W(t) — p(t)] e + il () + h(t)] e,

que comparando com (4.27) nos da
o(t)ie" = [W(t) — p(B)]e" + il (1) + h(b)] e,

ou seja, a parte real da equacdo acima deve ser 0, sendo assim h/'(t) = p(t). Além disso,

se substituirmos A'(t) = u(t) em (4.26) teremos

v(t) = [h(t) + ik ()] e (4.28)
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Como 7 & C*, temos que h também & C*. Entao, diferenciando (4.28)) e usando (4.27))
teremos
V(t) = [W(t)+ih"(t)]e" + i[h(t) + ik (t)]e",
v(t)ie = d[h(t) +h"(t)]e" + W (t)et — W (t)er,
v(t) = h'(t) + h(t).
A féormula que fornece a curvatura de uma curva plana o(t) = (z(t),y(t)) de classe

C®, para um parametro qualquer ¢ (veja [7], pagina 30), é dada por

B —2"y + 2y
MO = e T e

Ao associarmos R? com os ntimeros complexos, podemos reescrever a formula da cur-

vatura acima como
/,,i /
k= —<’Y - Z >
Iedl
Como v é C*, podemos diferenciar (4.27)) e obtermos

A" (t) = V' (t)ie" —v(t)e".

Desta forma, calculando (7", i7"), obtemos

Vi)Y = (W(t)ie" —v(t)et, —v(t)et)
VO | - o) P
NS
Portanto,
Ky@)llv®ll =1,

logo, kv = 1. Como, para todo t temos que k(t) # 0, isso implica que v(t) # 0, para todo
t e St
Passamos agora ao passo de provar a segunda parte do lema. Suponha que I' é simétrica

(veja Figura 4.9). Para provar que v é T—periodica tomemos um ponto em R? tal que ~y
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Figura 4.9: Oval simétrica.

seja invariante por reflexao, sem perda de generalidade, consideremos esse ponto como a
origem num novo sistema de coordenadas.

Se reparametrizarmos vy pelo comprimento de arco s teremos Y(s) = (x(s),y(s)),
sendo assim, o vetor unitario normal no ponto (z(s),y(s)) ¢ da forma (—y/(s),2'(s)). Por
outro lado, o vetor unitario normal no ponto (—z(s), —y(s)) ¢ da forma (y'(s),2'(s)). Se
tomarmos e = (—y(s),2'(s)), onde t ¢ uma variavel dependente do parametro s, temos

que

n=(e") = (x(s),5(9)),
—n (=) = —(=a(s), —y(s)) = (z(s), y(s)).

Portanto, é valida a relacao
—1g ity =1t
no (=€) = —n" ("),
e com isso, temos que,

’y(t—l-?T) — n71<ei(t+7r))

— n71<_6it)
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Mas, visto que h(t) = (e, y(t)), temos que

h(t+m) = (€ 4t +m)
= (=", (1)
= h(t).
Portanto, h é m—periodica e, como v = h” + h, temos que v, também é m-periodica.

Reciprocamente, suponhamos que v seja m—peridédica, queremos mostrar que I' é si-

métrica. Para isso, expressemos v como uma série de Fourier da seguinte maneira:

v(t) = ap + Z(ak cos 2kt + by, sen2kt).
k=1

Como, h é 2m—periddica, a série de Fourier nos da

h(t) = co+cicost+ dysent + Z(ck cos kt + dj, senkt),

k=2
h"(t) = —cjcost — dy sent — Z k?(cy, cos kt 4 dj, senkt),
k=2
h(t)+h"(t) = co+ Z(l — k?)(cy cos kt + dj senkt).

k=2
Sendo h(t) + h"(t) = v(t), pela unicidade da série de Fourier e m-periodicidade, temos
que ¢, =0ed, =0, para k =3,5,7, ..., e disto segue que

h(t) = co + ¢y cost + dy sent + Z(ck cos 2kt + dj, sen2kt).
k=2

Agora, seja A = (cy,d;), considere g : R — R onde g(t) = h(t) — (e, \) disto
concluimos que

g(t) =co+ Z(ck cos 2kt + dy, sen2kt),
k=2

o que implica que g é T—periddica. No entanto, g é a funcao suporte de I'y = I' — A, cuja

parametrizacao suporte é dada por v,(t) = v(t) — A.
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Sendo assim, para mostrar que I' é simétrica, basta mostrar que I'y é simétrica. Tro-

cando 7 e h por 7, e g respectivamente na Equacao (4.28)) temos que

() = (g(t) +ig'(t))e",
Yt +m) = (g(t +m)+ig (t + )+,

= _'Yg(t>'

Portanto, quando 7,(t) é um ponto em I'y, o ponto —v,(¢) também é um ponto em

I'y, e disto, podemos concluir que I'y é simétrica, logo I' também é simétrica. |

Dada uma funcio f : S' — R, chamaremos de parte par e parte impar as relacoes

definidas, respectivamente, por

ft)+ f(t+m)
5 ,

CYR (VRS (G))

S+ () =

identificando S com R?/27 através de e <> t. Para qualquer fungao f : S' — R ¢

possivel verificar as identidades abaixo, sem muita dificuldade,

Ft) = £+ ). (4.29)
ft+m) = fot) - f(0), (4.30)
Flt+m) = fi(t), (4.31)
ft+m) = —f(0) (4.32)

Lema 4.3.2. Suponha I' C R? uma oval C*®, estritamente conveza, com parametrizacao
suporte v. Sejam z : St — R de classe C=, v := ||7/|| e k := (0,0,1). Entdao 3(t) :=

v(t) + z(t)k é um skew loop se, e somente se, para todo t € R tem-se

vp ()2 (t) —v_(t)zL(t) # 0.
Além disso, 7 ¢ estritamente convexa.

Demonstragao: Escrevendo 7/ como na equagio (4.27), e usando a relagao ie’™ x k = ',
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onde 7 € R, e considere e = (cost, sent,0), teremos

F(t) x5'(s) = [Y()+ 20k x [y(s) +2'(s)K
= [ () x ()] + [ (O)k x ' (s)] + [y () x 2 (s)k] + 0
= [V'() x ()] + () (t) x k= 2'(t)7'(s) x k
= [o(t)e" x v(s)e™] + [2(s)7'(t) — 2(t)7/(s)] x k
= v(t)v(s)e’ x & + [v(t)2 (s)ie" —v(s)Z (t)ie”] x k

= v(t)v(s) sen(t — s)k+v(t)2'(s)e" —v(s)2/(t)€”. (4.33)

A curva 4 é um skew loop quando ocorre 7'(t) x 4'(s) # 0, para todo t,s € R com
s # t mod 27. Ainda, a componente k é nula se, e somente se, s = (¢ + 7) mod 2.
Portanto, para que 7 seja um skew [oop, devemos observar somente esses termos em

, e isso implica que, 7 serd um skew loop se, e somente se,
v(t) (t+ )t — vt + 1) ()T £0, VteR,
que é 0 mesmo que
v(t)2 (t+7) +o(t+m)(t) #0, VteR.

Agora, suprimindo a variavel ¢ e aplicando as Equagoes (4.29) e (4.30) para v e 2/

obtemos:
(vi +o-) (2 = 20) 4+ (vy —v-) (2 —21) #0,
a qual simplificando, resulta em

vy (0)2(t) —v_(t)2"(t) # 0.

Por fim, como 7y é estritamente convexa, isso implica que a curvatura k., é diferente de
zero, ou seja, para todo t € R, com isso temos que |y”(t)| # 0 para todo valor de ¢t € R,

isso ocorre pois k() =0 <= +"(t) = 0. Logo, sendo z de classe C*> temos que

F'(t) = ~"(t) + 2" (D)k, V€ R.
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Mas ~”(t) e 2”(t)k sdo linearmente independentes, e isso implica que 7”(t) # 0 e isso

faz com que 7 possua curvatura nao nula em todos os pontos. |

O proximo resultado que serd apresentado, nos da uma ferramenta de suma impor-

tancia para demonstrar a Proposicao [4.3.1, que é o Lema do Cilindro.

Lema 4.3.3. Sejam e,0 : S' — R funcoes continuas, que sio par e impar, respectiva-
mente, e suponha que e + o0 > 0. Entao, uma das alternativas ocorre
(i) 0=0, ou

(i1) € possivel obter uma funcdo u: S' — R, tal que:

(1) /Sl =0, (2) pépar e (3) eu>—0

Demonstragido: Vamos assumir que o #Z 0, e identificar S! com R/27 como fizemos
anteriormente. Para demonstrar o resultado, iremos construir uma funcao continua p :

[0, 7] — R com:

(1) J7 ult)dt = o,

(3’) ep > —o* em [0, 7.

Note que a extensdo par da fungio p para S' satisfaz claramente (1), (2) e (3).

Primeiramente, observe que nossas hipéteses, implicam que e > 0 em S!, caso contra-
rio, a paridade de e implicaria que e < 0 em um par de pontos t, —t € S!, como assumimos
que e +o0 > 0 em todo S!, isso forca com que 0 > 0 em ¢ e em —t também, contradizendo

o fato de o ser impar. Portanto, e é positiva, e assim podemos definir:

TZ:%/OW(%)C#>O.

Agora, note que o conjunto de zeros da funcao impar é nao vazio e além disso, é
invariante com relacdo a uma reflexdo na origem. Apds uma simples rotacao, podemos

assumir que o(0) = o(m) = 0, e assim podemos definir a fun¢ao que estamos buscando:

o*(1)

wu(t) =71 — TTe@
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Passamos entao, ao passo de mostrar que p satisfaz as condigoes (1), (2') e (3).

Claramente p satisfaz (1), basta observar que
™ ™ 2
/ p(t)dt = / (7’ _ oW ) dt
0 0 1+ e(t)
s T 2
= /Tdt—/ o)y
0 o 1+e(?)
T 2
7'7T—/ o(t) dt
o 1+e(t)

[T e, [T )
[

0
14 e(t) 1+e(t)
Apos a rotagdo que nos da o(0) = o(m) = 0, teremos u(0) = p(m) = 7, e isso nos da

(2"). Finalmente, usando a positividade de e e 7 juntamente com a defini¢ao de p teremos:

eult) = elt) (T_ () )

1+ e(t)
_ e(t) 2 e(t) 2 2
= e(t)r — (1 —i—e(t)) o (t) > — <1+e(t)) o°(t) > —o°(t),
portanto e(t)u(t) > —o?(t) nos da (3'), e isso prova o lema. |

Agora, utilizando os Lemas [4.3.1] [4.3.2] e [4.3.3]iremos provar o Lema do Cilindro. Para

isso iremos enuncid-lo novamente.

Proposicao 4.3.1. Um cilindro que tem como base uma oval I' C R? de classe C*°,
assimétrica e estritamente convera, contém uma skew loop estritamente conveza.
Demonstragao: Pelo Lema é suficiente produzirmos uma funcao altura z : S* — R

tal que, para todo valor de t € R, tem-se
v ()2 (1) > v-(2) 2L (1), (4.34)

onde v é a velocidade da parametrizacao suporte de I'. Primeiramente, notemos que
a hipotese de assimetria de I', juntamente com o Lema {4.3.1] nos garante que v nao
¢ m—periodica, sendo assim, existe t, € S' tal que, v(tg) # v(to + 7). Ainda, como

v_(t) = [v(t) — v(t 4+ m)]/2, a fungdo v_ ndo pode ser identicamente nula.
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Figura 4.10: Cilindro construido a partir da oval assimétrica descrita em (4.23]).

Além disso, como v_(t) = [v(t)—v(t+m)]/2, decorre que v_(t) = [v(t)—v(—t)]/2, sendo
assim v_(t) é impar, e também é continua, portanto possui antiderivada bem definida em

St. Tomemos entdo z_ : S' — R da seguinte maneira,

2 (s) = % /O "o (bt — /O Co (1)t (4.35)

Afirmacao: z_ é uma funcao impar. De fato,
1 K S

z(s+m) = —/ v_(t)dt—/ v_(t)dt,
2 Jo 0

— %/Oﬁfu_(t)dt—/()ﬁv_(t)dt—[rﬂsv_(t)dt,

1 (7
= —5 /0 ’U_(t)dt,

pois, visto que v_ ¢é impar e continua vale

/ﬂ i = — /0 T (B)dt.

Portanto, concluimos que
z(s+m)=—z_(s),

ou seja,
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Sabemos que z_ nao é a fun¢ao nula, caso contrario, se tomassemos s = 7 na Equagao
teriamos foﬂ v_(t)dt = 0, que é um absurdo, uma vez que v_ é impar, continua e
nao ¢ a funcao nula.

Agora, como 2’ (t) = —v_(t) para concluirmos a prova da proposi¢ao, basta encon-

trarmos uma funcao 2/, que satisfaca a desigualdade

v ()2 (8) > —(v-(1)*. (4.36)

Ou seja, iremos construir uma funcao par C®, z, : S — R cuja derivada satisfaca

(4.36). O Lema nos da exatamente isso, basta tomarmos

e:=vy,0:=0v_#0, e z,:=pn

Sendo assim o Lema [4.3.1] garante que
e+o=vy+v_.=v>0,

logo o Lema [4.3.3 pode ser aplicado. Portanto, as conclusoes (1) e (2) nos garantem que
Z, possui uma antiderivada par z; em S', e a conclusdo (3) estda em (4.36). Entdo, é
possivel obter uma skew loop em um cilindro construido a partir de uma oval I' € R? de

classe C* assimétrica e estritamente convexa. [ |

4.4 Quadricidade de Superficies sem Skew Loops

Nosso intuito nessa secao, ¢ usar a existéncia de skew loops em cilindros convexos

assimétricos (Proposicao [4.3.1]) para restringir a simetria de superficies sem skew loops.

Lema 4.4.1. Seja S C R?® uma superficie C* mergulhada e sem skew loops. Suponha
que exista um plano H C R3 que intersecta S transversalmente ao longo de uma oval

I' := SN H estritamente convexa. Entao I' é simétrica.

Demonstracao: Apds um movimento rigido, podemos assumir que H coincide com o

plano zy. Como S é intersectado transversalmente por H ao longo de I', podemos escolher



29

€ > 0 suficientemente pequeno a fim de formar
S"i={(z,y,2) € S:|z| < e}

um anel topologico, que é cortado transversalmente por H, onde 9S’NH = (). Denotemos
por C' o cilindro, perpendicular a H, cuja base é I', entdo podemos representar S’ como
um grafico sobre C isto ¢, existe uma vizinhanca aberta A de I', em C, e uma fungao
C*®g:A— Rtal que, 8" ={a+ g(a)v(a) : a € A}, onde v é o vetor normal externo
unitario em C'.

Agora, usaremos as dilatacoes j. : R> — R3, definidas para cada ¢ > 1 por
pe(z,y, 2) == (x,y, cz), ou seja, a alteracdo ocorre apenas na terceira coordenada. Através

dessas dilatacoes podemos definir uma familia 1—parametro de fungoes C*
ge: A—R, g =90 e

Note que, quando ¢ — o0, g. e suas derivadas, tendem uniformemente a 0 em A.
Isto decorre da continuidade de g e da regra da cadeia, além disso, por termos g = 0 em
I' e perto de I', as derivadas de g sdo continuas pois S’ intersecta H transversalmente.

Agora, suponha que I" nao é simétrica, sendo assim a Proposicao [4.3.1] garante que
existe uma skew loop v : St — C, de classe C*, cuja curvatura é positiva. Apo6s uma
dilatagao (encolher), podemos assumir que (S') C A, e assim para todo ¢ > 1, definimos

um loop ., contido na superficie dilatada ju.(S!), através de:

Yelt) == (1) + go(y(£))v(7(2)).

Uma vez que g. — 0 uniformemente em ~(S!), e 0 mesmo ocorre para suas derivadas,
quando ¢ — oo, isso implica que 7. — 7 no sentido C*°. Segue entao, pelo Lema |3.4.1
que 7, se torna uma skew. Assim, para ¢ > 0 suficientemente grande, a superficie dilatada
1e(S") admite uma skew loop, mas como aplicagoes afins levam skew loops em skew loops
(Lema , temos que p. leva uma skew loop em outra skew loop, portanto podemos

concluir que S’ admite uma skew loop, mas isso é impossivel por hipotese. |
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Definicao 4.4.1. Diremos que K C R3 ¢ um corpo convezo, se K for um subconjunto
convero, compacto cujo interior € nao vazio. Além disso, diremos que dois planos Py, Py
estdo e—prozimos se pudermos representd-los através de equagdes lineares (ny,x) = hy e

(ng, ) = ha, com |ny — na|® + |hy — he|? < € para algum € > 0.

O seguinte resultado, o qual admitiremos sem prova, serd essencial para a prova do

Teorema

Teorema 4.4.1 (Blaschke [5]). Seja K C R® um corpo convezxo, cuja fronteira é C* perto
de um pontop € OK. Suponha que, sempre que um plano suficientemente proximo a 1T,0K
intersecta K, essa intersec¢ao com OK € centralmente simétrica. Entdo, a vizinhanca de

p em OK estd contida em uma superficie quddrica.

Com esses resultados podemos demonstrar 2 = 1 do Teorema |4.0.1}
Demonstragao: da implicagdo 2 = 1 do Teorema [2] Seja X € M sub-
conjunto aberto maximal cuja imagem F(X) estd contida em uma superficie quadrica
descrita pelo conjunto ¢~1(0) onde ¢ : R — R, é(x,y, 2) = ax? + by? + cz? +
dry+exz+ fyz+gr+hy+iz+7,onde a, b, ¢, d, e, f, g, h, i e j sao nimeros reais fixos
com (a,b,c) # (0,0,0).

Como ¢ é continua temos que ¢~'(0) é fechado, além disso X também é fechado, pois
se pp € X, p, —> po € M. Suponha que py ¢ X, sendo assim existe uma vizinhanga
aberta V de F(py) em R? tal que F~1(F(X)U(VNg¢~1(0))) é um aberto de M que contém
XeF(X)U(VnNne10)) C ¢ 1(0). Ora, mas isto contradiz o fato de que X é maximal.
Portanto pg € X e com isso X ¢é fechado em M, sendo assim nos resta mostrar que X ¢é
todo o conjunto M, ou seja, X # ().

Para isso, tomemos U uma vizinhanca aberta de um ponto p em M cuja curvatura é
positiva. E possivel escolher U tdo pequeno de tal forma que S := F(U) seja o grafico de
uma funcao no plano tangente T, 0K. Uma vez que a curvatura ¢ positiva em p, essa
funcao possui Hessiana positiva definida e é, portanto, convexa.

Assim, S esta contido na fronteira de um corpo convexo K C R3, e como S possui

curvatura positiva em F(p), o plano tangente Tp(,)0K intersecta K somente em F(p).
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Isto nos fornece um € > 0, de modo que, todo plano H C R? a uma distancia e de Trp 0K
satisfaca H N 0S = (). Entao, I' := H NOK esta em S.

Sempre que a interseccao é transversal I' é uma oval estritamente convexa de classe
C™, pois S é positivamente curvada. O Lema forca I' ser simétrica, mas I é uma
secao de um corte transversal qualquer de S em p, sendo assim, pelo Teorema de Blaschke

temos que uma vizinhanca de p esta contida em uma superficie quadrica. |
Uma superficie compacta sempre tem um ponto de curvatura Gaussiana positiva,
portanto temos o seguinte corolario do Teorema [4.0.1

Coroléario 4.4.1. As tnicas superficies fechadas (compacta sem bordo), imersas em R3,

que nao admitem skew loops C*, sao os elipsdides.



Apéndice 1

Superficies sem Skew Loops que nao sao Quadricas

Tome C o cilindro reto sobre a curva y = 23, com 0 < x < 1 (veja Figura|d.11)). E facil
ver que C nao é parte de uma quédrica, uma vez que os pontos de C satisfazem a equacao
y — 2% = 0. Além disso, sabemos que a curvatura Gaussiana de C' é identicamente nula.

Podemos parametrizar C' por

G(u,v) = (u®,u,v),

onde0<u<lewvelR.

Figura 4.11: Cilindro sobre y = 23, com 0 < x < 1.

Seja v : [a,b] — C um loop de classe C* sobre C, com 7y(a) = v(b), 7'(a) = ~/'(b),
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7' (a) =~"(b), ... ey(t) = G(u(t),v(t)). Vamos mostrar que 7 possui pelo menos um par
de vetores tangentes verticais.

Considere o vetor e; = (1,0,0) e a funcao h : [a,b] — R dada por

h(t) = (v(t), e1).

A funcao h estd bem definida num compacto, portanto possui um méximo e um
minimo, nos pontos t; e ty respectivamente. Estes pontos de maximo e minimo, podem
ocorrer nos pontos a e b, pois v'(a) e 7/(b) existem. Como esses pontos sdo pontos criticos

da funcao h, derivando h temos

(V(t1),e1) e (V(t2),e1).

Além disso, temos que

G, = (3u*1,0),
G, = (0,0,1).

Como 7y(t1) estd no plano tangente a C' no ponto G(u(ty),v(t1)), temos que 7y(t1) é

combinagao linear de G, e G, nesse ponto, ou seja,
Vl(tl) = a(3u2(t1), 17 0) + 6(07 07 1)

Desde que 7/(¢;) esta no plano z = 0, temos que 3au®(t;) = 0, e isso implica que a = 0
pois, da definigdo de C' temos u(t;) > 0. Sendo assim, /(1) é um multiplo de (0,0, 1), ou
seja, v/ (t1) é um vetor vertical. De modo analogo prova-se que 7/(t3) também é um vetor
vertical.

No caso em que y(t1) # (t2), a questao esta provada. Ja no caso em que y(t;) = y(t2),
isso implica que h é uma fungao constante, e disto temos que (7/(t),e;) = A, onde A é

uma constante, logo v é um loop no plano e portanto possui tangentes paralelas.



Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao estudamos a relacao entre skew loops e as superficies quadricas,
além disso mostramos que as finicas superficiesem R? com um ponto onde a curvatura
Gaussiana é positiva, e que nao possuem skew loops, sao as quadricas. Em particular: os
elipsoides sao as tnicas superficies quadricas fechadas sem skew loops.

Como sugestao para trabalho futuro podemos citar o seguinte problema.

Quais superficies em R? possuem skew loops?

O Teorema resolve esta questao para superficies com um ponto onde a curvatura

Gaussiana ¢ positiva, assim nos resta a seguinte questao.

Problema 4.4.1. Quais superficies com curvatura Gaussiana negativa em todos 0s pontos

admitem skew loops?
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