UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MATEMATICA

Lineabilidade e densidade em espacos de funcoes

Michele Maciel Sacramento

Orientadora: Profa. Dra. Marcia Sayuri Kashimoto

Durante o desenvolvimento deste trabalho, a autora recebeu auxilio financeiro da

CAPES

ITAJUBA, 24 DE FEVEREIRO DE 2017



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MATEMATICA

Lineabilidade e densidade em espacos de funcoes

Michele Maciel Sacramento

Orientadora: Profa. Dra. Marcia Sayuri Kashimoto

Dissertacao submetida ao Programa de Pos-Graduagao em
Matematica como parte dos requisitos para obtencao do

Titulo de Mestre em Ciéncias em Matemaéatica

Area de Concentracio: Anélise

ITAJUBA — MG

24 DE FEVEREIRO DE 2017



Dedico este trabalho aos meus pais e irmaos, pelo amor incondicional, e aos meus anjos,

Joaquim, Caike e Felipe, que se eternizaram em mnossos coragoes.



Agradecimentos

Agradego a Deus por ser meu guia em todas as jornadas, iluminar meu caminho e me
proporcionar momentos e vitorias inesqueciveis.

Agradego aos meus familiares pelo apoio incondicional, em especial, a meus pais, Paulo
Cesar e Gorete, que sao minha base, minha maior inspiragao. Obrigada pelo amor, com-
preensao e forga! Por lutar minhas lutas e sonhar meus sonhos.

Aos meus irmaos, Julio e Milena, agradego pela confianca depositada em mim, o amor
dado e os sorrisos roubados. Vocés sao o motivo da minha existéncia!

Aos amigos que tive o prazer de conquistar em Itajuba. Obrigada por cada dia, cada
historia, por cada sorriso, cada apoio e cada diversao. Vocés sao os maiores presentes que
ganhei nesses dois anos. Sao a familia que eu escolhi e que eu ja amo.

Aos amigos de longa estrada agradeco por todo amparo, conselho, compreensao e amizade.
Sem vocés minha vida nao teria sentido!

Aos colegas e amigos que conheci no mestrado agradego pelo tempo de convivio, por cada
descoberta e conquista. Dividimos incertezas e insegurancas, mas sempre com forga e
alegria.

Aos professores do instituto pela ajuda, incentivo, comprometimento e apoio em minha
formacao. Em especial, & minha orientadora professora, Dra. Méarcia Sayuri Kashimoto,
pelo respeito, paciéncia, empenho, dedicacao e competéncia com que conduziu a orientagao
deste trabalho.

Aos professores, membros da banca examinadora, por aceitarem o convite e pelas sugestoes
e contribui¢oes ao nosso trabalho.

A CAPES, pelo apoio financeiro.

i



111

“A Matemdtica € o alfabeto com o qual Deus escreveu o Universo.”

(Galileu Galilei)



Resumo

Nesta dissertacao abordamos alguns métodos para determinar conjuntos denso - lineaveis
em espagos de fungoes continuas e apresentamos aplicagoes em espacos de fungoes com
variagao limitada e fungoes de classe C? e C'™°. Além disso, estudamos a lineabilidade de

conjuntos de fungoes com propriedades patologicas.

Palavras—chave: Lineabilidade, Denso-lineavel, Algebra de funcoes.
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Abstract

In this dissertation we discuss some methods which are useful to discover dense - lineable
sets in the context of spaces of continuous functions and present some applications in the
spaces of functions with bounded variation in [0, 1] and functions of class C? and class

C>. We also study the lineability of certain sets of functions with pathological properties.

Keywords: Lineability, Dense-lineable, Algebra of functions.
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Introducao

Em 1966, V. I. Gurariy [10] provou que a familia ND de fungées continuas no intervalo
[0,1] que nao sao diferenciaveis em nenhum ponto contém, com excegao da fungao nula,
um espaco vetorial de dimenséo infinita. E um resultado interessante, ja que é dificil obter
exemplos concretos de fungoes desse tipo, como aquela construida por Karl Weierstrass
em 1872 [1|. Rodriguez-Piazza [19] mostrou que todo espago de Banach separavel de
dimensao infinita é isometricamente isomorfo a um espago vetorial cujos elementos nao-
nulos pertencem a ND.

Recentemente, muitos autores tém se dedicado & procura de estruturas lineares em
ambientes nao-lineares. Tais investigagoes envolvem vérias areas da Matematica, do Caos
Linear para Anélise Real e Complexa, passando por Teoria de Conjuntos, Algebra Linear
e Multilinear, Analise Funcional e, recentemente, Teoria da Probabilidade.

Um subconjunto M de um espago vetorial topologico X ¢ dito lineavel se M U {0}
contém um subespago vetorial de dimensao infinita. Se tal subespago vetorial for denso
em X, diz-se que M é denso-lineavel em X.

O termo lineabilidade foi introduzido por Gurariy [12] em 2004. A referéncia [1] contém
varios exemplos de conjuntos lineaveis.

Em 2005, Bayart [2, p. 168-169] provou que para qualquer conjunto E contido no
circulo unitario T, com medida de Lebesgue zero, o conjunto das func¢oes continuas em T’
cujas séries de Fourier divergem em todo ponto de E é denso-lineavel.

O objetivo desta dissertacao é apresentar métodos que determinam conjuntos denso-
lineéveis em espacos de fungoes continuas e abordar a lineabilidade de conjuntos de fungoes

com propriedades patologicas.



O Capitulo 1 inicia-se com um resumo das principais defini¢oes e resultados envolvendo
os conceitos de espagos vetoriais topologicos e separabilidade. Em seguida, aborda-se um
estudo sobre fungoes de variagao limitada, fungoes que nao sao diferenciaveis em nenhum
ponto, bases de Hamel e matriz de Vandermonde, essenciais para a compreensao dos
demais capitulos.

O Capitulo 2 trata de teoremas que sao tteis para provar que certas familias nao-
lineares de fungoes continuas escalares sao denso-lineaveis. Tais resultados sao aplicados
nos espagos C?[0,1], C*[0,1] e CBV [0,1] das fungoes de classe C?, C*° e continuas de
variacao limitada, respectivamente. Foi utilizado fortemente o fato dos espagos analisados
serem espacos vetoriais topologicos metrizaveis e separaveis.

O Capitulo 3 descreve a construcao de espagos vetoriais de dimensao infinita com pro-

priedades patologicas. As propriedades abordadas sao:

e Funcoes C'*° com expansao de Taylor constante;

e Funcoes aditivas e R-lineares descontinuas;

e Fungoes que possuem um numero finito de pontos de continuidade;
e Funcgoes cuja derivada nao é limitada em um intervalo fechado;

e Funcoes everywhere sobrejetoras que sao nulas em quase toda parte.

No processo de construcao foram utilizados os conceitos de base de Hamel, matriz de

Vandermonde e técnicas usuais de Algebra Linear, Analise na reta e Analise Funcional.



Capitulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Apresentamos neste capitulo alguns conceitos e resultados fundamentais para a leitura
dos capitulos posteriores. Foram utilizadas as referéncias (3], [4], [5], [13], [14], [15], [18],
[20], [21] e [23].

1.1 Preliminares para o Capitulo 2

Iniciamos com a interessante interagao entre linearidade e topologia.

Definicao 1.1.1. Seja K o corpo dos nimeros reais ou o corpo dos nimeros complexos.
Um espago vetorial topologico sobre K é um espaco vetorial X sobre K, munido com uma
topologia T, tal que:

(a) A aplicagao de X x X em X definida por (x,y) — x +y € continua, sendo X x X
munido da topologia produto;

(b) A aplicacio de K x X em X definida por (t,x) — tx é continua, com K munido da

topologia usual e K x X munido da topologia produto.

Em outras palavras, dizemos que um espago vetorial topolégico é um espaco vetorial
com uma topologia tal que a soma e o produto por escalar sao continuas.
Todo espago vetorial normado X real ou complexo é um espago vetorial topolégico

munido com a topologia induzida pela norma.



Um espago topologico (T, 7) diz-se metrizavel quando é possivel definir uma métrica d
sobre T' tal que a topologia definida por d coincide com a topologia 7 de T'. Claramente,
um espaco metrizavel ¢ Hausdorff e cada ponto possui uma base local enumeravel, mais

. . .1
precisamente, o conjunto das bolas abertas de centro x e raio —, com n € N,
n

B@,%) _ {yET:d(y,x) < %}

Uma métrica d sobre um espago vetorial X é chamada invariante por translagao se
d(x + z,y+ z) =d(x,y), para quaisquer z,y,z € X.

O proximo teorema sera ttil no Capitulo 2 e a sua demonstragao encontra-se em |21,

p. 18].

Teorema 1.1.1. Se X € um espaco vetorial topologico com uma base local enumerdvel,
entao existe uma métrica d sobre X tal que:
(a) d é compativel com a topologia de X;

(b) d € invariante por translagao.

Seja S um subconjunto de um espaco topolégico T. Denotamos o fecho de S por S.

Recordemos que S é denso em T quando S =T

Definicao 1.1.2. Um espago topoldgico T' que contém um subconjunto enumerdvel e denso

em T € dito separdvel.

O Teorema de Aproximagao de Weierstrass assegura que o espac¢o dos polinomios
definidos num intervalo compacto [a,b] é denso no espago C'[a,b] das fungdes continuas
de [a,b] em K, munido da norma

[ flloe = sup [f(2)]-

te(a,b]

Teorema 1.1.2 (Weierstrass — 1885). Se f : [a,b] — K uma fun¢do continua, entao
dado € > 0 existe um polinémio p : |a,b] — K tal que |f(z) — p(z)| < €, para todo

x € [a,b].



Em 1912, Sergei Bernstein forneceu uma demonstragao desse teorema utilizando po-

lindémios de Bernstein.

Definigao 1.1.3. O n-ésimo polinémio de Bernstein associado a uma fung¢ao f : [0,1] —

R € o polinémio B, (f) : [0,1] — R dado por
B =3 f (L) ") da-ar,
=0

n !
onde = %
g gtn = j)!

Os polinémios de Bernstein fornecem a aproximacao simultanea de fungoes e suas
derivadas no intervalo [0, 1]. Veja [18, p. 258|.

Sejam Ny = NU {0} e f(© = f para qualquer funcdo f : [0,1] — K. Se k € Ny,
recordemos que C* [0, 1] é a &lgebra das fungoes f : [0, 1] — K k-vezes diferencidveis em
[0,1] com f® continua em [0, 1].

Teorema 1.1.3 (Aproximagao Simultanea de Bernstein). Se f € C*[0,1] ¢ uma

funcao real, entao B,(Lk)(f) converge uniformemente para f*) em [0,1].

Se f € C*[0,1] ¢ uma funcdo complexa, podemos aplicar esse teorema nas partes real e
imaginaria de f e obter a aproximacao simultanea de f por polinémios complexos.

Os resultados do Capitulo 2 serdo aplicados em trés espagos: C?[0,1], C*[0,1] e
CBV [0,1]. Recordemos algumas notagoes e propriedades desses espagos.

Se p € Ny, a algebra C? [0,1] munida da norma

11l = D11Vl
=0

¢ um espago de Banach separével. Para mostrar que C? [0,1] é separavel, utilizaremos o

seguinte lema que pode ser encontrado em |5, p.19] .

Lema 1.1.1. Um espago normado X € separdvel se, e somente se, existe um subconjunto

enumerdvel A C X tal que span (A) := {Z Naj: N €K, a; € A, ne N} ¢ denso em
j=1

X.



Demonstracao. Se A for enumerével e denso em X, entao
X = A Cspan(A) C X.

Portanto, span (A) é denso em X. Reciprocamente, suponhamos que exista um subcon-
junto enumeravel A C X tal que span (A) = X. Chamemos de B o conjunto formado por

todas as combinacoes lineares finitas de elementos de A com coeficientes em Qg, onde

Qr =Q e Qc = Q+1iQ, ou seja,
B ={a1x1 + ayxa+ ...+ apxy : 11,29, ..., 2, € A ay,a9,...,a, € Qgen € N}.

E facil ver que B é enumeravel: como Qg é enumeravel, para cada n € N, o conjunto das
combinagoes lineares de n elementos de A com coeficientes em Qg é enumeravel. Segue
que B é enumeravel por ser a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis. Provaremos
agora que B é denso em X. Para isso, sejam x € X e ¢ > 0. Como span(A) = X,
existe yo € span(A) tal que ||z — yol| < % Digamos yo = byx1 + ... + byxy, onde k € N,
bi,....bp e Keuxy,...,2p, € A. Como Qg é denso em K, existem aq,...,a; € Qg tais

que

la; — by <

. , para todo j =1,... k.
2 (13 )
i=1

Tomando y = a1x1 + ... + axxy temos y € B e

z = yl| = ||z —yo + 3o — ¥l|
< o = yol| + [lyo — vl

< §+ (by — ar)ay + ... + (b — ag) x|

€
=5 +mazj=1,. xlbj — aj|(|[z1|] + ... + [|z]])

k
€ €
5T k Z||93i||
=1
) (Hznxin)
=1

+§:e, (1.1)



o que prova que B = X. Assim, B C X é enumeravel e denso, completando a demostracio

de que X é separavel. O
Proposigao 1.1.1. O espago (C?[0,1],||f]l,) € separdvel.

Demonstracao. Seja n € Ny. Considere a funcao f, : [0,1] — K dada por f,(t) = t",
para t € [0,1]. Seja A = {f, : n € Ng}. Note que A é enumeravel, A C C?[0,1] e
span (A) = PJ0,1], onde P[0,1] ¢ o espago dos polindmios ¢ : [0,1] — K. Provemos
que span (A) é denso em C?[0,1]. Com efeito, seja f € C?[0,1]. Segue do Teorema de

Aproximagao Simultanea que existe uma sequéncia de polinémios (¢, )nen tal que

lim q() f9 para j=0,1,...,p,

n—o0

uniformemente em [0,1]. Assim, dado € > 0, existe ny € N tal que

U _ 0| <
lgn” — foo L

para todon >mnge 7 =0,1,...,p. Dai, segue que

\lgn — fll, = ZHQ f(J

=€, (1.2)

para todo n > ng. Isso prova que span (A) é denso em C?[0,1] e usando o Lema 1.1.1

conclui-se que C? [0,1] é separavel. [

A &lgebra C*[0,1] das fungoes f : [0,1] — K infinitamente diferenciaveis em [0,1],

munida da norma
1A= 277 min{L, ||f9||}
j=0

é um espaco de Banach.

Proposicao 1.1.2. O espaco (C*[0,1],||.|]) € separdvel.



Demonstracao. Seja n € Ny. Considere a funcao f, : [0,1] — K dada por f,(t) = t",
para t € [0,1]. Seja A = {f, : n € No}. Temos que A ¢é enumeravel, A C C*[0,1] e
span (A) = P[0,1]. Provemos que span (A) é denso em C*[0,1]. Com efeito, seja [ €
C*[0,1]. Pelo Teorema de Aproximagao Simultanea, existe uma sequéncia de polinémios

(pn)neN tal que

lim pq(zj):f(j),paraj:O,l,...,kekGNo,

n—oo

uniformemente em [0,1]. Como

. ) _ L |9 = Sl = L= 1) = FDl
min {1, [ — 79| .0} = |

2
e
lim [|pf — 9| =0,
—00
obtemos
lim [[p, = fII = lim > 277 min{1, ||pf — /9]]}
n—o0 n—00 o
J_
g LR = o — 11— I — £
— j
= Jm > 2 >
7=0
—0. (1.3)
Assim, span (A) = C*[0,1] e segue do Lema 1.1.1 que C* [0,1] é separavel. O

Definigao 1.1.4. Sejam a < b nimeros reais e f : [a,b] — K. A wvariagao total de f,
denotada por V(f), € definida por

V(f)=sup {Z|f(ti)—f(ti1)’¢G=t0<t1<t2<...<tn:b,n€N}. (1.4)
i=1

Diz-se que f € uma funcao de variagao limitada se eziste ¢ > 0 tal que V(f) < c.

Listamos alguns resultados que serao utilizados na dissertacao. Maiores detalhes po-

dem ser encontrados nas referéncias [3] e [15].



Proposicao 1.1.3. Se f : [a,b] — K e g : [a,b] — K sao fungdes de variagao limitada,

o mesmo ocorre com f+ g, fg e |f|. Além disso,

V(f+9) <V(f)+Vi(g)
V(af) = |a|lV(f), YVa € K.

Proposicao 1.1.4. Se f : [a,b] — K possui derivada continua em [a,b], isto é, f € de

classe C*, entdo f ¢ de variacdo limitada e

vin = [ 17l

Proposicao 1.1.5. Se f : [a,b] — R é uma fun¢iao mondtona, entio f € de variagdo

limitada e

Proposicao 1.1.6. Se f : [a,b] — K ¢ de variagdao limitada, entdo f € limitada.

Uma fungao f : [a,b] — K continua ou limitada em [a, b] ndo tem necessariamente

variacao limitada nesse intervalo.

Exemplo 1.1.1. A funcao

1
rsen—,se 0 <z <1
f(z) = z

0,sexz =0

¢ continua e limitada em [0,1], mas nao € de variagao limitada neste intervalo, ja que sua

variagao total é proporcional a série harmonica divergente Y~ 1/n .

Denotamos por CBV [0, 1], a algebra das fungoes f : [0,1] — K continuas em |0, 1]

com variacao limitada. Se for munida da norma

LFIF = sup IFOI+ V),

te[0,1

CBV[0,1] é um espaco de Banach. Além disso, CBV[0,1] é separavel porque o conjunto

dos polindémios é denso neste espago. Veja [4, p. 3167|.
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1.2 Preliminares para o Capitulo 3

As préximas notagoes e os resultados mencionados serao utilizados no Capitulo 3.

O seguinte teorema encontra-se no artigo de Hardy [13, p. 303] .
Teorema 1.2.1 (Hardy — 1916). Se0 <a <1,b> 1 eab > 1, entao ambas as fung¢oes

k

a” sen(bF

[M]8

Wl({L‘) =

x)

B
Il

0

o
Wy(z) = E a® cos(bFma)
k=0
sao continuas em R e nao sao diferencidveis em nenhum ponto de R.

Teorema 1.2.2. A funcgao
f(z) =22 Z 27 "sen(w (87 + 3)"x)
n=0

¢ continua em [0,1] e diferencidvel somente na origem.

Demonstracao. Pelo Teorema de Hardy, a funcao
g(x) = Z 27 "sen (7 (87 + 3)"x)
n=0

¢ continua em [0, 1]. A fungao h(z) = 2? também é continua em [0, 1]. Portanto, f = gh

¢ continua em [0,1]. Note que

lg(x)] <) |2 "sen(n (8 + 3)")|

n=0

= lim zg(z) =0

z—0t
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ja que g é limitada. Se f fosse diferenciavel em ¢ € (0, 1], entdo a fungao
1 1
Zf— Z(ha) =
nf =7 (hg) =g

seria diferenciavel em ¢. Contradi¢ao, pois pelo Teorema de Hardy g nao é diferenciavel

em nenhum ponto de R. O
Outro resultado essencial é o seguinte teorema.

Teorema 1.2.3 (Valor Intermediario). Se f : [a,b] — R é uma fun¢ao continua,

entao a imagem f ([a,b]) contém o intervalo fechado com extremidades f(a) e f(b).

A base de Hamel serd utilizada no Capitulo 3 para construir espacos vetoriais de
dimensao infinita. Baseamos-nos nas referéncias [1] e [14] para descrever alguns resultados

fundamentais.

Definicao 1.2.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto E de V
€ dito linearmente dependente se existem vetores distintos x1,xs,...,x, em F e escalares

Qay, o, ..., o, em K, nao todos nulos, tais que

n
E O./jl‘j =0.
Jj=1

Um conjunto € dito linearmente independente se nao for linearmente dependente.

Observacao 1.2.1. Decorre da defini¢ao que um conjunto E de vetores € linearmente
independente se, e somente se, todo subconjunto finito de E € linearmente independente,
isto €, se, e somente se, para quaisquer vetores distintos xq,xo,...,T, em E temos que

c1r1 + e + ...+ cpx, = 0 implica que ¢y = co = ... =¢, = 0.

Definicao 1.2.2. Seja V um espago vetorial. Uma base de Hamel de V é um subconjunto

E de V linearmente independente que gera V, isto €, V = span (F).

Proposicao 1.2.1. Seja V um espago vetorial e E uma base de Hamel de V. Entao, todo

x € V pode ser unicamente escrito na forma

n
T = E €4,
J=1
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onden €N, a; € Kee; € I,

Observagao 1.2.2. Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K e considere E uma
base de Hamel de V. Para toda funcio g : E — W, existe uma tunica func¢ao linear

[V — W tal que flg = g, onde a funcao f|g € a restricao de f a E.

Lema 1.2.1 (Lema de Zorn). Seja (Z,<) um conjunto ndo vazio parcialmente or-
denado. Suponha que todo subconjunto totalmente ordenado de Z possui cota superior.

Entao, Z possui elemento mazximal.

Teorema 1.2.4. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e A um subconjunto

linearmente independente de V. Entao, existe uma base de Hamel E de V tal que A C E.
Para demonstrar o teorema anterior é utilizado o Lema de Zorn.
Corolario 1.2.1. Todo espacgo vetorial tem uma base de Hamel.

Demonstracao. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Analisaremos dois casos.
1° Caso: V = {0}. Basta tomar a base E = ().

2° Caso: V # {0}. Neste caso, vamos considerar z # 0 com x € V. Assim, tome o
conjunto linearmente independente A = {x}. Pelo Teorema 1.2.4, existe uma base de

Hamel F de V tal que A C E. O

Proposicao 1.2.2. Se E; e Ey sao bases de Hamel de um espago vetorial V, entao

card (E;) = card (E»).

Assim, define-se a dimensao de V', denotada por dimg V', como dimg V' = card (E),

onde F é uma base de Hamel de V.

Proposicao 1.2.3. Uma base de Hamel do espaco vetorial R sobre Q possui a mesma

cardinalidade de R, isto €, dimg R = cardR = c.
O simbolo ¢ é chamado nimero cardinal do continuum.

Proposicao 1.2.4. Seja X um espaco de Banach com dimensao infinita. Entao, qualquer

base de Hamel de X € nao enumerdvel e dimg X > c.
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Proposicao 1.2.5. Seja X um espaco vetorial normado de dimensao infinita sobre R .

Entao, existe um funcional linear f : X — R descontinuo.

Demonstragao. Tome uma base de Hamel B = {z,}.e; de X tal que ||z,]| = 1, para

todo a € I. Seja B’ = {#,} C B um conjunto enumeravel e defina

f(#,) =n, paratodon =1,2,...

f(za) =0, se z, € B—B'.

Considere a sequéncia (Y, )nen = (Zn/v/N)nen. Note que lim y, = 0 na norma dada, ou
n—oo
seja,

Z, 1
lim ||y,|| = lim ]l = lim
n—oo n—oo

9
\/ﬁ n—)oo\/ﬁ

Mas,

) n
f(yn) =f <%> = % = \/ﬁ (1.6)
Tomando o limite, segue que
lim f(y,) = lim /n = 0.
n—oo n—oo
Portanto, f : X — R é descontinuo. O

Através do determinante de Vandermonde, prova-se que a dimensao de alguns espacos

vetoriais é infinita.

Proposicao 1.2.6. Se x1,29,...,x, € R, entdo o determinante da matriz
1 1 1 1
T i) XT3 Tn
zi @y T
U !

éigual a [ o, jc,(®; — i), para todo n > 2.
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Demonstracao. Para provar este resultado, vamos utilizar o método de inducao em n.

Obviamente, a afirmacao é verdadeira para n = 2. Agora, suponha que a afirmacao é

verdadeira para n > 2. Sejam x1, %o, ..., Tp+1 € R e considere a matriz (n+ 1) x (n + 1)
1 1 1 1
r1 T T3z ... Tp4i
— 2 2 2 2
A= a2t 23 3 Tn1

n n n n
Ty T I3 Ln+1
Sejam Ly, Lo, ..., L,y as linhas da matriz A. Aplicando a operagao L, ; — x1L,, sobre a
linha L, obtemos a matriz
1 1 1 1
T ) T3 c. Tna1
2 2 2 2
xl x2 x3 .. :rn+1
Al -
n—1 n—1 n—1 n—1
xy Ty Ty . Th
0 2 —axx?t oal— gt ., —
2 12 3 143 s n+1 1bn41
. . 1 1 1 : ~ 1
Denotemos as linhas da matriz A; por Lg ), Lg ), ceey L7("H)-1' Aplicando a operagao Ly -
1 . 1
$1L5121 sobre a linha LY resulta
1 1 1 1
T ) XT3 ce Tna1
2 2 2 2
1 Ty T3 Lp+1
n—2 n—2 n—2 n—2
xy sy Ty e e
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
0 x5 —x75 Ty — Ty cee Xy — XX,
n—1

n n—1 n - n n—1
0 Ty — LT Ty — T1Tg R T AT
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Continuando o processo, obtemos a seguinte matriz

1 1 1 1
0 To — X1 T3 — X1 Tpi1 — T1
2 2 2

B 0 T5 — T1T2 T3 — T1T3 cee T — T1Tpy
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
0 x5 — a1 T3 — T1Ty R A . AT |
n n—1 n n—1 n n—1
0 a5 — a7, Th — T1Ty cee X T XT1T,

Usando propriedades de determinante tem-se que as matrizes A e B possuem 0 mesmo
determinante. Ainda, é possivel expandir o determinante ao longo da primeira coluna de

B para concluir que o determinante de A é igual ao determinante da matriz n x n

Ty — I1 T3 — 1 Tn+1 — L1
2 2 2
Ty — T1T2 T3 — T1T3 ce anrl — X1Tp11
C =
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
n n—1 n n—1 n n—1
Ty — T1Ty Ty — T1Tg Ce iIZ’nJrl — ill'liCn_H

Colocando os 7, s em evidéncia, obtém-se que

(1‘2-%1)1 (ZL’3—J]1)1 (C(]n+1 —.Z'l)l
(x9 — x1)xo (x3 —x1)xs ... (Tpe1 — T1)Tpot
O —
(22 —21)ay ™2 (w3 —2)a5™ o (T — 1)1
1

(mp — 1)l (w3 — 21)2} (Tpa1 — T1) 70

Portanto, usando propriedades de determinante, temos que o determinante da matriz C

é dado por

I (@ — =) det(D),

1<j<n+1



sendo

1 1
i) I3
D —
mg_Q :1:2‘2
L
Mas, pela hipotese de inducao,
det(D)= [[ (=
2<i<j<n+1
Assim,
det (4) = ( I @ —$1)> ( I @
1<j<n+1 2<i<j<n+1

)-
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Tn+41

n—2
"L‘n—o—l

n—1
xn+1

II

1<i<j<n+1



Capitulo 2

Conjuntos denso-lineaveis em espacos

de funcoes continuas

Neste capitulo, apresentaremos métodos para provar que certas familias nao lineares de
fungoes continuas escalares contém espacos vetoriais densos de dimensao infinita. Os

resultados e aplicacoes foram extraidos do artigo de Bernal-Gonzélez [4].

2.1 Os principais resultados

Definicao 2.1.1. Um subconjunto M de um espaco vetorial topologico X € dito:
(1) Linedvel, se M U {0} contém um subespaco vetorial de dimensdo infinita;

(ii) Denso - linedvel, se MU{0} contém um subespago vetorial de dimensdo infinita denso

em X.

Se X ¢é um espagco vetorial sem nenhuma topologia envolvida, a definicao de conjunto
line4vel continua valida.
Em nosso contexto, considere 7' um espago topologico, F(T,K) o espago vetorial das

fungoes de 7' em K e C(T,K) o espago vetorial das fungdes continuas de 7" em K.

Definigao 2.1.2. Um subespago vetorial A C F(T,K) € dito ser uma dlgebra se € fechado

em relacao a multiplicagao.

17
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1
Definigao 2.1.3. Quando A C F(T,K) for uma dlgebra e ? € A sempre que f € A e

f(t) #0, para todo t € T, dizemos que A € uma dlgebra com divisao.

Definicao 2.1.4. Uma familia {A(t)}+er de subconjuntos de F(T,K) ¢é chamada local-
mente definida se para ty € T, f € A(ty) e g € F(T,K) tal que g = f em alguma

vizinhanga de ty, tem-se g € A(ty).
Definigao 2.1.5. Uma familia {A(t) }ier de subconjuntos de F(T,K) é chamada aberta-
mente definida se
A(t) = Uveo)(Nsecv A(s)),
ondet € T e O(t) é a colegao de todos os subconjuntos abertos de T contendo t.

Exemplo 2.1.1. Seja T = [0,1]. Considere para cada t € [0, 1], o conjunto
A(t) ={f € F([0,1],K): f € diferencidvel em t}.
A familia {A(t)}iep) € localmente definida, mas nao € abertamente definida.

Com efeito, sejam to € [0,1], f € A(ty) e g € F([0,1],K) tal que ¢ = f em alguma
vizinhanga de t5. Se 0 < ty < 1, como f : [0,1] — K ¢é diferenciavel em t,, para todo

e > 0 existe § > 0 tal que

0<]t—t0|<6:>‘M—f’(to)
t—to

< €.

Por hipdtese, g = f em alguma vizinhanga de ty. Logo, podemos escolher 6 € (0,0) tal

que

) — g(to)

t
0<|t—to <0= ( < €.
t—to

— f'(to)

Portanto, g € A(tg). Se to = 0 ou to = 1, a verificagdo é andloga com as devidas modi-
ficages nas vizinhangas. Logo, a familia {A(t)}scp0,1) ¢ localmente definida. Mostremos

que {A(t)}iep,1) ndo é abertamente definida. Suponhamos, por absurdo, que
A(t) = Upeoq) Noeu A(9)), t € [0,1], (2.1)

onde O(t) é a colegao de todos os subconjuntos abertos de [0, 1] contendo ¢t. A funcao
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F(t) =12 27 sen(w (87 + 3)"1)

¢ continua em [0, 1] e diferenciavel somente na origem, pelo Teorema 1.2.2. Assim, f €
A(0). Segue de (2.1) que existe Uy € O(0) tal que f € Ngey, A(0), ou seja, f é diferenciavel
em cada 0 € U,. Contradicao, pois f é diferenciavel apenas em 0. Portanto, a familia

{A(t) }+cp0,1) nao é abertamente definida.

Exemplo 2.1.2. Seja T' = [0,1]. Considere para cada t € [0,1] o conjunto
A(t) ={f € F([0,1],K) : f ¢ diferencidvel numa vizinhan¢a de t}.
A familia {A(t)}iepo) € localmente e abertamente definida.

De fato, sejam ¢y € [0,1], f € A(tg) e g € F([0,1],K) tal que g = f em alguma vizinhanca
Wi de tg. Dado que f € A(ty), existe uma vizinhanca W5 de ¢y em que f é diferenciavel.
Entao, f = g na vizinhanga W = W; N Ws de ty e assim, g é diferenciavel em W. Logo,
g € A(to) e concluimos que { A(t) }+epo1] € localmente definida. Mostremos que {A(t) }scpo.1]
¢ abertamente definida. Seja t € [0,1]. Se f € A(t), entao existe uma vizinhanca W de t

em que f é diferenciavel. Logo, f € Ngew A(0) e, assim,

[ € Uvecow) Nocu A(8).

Reciprocamente, se

[ € Uveow) Nocu A(0),

entao existe um conjunto aberto V- € O(t) tal que f € Ngey A(f). Em particular, f € A(t),

ja que t € V. Dessa forma, provamos que
A(t) = Uyeow) Nocu A(),

para cada t € [0,1], ou seja, a familia {A(t)}:c0,1) é abertamente definida.
Recordemos que uma funcao f : I — K, definida num intervalo aberto I, é analitica
em to € I se existe r > 0 com (to —r,to + ) C I e uma série de poténcias Z cn(t —to)"

n=0

tal que
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f(t) = Z cn(t —to)", para todo t € (tg —r,tg + 1) .
n=0

Se o intervalo I for fechado, considera-se vizinhangas adequadas para as extremidades do
intervalo. Diz-se que f ¢ analitica em [ quando f ¢é analitica em cada ponto de I. Note

que f é analitica em ty se, e somente se, f é analitica em uma vizinhanca de t,.

Exemplo 2.1.3. Seja T = [0,1]. Considere para cada t € [0, 1], o conjunto
A(t) ={f € F([0,1],K) : f € analitica em t}.
A familia {A(t)}iepoq) € localmente e abertamente definida.

De fato, sejam ty € [0,1], f € A(ty) e g € F([0,1],K) tal que g = f em alguma vizinhanga,

de ty. Como f :[0,1] — K ¢é analitica em ¢, € [0,1], existe r > 0 tal que

ft) = Zan(t —1to)" , para todo t € (tg —r,to + 7).

n=0
Por hipotese, g = f em alguma vizinhanca de ¢,. Logo, podemos escolher 6 € (0,r) tal

que

o0

g(t) = Zan(zﬁ —tp)" , para todo t € (tg — 0,1y +0) .

n=0
Portanto, g € A(ty). Logo, {A(t) }+cpo,1) ¢ localmente definida. Para mostrar que { A(%) }1cjo,1]
é abertamente definida, usaremos o fato de que uma funcao f sera analitica em ¢, se, e
somente se, f for analitica em uma vizinhanga de ¢,. Seja t € [0,1]. Se f € A(t), entao f

¢ analitica em t. Logo, existe Uy € O(t) tal que f € Npey, A(f). Deste modo,

f S UUEO(t)(meeUA(Q))~

Por outro lado, se

[ € Uveow (N A(8)),
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entao existe Wy € O(t) tal que f € Ngew, A(0). Logo, f € A(0), para todo 8 € Wy, isto &,

f € analitica em cada 6 € W,. Em particular, f é analitica em ¢, ja que t € W,. Portanto,

f e A).
O seguinte resultado de Bernal-Gonzélez 4] fornece condigoes para provar que certos

conjuntos lineaveis sao denso-lineaveis.

Teorema 2.1.1. Seja X um espaco vetorial topoldgico, separdvel e metrizdvel. Suponha
que T’ é uma familia de subespagos vetoriais de X tal que Nger S € denso em X e Nger (X'\

S) € linedvel. Entao, Nger (X \ S) € denso-linedvel.

Demonstracao. Segue da hipdtese que podemos escolher um conjunto denso e enumerével
{zn}n>1 em X, bem como uma métrica d invariante por translagao que define a topologia

em X. Pela densidade de NgcrS, para cada n € N, existe um vetor y,, € Nger S tal que

1
d ny Yn < —. 2.2
() < (2.2
Como Nger (X'\S) € lineéavel, existe um subespago vetorial de dimensao infinita L tal que
L\ {0} C Nger (X'\ ) .

Portanto, podemos selecionar uma sequéncia de vetores linearmente independentes (vy, ) nen
em L. Uma vez que X ¢é um espago vetorial topologico, segue que a multiplicacao por

escalar é continua e, assim, existe uma sequéncia (€,),eny em (0,00) tal que, para n € N,

1
d(€,v,,0) <

n .

(2.3)

Agora, defina z, := y, + €,v, com n > 1 e seja D = span ({x,}n>1). Provemos que o

conjunto {z,},>1 ¢ linearmente independente. Se
lenl +.. .+ ﬁkxnk =0

com {B3;}%_, C K, entdo

51yn1 + 52yn2 + ...+ ﬂkynk + Blenﬂ)nl + /BzeTLQUnQ + ...+ 5k€nkvnk = 0 (24)
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Assim,

B1€n,Vny + Bo€nyUng + - o+ Br€niVn, = —B1Yny — B2Yny — -+« — BYn,, € NgerS.  (2.5)

Por outro lado,
6167117}711 + ﬁ2€ngvn2 +...+ 5k€nkvnk S L.
Mas L\ {0} C Nger (X \ S). Logo, segue de (2.5) que

61€n1vn1 + 6267121}712 +...+ 5kenkvnk = 0.

Sendo Uy, Un,, - - -, Uy, linearmente independentes e €,, > 0, para j = 1,2,...,k, resulta
que B; = 0, para j = 1,2,... k. Consequentemente, o conjunto {x,},>1 é linearmente
independente.

De (2.2) e (2.3), da desigualdade triangular e invariancia por translagao de d, temos

d(zn, 2n) < d(Yn + €2Un, Yn) + d(Yn, 20)

= d(EnUn, ) + d(yna Zn)

2
— 2.
<2 (2.6
Logo,
lim d(z,, z,) = 0. (2.7)
n—oo

De (2.7) e da densidade de {z,},>1 temos que {z,},>1 ¢ denso em X. De fato, como
{#n}n>1 = X segue que para todo z € X existe uma sequéncia (z,, )geny em {z,},>1 tal

que

kh_)rgo Zn, = . (2.8)
Temos de (2.7) que
lim d(z,,, z,,) = 0. (2.9)

k—o0

Como
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0 < d(xn,,x) < d(xn,,2n,) + d(zn,, ), (2.10)
tomando o limite na Desigualdade (2.10) e usando o Teorema do Confronto segue que

’}Lm T, = x. Logo, x € {x,}n>1 €, assim, {x,}n>1 ¢ denso em X. Consequentemente, D
o0

¢ um subespaco vetorial denso em X.
Resta mostrar que D \ {0} C Nger (X \ S). Para isso, fixe um vetor x € D \ {0}.

Entao, existem N € N e escalares ¢y, cs, ..., cy, com cy # 0 satisfazendo
T = C1T1 + CaZ2 + ...+ CNTN,

ou seja,

r=C1ln -+ Ca2lY2 + ..+ CNYN + C1€1V] + Co€V9 + ... + CNENUN- (211)

Assuma, por contradigao, que x ¢ Nger (X \ 5). Logo, existe S, € I' com = € S,. Mas

Y1,Y2,- -, YN € ﬁS'GI‘S C So

e S, é um subespago vetorial. Assim,
x— (g1 + Yo+ ... + cnyn) € So. (2.12)
Como cyey # 0 e os vetores v, sao linearmente independentes, deduzimos que
c1€101 + 26903 + ...+ enyeyvy € L\ {0} C Nger (X \ 9),
contradizendo (2.12), devido a (2.11). O

O proximo resultado de Bernal-Gonzalez [4] é til para determinar conjuntos de fun-

¢oes continuas denso-lineédveis.

Teorema 2.1.2. Sejam T um espago topoldgico e X C C(T,K) um espago vetorial topo-
logico e uma dlgebra. Assuma que {A(t)}ier € uma familia de subconjuntos de F(T,K) e

denote
A= Mer(At) N X) e B :=Nyer(X \ A(%)).

(i) Suponha que as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:
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(a) Para qualquert € T, o conjunto A(t) é uma dlgebra com divisio;
(b) A familia {A(t)}ser € localmente e abertamente definida;
(c) B é nao vazio;

(d) Eziste uma funcao ¢ € A tal que a imagem p(U) de cada subconjunto U C T aberto

e nao vazio € um conjunto infinito.

Entao, B € linedvel.
(ii) Se, além das condi¢des acima, X € separdvel, metrizivel e A € denso em X, entio B

¢ denso - linedvel em X.

Demonstragao. (i) Considere a fungao ¢ do item (d). Por (c) existe 0 # F' € B. Assim,

podemos definir o conjunto
D=(Poyp)F:PeC},

onde C é o conjunto de todos os polinémios P : K — K. Claramente, D é um subespaco
vetorial de X. Agora, para ver que dimg D = oo, basta mostrar que para cada N € N,

as fungoes
F,oF,*F,...,oNF

que estao em D, sao linearmente independentes. Isso é verdade, pois caso contrério
existiria um polinémio nao nulo P tal que (P o ¢)F = 0. Como X é uma é&lgebra e por
(a) cada A(t) é uma algebra, temos que A é uma algebra. Logo, P o € A. Assim,
tomando U =T em (d) temos que ¢(7") é um conjunto infinito. Logo, podemos escolher
um ponto ty € T tal que P(p(to)) # 0, ja que P possui no maximo uma quantidade finita
de zeros. Pela continuidade, P(p(t)) # 0, para todo ¢ pertencente a uma vizinhanca W de
to. Portanto, F'(t) = 0 em uma vizinhanga W de ;. Como a fun¢ao nula pertence a A(ty)
e por (b) a familia {A(t)}+er ¢ localmente definida segue que F' € A(ty). Contradicao,
pois F' € B. Assim, dimg D = oo.

Resta mostrar que D\ {0} C B. Paraisso, seja f € D\{0}. Logo, existe um polinémio
nao nulo P tal que f = (P o ¢)F. Assuma, por contradigao, que f ¢ B. Entdo, existe
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to € T tal que f € A(tg). Como {A(t)}ier é abertamente definida, existe um conjunto
aberto U C T, com ty € U, tal que f € A(t), para todo t € U. Por (d), temos que
©(U) é um conjunto infinito. Logo, existe t; € U tal que P(p(t1)) # 0. Novamente, pela
continuidade, existe um conjunto aberto Uy, com t; € U; C U, tal que P(p(t)) # 0, para
todo t € U;. Defina g : T'— K por

P(p(t)), sete U
g(t) =
1, set € T\ Uy.

Como Poy € A, temos que Poy € A(t). Uma vez que {A(t) her € localmente definida

e g = P oy na vizinhanga U; de t1, temos que g € A(t;). Sendo A(t;) uma algebra com
1

divisao e g(t) # 0 para todo t € T, segue que — € A(ty). Logo, a funcao / € A(t1), onde
g g

0o
L= ) PGy e
g f(@), set € T\ Uy.

Mas F' = f/(P o) em Uy, isto é, temos F = f/g em U;. Usando novamente o fato de
que {A(t) }ier € localmente definida, obtemos F' € A(t;). Contradicao, pois F' € B.
(ii) Assuma que {A(t)}ter € uma familia de subconjuntos de F/(T,K) tal que

A= Ner(A) N X) e B = Nier(X \ A(t)).

Seja A denso em X e assuma que sao validas todas as condi¢oes do item (i). Considere a

familia de subespacos vetoriais de X
I'={A(t) N X }er.
Temos
B = Ner(X \ A(t)) = Neer(X \ (A(t) N X)).

Segue do item (i) que B é lineavel. Portanto, pelo Teorema 2.1.1, B é denso - lineavel. [
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2.2 Aplicacoes

Nesta secao, aplicaremos os resultados obtidos na se¢ao anterior em trés familias contidas
no espago das fungées continuas em [0,1]. Consideraremos a algebra C?[0,1] das CP-

fungoes f : [0,1] — K munida da norma

1/1lp =Y sup |f9(#)]

=0 te[0,1]

e a algebra C*°[0,1] das fungoes infinitamente diferenciéveis em [0,1], munida da norma

fllee = 3277 min {1, sup |f(j)(t)|} .
§=0

te(0,1]
O seguinte lema pode ser encontrado nos artigos em russo [10] e [11].

Lema 2.2.1 (Gurariy — 1966). O conjunto das fungdes reais continuas que nao $ao

diferencidveis em nenhum ponto do intervalo [0, 1] € linedvel.

Proposicao 2.2.1. Sejam K =R e p € Ng. Entdo, o conjunto das funcées f € C?[0,1]

tal que %) ndo ¢ diferencidvel em nenhum ponto de [0,1] € denso-linedvel em C?[0,1].

Demonstragao. Denotemos por M (p) o conjunto das fungdes mencionadas na hipotese
da proposi¢ao. Para o caso em que p = 0 temos que M (0) é lineavel, pelo Lema 2.2.1.

Assim, é suficiente aplicar o Teorema 2.1.1 para X = C'[0,1], I' = {S(t) }+c[,1], onde
S(t)={f € C[0,1]: f é diferenciavel em ¢}

e M (0) = Nepoa) (C'10,1]\S(t)). Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, o conjunto

P[0, 1] dos polinémios reais definidos em [0, 1] ¢ uniformemente denso em C'[0,1]. Temos
P[0,1] € S(t), para todo t € [0,1].

Entao, P[0,1] C Nycpo,1) S(t). Deste modo, analisando o fecho desses conjuntos e aplicando

o Teorema de Aproximacao de Weierstrass, segue que

C[0,1] = P[0,1] C Nyepyy S(E) € C[0,1].
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Portanto, Nyejo,11 9(t) é denso em C'[0,1] e concluimos, pelo Teorema 2.1.1, que M (0) é
denso-lineavel em C'[0,1].
Agora, para o caso em que p € N aplicaremos o Teorema 2.1.1 considerando X =

C?[0,1] e I' = {S(t) }+efo,1], onde
S(t)={f € Cr[0,1] : £ ¢ diferenciavel em t}.

Pelo Teorema de Aproximagao Simultanea tem-se que P [0,1] é denso em C? [0,1]. Note
que
PJ0,1] € S(t), para todo ¢ € [0,1].

Entao, P[0,1] C Nyep,1) S(t). Logo,

C?[0,1] = P[0.1] C Necpo.y S(E) € CP[0,1].

Portanto, Miejo,11 S(t) ¢ denso em C?[0,1]. Agora vamos provar que o conjunto M (p) é

lineével. Considere uma sequéncia linearmente independente { f, },>1 tal que
span ({fn}n>1) € M(0) U {0}.
Para cada n € N, denote por F;, a tnica antiderivada de ordem p de f,, tal que
FFoy=0, k=01,2,....,p— 1.
Temos

sSpan ({Fn}n21) - M(p) U {0}
k
De fato, seja G € span ({F), }n>1), isto é, G(z) = ZBZFM (x) para todo x € [0, 1], onde

i=1
{Bi}%_, C R. Note que,

k k
G =N "BFEP =" Bifn, € M(0)U{0}.
=1 =1

Assim, segue que span ({F),}n,>1) € M(p) U {0}. Agora, se ci,¢a,...,cy sao escalares

satisfazendo

a1+ cFy+ ...+ cenFy =0em [0,1],
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entao apos p derivacoes temos que
afitefi+...+enfy=0em [0,1).

Logo, ¢; = ¢ = ... = ¢y = 0. Portanto, {F,,},>1 é linearmente independente e, assim
span ({ £}, }»>1) possui dimensdo infinita. Entao, M (p) é lineavel.

Temos que C? [0,1] € um espaco vetorial topologico separavel e metrizavel e Myejo,1) S(t)
¢ denso em C?[0,1]. Como M (p) = Micpp,(CP[0,1] \ S(t)) é lineavel, segue do Teorema

2.1.1 que M (p) é denso-lineavel. O

Proposicao 2.2.2. O conjunto das funcoes f € C*[0,1] que ndo sio analiticas em

nenhum ponto de [0,1] € denso-linedvel em C* [0,1].

Demonstracao. Sejam T = [0,1] e X = C*[0,1]. Considere para cada t € [0,1], o

conjunto

A(t) ={f € F([0,1],K): f ¢é analitica em t}.
Sejam

A= Ner(At) N X) e B =Nier(X \ A(t)).
Note que:

(a) Para qualquer ¢ € [0,1], o conjunto A(t) é uma algebra com divisao;

(b) A familia {A(%)}scj0,1) ¢ localmente e abertamente definida. Veja o Exemplo 2.1.3;

— cos (3"t
(c) O conjunto B é nao vazio, pois a fungao f(t) = Z %') pertence a C* [0, 1],
n!

n=1
mas nao ¢é analitica em nenhum ponto de [0, 1]. Veja [17];

(d) A funcao ¢(t) =t, comt € [0, 1], pertence a A e a imagem ¢(U) de cada subconjunto

U C [0,1] aberto e nao vazio é um conjunto infinito.

Portanto, pelo Teorema 2.1.2, o conjunto das fungdes f € C*°[0,1] que nao sdo analiticas
em nenhum ponto de [0,1] ¢ lineavel em C* [0,1].
Agora, observe que C'* [0,1] é um espago vetorial topologico separavel e metrizéavel e

A é denso em C* [0,1] j& que
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C>=[0,1]=P[0,1] c A c C>0,1].

Entao, segue do Teorema 2.1.2 que o conjunto das fungoes f € C*[0,1] que nao sao

analiticas em nenhum ponto de [0,1] é denso-lineavel em C [0,1]. O]

A proxima aplicagdo é no espago de Banach CBV [0,1] das fungoes f : [0,1] — K

continuas em [0, 1] e com varia¢ao limitada, munido da norma

LI = Sup]lf(t)l +V(/),

t€(o,1

sendo

Usaremos o seguinte resultado da referéncia [22, pp 25-26].

Lema 2.2.2. Seja E C R tal que u(E) = 0, sendo j1 a medida de Lebesgue. Entao, existe
uma funcao g : R — R crescente e continua em R que nao € diferencidavel em nenhum

ponto de E.

Assim, tomando £ = QN |0, 1], existe uma fungédo h : [0, 1] — R crescente e continua

em [0, 1] que néo é diferenciavel em nenhum ponto de E.

Proposicao 2.2.3. O conjunto das fungées f € CBV [0,1] tal que f nao € diferencidvel

em nenhum intervalo contido em [0,1] é denso-linedvel em C BV [0,1].

Demonstra¢ao. Usaremos o Teorema 2.1.2. Sejam T = [0,1], X = CBV [0,1] e {A(t) }ier

uma familia fungoes tal que para t € [0, 1],
A(t) ={f € F([0,1],K): f ¢é diferenciavel em alguma vizinhanga de t}.
Considere os conjuntos
A= Ner(At) N X) e B = Nier(X \ A(2)).
As hipoteses do Teorema 2.1.2 sao validas:

(a) Claramente, para qualquer ¢ € [0,1], o conjunto A(t) é uma algebra com divisao;
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(b) A familia { A(t) }+cjo,1] € localmente e abertamente definida, basta ver o Exemplo 2.1.2;

(c) Temos B # 0, pois pelo Lema 2.2.2; existe uma funcao h : [0,1] — R crescente,
logo de variagao limitada, e continua em [0,1] que nao é diferenciavel em nenhum
ponto do conjunto de medida nula E = QNJ0, 1] e, portanto, nao é diferenciavel em

nenhuma vizinhanca de ¢t € [0,1];

(d) A fungao p(t) =t, t € [0,1], pertence a A e para todo subconjunto aberto U C [0,1],

a imagem ¢(U) é um conjunto infinito.

Portanto, B ¢ lineavel.

Temos que
P[0,1] ¢ C1[0,1] € CBVI[0,1].
Logo, P[0, 1] C A. Dai, obtemos
CBV[0,1]=P[0,l]] c Ac CBV[0,1],

ou seja, A é denso em C'BV [0,1]. Além disso, C BV [0,1] é um espago vetorial topologico
metrizavel e separavel. Novamente, segue do Teorema 2.1.2 que B é denso-lineavel em

CBV[0,1]. 0

Observacao 2.2.1. Na Proposicao 2.2.3 nao podemos trocar a condi¢cao “nao € diferen-
cidvel em nenhum intervalo contido em [0,1]” por “nao € diferencidvel em nenhum ponto
de [0,1]”, pois toda fungio de variagao limitada € diferencidvel em quase toda parte, isto
é, [ € diferencidvel em todo ponto de [0,1], exceto num conjunto Q C [0,1] com medida

de Lebesgue nula.



Capitulo 3

Lineabilidade de fen6menos patolbgicos

em Analise

Este capitulo trata da construcao de espagos vetoriais de dimensao infinita com algumas

propriedades especiais ou patologicas. Os resultados sao baseados nas referéncias [6] e [7].

3.1 Funcgoes '™ com expansao de Taylor constante

Nesta se¢ao vamos denotar por H a base de Hamel do espaco vetorial dos niimeros reais
R sobre o corpo dos racionais Q. Além disso, sem perda de generalidade sera assumido

que H consiste apenas de ntmeros reais positivos. A cardinalidade de H é igual a c.

Teorema 3.1.1. O conjunto M das fung¢oes C'*° de R em R com expansao de Taylor

constante € linedvel.

Demonstracao. Seja My C M o conjunto das fungoes C* de R em R cuja expansao de
Taylor ¢ identicamente nula. Considere as fungoes fz, com € Ry = {A € R: A > 0},

definidas por

L osex#0

0, se x = 0.

31



32

Afirmamos que fz € My. De fato, é facil verificar que fé")(()) = 0, para todo n € N.

Portanto, a expansao de Taylor de fz em torno de 0 é da forma

o g(n)
0
Zfﬁ ()xnzo, z eR.

n!

n=0

Defina o seguinte espago vetorial
V =span{f,:v€ H} .

Primeiramente, serda mostrado que a familia {f, : v € H} é linearmente independente.

Seja
F(z) =) aifs (@),
i=1

onde z € R, {a;}*; C Re f; = f5; se, e somente se, i = j. Suponha que ' = 0. Entao

F" = 0. Assim, derivando a func¢ao F', segue que

—0. (3.1)

Como 2/z% # (0 para todo z € R\ {0}, temos que G; = 0. Logo, G} = 0. Desta forma,

derivando a fungao G , segue que
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=0. (3.2)
Portanto, G = 0. Logo, G, = 0. Continuando do mesmo modo, obtemos

G, = Zaiﬂffgi = 0, para cada n € N.

i=1

Tomando o limite na fungao acima, nota-se que

lim G, (x) = hm Zazﬁnfﬁl

T—00

MMMMMS

g;lrganﬁ f61( )

-2

hm R G

= ;5] (3.3)
=1
Por outro lado,
lim G, (x) = lim 0 = 0. (3.4)
T—00 T—00

Portanto,

Zaiﬁz’f‘ = 0, para cada n € N.

=1
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Deste modo, ao escrever essa tultima equacao para n = 0,...,m — 1, obtemos o seguinte

sistema de equacoes lineares

1 1 1 . 1 o 0
B Ba Bs ... B Qg 0
gos & || e |
rt gyt oyt L gt U, 0

Devido a Proposicao 1.2.6, segue que a matriz do sistema de equagoes é nao-singular e,
portanto, temos que oy = s = ... = a,, = 0. Assim, o conjunto {f, : v € H} é
linearmente independente. Portanto, dimg V' = oc.

Agora, é necessario mostrar que F pertence a M,. Com efeito, a expansao de Taylor
de F' em torno de 0 é

S FO0) L (e (0

ou seja, F' € My. Assim, V C My C M. Portanto, o conjunto M das funcoes C*° de R

em R com expansao de Taylor constante ¢é lineavel. O]

3.2 Funcoes aditivas e R-lineares descontinuas

Definicao 3.2.1. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um corpo F.
(1) Uma fungao f: X — Y € dita aditiva se f(x+y) = f(x)+ f(y), para cada z,y € X.

(ii) Uma funcao f: X — Y € dita F-linear se f é aditiva e f(A\x) = Af(z), para cada
reXelel.

Proposicao 3.2.1. Se f : R — R ¢ aditiva, entao f é Q-linear. Além disso, se f é

continua, entio f(x) = f(1)x para cada x € R.

Demonstracao. Provemos, por inducgao, que

f(nz) = nf(x), (3.5)
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para todo z € R e n € N. Claramente, a afirmagao (3.5) é verdadeira se n = 1. Assuma

que ela é verdadeira para n. Entao,

F((n+1)2) = f(na) + f(a)
= nf(z) + f(x)
= (n+ 1)/ ().

Substituindo x por z/n em (3.5), obtemos

ou seja,

Segue de (3.5) e (3.7) que, para cada m € N,

T m

f(m)=ms (7)) =3I
Observe que

f(0) = f(0+0) = £(0) + f(0).

Entéao, subtraindo f(0) de ambos os lados, segue que f(0) = 0. Ainda temos,

f0) = f((=2) + z) = f(=2) + [ ().

Logo,

para cada x € R.

Deste modo, se m,n € N, entao segue de (3.8) e (3.10) que

T T

F(=mz) ==t (m3) = =51 @),

n

para todo x € R. Portanto, f é Q-linear.

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Suponha que f é continua. Dado x € R, existe uma sequéncia de ntimeros racionais

(Gn)nen convergindo para x. Assim, usando a continuidade de f e o fato de que f é
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Q-linear, obtemos
f(@) = f(1) = f (lim g,1) = Tim f(ga1)
= g, /(1) = (1) Jim g, = S(Da. (3.12)
para cada x € R. ]

Note que uma funcao f : R — R aditiva é continua se, e somente se, tem a forma
f(x) = cx, onde ¢ é uma constante real.
O proximo exemplo mostra como obter uma funcao aditiva descontinua em R utili-

zando base de Hamel. (Veja [9, p. 33]).

Exemplo 3.2.1. Seja H = {ro}acr uma base de Hamel do espago vetorial R sobre o
corpo dos racionais Q. Cada x € R € escrito de maneira unica como combinagao linear

de elementos de H,

T = PayTay + PasTay T -+ PayTays

onde Doy, Pass - - - Pay € Q. Defina f: R — R por

f(x) = Doy + Pas + - - + Day.-

Segue diretamente da definicio que f é aditiva. Como f(x) € Q, para cada x € R, e todo
intervalo nao-degenerado com extremidades racionais contém numeros irracionais, Seque

do Teorema do Valor Intermedidrio que f nao é continua.

Proposicao 3.2.2. O grifico de toda func¢ao aditiva f : R — R que ndao € da forma

f(z) = cx, para todo x € R, sendo ¢ uma constante real, ¢ denso em R?.

Demonstragao. Seja f : R — R uma fungao aditiva que nao é da forma f(z) = cx,

para todo x € R, e o gréafico de f representado por

G={(zy) eR:y=f(2)}

Escolha z; € R, com 27 # 0. Como f nao é da forma f(x) = cz, para qualquer constante

c € R, existe x5 € R, com x5 # 0, tal que
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f(21) y ()
X1 T2
Assim, segue que
x x
det 1 fla) # 0.
Ty f(22)
Consequentemente, os vetores py := (z1, f(x1)) e pa := (z2, f(22)) sdo linearmente in-

dependentes e, assim, geram o R?. Seja p um vetor arbitrario no plano. Entdo, existem

escalares 31, B2 € R tais que

p = Bip1 + B2p2 -

Considere R? munido da norma do maximo. Para e > 0 dado, como Q? é denso em R2,
existe (q1,q2) € Q? tal que

€
1Pl + |Ip2fl + 17

11(B1, B2) — (q1, @2)| <

ou seja,

€
1l + [[p2fl + 1

max{|51 — qi|, B2 — q2|} <

Logo,

P — (@1P1 + @P2)|| < [P — (Bip1 + Bop2)|| + [|(BiP1 + A2eP2) — (€1P1 + @2P2)]|
=0+1[|(Bip1 + B2P2) — (@1P1 + ¢2P2)||
=[(B1 — q1)p1 + (B2 — q2)P2)||
< 81 = all|pa|[ + B2 — a@2|[ 2]

(P!l + llp=1D)

€
<
Pl + [lp2]] +1
<e (3.13)

Agora, note que
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QP11 + @P2 = qi(w1, f(21)) + qa(w2, f(22))
= (11 + @2, 1 f (1) + @2 f (22))

= (@71 + @2, f(q171) + f(g222)), (3.14)
ja que f é Q-linear, pela Proposi¢ao 3.2.1. Desta forma,
Gz ={(z,y) e R* 1z = quay + a2, y = f(2), (1,92 € Q}
¢ denso em R? e como G2 C G segue que
R? =Gy C G CR2
Logo, G = R?, ou seja, G é denso em R2. O

Utilizando a Proposicao 3.2.2 obtém-se um fendmeno patolégico: o grafico de toda

funcao f : R — R aditiva descontinua é denso em R2.

Teorema 3.2.1. Seja X um espaco vetorial topoldgico real. O conjunto de todas as funcoes

aditivas descontinuas em X, com valores reais, € linedvel.

Demonstracao.  Seja H uma base de Hamel do espago vetorial R sobre o corpo dos
racionais Q. Sem perda de generalidade, assumiremos que todos os elementos de H sao
positivos. Recordemos que a cardinalidade de H é c. Dado um espago vetorial topolégico

real X, vamos construir um espaco vetorial real de dimensao
p = max|c, dim(X)],

tal que cada elemento nao nulo seja uma fungao aditiva descontinua de X em R. Considere

0s seguintes conjuntos
L={f€ F(X,R): féaditiva},

L.={f e F(X,R): f¢éaditiva e continua},
M = {f € F(X,R) : f ¢ aditiva e descontinua}.



39

Observe que L é um espaco vetorial real e L. é um subespaco vetorial de L. Seja E uma

base de Hamel de X como um espago vetorial sobre R e defina o conjunto
B={yw:ye H;ve E}.

Entao, B é uma base de Hamel de X sobre Q de cardinalidade p. Desta forma, para cada

b € B, podemos definir a funcdo f, : B — Q, dada por

- 1,se&=0
0, se & #b.

A funcdo f, pode ser estendida de forma linear para todo X . Essa extensdo serd denotada

por f;,. Considere agora, o subespago vetorial L; de L dado por
Ly, =span{f, : b € B}

e seja

F(z) = Z i fu,(7),

onde k € N, {a;}F, CR e b, = b; se, e somente se, i = j. Suponha que F' = 0. Entéo,
=1 J

k
0=> aify(b) =aj, j=123. .k
=1

Deste modo, conclui-se que a familia { f;, : b € B} é linearmente independente e, portanto,
dimg Ly = p, ou seja, infinita.

Mostraremos agora que L, \ {0} C M. Para isso, basta mostrar a descontinuidade da
fungao F quando nao é identicamente nula. Neste caso, temos {o;}¥_, C R\ {0}. Assuma
F continua. A restrigdo de F' ao conjunto Rb; = {0b; : 0 € R}, denotada por Flgp,, é

uma fungao aditiva continua. Além disso, F'|gy, € R — linear. De fato, dado € R, existe
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uma sequéncia (¢, )neny em Q tal que lim g, = f. Assim,
n—oo

F‘Rbl (Bbl) = F‘Rbl (7111_{{.10 an1>
= lim F|Rb1 (qnbl)
n—oo
= lim_ g, Flip, (b1)

= BF|rp, (b1)- (3.15)

A fungao F|gp, se anula apenas no vetor nulo, pois se F'|gp, (0b1) = 0, com 6 € R, entao

k
0= 0F|gs, (b1) = 0> aify,(br) = ba. (3.16)

i=1
Como a;q # 0, temos 6 = 0. Por outro lado, existem v € E e v; € H tais que by = 1v e

assim Hv C Rbq, visto que

’yv:l’ylv: 7bleIRbl, veH.
ga! 1

"
Assim, considerando o conjunto infinito Hv\ {b;}%_, temos que F|gy, se anula em cada ele-
mento deste conjunto. Contradigao, pois F|gp, se anula somente no vetor nulo. Portanto,
F' ¢é descontinua.

Finalmente, uma vez que, Ly, C M U {0} e dimg Ly = 0o, o conjunto M de todas as

funcoes aditivas descontinuas em X, com valores reais, é lineavel. O

Observacao 3.2.1. Lembre-se que pela Proposi¢ao 1.2.5, se X é um espago vetorial
normado de dimensao infinita sobre R, entdao existem funcgoes R-lineares f : X — R

descontinuas.

Teorema 3.2.2. Seja X um espaco normado real de dimensao infinita. O conjunto de

todas as fungoes f: X — R R-lineares descontinuas € linedvel.

Demonstracao. Seja X um espago normado real de dimensao infinita. Considere um
conjunto infinito enumerével B = {v;}22, linearmente independente contido na esfera
unitaria Sy de X. Deste modo, para cada i € N, com i > 2, defina a funcéo f; : B — R

dada por
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filvy) = 4.

A funcao f; pode ser estendida de forma linear para todo X. Essa extensao sera denotada

por f;. Considere agora, o subespaco vetorial V' dado por
V =span{f;:i € N,i > 2}
e seja
k
F(QS’) = Zajfij(’x)a
j=1

onde k € N, {ozj}le CRei; >iy>...> 1, > 2. Provaremos que dimg V = 0o. Assuma

que F=0. Sex =v,,, m=0,...,k—1, entao

k k
0= Z a; fi; (vo) Z i
j=1 j=1
=0+ oo+ ...+ Oy, (317)
k k
0= Zajfij (?)1) = Z O[jijl»
j=1 j=1
= aqiy + Qoiy + ... + g}, (3.18)
k k
0= Zajfij (112) = ZOCJZJZ
j=1 J=1
= Qqi7 + qois + ... + ayis, (3.19)
k k
0= Z%‘fij (vp—1) = Zaﬂ?_l
j=1 7j=1

= aif T b agih T g (3.20)
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Desta forma, construimos o seguinte sistema de equagoes lineares

1 1 1 1 o 0
il ig ig Zk (6%) 0
2 2 2 2 -

A - S S 1 as | =10
A R o, 0

Devido a Proposicao 1.2.6, segue que a matriz do sistema de equagoes é nao-singular e,
portanto, temos que oy = g = ... = a = 0. Assim, dimg V' = co.
Finalmente, provaremos que se F' # 0, entao F' é descontinua. Para todo inteiro

nao-negativo j, temos que

> | |il — ... — |og)il
o ¥ o |7 i y p
= O it o i)
kflrezes
o il .- |7 b
= % - \042]2%—1-...4—%— | |77, (3.21)
Dado que 41 > i, para h = 2, ...,k obtemos
. |a1|iji VT . |OZ1| i 7 o
Jim gy el = Jim i { =7 (G, ) leal ] =00
para h = 2,... k, ou seja, a funcao linear F' nao é limitada. Portanto, nao pode ser
continua. O

3.3 Funcoes que possuem um numero finito de pontos

de continuidade

Teorema 3.3.1. O conjunto de todas as fungoes f : R — R que tem um nimero finito

de pontos de continuidade € linedvel.
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Demonstracao. Para cada i € N defina a fungao

2, sex € Q

fiz) = .
-2, sex € R\ Q.

Considere o espaco vetorial V' dado por
V =span{f; :i € N}
e seja
k
F(ZL‘) = Za]flj('r)a
j=1

onde k € N, {Ozj}le CRei; <iy <...<i Suponha que F' = 0. Entdo, através da

avaliacdo de F em 1,2,...,2F ! temos que
0= F(1)
=a1fi (1) +aafi,(1) + ...+ o fi, (1)
=a;+a+ ...+ ag, (3.22)
0= F(2)
= a1 fi,(2) + a2 fi(2) + .o 4+ o fi, (2)
= 12" + 22 4.4 oy 2%, (3.23)
0= F(2%
= Oélfil (22) —|— OézfiQ(QQ) —|— Ce —|— akfzk(22)
= 1 (2%)" + ap(2H)2 4 ...+ ap(2?), (3.24)
0= F(251h

= fi, 2" + o fi, @) + o fi (257

= a1 (27" (282 L (28 (3.25)
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Desta forma, construimos o seguinte sistema de equagoes lineares

1 1 1 e 1 o 0

20 202 203 e 20k Qg 0
(2i1)2 (2i2)2 (213)2 o (2%)2 as — 0
(Zil)k—l (2i2)k—1 (2i3)k—1 . (2ik)k—1 ay, O

Devido a Proposicao 1.2.6, segue que a matriz do sistema de equagoes é nao-singular e,
portanto, temos que o = ap = ... = a; = 0. Deste modo, dimg V' = co.
Agora temos que verificar que se F' # 0, entao F' possui um ntimero finito de pontos

de continuidade. Note que I’ pode ser escrita como
n
F(z) = Z@ifi(a;)a
i=1

onde n € N e {a;}; C R. Sem perda de generalidade podemos supor que, pelo menos

um dos «;’s nao é igual a zero. Assim, para qualquer z € R, temos que

o) a1 + o + azx® + ...+ a2, sex € Q
X =
—(a1x + @ + a3z + ...+ apz™), sex € R\ Q.

Desta forma, se I’ é continua em z, entdao aqx + asx? + azx® + ... + a,2™ = 0. De fato,

se x € R\ Q entao existe uma sequéncia (pg)ren em Q que converge para x. Deste modo,

lim F(pg) = I}Lrgo(alpk Foagpi .. Fanp?) = (w4 agr? +asz® + .+ aua™) = —F(x)

k00
Pela continuidade da F' segue que klgg@ F(pr) = F(z) e devido a unicidade do limite,
tem-se —F(z) = F(z) e assim, F(z) = 0. Para 2 € Q, tomando uma sequéncia (gx)xren
em R\ Q que converge para z, o processo ¢ analogo.

Agora, se x1, %o, ..., x, sao n pontos de continuidade de F), distintos e nao-nulos, entao

temos o seguinte sistema linear de equagoes
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T a2 b ... ah o 0
Ty i a3 ... b a% 0
T3 X2 Ty ... b as | =1 0
T, 2 a3 ... " ar, 0

Observe que esta matriz também é nao-singular, pois o seu determinante é a multiplicacao

de x1, 2o, ..., x, pelo determinante da matriz de Vandermonde, ou seja,
n
(Hl‘k) ( H (z; —931)) #0.
k=1 1<i<j<n
Portanto, temos que a; = ay = ... = «,, = 0. Contradi¢ao, pois pelo menos um dos

escalares «;'s é diferente de zero. Como consequéncia, o nimero de pontos de continuidade
da fungao F' nao nulos é inferior a n. Como F' também é continua em 0, o nimero de
pontos de continuidade da funcao F' é menor ou igual a n. Logo, o conjunto de todas as

fungoes f : R — R que tem um ndmero finito de pontos de continuidade é lineavel. []

3.4 Funcoes cuja derivada nao é limitada em um inter-
valo fechado

Teorema 3.4.1. O conjunto de todas as fungoes f : R — R cuja derivada é ilimitada

em um intervalo fechado € linedvel.

Demonstracao. Seja M o conjunto de todas as funcoes de R em R que tem derivada
ilimitada num intervalo fechado. Seja P o conjunto de todos os niimeros primos e considere

as fungoes f, : R — R , onde p € P, definidas por

1
2
z'sen 5, sex #0

0, se r = 0.
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Figura 3.1: Grafico da funcao fs.

As derivadas das funcoes f, sao dadas por

1 2 1
2rsen—; — —cos —, sex #0
fi(x) = px®  pr pr

0, se x =0,

que sao ilimitadas no intervalo [—1, 1], para qualquer p € P. Com efeito, considere a

sequéncia
1
T Vnm
que converge para zero. Temos
fig ) = fim s P — SO cos B —

Portanto, sao ilimitadas no intervalo [—1, 1]. Este fato pode ser observado, por exemplo,

no gréafico a seguir quando p = 2.



Figura 3.2: Gréfico da fungao f.

Agora, considere o espaco vetorial dado por

V =span {f, : p € P}.

Provaremos que o conjunto {f, : p € P} ¢ linearmente independente. Seja

k
F(z) = Zaifpi(a:), r €R,

onde k € N, {a;}F | CRe {p;}}_; C P com p; = p; se, e somente se, i = j. Suponha que
F =0 e seja

N|=

(o)
T = .
! pbip2 .

<+ Dj—1Dj+1 - - - PET

47
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Assim, para cada j = 1,2,...,k , temos que
0= F(z;)
k
c e Pi1Pia1 - - - DET
_ Z aix?sen (plp2 Pj—1Pj+1-- - Dk >
i=1 pi
o 2 (p1p2 c o Pj—1Pj41 - - -pk7T>
= a;x;sen
pj
= a;aisen(q;). (3.26)

Como ¢; = (ppo"'pjlij — 'pk> € Q\Z, para todo j = 1,2,...,k, tem-se que
Pj
a; = 0, uma vez que x?sen(qﬂr) # 0 . Deste modo, a familia {f, : p € P} ¢ linearmente

independente e dimg V' = oc.
Agora, mostraremos que V' \ {0} C M. Seja F' # 0 com {o;}F_, C R\ {0}. Note que

1
a familia {— cos— 1 pEP } é linearmente independente. De fato, considere
px px
L1 1
ZB" cos — = 0, para todo = € R\ {0}.

2
p;T piT
i=1 ¢ t

Para mostrar que g; =0, 7 = 1,2,...,k, basta escolher valores adequados de x € R. Se

pi #2,i=1,2,...,k , tome

N|=

1
) = | i=12. k.
PiDP2 ... Pj-1Pj+1 - - -pk§
Se p; = 2 para algum [ € {1,2,... k}, tome
%
1
xXr = T
pip2 - .- Pi—1Pi+1 - - -pk§
e
1
2 2
z; = = L oseitt

bip2 .. .Pj—1Pj+1 - - -pk§

Temos
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i 1 2 1
Zai [2xsen< 2)— cos( 2>], sex #0
F'(z) = ¢ =1 pix pix pix

0, se x = 0.

k
1 1 20 1
Como {— cos (—2) :peP } é linearmente independente, o fator E a cos ( 2)
px pr o piT pit

nao ¢ nulo. Suponha, por absurdo, que F’ é limitada em [—1, 1], isto &, existe ¢ > 0 tal

que
|F'(x)| <e¢, paratodo z € [—1,1].
Entao,
0 < lim [zF'(z)| < lim ¢|z| = 0.
z—0 z—0
Logo,
lim zF'(z) = 0.
z—0
Temos

- 1 2 1
Zai [QxQSen (—2> ——cos( 2)] , sex#0
ZEF/(iL‘) =< i=1 bixr bi bix

0, se x = 0.

k
1
: . 2 : /
Como ili)l(l) E_l Q; {2x sen (pixQ)} =0e ili)l(l) rF'(x) = 0, segue que
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Temos lim x, = 0. Além disso,

n—oo
b 20 1 b 20 T
Z ZCos( ) :Z—Zcos PM <§+2n7r)]

. 2 .
~ i piry) = pi pi
2 e
D1 D1 2
2
= M o [q (Z + 2n7r)} : (3.27)

P1 2

onde ¢ = Pabs .- Pk o Q\ Z. Portanto,

P1
20 1 2a s
lim ’ cos = lim = cos [ (— 2n )] ,
que nao existe. O]

Recentemente, Garcia-Pacheco et al. [8] mostraram que o conjunto das fungoes reais

diferenciaveis em R com derivada descontinua na origem é lineével.

3.5 Funcoes everywhere sobrejetoras que sao nulas em
quase toda parte

A proxima definigdo encontra-se em [7].

Definicao 3.5.1. Uma funcao f : R — R € dita everywhere sobrejetora, se para cada

intervalo ndo trivial (a,b) tem-se f((a,b)) = R.

A existéncia desse tipo de funcao foi observada pela primeira vez por Lebesgue em
[16]. Veja também uma referéncia moderna [9].
A seguir, apresentaremos uma funcao everywhere sobrejetora e nula em quase toda

parte que foi extraida da referéncia [6].

Exemplo 3.5.1. Seja (I,)nen a colecao de todos os intervalos abertos cujos extremos sao
numeros racionais. O intervalo Iy contém um conjunto do tipo Cantor, C. Note que

I\ Cy também contém um conjunto do tipo Cantor, Cy. Temos que I3\ (C1UCy) contém
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um conjunto do tipo Cantor, Cs. Indutivamente, construimos uma familia de conjuntos

do tipo Cantor disjuntos (Cy)nen de tal forma que para cada n € N, temos

I\ (U Ck) o C,.

Agora, para cada n € N, tome uma bijecao ¢, : C,, — R e defina f : R — R por

on(x), sex e,
f(x) =

0, caso contrdrio.

Observe que f é uma funcao everywhere sobrejetora. De fato, considere um intervalo
aberto arbitrdrio I nao trivial em R. Logo, existe k € N tal que I, C I. Assim, uma vez

que, Cy, C I, C I, temos que

fU) D f(Ix) D f(Cr) = u(Cr) =

Portanto, f é uma funcao everywhere sobrejetora. Além disso, f € nula em quase toda

parte, pois

Un 1C Z,U

sendo 11 a medida de Lebesgue.

Teorema 3.5.1. O conjunto das fungoes everywhere sobrejetoras que sao nulas em quase

toda parte € linedvel.

Demonstracao. Seja M o conjunto das funcoes everywhere sobrejetoras que sao nulas

em quase toda parte. Considere o seguinte espaco vetorial
V =span{f*™ . ke NU{0}},

onde f : R — R é uma funcao fixa em M. Uma vez que f é everywhere sobrejetora
tem-se que o conjunto {f?**!: k € NU{0}} ¢ uma familia linearmente independente. De

fato, como f: R — R é uma funcao sobrejetora, existem x1, s, ...,z € R tais que
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flz;) =271 j=1,2,... k.

Logo, se
k
Zﬁif%*l(x) =0, paratodoz € R,
i—1
onde {8} CRej; < jo <...<jk, entdo tomando =z = z;, j = 1,2,..., k, obtemos o

seguinte sistema de equacgoes lineares

1 1 1 - 1 51 0

22j1+1 92j2+1 22j3+1 o 22jk+1 Ba 0
(22j1+1)2 (22j2+1)2 (22j3+1)2 o (22jk+1)2 B3 — 0 7

(22j1+1)k—1 (22j2+1)k—1 (22j3+1)k—1 o (22jk+1>k‘—1 5k 0

cuja matriz dos coeficientes é nao-singular, devido a Proposicao 1.2.6. Portanto, temos
que 1 = fBo = ... = B = 0. Logo, {f**! : k € NU{0}} é uma familia linearmente
independente. Assim, dimg V' = oo.

Resta mostrar que V' \ {0} C M. Seja
k
F(z) = Zaifzji“(a:), r €R,
i=1

onde k € N, {o;}f_, C R\ {0} e j; < jo < ... < jp. Primeiramente, serd mostrado que F

¢é everywhere sobrejetora. Para isso, considere a equacgao abaixo, com s fixado em R,

k
P(z) = Z it = s,
i=1

Uma vez que o polindmio P possui grau impar, existe pelo menos uma solugao real para
a equagao acima devido a sobrejecao de P. Esta solucao sera denotada por . Por outro
lado, dado que f € M, temos que para qualquer intervalo (a, b) C R, existe uma constante
¢ € (a,b) tal que f(§) = =, pois f é everywhere sobrejetora. Consequentemente, segue

que
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k
F(O) = a5 (g)

k
— Z ai,-y?jﬁ-l
1=0
=s, (3.28)

0 que nos mostra que F' é everywhere sobrejetora. Agora, para ver que F' é também nula

em quase toda parte, considere os conjuntos

A={zeR: f(x)

0},
B={reR:F(x) :

0}

Note que A C B e assim, R\ B C R\ A. Além disso, u(R\ A) = 0, pois f é nula em

quase toda parte. Entao,
0 < j(R\ B) < u(R\ A) =0,
Logo, u(R\ B) = 0. O
O proximo resultado encontra-se em [6, p. 3868|.

Teorema 3.5.2. O conjunto das funcoes injetoras de R em R nao € lineqvel.

Demonstracao. Seja M o conjunto das fungoes injetoras de R em R. Seja V' um espago
vetorial tal que V'\ {0} C M. Provaremos que dimg V' = 1. Suponhamos que dimg V' > 1.

Entao, podemos tomar duas funcoes injetoras f e g em V, linearmente independentes.
flx) = fy)

Tome A 0= )~ gla)

€ R. Agora, considere a funcao h dada por
h=f+ag.

Como V é espaco vetorial, temos que h € V. Além disso, h # 0 pois f e g sao linearmente
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independentes. Note que

a(y) —g0)”
_ f@)gly) = f(x)g(x) + f(2)g(x) — f(y)g(x)
9(y) — g(z)
_ f(@)gly) — fy)g(x)
gy —glx) (3:29)

Por outro lado,

flx) = fy)
flu)+ 9(y) — g(z) 9)
_ fWaly) = FW)g(x) + f(2)9(y) = f(y)-9(y)
9(y) — g(z)
f@)g(y) — f(y)g(z)

- : (3.30)

Logo, para x # y temos h(x) = h(y), ou seja, h nao é injetora. Contradigao. Portanto,

dimg V = 1. Logo, M nao é lineavel. O]
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