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“A Matemática é o alfabeto com o qual Deus escreveu o Universo.”

(Galileu Galilei)



Resumo

Nesta dissertação abordamos alguns métodos para determinar conjuntos denso - lineáveis

em espaços de funções contínuas e apresentamos aplicações em espaços de funções com

variação limitada e funções de classe Cp e C∞. Além disso, estudamos a lineabilidade de

conjuntos de funções com propriedades patológicas.

Palavras–chave: Lineabilidade, Denso-lineável, Álgebra de funções.
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Abstract

In this dissertation we discuss some methods which are useful to discover dense - lineable

sets in the context of spaces of continuous functions and present some applications in the

spaces of functions with bounded variation in [0, 1] and functions of class Cp and class

C∞. We also study the lineability of certain sets of functions with pathological properties.

Keywords: Lineability, Dense-lineable, Algebra of functions.
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Introdução

Em 1966, V. I. Gurariy [10] provou que a família ND de funções contínuas no intervalo

[0,1] que não são diferenciáveis em nenhum ponto contém, com exceção da função nula,

um espaço vetorial de dimensão infinita. É um resultado interessante, já que é difícil obter

exemplos concretos de funções desse tipo, como aquela construída por Karl Weierstrass

em 1872 [1]. Rodríguez-Piazza [19] mostrou que todo espaço de Banach separável de

dimensão infinita é isometricamente isomorfo a um espaço vetorial cujos elementos não-

nulos pertencem a ND.

Recentemente, muitos autores têm se dedicado à procura de estruturas lineares em

ambientes não-lineares. Tais investigações envolvem várias áreas da Matemática, do Caos

Linear para Análise Real e Complexa, passando por Teoria de Conjuntos, Álgebra Linear

e Multilinear, Análise Funcional e, recentemente, Teoria da Probabilidade.

Um subconjunto M de um espaço vetorial topológico X é dito lineável se M ∪ {0}

contém um subespaço vetorial de dimensão infinita. Se tal subespaço vetorial for denso

em X, diz-se que M é denso-lineável em X.

O termo lineabilidade foi introduzido por Gurariy [12] em 2004. A referência [1] contém

vários exemplos de conjuntos lineáveis.

Em 2005, Bayart [2, p. 168-169] provou que para qualquer conjunto E contido no

círculo unitário T , com medida de Lebesgue zero, o conjunto das funções contínuas em T

cujas séries de Fourier divergem em todo ponto de E é denso-lineável.

O objetivo desta dissertação é apresentar métodos que determinam conjuntos denso-

lineáveis em espaços de funções contínuas e abordar a lineabilidade de conjuntos de funções

com propriedades patológicas.
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O Capítulo 1 inicia-se com um resumo das principais definições e resultados envolvendo

os conceitos de espaços vetoriais topológicos e separabilidade. Em seguida, aborda-se um

estudo sobre funções de variação limitada, funções que não são diferenciáveis em nenhum

ponto, bases de Hamel e matriz de Vandermonde, essenciais para a compreensão dos

demais capítulos.

O Capítulo 2 trata de teoremas que são úteis para provar que certas famílias não-

lineares de funções contínuas escalares são denso-lineáveis. Tais resultados são aplicados

nos espaços Cp [0,1], C∞ [0,1] e CBV [0,1] das funções de classe Cp, C∞ e contínuas de

variação limitada, respectivamente. Foi utilizado fortemente o fato dos espaços analisados

serem espaços vetoriais topológicos metrizáveis e separáveis.

O Capítulo 3 descreve a construção de espaços vetoriais de dimensão infinita com pro-

priedades patológicas. As propriedades abordadas são:

• Funções C∞ com expansão de Taylor constante;

• Funções aditivas e R-lineares descontínuas;

• Funções que possuem um número finito de pontos de continuidade;

• Funções cuja derivada não é limitada em um intervalo fechado;

• Funções everywhere sobrejetoras que são nulas em quase toda parte.

No processo de construção foram utilizados os conceitos de base de Hamel, matriz de

Vandermonde e técnicas usuais de Álgebra Linear, Análise na reta e Análise Funcional.



Capítulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Apresentamos neste capítulo alguns conceitos e resultados fundamentais para a leitura

dos capítulos posteriores. Foram utilizadas as referências [3], [4], [5], [13], [14], [15], [18],

[20], [21] e [23].

1.1 Preliminares para o Capítulo 2

Iniciamos com a interessante interação entre linearidade e topologia.

Definição 1.1.1. Seja K o corpo dos números reais ou o corpo dos números complexos.

Um espaço vetorial topológico sobre K é um espaço vetorial X sobre K, munido com uma

topologia τ, tal que:

(a) A aplicação de X ×X em X definida por (x, y) −→ x+ y é contínua, sendo X ×X

munido da topologia produto;

(b) A aplicação de K×X em X definida por (t, x) −→ tx é contínua, com K munido da

topologia usual e K×X munido da topologia produto.

Em outras palavras, dizemos que um espaço vetorial topológico é um espaço vetorial

com uma topologia tal que a soma e o produto por escalar são contínuas.

Todo espaço vetorial normado X real ou complexo é um espaço vetorial topológico

munido com a topologia induzida pela norma.
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Um espaço topológico (T, τ) diz-se metrizável quando é possível definir uma métrica d

sobre T tal que a topologia definida por d coincide com a topologia τ de T . Claramente,

um espaço metrizável é Hausdorff e cada ponto possui uma base local enumerável, mais

precisamente, o conjunto das bolas abertas de centro x e raio
1

n
, com n ∈ N,

B

(
x,

1

n

)
=

{
y ∈ T : d(y, x) <

1

n

}
.

Uma métrica d sobre um espaço vetorial X é chamada invariante por translação se

d(x+ z, y + z) = d(x, y), para quaisquer x, y, z ∈ X.

O próximo teorema será útil no Capítulo 2 e a sua demonstração encontra-se em [21,

p. 18].

Teorema 1.1.1. Se X é um espaço vetorial topológico com uma base local enumerável,

então existe uma métrica d sobre X tal que:

(a) d é compatível com a topologia de X;

(b) d é invariante por translação.

Seja S um subconjunto de um espaço topológico T . Denotamos o fecho de S por S.

Recordemos que S é denso em T quando S = T .

Definição 1.1.2. Um espaço topológico T que contém um subconjunto enumerável e denso

em T é dito separável.

O Teorema de Aproximação de Weierstrass assegura que o espaço dos polinômios

definidos num intervalo compacto [a, b] é denso no espaço C [a, b] das funções contínuas

de [a, b] em K, munido da norma

||f ||∞ = sup
t∈[a,b]

|f(t)|.

Teorema 1.1.2 (Weierstrass – 1885). Se f : [a, b] −→ K uma função contínua, então

dado ε > 0 existe um polinômio p : [a, b] −→ K tal que |f(x) − p(x)| < ε, para todo

x ∈ [a, b].
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Em 1912, Sergei Bernstein forneceu uma demonstração desse teorema utilizando po-

linômios de Bernstein.

Definição 1.1.3. O n-ésimo polinômio de Bernstein associado a uma função f : [0, 1] −→

R é o polinômio Bn(f) : [0, 1] −→ R dado por

Bn(f)(x) =
n∑
j=0

f

(
j

n

) n

j

 xj(1− x)n−j,

onde

 n

j

 =
n!

j!(n− j)!
.

Os polinômios de Bernstein fornecem a aproximação simultânea de funções e suas

derivadas no intervalo [0, 1]. Veja [18, p. 258].

Sejam N0 = N ∪ {0} e f (0) = f para qualquer função f : [0, 1] −→ K. Se k ∈ N0,

recordemos que Ck [0, 1] é a álgebra das funções f : [0, 1] −→ K k-vezes diferenciáveis em

[0, 1] com f (k) contínua em [0, 1].

Teorema 1.1.3 (Aproximação Simultânea de Bernstein). Se f ∈ Ck [0,1] é uma

função real, então B(k)
n (f) converge uniformemente para f (k) em [0,1].

Se f ∈ Ck [0,1] é uma função complexa, podemos aplicar esse teorema nas partes real e

imaginária de f e obter a aproximação simultânea de f por polinômios complexos.

Os resultados do Capítulo 2 serão aplicados em três espaços: Cp [0,1], C∞ [0,1] e

CBV [0,1]. Recordemos algumas notações e propriedades desses espaços.

Se p ∈ N0, a álgebra Cp [0,1] munida da norma

||f ||p =

p∑
j=0

||f (j)||∞

é um espaço de Banach separável. Para mostrar que Cp [0,1] é separável, utilizaremos o

seguinte lema que pode ser encontrado em [5, p.19] .

Lema 1.1.1. Um espaço normado X é separável se, e somente se, existe um subconjunto

enumerável A ⊂ X tal que span (A) :=

{
n∑
j=1

λjaj : λj ∈ K, aj ∈ A, n ∈ N

}
é denso em

X.
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Demonstração. Se A for enumerável e denso em X, então

X = A ⊂ span (A) ⊂ X.

Portanto, span (A) é denso em X. Reciprocamente, suponhamos que exista um subcon-

junto enumerável A ⊂ X tal que span (A) = X. Chamemos de B o conjunto formado por

todas as combinações lineares finitas de elementos de A com coeficientes em QK, onde

QR = Q e QC = Q + iQ, ou seja,

B = {a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn : x1, x2, . . . , xn ∈ A, a1, a2, . . . , an ∈ QK en ∈ N}.

É fácil ver que B é enumerável: como QK é enumerável, para cada n ∈ N, o conjunto das

combinações lineares de n elementos de A com coeficientes em QK é enumerável. Segue

que B é enumerável por ser a união enumerável de conjuntos enumeráveis. Provaremos

agora que B é denso em X. Para isso, sejam x ∈ X e ε > 0. Como span (A) = X,

existe y0 ∈ span(A) tal que ||x − y0|| <
ε

2
. Digamos y0 = b1x1 + . . . + bkxk, onde k ∈ N,

b1, . . . , bk ∈ K e x1, . . . , xk ∈ A. Como QK é denso em K, existem a1, . . . , ak ∈ QK tais

que

|aj − bj| <
ε

2

(
1 +

k∑
i=1

||xi||

) , para todo j = 1, . . . , k.

Tomando y = a1x1 + . . .+ akxk temos y ∈ B e

||x− y|| = ||x− y0 + y0 − y||

≤ ||x− y0||+ ||y0 − y||

<
ε

2
+ ||(b1 − a1)x1 + . . .+ (bk − ak)xk||

≤ ε

2
+maxj=1,...,k|bj − aj|(||x1||+ . . .+ ||xk||)

<
ε

2
+

ε

2

(
1 +

k∑
i=1

||xi||

) k∑
i=1

||xi||

<
ε

2
+
ε

2
= ε, (1.1)
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o que prova que B = X. Assim, B ⊂ X é enumerável e denso, completando a demostração

de que X é separável.

Proposição 1.1.1. O espaço (Cp [0,1], ||f ||p) é separável.

Demonstração. Seja n ∈ N0. Considere a função fn : [0,1] −→ K dada por fn(t) = tn,

para t ∈ [0,1]. Seja A = {fn : n ∈ N0}. Note que A é enumerável, A ⊂ Cp [0,1] e

span (A) = P [0,1], onde P [0,1] é o espaço dos polinômios q : [0,1] −→ K. Provemos

que span (A) é denso em Cp [0,1]. Com efeito, seja f ∈ Cp [0,1]. Segue do Teorema de

Aproximação Simultânea que existe uma sequência de polinômios (qn)n∈N tal que

lim
n→∞

q
(j)
n = f (j), para j = 0, 1, . . . , p,

uniformemente em [0,1]. Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

||q(j)
n − f (j)||∞ <

ε

p+ 1
,

para todo n > n0 e j = 0, 1, . . . , p. Daí, segue que

||qn − f ||p =

p∑
j=0

||q(j)
n − f (j)||∞

<

p∑
j=0

ε

p+ 1

= ε, (1.2)

para todo n > n0. Isso prova que span (A) é denso em Cp [0,1] e usando o Lema 1.1.1

conclui-se que Cp [0,1] é separável.

A álgebra C∞ [0,1] das funções f : [0,1] −→ K infinitamente diferenciáveis em [0,1],

munida da norma

||f || =
∞∑
j=0

2−j min{1, ||f (j)||∞}

é um espaço de Banach.

Proposição 1.1.2. O espaço (C∞ [0,1], ||.||) é separável.
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Demonstração. Seja n ∈ N0. Considere a função fn : [0,1] −→ K dada por fn(t) = tn,

para t ∈ [0,1]. Seja A = {fn : n ∈ N0}. Temos que A é enumerável, A ⊂ C∞ [0,1] e

span (A) = P [0, 1]. Provemos que span (A) é denso em C∞ [0,1]. Com efeito, seja f ∈

C∞ [0,1]. Pelo Teorema de Aproximação Simultânea, existe uma sequência de polinômios

(pn)n∈N tal que

lim
n→∞

p
(j)
n = f (j), para j = 0, 1, . . . , k e k ∈ N0,

uniformemente em [0,1]. Como

min {1, ||p(j)
n − f (j)||∞} =

1 + ||p(j)
n − f (j)||∞ − |1− ||p(j)

n − f (j)||∞|
2

e

lim
n→∞

||p(j)
n − f (j)||∞ = 0,

obtemos

lim
n→∞

||pn − f || = lim
n→∞

∞∑
j=0

2−j min{1, ||p(j)
n − f (j)||∞}

= lim
n→∞

∞∑
j=0

2−j
1 + ||p(j)

n − f (j)||∞ − |1− ||p(j)
n − f (j)||∞|

2

= 0. (1.3)

Assim, span (A) = C∞ [0,1] e segue do Lema 1.1.1 que C∞ [0,1] é separável.

Definição 1.1.4. Sejam a < b números reais e f : [a, b] −→ K. A variação total de f,

denotada por V(f), é definida por

V (f) = sup

{
n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| : a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = b, n ∈ N

}
. (1.4)

Diz-se que f é uma função de variação limitada se existe c > 0 tal que V (f) < c.

Listamos alguns resultados que serão utilizados na dissertação. Maiores detalhes po-

dem ser encontrados nas referências [3] e [15].
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Proposição 1.1.3. Se f : [a, b] −→ K e g : [a, b] −→ K são funções de variação limitada,

o mesmo ocorre com f + g, fg e |f |. Além disso,

V (f + g) ≤ V (f) + V (g)

V (αf) = |α|V (f), ∀α ∈ K.

Proposição 1.1.4. Se f : [a, b] −→ K possui derivada contínua em [a, b], isto é, f é de

classe C1, então f é de variação limitada e

V (f) =

∫ b

a

|f ′(t)|dt.

Proposição 1.1.5. Se f : [a, b] −→ R é uma função monótona, então f é de variação

limitada e

V (f) = |f(b)− f(a)|.

Proposição 1.1.6. Se f : [a, b] −→ K é de variação limitada, então f é limitada.

Uma função f : [a, b] −→ K contínua ou limitada em [a, b] não tem necessariamente

variação limitada nesse intervalo.

Exemplo 1.1.1. A função

f(x) =

 x sen
1

x
, se 0 < x ≤ 1

0, se x = 0

é contínua e limitada em [0,1], mas não é de variação limitada neste intervalo, já que sua

variação total é proporcional a série harmônica divergente
∑∞

n=1 1/n .

Denotamos por CBV [0, 1], a álgebra das funções f : [0, 1] −→ K contínuas em [0, 1]

com variação limitada. Se for munida da norma

‖f‖ = sup
t∈[0,1]

|f(t)|+ V (f),

CBV [0,1] é um espaço de Banach. Além disso, CBV [0,1] é separável porque o conjunto

dos polinômios é denso neste espaço. Veja [4, p. 3167].
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1.2 Preliminares para o Capítulo 3

As próximas notações e os resultados mencionados serão utilizados no Capítulo 3.

O seguinte teorema encontra-se no artigo de Hardy [13, p. 303] .

Teorema 1.2.1 (Hardy – 1916). Se 0 < a < 1, b > 1 e ab ≥ 1, então ambas as funções

W1(x) =
∞∑
k=0

ak sen(bkπx)

e

W2(x) =
∞∑
k=0

ak cos(bkπx)

são contínuas em R e não são diferenciáveis em nenhum ponto de R.

Teorema 1.2.2. A função

f(x) = x2

∞∑
n=0

2−nsen(π(8π + 3)nx)

é contínua em [0, 1] e diferenciável somente na origem.

Demonstração. Pelo Teorema de Hardy, a função

g(x) =
∞∑
n=0

2−nsen(π(8π + 3)nx)

é contínua em [0, 1]. A função h(x) = x2 também é contínua em [0, 1]. Portanto, f = gh

é contínua em [0,1]. Note que

|g(x)| ≤
∞∑
n=0

|2−nsen(π(8π + 3)nx)|

≤
∞∑
n=0

2−n

= 2, (1.5)

para todo x ∈ [0, 1]. Temos

f ′(0) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+
xg(x) = 0
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já que g é limitada. Se f fosse diferenciável em t ∈ (0, 1], então a função

1

h
f =

1

h
(hg) = g

seria diferenciável em t. Contradição, pois pelo Teorema de Hardy g não é diferenciável

em nenhum ponto de R.

Outro resultado essencial é o seguinte teorema.

Teorema 1.2.3 (Valor Intermediário). Se f : [a, b] −→ R é uma função contínua,

então a imagem f ([a, b]) contém o intervalo fechado com extremidades f(a) e f(b).

A base de Hamel será utilizada no Capítulo 3 para construir espaços vetoriais de

dimensão infinita. Baseamos-nos nas referências [1] e [14] para descrever alguns resultados

fundamentais.

Definição 1.2.1. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto E de V

é dito linearmente dependente se existem vetores distintos x1, x2, . . . , xn em E e escalares

α1, α2, . . . , αn em K, não todos nulos, tais que

n∑
j=1

αjxj = 0.

Um conjunto é dito linearmente independente se não for linearmente dependente.

Observação 1.2.1. Decorre da definição que um conjunto E de vetores é linearmente

independente se, e somente se, todo subconjunto finito de E é linearmente independente,

isto é, se, e somente se, para quaisquer vetores distintos x1, x2, . . . , xn em E temos que

c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn = 0 implica que c1 = c2 = . . . = cn = 0.

Definição 1.2.2. Seja V um espaço vetorial. Uma base de Hamel de V é um subconjunto

E de V linearmente independente que gera V, isto é, V = span (E).

Proposição 1.2.1. Seja V um espaço vetorial e E uma base de Hamel de V. Então, todo

x ∈ V pode ser unicamente escrito na forma

x =
n∑
j=1

αjej,
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onde n ∈ N, αj ∈ K e ej ∈ E.

Observação 1.2.2. Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K e considere E uma

base de Hamel de V. Para toda função g : E −→ W, existe uma única função linear

f : V −→ W tal que f |E = g, onde a função f |E é a restrição de f a E.

Lema 1.2.1 (Lema de Zorn). Seja (Z,≤) um conjunto não vazio parcialmente or-

denado. Suponha que todo subconjunto totalmente ordenado de Z possui cota superior.

Então, Z possui elemento maximal.

Teorema 1.2.4. Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K e A um subconjunto

linearmente independente de V. Então, existe uma base de Hamel E de V tal que A ⊂ E.

Para demonstrar o teorema anterior é utilizado o Lema de Zorn.

Corolário 1.2.1. Todo espaço vetorial tem uma base de Hamel.

Demonstração. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K. Analisaremos dois casos.

1o Caso: V = {0}. Basta tomar a base E = ∅.

2o Caso: V 6= {0}. Neste caso, vamos considerar x 6= 0 com x ∈ V . Assim, tome o

conjunto linearmente independente A = {x}. Pelo Teorema 1.2.4, existe uma base de

Hamel E de V tal que A ⊂ E.

Proposição 1.2.2. Se E1 e E2 são bases de Hamel de um espaço vetorial V, então

card (E1) = card (E2).

Assim, define-se a dimensão de V , denotada por dimK V , como dimK V = card (E),

onde E é uma base de Hamel de V .

Proposição 1.2.3. Uma base de Hamel do espaço vetorial R sobre Q possui a mesma

cardinalidade de R, isto é, dimQ R = cardR = c.

O símbolo c é chamado número cardinal do continuum.

Proposição 1.2.4. Seja X um espaço de Banach com dimensão infinita. Então, qualquer

base de Hamel de X é não enumerável e dimKX ≥ c.
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Proposição 1.2.5. Seja X um espaço vetorial normado de dimensão infinita sobre R .

Então, existe um funcional linear f : X −→ R descontínuo.

Demonstração. Tome uma base de Hamel B = {xα}α∈I de X tal que ||xα|| = 1, para

todo α ∈ I. Seja B′ = {x̃n} ⊂ B um conjunto enumerável e defina

f(x̃n) = n, para todo n = 1, 2, . . .

e

f(xα) = 0, se xα ∈ B −B′.

Considere a sequência (yn)n∈N = (x̃n/
√
n)n∈N. Note que lim

n→∞
yn = 0 na norma dada, ou

seja,

lim
n→∞

||yn|| = lim
n→∞

||x̃n||√
n

= lim
n→∞

1√
n

= 0

Mas,

f(yn) = f

(
x̃n√
n

)
=

n√
n

=
√
n. (1.6)

Tomando o limite, segue que

lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

√
n =∞.

Portanto, f : X −→ R é descontínuo.

Através do determinante de Vandermonde, prova-se que a dimensão de alguns espaços

vetoriais é infinita.

Proposição 1.2.6. Se x1, x2, . . . , xn ∈ R, então o determinante da matriz



1 1 1 . . . 1

x1 x2 x3 . . . xn

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n

...
...

... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n


é igual a

∏
1≤i<j≤n(xj − xi), para todo n ≥ 2.
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Demonstração. Para provar este resultado, vamos utilizar o método de indução em n.

Obviamente, a afirmação é verdadeira para n = 2. Agora, suponha que a afirmação é

verdadeira para n > 2. Sejam x1, x2, . . . , xn+1 ∈ R e considere a matriz (n+ 1)× (n+ 1)

A =



1 1 1 . . . 1

x1 x2 x3 . . . xn+1

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n+1

...
...

... . . . ...

xn1 xn2 xn3 . . . xnn+1


.

Sejam L1, L2, . . . , Ln+1 as linhas da matriz A. Aplicando a operação Ln+1− x1Ln sobre a

linha Ln+1 obtemos a matriz

A1 =



1 1 1 . . . 1

x1 x2 x3 . . . xn+1

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n+1

...
...

... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n+1

0 xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 . . . xnn+1 − x1x

n−1
n+1


.

Denotemos as linhas da matriz A1 por L(1)
1 , L

(1)
2 , . . . , L

(1)
n+1. Aplicando a operação L(1)

n −

x1L
(1)
n−1 sobre a linha L(1)

n resulta



1 1 1 . . . 1

x1 x2 x3 . . . xn+1

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n+1

...
...

... . . . ...

xn−2
1 xn−2

2 xn−2
3 . . . xn−2

n+1

0 xn−1
2 − x1x

n−2
2 xn−1

3 − x1x
n−2
3 . . . xn−1

n+1 − x1x
n−2
n+1

0 xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 . . . xnn+1 − x1x

n−1
n+1


.
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Continuando o processo, obtemos a seguinte matriz

B =



1 1 1 . . . 1

0 x2 − x1 x3 − x1 . . . xn+1 − x1

0 x2
2 − x1x2 x2

3 − x1x3 . . . x2
n+1 − x1xn+1

...
...

... . . . ...

0 xn−1
2 − x1x

n−2
2 xn−1

3 − x1x
n−2
3 . . . xn−1

n+1 − x1x
n−2
n+1

0 xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 . . . xnn+1 − x1x

n−1
n+1


.

Usando propriedades de determinante tem-se que as matrizes A e B possuem o mesmo

determinante. Ainda, é possível expandir o determinante ao longo da primeira coluna de

B para concluir que o determinante de A é igual ao determinante da matriz n× n

C =



x2 − x1 x3 − x1 . . . xn+1 − x1

x2
2 − x1x2 x2

3 − x1x3 . . . x2
n+1 − x1xn+1

...
... . . . ...

xn−1
2 − x1x

n−2
2 xn−1

3 − x1x
n−2
3 . . . xn−1

n+1 − x1x
n−2
n+1

xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 . . . xnn+1 − x1x

n−1
n+1


.

Colocando os x′i s em evidência, obtém-se que

C =



(x2 − x1)1 (x3 − x1)1 . . . (xn+1 − x1)1

(x2 − x1)x2 (x3 − x1)x3 . . . (xn+1 − x1)xn+1

...
... . . . ...

(x2 − x1)xn−2
2 (x3 − x1)xn−2

3 . . . (xn+1 − x1)xn−2
n+1

(x2 − x1)xn−1
2 (x3 − x1)xn−1

3 . . . (xn+1 − x1)xn−1
n+1


.

Portanto, usando propriedades de determinante, temos que o determinante da matriz C

é dado por [ ∏
1<j≤n+1

(xj − x1)

]
det(D),
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sendo

D =



1 1 . . . 1

x2 x3 . . . xn+1

...
... . . . ...

xn−2
2 xn−2

3 . . . xn−2
n+1

xn−1
2 xn−1

3 . . . xn−1
n+1


.

Mas, pela hipótese de indução,

det (D) =
∏

2≤i<j≤n+1

(xj − xi).

Assim,

det (A) =

( ∏
1<j≤n+1

(xj − x1)

)( ∏
2≤i<j≤n+1

(xj − xi)

)
=

∏
1≤i<j≤n+1

(xj − xi).



Capítulo 2

Conjuntos denso-lineáveis em espaços

de funções contínuas

Neste capítulo, apresentaremos métodos para provar que certas famílias não lineares de

funções contínuas escalares contêm espaços vetoriais densos de dimensão infinita. Os

resultados e aplicações foram extraídos do artigo de Bernal-González [4].

2.1 Os principais resultados

Definição 2.1.1. Um subconjunto M de um espaço vetorial topológico X é dito:

(i) Lineável, se M ∪ {0} contém um subespaço vetorial de dimensão infinita;

(ii) Denso - lineável, seM∪{0} contém um subespaço vetorial de dimensão infinita denso

em X.

Se X é um espaço vetorial sem nenhuma topologia envolvida, a definição de conjunto

lineável continua válida.

Em nosso contexto, considere T um espaço topológico, F (T,K) o espaço vetorial das

funções de T em K e C(T,K) o espaço vetorial das funções contínuas de T em K.

Definição 2.1.2. Um subespaço vetorial A ⊂ F (T,K) é dito ser uma álgebra se é fechado

em relação a multiplicação.

17
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Definição 2.1.3. Quando A ⊂ F (T,K) for uma álgebra e
1

f
∈ A sempre que f ∈ A e

f(t) 6= 0, para todo t ∈ T , dizemos que A é uma álgebra com divisão.

Definição 2.1.4. Uma família {A(t)}t∈T de subconjuntos de F (T,K) é chamada local-

mente definida se para t0 ∈ T , f ∈ A(t0) e g ∈ F (T,K) tal que g = f em alguma

vizinhança de t0, tem-se g ∈ A(t0).

Definição 2.1.5. Uma família {A(t)}t∈T de subconjuntos de F (T,K) é chamada aberta-

mente definida se

A(t) = ∪U∈O(t)(∩s∈UA(s)),

onde t ∈ T e O(t) é a coleção de todos os subconjuntos abertos de T contendo t.

Exemplo 2.1.1. Seja T = [0,1]. Considere para cada t ∈ [0, 1], o conjunto

A(t) = {f ∈ F ([0,1],K): f é diferenciável em t}.

A família {A(t)}t∈[0,1] é localmente definida, mas não é abertamente definida.

Com efeito, sejam t0 ∈ [0,1], f ∈ A(t0) e g ∈ F ([0,1],K) tal que g = f em alguma

vizinhança de t0. Se 0 < t0 < 1, como f : [0,1] −→ K é diferenciável em t0, para todo

ε > 0 existe δ > 0 tal que

0 < |t− t0| < δ ⇒
∣∣∣∣f(t)− f(t0)

t− t0
− f ′(t0)

∣∣∣∣ < ε.

Por hipótese, g = f em alguma vizinhança de t0. Logo, podemos escolher θ ∈ (0, δ) tal

que

0 < |t− t0| < θ ⇒
∣∣∣∣g(t)− g(t0)

t− t0
− f ′(t0)

∣∣∣∣ < ε.

Portanto, g ∈ A(t0). Se t0 = 0 ou t0 = 1, a verificação é análoga com as devidas modi-

ficações nas vizinhanças. Logo, a família {A(t)}t∈[0,1] é localmente definida. Mostremos

que {A(t)}t∈[0,1] não é abertamente definida. Suponhamos, por absurdo, que

A(t) = ∪U∈O(t) ∩θ∈U A(θ)), t ∈ [0,1], (2.1)

onde O(t) é a coleção de todos os subconjuntos abertos de [0, 1] contendo t. A função
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f(t) = t2
∞∑
n=0

2−nsen(π(8π + 3)nt)

é contínua em [0, 1] e diferenciável somente na origem, pelo Teorema 1.2.2. Assim, f ∈

A(0). Segue de (2.1) que existe U0 ∈ O(0) tal que f ∈ ∩θ∈U0A(θ), ou seja, f é diferenciável

em cada θ ∈ U0. Contradição, pois f é diferenciável apenas em 0. Portanto, a família

{A(t)}t∈[0,1] não é abertamente definida.

Exemplo 2.1.2. Seja T = [0, 1]. Considere para cada t ∈ [0, 1] o conjunto

A(t) = {f ∈ F ([0, 1],K) : f é diferenciável numa vizinhança de t}.

A família {A(t)}t∈[0,1] é localmente e abertamente definida.

De fato, sejam t0 ∈ [0,1], f ∈ A(t0) e g ∈ F ([0,1],K) tal que g = f em alguma vizinhança

W1 de t0. Dado que f ∈ A(t0), existe uma vizinhança W2 de t0 em que f é diferenciável.

Então, f = g na vizinhança W = W1 ∩W2 de t0 e assim, g é diferenciável em W . Logo,

g ∈ A(t0) e concluímos que {A(t)}t∈[0,1] é localmente definida. Mostremos que {A(t)}t∈[0,1]

é abertamente definida. Seja t ∈ [0,1]. Se f ∈ A(t), então existe uma vizinhança W de t

em que f é diferenciável. Logo, f ∈ ∩θ∈WA(θ) e, assim,

f ∈ ∪U∈O(t) ∩θ∈U A(θ).

Reciprocamente, se

f ∈ ∪U∈O(t) ∩θ∈U A(θ),

então existe um conjunto aberto V ∈ O(t) tal que f ∈ ∩θ∈VA(θ). Em particular, f ∈ A(t),

já que t ∈ V . Dessa forma, provamos que

A(t) = ∪U∈O(t) ∩θ∈U A(θ),

para cada t ∈ [0,1], ou seja, a família {A(t)}t∈[0,1] é abertamente definida.

Recordemos que uma função f : I −→ K, definida num intervalo aberto I, é analítica

em t0 ∈ I se existe r > 0 com (t0 − r, t0 + r) ⊂ I e uma série de potências
∞∑
n=0

cn(t− t0)n

tal que
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f(t) =
∞∑
n=0

cn(t− t0)n, para todo t ∈ (t0 − r, t0 + r) .

Se o intervalo I for fechado, considera-se vizinhanças adequadas para as extremidades do

intervalo. Diz-se que f é analítica em I quando f é analítica em cada ponto de I. Note

que f é analítica em t0 se, e somente se, f é analítica em uma vizinhança de t0.

Exemplo 2.1.3. Seja T = [0,1]. Considere para cada t ∈ [0, 1], o conjunto

A(t) = {f ∈ F ([0,1],K) : f é analítica em t}.

A família {A(t)}t∈[0,1] é localmente e abertamente definida.

De fato, sejam t0 ∈ [0,1], f ∈ A(t0) e g ∈ F ([0,1],K) tal que g = f em alguma vizinhança

de t0. Como f : [0,1] −→ K é analítica em t0 ∈ [0,1], existe r > 0 tal que

f(t) =
∞∑
n=0

an(t− t0)n , para todo t ∈ (t0 − r, t0 + r).

Por hipótese, g = f em alguma vizinhança de t0. Logo, podemos escolher θ ∈ (0, r) tal

que

g(t) =
∞∑
n=0

an(t− t0)n , para todo t ∈ (t0 − θ, t0 + θ) .

Portanto, g ∈ A(t0). Logo, {A(t)}t∈[0,1] é localmente definida. Para mostrar que {A(t)}t∈[0,1]

é abertamente definida, usaremos o fato de que uma função f será analítica em t0 se, e

somente se, f for analítica em uma vizinhança de t0. Seja t ∈ [0,1]. Se f ∈ A(t), então f

é analítica em t. Logo, existe U0 ∈ O(t) tal que f ∈ ∩θ∈U0A(θ). Deste modo,

f ∈ ∪U∈O(t)(∩θ∈UA(θ)).

Por outro lado, se

f ∈ ∪U∈O(t)(∩θ∈UA(θ)),
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então existe W0 ∈ O(t) tal que f ∈ ∩θ∈W0A(θ). Logo, f ∈ A(θ), para todo θ ∈ W0, isto é,

f é analítica em cada θ ∈ W0. Em particular, f é analítica em t, já que t ∈ W0. Portanto,

f ∈ A(t).

O seguinte resultado de Bernal-González [4] fornece condições para provar que certos

conjuntos lineáveis são denso-lineáveis.

Teorema 2.1.1. Seja X um espaço vetorial topológico, separável e metrizável. Suponha

que Γ é uma família de subespaços vetoriais de X tal que ∩S∈Γ S é denso em X e ∩S∈Γ (X \

S) é lineável. Então, ∩S∈Γ (X \ S) é denso-lineável.

Demonstração. Segue da hipótese que podemos escolher um conjunto denso e enumerável

{zn}n≥1 em X, bem como uma métrica d invariante por translação que define a topologia

em X. Pela densidade de ∩S∈ΓS, para cada n ∈ N, existe um vetor yn ∈ ∩S∈Γ S tal que

d(zn, yn) <
1

n
. (2.2)

Como ∩S∈Γ (X \S) é lineável, existe um subespaço vetorial de dimensão infinita L tal que

L \ {0} ⊂ ∩S∈Γ (X \ S) .

Portanto, podemos selecionar uma sequência de vetores linearmente independentes (vn)n∈N

em L. Uma vez que X é um espaço vetorial topológico, segue que a multiplicação por

escalar é contínua e, assim, existe uma sequência (εn)n∈N em (0,∞) tal que, para n ∈ N,

d(εnvn,0) <
1

n
. (2.3)

Agora, defina xn := yn + εnvn com n ≥ 1 e seja D = span ({xn}n≥1). Provemos que o

conjunto {xn}n≥1 é linearmente independente. Se

β1xn1 + . . .+ βkxnk
= 0

com {βi}ki=1 ⊂ K, então

β1yn1 + β2yn2 + . . .+ βkynk
+ β1εn1vn1 + β2εn2vn2 + . . .+ βkεnk

vnk
= 0. (2.4)
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Assim,

β1εn1vn1 + β2εn2vn2 + . . .+ βkεnk
vnk

= −β1yn1 − β2yn2 − . . .− βkynk
∈ ∩S∈ΓS. (2.5)

Por outro lado,

β1εn1vn1 + β2εn2vn2 + . . .+ βkεnk
vnk
∈ L.

Mas L \ {0} ⊂ ∩S∈Γ (X \ S). Logo, segue de (2.5) que

β1εn1vn1 + β2εn2vn2 + . . .+ βkεnk
vnk

= 0.

Sendo vn1 , vn2 , . . . , vnk
linearmente independentes e εnj

> 0, para j = 1, 2, . . . , k, resulta

que βj = 0, para j = 1, 2, . . . , k. Consequentemente, o conjunto {xn}n≥1 é linearmente

independente.

De (2.2) e (2.3), da desigualdade triangular e invariância por translação de d, temos

d(xn, zn) ≤ d(yn + εnvn, yn) + d(yn, zn)

= d(εnvn, 0) + d(yn, zn)

<
2

n
. (2.6)

Logo,

lim
n→∞

d(xn, zn) = 0. (2.7)

De (2.7) e da densidade de {zn}n≥1 temos que {xn}n≥1 é denso em X. De fato, como

{zn}n≥1 = X segue que para todo x ∈ X existe uma sequência (znk
)k∈N em {zn}n≥1 tal

que

lim
k→∞

znk
= x. (2.8)

Temos de (2.7) que

lim
k→∞

d(xnk
, znk

) = 0. (2.9)

Como
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0 ≤ d(xnk
, x) ≤ d(xnk

, znk
) + d(znk

, x), (2.10)

tomando o limite na Desigualdade (2.10) e usando o Teorema do Confronto segue que

lim
k→∞

xnk
= x. Logo, x ∈ {xn}n≥1 e, assim, {xn}n≥1 é denso em X. Consequentemente, D

é um subespaço vetorial denso em X.

Resta mostrar que D \ {0} ⊂ ∩S∈Γ (X \ S). Para isso, fixe um vetor x ∈ D \ {0}.

Então, existem N ∈ N e escalares c1, c2, . . . , cN , com cN 6= 0 satisfazendo

x = c1x1 + c2x2 + . . .+ cNxN ,

ou seja,

x = c1y1 + c2y2 + . . .+ cNyN + c1ε1v1 + c2ε2v2 + . . .+ cNεNvN . (2.11)

Assuma, por contradição, que x /∈ ∩S∈Γ (X \ S). Logo, existe So ∈ Γ com x ∈ So. Mas

y1, y2, . . . , yN ∈ ∩S∈ΓS ⊂ So

e So é um subespaço vetorial. Assim,

x− (c1y1 + c2y2 + . . .+ cNyN) ∈ So. (2.12)

Como cNεN 6= 0 e os vetores vn são linearmente independentes, deduzimos que

c1ε1v1 + c2ε2v2 + . . .+ cNεNvN ∈ L \ {0} ⊂ ∩S∈Γ (X \ S),

contradizendo (2.12), devido a (2.11).

O próximo resultado de Bernal-González [4] é útil para determinar conjuntos de fun-

ções contínuas denso-lineáveis.

Teorema 2.1.2. Sejam T um espaço topológico e X ⊂ C(T,K) um espaço vetorial topo-

lógico e uma álgebra. Assuma que {A(t)}t∈T é uma família de subconjuntos de F (T,K) e

denote

A := ∩t∈T (A(t) ∩X) e B := ∩t∈T (X \ A(t)).

(i) Suponha que as seguintes condições sejam satisfeitas:
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(a) Para qualquer t ∈ T , o conjunto A(t) é uma álgebra com divisão;

(b) A família {A(t)}t∈T é localmente e abertamente definida;

(c) B é não vazio;

(d) Existe uma função ϕ ∈ A tal que a imagem ϕ(U) de cada subconjunto U ⊂ T aberto

e não vazio é um conjunto infinito.

Então, B é lineável.

(ii) Se, além das condições acima, X é separável, metrizável e A é denso em X, então B

é denso - lineável em X.

Demonstração. (i) Considere a função ϕ do item (d). Por (c) existe 0 6= F ∈ B. Assim,

podemos definir o conjunto

D = (P ◦ ϕ)F : P ∈ C} ,

onde C é o conjunto de todos os polinômios P : K −→ K. Claramente, D é um subespaço

vetorial de X. Agora, para ver que dimKD = ∞, basta mostrar que para cada N ∈ N,

as funções

F, ϕF, ϕ2F, . . . , ϕNF

que estão em D, são linearmente independentes. Isso é verdade, pois caso contrário

existiria um polinômio não nulo P tal que (P ◦ ϕ)F = 0. Como X é uma álgebra e por

(a) cada A(t) é uma álgebra, temos que A é uma álgebra. Logo, P ◦ ϕ ∈ A. Assim,

tomando U = T em (d) temos que ϕ(T ) é um conjunto infinito. Logo, podemos escolher

um ponto t0 ∈ T tal que P (ϕ(t0)) 6= 0, já que P possui no máximo uma quantidade finita

de zeros. Pela continuidade, P (ϕ(t)) 6= 0, para todo t pertencente a uma vizinhançaW de

t0. Portanto, F (t) = 0 em uma vizinhança W de t0. Como a função nula pertence a A(t0)

e por (b) a família {A(t)}t∈T é localmente definida segue que F ∈ A(t0). Contradição,

pois F ∈ B. Assim, dimKD =∞.

Resta mostrar que D\{0} ⊂ B. Para isso, seja f ∈ D\{0}. Logo, existe um polinômio

não nulo P tal que f = (P ◦ ϕ)F . Assuma, por contradição, que f /∈ B. Então, existe
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t0 ∈ T tal que f ∈ A(t0). Como {A(t)}t∈T é abertamente definida, existe um conjunto

aberto U ⊂ T , com t0 ∈ U , tal que f ∈ A(t), para todo t ∈ U . Por (d), temos que

ϕ(U) é um conjunto infinito. Logo, existe t1 ∈ U tal que P (ϕ(t1)) 6= 0. Novamente, pela

continuidade, existe um conjunto aberto U1, com t1 ∈ U1 ⊂ U , tal que P (ϕ(t)) 6= 0, para

todo t ∈ U1. Defina g : T −→ K por

g(t) =

P (ϕ(t)), se t ∈ U1

1, se t ∈ T \ U1.

Como P ◦ϕ ∈ A, temos que P ◦ϕ ∈ A(t1). Uma vez que {A(t)}t∈T é localmente definida

e g = P ◦ ϕ na vizinhança U1 de t1, temos que g ∈ A(t1). Sendo A(t1) uma álgebra com

divisão e g(t) 6= 0 para todo t ∈ T , segue que
1

g
∈ A(t1). Logo, a função

f

g
∈ A(t1), onde

f

g
(t) =


f(t)

P (ϕ(t))
, se t ∈ U1

f(t), se t ∈ T \ U1.

Mas F = f/(P ◦ ϕ) em U1, isto é, temos F = f/g em U1. Usando novamente o fato de

que {A(t)}t∈T é localmente definida, obtemos F ∈ A(t1). Contradição, pois F ∈ B.

(ii) Assuma que {A(t)}t∈T é uma família de subconjuntos de F (T,K) tal que

A = ∩t∈T (A(t) ∩X) e B = ∩t∈T (X \ A(t)).

Seja A denso em X e assuma que são válidas todas as condições do item (i). Considere a

família de subespaços vetoriais de X

Γ = {A(t) ∩X}t∈T .

Temos

B = ∩t∈T (X \ A(t)) = ∩t∈T (X \ (A(t) ∩X)).

Segue do item (i) que B é lineável. Portanto, pelo Teorema 2.1.1, B é denso - lineável.
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2.2 Aplicações

Nesta seção, aplicaremos os resultados obtidos na seção anterior em três famílias contidas

no espaço das funções contínuas em [0,1]. Consideraremos a álgebra Cp[0,1] das Cp-

funções f : [0,1]→ K munida da norma

||f ||p =

p∑
j=0

sup
t∈[0,1]

|f (j)(t)|

e a álgebra C∞ [0,1] das funções infinitamente diferenciáveis em [0,1], munida da norma

||f ||∞ =
∞∑
j=0

2−j min

{
1, sup

t∈[0,1]

|f (j)(t)|

}
.

O seguinte lema pode ser encontrado nos artigos em russo [10] e [11].

Lema 2.2.1 (Gurariy – 1966). O conjunto das funções reais contínuas que não são

diferenciáveis em nenhum ponto do intervalo [0, 1] é lineável.

Proposição 2.2.1. Sejam K = R e p ∈ N0. Então, o conjunto das funções f ∈ Cp [0,1]

tal que f (p) não é diferenciável em nenhum ponto de [0,1] é denso-lineável em Cp [0,1].

Demonstração. Denotemos por M (p) o conjunto das funções mencionadas na hipótese

da proposição. Para o caso em que p = 0 temos que M (0) é lineável, pelo Lema 2.2.1.

Assim, é suficiente aplicar o Teorema 2.1.1 para X = C [0,1], Γ = {S(t)}t∈[0,1], onde

S(t) = {f ∈ C [0,1]: f é diferenciável em t}

eM (0) = ∩t∈[0,1] (C [0,1]\S(t)). Pelo Teorema de Aproximação de Weierstrass, o conjunto

P [0, 1] dos polinômios reais definidos em [0, 1] é uniformemente denso em C [0,1]. Temos

P [0,1] ⊂ S(t), para todo t ∈ [0,1].

Então, P [0,1] ⊂ ∩t∈[0,1] S(t). Deste modo, analisando o fecho desses conjuntos e aplicando

o Teorema de Aproximação de Weierstrass, segue que

C[0,1] = P [0,1] ⊂ ∩t∈[0,1] S(t) ⊂ C [0,1].
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Portanto, ∩t∈[0,1] S(t) é denso em C [0,1] e concluímos, pelo Teorema 2.1.1, que M (0) é

denso-lineável em C [0,1].

Agora, para o caso em que p ∈ N aplicaremos o Teorema 2.1.1 considerando X =

Cp [0,1] e Γ = {S(t)}t∈[0,1], onde

S(t) = {f ∈ Cp [0,1] : f (p) é diferenciável em t}.

Pelo Teorema de Aproximação Simultânea tem-se que P [0,1] é denso em Cp [0,1]. Note

que

P [0,1] ⊂ S(t), para todo t ∈ [0,1].

Então, P [0,1] ⊂ ∩t∈[0,1] S(t). Logo,

Cp [0,1] = P [0,1] ⊂ ∩t∈[0,1] S(t) ⊂ Cp [0,1].

Portanto, ∩t∈[0,1] S(t) é denso em Cp [0,1]. Agora vamos provar que o conjunto M(p) é

lineável. Considere uma sequência linearmente independente {fn}n≥1 tal que

span ({fn}n≥1) ⊂M(0) ∪ {0}.

Para cada n ∈ N, denote por Fn a única antiderivada de ordem p de fn tal que

F
(k)
n (0) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , p− 1.

Temos

span ({Fn}n≥1) ⊆M(p) ∪ {0}.

De fato, seja G ∈ span ({Fn}n≥1), isto é, G(x) =
k∑
i=1

βiFni
(x) para todo x ∈ [0, 1], onde

{βi}ki=1 ⊂ R. Note que,

G(p) =
k∑
i=1

βiF
(p)
ni

=
k∑
i=1

βifni
∈M(0) ∪ {0}.

Assim, segue que span ({Fn}n≥1) ⊆ M(p) ∪ {0}. Agora, se c1, c2, . . . , cN são escalares

satisfazendo

c1F1 + c2F2 + . . .+ cNFN = 0 em [0,1],
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então após p derivações temos que

c1f1 + c2f2 + . . .+ cNfN = 0 em [0,1].

Logo, c1 = c2 = . . . = cN = 0. Portanto, {Fn}n≥1 é linearmente independente e, assim

span ({Fn}n≥1) possui dimensão infinita. Então, M(p) é lineável.

Temos que Cp [0,1] é um espaço vetorial topológico separável e metrizável e ∩t∈[0,1] S(t)

é denso em Cp [0,1]. Como M(p) = ∩t∈[0,1](C
p[0,1] \ S(t)) é lineável, segue do Teorema

2.1.1 que M(p) é denso-lineável.

Proposição 2.2.2. O conjunto das funções f ∈ C∞ [0,1] que não são analíticas em

nenhum ponto de [0,1] é denso-lineável em C∞ [0,1].

Demonstração. Sejam T = [0, 1] e X = C∞ [0,1]. Considere para cada t ∈ [0,1], o

conjunto

A(t) = {f ∈ F ([0,1],K): f é analítica em t}.

Sejam

A = ∩t∈T (A(t) ∩X) e B = ∩t∈T (X \ A(t)).

Note que:

(a) Para qualquer t ∈ [0,1], o conjunto A(t) é uma álgebra com divisão;

(b) A família {A(t)}t∈[0,1] é localmente e abertamente definida. Veja o Exemplo 2.1.3;

(c) O conjunto B é não vazio, pois a função f(t) =
∞∑
n=1

cos(3nt)

n!
pertence a C∞ [0, 1],

mas não é analítica em nenhum ponto de [0, 1]. Veja [17];

(d) A função ϕ(t) = t, com t ∈ [0, 1], pertence a A e a imagem ϕ(U) de cada subconjunto

U ⊂ [0,1] aberto e não vazio é um conjunto infinito.

Portanto, pelo Teorema 2.1.2, o conjunto das funções f ∈ C∞ [0,1] que não são analíticas

em nenhum ponto de [0,1] é lineável em C∞ [0,1].

Agora, observe que C∞ [0,1] é um espaço vetorial topológico separável e metrizável e

A é denso em C∞ [0,1] já que
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C∞ [0,1] = P [0,1] ⊂ A ⊂ C∞ [0,1].

Então, segue do Teorema 2.1.2 que o conjunto das funções f ∈ C∞ [0,1] que não são

analíticas em nenhum ponto de [0,1] é denso-lineável em C∞ [0,1].

A próxima aplicação é no espaço de Banach CBV [0,1] das funções f : [0,1] −→ K

contínuas em [0, 1] e com variação limitada, munido da norma

‖f‖ = sup
t∈[0,1]

|f(t)|+ V (f),

sendo

V (f) = sup

{
n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| : 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = 1, n ∈ N

}
. (2.13)

Usaremos o seguinte resultado da referência [22, pp 25-26].

Lema 2.2.2. Seja E ⊂ R tal que µ(E) = 0, sendo µ a medida de Lebesgue. Então, existe

uma função g : R −→ R crescente e contínua em R que não é diferenciável em nenhum

ponto de E.

Assim, tomando E = Q∩ [0, 1], existe uma função h : [0, 1] −→ R crescente e contínua

em [0, 1] que não é diferenciável em nenhum ponto de E.

Proposição 2.2.3. O conjunto das funções f ∈ CBV [0,1] tal que f não é diferenciável

em nenhum intervalo contido em [0,1] é denso-lineável em CBV [0,1].

Demonstração. Usaremos o Teorema 2.1.2. Sejam T = [0,1], X = CBV [0,1] e {A(t)}t∈T
uma família funções tal que para t ∈ [0, 1],

A(t) = {f ∈ F ([0,1],K): f é diferenciável em alguma vizinhança de t}.

Considere os conjuntos

A := ∩t∈T (A(t) ∩X) e B := ∩t∈T (X \ A(t)).

As hipóteses do Teorema 2.1.2 são válidas:

(a) Claramente, para qualquer t ∈ [0,1], o conjunto A(t) é uma álgebra com divisão;
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(b) A família {A(t)}t∈[0,1] é localmente e abertamente definida, basta ver o Exemplo 2.1.2;

(c) Temos B 6= ∅, pois pelo Lema 2.2.2, existe uma função h : [0,1] −→ R crescente,

logo de variação limitada, e contínua em [0,1] que não é diferenciável em nenhum

ponto do conjunto de medida nula E = Q∩ [0, 1] e, portanto, não é diferenciável em

nenhuma vizinhança de t ∈ [0,1];

(d) A função ϕ(t) = t, t ∈ [0, 1], pertence a A e para todo subconjunto aberto U ⊂ [0,1],

a imagem ϕ(U) é um conjunto infinito.

Portanto, B é lineável.

Temos que

P [0,1] ⊂ C1[0, 1] ⊂ CBV [0,1].

Logo, P [0, 1] ⊂ A. Daí, obtemos

CBV [0,1] = P [0,1] ⊂ A ⊂ CBV [0,1],

ou seja, A é denso em CBV [0,1]. Além disso, CBV [0,1] é um espaço vetorial topológico

metrizável e separável. Novamente, segue do Teorema 2.1.2 que B é denso-lineável em

CBV [0,1].

Observação 2.2.1. Na Proposição 2.2.3 não podemos trocar a condição “não é diferen-

ciável em nenhum intervalo contido em [0, 1]” por “não é diferenciável em nenhum ponto

de [0, 1]”, pois toda função de variação limitada é diferenciável em quase toda parte, isto

é, f é diferenciável em todo ponto de [0,1], exceto num conjunto Ω ⊂ [0,1] com medida

de Lebesgue nula.



Capítulo 3

Lineabilidade de fenômenos patológicos

em Análise

Este capítulo trata da construção de espaços vetoriais de dimensão infinita com algumas

propriedades especiais ou patológicas. Os resultados são baseados nas referências [6] e [7].

3.1 Funções C∞ com expansão de Taylor constante

Nesta seção vamos denotar por H a base de Hamel do espaço vetorial dos números reais

R sobre o corpo dos racionais Q. Além disso, sem perda de generalidade será assumido

que H consiste apenas de números reais positivos. A cardinalidade de H é igual a c.

Teorema 3.1.1. O conjunto M das funções C∞ de R em R com expansão de Taylor

constante é lineável.

Demonstração. Seja M0 ⊂ M o conjunto das funções C∞ de R em R cuja expansão de

Taylor é identicamente nula. Considere as funções fβ, com β ∈ R+ = {λ ∈ R : λ > 0},

definidas por

fβ(x) =

e
−βx−2

, se x 6= 0

0, se x = 0.

31
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Afirmamos que fβ ∈ M0. De fato, é fácil verificar que f (n)
β (0) = 0, para todo n ∈ N.

Portanto, a expansão de Taylor de fβ em torno de 0 é da forma

∞∑
n=0

f
(n)
β (0)

n!
xn = 0, x ∈ R.

Defina o seguinte espaço vetorial

V = span {fγ : γ ∈ H} .

Primeiramente, será mostrado que a família {fγ : γ ∈ H} é linearmente independente.

Seja

F (x) =
m∑
i=1

αifβi(x),

onde x ∈ R, {αi}mi=1 ⊂ R e βi = βj se, e somente se, i = j. Suponha que F = 0. Então

F ′ = 0. Assim, derivando a função F , segue que

F ′(x) =
m∑
i=1

αif
′
βi

(x)

=
m∑
i=1

αi(e
−βix−2

)′

=
m∑
i=1

αi
2βi
x3

(e−βix
−2

)

=
2

x3

m∑
i=1

αiβifβi(x)

:=
2

x3
G1(x)

= 0. (3.1)

Como 2/x3 6= 0 para todo x ∈ R \ {0}, temos que G1 = 0. Logo, G′1 = 0. Desta forma,

derivando a função G1 , segue que
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G′1(x) =
m∑
i=1

αiβif
′
βi

(x)

=
m∑
i=1

αiβi(e
−βix−2

)′

=
m∑
i=1

αi
2β2

i

x3
(e−βix

−2

)

=
2

x3

m∑
i=1

αiβ
2
i fβi(x)

:=
2

x3
G2(x)

= 0. (3.2)

Portanto, G2 = 0. Logo, G′2 = 0. Continuando do mesmo modo, obtemos

Gn :=
m∑
i=1

αiβ
n
i fβi = 0, para cada n ∈ N.

Tomando o limite na função acima, nota-se que

lim
x→∞

Gn(x) = lim
x→∞

m∑
i=1

αiβ
n
i fβi(x)

=
m∑
i=1

lim
x→∞

αiβ
n
i fβi(x)

=
m∑
i=1

lim
x→∞

αiβ
n
i (e−βix

−2

)

=
m∑
i=1

αiβ
n
i . (3.3)

Por outro lado,

lim
x→∞

Gn(x) = lim
x→∞

0 = 0. (3.4)

Portanto,
m∑
i=1

αiβ
n
i = 0, para cada n ∈ N.
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Deste modo, ao escrever essa última equação para n = 0, . . . ,m − 1, obtemos o seguinte

sistema de equações lineares



1 1 1 . . . 1

β1 β2 β3 . . . βm

β2
1 β2

2 β2
3 . . . β2

m

...
...

... . . . ...

βm−1
1 βm−1

2 βm−1
3 . . . βm−1

m





α1

α2

α3

...

αm


=



0

0

0
...

0


.

Devido a Proposição 1.2.6, segue que a matriz do sistema de equações é não-singular e,

portanto, temos que α1 = α2 = . . . = αm = 0. Assim, o conjunto {fγ : γ ∈ H} é

linearmente independente. Portanto, dimR V =∞.

Agora, é necessário mostrar que F pertence a M0. Com efeito, a expansão de Taylor

de F em torno de 0 é
∞∑
n=0

F (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

(
m∑
i=1

αif
(n)
βi

(0)

n!

)
xn = 0, x ∈ R,

ou seja, F ∈ M0. Assim, V ⊂ M0 ⊂ M . Portanto, o conjunto M das funções C∞ de R

em R com expansão de Taylor constante é lineável.

3.2 Funções aditivas e R-lineares descontínuas

Definição 3.2.1. Sejam X e Y espaços vetoriais sobre um corpo F.

(i) Uma função f : X −→ Y é dita aditiva se f(x+y) = f(x)+f(y), para cada x, y ∈ X.

(ii) Uma função f : X −→ Y é dita F-linear se f é aditiva e f(λx) = λf(x), para cada

x ∈ X e λ ∈ F.

Proposição 3.2.1. Se f : R −→ R é aditiva, então f é Q-linear. Além disso, se f é

contínua, então f(x) = f(1)x para cada x ∈ R.

Demonstração. Provemos, por indução, que

f(nx) = nf(x), (3.5)
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para todo x ∈ R e n ∈ N. Claramente, a afirmação (3.5) é verdadeira se n = 1. Assuma

que ela é verdadeira para n. Então,

f((n+ 1)x) = f(nx) + f(x)

= nf(x) + f(x)

= (n+ 1)f(x). (3.6)

Substituindo x por x/n em (3.5), obtemos

f(x) = f
(
n
x

n

)
= nf

(x
n

)
,

ou seja,

f
(x
n

)
=

1

n
f(x). (3.7)

Segue de (3.5) e (3.7) que, para cada m ∈ N,

f
(
m
x

n

)
= mf

(x
n

)
=
m

n
f(x). (3.8)

Observe que

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0).

Então, subtraindo f(0) de ambos os lados, segue que f(0) = 0. Ainda temos,

f(0) = f((−x) + x) = f(−x) + f(x). (3.9)

Logo,

f(−x) = −f(x), (3.10)

para cada x ∈ R.

Deste modo, se m,n ∈ N, então segue de (3.8) e (3.10) que

f
(
−mx

n

)
= −f

(
m
x

n

)
= −m

n
f(x), (3.11)

para todo x ∈ R. Portanto, f é Q-linear.

Suponha que f é contínua. Dado x ∈ R, existe uma sequência de números racionais

(qn)n∈N convergindo para x. Assim, usando a continuidade de f e o fato de que f é
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Q-linear, obtemos

f(x) = f(x1) = f
(

lim
n→∞

qn1
)

= lim
n→∞

f(qn1)

= lim
n→∞

qnf(1) = f(1) lim
n→∞

qn = f(1)x, (3.12)

para cada x ∈ R.

Note que uma função f : R −→ R aditiva é contínua se, e somente se, tem a forma

f(x) = cx, onde c é uma constante real.

O próximo exemplo mostra como obter uma função aditiva descontínua em R utili-

zando base de Hamel. (Veja [9, p. 33]).

Exemplo 3.2.1. Seja H = {rα}α∈I uma base de Hamel do espaço vetorial R sobre o

corpo dos racionais Q. Cada x ∈ R é escrito de maneira única como combinação linear

de elementos de H,

x = pα1rα1 + pα2rα2 + . . .+ pαk
rαk

,

onde pα1 , pα2 , . . . , pαk
∈ Q. Defina f : R −→ R por

f(x) = pα1 + pα2 + . . .+ pαk
.

Segue diretamente da definição que f é aditiva. Como f(x) ∈ Q, para cada x ∈ R, e todo

intervalo não-degenerado com extremidades racionais contém números irracionais, segue

do Teorema do Valor Intermediário que f não é contínua.

Proposição 3.2.2. O gráfico de toda função aditiva f : R −→ R que não é da forma

f(x) = cx, para todo x ∈ R, sendo c uma constante real, é denso em R2.

Demonstração. Seja f : R −→ R uma função aditiva que não é da forma f(x) = cx,

para todo x ∈ R, e o gráfico de f representado por

G = {(x, y) ∈ R2 : y = f(x)}.

Escolha x1 ∈ R, com x1 6= 0. Como f não é da forma f(x) = cx, para qualquer constante

c ∈ R, existe x2 ∈ R, com x2 6= 0, tal que
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f(x1)

x1

6= f(x2)

x2

.

Assim, segue que

det

 x1 f(x1)

x2 f(x2)

 6= 0.

Consequentemente, os vetores p1 := (x1, f(x1)) e p2 := (x2, f(x2)) são linearmente in-

dependentes e, assim, geram o R2. Seja p um vetor arbitrário no plano. Então, existem

escalares β1, β2 ∈ R tais que

p = β1p1 + β2p2 .

Considere R2 munido da norma do máximo. Para ε > 0 dado, como Q2 é denso em R2,

existe (q1, q2) ∈ Q2 tal que

||(β1, β2)− (q1, q2)|| < ε

||p1||+ ||p2||+ 1
,

ou seja,

max{|β1 − q1|, |β2 − q2|} <
ε

||p1||+ ||p2||+ 1
.

Logo,

||p− (q1p1 + q2p2)|| ≤ ||p− (β1p1 + β2p2)||+ ||(β1p1 + β2p2)− (q1p1 + q2p2)||

= 0 + ||(β1p1 + β2p2)− (q1p1 + q2p2)||

= ||(β1 − q1)p1 + (β2 − q2)p2)||

≤ |β1 − q1|||p1||+ |β2 − q2|||p2||

<
ε

||p1||+ ||p2||+ 1
(||p1||+ ||p2||)

< ε. (3.13)

Agora, note que
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q1p1 + q2p2 = q1(x1, f(x1)) + q2(x2, f(x2))

= (q1x1 + q2x2, q1f(x1) + q2f(x2))

= (q1x1 + q2x2, f(q1x1) + f(q2x2)), (3.14)

já que f é Q-linear, pela Proposição 3.2.1. Desta forma,

G12 = {(x, y) ∈ R2 : x = q1x1 + q2x2, y = f(x), q1, q2 ∈ Q}

é denso em R2 e como G12 ⊂ G segue que

R2 = G12 ⊂ G ⊂ R2.

Logo, G = R2, ou seja, G é denso em R2.

Utilizando a Proposição 3.2.2 obtém-se um fenômeno patológico: o gráfico de toda

função f : R −→ R aditiva descontínua é denso em R2.

Teorema 3.2.1. Seja X um espaço vetorial topológico real. O conjunto de todas as funções

aditivas descontínuas em X, com valores reais, é lineável.

Demonstração. Seja H uma base de Hamel do espaço vetorial R sobre o corpo dos

racionais Q. Sem perda de generalidade, assumiremos que todos os elementos de H são

positivos. Recordemos que a cardinalidade de H é c. Dado um espaço vetorial topológico

real X, vamos construir um espaço vetorial real de dimensão

µ = max[c, dim(X)],

tal que cada elemento não nulo seja uma função aditiva descontínua de X em R. Considere

os seguintes conjuntos

L = {f ∈ F (X,R) : f é aditiva},

Lc = {f ∈ F (X,R) : f é aditiva e contínua},

M = {f ∈ F (X,R) : f é aditiva e descontínua}.
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Observe que L é um espaço vetorial real e Lc é um subespaço vetorial de L. Seja E uma

base de Hamel de X como um espaço vetorial sobre R e defina o conjunto

B = {γv : γ ∈ H; v ∈ E} .

Então, B é uma base de Hamel de X sobre Q de cardinalidade µ. Desta forma, para cada

b ∈ B, podemos definir a função f̃b : B → Q, dada por

f̃b(ξ) =

 1, se ξ = b

0, se ξ 6= b.

A função f̃b pode ser estendida de forma linear para todo X. Essa extensão será denotada

por fb. Considere agora, o subespaço vetorial Ls de L dado por

Ls = span{fb : b ∈ B}

e seja

F (x) =
k∑
i=1

αifbi(x),

onde k ∈ N, {αi}ki=1 ⊂ R e bi = bj se, e somente se, i = j. Suponha que F = 0. Então,

0 =
k∑
i=1

αifbi(bj) = αj, j = 1, 2, 3, . . . , k.

Deste modo, concluí-se que a família {fb : b ∈ B} é linearmente independente e, portanto,

dimR Ls = µ, ou seja, infinita.

Mostraremos agora que Ls \ {0} ⊂ M . Para isso, basta mostrar a descontinuidade da

função F quando não é identicamente nula. Neste caso, temos {αi}ki=1 ⊂ R\{0}. Assuma

F contínua. A restrição de F ao conjunto Rb1 = {θb1 : θ ∈ R}, denotada por F |Rb1 , é

uma função aditiva contínua. Além disso, F |Rb1 é R− linear. De fato, dado β ∈ R, existe



40

uma sequência (qn)n∈N em Q tal que lim
n→∞

qn = β. Assim,

F |Rb1(βb1) = F |Rb1
(

lim
n→∞

qnb1

)
= lim

n→∞
F |Rb1(qnb1)

= lim
n→∞

qnF |Rb1(b1)

= βF |Rb1(b1). (3.15)

A função F |Rb1 se anula apenas no vetor nulo, pois se F |Rb1(θb1) = 0, com θ ∈ R, então

0 = θF |Rb1(b1) = θ
k∑
i=1

αifbi(b1) = θα1. (3.16)

Como α1 6= 0, temos θ = 0. Por outro lado, existem v ∈ E e γ1 ∈ H tais que b1 = γ1v e

assim Hv ⊂ Rb1, visto que

γv =
γ

γ1

γ1v =
γ

γ1

b1 ∈ Rb1, γ ∈ H.

Assim, considerando o conjunto infinito Hv\{bi}ki=1 temos que F |Rb1 se anula em cada ele-

mento deste conjunto. Contradição, pois F |Rb1 se anula somente no vetor nulo. Portanto,

F é descontínua.

Finalmente, uma vez que, Ls ⊂ M ∪ {0} e dimR Ls = ∞, o conjunto M de todas as

funções aditivas descontínuas em X, com valores reais, é lineável.

Observação 3.2.1. Lembre-se que pela Proposição 1.2.5, se X é um espaço vetorial

normado de dimensão infinita sobre R, então existem funções R-lineares f : X −→ R

descontínuas.

Teorema 3.2.2. Seja X um espaço normado real de dimensão infinita. O conjunto de

todas as funções f : X −→ R R-lineares descontínuas é lineável.

Demonstração. Seja X um espaço normado real de dimensão infinita. Considere um

conjunto infinito enumerável B = {vj}∞j=0 linearmente independente contido na esfera

unitária SX de X. Deste modo, para cada i ∈ N, com i ≥ 2, defina a função f̃i : B −→ R

dada por
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f̃i(vj) = ij.

A função f̃i pode ser estendida de forma linear para todo X. Essa extensão será denotada

por fi. Considere agora, o subespaço vetorial V dado por

V = span{fi : i ∈ N, i ≥ 2}

e seja

F (x) =
k∑
j=1

αjfij(x),

onde k ∈ N, {αj}kj=1 ⊂ R e i1 > i2 > . . . > ik ≥ 2. Provaremos que dimR V =∞. Assuma

que F = 0. Se x = vm, m = 0, . . . , k − 1, então

0 =
k∑
j=1

αjfij(v0) =
k∑
j=1

αji
0
j

= α1 + α2 + . . .+ αk, (3.17)

0 =
k∑
j=1

αjfij(v1) =
k∑
j=1

αji
1
j

= α1i
1
1 + α2i

1
2 + . . .+ αki

1
k, (3.18)

0 =
k∑
j=1

αjfij(v2) =
k∑
j=1

αji
2
j

= α1i
2
1 + α2i

2
2 + . . .+ αki

2
k, (3.19)

...

0 =
k∑
j=1

αjfij(vk−1) =
k∑
j=1

αji
k−1
j

= α1i
k−1
1 + α2i

k−1
2 + . . .+ αki

k−1
k . (3.20)
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Desta forma, construímos o seguinte sistema de equações lineares



1 1 1 . . . 1

i1 i2 i3 . . . ik

i21 i22 i23 . . . i2k
...

...
... . . . ...

ik−1
1 ik−1

2 ik−1
3 . . . ik−1

k





α1

α2

α3

...

αk


=



0

0

0
...

0


.

Devido a Proposição 1.2.6, segue que a matriz do sistema de equações é não-singular e,

portanto, temos que α1 = α2 = . . . = αk = 0. Assim, dimR V =∞.

Finalmente, provaremos que se F 6= 0, então F é descontínua. Para todo inteiro

não-negativo j, temos que

|F (vj)| = |α1i
j
1 + . . .+ αki

j
k|

≥ |α1|ij1 − . . .− |αk|i
j
k

=
|α1|ij1
k − 1

+ . . .+
|α1|ij1
k − 1︸ ︷︷ ︸

k−1 vezes

− (|α2|ij2 + |α3|ij3 + . . .+ |αk|ijk)

=
|α1|ij1
k − 1

− |α2|ij2 + . . .+
|α1|ij1
k − 1

− |αk|ijk. (3.21)

Dado que i1 > ih, para h = 2, . . . , k obtemos

lim
j→∞

|α1|ij1
k − 1

− |αh|ijh = lim
j→∞

ijh

(
|α1|
k − 1

(
i1
ih

)j
− |αh|

)
=∞,

para h = 2, . . . , k, ou seja, a função linear F não é limitada. Portanto, não pode ser

contínua.

3.3 Funções que possuem um número finito de pontos

de continuidade

Teorema 3.3.1. O conjunto de todas as funções f : R −→ R que tem um número finito

de pontos de continuidade é lineável.
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Demonstração. Para cada i ∈ N defina a função

fi(x) =

 xi, sex ∈ Q

−xi, sex ∈ R \Q.

Considere o espaço vetorial V dado por

V = span{fi : i ∈ N}

e seja

F (x) =
k∑
j=1

αjfij(x),

onde k ∈ N, {αj}kj=1 ⊂ R e i1 < i2 < . . . < ik. Suponha que F = 0. Então, através da

avaliação de F em 1, 2, . . . , 2k−1, temos que

0 = F (1)

= α1fi1(1) + α2fi2(1) + . . .+ αkfik(1)

= α1 + α2 + . . .+ αk, (3.22)

0 = F (2)

= α1fi1(2) + α2fi2(2) + . . .+ αkfik(2)

= α12i1 + α22i2 + . . .+ αk2
ik , (3.23)

0 = F (22)

= α1fi1(2
2) + α2fi2(2

2) + . . .+ αkfik(22)

= α1(22)i1 + α2(22)i2 + . . .+ αk(2
2)ik , (3.24)

...

0 = F (2k−1)

= α1fi1(2
k−1) + α2fi2(2

k−1) + . . .+ αkfik(2k−1)

= α1(2k−1)i1 + α2(2k−1)i2 + . . .+ αk(2
k−1)ik . (3.25)



44

Desta forma, construímos o seguinte sistema de equações lineares



1 1 1 . . . 1

2i1 2i2 2i3 . . . 2ik

(2i1)2 (2i2)2 (2i3)2 . . . (2ik)2

...
...

... . . . ...

(2i1)k−1 (2i2)k−1 (2i3)k−1 . . . (2ik)k−1





α1

α2

α3

...

αk


=



0

0

0
...

0


.

Devido a Proposição 1.2.6, segue que a matriz do sistema de equações é não-singular e,

portanto, temos que α1 = α2 = . . . = αk = 0. Deste modo, dimR V =∞.

Agora temos que verificar que se F 6= 0, então F possui um número finito de pontos

de continuidade. Note que F pode ser escrita como

F (x) =
n∑
i=1

αifi(x),

onde n ∈ N e {αi}ni=1 ⊂ R. Sem perda de generalidade podemos supor que, pelo menos

um dos αi ′s não é igual a zero. Assim, para qualquer x ∈ R, temos que

F (x) =

 α1x+ α2x
2 + α3x

3 + . . .+ αnx
n, sex ∈ Q

−(α1x+ α2x
2 + α3x

3 + . . .+ αnx
n), sex ∈ R \Q.

Desta forma, se F é contínua em x, então α1x + α2x
2 + α3x

3 + . . . + αnx
n = 0. De fato,

se x ∈ R \Q então existe uma sequência (pk)k∈N em Q que converge para x. Deste modo,

lim
k→∞

F (pk) = lim
k→∞

(α1pk +α2p
2
k + . . .+αnp

n
k) = (α1x+α2x

2 +α3x
3 + . . .+αnx

n) = −F (x)

Pela continuidade da F segue que lim
k→∞

F (pk) = F (x) e devido a unicidade do limite,

tem-se −F (x) = F (x) e assim, F (x) = 0. Para x ∈ Q, tomando uma sequência (qk)k∈N

em R \Q que converge para x, o processo é análogo.

Agora, se x1, x2, . . . , xn são n pontos de continuidade de F, distintos e não-nulos, então

temos o seguinte sistema linear de equações
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

x1 x2
1 x3

1 . . . xn1

x2 x2
2 x3

2 . . . xn2

x3 x2
3 x3

3 . . . xn3
...

...
... . . . ...

xn x2
n x3

n . . . xnn





α1

α2

α3

...

αn


=



0

0

0
...

0


.

Observe que esta matriz também é não-singular, pois o seu determinante é a multiplicação

de x1, x2, . . . , xn pelo determinante da matriz de Vandermonde, ou seja,(
n∏
k=1

xk

)( ∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

)
6= 0 .

Portanto, temos que α1 = α2 = . . . = αn = 0. Contradição, pois pelo menos um dos

escalares αi ′s é diferente de zero. Como consequência, o número de pontos de continuidade

da função F não nulos é inferior a n. Como F também é contínua em 0, o número de

pontos de continuidade da função F é menor ou igual a n. Logo, o conjunto de todas as

funções f : R −→ R que tem um número finito de pontos de continuidade é lineável.

3.4 Funções cuja derivada não é limitada em um inter-

valo fechado

Teorema 3.4.1. O conjunto de todas as funções f : R −→ R cuja derivada é ilimitada

em um intervalo fechado é lineável.

Demonstração. Seja M o conjunto de todas as funções de R em R que tem derivada

ilimitada num intervalo fechado. Seja P o conjunto de todos os números primos e considere

as funções fp : R −→ R , onde p ∈ P , definidas por

fp(x) =


x2sen

1

px2
, se x 6= 0

0, se x = 0.
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Figura 3.1: Gráfico da função f2.

As derivadas das funções fp são dadas por

f ′p(x) =


2x sen

1

px2
− 2

px
cos

1

px2
, se x 6= 0

0, se x = 0,

que são ilimitadas no intervalo [−1, 1], para qualquer p ∈ P . Com efeito, considere a

sequência

xn =
1√

2npπ

que converge para zero. Temos

lim
n→∞

f ′p(xn) = lim
n→∞

2√
2npπ

sen
2npπ

p
− 2
√

2npπ

p
cos

2npπ

p
= −∞.

Portanto, são ilimitadas no intervalo [−1, 1]. Este fato pode ser observado, por exemplo,

no gráfico a seguir quando p = 2.
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Figura 3.2: Gráfico da função f ′2.

Agora, considere o espaço vetorial dado por

V = span {fp : p ∈ P}.

Provaremos que o conjunto {fp : p ∈ P} é linearmente independente. Seja

F (x) =
k∑
i=1

αifpi(x), x ∈ R,

onde k ∈ N, {αi}ki=1 ⊂ R e {pi}ki=1 ⊂ P com pi = pj se, e somente se, i = j. Suponha que

F = 0 e seja

xj =

(
1

p1p2 . . . pj−1pj+1 . . . pkπ

) 1
2

.
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Assim, para cada j = 1, 2, . . . , k , temos que

0 = F (xj)

=
k∑
i=1

αix
2
jsen

(
p1p2 . . . pj−1pj+1 . . . pkπ

pi

)
= αjx

2
jsen

(
p1p2 . . . pj−1pj+1 . . . pkπ

pj

)
= αjx

2
jsen(qjπ). (3.26)

Como qj =

(
p1p2 . . . pj−1pj+1 . . . pk

pj

)
∈ Q \ Z, para todo j = 1, 2, . . . , k, tem-se que

αj = 0, uma vez que x2
jsen(qjπ) 6= 0 . Deste modo, a família {fp : p ∈ P} é linearmente

independente e dimR V =∞.

Agora, mostraremos que V \ {0} ⊂ M . Seja F 6= 0 com {αi}ki=1 ⊂ R \ {0}. Note que

a família
{

1

px
cos

1

px2
: p ∈ P

}
é linearmente independente. De fato, considere

k∑
i=1

βi
1

pix
cos

1

pix2
= 0, para todo x ∈ R \ {0}.

Para mostrar que βi = 0, i = 1, 2, . . . , k, basta escolher valores adequados de x ∈ R. Se

pi 6= 2, i = 1, 2, . . . , k , tome

xj =

 1

p1p2 . . . pj−1pj+1 . . . pk
π

2

 1
2

, j = 1, 2, . . . , k .

Se pl = 2 para algum l ∈ {1, 2, . . . , k}, tome

xl =

 1

p1p2 . . . pl−1pl+1 . . . pk
π

2

 1
2

e

xj =

 2

p1p2 . . . pj−1pj+1 . . . pk
π

2

 1
2

, se j 6= l.

Temos



49

F ′(x) =


k∑
i=1

αi

[
2x sen

(
1

pix2

)
− 2

pix
cos

(
1

pix2

)]
, se x 6= 0

0, se x = 0.

Como
{

1

px
cos

(
1

px2

)
: p ∈ P

}
é linearmente independente, o fator

k∑
i=1

2αi
pix

cos

(
1

pix2

)
não é nulo. Suponha, por absurdo, que F ′ é limitada em [−1, 1], isto é, existe c > 0 tal

que

|F ′(x)| ≤ c, para todo x ∈ [−1, 1].

Então,

0 ≤ lim
x→0
|xF ′(x)| ≤ lim

x→0
c|x| = 0.

Logo,

lim
x→0

xF ′(x) = 0.

Temos

xF ′(x) =


k∑
i=1

αi

[
2x2sen

(
1

pix2

)
− 2

pi
cos

(
1

pix2

)]
, se x 6= 0

0, se x = 0.

Como lim
x→0

k∑
i=1

αi

[
2x2sen

(
1

pix2

)]
= 0 e lim

x→0
xF ′(x) = 0, segue que

lim
x→0

k∑
i=1

2αi
pi

cos

(
1

pix2

)
= 0,

que é uma contradição pois tal limite não existe. De fato, considere a sequência

xn = (p2p3 . . . pk)
− 1

2

(π
2

+ 2nπ
)− 1

2 , para n ∈ N.
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Temos lim
n→∞

xn = 0. Além disso,

k∑
i=1

2αi
pi

cos

(
1

pix2
n

)
=

k∑
i=1

2αi
pi

cos

[
p2p3 . . . pk

pi

(π
2

+ 2nπ
)]

=
2α1

p1

cos

[
p2p3 . . . pk

p1

(π
2

+ 2nπ
)]

=
2α1

p1

cos
[
q
(π

2
+ 2nπ

)]
, (3.27)

onde q =
p2p3 . . . pk

p1

∈ Q \ Z. Portanto,

lim
n→∞

k∑
i=1

2αi
pi

cos

(
1

pix2
n

)
= lim

n→∞

2α1

p1

cos
[
q
(π

2
+ 2nπ

)]
,

que não existe.

Recentemente, García-Pacheco et al. [8] mostraram que o conjunto das funções reais

diferenciáveis em R com derivada descontínua na origem é lineável.

3.5 Funções everywhere sobrejetoras que são nulas em

quase toda parte

A próxima definição encontra-se em [7].

Definição 3.5.1. Uma função f : R −→ R é dita everywhere sobrejetora, se para cada

intervalo não trivial (a, b) tem-se f((a, b)) = R.

A existência desse tipo de função foi observada pela primeira vez por Lebesgue em

[16]. Veja também uma referência moderna [9].

A seguir, apresentaremos uma função everywhere sobrejetora e nula em quase toda

parte que foi extraída da referência [6].

Exemplo 3.5.1. Seja (In)n∈N a coleção de todos os intervalos abertos cujos extremos são

números racionais. O intervalo I1 contém um conjunto do tipo Cantor, C1. Note que

I2 \C1 também contém um conjunto do tipo Cantor, C2. Temos que I3 \ (C1∪C2) contém
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um conjunto do tipo Cantor, C3. Indutivamente, construímos uma família de conjuntos

do tipo Cantor disjuntos (Cn)n∈N de tal forma que para cada n ∈ N, temos

In\

(
n−1⋃
k=1

Ck

)
⊃ Cn.

Agora, para cada n ∈ N, tome uma bijeção φn : Cn −→ R e defina f : R −→ R por

f(x) =

φn(x), sex ∈ Cn

0, caso contrário.

Observe que f é uma função everywhere sobrejetora. De fato, considere um intervalo

aberto arbitrário I não trivial em R. Logo, existe k ∈ N tal que Ik ⊂ I. Assim, uma vez

que, Ck ⊂ Ik ⊂ I, temos que

f(I) ⊃ f(Ik) ⊃ f(Ck) = φk(Ck) = R.

Portanto, f é uma função everywhere sobrejetora. Além disso, f é nula em quase toda

parte, pois

µ (
⋃∞
n=1Cn) =

∞∑
n=1

µ(Cn) = 0,

sendo µ a medida de Lebesgue.

Teorema 3.5.1. O conjunto das funções everywhere sobrejetoras que são nulas em quase

toda parte é lineável.

Demonstração. Seja M o conjunto das funções everywhere sobrejetoras que são nulas

em quase toda parte. Considere o seguinte espaço vetorial

V = span {f 2k+1 : k ∈ N ∪ {0}},

onde f : R −→ R é uma função fixa em M. Uma vez que f é everywhere sobrejetora

tem-se que o conjunto {f 2k+1 : k ∈ N∪{0}} é uma família linearmente independente. De

fato, como f : R −→ R é uma função sobrejetora, existem x1, x2, . . . , xk ∈ R tais que
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f(xj) = 2j−1, j = 1, 2, . . . , k.

Logo, se

k∑
i=1

βif
2ji+1(x) = 0, para todo x ∈ R,

onde {βi}ki=1 ⊂ R e j1 < j2 < . . . < jk, então tomando x = xj, j = 1, 2, . . . , k, obtemos o

seguinte sistema de equações lineares



1 1 1 . . . 1

22j1+1 22j2+1 22j3+1 . . . 22jk+1

(22j1+1)2 (22j2+1)2 (22j3+1)2 . . . (22jk+1)2

...
...

... . . . ...

(22j1+1)k−1 (22j2+1)k−1 (22j3+1)k−1 . . . (22jk+1)k−1





β1

β2

β3

...

βk


=



0

0

0
...

0


,

cuja matriz dos coeficientes é não-singular, devido a Proposição 1.2.6. Portanto, temos

que β1 = β2 = . . . = βk = 0. Logo, {f 2k+1 : k ∈ N ∪ {0}} é uma família linearmente

independente. Assim, dimR V =∞.

Resta mostrar que V \ {0} ⊂M . Seja

F (x) =
k∑
i=1

αif
2ji+1(x), x ∈ R,

onde k ∈ N, {αi}ki=1 ⊂ R \ {0} e j1 < j2 < . . . < jk. Primeiramente, será mostrado que F

é everywhere sobrejetora. Para isso, considere a equação abaixo, com s fixado em R,

P (x) :=
k∑
i=1

αix
2ji+1 = s.

Uma vez que o polinômio P possui grau ímpar, existe pelo menos uma solução real para

a equação acima devido a sobrejeção de P. Esta solução será denotada por γ. Por outro

lado, dado que f ∈M , temos que para qualquer intervalo (a, b) ⊂ R, existe uma constante

ξ ∈ (a, b) tal que f(ξ) = γ, pois f é everywhere sobrejetora. Consequentemente, segue

que
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F (ξ) =
k∑
i=0

αif
2ji+1(ξ)

=
k∑
i=0

αiγ
2ji+1

= s, (3.28)

o que nos mostra que F é everywhere sobrejetora. Agora, para ver que F é também nula

em quase toda parte, considere os conjuntos

A = {x ∈ R : f(x) = 0},

B = {x ∈ R : F (x) = 0}.

Note que A ⊂ B e assim, R \ B ⊂ R \ A. Além disso, µ(R \ A) = 0, pois f é nula em

quase toda parte. Então,

0 ≤ µ(R \B) ≤ µ(R \ A) = 0.

Logo, µ(R \B) = 0.

O próximo resultado encontra-se em [6, p. 3868].

Teorema 3.5.2. O conjunto das funções injetoras de R em R não é lineável.

Demonstração. Seja M o conjunto das funções injetoras de R em R. Seja V um espaço

vetorial tal que V \{0} ⊂M . Provaremos que dimR V = 1. Suponhamos que dimR V > 1.

Então, podemos tomar duas funções injetoras f e g em V, linearmente independentes.

Tome x 6= y e α =
f(x)− f(y)

g(y)− g(x)
∈ R. Agora, considere a função h dada por

h = f + αg.

Como V é espaço vetorial, temos que h ∈ V . Além disso, h 6= 0 pois f e g são linearmente
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independentes. Note que

h(x) = f(x) + αg(x)

= f(x) +
f(x)− f(y)

g(y)− g(x)
g(x)

=
f(x)g(y)− f(x)g(x) + f(x)g(x)− f(y)g(x)

g(y)− g(x)

=
f(x)g(y)− f(y)g(x)

g(y)− g(x)
. (3.29)

Por outro lado,

h(y) = f(y) + αg(y)

= f(y) +
f(x)− f(y)

g(y)− g(x)
g(y)

=
f(y)g(y)− f(y)g(x) + f(x)g(y)− f(y).g(y)

g(y)− g(x)

=
f(x)g(y)− f(y)g(x)

g(y)− g(x)
. (3.30)

Logo, para x 6= y temos h(x) = h(y), ou seja, h não é injetora. Contradição. Portanto,

dimR V = 1. Logo, M não é lineável.
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