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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma abordagem sobre o comporta-
mento do Principio de Recuperagdo da Malha Objetivo em sistemas de fase ndo-minima
na sintese LQG. O Principio de Recuperagdo da Malha Objetivo é uma abordagem que
visa recuperar as propriedades de robustez do Regulador Linear Quadratico ou do

Filtro de Kalman-Bucy para a sintese de controladores LQG, onde consolidou-se o
controlador LQG/LTR.

Neste trabalho serd mostrado que, expandindo-se o sistema através de inte-
gradores e fazendo-se as devidas escolhas dos pardmetros de projeto, o formato exato
dos valores singulares da malha fechada pode ser determinado. Serdo investigados os
limites de desempenho impostos pelo zero de fase nao-minima. Aplica¢des do controle
LQG/LTR em um exemplo numérico e também em um modelo de uma planta real,
ambos com um zero de fase ndo-minima, serdo apresentadas. Estas aplicagdes tem por
objetivo comprovar a influéncia dos pardmetros de projeto sobre o desempenho do
sistema em questdo e sobre o comportamento do sistema quando se faz as devidas

altera¢des nestes parametros.

Palavras-chaves: Controle LQG/LTR em tempo continuo e discreto, Sistema de Fase
Na&o-Minima, Controle Robusto, Limites de Desempenho.



Abstract

This work presents a new approach on the behavior of Loop Transfer Recovery
Principle in nonminimum phase systems on LQG synthesis. Loop Transfer Recovery
Principle is an approach that aims to recover the robust properties of Linear Quadratic
Regulator or Kalman-Bucy Filter to LQG controllers synthesis, known as LQG/LTR

controller.

In this work it will be shown that with a system augmented by integrators and
specific choices of design parameters the exact shape of feedback loop singular values
and the performance bounds imposed by nonminimum phase zero can be known. It
will be presented an application of LQG/LTR methodology in a numeric example and
in a model of a real plant system, both with one nonminimum phase zero, to prove the
influence of design parameters on system bounds and the behavior of maximum peak

values of system outputs when certain changes are made on these parameters.

Key-words: Discrete and Continuous-time LQG/LTR Control, Nonminimum Phase

System, Robust Control, Performance Bounds
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1 Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

Na década de 1940 vérios métodos de controle foram desenvolvidos, principal-
mente os relacionados aos métodos baseados em analise do diagrama de Bode (1). No
tinal desta década Evans divulgou o método de controle por lugar das raizes, uma
nova metodologia para a sintese de controladores (2). Essas técnicas, aliadas as regras
criadas por Ziegler e Nichols para ajuste empirico de controladores PID, permitiram
ampla utilizacdo desses controladores no meio industrial (3). Mas do ponto de vista de

robustez, os métodos cldssicos eram limitados.

Sistemas de controle baseados em resposta em frequéncia e lugar das raizes
possuem bons rendimentos, porém, ndo sdo 6timos no sentido estrito desse termo (4).
Entdo, por conta disto, desde o final da década de 1950, a énfase no projeto de sistemas
de controle foi alterada de um sistema funcional para um sistema 6timo em algum
ponto relevante para o projetista, o que levou a inser¢do de métodos de varidveis de
estado com retroacdo de estados, estimadores de estados e os sistemas de controle

6timo que ficaram conhecidos como teoria de controle moderno.

O controle 6timo teve seu inicio na década de 1940, desenvolvendo-se de forma
intensa até a década de 1960 com o controle LQG - Linear Quadratic Gaussian. O
controle LQG se baseia na combina¢do de um regulador LQR - Linear Quadratic Re-
gulator e um observador de estados chamado Filtro de Kalman, o controle LQG foi
muito utilizado nos programas aeroespaciais, em aplica¢des aeronauticas e problemas
de minimizagdo. O LQR e o Filtro de Kalman sdo robustos quando analisados separada-
mente, porém, combinados no controle LQG, essas propriedades ndo sdo recuperadas.
O controle robusto considera que hd uma diferenca entre 0 modelo matematico da
planta (processo a ser controlado) e o modelo matematico real da planta. Entdo requisi-
tos de estabilidade e desempenho do sistema de controle devem ser mantidos em face

as incertezas no modelo da planta (5).

A falha no quesito de robustez gerou a necessidade de um estudo mais apro-
fundado do controlador LQG nas décadas de 1970 e 1980, e com isso foi proposto entdo
o Principio de Recuperacdo da Malha Objetivo, ou LTR - Loop Transfer Recovery. O
procedimento LTR, que teve seu inicio com Doyle e Stein (6) baseados nas idéias de
Kwakernaak e Sivan (7), recupera a robustez do controlador LQG levando a uma me-
lhor formatagdo da malha objetivo e, além de fornecer boas caracteristicas de robustez
e sensibilidade, simplifica o projeto LQG, porque a aplicagdo do controle LQG/LTR pre-
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cisa apenas da especificacdo do regulador, se aplicado pela entrada, ou do observador,
se aplicado pela saida.

Para o procedimento LTR, um bom desempenho se traduz numa malha objetivo
satisfatoria, obtida a partir de uma funcédo sensibilidade com comportamento de um
sistema de primeira ordem, com polo finito-real ou até mesmo na origem. Baseado
nesses conceitos, na década de 1980, Athans (8) propds como escolher os parametros no
controle LQG/LTR a fim de que os valores singulares da sensibilidade e da sensibilidade
complementar tivessem os formatos desejados em frequéncias extremas. A procedéncia
dos resultados de Athans pode ser verificada em (8), (9) e (10). Nesse mesmo dmbito de
andlise em (11) foi realizada a generalizacdo da expansdo de uma planta por qualquer
polo real-finito estavel.

Baseados nos resultados de Stein e Athans (12), Zhang e Freudenberg (9) apre-
sentaram a aplicagdo do controle LQG/LTR a uma classe de sistemas de fase ndo-minima
através da expansdo da planta por integradores e a escolha especifica de parametros

de projeto.

1.2 Justificativas

O procedimento LTR proposto por Doyle e Stein (13), (6), provou ser um método
efetivo para projeto de sistemas escalares e multivaridveis (14), (15), pois permite o
projeto da malha objetivo com especificagdes desejadas de robustez e estabilidade
através da escolha especifica de pardmetros e ganho do observador. Mas, como o
processo de recuperagdo depende da inversa da planta (12), (6) é necessario que esta
planta seja de fase minima. Como a presenca de sistemas com zeros de fase ndo-
minima é bastante frequente, a questdo da fase ndo-minima representa um limitador

para a aplicagdo da metodologia ((16), (17)).

Viérios autores ja discutiram sobre o efeito dos zeros de fase ndo-minima sobre
o procedimento LTR. Os autores de (18) propuseram um procedimento para recuperar
as propriedades da malha, para uma classe de controladores, por realimentagdo de
estados que realimentam apenas os "estados de fase-minima"(all pass minimum phase).
Ja Stein e Athans (12) propdem diversas abordagens para estes problemas, entre os
quais estd a incorporagdo dos efeitos dos zeros de transmissdo no SPD como uma
restricdo na otimizagdo H,. Em (8) é sugerido que é possivel obter recuperacdo da

malha em direc¢des ortogonais as dos zeros de transmissao no SPD.
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1.3 Objetivos

Em (9) um procedimento sistemdtico de recuperacdo da malha objetivo para
sistemas de fase ndo-minima é apresentado, o qual consiste em fatorar o modelo da
planta em uma parte de fase-minima com um fator "passa tudo"(all pass) estavel que
contém os zeros de transmissdo no SPD. Com isso, concluiram que a qualidade da

recuperacdo ficard em funcdo do erro provocado na frequéncia do zero.

Utilizando-se dos resultados obtidos em (9), este trabalho tem como objetivo
analisar a aplicagdo da metodologia LQG em sistemas de fase ndo-minima a fim de
avaliar o comportamento e o formato dos valores singulares da fungao sensibilidade,
sensibilidade complementar bem como do erro, provocado em funcdo do zero de fase
ndo-minima. A avaliagdo do comportamento do sistema seré feita através da compara-
¢do dos limites de desempenho das fun¢des sensibilidade do sistema controlado com
o formato exato dos limitantes de desempenho (equagdes), proposto por este trabalho.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos, sendo um de introdugdo,
um de conclusido e trabalhos futuros e os demais referentes ao desenvolvimento do
trabalho.

O segundo capitulo traz uma revisdo acerca da teoria do controle LQG, apre-
sentando suas principais caracteristicas, propriedades e implicac¢Oes; trata ainda da
planta generalizada P utilizada para o caso LQG. Além disso, apresenta o Principio de

Recuperagdo da Malha para o controlador LQG/LTR no tempo continuo e discreto.

O terceiro capitulo trata da aplicagdo do controle LQG/LTR sobre um sistema
com um zero de fase ndo-minima, onde serdo feitas abordagens a respeito dos limites
de desempenho do sistema, andlise do valore singular das fun¢des sensibilidade e
sensibilidade complementar bem como a influéncia de parametros de projeto sobre
o comportamento do sistema. O quarto capitulo apresenta uma simulacdo de um
exemplo numérico e do modelo de uma planta do helicéptero AH-64. O quinto capitulo

é dedicado as conclusdes e trabalhos futuros.
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2 Controle LQG/LTR em Tempo Conti-
nuo e em Tempo Discreto

Neste capitulo sera feita uma breve revisdo tedrica a respeito do controle multi-
varidvel e do controle LQG/LTR em tempo continuo e em tempo discreto, onde serdo
elencados resultados e conceitos provenientes de trabalhos ja finalizados ((19), (20),

(11)).
2.1 Controle Multivariavel

Considere o diagrama de blocos de uma malha de controle com realimentacdo

negativa e unitaria, representado na Figura 1.

D(s)

+

E
Ry — O ke Ge) g Y()

Figura 1 — Sistema de malha fechada.

Os sinais e sistemas presentes no diagrama, sdo:

G(s) planta linear, LITDF e com dimens&o m;

K(s) matriz de transferéncia do controlador, também LITDF e dimenséo m;

R(s) vetor de entradas de referéncia;

E(s) vetor de erros de rastreamento;

Y(s) vetor de saida da planta;

D(s) vetor de disttrbios refletidos na saida da planta.

A planta considerada é multivaridvel de multiplas entradas, multiplas saidas e
é quadrada, ou seja, possui 0 mesmo nimero de entradas e saidas. O projeto de um
controlador abrange a necessidade de se incluir requisitos como estabilidade, desem-

penho e robustez. A estabilidade estabelece que as saidas ndo podem ir ao infinito
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quando o sistema é submetido a uma excitagdo finita. Um conceito mais amplo de
estabilidade, conhecido como estabilidade interna, requer que, além da saida, outras
varidveis internas, como o sinal gerado pelo controlador e o erro, devem ser levadas
em consideracdo. O desempenho garante que os erros de rastreamento devem perma-
necer pequenos em magnitude em virtude da presenga das entradas de referéncia, das
entradas de disttrbios e dos ruidos de medigado. A robustez assegura a estabilidade e o
desempenho frente as incertezas no modelo deste processo ou dos sinais forcantes.

A matriz de transferéncia da malha aberta Lo(s), ou matriz de transferéncia vista
pela saida é dada por
Lo(s) = G(s)K(s) (2.1)
A matriz de transferéncia da malha aberta L;(s), ou matriz de transferéncia vista
pela entrada é dada por
Li(s) = K(s)G(s) (2.2)

A partir dessas malhas abertas podem-se definir as seguintes matrizes de trans-

feréncia em malha fechada:

e Matriz de transferéncia sensibilidade na saida
So(s) = (I +Lo(s))™ (2.3)
e Matriz de transferéncia sensibilidade complementar (ou rastreamento) na saida
To(s) = Lo(s)I + Lo(s))™ = (I + Lo(s)) "' Lo(s) (24)
e Matriz de transferéncia sensibilidade na entrada
Si(s) = (I + Li(s))™ (2.5)
e Matriz de transferéncia sensibilidade complementar (ou rastreamento) na entrada

T1(s) £ Li(s)(I + Li(s)) ™" = (I + Li(s)) ' Li(s) (2.6)

O termo complementar da fungdo 7 deve-se ao fato de que S+7 = 1. A
funcdo de sensibilidade complementar permite a avaliagdo do sistema do ponto de vista
do rastreamento do sinal de referéncia, ja a funcdo de sensibilidade avalia o sistema
do ponto de vista de rejeicdo a distarbios. O processo de formatagdo de matrizes
de transferéncia em malha fechada objetiva minimizar cada matriz de transferéncia
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em malha fechada, na faixa de frequéncia onde a perturbagdo externa relacionada
diretamente a ela é mais critica.

Observando-se a Figura 1 obtém-se para a equagdo da saida

Y(s) = T (s)R(s) + S(s)D(s) — T (s)N(s) (2.7)
em que N(s) é o ruido de medigdo que incide na saida do sistema.

E desejavel que a saida rastreie com perfeicdo a entrada de referéncia, ou seja,
y = r. Para isso, é necessdrio que 7 (s) — 1. Também é desejavel que a saida rejeite os
distarbios, e para isso é necessario que S(s) — 0. Uma vez que

SG)+T () =1 (2.8)

entdo se a magnitude de L(s) for grande, a magnitude de S(s) serd pequena e a magni-
tude de 7 (s) serd préxima a unidade. Para que o ruido ndo apareca na saida, é necessario
que 7 — 0, ou seja, a magnitude de L seja pequena. Felizmente, as frequéncias nas
quais a magnitude de L(s) deve ser feita grande ou pequena sdo diferentes. Nos limites
da magnitude de L(s), ou seja, magnitude de L(s) muito grande ou muito pequena, as

seguintes aproximagdes, no caso de sistemas SISO, sao validas (5):

IL(jw) > 1 = S(jw) ~ L (jw) e T (jw) ~ 1 (2.9)

L(jw)l < 1= S(jw) ~ 1e T (jo) ~ L(jw) (2.10)

No entanto, nas frequéncias onde a magnitude de L(s) é intermedidria, como,
por exemplo, perto da frequéncia de cruzamento de ganho (em sistemas SISO), as
magnitudes de S(s) e 7 (s) ndo podem ser inferidas a partir da magnitude de L(s). Uma
estratégia para isso é dar forma diretamente as fun¢des de malha fechada e ndo a malha
aberta L(s). Entdo o processo em geral envolve escolher uma fun¢do de ponderagao
Whp(s) de forma que

1S(jw)l < (2.11)

1
[Wp(jw)|

S(jw)Wp(jw)l < 1, (2.12)
para w € [0, 00).

No entanto, em muitos problemas de controle a serem considerados, dar forma

somente a sensibilidade ndo é suficiente, pois outros requisitos como reducdo da ultra-
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passagem mdaxima, diminui¢do da taxa de atenuacdo em altas frequéncias ou limitacao

dos sinais de controle podem ser desejados.

2.2 A Planta em Variaveis de Estado

Considere o sistema dindmico linear invariante no tempo representado em va-

ridveis de estado de uma planta P real-racional e prépria,

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Lw,(t)

p.o =) = Hx(®) (2.13)
zu(t) = plu(t)

y(t) = Cx(t) + ulw,(t)

na qual x é o vetor de estados, u é o vetor das entradas manipuladas de dimensao p e

y é o vetor das saidas medidas, w, e w, estdo relacionados as entradas exégenas e z,
e z, estdo relacionados as respostas auxiliares. Todas as matrizes utilizadas em (2.13)

possuem dimensdes compativeis.

As matrizes A, B e C formam a representa¢do em varidveis de estado do que é

conhecido como planta de processo Gp, como mostrado a seguir

Gp(s) == [%‘%] : (2.14)

Convertendo-se a representacdo em varidveis de estado em (2.14) em uma re-

presentacdo em matriz de transferéncia, tem-se

Gp(s) = C¢(s)B (2.15)

em que

B(s) = (s - A (2.16)

De acordo com as dimensdes de A, B e C e as equagdes (2.14) e (2.15), pode-se
inferir que a planta Gp possui n estados, m saidas e m entradas sendo Gp(s), portanto,

uma matriz de transferéncia composta por m x n fungdes de transferéncia com n polos
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multivaridveis.

i AlL ojB X
Z H{0 0,0 Wy
- | (2.17)
Zu 0]0 0 pI wy
y Clo uli0 || u

Em aplicagdes tipicas do controle LQG, sob o ponto de vista de controle 6timo
estocdstico, os parametros i, p, L e H possuem interpretagdo fisica clara. A matriz H
estd correlacionada com a dindmica da malha, o escalar p com o consumo de energia
e L e y estdo correlacionados com propriedades estatisticas dos ruidos de processo e
medicdo, respectivamente.

2.3 Controle LQG

Em aplicagdes tipicas do controle LQG, sob o ponto de vista do controle 6timo,
os parametros H, p, L e u estdo correlacionados com a dindmica da malha. Portanto, a
solugdo 6tima fornece os ganhos do regulador e do observador baseados nas interpre-

tacdes fisicas destes pardmetros (20).

O controlador LQG consiste na combinac¢dao de um controle 6timo, chamado
de LQR e um observador de estados conhecido como Filtro de Kalman. O primeiro
possui o objetivo de minimizar uma fun¢do de custo que apresenta duas matrizes de
ponderacdo (uma visando o gasto de energia R e a outra a dindmica do sistema Q).
Essa metodologia, em sistemas SISO, tem como vantagem a caracteristica de possuir
margem de ganho situada entre 6 [dB] e co [dB] e, margem de fase igual a 60° (21), as
quais sdo consideradas como boas propriedades garantidoras de robustez (em termos
de margens de estabilidade). Entretanto, as desvantagens apresentadas sdo em relagdo
a necessidade de que ndo haja ruidos e perturbac¢des no sistema e a acessibilidade dos
estados para medigdes para realimentacdo do sinal de controle. Ja o Filtro de Kalman
fornece um processo eficiente na estimagdo de estados quando do acoplamento de

ruidos tanto na entrada como na saida do sistema.

Assim, chegou-se a conclusdo de que se ambas as metodologias fossem combi-
nadas para dar origem ao controlador LQG, as desvantagens do LQR seriam superadas,
pois o Filtro de Kalman poderia estimar os estados para serem utilizados na realimen-
tagdo da malha de controle e ainda rejeitar os disttrbios inseridos no sistema. Porém,
quando essas duas metodologias foram combinadas no controle LQG, constatou-se que
as propriedades de robustez ndo eram garantidas, pois a inclusdo do Filtro de Kalman
poderia resultar na degradagdo das propriedades do LOR (13). Por esse motivo, Kwa-
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kernaak (22) e Doyle e Stein (23) propuseram o Principio de Recuperacdo da Malha
Objetivo.

Segundo Zames (24), a falta de robustez do controle LQG pode ser atribuida ao
critério integral quadratico da norma H, e a representacdo dos disttrbios como ruidos
brancos. Em 1989, Doyle et. al. (25) consagraram as solug¢des para o controle H, e H,,

no espacgo de estados.

Dentre as diversas formas de se formular um problema de controle a ser descrito
na forma de otimizagao via H, ou H.., 0 caso mais geral é o de Realimentagdo da Saida.
O diagrama de blocos geral de um sistema de controle para o problema denominado
realimentacdo da saida é o visto na Figura 2.

w Z

E— —

Figura 2 — Diagrama de blocos geral.

Na Figura 2, o bloco P representa a planta generalizada, real-racional e prépria,
que inclui a planta de processo G e todas as fun¢des de ponderagdo acerca dela. O
bloco K representa o controlador, real-racional e préprio. A matriz de transferéncia
resultante de w para z é denotada por 7, e é obtida através de uma transformacao linear
fracional inferior (5). O problema de controle entdo passa a ser o de como encontrar um
controlador K que, baseado nas informagdes do vetor y, diminua a influéncia do vetor

w em z através da minimiza¢dao de uma norma da matriz de malha fechada 7.

2.3.1 Otimizacao H,

Uma maneira adotada para realizar a minimizagdo de 7, foi a norma H,

definida conforme Doyle (25) como

TSl 2= \/i [ wrgorago (218)

Para o caso H>, uma representa¢do em varidveis de estado para o controlador K

é dada por

(2.19)
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em que
Kc=p?B'X (2.20a)

Kp = u™YC (2.20b)

sendo K¢ e Kr , respectivamente os ganhos da retroacdo de estados e do obervador de
estados; e X e Y, respectivamente, as matrizes simétricas das solugdes da retroacdo de

estados e do observador de estados dadas pelas Equagoes Algébricas de Riccati (EAR)
AX+XA-p?XBBX+HH=0 (2.21a)

YA + AY = u2YC'CY+LL =0 (2.21b)

As condicdes para a existéncia do controlador em (2.19) sdo que as matrizes
simétricas X e Y sejam positivas semidefinidas (25).

2.4 Controle LQG/LTR no tempo continuo

Considere a planta descrita em (2.13). A matriz de transferéncia do controlador

LQG, aplicado a esta planta é dada por (8)

K(s) = K.(sI = A + BK, + KrC) 'K, (2.22)

O controlador LQG existe, e é tinico, se as matrizes X e Y forem positivas
semidefinidas e se os pares (A, B) e (A, L) forem estabilizéveis e os pares (C, A) e (H, A)

forem detectaveis.

Sabe-se que, isoladamente, o Regulador Linear Quadrético e o Filtro de Kalman-
Bucy possuem boas propriedades garantidas de robustez. No entanto, para o controle
LQG tais propriedades nado sdo garantidas. De fato, Doyle (26) mostrou através de um
contraexemplo que as caracteristicas de robustez ndo sdo garantidas para qualquer
controlador LQG.

Em 1972, Kwakernaak e Sivan (7) motivados a estudar qual era a “mdxima
precisdo alcangavel” de reguladores lineares 6timos sem limita¢do na entrada (ou seja,
p — 0%), mostraram que, para um sistema dindmico LITDF com func¢do de custo

quadratica do tipo

0 < min f (2.2, + pu'u)dt = x (0)Xx(0), (2.23)
¥ Jo
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o custo tende a zero para qualquer x(0) quando p tende a zero pela direita se dim(z,) =
dim(u) e HD(s)B ndo possui zeros de transmissdo no SPD, e quando isto ocorre

Iim X=0 (2.24)
p—0*

Este comportamento assint6tico da solugdo da EAR para o regulador de estados
LQG desencadeou uma teoria que é conhecida como Principio de Recuperacdo da
Malha Objetivo (Loop Transfer Recovery). Primeiramente proposto por Doyle e Stein (23)
e consagrado por Stein e Athans (12), o Principio de Recuperacdo da Malha Objetivo
diz que, quando p tende a zero pela direita e o parametro de projeto H for feito igual a

B, o controlador em (2.22) tende a

11% K(s) = (CD(s)B)"'CD(s)Kp (2.25)
p—)

Isto significa dizer que a matriz de transferéncia da malha aberta Lo(s) tende a

lirgl+ G(s)K(s) = CD(s)KF (2.26)
p—)

que é a propria matriz de transferéncia do observador de estados (Filtro de Kalman-
Bucy); este procedimento também é conhecido como Principio de Recuperacdo da
Malha Objetivo pela saida, e existe também o procedimento conhecido como Principio
de Recuperagdo da Malha Objetivo pela entrada, que é dual ao procedimento LTR pela
saida, no qual u tende a zero pela direita e L é feito igual a B, resultando em:

lil’](;l K(s)G(s) = Kc®(s)B, (2.27)
u—0*
que é a matriz de transferéncia do Regulador Linear Quadratico.

A EAR em (2.21b) pode ser vista no dominio da frequéncia da seguinte forma

(I + CD(jw)Kp)(I + CP(j)Kr) = I + u 2CP(jw)L(CH(jw)L) (2.28)

Como uma consequéncia de (2.26) e (2.28), as seguintes propriedades de loop
shaping para o Principio de Recuperacdo da Malha Objetivo pela saida podem ser
obtidas

lim 0,0:(So(jw)) <1, (2.29a)
p—o*

lim Gpe(To(jo)) < 2, (2.29b)
p—o*
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M 60x(So(j@)) < H0ma [(CR(j)L) ], (2.29)
p—o
lim+ Omax(To(jw)) < Omax(CO(jw)KE). (2.29d)
p—)O

Para a sensibilidade é possivel designar os parametros livres de projeto L e u
e contar com a restri¢do (2.29c), entretanto para o rastreamento nenhum parametro
livre de projeto adicional (além de L e u) pode ser utilizado e é necessario contar
apenas com a restricdo (2.29d) imposta pelo ganho Kr (que depende de L e pu). Se for
priorizado o rastreamento na escolha de L e u (através de Kr), a sensibilidade ficara
entdo condicionada a estes parametros.

2.4.1 A Escolha da Matriz L em Tempo Continuo

Um sistema dindmico linear invariante no tempo e quadrado pode ter sua
dinamica expandida por um polo real-finito estavel em s = —a, Figura 2.32. A expansdo
do sistema por um polo real e finito leva a uma melhor formatacdo da malha objetivo,
além de permitir que a dindmica expandida pela entrada seja incorporada a dinamica
do controlador (11). Para o controlador, a expansdo pela entrada faz com que, agora,
a planta G(s) seja a dindmica do polo expandido acrescido da dindmica da planta de

processo Gp(s).

r— L G ——V

Figura 3 — Planta expandida pela entrada.

A representacdo no espaco de estados da planta G(s) expandida pela entrada é
dada por

G(s) £ CP(s)B = (2.30)

O conjunto (Ap, Bp, Cp, Dp) representa a planta de processo Gp, isto €, sem
nenhuma dinamica adicional. Observa-se que a planta G é sempre estritamente propria,
mesmo se a planta de processo Gp for semiprépria (11).
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Para o limitante de sensibilidade, como mostrado em (2.29¢), utiliza-se a matriz
de transferéncia C®(s)L, oriunda do observador de estados, com a matriz L sendo
classicamente particionada por Athans (8) em duas submatrizes: high Ly e low L;.

Ap Bp | Ly
G(s)2CDG$)B=| 0 —al | Ly (2.31)
Cr Dp| 0

Para um bom loop shaping, é desejado que a matriz de transferéncia CP(s)L tenha

sua dinamica dada pelo polo que a planta foi expandida, ou seja,

I

As matrizes Ly e L que fazem com que a equagdo (2.32) seja valida foram

determinadas em (11), onde através da expansdo da planta G(s) pela saida dada por

Ap 0 | Bp
G(s) £ CO(s)B=| Cp —al | Dp (2.33)
0 I]o0

foi determinado uma matriz U que realiza a transformacado de similaridade que trans-
forma a expansdo da planta pela entrada em (2.30) na expansao pela saida em (2.33).
Através da transformacdo de similaridade, para que a expansdo em (2.32) aconteca a

matriz L deve ser parametrizada como:

(2.34)

[ = Ly _ (—ﬂl + Ap)_prW
L | W

em que a matriz W é dada por:

W = [Dp - Cp(al + Ap)'By| (2.35)
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2.5 Controle LQG/LTR em Tempo Discreto

Considere um sistema dindmico discreto linear e invariante no tempo expresso

pela seguinte representacdo em varidveis de estado

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Lw,(k)
p.= |20 = Hxb) (2.36)
zu(k) = pIu(k)

y(k) = Cx(k) + ulw, (k)

na qual x é o vetor de estados de dimensdo 1, u é o vetor das entradas manipuladas de
dimenséo m e y é o vetor das saidas medidas de dimensao m, w, e w, estdo relacionados

as entradas exogenas e z, e z, estdo relacionados as respostas auxiliares.

As matrizes A € R™ , B € R™ e C € R™ formam uma representacdo em

varidveis de estado de uma planta de processo Gp(z) = (4, B, C,0), que também pode

Gp(z) := AlB , (2.37)
Cclo

em que os pares de matrizes (A, B) e (A, C) sdo, respectivamente, estabilizdveis e detecta-

ser escrita como

veis. Note que a planta de processo é considerada como sendo quadrada e estritamente
propria. A planta Gp também pode ser representada por sua matriz de transferéncia

(ou fungdo de transferéncia, no caso de sistemas SISO), como apresentado abaixo

Gp(z) = CD(z)B (2.38)

em que

D(z) = (21 - A)7. (2.39)

O tempo de processamento do sinal de controle é considerado desprezivel
quando comparado ao tempo amostrado. Desse modo, um estimador de estados pode

ser utilizado, ou seja, o sinal de controle u(k) pode depender das medidas até y(k).

A representagdo em espaco de estados do controlador K (27) é dada por

(A= BKc)(I - KiC) | (A— BK)K;

) 2.40
Ke(l-KeCQ) | (2.40)

Gp(z) :=
p(2) KoK,
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em que K¢ e Ky sdo, respectivamente, as matrizes de ganho do regulador e do observador
de estados, dados por

Kc = (0’1 + BXB)'B'XA, (2.41)

K= YC (I +CYC), (2.42)

sendo X e Y as matrizes simétricas solugdes das seguintes equagdes algébricas de Riccati

A'XA-X-AXB(*+BXB)'BXA+HH=0, (2.43)

AYA —Y - AYC (W1 + CYC)'CYA + LL = 0. (2.44)

Particularizando para o controle LQG/LTR, considera-se que Gp(z) é de fase
minima e que o posto da matriz CB é igual a m, sendo importante notar que essa tltima
restri¢do é exclusiva para o caso em tempo discreto (28).

A matriz de ganhos do regulador de estados K¢ é projetada de modo que a
matriz de transferéncia em malha aberta Gp(z)K(z) seja igual a C¢p(z)AKr. Portanto,
assume-se que W, e w, sdo entradas ficticias e, z, e z, sdo saidas ficticias, de modo que
os parametros p,H, p e L podem ser escolhidos livremente para fazer com que o sistema
resultante tenha as caracteristicas desejadas. Se a matriz H for escolhida igual a matriz
C e se o escalar p for escolhido com valor igual a zero, a matriz de ganhos do regulador
de estados resulta em (28)

Kc = (CB)™'CA (2.45)

e a matriz de transferéncia em malha aberta em

Gr(2)K(z) = CD(z)AK:. (2.46)

Nesse caso, obtém-se uma recuperacao exata da malha objetivo. Porém, quando
o tempo de processamento do sinal de controle é considerdvel e ndo pode ser despre-
zado, deve-se utilizar um estimador preditivo, no qual u(k) pode depender apenas das
medigdes até y(k — 1). No caso da utilizagdo do estimador preditivo, a recuperagado da

malha objetivo ocorre apenas de maneira aproximada (29).

Como a matriz H deve ser feita igual a matriz C e o escalar p deve ser feito igual
a zero para que o procedimento LTR ocorra, os parametros livres da especificacdo das

propriedades da malha objetivo sdo o escalar i e a matriz L, os quais sdo os parametros
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que definem (2.44). Baseado nisso, (2.44) pode ser reescrito como a Identidade de
Kalman para o observador de estados (30)

(I + CO(z)AKp)(I + u2CYC)(I + CD(2)AK)" = I + u~>CD(z)L(CP(z)L)" (2.47)

A sensibilidade S(z) e a sensibilidade complementar (ou rastreamento) 7 (z) sdo
definidas como

S(z) = (I + Gp(z)K(z))™ (2.48)

T (z) = Gp(2)K(z)(I + G(z)K(z))™" (2.49)

A partir de 2.46 e 2.47, os limitantes do desempenho no controle LQG/LTR em
tempo discreto sdo dados por

Omax(So(z)) <1+ a, (2.50a)
Omax(To(2)) <2+ a, (2.50b)
Onax(So(2)) < (1 + )0 | (COEL) T, (2.50c)

pode-se concluir que o controle LQG/LTR em tempo discreto apresenta caracteristicas
de desempenho semelhantes as do controle LQG/LTR em tempo continuo na anélise

da sensibilidade mista, as quais sdo degeneradas em fungdo do escalar a.

2.5.1 A Escolha da Matriz L em Tempo Discreto

O trabalho desenvolvido por Guaracy, da Silva e Ferreira em (27) apresenta a
expansdo da dinamica de uma planta por integradores no controle LQG/LTR em tempo
discreto de forma a permitir ao projetista definir uma malha objetivo com bom desem-
penho na andlise de sensibilidade mista. Entretanto, (27) também relata que o método
de integracdo utilizado na expansdo da planta de processo pode inviabilizar a aplicagdo
do procedimento LTR. E, que para evitar esse problema, a matriz de transferéncia de
integradores backward Euler é utilizada na expansdo da planta de forma a permitir
que a parametrizacdo da matriz L siga as diretrizes propostas pelos autores e resulte na
recupera¢do da matriz de transferéncia de integradores forward Euler de modo a ser a
dindmica da matriz C®(z)L. Nesse contexto, o trabalho de (27) é restrito a expansao por
integradores, ou seja, ndo aborda a possibilidade de utilizacdo de um polo real finito

estavel qualquer na expansdo da dindmica da planta.
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Dado um sistema linear invariante no tempo, quadrado e no dominio discreto,

pode-se expandir a dinamica da planta por um polo real finito estdvel em e™".

A representacgdo no espago de estados da planta Gp(z) expandida por sistema de
primeira ordem pela entrada é dada por

Ap Bp | TBp
Gz) =T _Ze_aTGp(z) =| 0 e“TI|Te I |. (2.51)
Co Dp| 0

O conjunto (Ap, Bp, Cp, Dp) representa a planta de processo Gp, isto €, sem
nenhuma dinamica adicional. Observa-se que a planta G é sempre estritamente prépria,

mesmo se a planta de processo Gp for semiprépria.

Para o limitante de sensibilidade, como mostrado em (2.50c), utiliza-se a matriz
de transferéncia C®(z)L, oriunda do observador de estados, com a matriz L sendo

classicamente particionada por Athans (8) em duas submatrizes: high Ly e low L.

Ap Bp LH
Gz)=CDEL=| 0 eI|L; (2.52)
Cr Dp |0

Para um bom loop shaping (bom desempenho), é desejado que a matriz de trans-
feréncia CP(z)L tenha sua dindmica dada pelo polo que a planta foi expandida, ou

seja,

I
z—e T’

COEZ)L =T (2.53)

As matrizes Ly e L; que fazem com que a equagdo (2.32) seja vdlida foram

determinadas em (19), onde através da expansdo da planta Gp(z) pela saida dada por

A 0 |Bp
G(z)=| Te"I e | Dp (2.54)
TC, I \ 0

foi determinado uma matriz U que realiza a transformacado de similaridade que trans-
forma a expansdo da planta pela entrada em (2.51) na expansao pela saida em (2.54).
Através da transformacdo de similaridade, para que a expansdo em (2.53) aconteca a

matriz L deve ser parametrizada como:

- l Ly } _ [ —(Ap — e TI) ' BpW 2.55)

Ly WEg
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em que a matriz Wi é dada por:

We = ~T[Co(Ap — ) "By (2.56)

desde que (Ap — e 1) e W existam.
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3 Parametrizacao para Sistemas de
Fase Nao-Minima

3.1 Consideracoes Gerais

O processo de recuperacdo da malha objetivo depende do calculo de inversas
de matrizes que nem sempre tém sua existéncia garantida (6, 12), por isso para a
recuperagao da malha objetivo de sistemas de fase ndo-minima deve ser observada a
influéncia dos zeros no processo. Varios autores ja discutiram o efeito dos zeros de
fase ndo-minima sobre o procedimento LTR. Em (8) foi mostrado sem prova que o
procedimento LTR pode ser aplicado a um sistema de fase ndo-minima quando os
zeros de fase ndo-minima estdo fora da banda de frequéncia da malha objetivo. Em (9)
uma metodologia para recuperacdo da malha objetivo foi apresentada, onde os zeros

do lado direito do eixo imagindrio sdo alocados em um fator "passa tudo"(all pass).

Este capitulo trata da andlise em frequéncia dos valores singulares da sensibili-
dade e da sensibilidade complementar para sistemas de fase ndo-minima na aplicagdo
do controle LQG/LTR a um sistema com um zero de fase ndo-minima. Serdo apresen-
tadas algumas novas propriedades que podem ser garantidas na aplicagdo do controle
LQG/LTR, no tempo discreto e continuo, quando uma planta estdvel em malha aberta
com apenas um zero de fase ndo-minima é expandida por integradores e uma esco-
lha especifica de pardmetros de projeto é feita. Serd mostrado que, nestas condicdes
especificas, a forma exata dos valores singulares da func¢do de transferéncia de malha
techada é conhecida. Além disso, os limites da fun¢ado sensibilidade podem ser expres-
sos através de uma expressao escrita diretamente em fungdo da planta do processo e
parametros de projeto, fornecendo mais informagdes a respeito dos limites impostos

pelas caracteristicas de fase ndo-minima.

3.2 Controle LQG/LTR

Considere a malha fechada da Figura 4 em que G(A) é a planta do processo e
K(A) é o controlador, o qual pode fazer a planta de malha fechada internamente estavel.
O simbolo A indica que a malha fechada pode estar no dominio do tempo continuo
(s) ou tempo discreto (z). Ademais, a planta do processo G(s) (que pode ou nédo ter
sido expandida por integradores) é considerada real racional, estritamente propria e
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quadrada, e pode ser expressa por

Gp(s) = Ch(s)B := AlB 3.1
p(s) = Co(s)B := an (3.1)

¢(s) = (I - A)™ (3.2)

em que

e o par (A, B) é estabilizdvel e (A,C) é detectavel (12). No caso do tempo discreto é
assumido que a matriz CB possui posto completo e que o tempo de processamento
computacional é insignificante em comparagdo ao tempo de amostragem, assim um

observador de estados corrente (ou filtro) é utilizado (28).

y
——O— K [ G

Figura 4 — Sistema de malha fechada.

A planta considerada é de fase ndo-minima, no caso do tempo continuo, se ao
menos um de seus zeros estd no lado direito do plano complexo e no caso do tempo
discreto se ao menos um de seus zeros de transmissao estiver fora do circulo unitario.
Entdo, dada a matriz CP(A)B com zeros de fase ndo-minima (incluindo multiplicidades),

existe uma matriz C tal que
G(A) = CO(A)B = A(A)CD(A)B (3.3)

em que CD(A)B é de fase minima e A(A) é o fator all pass (9). Além disso, se v é um zero
de CD(A)B, entao

[x w | [UI__CA _OB} -0 (3.4)

tem solugdo com w'w = 1 em que x é o0 estado de dire¢do zero e w é a saida de direcdo
Zero.
Utilizando-se do procedimento LTR pela saida quando o processo é de fase

minima, as matrizes sensibilidade complementar e sensibilidade se tornam

T (A) = COA)Ke(I + CDA)KE) ™ (3.5)

S(A) = (I + CO(A)Kp)™ (3.6)
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respectivamente, com

Kp = u2YC (3.7)

em que Y é a solugdo da seguinte equacgdo de Riccati :

YA+ AY — u*YC'CY +LL' =0 (3.8)

no dominio de tempo continuo, ou

Kp = YC'(u*I + CYC)™ (3.9)

em que Y é a solugdo da seguinte equacgdo de Riccati :

AYA =Y — AYC' (I + CYC)'CYA’ +LL' =0 (3.10)

no caso do dominio de tempo discreto, em que a modelagem de CD(A)Kr pode ser feita
a fim de impor caracteristicas desejadas no sistema de malha fechada (12), (28).

Para entender os limites do controle LQG/LTR quando o processo é de fase nao-
minima, suponha que C®(A)B tem apenas um zero de fase ndo-minima. Utilizando-se
do procedimento LTR pela saida quando o sistema é de fase ndo-minima as matrizes

de transferéncia sensibilidade complementar e sensibilidade ficam respectivamente

T (A) = AWN)CD(s)Kp(I + CP(A)Kp) ! (3.11)
S(A) = (I +EN))I + CP(A)Kp)™ (3.12)

com
&(s) = Si—vvww’CCD(v)Kp (3.13)

no caso do tempo continuo, ou

-1

E@z) =

" ww CO(0)K; (3.14)

z—v1
no caso do tempo discreto, em que E(A) é chamada funcdo erro (9), (31). Entdo, se
a planta é de fase ndo-minima, a qualidade da recuperacdo numa dada frequéncia
dependerd da dimensdo do erro nesta frequéncia, porém, a modelagem de CP(A)K

ainda poderd impor as caracteristicas desejadas no sistema de malha fechada.



Capitulo 3. Parametrizagio para Sistemas de Fase Nio-Minima 36

3.2.1 Dominio do Tempo Continuo

Considere uma planta que é descrita pela matriz de transferéncia Gp(s) com a

representacdo em varidveis de estado dada por

s AP BP
Gp(s) = 3.15
p(s) [ el o } (3.15)
Expandindo este processo através de um integrador em cada canal de entrada
Ap Bp |0
G@i)=s7'Gp(s) = A(s)| 0 0 |I (3.16)
Cr 010

o parametro L proposto é dado por

- A;'Bp(CpA,'Bp)™
—(CpA;'Bp)™

que existe se a inversa de Ap e CpAI‘)pr existir (32). Esta escolha associa os valores

(3.17)

singulares de

CD(s)L =571 (3.18a)

A(s)CD(s)L = s A(s)CpAp' Bp(CpAy'Bp) ™ (3.18b)

sobre todas as frequéncias, correspondendo ao comportamento de um integrador. Con-

sequentemente, os resultados do valor singular méximo da fungao sensibilidade é dado

por

Onan(S(j)) < pw |1+ \/022—27%(@(0)1@) (3.19)

em que Oua € 0 valor singular méximo. Note que os valores singulares da funcdo
sensibilidade cresce a +20[dB/dec] sobre todas as frequéncias mais um erro dado pelo
zero de fase ndo-minima. Como novo resultado, o seguinte teorema mostra que quando
a planta é estdvel em malha aberta, a parametrizagdo (3.17) resulta em uma formatagao
exata para os valores singulares da funcdo de transferéncia da malha fechada e a fungéo
sensibilidade pode ser conhecida pela planta do processo e parametros de projeto.

Teorema 1 Considere a planta expandida em (3.16), que possui apenas um zero de fase nio-
minima em s = a. Se o procedimento LTR for aplicado, a matriz L for escolhida como em (3.17) e
Ap for Hurwitz, entdo a formatagdo dos valores singulares da matriz de transferéncia da malha
fechada serd dada por

‘u—l

Tnax(T (j©)) = Onin( T (j0)) = —==
U + w

(3.20)
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e o resultado dos valores singulares da matriz de transferéncia da sensibilidade serd

2
/ 3 Va2 + w?
Prova : Sob as mesmas hipéteses, é possivel concluir que
CD(s)Kr = u~'CD(s)L (3.22)

usando o Coroldrio 1 de (32) e também, substituindo (3.22) em (3.18), a matriz de

transferéncia da sensibilidade complementar pode ser escrita como

-1

T(s) = A(s)CpA3'Bp(CpA,'Bp)™ (3.23)

s+ut
usando (3.11), da qual é possivel concluir (3.20). Além disso, substituindo (3.22) em
(3.19) e fazendo v igual a a, é possivel concluir (3.21).

Pode-se perceber que as respostas em cada saida do sistema ndo estdo desaco-
pladas, como acontece no caso de sistema de fase minima (32), por causa do efeito do
zero de fase ndo-minima. Entretanto, os ganhos da matriz de transferéncia de malha
fechada estdo equalizados mesmo quando a planta do processo é de fase ndo-minima
e sdo equivalentes aos sistemas de primeira ordem. Pode ser visto também que quanto
mais lento for o zero (ou seja, quanto mais préximo da origem do plano complexo),
mais distante o comportamento da sensibilidade esta do esperado +20[dB/dec], especi-
almente nas baixas frequéncias. Finalmente, note que o valor do zero afeta os resultados
dos valores singulares da matriz de transferéncia sensibilidade, mas nao altera os va-

lores singulares da matriz de transferéncia sensibilidade complementar.

3.2.2 Dominio do Tempo Discreto

Considere a planta a seguir, que ndo foi expandida através de integradores
e possui apenas um zero de fase ndo-minima, discretizada através de um processo
de amostragem com periodo de amostragem T, essa planta é descrita pela matriz de

transferéncia Gp(z) com a representacdo em espago de estados dada por

(3.24)

Gp(z) = [ A | Br }

Cp| O

Repare que a representa¢do em espago de estados do sistema no tempo discreto
serd semelhante a notacdo do tempo continuo para comparagdes. Porém, as matrizes
Ap, Bp, Cp e Dp discutidas nesta segdo sdo versoes discretizadas das matrizes em espago

de estado da secao anterior.



Capitulo 3. Parametrizagio para Sistemas de Fase Nio-Minima 38

Expandindo a planta do processo através de um integrador backward Euler em

cada canal de entrada

Ap Bp | TBp Ap Bp | TBp
G(z):Tzf Gr@) 2| 0 1| T |ZA@| 0 1| TI (3.25)
Cr 0] 0 G 0] 0

o parametro L proposto é dado por

. [ T(Ap — I)"'Bp[Cp(Ap — I)""Bp] " } (3.26)

~T[Cp(Ap = I)7'Bp]™!
que existe se a inversa de Ap — I e Cp(Ap — I)"!Bp existir (32). Esta escolha associa os

valores singulares de

CO(z)L = T%I (3.27a)

A@)CP(z)L = T%A(z)ép(Ap —D)'Bp[Cp(Ap — D)'Bp] (3.27b)

sobre todas as frequéncias, correspondendo ao comportamento de um integrador
forward Euler. Consequentemente, os limites do valor singular méximo da fungéo sen-

sibilidade é dado por

. o2 (aT -1
Gmax(S(ej T)) < [Jz + p(CYC )Tsen (7) |:1 + \/02 = ZUCOS(wT) — 1amax(CCD(v)Kp)]
(3.28)

em que p é o raio espectral. Note que se o periodo de amostragem é tal que em

baixas frequéncias a aproximacado angular da funcdo seno é valida, o limite dos valores
singulares da funcdo sensibilidade crescem a uma taxa de +20[dB/dec] sobre todas as
frequéncias mais um erro dado pelo zero de fase ndo-minima, exatamente como no
caso do tempo continuo. Assim como no tempo continuo, o seguinte teorema mostra
que quando a planta do processo em tempo discreto é estdvel em malha aberta, a
parametrizacdo (3.26) resulta em um formato exato para os valores singulares da funcao
de transferéncia de malha fechada e os limites da funcdo sensibilidade podem ser
concebidos em funcdo da planta do processo e parametros de projeto.

Teorema 2 Considere a planta em tempo discreto expandida em (3.25), que possui apenas
um zero de fase ndo-minima em z = €. Se o procedimento LTR for aplicado, a matriz L for
escolhida como em (3.26) e Ap for Hurwitz, entdo a formatagdo dos valores singulares da matriz
de transferéncia da malha fechada serd dada por

-1

u

Gmax(T(eij)) = Umin(T(eij)) = \/ ( )2
w2+ (2sen(4h)

(3.29)
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e o limite dos valores singulares da matriz de transferéncia da sensibilidade serd

cosh (L

e SET)) < 2| EL + (%) sin (‘“—T) (3.30)
T \/Sinh2 (ﬂ) + sin? (ﬂ) 2
2 2
em que ur € dado por

VAR + T2+ T

r = 5 (331)
Prova : Sob as mesmas hipéteses, é possivel concluir que

CO(2)Kr = u;'CO(z)L (3.32)

usando o Corolério 2 e

A+ p(CYC) = ur (3.33)

usando o Teorema 2 de (32). Entdo, substituindo (3.32) em (3.27), a matriz de transfe-

réncia da sensibilidade complementar pode ser escrita como

_1T
T()=—1tT
z=1—-uzT)

usando (3.11), da qual é possivel concluir (3.29). Além disso, substituindo (3.32) e (3.33)
em (3.28) e fazendo v igual a ¢'T, ¢ possivel concluir (3.30).

Az)Cp(Ap — 1) 'Bp[Cp(Ap — I)'Bp] ™ (3.34)

Assim como no caso de tempo continuo, pode-se perceber que, apesar do com-
portamento do zero de fase ndo-minima, o formato exato dos valores singulares da
sensibilidade complementar sdao conhecidos. Além disso, um limite na matriz de trans-
feréncia sensibilidade é definido. Note que se o periodo de amostragem é suficiente-
mente pequeno tal que a aproximagdo angular para a fungdo seno seja valida, a equagao

(3.29) tende para a equagdo (3.20) e a equacdo (3.30) tende para a equagdo (3.21).
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4 Exemplos de Aplicacao

4.1 Exemplo Numérico no Tempo Continuo

Para ilustrar a teoria comentada no capitulo anterior, serd utilizado nesta

secdo um exemplo numérico retirado de (9). Considere a planta a seguir:

-1 0 0 0 ~0,5 1,25
0 -1 0 0 —2,5 -2,5 1010

A= B= C= (4.1)
0 0 -02 0 0,3 -1,25 0101
0 0 0 -02 L5 3,5

A tabela 1 contém os polos e o zero do modelo. O sistema é estdvel em malha

aberta e possui apenas um zero de fase ndo-minima.

S12 = - 1
S34 = - 0,2
Zeros s=1

Polos

Tabela 1 — Polos e zero do exemplo numérico.

A Figura 5 apresenta o diagrama de valores singulares da planta em malha
aberta. Analisando os polos do sistema, conclui-se que ele é estivel em malha aberta,
como pode ser observado nas Figuras 6 e 7, as quais mostram o comportamento do sis-
tema em malha aberta para um degrau aplicado em cada uma das entradas do modelo.
Além do mais, a representacdo do modelo é controldvel e observavel, completando os
requisitos para se aplicar o controle LQG/LTR.

Analisando as Figuras 6 e 7, é possivel notar que as saidas do modelo estdo
acopladas para cada degrau aplicado nas entradas.

4.1.1 Definicdo da Malha Objetivo

Ser4 feito nesta secdo a definicdo da malha objetivo. O parametro L foi escolhido
conforme explicitado no capitulo anterior para um polo na origem, ou seja, a = 0. O

valor de p é escolhido como u = 4.
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Valores Singulares de G(jw)

30

Médulo [dB]

10° 10 10° 10 10
Frequéncia [rad/seq]

Figura 5 — Valores singulares do modelo em malha aberta.
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Primeira Saida (azul) e Segunda Saida (verde)

o

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo [seq]

Figura 6 — Resposta ao degrau aplicado a primeira entrada do modelo.

Os parametros calculados para a aplicagdo do controle LQG/LTR sdo os seguintes

[ —0,3438 —0,0313 |
~0,6250 —0,3750
1,3438 0,0313
L= p=4 (4.2)

0,6250 1,3750
0,3750 0,1250

| -0,1250 0,0250 |
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Figura 7 — Resposta ao degrau aplicado a segunda entrada do modelo.
em que os ganhos do observador e do controlador sdo dados respectivamente por:
[ —0,0859 —0,0078 | [ 1,0477 -2,1479 |
-0,1562 —0,0937 -4,1910 8,5917
0,3359  0,0078 , ;| 6,8462  0,5796
Kr = K-=10 (4.3)
0,1562  0,3437 -2,7344 9,4107
0,0938 0,0312 0,1132 -0,0547

| —0,0313  0,0062 |

| —0,0547 10,1145 |

Na Figura 8 é mostrada a resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia

da malha objetivo projetada.

4.1.2 A Recuperacao da Malha Objetivo

Nesta secdo serd realizada a verificagdo da recuperacdo da malha objetivo,

comparando-se a resposta ao degrau unitario da malha fechada objetivo C®(s)Kr com

a resposta ao degrau unitario da malha fechada de controle G(s)K(s).

Para a performance da recuperacgdo obtida com o controle LQG/LTR além dos

parametros L e u adotados anteriormente, o parametro p foi feito igual a 0,0001. De

posse destes parametros foi tracada a resposta ao degrau unitdrio da malha objetivo e

da malha de controle G(s)K(s) na Figura 9.
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Figura 8 — Resposta ao degrau aplicado as entradas da malha objetivo.
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Figura 9 — Resposta ao degrau aplicado as entradas do observador e da malha de con-

trole.

4.1.3 Controle LQG/LTR

Considere a matriz L escolhida como em (3.17) e u = 4. As Figuras 10 e 11

mostram os valores singulares da fungao sensibilidade e sensibilidade complementar

e as Figuras 12 e 13 a resposta ao degrau utilizando-se do controle LQG/LTR, onde a

referéncia para a a entrada 1 é aplicada em 0 segundo e a referéncia para a entrada 2
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em 30 segundos.

20

10

Magnitude [dB]
iR
o

_20 - .
—30} — limitante |
- * = O-?’IL(LCL'
- = =0Omin
-40 -3 ‘—2 ‘—1 ‘ 0 1
10 10 10 10 10

Frequéncia [rad/seq]

Figura 10 — Valores singulares da sensibilidade.
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Frequéncia [rad/seqg]

Figura 11 — Valores singulares da sensibilidade complementar.

Observando as Figuras 10 e 11, nota-se que o sistema foi limitado pelo limitante
de sensibilidade e limitante de rastreamento, portanto possui boas propriedades de
loop shaping.

Analisando-se as Figuras 12 e 13, pode ser notado que a resposta em cada saida

tende ao comportamento de um sistema de primeira ordem.
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1.2

1° Saida

_0 i 2 L L L
0 10 20 30 40 50

Tempo [seq]

Figura 12 — Resposta ao degrau aplicado a primeira entrada da malha compensada.

1.2

0.6

2° Saida

0.4r

10 20 30 40 50
Tempo [seq]

Figura 13 — Resposta ao degrau aplicado a segunda entrada da malha compensada.
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4.2 Exemplo Numérico no Tempo Discreto

Considere que a planta da sec¢do anterior foi amostrada com um periodo de
amostragem de 1s. A equagdo (4.2) mostra as matrizes do sistema discretizado:

0,3679 0 0 0 -0,3161 0,7902
0 03679 0 0 ~1,5803 —1,5803
A= B= (4.4)
0 0 0,818 0 0,2719 -1,1329
0 0 0 0,8187 1,3595 3,1722

1010
C =
[0101]

A tabela 2 contém os polos e os zeros do modelo.

Z1p = O, 3679

Polos | " —0,8187
. z = -0,3865
€IoS | 4 = 13,5950

Tabela 2 — Polos e zeros do exemplo numérico discreto.

A Figura 14 apresenta o diagrama de valores singulares da planta em malha
aberta a representacdo do modelo é controldvel e observavel, completando os requisitos

para se aplicar o controle LQG/LTR.

Valores Singulares de G(z)
30 T

20+ . . . . . . PR .

101

Médulo [dB]
o

|
=
o
T

_20 -

_30 -

-40 . =
10 10 10 10 10
Frequéncia [rad/seg]

Figura 14 — Valores singulares do modelo em malha aberta.
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4.2.1 Definicdo da Malha Objetivo

Serd apresentada nesta segdo a definicdo da malha objetivo. O parametro L foi
escolhido conforme explicitado no capitulo anterior para um polo na origem, ou seja,
¢’T = 1. O valor de u é escolhido como u = 2V3.

Os parametros escolhidos para a aplicagdo do controle LQG/LTR sdo os seguintes

[ —0,3438 —0,0313 |
-0,6250 —0,3750
1,3438 0,0313 =245,
0,6250 1,3750
0,3750  0,1250

| -0,1250 0,0250 |

ur=4 (45

em que os ganhos do observador e do controlador sdo dados respectivamente por:

[ —0,0859 —0,0078 ] [ 11,0477 -2,1479 ]
—0,1562 —0,0937 —-4,1910 8,5917
K. - 0,3359  0,0078 K. = 10° 6,8462 0,579 | 16)
0,1562  0,3437 —2,7344 9,4107
0,0938  0,0312 0,1132 —0,0547
| -0,0313 0,0062 | | -0,0547 0,1145 |

Na Figura 15 é mostrada a resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia

da malha objetivo projetada.

4.2.2 A Recuperacdo da Malha Objetivo

Nesta secdo sera realizada a verificagdo da recuperagdo da malha objetivo,
comparando-se a resposta ao degrau unitdrio da malha objetivo C®(z)Kr com a resposta
ao degrau unitario da malha de controle G(z)K(z).

Para a performance da recuperagdo obtida com o controle LQG/LTR além dos
parametros L e pu adotados anteriormente o parametro p foi feito igual a 0,0001. De
posse destes parametros foi tragada a resposta ao degrau unitario da malha objetivo e
da malha de controle G(z)K(z) na Figura 16.

4.2.3 Controle LQG/LTR

Considere a matriz L escolhida como em (3.26) e ur = 4. As Figuras 17 e 18
mostram os valores singulares da fungdo sensibilidade e sensibilidade complementar

e as Figuras 19 e 20 a resposta ao degrau utilizando-se do controle LQG/LTR, onde a
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Figura 15 — Resposta ao degrau aplicado as entradas da malha objetivo.
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Figura 16 — Resposta ao degrau aplicado as entradas do observador e da malha de

controle.

referéncia para a a entrada 1 é aplicada em 0 segundo e a referéncia para a entrada 2

em 30 segundos.

Observando-se as Figuras 17 e 18, nota-se que os valores singulares de sensibili-

dade do sistema respeitaram o limitante de sensibilidade e o limitante de rastreamento,

portanto possui boas propriedades de loop shaping. Note que em baixas frequéncias o

sistema no tempo discreto se comporta como o sistema no tempo continuo. Nas altas
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Figura 17 — Valores singulares da sensibilidade.
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Figura 18 — Valores singulares da sensibilidade complementar.

frequéncias a aproximagdo angular para a fungdo seno se torna invélida e o compor-
tamento do sistema discreto difere do continuo apds a frequéncia de cruzamento. O
gréfico dos valores singulares no tempo discreto estd interrompido na frequéncia de
Nyquist para o periodo de amostragem adotado.

Analisando-se as figuras 19 e 20 pode ser notado que a resposta em cada saida

tende ao comportamento de um sistema de primeira ordem.
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Figura 19 — Resposta ao degrau aplicado a primeira entrada da malha compensada.
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Figura 20 — Resposta ao degrau aplicado a segunda entrada da malha compensada.

4.3 Helicoptero AH-64 no Tempo Continuo

Nesta secdo sera apresentada uma simulacdo de um modelo de uma planta
real de uma aeronave. A modelagem em varidveis de estado do helicéptero AH-64
linearizado em 240 km/h estd em (33), e é dada por (4.7), em que u(t) é a velocidade
longitudinal (em pés/s), w(t) é a velocidade vertical (em pés/s), g é a velocidade angular

de inclina¢do (em graus/s) e 0(t) é o angulo de inclina¢do (em graus). As entradas de
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controle sdo o ciclico longitudinal () e o coletivo 6.(f) ambos em polegadas. As saidas

controladas sdo a velocidade longitudinal e o angulo de inclinagéo.

0) —0,0649 0,0787 0,1705 —0,5616 [ u(t) —0,9454 0,5313
() | _| 0,0386 —0,9390 4,2277 0,0198 || w(t) |, | ~8,6476 ~10,7690
gy | = | 0,1121 —0,4254 —0,7968 0 q(t) 19,0824 —2,8959
o(t) 0 0 1 0 [l o 0 0
(4.7a)
[ u(t)
wt)| [1 00 0 w(t)
le(t)]‘[o 00 1] a() (4.7b)
| 6(t)

A tabela 3 contém os polos e o zero do modelo. O sistema é estavel em malha

aberta e possui apenas um zero de fase ndo-minima.

Polas | 51 = - 08711 £]1,3253
0108 1 5, =-0,0292 +0,1383
Zeros s =0,6633

Tabela 3 — Polos e zero do modelo AH-64.

A Figura 21 apresenta o diagrama de valores singulares da planta em malha
aberta. Analisando os polos do sistema, conclui-se que ele é estdvel em malha aberta,
como pode ser observado nas Figuras 22 e 23, as quais mostram o comportamento
do sistema em malha aberta para um degrau aplicado em cada uma das entradas
do modelo. Além do mais, a representagdo do modelo é controlavel e observavel,
completando os requisitos para se aplicar o controle LQG/LTR.

Analisando-se as Figuras 22 e 23, é possivel notar que as saidas do modelo estdo

acopladas para cada degrau aplicado nas entradas.

4.3.1 Definicdo da Malha Objetivo

Seré feito nesta se¢do a definicdo da malha objetivo. O parametro L foi escolhido
conforme explicitado no capitulo anterior para um polo na origem, ou seja, a = 0.

Os parametros escolhidos para a aplicagdo do controle LQG/LTR sdo os seguintes

[ 11,0000 0
2,6524 26,3454
0 0
L: :4: 48
0 1,0000 H 48
0,0167 0,2130
| —0,2411 -2,4664 |
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Valores Singulares de G(jw)
3
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Figura 21 — Valores singulares do modelo em malha aberta.
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Figura 22 — Resposta ao degrau aplicado a primeira entrada do modelo.
em que os ganhos do observador e do controlador sdo dados respectivamente por:
[ 0,2500 0 | [ —5,1224 -7,1951 |
0,6631 6,5864 -0,0165 -0,5097
0 0 , 0,3193 -0,7132
Kr = K. =10° (4.9)
0 0,2500 8,9068  8,4803
0,0042 0,0533 0,1466 —0,0256
| —0,0603 —0,6166 | | —0,0256 0,0825 |
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Figura 23 — Resposta ao degrau aplicado a segunda entrada do modelo.

Na Figura 24 é mostrado a resposta ao degrau em ambas entradas de referéncia
da malha objetivo projetada.
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Figura 24 — Resposta ao degrau aplicado as entradas da malha objetivo.

4.3.2 A Recuperacdo da Malha Objetivo

Nesta secdo serd apresentado a verificagdo da recuperagdo da malha objetivo,

comparando-se a resposta ao degrau unitario da malha objetivo CP(s)Kr com a resposta
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ao degrau unitario da malha de controle G(s)K(s).

Para a performance da recuperagao obtida com o controle LQG/LTR além dos
paradmetros L e u adotados anteriormente, o parametro p foi feito igual a 0,0001. De
posse destes parametros foi tragada a resposta ao degrau unitdrio da malha objetivo e
da malha de controle G(s)K(s) na Figura 25.
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2 05f 1
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g o0 Malha G(s)K(s) |
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§ 1 —

£

()

g

“<,: 0.5 i

d) . .

'g Malha Objetivo

?,, of Malha G(s)K(s) |

c i i i i i

< 9 5 10 15 20 25 30

Tempo [seg]

Figura 25 — Resposta ao degrau aplicado as entradas do observador e da malha de
controle.

4.3.3 Controle LQG/LTR

Considere a matriz L escolhida como em (3.17) e up = 4. As Figuras 26 e 27
mostram os valores singulares da fungao sensibilidade e sensibilidade complementar
e as Figuras 28 e 29 a resposta ao degrau utilizando-se do controle LQG/LTR, onde a
referéncia para a velocidade é aplicada em 0 segundo e a referéncia para o angulo de
arfagem em 30 segundos.

Observando-se as Figuras 26 e 27, nota-se que o sistema foi limitado pelo limi-
tante de sensibilidade e limitante de rastreamento, portanto possui boas propriedades
de loop shaping.

Analisando-se as figuras 28 e 29 pode ser notado que a resposta em cada saida
tende ao comportamento de um sistema de primeira ordem. E importante notar que o
objetivo deste exemplo ndo é projetar um controlador para uma aplicacdo aerondutica

real, mas ilustrar os resultados obtidos no capitulo anterior.
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Figura 26 — Valores singulares da sensibilidade.
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Figura 27 — Valores singulares da sensibilidade complementar.

4.4 Helicoptero AH-64 no Tempo Discreto

Nesta secdo serd apresentada uma simulagdo de um modelo discreto (com
periodo de amostragem de 1 segundo) de uma planta real de uma aeronave. A mode-
lagem em varidveis de estado do helicoptero AH-64 linearizado em 240 km/h estd em
(33), e é dada por (4.10).

A tabela 4 contém os polos e os zeros do modelo que possui apenas um zero de
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Figura 28 — Resposta ao degrau aplicado a primeira entrada da malha compensada.
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Figura 29 — Resposta ao degrau aplicado a segunda entrada da malha compensada.

fase ndo-minima.

Polos

z = 10,5100 + j0,3980
z =0,9831 £ 0,0681

Zeros

z =-0,9852
z =1,4098

Tabela 4 — Polos e zero do modelo AH-64 discreto.
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u(k+1) 7 [0,9403 0,0443 —0,0200 —0,5442 1[ u(k) 1 [ -0,7494 0,1883
wik+1) |_| 01349 0,072 1,2075 ~0,0237 || w(k) | | 15,8691 8,490 |[ 6,)
ge+1) || 0,0542 —0,1280 0,118 —0,0225 || gtk || 11,2128 —-0,4075 || 6.(k)
6+1) | | 00363 —0,1060 0,5414 0,9914 || 6 | | 6,9776 —0,5326
(4.102)
u(k)
wk)y| |1 000 w(k)
l@(k) ]‘[o 00 1] a(k) (4.10b)
0(k)

A Figura 30 apresenta o diagrama de valores singulares da planta em malha
aberta, a representa¢do do modelo é controldvel e observavel, completando os requisitos

para se aplicar o controle LQG/LTR.

Valores Singulares de G(z)
60 T

50

40

30

20+ . . . . . . PN .

Médulo [dB]

10

-10+ . . . . . B - —

_20, - . - . - . PN .

-30k i i =
10 107 107! 10 10
Frequéncia [rad/seq]

Figura 30 — Valores singulares do modelo em malha aberta.

4.4.1 Definicdo da Malha Objetivo

Nesta secdo sera feita a definicdo da malha objetivo. O parametro L foi escolhido

conforme explicitado no capitulo anterior para um polo na origem, ou seja, 7 = 1.
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Os parametros escolhidos para a aplicagdo do controle LQG/LTR sdo os seguintes

[ 11,0000 0
2,6524 26,3454
0 0
L= , =243, —4 411
0 1,0000 H HT @11
0,0167 0,2130
| -0,2411 -2,4664 |

em que os ganhos do observador e do controlador sdo dados respectivamente por:

[ 0,2500 0 | [ —5,1224 -7,1951 |
0,6631  6,5864 —0,0165 —0,5097
K. = 0 0 K. = 10° 0,3193 -0,7132 @12)
0 0, 2500 8,9068  8,4803
0,0042  0,0533 0,1466 —0,0256
| —0,0603 -0,6166 | | -0,0256 0,0825 |

Na Figura 31 é mostrado a resposta ao degrau em ambas entradas de referéncia

da malha objetivo projetada.
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Figura 31 — Resposta ao degrau aplicado as entradas da malha objetivo.

4.4.2 A Recuperacdo da Malha Objetivo

Nesta secdo serd feito a verificagdo da recuperagdo da malha objetivo, comparando-

se a resposta ao degrau unitdrio da malha objetivo C®(z)Kr com a resposta ao degrau
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unitario da malha de controle G(z)K(z).

Para a performance da recuperagao obtida com o controle LQG/LTR além dos
paradmetros L e y adotados anteriormente o parametro p foi feito igual a 0,0001. De
posse destes parametros foi tragada a resposta ao degrau unitdrio da malha objetivo e
da malha de controle G(z)K(z) na Figura 32
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Figura 32 — Resposta ao degrau aplicado as entradas do observador e da malha de
controle.

4.4.3 Controle LQG/LTR

Considere a matriz L escolhida como em (3.26) e u = 4. As Figuras 33 e 34
mostram os valores singulares da fungao sensibilidade e sensibilidade complementar
e as Figuras 35 e 36 a resposta ao degrau utilizando-se do controle LQG/LTR, onde a
referéncia para a velocidade é aplicada em 0 segundo e a referéncia para o angulo de
arfagem em 30 segundos.

Observando-se as Figuras 33 e 34, nota-se que o sistema foi limitado pelo limi-
tante de sensibilidade e limitante de rastreamento, portanto possui boas propriedades
de loop shaping.

Analisando-se as Figuras 35 e 36 pode ser notado que a resposta em cada saida

tende ao comportamento de um sistema de primeira ordem.
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Figura 33 — Valores singulares da sensibilidade.
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Figura 34 — Valores singulares da sensibilidade complementar.
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Figura 35 — Resposta ao degrau aplicado a primeira entrada da malha compensada.
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Figura 36 — Resposta ao degrau aplicado a segunda entrada da malha compensada.
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5 Conclusao e Trabalhos Futuros

Nesta dissertagao foi apresentado uma o comportamento do Principio de Recu-
peragdo da Malha Objetivo em sistemas de fase ndo-minima na sintese LQG. A aplica-
bilidade do procedimento LTR estd sujeita as restri¢des apresentadas para o loop shaping
da malha objetivo. Como foi visto, o controle aplicado a sistemas de fase ndo-minima
encontra algumas limitagdes adicionais.

Foi apresentado o ja conhecido sistema de controle LQG/LTR aplicado a um sis-
tema de fase ndo-minima, onde foi justificada a efic4cia de controle dessa metodologia
para esse tipo de sistema. Nesta abordagem, através da aplicacdo de um fator all pass, foi
possivel realizar a modelagem e projeto de um sistema de controle LQG/LTR para um
sistema de fase ndo-minima. Foi mostrado que a forma exata dos valores singulares da
matriz de transferéncia de malha fechada e da matriz de transferéncia sensibilidade é
conhecida. Além disso, os limites da funcdo sensibilidade podem ser expressos através
de uma expressdo escrita diretamente em func¢do da planta do processo e parametros
de projeto, fornecendo mais informacdes a respeito dos limites impostos pelas carac-
teristicas de fase ndo-minima. Para a anélise de frequéncia dos valores singulares, foi
visto que o zero de fase ndo-minima nao influencia os limites da fungao sensibilidade
complementar, mas influencia apenas os limites da fun¢ado sensibilidade.

A simulacao através do controle LQG/LTR deixou clara a semelhanca da ma-
lha objetivo projetada a um sistema de primeira ordem, nessa simulagdo o controle
LQG/LTR imp0s as restrigdes de desempenho com sucesso.

Em 1981, Safonov et al. concluiram que a sintese LQG era um caso especifico da
otimizagdo H, (34); ja em 1989 Doyle et al. constataram que as otimizagdes H, e He
diferiam por apenas um parametro que, quando tende ao infinito, leva a otimizacdo
‘H, aseigualar a H, (25). Baseados nessas ideias, de Paula e Ferreira constataram que a
recuperac¢ao da malha objetivo ocorria para a otimizagdo H., da mesma forma que para
a otimizacdo H,, chegando com éxito a uma nova metodologia de controle chamada
entdo de H./LTR (35). Sugere-se entdo, como trabalhos futuros, estender os resultados
obtidos neste trabalho com o controle LQG/LTR para a metodologia H./LTR, de forma
a representar os limites de desempenho com a sintese H., da mesma maneira como
foi mostrado com a sintese LQG, ou seja, representar o formato exato dos limites dos
valores singulares das fung¢des sensibilidade e sensibilidade complementar através de

equagdes, na sintese H../LTR.
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