UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MATEMATICA

Solucoes Renormalizadas para uma Equacao Parabdlica
com Expoentes Variaveis e Dados Iniciais em L'

Eveline Lara Oliveira Reis

Orientadora: Prof a. Dra. Mariza Stefanello Simsen

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro da CAPES

ITAJUBA, 3 DE MARGO DE 2017



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MATEMATICA

Solucoes Renormalizadas para uma Equacao Parabdlica
com Expoentes Variaveis e Dados Iniciais em L'

Eveline Lara Oliveira Reis

Orientadora: Prof a. Dra. Mariza Stefanello Simsen

Dissertacao submetida ao Programa de P6s—Graduagao em
Matematica como parte dos requisitos para obtengao do

Titulo de Mestre em Ciéncias em Matematica

Area de Concentracdo: Analise Matematica

ITAJUBA — MG

3 DE MARCO DE 2017



Dedico este trabalho aos meus pais, Ana Maria Lara Reis e Gilberto Oliveira Reis (in
memoriam) e também ao meu pai de todo cora¢ao, Onofre Figueiredo de Lara, meus
maiores exemplos de perseveranca na busca do conhecimento e que apesar das

dificuldades, souberam transmitir toda sua sabedoria e apoio constante.



Agradecimentos

Agradeco a Deus, que me guiou e concedeu persisténcia e sabedoria para continuar,
coragem para acreditar, forca para nao desistir e protecdo para me amparar nos dias
dificeis.

Aos meus pais, Ana Maria Lara Reis, Gilberto Oliveira Reis (in memoriam) e Onofre
Figueiredo de Lara, pelo imenso apoio, confianca, for¢a transmitida e motivacao incondi-
cional.

Ao meu namorado, Diego Morais Junqueira, pelo carinho, amor, compreensao e paci-
éncia, por sempre estar ao meu lado, me incentivando e amparando da melhor forma.

A minha orientadora, Prof a . Dr a . Mariza Stefanello Simsen, primeiramente pela
pessoa amiga que sempre representou, apesar de todo profissionalismo. Obrigada pela
paciéncia e disponibilidade, por todo suporte didatico e direcionamento para que este
trabalho fosse concluido.

Ao Prof. Dr. Jacson Simsen, pelos ensinamentos e pelas conversas produtivas que
incentivaram minha evoluc¢ao como estudante e profissional.

Aos colegas do mestrado e principalmente aos amigos, Marco Antoénio, Marcos e Ka-
rine, pelo companheirismo e pela amizade ao longo desses dois anos de mestrado.

Aos funcionarios e ao corpo docente do Mestrado em Matematica da Universidade
Federal de Itajubé, em especial aos professores que puderam transmitir um pouco do seu
conhecimento contribuindo para minha formagao.

A CAPES, pelo apoio financeiro.

i



111

"O sucesso nasce do querer, da determinacdao e persisténcia em se chegar a um objetivo.
Mesmo nao atingindo o alvo, quem busca e vence obstdculos, no minimo fard coisas
admirdveis.”

José de Alencar



Resumo

Este trabalho apresenta resultados de existéncia de solucao renormalizada u para a equa-

¢ao parabodlica nao-linear com expoente variavel

;

O — div(|VulP®=2Vu) = f em Qr,
u=>0 sobre X,

u(0, ) = uo(") em €,

em que div(|Vul|P®~2Vu) := A, denota o operador p(x)-Laplaciano, os dados iniciais
f e uy sdo nao-regulares, isto é, ug € L'(Q) e f € LY (Qr), e p : Q@ — (1,+00) &
uma funcao continua. Aqui,  denota um dominio espacial aberto limitado em RY com
N > 2, cuja fronteira é dada por 92, Q7 = (0,T) x Q com T > 0 e Xy = (0,7) x 0.
Usando a teoria de semigrupos nao-lineares, esse tipo de solugao é comparado com outros
tipos de solucoes, tais como solucao integral e solucao mild, para problemas de evolugao
envolvendo operadores acretivos em espagos de Banach. A partir da dedugao de existéncia
de uma tnica solu¢ao mild para o problema paraboélico acima, nas condigoes iniciais dadas,

verifica-se a unicidade de uma solugao renormalizada para o mesmo.

Palavras—chave: Equagao parabdlica, Expoentes varidveis, Solugao renormalizada, Exis-

téncia, Unicidade.
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Abstract

This study presents results about existence of renormalized solution u for a nonlinear

parabolic equation with variable exponent

;

O — div(|VulP®2Vu) = f in Qr,
u =20 on X,

u(0,-) = up() in

where div(|Vu|P®~=2Vu) := A, denotes the p(x)-Laplacian operator, the initial data
f and ug are non-regular, i.e., ug € L'(Q) e f € L}(Qr), and p : @ — (1,+00) is a
continuous function. Here, € denotes an open limited domain in RY with N > 2, whose
boundary is given by 9, Qr = (0,7) x Q with T > 0 and X7 = (0,7) x 99Q. Using
nonlinear semigroup theory, this solution is compared to other solutions, such as integral
solution and mild solution to problems involving the evolution of accretive operators in
Banach space. From the deduction of the existence of a single mild solution to the above
parabolic problem, in the initial conditions, it is possible to verify the uniqueness of a

renormalized solution.

Keywords: Parabolic equation, Variable exponents, Renormalized solution, Existence,

Uniqueness.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de problemas com expoente variavel é um novo e interessante topico que
impoe dificuldades matematicas maiores do que quando tratamos de um problema com
expoente constante.

Neste trabalho estudamos resultados de existéncia, regularidade, e posteriormente,

unicidade de solugao renormalizada u para a equagao parabdlica nao-linear com expoente

variavel )
o — div(|VulP™=2Vu) = f em Qr,
u=20 sobre X,
\u(O, ) =up(") em €
sendo A,y = div(|VulP®~2Vu) o operador p(x)-Laplaciano, p : & — (1,+00) uma

funcao continua, ) um dominio espacial aberto limitado em RY com N > 2, cuja fronteira
¢ dada por 952. Também, os dados iniciais f e ug sao nao-regulares, isto é, ug € L'(Q) e
felQr), Qr=(0,T)xQcom T >0eXr=(0,T) x 9.

A nogao de solugao renormalizada foi introduzida em [16] por DiPerna e Lions em seus
estudos sobre a equagao de Boltzmann. Essa nogao foi adaptada ao estudo de alguns pro-
blemas elipticos nao-lineares com condig¢oes de fronteira Dirichlet e mais tarde estendida
a problemas parabolicos e hiperboélicos mais gerais.

Algumas motivacoes fisicas que incentivam o estudo de problemas desse tipo, ou seja,

de equagdes parabolicas envolvendo o p(z)-Laplaciano, provem de aplicagoes para flui-



dos eletro-reolégicos como uma classe importante de fluidos nao-Newtonianos. Outras
aplicagoes notaveis estao relacionadas ao processamento de imagem e elasticidade.

Inicialmente, os Capitulos 2 e 3 foram propostos a fim de oferecer base para o de-
senvolvimento do Capitulo 4. Assim, no Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢oes e
resultados importantes da teoria de Analise Funcional, Medida e Integragao e também
sobre distribuicao e aproximacao por funcoes suaves.

Ja no Capitulo 3, apresentamos defini¢oes e resultados cruciais, encontrados princi-
palmente em [19] e [28], sobre produtos semi-internos, operadores acretivos, evolugoes
governadas por operadores acretivos, teoria de semigrupos nao-lineares e espagos de Le-
besgue e Sobolev com expoente variavel.

Por fim, no Capitulo 4, baseado em [6], consideramos o problema parabolico men-
cionado e apresentamos a definicao de solugao renormalizada, tal como as propriedades
cabiveis a ela e a demonstragao do teorema principal, o Teorema 4.1.1, que aborda a
existéncia e regularidade da solucao renormalizada u. Usando argumentos da teoria de
semigrupos nao-lineares, deduzimos que uma solu¢ao mild u com dados suaves, ou seja,
ug € LY(Q) e f € WH(0,T; L' (Q2)), ¢ uma solugao forte, fraca e também renormalizada
do problema. Embasado nessas dedugoes, a prova de existéncia do Teorema 4.1.1 ¢é feita
via renormalizacao e utiliza a aproximagao de solugoes, mostrando cada condicao exigida
para ser uma solucao renormalizada. A regularidade é consequéncia direta de um resul-

tado técnico apresentado. Por fim, temos a unicidade de u como solugao renormalizada.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados algumas defini¢oes e resultados que serao menciona-

dos ao longo deste trabalho.

2.1 Uma coletanea de resultados

As definigoes e resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [4, 6, 7, 9, 10, 12, 19,

21, 26, 28, 30, 31].

Definicao 2.1.1. Seja E um espago vetorial. A funcao || || : E — R € uma norma se

as sequintes propriedades estiverem satisfeitas:

(1) ||lz|]| = 0 para todo x € E e ||z|| =0 se, e somente se, x = 0;
(ii) |laz|| = |a|.||x|| para todo escalar a e todo x € E;

(i) ||z + vyl < ||lz|| + |ly|| para quaisquer x,y € E.

Definicao 2.1.2. Um espaco vetorial munido de uma norma serd chamado de espaco

vetorial normado, ou simplesmente espaco normado.

Definicao 2.1.3. Um espaco normado E é chamado de espaco de Banach quando for um
espagco métrico completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy é convergente, com a métrica

induzida pela norma.



Definicao 2.1.4. Um espago normado E que contém um subconjunto enumerdvel e denso

em E é dito separdvel.

Definicao 2.1.5. O conjunto de todos os operadores lineares de E em F é denotado por
L(E,F) e o conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F é denotado por
B(E,F). Quando F' € o corpo dos escalares, ou seja, E* = B(E,K) chamamos esse espago
de dual topologico de E, ou simplesmente dual de F, e dizemos que seus elementos sao

funcionais lineares continuos.

Definicao 2.1.6. Um espagco normado E € dito reflexivo se o mergulho candnico J :

E — E** for sobrejetor, ou seja, Jp(E) = E**.

Definicao 2.1.7. Um espago de Banach real X é chamado uniformemente convexo se
para cada € € (0,2] existe 6(¢) > 0 tal que se ||z|| < 1, ||ly|]| <1 e ||z —y|| > ¢, entdo
|z +yll <2(1=4(e)).

Observacao 2.1.1. Note que o espaco de Hilbert é uniformemente convexo.

Teorema 2.1.1. (Milman) Todo espago de Banach real uniformemente convexo € refle-

Ti00.

Corolario 2.1.1. Um espago de Banach real no qual seu dual topologico € uniformemente

convexo, € reflexivo.

Teorema 2.1.2. (Clarkson) Se M é um subconjunto mensurdvel limitado em RY, N > 1

ep € (1,00), entao LP(M) dotado com a norma usual é uniformemente convezo.

Teorema 2.1.3. Se X ¢ um espaco de Banach uniformemente convezo e p € (1,2], entdo

LP([a,b]; X) dotado com a norma usual € uniformemente convezo.

Teorema 2.1.4. (Teorema de Hahn-Banach) Seja G um subespago de um espago normado
E sobre K =R ou C e seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entdo existe um

funcional linear continuo ¢ : E — K cuja restricao a G coincide com ¢ e ||o|| = ||¢]].

Teorema 2.1.5. Sejam E um espago vetorial normado separdvel e ( f,)nen uma sequéncia

limitada em E*. Entdo, (fn)nen possui subsequéncia convergente na topologia fraca-*.



Proposicao 2.1.1. (a) (Desigualdade de Hélder para expoentes constantes para séries)
- o : 11

Sejam p,q € R indices conjugados, ou seja, — + — =1, com 1 < p,q < co. Se
b q

(aj)jen € 1P, (b;)jen € 1% sao sequéncias, entio (a;bj)jen € I' €

00 00 1 00 1
> lash] < (Z’%’V’) <Z|bj|q>
=1 j=1 j=1

Adicionalmente, quando p,q = 2 tal desigualdade é chamada de Desigualdade de
Cauchy-Schwarz.
(b) (Desigualdade de Holder para expoentes constantes para integrais) Sejam p,q € R
1 1
indices conjugados, ou seja, — + — = 1, com 1 < p,q < co. Se f € LP(X),
p q

g € LYX) sao fungées mensurdveis, entio fg € L*(X) e

[ st avo < ([ 1 e )(/m I du(a )

onde v : p — [0,4+00] € uma medida e p é o-dlgebra. Adicionalmente, quando

p,q = 2 tal desigualdade é chamada de Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposigao 2.1.2. (Desigualdade de Young) Sejam p,q € R indices conjugados, ou seja,

1
—4+—-=1,com1<p,q< oo, ea,b positivos. Entao, vale a sequinte desigualdade
p q
1 1
ab < —aP + -b1.
p q

Proposicao 2.1.3. (Desigualdade de Interpolagio) Seja u € LP(2) N LY(2) com 1 < p <

r <q<oo. Entao, u € L"(Q) e obtem-se a desigualdade

el @) < [lllZoolullzado

1 1—
ondeogaglveriﬁca—:g+ @
r p q

Proposicao 2.1.4. (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) Sejam € um conjunto aberto

e limitado de classe C' e g € L*(Q). Entao, vale a sequinte desigualdade
19 =Gl < ClIVYllre) Vg€ WH(Q),

1
onde g = ﬁ / gdx e C € uma constante positiva.
Q



Lema 2.1.1. Sejam a,b € RY. Entao,

2la— b, se p>2,
(ala]”~? = blo[*?).(a — b) > o — b2

(p—l)W, se 1<p<2

Teorema 2.1.6. (Rellich-Kondrachov) Suponha §) aberto e limitado de classe C*. Temos

1
N’

1
(i) se 1 <p <N, entdo WHP(Q) C L4(Q2), para todo q € [1,p') onde — =
p

SR

(ii) se p= N, entao WH'P(Q) C LY(Q), para todo q € [1,00);
(iii) se p > N, entdo W(Q) C C(Q)

com imersoes compactas. Em particular W'P(Q) C LP(Q) com imersoes compactas para

todo p > 1.

Definigao 2.1.8. Uma funcao f : [a,b] — R € dita ser absolutamente continua se para

todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

n

Y Bi—a)<s = Z\f(ﬁi)—f(ai)\ <e

i=1

sempre que, para cada n, (aq, 1), , (an, Bn) sdo segmentos disjuntos em (a,b).

Teorema 2.1.7. Se f : [a,b] — R ¢ absolutamente continua, entdo f é diferencidvel
q.tp., f'e Lt em (ab) e

f(2) — fla) = / " p) de

coma < x <b.
Definigao 2.1.9. Seja Y um espago topoldgico.

(1) A fungao f:Y — RU {400} é chamada semicontinua inferior se para cada k € R

o conjunto {x € Y : f(z) > k} € aberto em Y.

(i) A fungio g:Y — RU{—o0} € chamada semicontinua superior se para cada k € R
o conjunto {x € Y : g(x) < k} € aberto em Y, ou seja, se (—g) é semicontinua

inferior.



Proposicao 2.1.5. Seja f : Y — RU{+o0} uma funcao. Entao, as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:
(1) f € semicontinua inferior;
(ii) Para cada k € R o conjunto {y € Y : f(y) < k} € fechado;

(iii) Para caday €'Y temos liminf f(z) = f(y).

T—Y

Proposicao 2.1.6. Se Y ¢ compacto e f : Y — R U {+oc} € semicontinua inferior,
entao f € limitada inferiormente e existe um elemento minimo y € Y tal que f(y) =

inf{f(z):z €Y}

Definicao 2.1.10. Uma funcio f : R — R € dita Lipschitz continua, se existe uma

constante L > 0 tal que
[f(z) = f(y)| < Llz —yl,

para todo x,y € R.

Lema 2.1.2. Seja 0(t) uma fungio CY(R) tal que 0" é limitada. Se v € W1#(Q), sendo

Q um conjunto aberto e limitado em RN, 1 < s < oo. Entdo, 0(u) € W1*(Q) e

(aii)(Q(U)) = 0’(U)<g;) qg.t.p. em Q,

comi=1,2--- N.
Teorema 2.1.8. (Lema de Fatou) Seja (f,)5, uma sequéncia de fungoes mensurdveis
nao-negativas definida em um conjunto mensurdvel X. Entao,

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn dp.
X * JXx

n—oo n—

Teorema 2.1.9. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)0, uma
sequéncia de fungoes em Lx(X, %, 1) que converge p-quase sempre para uma fungao f :
X — K. Se eziste g € Lx(X, X, ) tal que | f,| < |g| para todo n, entao f € Lx(X, 3, u)

e

n—o0

/ fdp= lim fndp.
X X



2.2 Nocoes de Distribuicao

Esta se¢ao, baseada em [5], tem a finalidade de esclarecer algumas notagoes que irao
aparecer no capitulo 4.

Seja f(z) uma funcao de valor real definida no aberto 2 C R, e considere o suporte
desta fungao, abreviado supp f, dado pelo fecho do conjunto {z € Q : f(x) # 0}.
Denotamos por C*(2), 0 < k < 0o, o conjunto de todas as funcoes definidas em € que
possuem derivadas parciais até ordem k continuas (e de qualquer ordem se k = 00). Vamos
denotar por C*(€) o conjunto de todas as fungdes ¢ € C*(Q) com suporte compacto em
Q.

E evidente que C°(£2) é um espago linear. Podemos introduzir em C'°(£2) uma con-
vergéncia como segue. Dizemos que uma sequéncia {¢r} C C°(f2) converge para ¢,

se
(i) existe um compacto K C 2 tal que supp ¢ C K, para todo k € N;

(ii) klim D%p, = D*p uniformemente em K, para todo @ = (aq,- -+, an), onde D* =
— 00
0

Do ... DonN D:)::_
’ ! 8:1:2

Tl TN ?

i=1,---, N,
Munido destas condigoes, o espago C'2°(€2) pode ser denotado por D(S2).

Definigao 2.2.1. Um funcional linear continuo u definido em D() € chamado uma

distribuicao em ). Em outra palavras, uma distribuicao € um funcional linear u definido

em C(Q2) que possui a propriedade klim u(pr) = 0 para cada sequéncia {pr} C C°(§2)
—00

tal que lim ¢, = 0.
k—o0

Definicao 2.2.2. O conjunto de todas as distribui¢oes em §2 € um espaco linear, denotado

por D'(2).

A distribuigao é uma extensao natural da nocao de funcao localmente integravel em

Q, pois se f € L} ,.(Q), entdo o funcional u; definido em C°(2), definido por

us(i) = / f(@)p(x) d, Vo € CX(Q),



é uma distribui¢do em (, isto é, uy € D'(Q2). Além disso, a aplicagao f € L}, .(2) —
us € D'(Q) é injetiva.
Dado u € D'(2), por defini¢do, a derivada de ordem a = (aq, -+ , o) de u, D%, é a
distribuicao
(Du)(p) = (=1)*lu(Dp) Vi € D(Q),

onde |a| =ag + -+ + .

2.3 Mollifiers, Aproximacao por Funcoes Suaves

Esta se¢ao, baseada em [1], tem a finalidade de esclarecer alguns argumentos usados no

capitulo 4.

Definigao 2.3.1. Seja J uma funcao de valor real, nio-negativa, pertencente a C°(RY),

possuindo as sequintes propriedades:
(i) J(z)=0, se|z| > 1;
(ii) J(x)dr =1.
RN
Por exemplo, vamos tomar

k exp[ se |z| <1,

—1
L=z}

0, se |z|>1.

J(x) =

onde k > 0 € escolhido de modo que (ii) seja satisfeita. Se € > 0, a fungio J.(x) =
5_”J(£) ¢ nao-negativa, pertencente a C(RY), e satisfaz
£
(i) Jo(x) =0, se |z| > ¢;
(ii) Je(x)dr = 1.

RN

J-(x) € chamada mollifier, e a convolugdo

J. u(z) = / (e~ yhuly) dy

definida para funcoes w para as quais o lado direito da equagao acima faz sentido, €

chamada molificacao ou reqularizagao para w.
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Valem as seguintes propriedades:

Lema 2.3.1. Seja u uma funcao definida em RY e identicamente nula fora do dominio

Q C RY.
(a) Sewue L (RY), entdo J. xu € C°(RY);

(b) Se supp u C Q, supp u € compacto e u € Lt (), entio J. x u € C*(RY), desde
que € < dist(supp u,0), sendo O a fronteira de §2;

(c) Sewue LP(Q), onde 1 < p < oo, entio J. xu € LP(Q). Além disso,

Wowully < lully e lim [ u—ull, = 0;
e—0t+

(d) Seue C), G CQeG écompacto, entio liréq+ Je x u(z) = u(x) uniformemente
E—>

em G

(e) Seue C(Q), entdo lirgl+ Jo xu(x) = u(x) uniformemente em SQ.
E—>

Como consequéncia destas propriedades, demonstra-se, por exemplo, que C(Q) é

denso em LP(Q2) para 1 < p < 0.



Capitulo 3

Evolucoes Governadas por Operadores
Acretivos e Espacos de Sobolev com

Expoentes Variaveis

Neste capitulo serdo apresentados alguns resultados encontrados em [6, 19, 28|, ne-
cessarios para o desenvolvimento do capitulo 4. Demonstraremos os resultados usados
mais diretamente no capitulo 4, e as demonstragoes dos demais resultados podem ser

encontradas nas referéncias citadas.

3.1 Produtos Semi-Internos
Sejam X um espago de Banach real, h € R — {0} e z,y € X. Considere,
1 1 5 5
[z, yln = 2 (llz + hyll = [l2ll) e (z,9)n = 55 (llz + hyl[* —[l]]).
Tem-se que:
Lema 3.1.1. Para cada x,y € X os limites abaizo existem e todos sao finitos:
(a) lim [z, y]n = [2,9]+;
(b) lim [z,y]s = [z,y]-;
h—0

11
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(c) lm (z,y)n:= (,9)+;
(d) lim (z,y)n = (2,9)-.

Também [-,-]+ e (-,+)+ sdo semicontinuos superiores de X x X em R, enquanto [-,-]_ e

(+,+)— sao semicontinuos inferiores de X x X em R e temos entao que

[x7y]—h < [xay]— < [Iay]-F < {l’,y]h

<m7y)—h < (ZL‘,y)_ < ({L‘,y)+ < (IL‘,y)h

para cada x,y € X e h > 0.

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que [z, y]; € monotona nao-decrescente em h.

Para isso, suponha que 0 < h; < hy e seja 5 € (0,1) tal que hy = (1 — B)hy. Desde que

r+hy=xz+(1—p)hy

= Bx+ (1 = B)(z + hay),

temos

e, = -l + Ayl ~ el
1
1
= 18+ (1= B + hay)]] — ol
1
< 2 1Bllall + (1 = B) + hayl] = ol

_ hilm = B)l|z + hayl| — (1 = B)|[]

_ lz A+ hoy[| — []]]
ha

= [1‘7y]h2-
Logo, [z,y]n, < [x,y]n,. De forma similar, obtemos [z,y]n, < [z,y]n, se ha < hy < 0.
Agora, se hy < 0 < hy, considere h = min(—hy, he) e note que
2|+ 2|l = 2| = |lx + hy + 2 — hy]]

< ||z + hyl[ + [lz — hyl|
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ou seja, ||z[| = |z = hyl| < |l + hyl| — [[x]. Assim,

[z, 4] = _%(Ilm — hyl| = l«l])

1
= 2 (llzll = llz =yl
1
< 2 (llz + hyll = 1))
- [xay]h-

Logo, [x,y]-» < [x,y]n, e por sua vez, segue que [z,yln, < [z,y]l-n < [2,yln < [2, Y]y,
provando que [z,y], ¢ mondtona. Agora, se —1 < hy < hy < 1, a monotonicidade de

[z, yp fornece que [z,y]_1 < [z,y]n, < [z,y]n, < [z,9]1, 0 qual nos garante que os limites,

hllf(l)lJr[I’y]h = [xvy]—i- e hligl* [l’, y]h = [I7y]—

existem. Por fim, para mostrar que [z, y|, é semicontinuo superior, considere (Z,)nen, (Yn)nen
duas sequéncias em X tal que lim z, = x e lim y, = y. Entao, para h > 0en € N,
n—oo n—oo
segue que
[xn; yn]Jr S [xna yn]h
1
= 5 (2 + hyall = llzal]).

Fazendo n — oo, obtemos

lim sup [z, yn]s < = (|Jx + byl = [[z]]), ¥h > 0.

n—oo

S

Agora, fazendo h — 0T, obtemos

Timsup [z, ynly < [, 9]+

Portanto, pela Defini¢ao 2.1.9, [x,y], é semicontinuo superior, e como

1
_ = lim — -
[2,9)- = Jim o (2 + hyll = llal

fazendo t = —h, obtemos

1
_ = lim —(||z — ty|| —
[e,9]- = lim —(Jz — tyl] )

1
= — lim - H—)]| —
Tim =(llz + t(=y)I| = llal})

= —[I, _y]-i-
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e dai, podemos concluir que [z, y]_ é semicontinuo inferior. Analogamente, toda a prova

pode ser reproduzida para (+,-); e (-, -)_. ]

Definigao 3.1.1. (a) A funcao (-,-)+ € chamada de produto semi-interno superior em X

e a fungao (-,+)_ € chamada de produto semi-interno inferior em X.

(b) A funcao [-,-]+ € chamada de produto semi-interno superior normalizado em X e a

fungao [-,-]_ € chamada de produto semi-interno inferior normalizado em X.

Proposicao 3.1.1. Se H ¢ um espago de Hilbert real com o produto interno (-,-), entdo

(z,9)+ = (x,y)- = (z,y), para cada z,y € H.

Demonstragdo. De fato, como H é um espago de Hilbert, vem que ||z||> = (z,z). Assim,

usando a defini¢ao de produto semi-interno superior e inferior, obtemos

1 1 2 2
(2,9)+ = lim ([l + hyl> — |Jo] "

. 1

— Jim () 41 (.9) + 20 09) — (.0

R P

= lim, %(h (v, ) + 2 (x,9))
— <x,y>.

De forma anéloga, verifica-se que (z,y)_ = (x,y). Logo, (z,y)+ = (x,y)_ = (x,y), para

cada x,y € H. O
Lema 3.1.2. Os produtos semi-internos possuem as sequintes propriedades:

(@) (z,y)+ = [|=[|[z, y]+;

() [z, yl<l < llyll;

() Iz, yls — [2, 2]+ <ly = =[I;

(d) [ZL‘,?/]_,_ = —[IL‘, _y]— = —[—l‘,y]_;
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(e) [az,by]s = blz,yls para a,b > 0;
() [zy+z- =z yl-+lx 2= e [zy+z]s <[z,yl + [z, 24
(&) [wy+zls = [wyly + 2] e [oy+2] <foyl + [ 2
(b) [z,y+ az]e = [z,y]+ + al|z|| para a € R;

(i) Seja x : [a,b] — X wuma fungao e defina m : [a,b] — Ry en : [a,b] — Ry por
m(t) := ||lz(t)]| e n(t) = ||z(t)||?, respectivamente, para cada t € [a,b]. Se x ¢
diferencidvel pela direita (esquerda) de t € [a,b], entdo m e n sao diferencidveis pela

direita (esquerda) de t € [a,b] e temos
mi(t) =[z(t), 2L(t)]x e nl(t) =2(x(t), 2. (1))+.
Demonstracao. Usando a definicao de produto semi-interno superior e inferior, temos:

.1
(@) (z.y)y = lim —(|lz + hy|]* — ||=[]*)

h—0+ 2h(

. 1
= tim (Il -+ byl + [zl (e + byl ll2])
o1 1
= tim 2l + byl + el (e + byl — ll2])
1
= S Clizlllz. )
— lall[z y):-
Analogamente, tem-se a prova para (z,y)_ = ||z||[x, y]_.
®) lesglel = | Tim ~(lle + Ayll — 2]
DY TG U T I
1
< lim |- -
< Jim |l + Ay~ o)
1
i | Fiall]
=yl

Analogamente, tem-se a prova para |[z,y|_| < ||y|].



1

@ Nials = oo2ll = | gm0+l = 11| - [ 1

tim o+ ael] = )|

h—0t

~ lim %@m+hmwwmn—uu+havwmmﬂ

i 1
= Jim [+l = o+ 1)

h—0t

1
< lim E||x+hy—x—hz||

h—0t

1
= lim | —|hflly — 2]

h—0+
= [ly —2|l.
Analogamente, tem-se a prova para |[z,y]_ — [z, z]_| < ||y — z]|-
1
d = lim — hy|| — .
(@ le.ale = lim 2o+ byl — )
Fazendo t = —h, obtemos
1
= lim — — tyll —
e, = lim, (|l — ty]] — |l
1
= — lim - Hel —
lim (e + (=) ~ [}«
= —[l', _y]—
Analogamente, tem-se a prova para [z,y]y = —[—x,y]_.

(e) Sejam a,b > 0. Entao,

1
faz, byl = Tim —(laz + hby|| — llaal)

b
a:~|—h—yH - ||x||>
a

b
Fazendo t = h—, segue que
a

ab
= lim — tyl| —
byl = Tim 2 (|lz 4ty — |z])
1
=) lim - ty|| —
lim (|l + ty]] — )

= b[l’,y]_,_.

16
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Analogamente, tem-se a prova para [az, by = b|x, y]_.

(f) Sabemos que

.1
oy -+ 2l = lim o (|fo =+ by + 2)I| = Jlal).

Como
1 1 1 1
h — |22+ =2 + =2y + =2h
o+ A+ 2 = || 5o+ o + 520y + 520s
1 1
= §(a:~|—2hy)~|—§(x+2hz)
1 1
§§||m+2hy||+§||x+2hz||
segue que
. 1/1 1 1 1
o+l < Jim 1 (Glle-+ 2myll + 5llo + 202l 3ol = el

1/1 1 1/1 1
= lim +( S|le + 2hy|| — - lim (5 |lw + 2h2]| - -
hgg+h(2!!$+ oyl 2H$H)+hgg+h(2\lw+ ha| 2H$H)

1 1
= 5[1‘, 2y]+ + 5[[L‘,22]+

e usando a propriedade (e), vem que

1
2[1’, y]-i— + _2[‘Ta Z]+

<

DO | —

= [.I, y]-i— + [QZ, 2]+'
Analogamente, tem-se a prova para [z,y + z]_ > [z, y]_ + [z, z]_.
(g) Observe que

1 1 1 1 1
|z + hy|| = H§x+§x+§2hy+ §2hz— §2hz

1 1
= Hi(x + 2hy + 2hz) + 5(% —2hz)

1 1
< §||x+2h(y+z)]| + §Hx — 2hz||.
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Assim,

[z, 9]+ = lim (ke + byl — ]
—0

o1 1 1 1
< lim E(—||x+2h<y+z>||+—||as—2hz||—§||x||—§||x||)

1 1
=g lm - Llle + 2y + 2)I] — llal]) + —JMI—mf—WMH—HﬂD
ﬁ
1 1
= 5[% 2(y +2))+ + 5[957 —22]4

e usando as propriedades (e) e (d), respectivamente, vem que

[z,yl+ <[z, y+2]4 + [z, =2+

= lo,y+ 2y — [z, 2]

Portanto, [z,y + 2]+ > [z, y]+ + [z, 2] .

Analogamente, tem-se a prova para [z,y + z]_ < [z,y]- + [z, 2]4.
(h) Observe primeiramente que
[z, 2]y = [z, 2] = [[a]].
Assim, dado a € R, a > 0 e usando as propriedades (f), (e) e (g), tem-se

[xay + CLZ‘]_;,_ < [l’,y]_,_ + [JI,CLJI]+
= [z,yls + alz, 2]y

= [z, yl+ + all«]]

[z, y + ax]y > [2,y]+ + [z, ax]-
= [z,y]+ + alx, z]-

= [, yl+ + allx]]

Para a < 0 tem-se, de forma anéloga, que
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Portanto, [x,y+az|, = [z,y]+ +a||z||, e analogamente, tem-se a prova para [z, y+az|_ =

[z,y]— + a||z|| com a € R.

(i) Como m(t) := ||x(t)||, temos que

B 1) = () = (k) + 1! (0]~ (0|

= [ ete + 001 = a0 = lloto) 01+ oo 1)
k(e = o) + 1, 0]

1 /
. EHx(tJrh)—iU(t)—h%(t)H’

_ '%(x<t+h)—x(t))—x;(t)H—>o quando A — 0.

Portanto,

i, | (e 1) = (o) = 1(lele) + 1 0] = a0l | <o,

h—0t
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ou seja,

tim, (1 + B) ~ m(t)) = Tim 5 (fe(t) + ha’, (1) = [(0)]).

h—0t+ h—0+

isto &,

Analogamente, tem-se a prova para m’ (t)

I
—
8
—~
~
~
8
I~
—
~
N—
—
|

De forma similar, mostra-se que n/, (t) = 2(z(t), 2/ (t))+. O

Exemplo 3.1.1. Seja M um subconjunto limitado em RY, N > 1, seja p € (1,00) e seja
X = LP(M). Entao, para cada f,qg € LP(M), temos

HleLp?M)/ g(@)|f (@) sgn(f(x)) dz, se f#0,
[fag]-l-:[fag]—: M

gl zeany, se f=0.

Demonstracao. Note que para f = 0, pela definicao de produto semi-interno superior,

vem que
/.l = lim kg
= lim —
I+ h—0+ h Illzean
1
= lim —|h
T+ lgloan

:HQHLP(M)>

para g € LP(M). Analogamente, tem-se [f, g]— = ||g||zr(ar) para f = 0.

Agora, para f # 0, o lado direito da expressao

/9l = [f,9]- = ||f||i§f’M)Lg(ﬁ)lf(x)lp‘lsgn(f(x)) dx

é linear em ¢ e limitada por ||g||. Entéo, basta mostrar a igualdade para um subconjunto
denso de g em LP(M). Dessa forma, considere g’s de modo que existam constantes ¢, d > 0
tais que |g(z)] < cem M e g(x) = 0em M; = {z : 0 < |f(z)] < §}. Sejam também
My={z: f(z) =0} e My ={x:|f(xz)] > 0}. Assim, para e > 0, temos
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/|f+6g|pdw=/ |f+sg|pda:+/ |f+sg|pda:+/ f+egl do
M My M,

Mz

=e”/ |g|pdx+/ |f|”drc+/ f +egl? do.
My My Mo

Agora, temos também que
p
> dz

/M2|f+sg|pda::/M2|f|p<l+s

:/MQ |f|pd93+5p/ %|f|”d93+0(52).

M

|

el

Como 8—‘ =e— < e— em M,, segue que

Vi

/|f+eg|”dw=€”/ |g|pd:c+/ |f|pdx+/ 1 +eglP do
M My M, Mo

_ P P P p g p 2
—c /Mo|g| dw+/Ml|f| d:r+/MQ|f| d:r+6p/MQf|f| dr + 0(2?)
- / P de +ep / o(sgn(M)IFP de + 0(e).

M M

1 1 >
201+ sallran = Wfllsn) = ([ 1+ 20 de) " =1 Alaran
(/ |f—|—€g|”dx>p

" i 1)

11l zrany

E entao

/ P do +ep / g(sgn())IFIP" da +0(e)

3=

_ g||f||Lp(M)( [f[|zeary

/M 71 e+ SP/M g(sgn(f)IfIP~ dz +0(e)T

1
1 P
= —||fllzrcu -1
| 171 _
1 e [ gl
= ~|flleecany | |1+ —2 +0(e)| -1
gD [
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/ g(sgn( ) FP~ da
= JM 1).
TR

Dai, pela definicao de produto semi-interno superior, obtemos

[f;gly = lim ~ (||f+€9||LpM>—||f||Lp )

/ asgn(N)IfI da
= lim X +0(1)
ST/

— 15T /M glf P (sgn(f)) de.

Da mesma forma, aplicando a definicao de produto semi-interno inferior, obtém-se que

.91 = 17155 [ ol son() do o 0 resultado segue. 0

Exemplo 3.1.2. Seja M um subconjunto limitado em RN, N > 1 e seja X = L*(M).
Entao, para cada f,g € L*(M) temos

o= [ owdr= [ g@des [ gl

/ s 7
em que My ={x e M: f(z) >0}, My ={zc M: f(z) <0} e M} ={z € M: f(z) =
0}.

Demonstracao. Pelo exemplo anterior, para € > 0, temos que

/ |f+5g|dx—/ |f—|—5g|dx+/|f—|—6g|dx+/0|f—|—eg|dx

My Mj

:/ |f—|—sg|dx+/ |f+6g|dx—|—e/ lg| dz.
MF M7 MO

f f f

Agora, pela defini¢ao de produto semi-interno superior, vem que

[f, g+ = lim —(Hf+€9H = II£11)

5—>0+€
:hm—[(/ |f+5g|dx—|—/ |f+sg|da:+e/ Ig|dfr)
e—=0t € M M7 M}

f

—(/W!f!dx+/M_|f\dx+/Momdxﬂ

f
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1
:/ |g|dx+lim—(/ |f—|—5g|dx—|—/ |f—|—5g|dx—/ |f]dx—/ |f|dx>
MO 8—>0+5 M+ M M+ Mz

7 f f f f
— [ lolda+ Jim S(\f +egl — 1) da
MY e—0F MFuMy
=/ Il dw+/ g(sgn(f)) dx
M9 MJ?LUMJZ
:/ |g|d:v—|—/ gdx—l—/ (—g) dx
My M r
:/ gdm—/ gda:—l—/ lg| dz.
M 7 My

Analogamente, chegamos ao mesmo resultado usando a defini¢ao de produto semi-interno

inferior. Logo, o resultado segue. O]

Se X é um espaco de Banach, usaremos a notacao 2% para denotar o conjunto formado

por todos os subconjuntos de X.
Definicao 3.1.2. A aplicacao dualidade em um espaco de Banach real € a aplica¢do
J: X — 2% definida por J(x) = {a* € X* : 2*(z) = ||z||*> = ||2*||*} para cada x € X.

Observagao 3.1.1. Pelo Teorema de Hanh-Banach (Teorema 2.1.4), seque que J(z) é
nao-vazio para cada x € X. Além disso, J(z) é fechado, convezo e limitado em X* para
cada x € X. Em algumas situagoes especiais, J € uma aplicagao univoca. Nestes casos,

a fim de simplificar a notacao, escreveremos J : X — X* e J(x) = x* ao invés de

J: X — 2% e J(x) = {x*}.

O produto semi-interno e a aplicacao dualidade estao relacionados pelo seguinte re-

sultado, veja [24, 28|:
Lema 3.1.3. Para cada x,y € X temos
(#,y)+ =sup{z*(y) : 2" € J(2)} e (z,y)- =inf{a"(y): 2" € J(2)}.
Além disso, tem-se, veja [5, 28|:

Teorema 3.1.1. (Kato) Se o dual topoldgico X* de um espago de Banach real X € uni-
formemente convexo (Definicao 2.1.7), entao a aplica¢ao dualidade em X € univoca e

uniformemente continua em subconjuntos limitados em X.
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3.2 Operadores Acretivos

Seja X um espago de Banach real. Por um operador entenderemos uma aplicagao
A X — 2% em que o dominio de A é definido por D(A) = {z € X : Az # 0} e a

imagem de A é definida por R(A) = |J Az. No que segue, escreveremos A : D(A) C
rzeX

X — 2% ao invés de A : X — 2%, a fim de enfatizar que somente os valores de A
em D(A) nos interessa. Entretanto, quando A for um operador univoco, escreveremos
A:D(A)C X — XeAr=yaoinvésde A: D(A) C X — 2% ¢ Az = {y}. Observe
que toda fungao f : D(f) € X — X pode ser identificada, de forma 6bvia, como um

operador univoco cujo dominio é D(f).

Observagao 3.2.1. Identificamos o operador A com seu grdfico e escrevemos [x,y] € A,

sey € Ax. Dado os operadores A, B e A € R, definimos para x,y € X,

(i) (A ={reX yeAr}

(ii) (A+ B)(z) = Az + Bzx;

(iii) (AA)(x) = M(Ax).

Definigao 3.2.1. Um operador A : D(A) C X — 2% ¢é chamado acretivo se
v —2,y—9l+ >0

para cada x,T € D(A), y € Az ey € Az, onde [-,-]+ € o produto semi-interno superior

normalizado em X.
Observagao 3.2.2. Por (a) do Lema 3.1.2 tem-se que A é acretivo se, e somente se,
(—2,y—9)+ >0

para cada v,z € D(A), y € Ax e y € Az, onde (-,+)+ € o produto semi-interno superior

em X.

Definigao 3.2.2. Seja A: D(A) C X — 2% um operador e A > 0. Entdo,
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(i) O operador Jy : D(J\) C X — 2% definido por Jy = (I + AA)™t, sendo I o operador
identidade em X e D(Jy\) = R(I + AA) € chamado de resolvente de A.

1
(ii) O operador Ay : D(A)) C X — 2% definido por Ay = X(I — Jy) com D(A)) =
R(I + M\A) € chamado de aproximacao de Yosida de A.

Valem os seguintes resultados sobre operadores acretivos, veja [5, 24, 28]:

Lema 3.2.1. O operador A : D(A) C X — 2% ¢ acretivo se, e somente se, para cada
A > 0, o resolvente J\ € univoco e ndao-expansivo, ou seja, ||Jx(z) — Jx(y)|| < ||z — v,

para cada x,y € R(I + MA).
Teorema 3.2.1. Se A: D(A) C X — 2% € acretivo e A > 0, entdo

(1) A\ € univoco, acretivo e Lipschitz continuo em R(I+\A), com constante de Lipschitz,
2

3
(ii) Axx € AJyx para cada © € R(I + \A);

(iii) [|Axz|| < |Az| para cada © € R(I + AA) N D(A) onde |Az| = inf{||y|| : y € Az}
para cada x € D(A);

(iv) lim Jyx = x fortemente em X, para cada x € (| R(I + MA) N D(A);
A—0t A>0

A—p
A

v) Sex e R(I+M\A eu>0,entd0ﬁx+ Jr € R(I+ pA) e
A

A\ —
I =J, (%x + X MJ,@) (identidade do resolvente);

vii Se X* ¢ uniformemente convexo, entio para cada v € (| R(I + MNA) a fungao X\ —
A>0
|| Aaul| € nao- crescente em (0, 00).

Defini¢ao 3.2.3. Um operador A : D(A) C X — 2% ¢ chamado m-acretivo se ele é

acretivo e também R(I + AA) = X para cada A > 0.

Para operadores m-acretivos, temos o seguinte resultado, veja [5, 28]:
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Teorema 3.2.2. Se o dual topologico de X € uniformemente convexo, entao o grdfico de

todo operador m-acretivo A : D(A) C X — 2% € fortemente X fracamente sequencial-

mente fechado em X x X, ou seja, sey, € Ax, para cadan € N, lim x, = x fortemente
n—oo

em X e lim y, =y fracamente em X, entio x € D(A) ey € Ax.
n—oo

Definigao 3.2.4. Um operador A : D(A) C X — 2% é chamado m-completamente
acretivo se ele é m-acretivo em X = L*(Q) com 1 < s < 00, ou seja, o resolvente é uma

contragdo que preserva a ordem com respeito a L'-norma e L*°-norma.

Apresentaremos um exemplo de operador m-completamente acretivo, em particular

m-acretivo, no proximo capitulo. Mais exemplos podem ser encontrados em |5, 28].

3.3 Evolucoes Governadas por Operadores Acretivos

Seja A: D(A) C X — 2% um operador m-acretivo e f : [a,b] — X um fungao dada.

Vamos considerar as equagoes de evolucao

F(t) € %(t) b Aut), a<t<b. (3.1)

Definigao 3.3.1. Seja f € L'([a,b]; X). Uma fungdo u : [a,b] — X € chamada solugio
forte de (3.1) em [a,b] se:

(i) u(t) € D(A) para q.t.p. t € (a,b);

(i) u(t) € WE (0,6 X) = {u € Clla,l;X) : u € WH([e,B;X), 1< p < 00, 0 <
c < b} e existe g € Li.((a,b]; X), g(t) € Au(t) para q.t.p. t € (a,b) tal que

loc
du

a(t) +g(t) = f(t) para g.t.p. t € (a,b).

du
Note que, na igualdade em (ii), " ¢é a derivada forte de u, que existe em quase todo

ponto de (a,b) visto que u € W,!((a, b]; X).

loc
Definigao 3.3.2. Seja f € L'([a,b]; X). Uma funcio u : [a,b] — X é chamada de

solugao forte de (3.1) em [a,b) se para cada ¢ € (a,b), a restricao de u para [a,c] é uma

solugao forte em |a,c| no sentido da defini¢ao anterior.
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Temos o seguinte resultado de existéncia de solugao forte para (3.1), veja [5, 28|:

Teorema 3.3.1. Seja X reflezivo e seja A : D(A) C X — 2% um operador m-acretivo.
Entdo para cada ug € D(A) e f € Whi([a,b]; X), existe uma tinica solugio forte u para

(3.1) satisfazendo:

(1) u(a) = up;
(ii) u € Wh>([a,b]; X);

20 = auer+ o1 < 1w+ s+ [ Lo

onde |Ax + z| = inf{||ly + z|| : y € Az} para cada x € D(A).

ds, para q.t.p. t € (a,b),

(iii) ‘

Nos casos em que ug € D(A) e f € L'([a, b]; X ), ou X ¢ nao-reflexivo, existem exemplos
que mostram que (3.1) pode nao ter solugao forte u, satisfazendo u(a) = wy. Veja, por
exemplo, [13]. Desta forma, fica claro que para garantir a existéncia de solugdo para
equagoes da forma (3.1) quando os dados iniciais uy e f nao sao regulares ou quando
X nao é reflexivo, precisamos definir novos conceitos de solugao. Introduziremos no que
segue os conceitos de solucao generalizada, solucao integral e solu¢ao mild. No préoximo

capitulo, introduziremos o conceito de solu¢ao renormalizada.

Defini¢ao 3.3.3. Seja f € L'([a,b]; X). Uma fungao u : [a,b] — X € chamada so-
lugao generalizada de (3.1) em [a,b], se existe uma sequéncia ((Un, frn))nen cujos termos

pertencem a C([a,b]; X) x L'([a, b]; X) tal que:
(i) para cada n € N, u,, é uma solugao forte de (3.1) em |a,b] com f, no lugar de f;
(i) lim w, = em C([a,b): X) e lim f, = f em L'([a,V) X).

Como W1 ([a,b]; X) ¢ denso em L'([a,b]; X), segue do Teorema 3.3.1 que:

Teorema 3.3.2. Seja X reflezivo e seja A : D(A) C X — 2% um operador m-acretivo.

Entao, para cada ug € D(A) e para cada f € L'([a,b]; X) existe uma tnica solugdo

generalizada u de (3.1) em [a,b] satisfazendo u(a) = uy.
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Por [14], os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 nao podem ser estendidos para espagos de Banach
gerais. Portanto, somos for¢ados a procurar outro conceito de solugao. Com este objetivo,

observe que se u ¢ uma solugao forte de (3.1) em [a, b], temos

d
—d—:(T) + f(7) € Au(7), para q.t.p. 7 € (a,b).
, . . : . du
Como A ¢ acretivo, isto implica que 0 < |u(71) — z, —d—(T) + f(1) —y| para cada
T
x € D(A), y € Ax e para q.t.p. T € (a,b). !
De (d) e (f) do Lema 3.1.2, temos [U(T) -z, ?(T):| < [u(T) — x, f(T) — y];+ para
7- —
cada x € D(A), y € Az e q.t.p. T € (a,b), pois,
d
0< futr) — 5,0 + 1) -]
dr 4

< [ur) =2 ~520)] +lutr) =501 -,

ou seja, [u(T) —x, @(7) < [u(r) =z, f(T) — yl+

dr _
Claramente 7 — ||u(7) — x|| é absolutamente continua em (a,b) e consequentemente,
¢ diferenciavel q.t.p em (a,b), devido ao Teorema 2.1.7. Logo o item (i) do Lema 3.1.2
implica que

u(r) = 0] =)~ )
o d
&

(lfu(r) = 2)II)

para cada z € D(A), y € Av e q.t.p. 7 € (a,b).

Integrando ambos os lados da desigualdade acima sobre [s,t] C [a, b], obtemos
t
[lu(t) = 2| < Ju(s) — x| +/ [w(T) — 2, f(T) —yls dr (3.2)
para cadaz € D(A),y€ Azvea<s<t<bh

Observagao 3.3.1. Usando o semi-produto interno superior (-,-); ao invés de [-, -] (que

é sempre possivel devido a Observagao 3.2.2), chegamos & desigualdade

[lu(t) — 2|* < [Ju(s) —=|]* + 2/ (u(r) =, f(1) —y)s dT (3-3)
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para cada v € D(A), y € Ax ea<s<t<b.

Assim, é bastante natural que uma exigéncia para um bom candidato de solucao de

(3.1) é satisfazer (3.2) ou (3.3). Dessa forma, somos levados a seguinte definigao:

Definigao 3.3.4. Seja f € L'([a,b]; X). Uma fungdo u : [a,b] — X € chamada solugio

integral de (3.1) em [a,b], se u € C([a,b]; X), u(t) € D(A) para cada t € [a,b] e u satisfaz
Observagao 3.3.2. Usando que [-,-], € semicontinuo superior, seque que toda solu¢ao

generalizada de (3.1) em [a,b] € uma solugdo integral de (3.1) em [a,b].

Observagao 3.3.3. Pode ser provado que uma fun¢ao continua u : [a,b] — X satisfa-

zendo u(t) € D(A), para cada t € [a,b], é uma solucao integral de (3.1) em [a,b] se, e

somente se, u verifica (3.3).

Observacao 3.3.4. Uma das principais vantagens do conceito de solu¢ao integral € que
a definicao independe do método de construgao de uma tal solugao. Mas observe que, a

no¢ao de solugao integral depende de forma essencial da norma em X.

Vamos definir agora outro tipo de soluc¢ao que é mais instrutivo e que acaba sendo

equivalente ao de solugao integral.

Defini¢ao 3.3.5. Seja f € L'([a,b]; X). Uma solugiao mild do problema (5.1) é uma

fungao u € C([a,b]; X), em que para cada a < ¢ < b e para cada € > 0, existem:

(i) a:t0<t1<<0§tn<b, tk—tk_lgf-:’k':]_,Q?..’n;

() fuofoeefo € X, com > [ 117(e) = illde < e
k=1 te—1

(iii) wvo, vy, -+ ,v, € X, satisfazendo fi € —Zk _:kfl + Avg para k = 1,2,--- . n de tal
k= k-1
modo que [|u(t) —vi|| <€ parat € [ty1,t), k=1,2,-- ,n.

Observagao 3.3.5. Como A é m-acretivo, tem-se que, para cada a =ty <t; <--- <c <

Vg — Vg
t, <be fi,fo, - fu € X, as equagoes f; € %—i—flvk para k =1,2,--- ,n, podem
k— tk—1

ser passo-a-passo resolvidas, visto que (I + XNA)™! é definido em todo X e é univoco para

cada \ > 0.
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Valem os seguintes resultados (veja [23, 28]):

Teorema 3.3.3. Seja A : D(A) C X — 2% wum operador m-acretivo, entio para cada

ug € D(A) e f € L'([a,b]; X) existe uma tnica solugao mild u de (3.1) em [a,b] satisfa-

zendo u(a) = ug.

Teorema 3.3.4. (Benilan) Seja A : D(A) € X — 2% um operador m-acretivo, f €
LY ([a,b]; X) e ug € D(A). Entao, u : [a,b] — X € uma solugao mild de (3.1) em [a, ]
satisfazendo u(a) = ug se, e somente se, u € a unica solu¢ao integral de (3.1) em [a, b

satisfazendo u(a) = uy.

Proposigao 3.3.1. Seja f € L'([a,b]; X) e seja u : [a,b] — X wuma fungdo continua.
Se c € (a,b) e as restrigoes de u, u : [c,b] C a,b] — X ew : [a,c] C [a,b] — X, sdo
solugoes mild de (3.1) em [c,b] e |a,c] respectivamente, entdo u é uma solugao mild de

(5.1) em [a,b].

Demonstracao. Pelos Teoremas 3.3.4 e 3.3.3, basta para checar se u é solucao integral
de (3.1) em [a,b]. Assim, resta mostrar que (3.2) vale para cada x € D(A), y € Ax e

0 < s<c<t<b Obviamente, temos
fate) =] < 1u(e) =l + [ utr) = . £0) = ol dr
<llu(e) = all + [ u(r) 2. 5(7) sl dr + [ u(r) = 2, £(r) — gl dr
= ) =l + [ utr) — . 50) =3l dr
para cada x € D(A),y€ Azrea<s<c<t<hbh. O

O proximo resultado exibe a dependéncia continua das solu¢oes mild de (3.1) com

respeito aos dados iniciais (veja [5, 23, 28]):

Teorema 3.3.5. (Benilan) Sejam A : D(A) € X — 2% um operador m-acretivo,
f,9 € LY ([a,b]; X) e u, v duas solugoes mild de (3.1) em [a,b] correspondendo a f e g,

respectivamente. Entao,

[[u(t) = v < [lu(s) — v(s)* + 2/ (u(T) = v(7), f(7) = 9(7)) 4 dT
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[u(t) = v(®)]] < [[u(s) = v(s)|] + / [u(r) = v(7), f(T) — g(7)]+ dr,
para cada a < s <t <b.

Pelo Teorema 3.3.5 e pelo Lema 3.1.2 (item (b)), podemos deduzir o resultado abaixo:

Corolario 3.3.1. Seja A: D(A) C X — 2% um operador m-acretivo, f,g € L'([a,b]; X)
e u, v duas solugoes mild de (3.1) em [a,b] correspondendo a f e g, respectivamente.

Entao,
t
[lu(t) = v(@)]] < [lu(s) —v(s)]] +/ /() = g(7)l| dr,
para cada a < s <t <Db.
Vamos introduzir agora a definicdo de semigrupos nao-lineares.

Definicao 3.3.6. Seja X um espaco de Banach real e seja C um subconjunto nao-vazio
em X. Uma familia de fungoes {S(t); S(t) : C — C,t > 0} € chamada de semigrupo de

aplicagoes nao-expansivas em C' se

(i) S(t+s)=S(t)S(s), para cada s,t > 0;
(ii) S(0) =1, onde I é a identidade em C;
(iii) tli%i S(t)x =z, para cada x € C;

@iv) |St)z — S@t)y|| < ||z —yl|, para cada z,y € C et > 0.

Tem-se o seguinte resultado devido a CRANDALL e LIGGETT. Sua demonstragao

pode ser encontrada em [5]:

Teorema 3.3.6. Seja A: D(A) C X — 2% um operador m-acretivo. Entio, Sa(t)zr =

t - —_—
lim ([ + —A) x existe para cada x € D(A) uniformemente em t em subconjuntos
n—oo n

compactos de R*. Além disso,
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(a) {Sa(t);Sa(t): D(A) — D(A),t > 0} € um semigrupo de aplica¢oes nao-expansivas

em D(A) e para cada x € D(A) et > 0 temos ||Sa(t)x — z|| < t|Az|, onde |Az| =
inf{[lyll;y € Az};

(b) Para cada x € D(A), a fungdo u : [a,00) — D(A) definida por u(t) = Sa(t — a)x

d
para cada t € [a,00), € a unica solu¢do mild para o problema de Cauchy 0 € —u(t) +

dt

Au(t), satisfazendo u(a) = x, com a <t < 00.

Definicao 3.3.7. O semigrupo de aplicag¢oes nao-expansivas definido por

n—o0

Sa(t)r = lim ([+ EA) x

é chamado de semigrupo gerado por —A em D(A).

3.4 Espacos de Lebesgue e Sobolev com Expoente Va-
riavel

Nesta secao lembraremos algumas definigoes e propriedades basicas dos espacgos de
Lebesgue e Sobolev com expoente variavel. As demonstragoes omitidas podem ser encon-
tradas em [15, 17, 19].

Sejam Q C RY um conjunto mensuravel e p € L>°(€) com infessp > 1. O espaco de

Lebesgue generalizado LP¢)(Q) é definido por
LrO(Q) = {u : Q) C RY — R; u é mensuravel com / Ju(x)[P@ de < oo}.
Q
A norma nesse espaco, chamada norma de Luxemburgo, ¢ definida por

p(z)
ul|pro) ) = inf {u >0: / ) g < 1}.
Q

O espago LP)(Q), munido da norma acima ¢ um espaco de Banach.

Usaremos no que segue a notaqéo
~ —inf + _
p =1miessp € p =supessp.

No caso em que a fungao p(x) = p ¢ constante, entdo || - ||srq) = || - |zr(0), onde

|| - [|zr() € a norma usual do espago LP(€2), 1 < p < oo, isto ¢é,
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[lullLr () = (/Q Ju(x)]? dg;)’l’.

Para u € LPV)(Q), a norma |[ul| 0oy € a modular / lu(x)[P®) dz estdo relacionadas

pela desigualdade:

Lema 3.4.1. Seja u € LPV)(Q). Entdo,

min [l g el oy} < [ Fle)P) dr < el g el o

Observe que a desigualdade acima € equivalente a

min{( /Q |u(z) [P dx) ( / |u(z) [P dx)h} < ul| oo 0
< max{( /Q () [P d:r) ( /Q ()P dx)pi}.

1
Proposicao 3.4.1. (Desigualdade de Hélder) Seja p~ > 1 e p' tal que ﬂ +
p .
Seu € LPO(Q) ev € LP'O(Q), entdo

[ s < ( >\|U||Lp<>(n>||v||m<) .

1 1
Observe que na desigualdade acima (— + T) < 2 e podemos usar a desigualdade
p- P

i)

de Holder na forma
| vl do < 2l bl
Teorema 3.4.1. Se p~ > 1, entio LPV)(Q) é um espaco de Banach reflexivo e separdvel.

Teorema 3.4.2. Seja (u,) C LPY(Q), uma sequéncia de fungées tal que u, — u €

LPO(Q). Entdo, existe uma subsequéncia (u,,) tal que
(a) up, () — u(z) g.t.p. em Q;
(b) |tn, ()| < h(z), para k > 1 q.t.p. em Q, com h € LPV)(Q).

Teorema 3.4.3. (Teorema da Representacio de Riesz para o espago LPV)(Q))

1 1
Seja p~ > 1, p(+) e q(-) expoentes varidveis conjugados, isto €, — + — = 1. Entao,

p()  al)
dado f € (LP™)(Q))*, existe um tinico v € L) (Q) tal que
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para todo u € LP™)(Q).
Teorema 3.4.4. (i) O espaco C,(Q) € denso em LPO)(Q);
(ii) O espagco C(Q) ¢ denso em LPV)(Q).

Teorema 3.4.5. Suponha que || < oo. Entio, LP®(Q) C L1 (Q) se, e somente se,
q(z) < p(x) q.t.p. em Q. E nesse caso, a imersao é continua com constante de imersao

nao excedendo |Q + 1, isto ¢,

[lull pacr @) < (191 + Dlful[ oo ()
Definicao 3.4.1. Estendendo o expoente varidvel p : Q — [1,00) para
p: Qr=100,T]xQ — [1,00)
(¢, z) — p(t,x) = p(x)
podemos também considerar o espaco de Lebesque generalizado por

LPO(Qr) = {u . Qr = R; u € mensurdvel com lu(t, z) P dzdt < oo}

Qr
A norma de u € LPY)(Qr) € dada por

lullary =it {0 [
T

o que naturalmente compartilha das mesmas propriedades do espagco LP1)(Q)). Dessa

u(t, =) p(z)

1

dzdt < 1},

forma, o espago Lp(')(QT) munido de sua respectiva norma torna-se um espaco de Banach.

Seja 2 C RY um dominio aberto e conexo. O espaco de Sobolev com expoente variavel

Wrt)(Q) é definido por

Wi0(@) = {u € L20(Q) : |[Vul € LO(Q)},

onde Vu = ﬁ, a—u, s ﬁ e Ou denota a i-ésima derivada fraca de u, ou seja,
0x,’ Oxa or N Ox;
— augpdm:/uagpdm
0z q Oz
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para toda ¢ € C*(Q).

O espago W'P()(Q)) é Banach munido da norma

\%
[ullwree @) = inf {M >0: / (’M
Q 1

ou da norma equivalente

p(z)

[
W

p(z)
) dr < 1}

||u||W17P(')(Q) = ||u||Lp<~>(Q) + ||Vu||LP(')(Q)'

O espago de Sobolev com expoentes variaveis tem as seguintes propriedades:
Proposigao 3.4.2. Se p~ > 1, entio o espaco W'PO)(Q) ¢ reflexivo e separdvel.

O espago Wol’p(')(Q) designa o fecho de C°(Q) em W10 (Q).
Proposicao 3.4.3. Wol’p(')(Q) € um espago de Banach, separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

Teorema 3.4.6. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Q) € um aberto limitado e que

p € C(2) com p~ > 1. Entao, eziste uma constante C, dependendo da fun¢ao p e da

medida de §, tal que
||u||LP(')(Q) < CHVUHLP(')(Q)

para todo u € Wol’p(’)(Q). Em particular, a expressao ||[Vul|pp)q) € uma norma sobre

Wol’p(')(Q) que € equivalente a norma HUHWIM')(Q)'

Teorema 3.4.7. Suponha que || < 0o e sejam p(-) e q(+) tais que q(x) < p(x) ¢.t.p. em
Q. Entio, WH@(Q) c WH1)(Q) e tal imersdo é continua.
Np(z)

No que segue denotaremos p*(z) = { N — p(x)’
oo, se p(zr)> N.

se p(zr) < N,

Teorema 3.4.8. Suponha que || < oo e sejam p,q € C(2), tais que p~,q~ > 1. Se
q(z) < p*(x) para todo x € Q, entido WP (Q) C L1®)(Q) e tal imersio é continua e
compacta.

Teorema 3.4.9. Suponha que |Q] < 0o e sejam p,q € C(Q), tais que 1 < p(x) < q(x) <
p*(x) para todo x € Q. Entio WP (Q) C LI@(Q) e tal imersio ¢ continua.
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Observe que dos resultados acima, segue que para p € C(Q) com 1 < p~ < pt < N
valem as imersdes W10 (Q) C L"0)(Q) para qualquer fungao mensuravel r : Q C RN —

[1,00) tal que inf ess (% - T(x)) > 0.

€N

Observacao 3.4.1. Vale a pena observar

/ luP® dy < C/ |VulP®) d,
Q Q

nao vale em geral. Para mais detalhes, veja [18].

Observagao 3.4.2. O expoente varidvel p : Q — [1,00) € dito satisfazer a condi¢io de
log-continuidade se para todo x1, 15 € 0, |11 — 23] < 1, [p(21) — p(2)| < w(|71 — 22|) Onde

w: (0,00) — R ¢ uma func¢ao nao-decrescente com

hﬂ?ﬁp w(a)ln (é) < 00.
A condi¢do de log-continuidade € usada para obter vdrios resultados de reqularidade para
espagos de Sobolev com expoentes varidveis, em particular que C®(Q) ¢ denso em W'P0) ()
e Wol’p(')(Q) = WPO(QNW, 1 (Q). Além disso, se p satisfaz a condigio de log-continuidade
el <p <pt <N, entao W-PL)(Q) C LP"0)(Q). Contudo, nao precisamos destas propri-
edades de regularidade para os resultados do proximo capitulo e iremos trabalhar de forma

mais seletiva com os espagos de Lebesgue e Sobolev, usando apenas expoentes varidveis

continuos p : Q — [1,00) tal que p~ > 1.

Vamos também utilizar as notacoes padrao para espacos de Bochner, isto é, considere
V um espago de Banach, p > 1 e 0 < T < oo, entdao LP(0,T;V) denota o espago das
fungdes mensuraveis u : (0,7) — V tal que t — |lu(t)||y € LP(0,T). Além disso,

C([0,T]; V) denota o espago das fungoes continuas u : [0,7] — V dotado com a norma

lulleqom = s fu(®)]lv-

Segue a demonstracao de um lema técnico que fornece uma estimativa para funcoes

em um espaco de Lebesgue apropriado. Este resultado sera usado no proximo capitulo

para estabelecer as propriedades das solucoes renormalizadas da equagao estudada.
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Lema 3.4.2. Seja p € C(Q) com <p < pt < N eseap >0. En-

N+1

tao, ewiste uma constante ¢ > 0, dependendo de (3, tal que, para cada fungao g €

LP (0,T; Wol’p(')(Q))ﬂLoo(O,T; LY(Q)) com ||g||p=(o1.01 (@) = sup ess/ lg(t,x)| dx < B
te(0,T)
e

sup/ Vg |P®) dedt < (3.4)

>0

onde, para cada v >0, B, = {y < |g| < v+ 1}, seque que

191 oo msaw a0 ) = €

para toda funcio continua q(-) em Q satisfazendo 1 < q(x) < N1 , para
todo = € Q.
~ . . N(p~—1)+p
Demonstracao. 1° passo: Seja ¢* uma constante satisfazendo 1 < ¢t < v N +)1 b
Assim,
¢"(N+1)<N(p —1)+p
=Np  —N+p
=p (N+1)—N
p (N +1)

e, em particular, ¢g* < p~. Sendo ¢" < p~ < p(-), temos as inclusdes continuas

Wor(Q) ¢ Wi (Q) c Wol’q+(Q). Entao, para cada inteiro 79 > 1, usando a desi-

gualdade (3.4) e o Teorema 3.4.5, segue que

Yo—1
/ /|vg|q dodt = Z//|Vg|q dxdt+Z//|Vg|q dadt

'Y’YB’Y

Yo—1

< Z Q|+ 1 //|Vg|” dxdt + Z//|Vg|q dxdt

/Y’YB«,

\Q\+ ﬂ+2//1vg|q dadt

Y= ,YOB,y
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=yt Y // Vg7 dadt

=70 B,

sendo ¢y, = (|| + 1)57 > 0 uma constante dependente de /3, 2 e 7. Dal, aplicando
a desigualdade de Holder e usando novamente (3.4) e o Teorema 3.4.5, sabendo que

p~ < p(-), tem-se que

T ot _ A _ 1-&
/ / Vg|”" dwdt <y + Y //(yvg\q*)i+ d:cdt} ’ {//(mq*)l";+ d:cdt} ’
0 Ja =1 "B B,
0o r a*
. = gt
=cyt Y //|vg|1’ dxdt} B, |""
=1 -'B]
oS at
P at
Septe) [/ Vgl d:vdt} B,
=% "B
PR 1_at
< Gy P Z’Bv’ v
Y="0
00 1_£
:C%"‘CIZ‘BW‘ "
=70

.
q
sendo ¢; = ¢B»~ > 0 uma constante dependente de 3, Q, ¢* e p~.

Agora, seja v > 1. Entdo, para v > 0, visto que B, = {7y < |g| < v+ 1}, resulta

que |g(t,x)| > 7 se, e somente se, |g(t,z)|” > ~". Assim, integrando ambos os lados da

desigualdade sobre B.,, obtemos

/ lg(t,x)|" dedt > /'y’" dx

B, B,

:’y’"/dx

B’Y
=7"|B,|.

Logo,

1
= / / gt, 2)[" dedt > |B,).
B’Y
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De modo que, retomando a estimativa anterior e aplicando a desigualdade de Holder para

séries, tem-se

T 00 1 1—9-
/ / |Vg’q+ dxdt < cyy + 1 Z (_r // lg|” dxdt)
0 Jo - g
Y=70 B’Y
o0 1 i 71)7
=cy+ 0 Z e (//|g| dxdt)

Y=Y 77 P

A [(fforwa) ™ ]}
=70
0o p=—q"
:cw+cl(z - _q+) (Z//|g| dxdt)
’Y='¥07 at Y= B
* * N +
Como ¢" < p~, temos gt < N. Dessa forma, resulta que ¢* > 1, onde ¢t = I q —.
—q

q"(N+1)
N

desigualdade de interpolagao para normas LP (Proposi¢ao 2.1.3), vem que

Além disso, se escolhermos r = , temos 1 < r < ¢*". Aplicando agora a

gt Mlarr < ot Mty Mot e oe g < callgt N e
+°(1 =
para quase todo ¢t € (0,7) e uma constante ¢ > 0, onde a = % Como con-
r(l—q
sequéncia,
T at’ Gr)
r 1
ol <2 [ llote. 50y
levando em conta o valor de "a"dado pela desigualdade de interpolagao.
. gt (N +1) . Nq* e .
Substituindo os valores de r = — N eqt = N a ultima estimativa pode ser
—4q
simplificada e dada por
HgHT[‘/T(O,T,LT( 62||g||Lq+ OTL[1+ (Q))

Assim, pelo Teorema 3.4.9 e pelo Teorema 3.4.5, obtemos a seguinte desigualdade

* ql* q%
( [lste.o dx) ’ <c3( JZ dw)
Q Q
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para alguma constante c3 > 0.

, . , * » . . . .
Dai, usando o valor atribuido para "r", ¢ < ¢*, as ultimas estimativas e aplicando a

desigualdade de Holder, segue que

1

pe
HgHLcﬁ(OTLcﬁ Q) (/ /|V9 t .1' )

at 00 P —at _ 1
1 P p~ qt
<efenra( X =) (X [f o) T ]
y=y0 7y v =70 g
) % 7__7‘#
=c5 + CG( Z WNH)@ e ) ( Z // lgl" da:dt)
Y= 7Y Y= p
00 1 P —q"
=5 —i—ca( Z TS _q+)) (/ / lg|” dxdt)
Y=Y Y
0o 1 P ﬂf
- rTq
= F Cﬁ( Z q+(N+1>(p 5 ) (HgHL’“ OTLT(Q)))
Y= 7Y
o 1 q
s 6t CG( Z (N+D)(p~—g+) ) ||g||Lq+ 0.1:L9% ()
=% Y N

em que cg4, c5 € Cg sao constantes positivas.

> 1, nos assegura que

(p” —q")(N+1)
N

Mediante a teoria de séries numéricas, desde que

a série
o0
1
Z (N+1)(p~—qt)
=7 Y N
é convergente, isto é,
o
1
Z Nrno——) T
=7 N

Como _p—+ > 1, usando a desigualdade de Young (Proposi¢ao 2.1.2), obtemos
P —q

- + —qt
P —q 1 % p q
HgHLqu(QT;Lqu* Q) < ¢+ = (HgHLq+(07T;Lq+*(Q))) + (2 {06(07)” } .

p~—q*

Assim,

p~—q*
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e portanto,
C5 + Cs )
||g||Lq+(07T;Lq+* Q) S —+ = Cg > 0.
=
E levando em conta os resultados anteriores, resulta que
o) 1 p~—q*t 1
P q
Vol @y < (et er( 3~ ) ( > [[ ol asar) ")
=70 ’y at =70 B’Y
< ¢c10

para alguma constante c1g > 0, lembrando que

HQHET(O,T;LT( < CQHQH < C209.

Lat(0,1;:L9%" ()
Em particular, existe uma constante c;; > 0 tal que ||g||11(g,) < c11, devida a inclusao con-

tinua dos espagos (Teorema 3.4.5), visto que 1 < ¢* < ¢*" e que ||g||,,+ < ¢9.

(0,1;L97" ()

2° passo: Agora vamos considerar um expoente variavel continuo, ¢ € C(€), satisfazendo

N(p(z) —1) + p(z)
N+1

da continuidade de p(-) e ¢(-) em Q, existe uma constante § > 0 tal que

max q(y) < min N(p(y)—l)er(y),

yEB(z,6)NN yEB(2,6)NQ N+1

a estimativa 1 < ¢(x) < , para todo = € Q. Como uma consequéncia

para todo x € Q. Observe que § é compacto e portanto, por defini¢do, podemos cobri-lo
com um namero finito de bolas (B;)i=12.... x. Além disso, existe uma constante o > 0 tal
que |B; N Q| > «, para todo i = 1,2,--- , k. Sendo assim, vamos denotar por ¢ e q;
como sendo o maximo local e o minimo local de ¢ em B; N (2, e do mesmo modo p; e p;
como sendo o méximo local e o minimo local de p em B; N €.

Usando agora o mesmo argumento de antes, porém localmente, vemos que a desigualdade

/ / V|7 dadt < .y + ¢ Z | B, k S

Y=70

vale em B; N B, e B; N Bg, respectivamente. Nesse ambito, ¢ valido que

— gt

o0 1 p qz
< —_— * .
Hgll 0TI (Bing)) — O T CG( Z (N+1)(p; —aq ) §(0TsL% (BinQ))
=10 7y N
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Agora, denote por

1

- g(t,x) dzx, para t € |0,T],
|B; N Q| B;,NQ (t,2) 0.7}

9:(t)

a média de g; sobre B; N . Como sabemos que ||g||r1(g,n0) < c11 € que |B; N Q| > a,

para todo ¢ =1,2,--- , k, segue que

/OT |@<t>|dt=/:
1

T BNQ

1
< —cnn
«

1

/ g(t,x) dz
B;NQ

g(t,z) dx

C11

(07

Dai, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Proposigao 2.1.4), obtemos que

g — gz‘”qu* (B:n) < leHVQHL‘IQL(BmQ)

para alguma constante c15 > 0. Tendo em mente que

. Npy) —1)+py)
<
P T LC R T

para todo x € 2, deduzimos pelos resultados anteriores que

_ .t
Py —9

< "
UMl i o iy = €12 F a0l oy

para constantes ci3, ci4 > 0. Obviamente, isso implica que para alguma constante c;s,

dependendo de p(+), q(-), €,

* <
||g||Lqi+(O,T;Lqi+ (B;:NQ)) — 15
para todo i = 1,2,--- |k, usando a desigualdade de Young (Proposi¢ao 2.1.2) como an-
. Ng;
teriormente. Finalmente, como ¢ = N—qZJr > q*(x) > q(z) e ¢f > q(z) para todo
x € B;NQeparatodoi=1,2, -k, podemos concluir que

||g||Lq_ (O,T;L(I*(‘)(Q)) + ||g||L‘1_ (O,T;Wol’q()(Q)) S C16,
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para alguma constante ¢ > 0 dependendo de p(-), ¢(-), €.

De fato, observe que, pelo Teorema 3.4.5

< (90 + D19l gt

< (19 + 1)es

1911 o (0.7:00r @

= C7

para todo i = 1,2,--- , k, desde que ¢*(-) < ¢ . Pelo mesmo motivo, como ¢~ < ¢(+) <

q;", resulta que

1911z~ o720y < 1R+ D Lot 1o
< (|9 + 1)eir

= (C18.

Note também que, em particular, a expressao ||[Vg|| q)q) ¢ uma norma sobre W, 1100

que ¢ equivalente a norma ||g|[ ;. E como sabemos que ¢~ > 1, resulta que

1100

T
1918 iy = [ 19

Como ¢(+) < ¢*, novamente pelo Teorema 3.4.5, vem que

IVl ar@ry < (19 + DIVl et 0
< (|9] + 1)eo

< 9.

Logo,
Hg‘ |Lq7 (0,T;L9* () (Q)) + | |g| ’Lq* (O,T;Wol’q(‘>(ﬂ)) S Ci6,
sendo c1¢ uma constante positiva dependendo de p(+), ¢(+), 2. Portanto, isso nos garante

que HQHL%(QT;W&«;(')(Q)) < ¢ e o resultado segue. O

Observacao 3.4.3. Note que o resultado obtido no lema anterior, também é vdlido para

cada fungao mensurdvel q : 0 — [1,+00] tal que

b := inf ess(N(p(x) — D 4wl q(m)) > 0,

€ N+1
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desde que uma fungao continua q(-) pode ser aproximada por fun¢ées mensurdveis. De
fato, nesse caso eziste uma fun¢ao continua s(-) tal que s(x) > q(x) para quase todo

re e

min
€N

( N(p(z) = 1) + p(x)

N1 - s(x)) (>b/2) > 0.

Pelo Lema 3.4.2 e devido a inclusdo continua L* (0, T} Wol’s(')(Q)) C L7 (0,T; W&’Q(')(Q)),

podemos deduzir entao que Hg||qu(0 T 0 (@) < ¢, para alguma constante ¢ > 0.
15 Wo



Capitulo 4

Solucoes Renormalizadas para uma

Equacao de Evolucao Envolvendo o

p(x)-Laplaciano

Neste capitulo apresentaremos a demonstracao de existéncia e unicidade de solugoes

renormalizadas u para a equac¢ao nao-linear parabolica

(

o — div(|VulP®=2Vu) = f em Qr,
u=20 sobre X, (4.1)

u(0,-) = up(-) em €

em que Q@ C RY (N > 2) é um dominio limitado com fronteira Lipschitz denotada por

69, QT = (O,T) X Q, ET = (O,T) X 89, f € L1<QT), Uy € L1<Q) ep: ﬁ — (1,+OO) é

uma fungao continua.

4.1 Solucoes Renormalizadas

Nesta se¢ao apresentaremos a defini¢ao de solugao renormalizada para o problema (4.1)

e algumas observagoes acerca da definicao. Também enunciaremos o principal resultado

deste capitulo, o Teorema 4.1.1.

45



46

Definigao 4.1.1. (i) Para cada v > 0, a fungdo truncac¢io T, : R — R, € definida por

-7, se z < =7,
T,(2) = z, se —y<z<n,

Y, se z>n.

Ty (2)

Figura 4.1: Grafico da funcao truncagao

(ii) Para cada v > 0, a funcao renormaliza¢io ¢, : R — R, € definida por ¢,(z) =

Tyi1(2) =T, (2), ou seja,

—1, se z< —(v+1),

z47v, se —(v+1)<z<—y,
9(2) = 0, se —y<z<4,
z—7, se y<z<7vy+1,

1, se z2>v+1.



k Qb'y(z)

A

7+ 1

—(v+ 1) 8l

NV

Figura 4.2: Gréfico da fun¢ao renormalizagao

47

Note que T, e ¢, sao fungdes Lipschitz continuas e de classe C' por partes, que

satisfazem |T,(-)| < v e |o,()| < 1.

Definigao 4.1.2. Seja s(-) uma fungdo nao-negativa em C*°(R) tal que

se |z] <1,

s(z) =

Para cada inteiro n > 2, defina a fun¢ao S,(r) por

onde

se |z| > 2,

L,
0,
0<s(z) <1, para qualquer z € R.
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sn(2)

—(n+1)

—(n—1) n—1 z

Figura 4.3: Gréafico da fungao s,(z), para cada n > 2

Observacao 4.1.1. Nas condi¢oes em que foi definida, a func¢ao S, satisfaz para cada

n>2:

(1) Su(r) = SulTasa(r));
De fato, como s,(z) =0 para |z| >n+1 e

—(n+1), se < —(n+1),
Toia(r) = r, se —(n+1)<r<n+l,
n+1, se r>n+1,

vem que:

Para —(n+1) <r <n+1,
Sn(Tnt1(r)) = Sa(r).

Parar >n+1,
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e analogamente para r < —(n + 1) tem-se que S, (T,11(r)) = Su(r).

(i1) (ISl @) < lIsllLoe);

Seque da definicao de S,, e do Teorema Fundamental do Cdlculo.
(iii) supp S, C[—(n+1),n+1] e supp S C [-(n+1),—n]U [n,n+ 1].

Definigao 4.1.3. Sejam f € LY(Q7) e ug € L* (). Uma solugio renormalizada de

r
o — div(|VulP@=2Vu) = f em  Qr,

u=>0 sobre X,

u(0, ) = up(-) em €,

\

€ uma funcgao mensurdvel u : Q7 — R satisfazendo as sequintes condigoes:
() T,(u) € LP (0,T; Wy " (Q)) para cada v > 0;

(ii) VT, (u) € (LPY(Qr))N para cada v > 0;

(iii) lim / / V[P dadt = 0;
Y—>00

{v<Iu|<y+1}

(iv) Pra cada renormalizagao S € C*(R) tal que supp S" C [—M, M| para algum M > 0,

9,S(u) — div(S' ()| VulP®2Vu) + 8" (u)|Vul[P® = £ (1) em D' (Qr);

(v) Para a condigao inicial, deve-se ter S(u)| = S(ug) quase sempre em €.
=0
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Seguem algumas observagoes com respeito a definicao de solugoes renormalizadas.

Observacao 4.1.2. Na definicao anterior, bem como no que seque, identificamos uma
fungio v € LP(0,T; LPV)(Q)) com a fungio Lebesque mensurdvel real v definida por
v(t,x) = v(t)(z) para quase todo t € (0,T), para quase todo x € Q. Da mesma forma
associamos para cada fungdo v € LPY)(Qr) uma fungio Bochner mensurdvel v : (0,T) —
LPO(Q), pondo v(t) := v(t,-) para quase todot € (0,T). Note que, com esta identificacio,

obtemos as sequintes inclusoes densas continuas
LV (0, T; LPO(Q)) =g LPO(Qr) <54 LP (0, T; LPO(Q)).

De fato, usando o Lema 3.4.1 e a desiqualdade de Hélder para v € LPY)(Qr), obtemos

T T s
/ o100 dt</ max{/|vtat 7@ g (/|vtx |w>dx) }dt
0 0
T T pj
§/ /|v(t,x)|p($) dxdt—i—/ (/|U(t,l‘)|p($) dx) dt
o Jo
T "—+ T 1-
S/(/W@@W”Mﬁ+(/l/thP mw) (/do
o Ja 0
T s %
—/ /]v(t,x)|p(x)dxdt+T_P+(/ /]vtm P x)dxdt)
0o Ja

»)?

1-2_ _
< max{|[vl{%s g 10150 0y} + T 5% max{llvl] 2o 10150 g -

3

Portanto, v € LP (0, T; LP)(Q)) e a inclusio L) (Qr) — LP (0,T; LPV)(Q)) € conti-
nua. Analogamente, pode ser mostrada a continuidade da inclusio LP" (0, T; LPO)()) —

LP)(Qr). De fato, para v € LY (0,T; L") (Q)) tem-se

T T
/0 / fo(t, 2)P® dedt < / mascf[[0(8) 250 s [[0CE) 5 g

< [ 1O e+ [ o0

T ’;—+ . T
< ([ 10 gy )T [ o

1-2_ +
T »" HU( )‘ ip-‘r (0,T;LPC) ()

p+
() (Q) dt

]
+\

= 1[0+ sy
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Portanto, v € L") (Qr) e a inclusio LP" (0, T; LP)(Q)) < LPY(Qr) € continua.

Agora mostremos as densidades. Considere a inclusio LP" (0, T; LPO)(Q)) < LPO(Qr)
e fize u € LPO(Qr). Como D(Qr) € denso em LPY(Qr), existe uma sequéncia u, C
D(Qr) convergindo parau em LPY)(Qr) quando n — oo. Mas, D(Qr) também é denso em
LP(0,T; LPO(R)), resultando que u, € LP" (0, T; L’V (Q)) para todon € N. Para mostrar
a densidade da inclusio LPO)(Qr) < LP (0,T; LP)(Q)), fite v € LP (0,T; LPO(Q)) e
tome uma sequéncia de mollifiers (se¢ao 2.3) p, C D(R) e estenda v para R pondo

v(t) =0 parat € R—(0,T). A funcao regularizada (no tempo)

(pax0)0) 1= [ pul- = s)uls) ds

estd em L' (R; LP)(Q)) para cada n € N. Consequentemente, estd em LPO)(Qr) e con-

verge para v em LP~ (0, T; LPO(Q)).
Observacgao 4.1.3. Note que as inclusoes
L7 (0,75 LP(Q)) vq L"O(Qr) =a L (0,75 L (2)

sao em geral, estritas (para expoentes nao-constantes p(-)).
Em particular, wma fung¢do que satisfaz a condigao (i) da Definicao 4.1.3, T, (u) €
P (0,T; Wol’p(')(Q)), com v > 0, ndao satisfaz automaticamente a condigdo (ii), em

que VT, (v) € (LPY(Qr))N, para cada v > 0. Por exemplo, considere N = 2, Q) =
3 5) 3
(—1,1) x (=1,1), p(x,y) = 5 %, com (x,y) € Q. Entao, p~ = T pt = 5 ¢ a fungao
v =v(t,z,y) =t35(1 —|z))(1 = |y|), comt € [0,T] e (z,y) € Q, € um elemento de
_ . o 0
L0, TsWg (@), mas oo, oo ¢ 20(Qr)
De fato, é claro que v € C([0,T] x Q) e que v = 0 na fronteira (0,T) x 0. Além
0 0

disso, —v = —u(t,x,y) = —t 3sign(z)(1 — |y|) quase sempre, ¢

ox ox

P T
Lr™ (0,T;LPT () [ /0 ( /Q

4
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3

— ¢ Ssign(x)(1 - [y))

(
= /OT (t‘l/g(l — ly)? dxdy)g dt
( ;

5
6
dxdy) dt

0 - -
quase sempre, e entao 30 e P (0,T; L7 (Q)) — L? (0,T; L*)(Q)), pela Proposicio
x
0

3.4.5, desde que p(-) < p*. Por simetria, o mesmo vale para 8_U’ ou seja, (9_U €
Y
LY (0,T; LY (Q)) < LP (0,T; LPO(Q)). Assim, v € LP~ (0, T; W " ().

0
Por outro lado, temos que L ¢ LPO)(Qr), pois
T

i

p() p(z,y)

0 dxdydt

-V

Ox

L) (0,T;LP) (2
:/ /]—tgsign(x)(l—]ymglzl dadydt
0

(t~ e (1—1y|) %’% dxdydt

3_ |z
2

(1 — |y dadydt

[NIE ,_.

N[ M\H
N m\»—A

J e
1L
[/
// (1) drdydt

1 l
2 2

% L 3_ 1z
/ ¢ (1—|y])z~ % dedydt
T

1S dpdt

3
15
-(3) ]
:(> ( t@dm—i— tédx)dt
% 0

e por substituicao simples, seque que

M\)—l
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L

% T 0 12
/ tl(/ —6t“du+/ 6t“dv)dt
0 + 0
5T 1 5 v 5
6t1( + ) dt
/0 In(t) 0 In(t) 0
1 1
tizs —1 tiz —1
-1 dt
(m(t) " 1n<t>)

Sk

1\2 [T U .,
- / t=! / tedx+/ todzr | dt >
2 0 — 0

1
2

lw ol
O\ O\
- S S
SN Q

e a ultima integral impropria diverge, resultando que —v ¢ LPO(Qrp). Consequentemente,

9 ox
por simetria, —uv ¢ L") (Qr).
Ay
Observagao 4.1.4. Note que, se p(-) = p € constante no problema de evolugao tratado,

ou seja, considerando

p

Owu — div(|[VulP2Vu) = f em Qr,

u=20 sobre X,

u(0, ) = ug(+) em £,

para o p-Laplaciano, entio, € claro que se T, (u) € LP(0,T; W, (2)), com v > 0 implica
que VT, (u) € (LP(Qr))N. Sendo assim, a condigio (ii) ndo € necessdria na defini¢io
de solucao renormalizada neste caso. Em contra partida, como vimos na observacao
anterior, isso ndo acontece para o caso de um expoente varidvel p(-), sendo que VT, (u) €

(LPO(Qr))N, v > 0, desempenha um papel crucial a fim de obter um problema bem posto.

Tendo em vista a defini¢ao de solugao renormalizada e as observagoes anteriores, somos

naturalmente levados a introduzir o espago de funcoes
V={fel” (0,T;W;"(Q): [Vf] € L"(Qr)}
que é um espaco de Banach reflexivo e separavel, dotado com a norma

A = IVl e @)



54
ou a norma equivalente,

HfHV = HfHLp*(QT;WOLP(')(Q)) + vaHLP(')(QT)'

Observagao 4.1.5. A equivaléncia entre as normas é uma facil consequéncia da inclu-
s@o continua LPV)(Qr) — LP~(0,T; LPY)(Q)) e da desigualdade de Poincaré (Proposicdo
3.4.6). De fato,

||VfHLP<')(QT) < HfHLp— 0,7;Wa ) (9)) + ||foLP(')(QT)-
Por outro lado,
s 01w @) T IV £l e < allfllmogry + 1V Fll o @

< ||Vl + IV FlLeor )

= (2 + DIVl @)
sendo ¢q,co9 > 0.
Segue algumas propriedades adicionais de V:
Lema 4.1.1. Seja V como definido acima e V* o espago dual de V. Entao:
(i) Temos as sequintes inclusoes densas continuas
LP7(0, T Wy " (Q) «va V e L7 (0, T; Wy PO ().

Em particular, desde que D(Qr) € denso em Lp+(O,T; Wol’p(')(Q)), ele também é

denso em V, e para os correspondentes espacos duais, temos

L@(0,T; (Wy P (92))") < V= s L0 (0,75 (Wy P (92))7).

(ii) T € V* se, e somente se, eviste F' = (f1, fa, -+, fn) € (LPO(Qr))N tal que T =
div,F e

(T, &)v=yv Z/OT/QF.Dg drdt

para cada & € V. Além disso,

TNl = max{[[fill ooy @py t = 1, -+
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Demonstrac¢ao. (i) A continuidade das inclusoes segue da defini¢ao de V e das proprieda-
des dos espacos com expoentes variaveis. A densidade segue os mesmos argumentos

das inclusoes densas dadas na Observagao 4.1.2.

(ii) (=) Assuma que T' € V* e defina a seguinte aplicagao linear
u€ Vi S(u) = Vu e (LPY(Qr))".

Como Im S é um subespaco fechado de (LPO)(Q7))Y, todo funcional T € V* ¢

identificado com 7' € Im S* por meio da igualdade

A

(T, S(u)) = (T,u), comu € V.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.1.4), T pode ser estendido a [(LPO) (Qr))N]*
por um funcional T. Como (LP")(Qr))* = LPO(Qr), existe F = (f1, fo, -+, fv) €
(LPO(Qp)N tal que T = div, F e

<T,€>w,v=/0T/QF.D§ dzdt

para cada £ € V.
(<) Assuma que existe F' = (f1, fo, -+, fn) € (LPO(Q7))N e que

(T, &)v-v Z/OT/QF.Dg drdt

para cada & € V. Mostremos que T = div, F € V*. Com efeito, aplicando a

desigualdade de Holder para expoentes variaveis (Proposigao 3.4.1), note que

(T, E)v-v] Z/OT/Q|F.D§|da:dt
:/OT/S;|§JC7:DIZ'£
<[ f;mmiadxdt

N

<2 Z ||D$i§||Lp(')(QT)||f’i||LP’(')(QT)'

=1

dxdt
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Portanto,

1T

ve = sup{[(T, §)v-v| : |[¢]ly <1}

N
<2 Z ||fi||LP’(')(QT)
i=1

e como uma consequéncia, deduzimos que T' = div, F € V*.

]

Note que, se u é solugao renormalizada de (4.1), entdo S(u) € V N L>®(Qr) para cada
renormalizagao S.

Além disso, V N L>®(Qr) dotado com a norma

vllvaLee@r) = max{|[v]lv, [[v][=@r)}, v €V N L¥(Qr)

¢ um espago de Banach, e V* + L(Qr) ¢ o dual desse espago (veja [10]), dotado com o

norma

HU‘ V*+LY(Qr) = il’lf{HUle* + ||U2||L1(QT) TV =v + Vg, V1 € V*,Ug c LI(QT>}
Proposigao 4.1.1. Se u € solugao renormalizada de (4.1), entio S(u); € V* + LY (Qr).

Demonstragao. Para cada & € D(Qr), considere v > 0 tal que supp S’ C [—,7]. Usando

a desigualdade de Holder e o Lema 3.4.1, temos que

T T
| [1s@ivapwe deie= [ [ 15019, ()P 9e] dod
0 Q 0 Q

T
<18l [ [ 19T 019 dec
0 Q

< 208 oo @) 1T (@) PO Lo o | VEN 2200

< QHS/HLOO(R) max{(/ |T7(u)]p(x)>9 |
() v
(/ |T’Y(u>‘p T ) }|’V€HLF('>(QT)-

Como D(Qr) é denso em Ve |S'(u)||Vul[P® -1 € LF'@(Qr), deduzimos que div(S’ (u)|Vul[P® 1) €
V* pelo item (ii) do Lema 4.1.1. E como uma consequéncia do problema parabolico (4.1),
segue que

S(u)y — div(S'(u)|Vu'™) = f em Qr,
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entao
S(u); = div(S' (w)|Vul/D ™) + f em Qr,
sendo f € L'(Qr). Logo, podemos concluir que S(u); € V* + LY(Qr). O
A condigao inicial S(u) = S(up) q.t.p. em €, faz sentido, pois se u é solugao

t=0
renormalizada, entdo para cada renormalizagao S, S(u) € V N L¥(Qr) e S(u); € V* +

LY(Qr), e portanto, S(u) € C([0,T]; L*(2)) como consequéncia imediata do resultado a

Seguir:
Lema 4.1.2. Temos

W= {u e Viu € V* + LNQr)} = C([0,T); L))

W N L*(Qr) = C([0,T]; L*()).
Demonstragio. Seja V(R) = {u € L (R;WoP(Q)) : |Vu| € LPOR x 2)} e V*(R) o
dual de V(R). Vamos considerar o operador continuo
P: W — W(R)
u +— Pu

operador prolongagao das fungoes de [0, 7] AR, em que Pu € W(R) := {u € V(R); (Pu); €
V*(R) + LY (R x Q)} é tal que Pu=u em [0,T].
Seja u uma fun¢do de W e considere uma sequéncia (1, )nen C C2(R; Wol’p(')(Q)) tal que

¥, converge fortemente para Pu em W(R), isto é,
Y, — Pu fortemente em V(R),
()¢ — (Pu); fortemente em V*(R) + L'Y(R x Q).

Considere agora,
Sl(S) :/ Tl(t) dt
0

onde T3(¢) é uma fungao truncagao 7, (t) com v = 1, ou seja,
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Ti(t) = t, se —1<t<l,
1, se t>1
Temos que
td
[ sin— vy de= [ 5 [ 100~ vu)(r) der
Q —o0 AT JQ
t d (hn—1bm)(T)
= — T dgdxd
/oodr/g/o @) dacedr
t d [Wn—tm)(T)
= — T dqdxd
[ v

_ / Ty (6 — 1) (7) () — (6)e)(7) dxdlr.

—00 J

Como W(R) é um espago de Banach e 1), converge fortemente nesse espago, resulta que

1, € uma sequéncia de Cauchy em W(R). Assim, podemos escrever

/QSl(wn — ) (8) dz < w(n,m) (4.2)

onde w(n,m) — 0 quando m,n — 0o e s € R.

Por outro lado,

[s v = [ sw-e@ s [ S ) do

{l¥n—9m|<1} {l¥n—9m|>1}
(hn—1bm)(s) (Yn—1Pm)(s)
_ / / Ty(t) dtd + / / Ty(t) dtda
{l¥n—tm|<1} ’ {lYn—tm|>1} ’
(Yn—1bm)(s) 1 (hn—1Pm)(s)
= / / t dtdx + / (/ tdt+/ dt) dx
{W’n—"/’m‘<1} ‘ {W’n_wm'Zl} ° '
n~— ¥m 2 1
- = n)OF gy / (§+\(wn—wm)<s>y—1) da
wn - wm S 2 1
S e~ SR B (ORI A
{l¥n—tm|<1} {lYn—tm|>1}
_ 2 _
S R S U B S B U

{l¥n—1m|<1} {l¥n—tm|>1}
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Assim, por (4.2) e desde que (|1, — ¥m|) € L), usando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz (Proposicao 2.1.1) para a integral no espago {|1,, — ¥,| < 1}, obtemos

L=l = [ po-wleder [ vl

{|n—tm|<1} {|n—tpm|>1}

; !
([ wewrew) ([ )
{|n—vm|<1} {|n—m|<1}
" / [ — G (s) d
{lon—vm|>1}

1
g( / ]wn—wml2(s)dx) QP + 2uw(n, m)
{|'¢n_7/)m|<1}

< (2w(n,m))z|Qz + 2w(n,m)

= (2|Qw(n, m))2 + 2w(n,m).

Portanto, (¥, )nen € uma sequéncia de Cauchy em C?(R; L*(€2)) munido da topologia da
convergéncia uniforme. Visto que 7};120 , = Pu em W(R), resulta que 7}1320 Vp, = Pu em
CY(R; L'(©)). Logo, como Pu = u em [0,7T], entao u € C([0,T]; L'(2)) e daf segue a
primeira inclusao continua que queriamos mostrar.

Agora, considere u € W N L®(Qr). Assim, u € W e u € L*(Qr). Como u € W, entao
u € C([0,T]; LY(2)) e como u € L®(Qr), particularmente, u € L*(Qr) pela Proposi¢ao
3.4.5. Logo, sendo

uw: [0,7] — LY
t o u(t)

e L*(Qr) C LY(Q7) continuamente, podemos tomar u com a restrigao
w: [0,T] — L*(Q)
t — u(t)
Logo, u € C([0,T]; L*(2)) e a segunda inclusao continua segue. O

Usando a inclusio W10 (Q) — WL1(Q), podemos associar para toda fungio men-

surdvel u : Qr — R satisfazendo T, (u) € V, com v > 0, um gradiente generalizado,
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definido como a tnica funcao mensuravel satisfazendo
Vu=VT,(u) gtp.em{|u] <~}, Vv >0.
Assim, todos os termos de
9,S(u) — div(S' (u)|VuP™2Vu) + 8" (u)|Vul''® = £5'(u) em D'(Qr)
fazem sentido.

Observagao 4.1.6. Como para qualquer fungio @ € VN L>®(Qr) existem fungoes o, €
D(Qr) com p, — @ fortemente em V e fracamente-* em L>®(Qr) (Teorema 2.1.5), vemos
que na condi¢ao (iv) de solugao renormalizada podemos nao apenas usar fungoes teste em
D(Qr), mas também funcoes em VN L>¥(Qr). Assim, podemos substituir a condi¢do (iv)

por

T T
(DeS(), Py + / / S ()| VD2V 4V dadt + / / ()| V" dadt
0 Q

//fs’ ) dxdt,

para toda p € V N L®(Qr).

Note que a condigao (iii) na defini¢do de solugao renormalizada implica que

lim // |VulP® dzdt = 0, para todo ¢ > 0.

’Y*)OO
{v<[ul<y4c}

De fato, para ¢ = 1 o resultado é imediato. Para 0 < ¢ < 1, temos que {7y < |u| <

v+t C{y < fuf <7+ 1}, logo

0 < lim // |Vu|P®) dwdt < lim // |VulP® drdt = 0
Y— 00

{v<|u|<y+-c} 'y<|u\<"/+1}

e o resultado segue. Para ¢ > 1 considere n € N tal que n < ¢ <n + 1, entao obtemos

: p(z) p(z)
Wh_)rgo // |VulP'™ dedt = hm {(Z // |Vul dxdt)

{7<lu|<y+e} {r+i<|ul<v+i+1}

/ / |Vu|P@) dxdt}

{y+n<lu|<y+e}
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n—1
=Y lim / / |VulP® dzdt + lim / / |VulP® drdt
=0 Y—00 Y—00

{v+i<|u|<y+i+1} {y+n<Jul<y+nt(c—n)}

=0

em que a ultima igualdade acima segue da hipotese e do fato que ¢ — n < 1.
O teorema seguinte é o principal resultado deste trabalho, que sera demonstrado apos
a apresentacao de alguns resultados necessarios para tanto. Este trata da existéncia e

regularidade de uma solugao renormalizada para o problema de valor inicial (4.1).

Teorema 4.1.1. Assuma que p € C() com 1 < p~ < p™ < N. Entao, existe pelo
menos uma solu¢ao renormalizada uw do problema parabdlico (4.1). Além disso, se p~ >

entao u € LT (0,T; WOI’Q(')(Q)), para todo expoente varidvel continuo q em

N(p(z) —1) + p(x)
N+ 1

N+1’

satisfazendo 1 < q(x) < para todo x € Q.

Observacao 4.1.7. Sep™ > 2— N;—l—f podemos aplicar o Lema 3.4.2 para obter o resul-
tado de regularidade do Teorema 4.1.1(como veremos na demonstragao do Lema 4.2.2).
Nesse caso, temos u € L'(0,T; WH1(Q)) e entao pelo Lema 2.1.2, como |VT,(u)] < M,
M > 0, seque que

VT, (u) = Lju<yyVu  q.t.p em Qr,

onde 1y <y} denota a fungao caracteristica do conjunto mensurdvel {|u] <y} C Qr. Em
particular, o gradiente generalizado como definido anteriormente coincide com o gradiente
usual no sentido das distribuicoes. No caso em que 1 < p~ < N, podemos mostrar a
existéncia de uma solugao renormalizada u para (4.1), mas o gradiente de u € o gradiente

generalizado.

4.2 Propriedades das Solucoes Renormalizadas

A fim de encontrar mais estimativas para solugoes renormalizadas e também para obter
estimativas uteis de solugdes aproximadas para a equacao de evolugao (4.1), usaremos a

seguinte formula de integragao por partes:
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Lema 4.2.1. Seja S € W'(R) com supp S’ compacto, v € L' (Qr) com T,(v) € V,
para todo y > 0, tal que S(v); € V* + LY (Qr), S(v)(0) = S(vg) com vy € L' (). Entao,

(S(0)e, (v — W) ) ve i L1(Qr),vL=@Qr) = —/ é}/ h(r —w) dS(r) dtdx,

para cada h € W 2(R) com supp h’ compacto, w € Wy (Q)NL¥(Q) e & € D((—o0, T) x
RY) tal que h(v —w)é € V.

A prova deste resultado segue as mesmas ideias da demonstracao do resultado corres-
pondente em [2, 3, 11]. O ponto essencial é mostrar que a média temporal de Steklov
1 +n
vp(+) = —/ v(s)ds, n >0,
nJ
de uma fungao v € VN L*(Qr) ainda pertence a V N L*(Qr) e converge, quando n — 0,

fortemente para v em V e fraca-* em L>®(Qr).

Observacao 4.2.1. Das suposi¢oes do lema anterior, seque imediatamente que S(v) €
V N L>*(Qr), e portanto S(v) € C([0,T]; L*(Y)), pelo Lema 4.1.2. Assim, a condig¢do
inicial S(v)(0) = S(vy) faz sentido.

Obtemos as seguintes propriedades adicionais de solugoes renormalizadas:

Lema 4.2.2. Seja u uma solu¢do renormalizada, entao

lull ezt < [1fllLr@r) + [uollor@), (4.3)

1

1
VT (W) oy @) < vmax{([|Fl] 1 @r) +luol 1) (1l @p +[uollr@) 77}, (4.4)

para todo v > 0, e

¥>0
{r<lul<vy+1}
<p() <N, entaou € LY (0,T; W(}’Q(')(Q)), para todo expoente

N(p(z) = 1) + p(2)
N +1

Além di 2—
ém disso, se N1

varidvel continuo q em € satisfazendo 1 < g(x) < para todo x € ).
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Demonstracao. Prova de (4.3): Considere a equagao no sentido das distribuigdes, tomando

1
S =5, e escolhendo ¢ = =T, (u), v > 0, como funcao teste. Entao, temos que
Y

! ' P(r) =2y, T
(@Suu), ST,y + - / /S Va2V VT, (u) dedt

L / | SiIvuPT, ) dod
/ / £5! ()T (u) dudt.

(8tSn(u),%T (u))v*v<‘ / / £S5 (u)T, (u) dudt

Logo,

——/ /S’ )| VulP® =2V uV T, (u) dedt
——/ /S" )| VulPOT, (u) dedt
1

@S0 ~T, (W) < = / 171l T ) dt
_ "(u up(x)_z U U X
+,y/0 [ ISVl 9l 9T, () o

1 (T
+ —/ / |SZ(u)||Vu|p(x)|Ty(u)| dxdt.
YJo Ja

Usando a Observacgao 4.1.7 e lembrando que |T,(u)| < =, supp S/ C [-(n+1),—n] U

[n,n+ 1] e que |Sy;(u)| < ||Sh||em) < ||8'||L(®) = ¢ nesse suporte, obtemos

@5, ZT e < / [ 171 ot -+ / 1@V @ daat

+c // |VulP® dzdt.

{n<lul<n+1}

Também, como sabemos |S} (u)| < ||S),|| @) < ||5]|Lem) = 1, e dai,

(0,50 (w), iT( W)y V</ /yfy dodt + > / /yVT PO dadt
+c // |VulP@ dxdt.

{n<lul<n+1}
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Agora, aplicando a formula de integracao por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

1
evolugao, escolhendo h(z) = 1, para todo z, e { = =T, (u), obtemos
8

=1 ) / @(@)t[ / :dsnm] it < | RIS arz [ ) 19T, daat

+c / / |VulP®) drdt

{n<[u]<n+1}

=1 ) [ (5.0 = 8, wa)dndt < 1l et + - ' | 9T,

Y
+c // |VulP® dadt.

{n<Jul<n+1}

Fazendo n — oo e usando que o tltimo termo da inequagao obedece a condigao (iii) da

definicao de solucao renormalizada obtemos,

= [ / (T ()i — o) dt] we | 1A asz [ ' 9T 0P o

Usando integracao por partes para integrar o primeiro termo e a definicao de funcao

truncagao, vem que

1 T 1
;// iy dtda:+// u dtda:g/ £t ) pr ey dt—l—;/ VT, (u) ") dxdt.
0

{lul<~v} {lul>7} {lul<v}

Por fim, fazendo v — 0, obtemos

t
et M < ool + / £t s dr

para todo t € (0,7"). O que implica

[ul| oo 0,520 (@)) < [uol|zr@) + 1 f1]L1@q)-

Prova de (4.4): Considere a equagao no sentido das distribuigoes, tomando S = S, e

escolhendo ¢ = T, (u), v > 0, como fungao teste. Entao, temos que

T
<8t5'n(u),T7(u)>V*yv+/ /S;(u)\VuP(x)_QVuVTV(u) dxdt
o Jo
T
+/ /S;’(u)|Vu|p(x)T,y(u) dxdt
o Jo

_ /0 ! /Q FS! ()T, (u) dad.
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Logo,
T
<8tSn(u),T7(u)>V*7V+/ /S;L(u)]Vu]p(z)2VuVTw(u) dxdt
o Jo

T T
! 1 p(x)
g/o /Q\fl\sn(u)m(u)|dxdt+/o /Q\gn(umw T ()] dadt.

Usando a Observacao 4.1.7 e lembrando que |7, (u)| < =, supp S, C [-(n+1),—n] U

[n,n + 1] e que |S)(u)| < ||Sh||zom@) < |]8'||L(r) = ¢ nesse suporte, obtemos

T
(0pSn(u), Ty(w)) vy + / / S (W) VT, (w)|P@ dadt < // S (u)| | VulP™y dadt
0o Jo

{n<lul<n+1}

T
" / / F11SL () dadt

T
(005 (10), T () vy + / / S (u)|VT, ()P dadt < oy / / IVl ddt
0 Q

{n<lu<n+1}

T
T / / 118 ()] dxdt.

Também, como sabemos |S],(u)| < ||S),||zem) < ||5]|Le®) = 1, e dai,

T
(05 (10), T () vy + / / S (u)|VT, (w)P®) dadt < oy / / V™ dedt
0 Q

{n<ul<n+1}

T
M/ /|f| ddt.
0 Q

Agora, aplicando a férmula de integracao por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolugao, escolhendo h(x) = 1, para todo z, e £ = T, (u), obtemos

_/OT/Q(TW(U))t{/u:dSn(T)} dmdth/OT/Qsé(u)]VTv(uﬂp(x) dudt
s oy // |Vl dmdt+7/OT/Q|f|d:pdt.

{n<Jul<n+1}

Fazendo n — oo, obtemos

—/OT/Q(TW(U))t(u—uo) dmdt+/0T/Q|VT7(u)|p(ﬂ”) dxdtgy/OT/dexdt
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e assim,

_/Q UOT<T7(u))t<u—u0) dt] da:+/OT/Q]VTV(u)|p(””) da:dtgfy/oT/Qm dudt.

Usando integragao por partes para integrar o primeiro termo e a definicao de fungao

truncacao, vem que

// uuy dtdx + // ~yuy dtdx + // VT, (w)[P™ dzdt < 4|/ f|| 11 @n)

{lul <7} {lul>7} {lul<v}
T
// wy dtdx+’y/ </ Uy dt) dx+/ VT, (w) [P dadt < || f]|21 @)
Q 0
{lul<~} {lul<~}

// uuy dtdr + 'y/(u(T) — up) dx + / VT, ()P dadt < || f]|21 @)
0

{lul<~} {lul<~}

[ e (e Mooy ol + [ [ 195,00P dedt < 31l

{lu|<v} {lu|<~}

[ et 4 sltute N+ [ [ 195, 0P® dedt < (01730 + i)

{lul<v} {lu|<~}

Como // uwy dtdz + ||u(t, -)|| 11 (@) > 0, segue que

{lul<~}
VT, ()P dadt < A(||f 111 + ol lL1@)-
{lul<~}
Assim, usando o Lema 3.4.1, obtemos

1

1
T (W)l oo @ry < v max{ ([ £l @r) + [uollzi@) 7™ (1fller@r) + Huol @)™ }-

Prova de (4.5): Considere a equagdo no sentido das distribuigoes, tomando S = S, e
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escolhendo ¢ = ¢, (u), v > 0, como fungao teste. Entao, temos que
T
(045 (1), Py (1)) yre 4 / / S! (w)|[VulP) =2V uV ¢, (u) dodt
0 Jo
T
—i—/ / S ()| VulP™ ¢ (u) dedt
0 Jo

-/ ' [ 751006, 0) s

T
(00Sa (), b () + / / S () Va2V u b, (u) dadt

r T
"(u U ae up(at) u .
< [ [isiolios @i o+ [ [ 81001900, )] dec

Usando a defini¢do de fungao renormalizacao e lembrando que |¢,(u)| < 1, supp S C
[—(n +1),—n] U n,n+ 1] e que [S](u)] < ||S)][zem) < [|8'||Le®) = ¢ nesse suporte,

obtemos
T
(D0Sn(), 6 (W) v v + // S, () [VulP® dadt < / / 11! ()] dardt

{(r<ul<r+1}
+c / / |VulP®) dzdt.

{n<Ju[<n+1}

Também, como sabemos [S] (u)| < |[S]||eem@) < ||8][Loeom) = 1, e dai,
T
@Suw. 0,y + [ SVl dode < [ [ (1] doa
o Jo

{r<lul<y+1}
+c // |VulP®) dzdt.

{n<ul<n+1}
Agora, aplicando a formula de integragao por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolugao, escolhendo h(x) = 1, para todo z, e £ = ¢,(u), obtemos

_ /0 ! /Q (5 (w))e(Sn(u) — Sp(uo)) dadt + / / Sh (w)|Vul[P™) dxdt

{v<lul<y+1}

T
g/ /|f|dxdt+c // |VulP@) drdt.
0 Q

{n<lul<n+1}
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Fazendo n — oo, obtemos

] i a] aes [ vt daars [ [ igiaa

{r<lul<y+1}
Usando integracao por partes para integrar o primeiro termo e a definicao de funcao

renormalizacao, vem que

// uuy dtdx + // u dtdr + // \VulP® dadt < ||f]|21Qp)

{r<lul<v+1} {lul>y+1} {r<lul<y+1}
T
// Uy dtdx+/ (/ Ut dt) dzr + // |Vul|P@ dedt < 1L 0p)
o \Jo
{r<lul<y+1} {r<lul<y+1}
// uuy dtdx + /(u(T) — ) dr + // \VulP® dedt < £ 0
Q
{r<lul<y+1} {y<lul<y+1}

JI - wedtdo (e ooy = loollwo) + [ (96P dnat < |1l

{r<lul<y+1} {r<lul<y+1}

{r<lul<y+1} {r<lul<y+1}

Como // uwy dtdz + [|u(t,-)||21@) = 0, segue que

{y<lu|<y+1}

J[ 1wl dodt < 17lscon + ol

{7v<]ul<y+1}

Logo,
sup // Vul® dedt < |||l op + o]l 1.

>0
{r<lul<y+13

Por fim, para mostrar a regularidade da solugao renormalizada u, considere a equagao no

sentido das distribuigoes, tomando S = S, e escolhendo ¢ = ¢, (T} (u)), v,k > 0, como
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funcao teste. Entao, temos que
T
(0050 (), 64(T(w)))v-y + / / ()| VulP®) 2V b, (Ti () dadt
T
" (z)

[ [ suivup©o, (1) et
T

= [ [ 1siwer (Tituw) dod
0 Q

€ assim,
T
@18, 05Ty + [ [ 5100Vl 29T, (Ti ) o
0 Q

' (U w))| ax ' ! ()] | V[P ()] dadt.
< [ [ iisinosuwldse+ [ [ 151001900 (i) deae

Usando a definicdo de funcao renormalizagao e lembrando que [¢, (T (u))| < 1, supp
Sy C[—(n+1),—n]U[n,n+1] e que |S)(u)| < ||Sh||re@) < ||5'||Loo®) = ¢ nesse suporte,

obtemos

(015 (), &y (Ti(w))) v v + // S (u) | VT ()P da:dt<//|f||5’ )| dadt

{v<ITk ()| <y+1}
+c / / |VulP®) dzdt.

{n<|u|<n+1}

Também, como sabemos |S},(u)| < ||S),|| @) < ||5]|Lem) = 1, e dai,
(045 (11), 6 (Ti(w))) vy + // ()| VT () @ dmdt</ /|f| dudt

{(7<ITi(w)|<v+1}
+c / / |VulP®) dzdt.

{n<|ul<n+1}
Agora, aplicando a férmula de integracao por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolugao, escolhendo h(z) = 1, para todo z, e £ = ¢ (Ti(u)), obtemos

/ / O (Th(u {/ dS,(r )] dxdt + // S (1) [V T () P@ dadt

{r<ITk (w)|<y+1}

T
g/ /\fyddec // |VulP®) dxdt.
0 Q

{n<lul<n+1}
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Fazendo n — oo, obtemos

_/Q |:/OT(¢7<Tk(U)))t<U_U0) dt] dr + // VT3 ()P dadt < /OT/Q \f| dudt

{7<ITh (w)|[<v+1}

donde segue que

[ 19Br® dsde <11fllon + ol

{r<ITh(w)|<v+1}
para todo k > 0. Considerando || f||z1(Q.) + |[uol|Lr @) = B, B> 0, temos

sup // VT (u)[P@) dzdt <
B’Y

>0

onde B, = {y < |Ti(u)| < y+1}, para 5,7,k > 0. Logo, usando o Lema 3.4.2 resulta que

]]Tk(u)||Lq_(0,T;W01,q<.)(Q)) < C para alguma constante positiva C, para todo k > 0 e todo

N(p(z) —1) + p(x)
v N+1
todo x € €. Finalmente, aplicando o Lema de Fatou (Teorema 2.1.8) para tal resultado,

expoente variavel q continuo em Q satisfazendo 1 < ¢(z) < , para

com k — oo, obtemos

T T
q o . . q-
\/0\ HU| ’Wé’q(')(Q) dt = /0\ ll}?_l)(l)gf HTk (u) ’ |ngq('>(Q) dt

T
. a
< h’ggglf/o ||Tk(u)||wol"’<‘)(ﬂ) dt

<C
implicando que uw € L? (0,7} W&’Q(')(Q)). O
: : 1
Tendo em vista a regularidade provada no Lema 4.2.2, é claro que se 2 — N1 <

p(-) < N, a solugao renormalizada é também uma solugao no sentido das distribuigoes.
O proximo resultado a ser apresentado, evidencia o inverso para dados iniciais regulares,
ou seja, se u € uma solugao no sentido das distribui¢ées (solugao fraca), u € V, dyu —

div(|VuP@)=2Vu) = f em D'(Qr) e u(0,-) = ug, entdo u é uma solucio renormalizada.

Lema 4.2.3. Suponha f € V* eug € L*(2). Entdo, a solugdo fraca u de (4.1) é também

uma solucao renormalizada.
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Demonstracao. Considere u uma solucao fraca. Entao, u satisfaz a equagao
O — div(|[VulP2Vu) = f em D'(Qr).

Como f € V*, resulta que ,u € V*, ja que pelo Lema 4.1.1 obtemos que div(|Vu[P®~2Vu) €
V*. Devido a densidade de D(Q7) em V, levando em conta o Lema 4.1.1, temos que a

equacgao no sentido das distribuicoes é equivalente a

T
(Opu, @Yy v +/ / VulP@2VuV o dedt = (f, o)y
o Ja
Assim, tomando ¢ = S’(u)® na equagao acima, onde S € C*(R), supp S’ C [-M, M|

para algum M > 0 e ¢ € D(Qr), obtemos

T
(Oyu, S"(u)h)v+ v + /O /Q IVulP@=2uv (S (u)) dedt = (f, S (u))y- v

By, S' () vy + / / Va2 ul(VS' () + S (u) (V)] dadt = (f, S (w)iv-y

T T
(O, S"(u)p)y- v + / / S" (u)|VulP @ drdt + / / S (u) | VulP D=2V uNVey drdt
0 Q 0 Q

:/OT/QfS’(u)w dxdt

e a condigao (iv) de solugdo renormalizada vale. A condigao (iii) de solu¢ao renormalizada
segue do fato de como u € V termos |Vu[P® € LY(Qr) donde {y < |u| <~y +1} — 0

quando v — oo. O restante das condigoes segue trivialmente. O]

4.3 Solucoes Aproximadas: Uma Abordagem pela Te-
oria de Semigrupos

Nesta secao apresentaremos resultados baseados na teoria de semigrupos nao-lineares,
que nos auxiliarao na demonstracao do teorema principal, o Teorema 4.1.1, que seré
apresentada na préxima secao.

Na referéncia [29] foram estudados problemas elipticos da forma
B(u) — div(|Vu|P™@=2Vu — F(u)) = f em

(£)(f)
u=0 na 0,
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onde 3 é um grafico maximal monétono em RxR e ' : R — RY ¢ uma funcdo localmente
Lipschitz continua. Para p € C(Q) com 1 < p~ < p* < N, existéncia e unicidade de
solucao renormalizada para (E)(f) foi provada para cada f € L'(Q). Em particular,
segue dos resultados de [29] que, para toda f € L'(2), A > 0, existe uma tnica solugao

renormalizada u : £ — R do problema

u— A div(|VulP®2Vu) = f em Q,
u=0 na 09,

(E)A(S)
isto é, u é uma funcao mensuravel tal que
T, (u) € Wy™"(Q), para todo v > 0,
S (w)u — div(S"(u)|[VulP®2Vu) + 8" (u)|[VulP® = £5'(u) em D'(Q)

lim / |Vu|P® da = 0.

y—+00
{7<Iul<y+1}

Além disso, temos o seguinte resultado de comparacao para solu¢oes renormalizadas re-

ferente a problemas elipticos, o qual sua demonstragdo pode ser encontrada em [29].

Lema 4.3.1. Se u e v sao solugées renormalizadas de (E)\(f),(E)x(g), f.g € L' (),

respectivamente. Entao, temos as sequintes comparagoes:
(@) [[(u—=0)"lze) < |[(f = 9) "l @)

() [[(u=v) [z < [I(f — 9) ¥l

(c) [lu—v]

@ < | f = glls para todo 1 < s < oo.

Em termos de operadores nao-lineares, o resultado anterior diz o seguinte: se A é o

operador nao-linear definido em L'(©) por
A= {(u,w) € L'(Q) x L'(Q) : u & solugio renormalizada de (E)(w)},

entao A é m-completamente acretivo em L'(), isto ¢, R(I+\A) = L'(Q2) para todo A > 0

e o resolvente de A, a aplicagao f € L'(Q) — (I + M A)~'f € L'(Q), ¢ uma contragao que
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preserva a ordem com respeito a L'-norma e L>®-norma (e assim, com respeito a qualquer
Lé-norma, 1 < s < o0). Em particular, o operador nao-linear A é m-acretivo em L'(Q),
isto é, R(I + AA) = L*(Q) e o resolvente ¢ uma contragao na L'-norma.

Pela teoria geral de semigrupos nao-lineares, através do Teorema 3.3.3, podemos con-
cluir que o problema de evolugao abstrato correspondente a (4.1), ou seja, o problema de
Cauchy para o operador nao-linear A

du
(CP)(uo. f) I +Au=f em (0,7),

u(0) = uy,
admite uma tnica solugao mild u € C([0,T]; L*(2)) para qualquer dado inicial ug €
D(A)”'HLl(Q) (= L'(Q) como veremos mais adiante) e f € L'(Qr) = L'(0,T; L*(2)).
Além disso, levando em conta o Corolario 3.3.1, recordamos que se u, v € C([0,T]; L'(Q))

sao solugoes mild de (C'P)(ug, f),(CP)(vo, g), respectivamente, entao temos

t
|u(®) = vl @) < HuO—voHL1m)+/0 1£(s) = g(s)l]1 () ds

para cada 0 < t < T. No caso em que o operador A é m-completamente acretivo, o
principio da contragao também vale com respeito a qualquer L™-norma, 1 < r < oo. Mais

precisamente, nesse caso, para cada 0 <t <T e 1l <r < oo, temos

[1(w(®) = v() Il @) < [H(uo = vo) " [lzr(@) +/0 1(f(s) = 9() |y ds.

No que segue, usaremos a expressao "dados iniciais suaves"quando tivermos uy € D(A)
e f e Wh(0,T; L' (Q)). Como A ¢ m-completamente acretivo, pelos resultados de [20]

temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1. Se ug € D(A) e f € WHH0,T; L' (Q)) (dados suaves), entdo a solugio
mild u de (CP)(ug, f) € uma solugao forte, isto é, u € WH1(0,T; LY(2)), u(0) = ug e
du

E(t) + Au(t) = f(t) para quase todo t € (0,T).

Em outras palavras, de acordo com a definicao de A para dados suaves ug e f, a

solugao mild u satisfaz para quase todo t € (0,7):

() T, (u(t)) € W™ (Q) para cada v > 0;
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(ii) lim \Vu(t)[P@ do = 0,
y—00
{y<lu(®)|<y+1}
(iii) Pra cada renormalizacao S € C*°(R) tal que supp S" C [—M, M] para algum M > 0,

em D’'(Q)) temos

0,5(u(t)) — div(S'(u(t))|Vu() "2 Vu(t) + 8" (w(®))[Vu(t) ' = f(£)S"(u(t)).

Tendo como base a Defini¢ao 3.3.5, vamos definir a seguinte notagao para uma solugao

mild u € C([0,T]; L*(Q)) de (CP)(ug, f), a qual é o limite uniforme das fungdes u. = vf
em (£5_1,5) com u.(0) = v§, em que para cada 0 < ¢ < T e para cada € > 0, existem:

(i) 0=t <ti<---<c<t;, <T,comm.eN;

Me tf
(i) ff € LY(Q), i =1,--- ,m., tal que Y / 1) = fillorey dt, _max (8 —t5y),
i=1 Yt e

Tt [luo — v§||Lr ) — 0 quando £ — 0;
e
iii) vg,vs, -, 05 € X satisfazendo ————1 + Avf = f¢ parai=1,2,--
0s U1 e — : ;
b
mmodo que [Ju(t) — o7 < & para t € [y £5), i = 1, ,m..

- ,m, de tal

Veremos a seguir algumas propriedades de solugao mild u de (C'P)(ug, f) que é uma

solucao forte para dados suaves.

Proposicao 4.3.1. A solugao mild u de (C'P)(uyg, f) obtida como o limite em L>(0,T; L
das solugoes aproximadas u. satisfaz

T,(u) € LP (0,T; Wy (), para todo v > 0

VT, (u) € (LPY(Qr))N, para todo v > 0.

Demonstragao. Considere as fungoes constantes por partes u. = v§ em (

vg, € > 0, solugoes de

5
VUV, — U,
i i—1 e _ fE
e — t& +sz_ 70 2_1’27”.7m6'
; i—1

()

tz(il? t?)? UE(O) =

(4.6)
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Pela definicao de A, usando (4.6), a renormalizacio S = S, e a funcao teste T, (v5),

obtemos
1
i [ S = o DT et [ ST VT ) da
i~ Yi—1JQ
+ [ SHDIvaPIT, ) do

= [ suen e, ) de

Integrando de t;_; a t; e somando as equacoes para @ = 1,2, -+, m,, obtemos

Z/S’ (vf —vi_y) dx+2/ /S;(Uf)|V’U;~€|p($)_2V’U§VT,Y(’U§) dxdt
- / /S” )| Vs [POT, (vF) dadt
tE

_Z/ /5’ ) FET, (vF) dacdt.

Agora, note que para r entre vj_; e v§ tem-se que T, (r) < T, (v5), dai

/Z T, (r) drg/l T, (v) dr

i—1 i—1

=T, (v7) (vj = viy)-

Assim, obtemos a seguinte estimativa
€
K2

S (05) / U T () dr < SL() (0 — )T (05). (4.7)

£
i—1

Usando (4.7), vem que

/5’ /T drdx+2/ /S’ VT, (0P dadt

<C’yZ/ / |Vv|p”)dxdt+ //s T, (v5) dadt.
t&

n<|’u |<n+1}

Fazendo n — oo, obtemos

Z// drdx—l—Z/ /[VT £)pe d:vdt<2/ /ff ) dudt.



Agora, observe que

i// drdx+2/ /yVT VP dadt = //u " r) dr dz
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+ / - / VT, (ue)P@) dadt.
0 Q

Assim,

ms tiﬂe e tf
/ / ) dr dx + / / VT, () P deedt < / / FET,(vf) dadt. (4.
ue (0 Q i=1 Y1 JQ

Como uma consequéncia, temos

ue (t5,, e
/ / VT, (ue)|P®) dedt < / / r) dr dx + / / VT, (u.)|P™) dwdt
Q
us(o) us(tfng)
:/ [/ T, (r) dr—i—/ T.,(r) dr] dx
Q 0 ue(0)

trne
- / / VT, (ue)|P®) dadt.
0 Q
Entao,

/ /\VT P dxdt<// drd:c—l—// o r) dr dz
+ / " / VT ()| ddt.
0 Q

Usando a estimativa (4.8), segue que

/ /NT u. ) |P dmdt<// drd:r:+2/ /ff ) dadt
// |drdw+§/ /\fEHT | dadt.

Das propriedades da funcéo truncacao, lembramos que |7, | < . Entao,

Une r ue (0) me e
/ / VT, (ue)|P™) dwdt < v / / dr dx + Z/ / | f7] dxdt}
0 Q LJa Jo 1 Jte_ Ja
] e

— / u.(0) dz + Z/ FHIE dt}

L/ i=1 Yt

) e
=\l + Y- [ 157l dt],

L i=1 Yti—1

8)
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ou seja, uma estimativa de V(T (u.)) em (LPO)(Q7))N e assim de (T, (u.)). € LP (0, T; Wol’p(‘)(Q)).

Logo, tomando o limite uniforme das fungoes u., segue que

T, (u) € L? (0,T; Wol’p(')(Q)), para todo v > 0

VT, (u) € (L*Y(Qr))Y, para todo v > 0.
[

Proposigao 4.3.2. A solugdo mildu de (CP)(ug, f) obtida como o limite em L>(0,T; L*(Q))

das solugoes aproximadas u. satisfaz a estimativa

1

IV &y (u)]| Lot () < max {( / |uo| dx + / |1 dxdt) ,

{luo|>~} {lul>~}

oF
< / |u0|dx+/ \f]d:z:dt) }
{luol=7} {lul>~}

Demonstragao. Usando (4.6), a renormalizacao S = S, e a fungao teste ¢, (vf), obtemos

e [ S0 = )00 de+ [ ST AT ) e
+ [ SHDIVeP, o) do
= [ suwnsro o0 da
Integrando de t_; a t; e somando as equagoes para ¢ = 1,2, --- ,m., obtemos

/S’ (Vf — v5_q) by (V5 dx—i—Z/ /S;(vf)\Vvﬂp(r)_QvaV@@ﬂ dxdt
Q
o3 [0 [ sienive, o) e
i=1 Yt /9

Me ts
= Z/ /sz(vf)ff%(vf) dadt.
=1 tf—l Q

Usando os mesmos argumentos da demonstracao anterior, obtemos a seguinte estimativa

S.0) [ by(r) dr < ST (0 — ) (05). (4.9)

V&
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Usando (4.9), vem que

Z / S! (v / . (r) dr dx+z / / S! (05)| Vs [P@) dadt

tf 1 {r<vfl<y+1}

me t;? me i
<e [0 [ Y [ [ o0
17t i=1 Y11 /O

€
1=

{n<|v8|<n+1}

Fazendo n — oo, obtemos

Me me tf
Z / / - (r) dr dx+z / / Vs P dadt < / / fep () dadt,
=1 71 /9

<ol <y+1}

Agora, observe que

Z / ¢>7 ) dr dac+z / / (Vs [P@) dadt

Hy<lvg|<y+1}

ue (5, )

/ / o~ (1) dr dx+/ " / V. [P@ dadt.

{7<|ue|<y+1}

Assim,

/ /< d”i“/ / Vel deZ / / J26, (05) dudt,

{r<|ue|<y+1}
(4.10)

Como uma consequéncia, temos

tine ts me
/ / |V |P® dadt < / / r) dr dx + / / |V |[P®) dzdt
0 0

{r<|ue|<y+1} {r<|ue|<y+1}

Us(o) uf(tfng)
:/ [/ o~ () dr+/ o~ (1) dr] dx
Q 0 ue(0)
.
+/ / |V, P ddt.
0

{r<luel<y+1}

Entao,

ue(0)
/ / |V |P®) dxdt<// drdx—l—// r)drdx

{r<lucl<7+1}
Urne
- / / |V, P dxdt.
0

{r<lue|<y+1}
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Usando a estimativa (4.10), segue que

e ug(O) Me
/ / V[P dadt < / / r) dr dx+z / / fEdo(vF) dadt.
0

{v<]uel<y+1}

Passando o limite quando € — 0 na estimativa anterior e usando o Lema 3.4.1, obtemos

/OT/QW@(U)W) drdt < / |u0|dx+// | f| dadt,

{luol=~} {lul=~}

ou seja,

1

Vo (W)l 00 Smax{(/ /|ng5 (u)|P® dmdt) ,
(/ /\w (u) P dxdt)+}

e entao,

1

IV &y ()| Lot () < max {( / |uo| dx + // |1 dxdt) ’ ,

{luol=7} {lul>~}
%
< / |u0|dx—|—// \f]d:z:dt) }
{luo|>~} {lul>~}

O

Observagao 4.3.1. Para dados suaves ug € D(A) e f € WUHYH0,T; LY(Q)) que sdo
também essencialmente limitados em 0 e Qr, respectivamente, de acordo com o princi-
pio da L*-contracao para solugoes mild do problema de Cauchy para um operador m-

completamente acretivo A e como A0 = 0 para quase todo t € (0,T), seque que

t
||U(t)||L°O(Q) < ||U0||LOO(Q) +/0 ||f(8)‘|LOO(Q) ds < .

Logo, a solugao mild u de (C'P)(uq, f) € essencialmente limitada em Qr e portanto u é
solugao fraca de (C'P)(ug, f), ou seja, u € V N L*®(Qr), jd que pela Proposicio 4.5.1

u €V para dados suaves.
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Agora seja ug € L'(Q), f € L'(Qr) arbitréarios e considere aproximagoes por dados
suaves essencialmente limitados f. € WH(0,T; LY(Q)) N L>®(Qr) e ug. € D(A) N L>(Q),

satisfazendo

fe = f em LYQr), upe — up em L'(Q), quando € — 0,

/ /Ifa\ d:vdt</ /\f| dedt, /|u0€‘ d:v</|u0| . (4.11)

A aproximagao de f pelas f. acima é possivel devido a densidade de W11(0, T'; L1 (2))N
L>(Qr) em L'(Q7). Para o dado inicial uy € L'(Q) temos sempre que T (ug) € L*(R)
e T1(ug) — up em L'(Q2) quando € — 0.

Como uma consequéncia, no que segue, podemos assumir que o dado inicial ug €
L>(9). Assim, para tal dado inicial em L, considere a fungao ug. = (I + cA)™*(up).

Como A é m-completamente acretivo e A0 = 0, temos que

(@) para todo 1 <s < oo. (4.12)

[luoell o) < [luol
Usando estas consideragoes, abaixo segue um resultado referente ao D(A).

Proposigao 4.3.3. O D(A) ¢ denso em L*(Q).

Demonstragao. Pela definicao de A e como u . € essencialmente limitada, uy. € W Lp() (Q)

€

Uo, —5dw(|Vu05|p(x *Vug,) = ug em D'(Q).

Usando a equagao no sentido das distribuicoes acima e tomando ¢ = u . como fungao

teste, com £ > 0, obtemos a seguinte estimativa

/ Up cUp e AT + 8/ |Vuof|Z’(:’““)’2Vuo,€Vuo’6 dr = / Ul e dx
Q Q Q

5/ | Vg [ d17§/|uo||uo,s|d1’
Q Q
S/!UOPCZI
Q

= ||U0||%2(Q)

e dai,
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Segue que, para cada ¢ € D(2), pela desigualdade de Holder, temos

8/ |Vu075|p(z)_2Vuo7€V<p dx
Q

<e / [Vt Vug ||V o] da
Q
i / Vo, P |Vig| da
Q
< 28\|]Vuo,glp(z%l!!Lp'm(g)‘|V80HLP<‘>(Q)'

E pelo Lema 3.4.1, vem que

L

' ﬁ
< 2e max { </ Vg P da:) : </ Vg P dx) }
Q Q

NIVl v @)

_1
1= o= @) gr )"
=2maxqe ¥ (e [ |Vuy /""" dx ,
0
1
1= o) gy )"
e 7le [ [Vugel dx ||v¢||LP(‘)(Q)'
Q

e [ Vol do < lluo
Q

6/ |Vu075|p(“)*2Vu075V<p dx
Q

Assim, como

segue que o ultimo termo da estimativa acima tende a 0 quando ¢ — 0. Como con-
sequéncia, temos que € div(\Vuoﬁ\p(””)_QVuo,g) — 0 em D'(Q), e assim ug . — up em D'()
quando ¢ — 0. Considerando (4.12), podemos concluir que uy. — ug em L*(Q) quando
e — 0, e devido a inclusao continua de L*(2) em L'(f2) segue que up. — ug em L'(Q).

Portanto, segue que D(A) é denso em L*(£2). O

Considerando o resultado acima, temos que para cada ¢ > 0, a solu¢ao mild u. de
(CP)(upge, f-), com ug., f- como descritos em (4.11), ja4 é uma solugao forte e também

uma solugao fraca, e pelo Lema 4.2.3, uma solugao renormalizada do problema paraboélico

(4.1).

4.4 Prova do Teorema 4.1.1

Pela teoria geral de semigrupos nao-lineares, a solu¢ao mild u. de (CP)(ugg, f-) com os

dados iniciais ug., f. como em (4.11), converge quando ¢ — 0 em C([0,T]; L}(Q2)) para
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a unica solu¢ao mild u de (C'P)(ug, f). O nosso objetivo nesta se¢ao é provar que esta
solucao mild é também uma solucao renormalizada. A prova deste resultado consiste em

duas etapas principais. Sao elas:

(1°) Provamos estimativas uniformes em ¢ em certos espagos de Bochner, bem como em

espagos de Lebesgue com expoentes varidveis apropriados, para u. e Vu,.

(2°) Passamos o limite nas equagoes renormalizadas quando ¢ — 0.

As estimativas obtidas em u no Lema 4.2.2, valem para u. e todas as constantes sao

independentes de €. Mais precisamente, temos:

Lema 4.4.1. (a)

el [ o, ) < | fellz@r + [uoellr @)

< | fllzr(@qr) + lluol Loy

1

a
(0) VT, (ue)l|otri@qry < ymax{([[fllr@r + [luollzr@) ™ (lfllr@r) + luollr@) 7},
para todo v > 0;

@ s [ VP < |l + ol o
Y

{7<ue |[<y+1}

(d) Se 2 — < p(-) < N, entio u. € L7 (0,T; WOI’Q(')(Q)), para cada expoente

N(p()—-1) +p()
N +1 '

As estimativas do lema anterior para solugoes aproximadas ., junto com a C([0, T]; L' (Q2))-

N +1

varidvel continuo q em Q satisfazendo 1 < q(-) <

convergéncia garantida pela teoria de semigrupos nao-lineares, implicam os seguintes re-

sultados bésicos de convergéncia:
Lema 4.4.2. Para uma subsequéncia com € — 0
Us = u q.t.p. em Qp

u. — u fortemente em L7 (0,T; L1 (Q)) para cada expoente

N(p()—-1) +p()
N+ 1

VT, (u:) = VT,(u) fracamente em (Lp(')(QT))N,

(e, se p~ > 2 —

1
N+1’

varidvel continuo q em € satisfazendo 1 < q(-) < > Além disso,
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T, (ue) = T.(u) fracamente em LP (0,T; I/Vol’p(')(Q))7
para cada v > 0.

Do lema acima, segue que a solugao mild u de (CP)(uo, f) satisfaz T, (u) € V para

todo v > 0.

Lema 4.4.3. A sequéncia (u.){o<c<1} satisfaz a sequinte estimativa

lim limsup // |V, | drdt = 0.
n—=o0  £—0

{n<|uec|<n+1}

Demonstracao. Levando em conta a Proposicao 4.3.2; a solugao fraca u. satisfaz

1

||V (e )| 1ot (@py < max { ( / |uo.c| do + / A dmdt) o

{luo,e|=n} {luc|zn}
p%
( / |ug | dz + / | el dxdt) }
{luo,e|2n} {luc|zn}

Como ¢, = Ty1 — Ty, segue que Vo, (u:) = lincju<nt1y Ve q.t.p. em Qp. Assim,

usando (4.11) e o Lema 3.4.1, podemos deduzir que

lim sup // |V [P dedt < lim sup max { < / |up <] dx + / | f2| d:vdt) o
e—0 e—0

Sl
it

{n<|uc|<n+1} {luo,c|>n} {lue|=n}
o
/ |up | do + / | f2| d:cdt) }
{luo,e|>n} {luec|=n}
i P
gmax{( / \uoldx+//|f|d:cdt)p_,< / \uolda:+//|f|dxdt>p+}.
{luo|Zn} {lul=n} {luol=zn} {lulzn}

Como ug € L'(Q) e f € LY(Q7), u € L>(0,T; L*(2)), passando o limite na estimativa

acima quando n — oo, o resultado segue. O

Vamos considerar agora um procedimento de regularizagao, encontrado em [22], intro-
duzido por Landes e empregado por varios autores para resolver problemas nao-lineares

dependentes do tempo com dados iniciais em L' ou com dados iniciais mensuraveis.
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Vamos denotar a funcao regularizada associada a T’ (u) por (75 (u)),, com p > 0. Ela

é definida como a tnica solucao (7, (u)), € V N L>®(Qr) da equagao
(T () + n(T () — Ty (u)) = 0 em D'(Qr),

com a condi¢ao inicial

(Ty(u)),| =wy em €,

t=0
onde w} é uma sequéncia de fungdes tal que

wh € WP (Q) N L=2(Q), [Jwh||e) <7

wy — Ty(up) q.t.p. em 2 quando p — oo,
1 u
;Hwo ||W01,p<4>(9) — 0 quando p — oo.

Ainda, segundo [22],

Ty () € VO LXQr), |[(Ty(u))ulle@r) <7,

(Ty(u)), = Ty(u) q.t.p. em Qr, fraca-* em L*(Qr) e fortemente em V, qundo p — oo.

Além disso, temos:

Lema 4.4.4. Fize v > 0. Seja S € WI*°(R) uma fung¢dao mondtona nao-crescente tal

que S(r) =1 para |r| <~ e supp S" C [—M, M| para algum M > 0. Entao,

lim inf lim /T /t 0pS(ue) (T (ue) — (Ty(w)),) dedsdt > 0.
o Jo Jo

Demonstracao. Tendo em vista o Lema 4.4.2 e os resultados anteriores, como u. — u q.t.p.
em 7, para cada renormalizacao S, S(u.) € VNL®(Qr) e S(u.); € V*+ LY (Qr). Além
disso, sendo S nao-crescente tal que S(r) = r para |r| <, vem que T, (S(u.)) = T-(u.) e
assim, T, (S(u)) = T, (u) q.t.p. em Qr. Como uma consequéncia, (7, (S(u))), = (T (u)),

q.t.p. em Qr. Agora, considerando a notagao

v¥=S(u:) e v==S5(u)
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e os dltimos argumentos, temos que

/ / / 0,5 (u ) drdsdt = / / / v ( ) dwdsdt.

Pelas propriedades da funcao regularizada (7, (u)),, i > 0, sabemos que 0(T,(u)), €
VN L®(Qr) e como (T,(S(w))), = (Ty(uw)), q.t.p. em Qr, devido a notacdo definida,
segue que 0y(T,(v)),, € V N L*®(Qr). Entao,

/ / / Ov™( ) dadsdt
/0 /0 /Q ) (T (%) = (T, (v)),,) dudsdt

T, (v°) = (T (v)),) dzdsdt

QJ

+ I
c\ﬂﬁ
Nc\

— (T(v)),) dxdsdt

S— 5—
Q?

~

(), (07 — (T, (0)),.) dadsdt

S
=

|
~

N

~

&

(0)))(oF — T, (v7)) dadsdt

<
)
|

+

u(v° = (T (v)),) dxdsdt

!

ASY

T, (v))(v° =T (v%)) dedsdt

c\o\éo\o\
ST
A S
3 = =
=

!

0(F — (T, (0)),) (" — (T (v),.) dudsdr

S

O (v° — T, (v°)) dadsdt

(T (v)) p(v° =T, (v°)) dadsdt

N

+

+
c\o\o\éc\c\
S— o— o S— S—

S
~

(T (0))u(0° = (T(v)),) drdsdt

N

[S))

Q
—
g
—~
~—
~—
—~

) (v° =T, (v%)) dedsdt
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= [ [ [t~ @ enw - @, dedsa
_ / ' / t / O (v — T, (oF)) dadsdt
/ / / (T, () u(0° = (T, (v)),) dadsdt.

Devido a argumentos basicos de Analise Funcional, temos que é valida a seguinte igualdade

28t[ fe ldx]= il OF (e,

sendo f uma funcgao em L?*(§2), um espago de Banach real. Dessa forma, nesse contexto,

obtemos

/T/t/atvam(f)—( (0)),) dadsdt = / / at/“’ (T (), dadsdt
__/ / 8t/|v _ |2dxdsdt+/ //at (v — (T, (v)),.) dadsdt

/ /8t/ " — )ul? dsda:dt—_/ /at/ (v — T (o°) 2 dsdadt
/ //at (v = (T4(v)),.) dzdsdt

//|v— |2da:dt——/\v— Dl de (¢ =0, t € (0,T))

__/ /\U_ \2dxdt+—/|v— (V)P da (t =0, t € (0,T))

/ / / (T (0)) (0" = (T5(v)) ) dwdsdlt.

Agora, note que a renormalizacao S além de mondtona é limitada, entao como u. — u
q.t.p. em Qr, pela notagao definida anteriormente, segue que S(u.) = v° — v fortemente
em L*(Qr) e fraca-* em L>®(Q7) quando ¢ — 0 (Teorema 2.1.5). Além disso, da condigao
inicial, temos que

,UE

= S(ue)

t=0

= S(upe) q.t.p. em Qr,
t=0

de modo que a convergéncia forte de ug. para ug em L'(Q2) implica que

,UE

= S(up.) — S(up) em L*() quando & — 0.

t=0
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Dessa forma, passando o limite quando € — 0 na estimativa anterior, obtemos

lim /0 ' / t / O (T, (%) — (T3 (v)),) dardsdt

/ /|v— Dal? dxdt——/ 1 (o) — (T, (S (o)), da
—-/ /|v— (0)[2 ddt + - /|5 o) — T, (S(uo)) 2 dar
¥ / / o @)u0 = (1 0),) dodsa

:__/ 1S (uo) (S(uo)))ul* dv + = /|S ug) — T (S(uo))|* dz

; / / / AT, (), (v — (T (v)),.) dedst.

A fim de tomar o liminf quando u — oo na igualdade anterior, vamos usar as proprie-

dades da funcéo regularizada (7, (u)),, ¢ > 0, e as notacoes definidas. Assim, visto que

(T5(0)p = (T5,(S(w))) . = (T5(w)) 4.t.p. em Qr, temos que
O(T5(0)u + p(T5(v))p = T,(v)) = 0 em D'(Qr),

com a condi¢ao inicial
= wh em Q.

(T

Como wh — T,(vg) q.t.p. em Q, segue que (7,(S(uo))), — T-(S(uo)) em L*(2) quando

1 — 00. Logo, tomando o lim inf quando 1 — oo na tltima estimativa, obtemos
Tt
lim inf lim / / / D (T, (v) = (T, (v)),) dadsdt
p—oo e—0 0 0 Ja

— liminf /O ' /O t /Q (T ()0 = (T (0)),) dwdsdt

vt [ [ [0~ T - @), dedsar

—>00
Desde que p,y > 0, (T(v)),, — T,(v) q.t.p. em Qr e T,(v) = T,(S(u)) = T, (u) quase

sempre em @Qr para |u| < 7, segue que

Tt
lim inf lim/ / / 0w (T, (v°) — (T (v)),) dxdsdt > 0.
0 Jo

p—oo e—0 0
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Para a prova do Teorema 4.1.1, precisaremos também do resultado seguinte.

Proposicao 4.4.1. Para cada truncagao v > 0 temos

iny | ' [V @P 29, (1) = V2, () P2V T, () (VT () = VI, ) dndt =,
Q

e—0 0

(4.13)
VT, (u.) — VT, (u) fortemente em (LPY)(Qr))Y, (4.14)
T,(us) — T, (u) fortemente em LP (0,T; Wy (). (4.15)

Demonstragio. Prova de (4.13): Como VT, (u.) — VT, (u) fracamente em (LPO)(Qr))N
quando ¢ — 0 e V(T,(u)), — VT, (u) fortemente em (LPV)(Qr))N quando p — oo, é

suficiente provar que

tim i [ VT, 0 P29 ) (90,000,297 )

(VT (ue) — V(T (w)),) dwdt = 0.

Para isso, vamos tomar a equacao no sentido das distribuicoes usando a renormalizacao

S =5,eqp=>5](u:)V., como fungao teste, onde V; , = T, (u.) — (T, (u)),. Assim, temos

T T
/ / /BtSn(ug)Va,“ dasdsdt—{—/ / /S;(u5)|Vu£|p(x)_2Vu5V1/£,u dxdsdt
o Jo Ja o Jo Ja
T pt
+/ / /Sg(ua)|Vu5|p(x)Vg7u dxdsdt
o Jo Ja
T pt
_ / / / 5! (u )V, dedsd.
o Jo Ja

O objetivo é passar o limite na equagao acima quando ¢ — 0, u — 00, sucessivamente,
e entao quando n — oo. Usando as defini¢oes de S, e V; ,, e 0 Lema 4.4.4 com S = 5,

podemos deduzir que para cada n >y

hmlnfhm/ //(% (ue)Ve, dx ds dt > 0.
p—oo e—0 0

Pelo Lema 4.4.2 e pela defini¢ao de V; ,, deduzimos para cada p > 0 que

Ve = Ty(u) — (T (u)), fracamente em V quandoe — 0,
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|Vl Lo (@p) < 27 para cadae > 0,
Ve = Ty(u) — (Ty(w)), g.t.p. em Qp e fraca-* em L>(Qr) quando e — 0. (4.16)

Agora, como supp S” C [—(n+1),—n] U [n,n + 1], temos para cada n € N e cada u > 0

t T t
S;L’(ug)|Vua|p(x)Vg,u d:vdsdt) < / / / |S,’1’(ug)||Vua|p(x)|V;7M| dxdsdt
Q o Jo Jao

< (|85 (ue) [ oo ) | Vel |2 )
|V [P dxdt.
{n<|ue|<n+1}

Assim, considerando (4.16), obtemos

/ //S" ue) | Vue|? m‘/;udxdsdt‘

< limsup limsup T'||S, (we)|| zoo ) || Ve || oo () // |V [P dadt

HU—00 e—0

lim sup lim sup
HU—>00 e—0

{n<Juc|<n+1}

< climsup // |V [P dxdt
e—0
{n<|ue|<n+1}

para cada n € N e ¢ > 0 uma constante independente de n. Logo, pelo Lema 4.4.3 e pela

ultima estimativa, segue que

T
lim lim sup lim sup ‘ / / / S (ue) | Vue POV, , dedsdt
o Jo Jo

n—o0 300 e—0

< ¢ lim limsup // |V [P dzdt = 0.

n—=00  ¢—0
{n<|uc|<n+1}

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 2.1.9) e (4.16),

vem que

i [ [ [ it anasae = [ [ st 0 - (7,00, dods

para cada > 0 e n € N. Usando as propriedades de convergéncia de (7, (u)), quando

passamos o limite com p — oo e que fS' (u) € L'(Qr), para cada n fixado, obtemos

T ot
lim lim sup lim Sup/ / / [eS, (ue) Ve, dedsdt = 0.
o Jo Ja

n—0o0 30 e—0
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Assim, tomando o limsup quando ¢ — 0, u — oo, respectivamente, e o limite quando

n — oo em todos os termos da estimativa principal, para cada v > 0, segue que

T ot
lim lim sup lim sup / / / 0pSn(ue) Ve, drdsdt
o Jo Ja

n—0o0 30 e—0

T
+ lim limsuplimsup/ / /S;(u5)|Vug|p(x)_2VuEVVE,M dxdsdt
o Jo Ja

n—o0 300 e—0

Tt
+ lim lim sup lim sup/ / /Sg(ua)]VuAp(I)VW dxdsdt
o Jo Ja

n—0 300 e—0

T
= lim limsup limsup/ / /fES;(ug)VW dxdsdt
o Jo Ja

n—0oo oo e—0

T pt
lim lim sup lim sup/ / /atSn(ua)Va,M dxdsdt
o Jo Ja

n—0o0 oo e—0

Tt
+ lim lim sup lim sup/ / / S! (u)| Vue P2V u V'V, , dvdsdt = 0.
o Jo Ja

n—00 300 e—0

Considerando o Lema 4.4.4, obtemos

Tt
lim lim sup lim sup/ / / S! (u2)| Vue [P 2V u V'V, , dvdsdt < 0.
o Jo Ja

n—=o0 300 e—0

Pela definigao de S, e T’,, temos para cada n > 7 que
S! ()| Vue P2V u VT, (u.) = |VT, (u:) [P 2V T, (u ) VT, (ue). (4.17)
Como uma consequéncia, resulta que

T ot
lim limsup lim sup/ / /(\VTV(u5)|p(x)_2VT,y(uE))(VTV(UE)—V(TV(U))M) dxdsdt < 0.
o Jo Ja

n—o0 300 e—0

Pelo Lema (2.1.1), temos que

lim sup lim sup / / (IVT, () P2V T, (u.) — V(T (), 2V (T, (w)),0)

pU—>00 e—0

(VT (ue) — V(Ty(u)),) dedt > 0

lim sup lim sup /0 /Q (IVT, (w) PP 2V T, (u) — V(T () P2V (T (w) )

H—00 e—0

(VT (ue) — V(Ty(u)),) dedt =0
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o que implica

pu—o00 e—0

nm1m3/ /|VT DPE2TT () — V(T (1)), "2 (T, (u)),.)

(VT (ue) — V(T (w)),) dwdt = 0.

Prova de (4.14): Considere as desigualdades como no Lema 2.1.1. Entdo, para p > 2

temos que

T
g2-r* / / VT, () — VT, (u)]P@ daedt
0

{zep(z)>2}

! " W P@-2 _ T (4 ) P2
sl L/ (VT () [V T, () VT ()| VT () 719 2)

{zeQ:p(x)>2}

(VT (ue) — VT, (u)) dedt

S/o /Q(VTW(Us)IVTW(Us”p(@_Q — VT, (w)| VT (u) PO ) (VT (u.) — VT, (u))ddt

Assumindo (4.13) temos que E(¢) — 0 quando ¢ — 0 e entdo VT, (u.) — VT, (u)
fortemente em (LPO)(Q7))N. Agora, para 1 < p(z) < 2, usando a desigualdade de Holder,

temos que

T
/ /' VT, (u.) — VT, (u) "™ dxdt
0

{zeQ:1<p(z)<2}

' VI, (ue) = VI ? p(@)(2—p(2))
S/ / VI o M(WT (we)| + |V (w)|) 2 dadt
{ze:1<p(x)<2} (VT (ue)| + VT (w)]) 2

< [[|| VDl - VLwrs

(VT (ue)| + [V ()) 5 7t (@)
r)(2 p(z))
(VT ()| + [V T (w)])* 12 oy

E usando o Lema 3.4.1 e o Lema 2.1.1, obtemos
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/ / VT, (u.) — VT, (u) P dxdt

{reQ:1<p(x)<2}

<o { ([ ool )
(

( feretmrm o) |

27p+

.max{(/ /]VT ()| + VT, (w)|)PC dxdt) L
( / LAV ]+ 197 0ot }

< 2max{(E()= (- — 1)~ (B) % (p~ — 1)~}

.max{(/ /|VT ()| + VT, () d:pdt) "

—p_

(/ /|VT w)| + VT, () dxdt>2}.

Como VT, (u.) é limitado em LPO)(Qr), usando (4.13), obtemos que o lado direito da

desigualdade vai a zero quando € — 0. Logo,

lim / / VT () — VT, () [P@ dadt = 0,
e

{reQ:1<p(x)<2}

ou seja, para 1 < p(z) < 2, VT, (u.) — VT, (u) fortemente em (LPO)(Qr))".

Prova de (4.15): Como u. — u em L>(0,T;L'(Q)) e LPO(Qr) — L (0,T; LPO(Q))

continuamente, é claro que se temos (4.14), (4.15) é imediato. O

4.5 Conclusao da Prova do Teorema 4.1.1

Como a regularidade da solugao renormalizada u do Teorema 4.1.1 ja foi satisfeita,
nesta secao concluiremos a prova do Teorema 4.1.1 exibindo a existéncia de uma solugao

renormalizada u do problema parabolico (4.1).



93

Seja S € C*(R) tal que supp S" C [-M, M] para algum M > 0. Como u é solugao
fraca de (C'P)(uo, f) para dados suaves, pelo Lema 4.2.3, u. é solu¢ao renormalizada de

(4.1) para cada ¢ > 0. Assim, u. satisfaz a equacdo
9,5 (ue) — div(S'(us) | Vue P®72Vu.) + 8" (u) |[Vue[P@ = £.8(us) em D'(Qr). (4.18)

Assim, vamos passar o limite quando ¢ — 0 (no sentido das distribui¢oes) em cada
termo desta equagao. Para o primeiro e o ultimo termo, como u. — u em C([0, T]; L'(Q))
e f. — fem LY(Qr) quando £ — 0, obtemos diretamente as convergéncias necessarias.

Agora, como
S (1) | Vue P2V, = S (ue) VT (ue) [P@ 2V Ty (ue),

u. — u em CO([0,T); LY()) e VT (u.) — VT (u) fortemente em (LPO(Qr))N quando

e — 0, passando o limite no segundo termo de (4.18), temos que
S (1) |V Tos (ue) P72V Ty (ue) — S ()| VT (w) P2V Ty (1) fortemente em L7 O(Qr).
Equivalentemente,
S (u)|[ VT (w) PP 2V Ty (u) = S ()| Vu|P D2 V.
Considerando o terceiro termo de (4.18), como supp S” C [—M, M| temos claramente que
S" () Ve[ = 8" (ue) [V Tas (ue) ) q.tp. em Q.

Assim, usando que S”(u.) — S”(u) q.t.p. em Qr e VT (u.) — VT (u) fortemente em

(LPO(Q7))N quando € — 0, sabendo que S” é limitada, podemos deduzir que
S" (u2)|[ VT (us) P@ — 8" (w)| VT (u)P@ fortemente em L'(Qr).

Equivalentemente,

S"(u) VT (u) |p(:”) = S"(u) |Vu]p(m) )

Logo, u sendo o limite uniforme das fungoes u. satisfaz a equagao no sentido das distri-

buigbes, sendo esta a condi¢ao (iv) da definigdo de solugao renormalizada.
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No que se trata da condigao inicial (condigao (v)), temos

S(us)| = S(upe) = S(up) em L'(2) quando & — 0.
=0

O restante das condi¢oes para ser uma solucao renormalizada seguem trivialmente se
considerarmos a Proposicao 4.3.1 e o Lema 4.4.3. Assim, a prova de existéncia da solucao

renormalizada u para o problema de valor inicial (4.1) esta completa.

4.6 Unicidade da Solucao Renormalizada

Nesta se¢ao mostraremos que a solugao renormalizada u do problema parabdlico (4.1),

existente pela secao anterior, é tinica.

Teorema 4.6.1. Seja u uma solugao renormalizada do problema (4.1) para dados iniciais
(ug, f) € LY(Q)x L1(0,T; LY (Q)). Entdo, u é uma solugao integral e assim a tinica solugdo
mild do problema da Cauchy (CP)(ug, f). Em particular, a solu¢ao renormalizada de (4.1)
€ unica.
Demonstracao. Seja (v,w) € AN (L*(2) x L>(R)), isto ¢, v € Wol’p(')(Q) N L>(Q),
we LX) e

—div(|VoP®2Vv) = w em D'(Q). (4.19)
Seja0 <s<t<TekeNcom % < min{s, T — t}. Considere também o}, € W>°(0,T)

como uma interpolagao afim por partes da fungao que é constante igual a 1 em (s, t) e igual

k k
tomando S = S, e escolhendo ¢ = =T (u — v)o, € VN L®(Qr), v > 0, como funcao
Y

-1 t+1
a 0 em lO, i 1 U [ i ,T] . Agora, considere a equacao no sentido das distribuigoes,

teste. Entao, temos que

iy

S
=
S

(U = V)OR) Ve L1 (Qr), VL= (Qr)

~

1
+ ;/ oS! (u) | VulP™) 2VuV T, (u — v) dedr
1 i
+ —/ / oS! (w)|VulP T, (u — v) dedr
7Jo Ja
1 (T
= — / / o f S, (W), (u — v) dzdr.
7Jo Ja
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Aplicando a férmula de integragao por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de evo-
1

lucdo, escolhendo h(z) = =T, (u — v), para todo z, e £ = 0}, e passando o limite quando
Y

n — oo, obtemos

1
(0Sn(u), T YU = 0)0k) ve L1 Q) VAL (Qr)

/ / o0)s UU(T) S (r )i (r—v)dr] dudr
o / /ak U T(r—v)dr] drdr quando n — oo,

devido ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, onde S/ (u) — 1 q.t.p. em
Qr quando n — oo e |[S) ||z < |I8||L=@y) = 1. Usando os mesmos argumentos,
tomando o limite quando n — oo no segundo e no ultimo termo da equagao integral,

obtemos, respectivamente,

lim — / / oxS! (1) | VulP D 2VuV T, (u — v) dedr

n—oo ’}/

= —/ /ak]Vu|p(”)2VuVT7(u—v) dxdr
TJo Ja

lim 7/ /aka T,(u—v)dedr = — / /crka (u—v) dzdr.

Lembrando que [T, (u — v)| < v, supp S; C [-(n+1),—n| U [n,n + 1] e que |S/(u)| <
157 ooy < ||8']|Lee(m) = ¢ nesse suporte, usando que o terceiro termo da equacao obedece

a condicao (iii) da deﬁnigéo de solugao renormalizada, quando n — oo, segue que

1 T
/ /akS” \Vu\p(’“" T,(u—v) dedr §;/ /\okHSZ(u)HVu]p(x)]Ty(u—v)\dxdT
0o Jo

< c// VP dadr — 0.
{n<lul<n+1}

/ / o) l / Tw(r—v)dr] dudr

+ = / / o VulPD2VuV T, (u — v) dedr
YJo Ja

A
= —/ / orfTy(u—v) dedr.
TJo Ja

Logo, obtemos
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1
Usando agora (4.19), escolhendo ¢ = —T,(u(t) — v)ox, v > 0, como fungao teste e
fy

integrando em (0,7") em seguida, temos

—div(|Vo[P®) 2 vl u(t) —v)oy doe = wl —v)oy dx
[ (Vo202 () = v de = [ w2 ()~ o) a

1 [T 1 [T
— / / —div(|Vo[P@=20) T, (u — v)oy, dedr = —/ / wT’(u —v)oy, drdr
YJo Ja YJo Ja
1 [T 1 [T
— / / Uk|Vv|p(z)*2VUVT7(u — ) dzdr = — / / wT’ (u — v)oy, dedr.
YJo Ja YJo Ja

Subtraindo a equagdo acima da obtida anteriormente (tomada no sentido das distribui-

¢oes), obtemos

/ /ak U T(r—v)dr} dudr

1 T
+ = / / ox| VulP D 2VuV T, (u — v) dedr — ~ / / o | Vo2V T, (u — v) dedr
YJo Ja YJo Ja

e 1 [
= —/ /kaTv(u—v) da:dT——/ /wT,y(u—v)ak dxdr
7Jo Ja TJo Ja
e portanto,
/ / Ok)r {/ T S(r — v)dr} dxdr

— // or(|VuP D 2Vu — Vo@D "2V0)V (u — v) dedr
{lu—v[<~}

/ /akf w)Ty (v —v) dedr.

Obviamente, o segundo termo da equagao acima é nao-negativo, levando em conta o Lema

2.1.1, que v > 0 e 03 como foi definida. Considerando o primeiro termo, vem que

T u(T,x) 1
—/ /(ak)T{/ —Tv(r—v(x))dr} dxdr
uo(z) Y
u(7,z)—v(z) 1
/ / Ok)r {/ —Ty(w)dw] dxdr
ug(z)—v(z) Y
1 u(t,z)—v(z) 1
/ /0;C [/ =T (w )dw+/ =T, (w)dw| dzdr.
ug(z)—v(z) Y 0 Y



Assim, quando ug(z) — v(z) < 0, temos

L e [ ]
-/ ' [o0:] - 1= e vty + 2] v e 11, )| dodr
T [t e [ ]
[ fene] - e -+ 1o [T i an] s
[ o] bt T [ 5Tv<w>dw} i

E quando ug(z) — v(z) > 0, temos

T r ug(z)—v(z) 1 u(T,x)—v(z) 1
_ / / (o0)s | — / L7 (w)dw + / T (w )dw} dadr
0o Ja L 0 v 0 v
T Bl ~y ug(x)—v(z) u(T,x)—v(z) 1
—/ /(Jk)f{— —/ wdw—l—/ dw} +/ —Tv(w)dw} dxdr
0 Ja L7 Jo v 0 v

-/ ) o] = |3+ te) — o) =] + e 11 (w)do | dods
1) | = Juo(@) — v(@)| + L + v L7 (w)dw| dedr
/ / { 2 /o v

implicando que

r‘)/

Analogamente, podemos obter que

0 1 7y
=T (w)dw = —|up(z) — v(z)| + =.
uo(#)—v(2) 2

[ Snwde = jutra) @) - 3
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Entao, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, fazendo v — 0 e em

seguida k£ — oo, temos

T u(T) 1
—/ /(ok)T[/ =T, (r —v)dr| dedr
0o Ja uw Y

— —/0 /Q(O-k>7"u<7—7 x) —v(z)| — |ug(x) — v(z)| dedr quando v — 0
== [ @0Alutr) = vl = o = vl dr

= _/ 1 k([lu(m) = vllzr@) — [luo — v[|rr ) dr

&

t+5
+ [ ) = ellgn = o = vllsgo) o
t

- —(HU(S) - U||L1(Q) - ||U0 - U||L1(Q)) + (Hu(t) - U||L1(Q) - ||U0 - U||L1(Q))

quando k£ — o0
= |[u(t) = vl|Lr) — [lu(s) = v||L1 (@)
Por fim, para o ultimo termo da equacao, fazendo k — oo, temos
e I
—/ / or(f —w)Ty(u —v) dedr — —/ /(f —w)T,(u — v) dedr.
7 Jo Ja 7 Js Ja

Agora, note que

, 1, se wu(x)—wv(x) >0,
;Tv(u —v) = 0, se u(x)—wv(x)=0,
-1, se wu(x)—wv(r) <0

’

1
portanto, quando v — 0, —=T%(u — v) — sgn(u — v) para todo x € €). Assim, fazendo
8

~ — 0 no ultimo termo, obtemos

%/:/Q(f—w)T,y(u—v) dxdT%/:/Q(f—w)sgn(u—v) dadr
< [tr) = 0. 0) -l

Combinando as estimativas, vem que

[lu(t) = vlli@) = [luls) = vl S/[U(T)—v,f(f)—wh dr
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para 0 < s < ¢ < T. Logo, como A ¢ o fecho de AN (L>®(Q) x L>=(2)) em L*(Q) x L}(Q),
existem sequéncias de fungoes v, e w, tal que, através o Lema de Fatou ocorrem as
convergéncias, ||u(t) — vl = |[u(t) — v|[zr@) e [[u(s) — vallrr@) = [Ju(s) — v||z1 @)
em L'(Q2). Também, como o produto semi-interno superior normalizado é continuo, a
ultima desigualdade se mantém para toda (v, w) € A. Portanto, pela Defini¢ao 3.3.4, u é
solugao integral de (C'P)(uq, f) e pelos Teoremas 3.3.4 e 3.3.3, u ¢ a tnica solugao integral
e a unica solu¢ao mild de (C'P)(ug, f). Consequentemente, devido a unicidade da solugao

mild, concluimos que u é a tnica solugao renormalizada de (C'P)(uo, f). O

Como A é m-acretivo, vale o principio da contragao para solucoes mild u, v. Conside-

rando o resultado acima, o mesmo vale para solugoes renormalizadas u, v.

Corolario 4.6.1. Sejam u, v solugées renormalizadas de (4.1) correspondentes aos dados

iniciais (ug, f), (vo,g) € LY () x LY(0,T; L*(2)), respectivamente. Entao,

[1(u(t) = () [lzre) < [H(uo = vo) L1 o) / 1(f(s) = 9(s)) "Mz« ds

para cada 0 <t <T.
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