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Resumo

Este trabalho apresenta resultados de existência de solução renormalizada u para a equa-

ção parabólica não-linear com expoente variável
∂tu− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em QT ,

u = 0 sobre ΣT ,

u(0, ·) = u0(·) em Ω,

em que div(|∇u|p(x)−2∇u) := ∆p(x) denota o operador p(x)-Laplaciano, os dados iniciais

f e u0 são não-regulares, isto é, u0 ∈ L1(Ω) e f ∈ L1(QT ), e p : Ω −→ (1,+∞) é

uma função contínua. Aqui, Ω denota um domínio espacial aberto limitado em RN com

N ≥ 2, cuja fronteira é dada por ∂Ω, QT = (0, T ) × Ω com T > 0 e ΣT = (0, T ) × ∂Ω.

Usando a teoria de semigrupos não-lineares, esse tipo de solução é comparado com outros

tipos de soluções, tais como solução integral e solução mild, para problemas de evolução

envolvendo operadores acretivos em espaços de Banach. A partir da dedução de existência

de uma única solução mild para o problema parabólico acima, nas condições iniciais dadas,

verifica-se a unicidade de uma solução renormalizada para o mesmo.

Palavras–chave: Equação parabólica, Expoentes variáveis, Solução renormalizada, Exis-

tência, Unicidade.
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Abstract

This study presents results about existence of renormalized solution u for a nonlinear

parabolic equation with variable exponent
∂tu− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f in QT ,

u = 0 on ΣT ,

u(0, ·) = u0(·) in Ω,

where div(|∇u|p(x)−2∇u) := ∆p(x) denotes the p(x)-Laplacian operator, the initial data

f and u0 are non-regular, i.e., u0 ∈ L1(Ω) e f ∈ L1(QT ), and p : Ω −→ (1,+∞) is a

continuous function. Here, Ω denotes an open limited domain in RN with N ≥ 2, whose

boundary is given by ∂Ω, QT = (0, T ) × Ω with T > 0 and ΣT = (0, T ) × ∂Ω. Using

nonlinear semigroup theory, this solution is compared to other solutions, such as integral

solution and mild solution to problems involving the evolution of accretive operators in

Banach space. From the deduction of the existence of a single mild solution to the above

parabolic problem, in the initial conditions, it is possible to verify the uniqueness of a

renormalized solution.

Keywords: Parabolic equation, Variable exponents, Renormalized solution, Existence,

Uniqueness.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo de problemas com expoente variável é um novo e interessante tópico que

impõe dificuldades matemáticas maiores do que quando tratamos de um problema com

expoente constante.

Neste trabalho estudamos resultados de existência, regularidade, e posteriormente,

unicidade de solução renormalizada u para a equação parabólica não-linear com expoente

variável 
∂tu− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em QT ,

u = 0 sobre ΣT ,

u(0, ·) = u0(·) em Ω,

sendo ∆p(x) := div(|∇u|p(x)−2∇u) o operador p(x)-Laplaciano, p : Ω −→ (1,+∞) uma

função contínua, Ω um domínio espacial aberto limitado em RN com N ≥ 2, cuja fronteira

é dada por ∂Ω. Também, os dados iniciais f e u0 são não-regulares, isto é, u0 ∈ L1(Ω) e

f ∈ L1(QT ), QT = (0, T )× Ω com T > 0 e ΣT = (0, T )× ∂Ω.

A noção de solução renormalizada foi introduzida em [16] por DiPerna e Lions em seus

estudos sobre a equação de Boltzmann. Essa noção foi adaptada ao estudo de alguns pro-

blemas elípticos não-lineares com condições de fronteira Dirichlet e mais tarde estendida

a problemas parabólicos e hiperbólicos mais gerais.

Algumas motivações físicas que incentivam o estudo de problemas desse tipo, ou seja,

de equações parabólicas envolvendo o p(x)-Laplaciano, provem de aplicações para flui-
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dos eletro-reológicos como uma classe importante de fluidos não-Newtonianos. Outras

aplicações notáveis estão relacionadas ao processamento de imagem e elasticidade.

Inicialmente, os Capítulos 2 e 3 foram propostos a fim de oferecer base para o de-

senvolvimento do Capítulo 4. Assim, no Capítulo 2 apresentamos algumas definições e

resultados importantes da teoria de Análise Funcional, Medida e Integração e também

sobre distribuição e aproximação por funções suaves.

Já no Capítulo 3, apresentamos definições e resultados cruciais, encontrados princi-

palmente em [19] e [28], sobre produtos semi-internos, operadores acretivos, evoluções

governadas por operadores acretivos, teoria de semigrupos não-lineares e espaços de Le-

besgue e Sobolev com expoente variável.

Por fim, no Capítulo 4, baseado em [6], consideramos o problema parabólico men-

cionado e apresentamos a definição de solução renormalizada, tal como as propriedades

cabíveis a ela e a demonstração do teorema principal, o Teorema 4.1.1, que aborda a

existência e regularidade da solução renormalizada u. Usando argumentos da teoria de

semigrupos não-lineares, deduzimos que uma solução mild u com dados suaves, ou seja,

u0 ∈ L1(Ω) e f ∈ W 1,1(0, T ;L1(Ω)), é uma solução forte, fraca e também renormalizada

do problema. Embasado nessas deduções, a prova de existência do Teorema 4.1.1 é feita

via renormalização e utiliza a aproximação de soluções, mostrando cada condição exigida

para ser uma solução renormalizada. A regularidade é consequência direta de um resul-

tado técnico apresentado. Por fim, temos a unicidade de u como solução renormalizada.



Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo serão apresentados algumas definições e resultados que serão menciona-

dos ao longo deste trabalho.

2.1 Uma coletânea de resultados

As definições e resultados desta seção podem ser encontrados em [4, 6, 7, 9, 10, 12, 19,

21, 26, 28, 30, 31].

Definição 2.1.1. Seja E um espaço vetorial. A função || · || : E −→ R é uma norma se

as seguintes propriedades estiverem satisfeitas:

(i) ||x|| ≥ 0 para todo x ∈ E e ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) ||ax|| = |a|.||x|| para todo escalar a e todo x ∈ E;

(iii) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| para quaisquer x, y ∈ E.

Definição 2.1.2. Um espaço vetorial munido de uma norma será chamado de espaço

vetorial normado, ou simplesmente espaço normado.

Definição 2.1.3. Um espaço normado E é chamado de espaço de Banach quando for um

espaço métrico completo, ou seja, toda sequência de Cauchy é convergente, com a métrica

induzida pela norma.
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Definição 2.1.4. Um espaço normado E que contém um subconjunto enumerável e denso

em E é dito separável.

Definição 2.1.5. O conjunto de todos os operadores lineares de E em F é denotado por

L(E,F) e o conjunto de todos os operadores lineares contínuos de E em F é denotado por

B(E,F). Quando F é o corpo dos escalares, ou seja, E∗ = B(E,K) chamamos esse espaço

de dual topológico de E, ou simplesmente dual de E, e dizemos que seus elementos são

funcionais lineares contínuos.

Definição 2.1.6. Um espaço normado E é dito reflexivo se o mergulho canônico J :

E −→ E∗∗ for sobrejetor, ou seja, JE(E) = E∗∗.

Definição 2.1.7. Um espaço de Banach real X é chamado uniformemente convexo se

para cada ε ∈ (0, 2] existe δ(ε) > 0 tal que se ||x|| ≤ 1, ||y|| ≤ 1 e ||x − y|| ≥ ε, então

||x+ y|| ≤ 2(1− δ(ε)).

Observação 2.1.1. Note que o espaço de Hilbert é uniformemente convexo.

Teorema 2.1.1. (Milman) Todo espaço de Banach real uniformemente convexo é refle-

xivo.

Corolário 2.1.1. Um espaço de Banach real no qual seu dual topológico é uniformemente

convexo, é reflexivo.

Teorema 2.1.2. (Clarkson) Se M é um subconjunto mensurável limitado em RN , N ≥ 1

e p ∈ (1,∞), então Lp(M) dotado com a norma usual é uniformemente convexo.

Teorema 2.1.3. Se X é um espaço de Banach uniformemente convexo e p ∈ (1, 2], então

Lp([a, b];X) dotado com a norma usual é uniformemente convexo.

Teorema 2.1.4. (Teorema de Hahn-Banach) Seja G um subespaço de um espaço normado

E sobre K = R ou C e seja φ : G −→ K um funcional linear contínuo. Então existe um

funcional linear contínuo ψ : E −→ K cuja restrição a G coincide com φ e ||φ|| = ||ψ||.

Teorema 2.1.5. Sejam E um espaço vetorial normado separável e (fn)n∈N uma sequência

limitada em E∗. Então, (fn)n∈N possui subsequência convergente na topologia fraca-*.
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Proposição 2.1.1. (a) (Desigualdade de Hölder para expoentes constantes para séries)

Sejam p, q ∈ R índices conjugados, ou seja,
1

p
+

1

q
= 1, com 1 < p, q < ∞. Se

(aj)j∈N ∈ lp, (bj)j∈N ∈ lq são sequências, então (ajbj)j∈N ∈ l1 e

∞∑
j=1

|ajbj| ≤
( ∞∑

j=1

|aj|p
) 1

p
( ∞∑

j=1

|bj|q
) 1

q

.

Adicionalmente, quando p, q = 2 tal desigualdade é chamada de Desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

(b) (Desigualdade de Hölder para expoentes constantes para integrais) Sejam p, q ∈ R

índices conjugados, ou seja,
1

p
+

1

q
= 1, com 1 < p, q < ∞. Se f ∈ Lp(X),

g ∈ Lq(X) são funções mensuráveis, então fg ∈ L1(X) e∫
X

|f(x)g(x)| dν(x) ≤
(∫

X

|f(x)|p dν(x)

) 1
p
(∫

X

|g(x)|q dν(x)

) 1
q

,

onde ν : µ −→ [0,+∞] é uma medida e µ é σ-álgebra. Adicionalmente, quando

p, q = 2 tal desigualdade é chamada de Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposição 2.1.2. (Desigualdade de Young) Sejam p, q ∈ R índices conjugados, ou seja,
1

p
+

1

q
= 1, com 1 < p, q <∞, e a,b positivos. Então, vale a seguinte desigualdade

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

Proposição 2.1.3. (Desigualdade de Interpolação) Seja u ∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤

r ≤ q ≤ ∞. Então, u ∈ Lr(Ω) e obtem-se a desigualdade

||u||Lr(Ω) ≤ ||u||αLp(Ω)||u||1−αLq(Ω),

onde 0 ≤ α ≤ 1 verifica
1

r
=
α

p
+

1− α
q

.

Proposição 2.1.4. (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) Sejam Ω um conjunto aberto

e limitado de classe C1 e g ∈ L2(Ω). Então, vale a seguinte desigualdade

||g − g||L∞(Ω) ≤ C||∇g||L1(Ω) ∀g ∈ W 1,1(Ω),

onde g =
1

|Ω|

∫
Ω

g dx e C é uma constante positiva.



6

Lema 2.1.1. Sejam a, b ∈ RN . Então,

(a|a|p−2 − b|b|p−2).(a− b) ≥


22−p|a− b|p, se p ≥ 2,

(p− 1)
|a− b|2

(|a|+ |b|)2−p , se 1 < p < 2.

Teorema 2.1.6. (Rellich-Kondrachov) Suponha Ω aberto e limitado de classe C1. Temos

(i) se 1 ≤ p < N , então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, p′) onde
1

p′
=

1

p
− 1

N
;

(ii) se p = N , então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞);

(iii) se p > N , então W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω)

com imersões compactas. Em particular W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) com imersões compactas para

todo p ≥ 1.

Definição 2.1.8. Uma função f : [a, b] −→ R é dita ser absolutamente contínua se para

todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

n∑
i=1

(βi − αi) < δ =⇒
n∑
i=1

|f(βi)− f(αi)| < ε

sempre que, para cada n, (α1, β1), · · · , (αn, βn) são segmentos disjuntos em (a,b).

Teorema 2.1.7. Se f : [a, b] −→ R é absolutamente contínua, então f é diferenciável

q.t.p., f ′ ∈ L1 em (a,b) e

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t) dt

com a < x < b.

Definição 2.1.9. Seja Y um espaço topológico.

(i) A função f : Y −→ R ∪ {+∞} é chamada semicontínua inferior se para cada k ∈ R

o conjunto {x ∈ Y : f(x) > k} é aberto em Y.

(ii) A função g : Y −→ R∪ {−∞} é chamada semicontínua superior se para cada k ∈ R

o conjunto {x ∈ Y : g(x) < k} é aberto em Y, ou seja, se (−g) é semicontínua

inferior.
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Proposição 2.1.5. Seja f : Y −→ R∪{+∞} uma função. Então, as seguintes condições

são equivalentes:

(i) f é semicontínua inferior;

(ii) Para cada k ∈ R o conjunto {y ∈ Y : f(y) ≤ k} é fechado;

(iii) Para cada y ∈ Y temos lim inf
x→y

f(x) = f(y).

Proposição 2.1.6. Se Y é compacto e f : Y −→ R ∪ {+∞} é semicontínua inferior,

então f é limitada inferiormente e existe um elemento mínimo y ∈ Y tal que f(y) =

inf{f(x) : x ∈ Y }.

Definição 2.1.10. Uma função f : R −→ R é dita Lipschitz contínua, se existe uma

constante L > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|,

para todo x, y ∈ R.

Lema 2.1.2. Seja θ(t) uma função C1(R) tal que θ′ é limitada. Se u ∈ W 1,s(Ω), sendo

Ω um conjunto aberto e limitado em RN , 1 ≤ s <∞. Então, θ(u) ∈ W 1,s(Ω) e(
∂

∂xi

)
(θ(u)) = θ′(u)

(
∂u

∂xi

)
q.t.p. em Ω,

com i = 1, 2, · · · , N .

Teorema 2.1.8. (Lema de Fatou) Seja (fn)∞n=1 uma sequência de funções mensuráveis

não-negativas definida em um conjunto mensurável X. Então,∫
X

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ.

Teorema 2.1.9. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)∞n=1 uma

sequência de funções em LK(X,Σ, µ) que converge µ-quase sempre para uma função f :

X −→ K. Se existe g ∈ LK(X,Σ, µ) tal que |fn| ≤ |g| para todo n, então f ∈ LK(X,Σ, µ)

e ∫
X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

fn dµ.
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2.2 Noções de Distribuição

Esta seção, baseada em [5], tem a finalidade de esclarecer algumas notações que irão

aparecer no capítulo 4.

Seja f(x) uma função de valor real definida no aberto Ω ⊂ RN , e considere o suporte

desta função, abreviado supp f , dado pelo fecho do conjunto {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}.

Denotamos por Ck(Ω), 0 ≤ k ≤ ∞, o conjunto de todas as funções definidas em Ω que

possuem derivadas parciais até ordem k contínuas (e de qualquer ordem se k =∞). Vamos

denotar por Ck
c (Ω) o conjunto de todas as funções ϕ ∈ Ck(Ω) com suporte compacto em

Ω.

É evidente que C∞c (Ω) é um espaço linear. Podemos introduzir em C∞c (Ω) uma con-

vergência como segue. Dizemos que uma sequência {ϕk} ⊂ C∞c (Ω) converge para ϕ,

se

(i) existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp ϕk ⊂ K, para todo k ∈ N;

(ii) lim
k→∞

Dαϕk = Dαϕ uniformemente em K, para todo α = (α1, · · · , αN), onde Dα =

Dα1
x1
, · · · , DαN

xN
, Dxi =

∂

∂xi
, i = 1, · · · , N .

Munido destas condições, o espaço C∞c (Ω) pode ser denotado por D(Ω).

Definição 2.2.1. Um funcional linear contínuo u definido em D(Ω) é chamado uma

distribuição em Ω. Em outra palavras, uma distribuição é um funcional linear u definido

em C∞c (Ω) que possui a propriedade lim
k→∞

u(ϕk) = 0 para cada sequência {ϕk} ⊂ C∞c (Ω)

tal que lim
k→∞

ϕk = 0.

Definição 2.2.2. O conjunto de todas as distribuições em Ω é um espaço linear, denotado

por D′(Ω).

A distribuição é uma extensão natural da noção de função localmente integrável em

Ω, pois se f ∈ L1
Loc(Ω), então o funcional uf definido em C∞c (Ω), definido por

uf (ϕ) =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω),
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é uma distribuição em Ω, isto é, uf ∈ D′(Ω). Além disso, a aplicação f ∈ L1
Loc(Ω) −→

uf ∈ D′(Ω) é injetiva.

Dado u ∈ D′(Ω), por definição, a derivada de ordem α = (α1, · · · , αn) de u, Dαu, é a

distribuição

(Dαu)(ϕ) = (−1)|α|u(Dαϕ) ∀ϕ ∈ D(Ω),

onde |α| = α1 + · · ·+ αn.

2.3 Mollifiers, Aproximação por Funções Suaves

Esta seção, baseada em [1], tem a finalidade de esclarecer alguns argumentos usados no

capítulo 4.

Definição 2.3.1. Seja J uma função de valor real, não-negativa, pertencente a C∞c (RN),

possuindo as seguintes propriedades:

(i) J(x) = 0, se |x| ≥ 1;

(ii)
∫
RN
J(x) dx = 1.

Por exemplo, vamos tomar

J(x) =

 k exp

[
−1

1− |x|2

]
, se |x| < 1,

0, se |x| ≥ 1.

onde k > 0 é escolhido de modo que (ii) seja satisfeita. Se ε > 0, a função Jε(x) =

ε−nJ

(
x

ε

)
é não-negativa, pertencente a C∞c (RN), e satisfaz

(i) Jε(x) = 0, se |x| ≥ ε;

(ii)
∫
RN
Jε(x)dx = 1.

Jε(x) é chamada mollifier, e a convolução

Jε ∗ u(x) =

∫
RN
Jε(x− y)u(y) dy

definida para funções u para as quais o lado direito da equação acima faz sentido, é

chamada molificação ou regularização para u.
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Valem as seguintes propriedades:

Lema 2.3.1. Seja u uma função definida em RN e identicamente nula fora do domínio

Ω ⊂ RN .

(a) Se u ∈ L1
Loc(RN), então Jε ∗ u ∈ C∞(RN);

(b) Se supp u ⊂ Ω, supp u é compacto e u ∈ L1
Loc(Ω), então Jε ∗ u ∈ C∞c (RN), desde

que ε < dist(supp u, ∂Ω), sendo ∂Ω a fronteira de Ω;

(c) Se u ∈ Lp(Ω), onde 1 ≤ p <∞, então Jε ∗ u ∈ Lp(Ω). Além disso,

||Jε ∗ u||p ≤ ||u||p e lim
ε→0+

||Jε ∗ u− u||p = 0;

(d) Se u ∈ C(Ω), G ⊂ Ω e G é compacto, então lim
ε→0+

Jε ∗ u(x) = u(x) uniformemente

em G;

(e) Se u ∈ C(Ω), então lim
ε→0+

Jε ∗ u(x) = u(x) uniformemente em Ω.

Como consequência destas propriedades, demonstra-se, por exemplo, que C∞c (Ω) é

denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.



Capítulo 3

Evoluções Governadas por Operadores

Acretivos e Espaços de Sobolev com

Expoentes Variáveis

Neste capítulo serão apresentados alguns resultados encontrados em [6, 19, 28], ne-

cessários para o desenvolvimento do capítulo 4. Demonstraremos os resultados usados

mais diretamente no capítulo 4, e as demonstrações dos demais resultados podem ser

encontradas nas referências citadas.

3.1 Produtos Semi-Internos

Sejam X um espaço de Banach real, h ∈ R− {0} e x, y ∈ X. Considere,

[x, y]h :=
1

h
(||x+ hy|| − ||x||) e (x, y)h :=

1

2h
(||x+ hy||2 − ||x||2).

Tem-se que:

Lema 3.1.1. Para cada x, y ∈ X os limites abaixo existem e todos são finitos:

(a) lim
h→0+

[x, y]h := [x, y]+;

(b) lim
h→0−

[x, y]h := [x, y]−;

11
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(c) lim
h→0+

(x, y)h := (x, y)+;

(d) lim
h→0−

(x, y)h := (x, y)−.

Também [·, ·]+ e (·, ·)+ são semicontínuos superiores de X × X em R, enquanto [·, ·]− e

(·, ·)− são semicontínuos inferiores de X ×X em R e temos então que

[x, y]−h ≤ [x, y]− ≤ [x, y]+ ≤ [x, y]h

e

(x, y)−h ≤ (x, y)− ≤ (x, y)+ ≤ (x, y)h

para cada x, y ∈ X e h > 0.

Demonstração. Inicialmente, mostraremos que [x, y]h é monótona não-decrescente em h.

Para isso, suponha que 0 < h1 < h2 e seja β ∈ (0, 1) tal que h1 = (1− β)h2. Desde que

x+ h1y = x+ (1− β)h2y

= βx+ (1− β)(x+ h2y),

temos

[x, y]h1 =
1

h1

(||x+ h1y|| − ||x||)

=
1

h1

[||βx+ (1− β)(x+ h2y)|| − ||x||]

≤ 1

h1

[β||x||+ (1− β)||x+ h2y|| − ||x||]

=
1

h1

[(1− β)||x+ h2y|| − (1− β)||x||]

=
||x+ h2y|| − ||x||

h2

= [x, y]h2 .

Logo, [x, y]h1 ≤ [x, y]h2 . De forma similar, obtemos [x, y]h1 ≤ [x, y]h2 se h2 < h1 < 0.

Agora, se h1 < 0 < h2, considere h = min(−h1, h2) e note que

||x||+ ||x|| = 2||x|| = ||x+ hy + x− hy||

≤ ||x+ hy||+ ||x− hy||
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ou seja, ||x|| − ||x− hy|| ≤ ||x+ hy|| − ||x||. Assim,

[x, y]−h = −1

h
(||x− hy|| − ||x||)

=
1

h
(||x|| − ||x− hy||)

≤ 1

h
(||x+ hy|| − ||x||)

= [x, y]h.

Logo, [x, y]−h ≤ [x, y]h, e por sua vez, segue que [x, y]h1 ≤ [x, y]−h ≤ [x, y]h ≤ [x, y]h2 ,

provando que [x, y]h é monótona. Agora, se −1 ≤ h1 ≤ h2 ≤ 1, a monotonicidade de

[x, y]h fornece que [x, y]−1 ≤ [x, y]h1 ≤ [x, y]h2 ≤ [x, y]1, o qual nos garante que os limites,

lim
h→0+

[x, y]h = [x, y]+ e lim
h→0−

[x, y]h = [x, y]−

existem. Por fim, para mostrar que [x, y]+ é semicontínuo superior, considere (xn)n∈N, (yn)n∈N

duas sequências em X tal que lim
n→∞

xn = x e lim
n→∞

yn = y. Então, para h > 0 e n ∈ N,

segue que

[xn, yn]+ ≤ [xn, yn]h

=
1

h
(||xn + hyn|| − ||xn||).

Fazendo n→∞, obtemos

lim
n→∞

sup [xn, yn]+ ≤
1

h
(||x+ hy|| − ||x||), ∀h > 0.

Agora, fazendo h→ 0+, obtemos

lim
n→∞

sup [xn, yn]+ ≤ [x, y]+.

Portanto, pela Definição 2.1.9, [x, y]+ é semicontínuo superior, e como

[x, y]− = lim
h→0−

1

h
(||x+ hy|| − ||x||)

fazendo t = −h, obtemos

[x, y]− = lim
t→0−

1

−t
(||x− ty|| − ||x||)

= − lim
t→0+

1

t
(||x+ t(−y)|| − ||x||)

= −[x,−y]+
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e daí, podemos concluir que [x, y]− é semicontínuo inferior. Analogamente, toda a prova

pode ser reproduzida para (·, ·)+ e (·, ·)−.

Definição 3.1.1. (a) A função (·, ·)+ é chamada de produto semi-interno superior em X

e a função (·, ·)− é chamada de produto semi-interno inferior em X.

(b) A função [·, ·]+ é chamada de produto semi-interno superior normalizado em X e a

função [·, ·]− é chamada de produto semi-interno inferior normalizado em X.

Proposição 3.1.1. Se H é um espaço de Hilbert real com o produto interno 〈·, ·〉, então

(x, y)+ = (x, y)− = 〈x, y〉, para cada x, y ∈ H.

Demonstração. De fato, como H é um espaço de Hilbert, vem que ||x||2 = 〈x, x〉. Assim,

usando a definição de produto semi-interno superior e inferior, obtemos

(x, y)+ = lim
h→0+

1

2h
(||x+ hy||2 − ||x||2)

= lim
h→0+

1

2h
(〈x+ hy, x+ hy〉 − 〈x, x〉)

= lim
h→0+

1

2h
(〈x, x〉+ h2 〈y, y〉+ 2h 〈x, y〉 − 〈x, x〉)

= lim
h→0+

1

2h
(h2 〈y, y〉+ 2h 〈x, y〉)

= lim
h→0+

1

2
(h 〈y, y〉+ 2 〈x, y〉)

= 〈x, y〉 .

De forma análoga, verifica-se que (x, y)− = 〈x, y〉. Logo, (x, y)+ = (x, y)− = 〈x, y〉, para

cada x, y ∈ H.

Lema 3.1.2. Os produtos semi-internos possuem as seguintes propriedades:

(a) (x, y)± = ||x||[x, y]±;

(b) |[x, y]±| ≤ ||y||;

(c) |[x, y]± − [x, z]±| ≤ ||y − z||;

(d) [x, y]+ = −[x,−y]− = −[−x, y]−;
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(e) [ax, by]± = b[x, y]± para a, b > 0;

(f) [x, y + z]− ≥ [x, y]− + [x, z]− e [x, y + z]+ ≤ [x, y]+ + [x, z]+;

(g) [x, y + z]+ ≥ [x, y]+ + [x, z]− e [x, y + z]− ≤ [x, y]− + [x, z]+;

(h) [x, y + ax]± = [x, y]± + a||x|| para a ∈ R;

(i) Seja x : [a, b] −→ X uma função e defina m : [a, b] −→ R+ e n : [a, b] −→ R+ por

m(t) := ||x(t)|| e n(t) := ||x(t)||2, respectivamente, para cada t ∈ [a, b]. Se x é

diferenciável pela direita (esquerda) de t ∈ [a, b], então m e n são diferenciáveis pela

direita (esquerda) de t ∈ [a, b] e temos

m′±(t) = [x(t), x′±(t)]± e n′±(t) = 2(x(t), x′±(t))±.

Demonstração. Usando a definição de produto semi-interno superior e inferior, temos:

(a) (x, y)+ = lim
h→0+

1

2h
(||x+ hy||2 − ||x||2)

= lim
h→0+

1

2h
(||x+ hy||+ ||x||)(||x+ hy|| − ||x||)

= lim
h→0+

1

2
(||x+ hy||+ ||x||) 1

h
(||x+ hy|| − ||x||)

=
1

2
(2||x||[x, y]+)

= ||x||[x, y]+.

Analogamente, tem-se a prova para (x, y)− = ||x||[x, y]−.

(b) |[x, y]+| =
∣∣∣∣ lim
h→0+

1

h
(||x+ hy|| − ||x||)

∣∣∣∣
≤ lim

h→0+

∣∣∣∣1h(||x+ hy − x||)
∣∣∣∣

= lim
h→0+

∣∣∣∣1h |h|||y||
∣∣∣∣

= ||y||.

Analogamente, tem-se a prova para |[x, y]−| ≤ ||y||.
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(c) |[x, y]+ − [x, z]+| =
∣∣∣∣[ lim

h→0+

1

h
(||x+ hy|| − ||x||)

]
−
[

lim
h→0+

1

h
(||x+ hz|| − ||x||)

]∣∣∣∣
= lim

h→0+

∣∣∣∣1h
[
(||x+ hy|| − ||x||)− (||x+ hz|| − ||x||)

]∣∣∣∣
= lim

h→0+

∣∣∣∣1h(||x+ hy|| − ||x+ hz||)
∣∣∣∣

≤ lim
h→0+

∣∣∣∣1h ||x+ hy − x− hz||
∣∣∣∣

= lim
h→0+

∣∣∣∣1h |h|||y − z||
∣∣∣∣

= ||y − z||.

Analogamente, tem-se a prova para |[x, y]− − [x, z]−| ≤ ||y − z||.

(d) [x, y]+ = lim
h→0+

1

h
(||x+ hy|| − ||x||).

Fazendo t = −h, obtemos

[x, y]+ = lim
t→0+

1

−t
(||x− ty|| − ||x||)

= − lim
t→0−

1

t
(||x+ t(−y)|| − ||x||)

= −[x,−y]−.

Analogamente, tem-se a prova para [x, y]+ = −[−x, y]−.

(e) Sejam a, b > 0. Então,

[ax, by]+ = lim
h→0+

1

h
(||ax+ hby|| − ||ax||)

= lim
h→0+

a

h

(∣∣∣∣∣∣∣∣x+ h
b

a
y

∣∣∣∣∣∣∣∣− ||x||).
Fazendo t = h

b

a
, segue que

[ax, by]+ = lim
t→0+

ab

at
(||x+ ty|| − ||x||)

= b lim
t→0+

1

t
(||x+ ty|| − ||x||)

= b[x, y]+.
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Analogamente, tem-se a prova para [ax, by]− = b[x, y]−.

(f) Sabemos que

[x, y + z]+ = lim
h→0+

1

h
(||x+ h(y + z)|| − ||x||).

Como

||x+ h(y + z)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣12x+

1

2
x+

1

2
2hy +

1

2
2hz

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣12(x+ 2hy) +
1

2
(x+ 2hz)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2
||x+ 2hy||+ 1

2
||x+ 2hz||

segue que

[x, y + z]+ ≤ lim
h→0+

1

h

(
1

2
||x+ 2hy||+ 1

2
||x+ 2hz|| − 1

2
||x|| − 1

2
||x||

)
= lim

h→0+

1

h

(
1

2
||x+ 2hy|| − 1

2
||x||

)
+ lim

h→0+

1

h

(
1

2
||x+ 2hz|| − 1

2
||x||

)
=

1

2
[x, 2y]+ +

1

2
[x, 2z]+

e usando a propriedade (e), vem que

[x, y + z]+ ≤
1

2
2[x, y]+ +

1

2
2[x, z]+

= [x, y]+ + [x, z]+.

Analogamente, tem-se a prova para [x, y + z]− ≥ [x, y]− + [x, z]−.

(g) Observe que

||x+ hy|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣12x+

1

2
x+

1

2
2hy +

1

2
2hz − 1

2
2hz

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣12(x+ 2hy + 2hz) +
1

2
(x− 2hz)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2
||x+ 2h(y + z)||+ 1

2
||x− 2hz||.
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Assim,

[x, y]+ = lim
h→0+

1

h
(||x+ hy|| − ||x||)

≤ lim
h→0+

1

h

(
1

2
||x+ 2h(y + z)||+ 1

2
||x− 2hz|| − 1

2
||x|| − 1

2
||x||

)
=

1

2
lim
h→0+

1

h
(||x+ 2h(y + z)|| − ||x||) +

1

2
lim
h→0+

1

h
(||x− 2hz|| − ||x||)

=
1

2
[x, 2(y + z)]+ +

1

2
[x,−2z]+

e usando as propriedades (e) e (d), respectivamente, vem que

[x, y]+ ≤ [x, y + z]+ + [x,−z]+

= [x, y + z]+ − [x, z]−.

Portanto, [x, y + z]+ ≥ [x, y]+ + [x, z]−.

Analogamente, tem-se a prova para [x, y + z]− ≤ [x, y]− + [x, z]+.

(h) Observe primeiramente que

[x, x]+ = [x, x]− = ||x||.

Assim, dado a ∈ R, a ≥ 0 e usando as propriedades (f), (e) e (g), tem-se

[x, y + ax]+ ≤ [x, y]+ + [x, ax]+

= [x, y]+ + a[x, x]+

= [x, y]+ + a||x||

e

[x, y + ax]+ ≥ [x, y]+ + [x, ax]−

= [x, y]+ + a[x, x]−

= [x, y]+ + a||x||.

Para a < 0 tem-se, de forma análoga, que
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[x, y + ax]+ ≤ [x, y]+ + [x, ax]+

= [x, y]+ + [x,−(−a)x]+

= [x, y]+ − a[x,−x]+

= [x, y]+ + a[x, x]−

= [x, y]+ + a||x||

e

[x, y + ax]+ ≥ [x, y]+ + [x, ax]−

= [x, y]+ + [x,−(−a)x]−

= [x, y]+ − a[x,−x]−

= [x, y]+ + a[x, x]+

= [x, y]+ + a||x||.

Portanto, [x, y+ax]+ = [x, y]+ +a||x||, e analogamente, tem-se a prova para [x, y+ax]− =

[x, y]− + a||x|| com a ∈ R.

(i) Como m(t) := ||x(t)||, temos que∣∣∣∣1h(m(t+ h)−m(t))− 1

h
(||x(t) + hx′+(t)|| − ||x(t)||)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1h(||x(t+ h)|| − ||x(t)|| − ||x(t) + hx′+(t)||+ ||x(t)||)
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣1h(||x(t+ h)|| − ||x(t) + hx′+(t)||)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣1h ||x(t+ h)− x(t)− hx′+(t)||

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣1h(x(t+ h)− x(t))− x′+(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ −→ 0 quando h→ 0+.

Portanto,

lim
h→0+

[
1

h
(m(t+ h)−m(t))− 1

h
(||x(t) + hx′+(t)|| − ||x(t)||)

]
= 0,
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ou seja,

lim
h→0+

1

h
(m(t+ h)−m(t)) = lim

h→0+

1

h
(||x(t) + hx′+(t)|| − ||x(t)||),

isto é,

m′+(t) = [x(t), x′+(t)]+.

Analogamente, tem-se a prova para m′−(t) = [x(t), x′−(t)]−.

De forma similar, mostra-se que n′±(t) = 2(x(t), x′±(t))±.

Exemplo 3.1.1. Seja M um subconjunto limitado em RN , N ≥ 1, seja p ∈ (1,∞) e seja

X = Lp(M). Então, para cada f, g ∈ Lp(M), temos

[f, g]+ = [f, g]− =


||f ||1−pLp(M)

∫
M

g(x)|f(x)|p−1sgn(f(x)) dx, se f 6= 0,

||g||Lp(M), se f = 0.

Demonstração. Note que para f = 0, pela definição de produto semi-interno superior,

vem que

[f, g]+ = lim
h→0+

1

h
||hg||Lp(M)

= lim
h→0+

1

h
|h|||g||Lp(M)

=||g||Lp(M),

para g ∈ Lp(M). Analogamente, tem-se [f, g]− = ||g||Lp(M) para f = 0.

Agora, para f 6= 0, o lado direito da expressão

[f, g]+ = [f, g]− = ||f ||1−pLp(M)

∫
M

g(x)|f(x)|p−1sgn(f(x)) dx

é linear em g e limitada por ||g||. Então, basta mostrar a igualdade para um subconjunto

denso de g em Lp(M). Dessa forma, considere g’s de modo que existam constantes c, δ > 0

tais que |g(x)| ≤ c em M e g(x) = 0 em M1 = {x : 0 < |f(x)| < δ}. Sejam também

M0 = {x : f(x) = 0} e M2 = {x : |f(x)| ≥ δ}. Assim, para ε > 0, temos
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∫
M

|f + εg|p dx =

∫
M0

|f + εg|p dx+

∫
M1

|f + εg|p dx+

∫
M2

|f + εg|p dx

= εp
∫
M0

|g|p dx+

∫
M1

|f |p dx+

∫
M2

|f + εg|p dx.

Agora, temos também que∫
M2

|f + εg|p dx =

∫
M2

|f |p
(

1 + ε
g

f

)p
dx

=

∫
M2

|f |p dx+ εp

∫
M2

g

f
|f |p dx+ 0(ε2).

Como
∣∣∣∣ε gf
∣∣∣∣ = ε

|g|
|f |
≤ ε

c

δ
em M2, segue que

∫
M

|f + εg|p dx = εp
∫
M0

|g|p dx+

∫
M1

|f |p dx+

∫
M2

|f + εg|p dx

= εp
∫
M0

|g|p dx+

∫
M1

|f |p dx+

∫
M2

|f |p dx+ εp

∫
M2

g

f
|f |p dx+ 0(ε2)

=

∫
M

|f |p dx+ εp

∫
M

g(sgn(f))|f |p−1 dx+ 0(ε).

E então

1

ε
(||f + εg||Lp(M) − ||f ||Lp(M)) =

1

ε

((∫
M

|f + εg|p dx
) 1

p

− ||f ||Lp(M)

)

=
1

ε
||f ||Lp(M)

((∫
M

|f + εg|p dx

) 1
p

||f ||Lp(M)

− 1

)

=
1

ε
||f ||Lp(M)

([∫
M

|f |p dx+ εp

∫
M

g(sgn(f))|f |p−1 dx+ 0(ε)

] 1
p

||f ||Lp(M)

− 1

)

=
1

ε
||f ||Lp(M)

([∫
M

|f |p dx+ εp

∫
M

g(sgn(f))|f |p−1 dx+ 0(ε)

||f ||pLp(M)

] 1
p

− 1

)

=
1

ε
||f ||Lp(M)

([
1 +

εp

∫
M

g(sgn(f))|f |p−1 dx

||f ||pLp(M)

+ 0(ε)

] 1
p

− 1

)
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=

∫
M

g(sgn(f))|f |p−1 dx

||f ||p−1
Lp(M)

+ 0(1).

Daí, pela definição de produto semi-interno superior, obtemos

[f, g]+ = lim
ε→0

1

ε
(||f + εg||Lp(M) − ||f ||Lp(M))

= lim
ε→0

∫
M

g(sgn(f))|f |p−1 dx

||f ||p−1
Lp(M)

+ 0(1)

= ||f ||1−pLp(M)

∫
M

g|f |p−1(sgn(f)) dx.

Da mesma forma, aplicando a definição de produto semi-interno inferior, obtém-se que

[f, g]− = ||f ||1−pLp(M)

∫
M

g|f |p−1(sgn(f)) dx e o resultado segue.

Exemplo 3.1.2. Seja M um subconjunto limitado em RN , N ≥ 1 e seja X = L1(M).

Então, para cada f, g ∈ L1(M) temos

[f, g]± =

∫
M+
f

g(x) dx−
∫
M−f

g(x) dx+

∫
M0
f

g(x) dx,

em que M+
f = {x ∈ M : f(x) > 0}, M−

f = {x ∈ M : f(x) < 0} e M0
f = {x ∈ M : f(x) =

0}.

Demonstração. Pelo exemplo anterior, para ε > 0, temos que∫
M

|f + εg| dx =

∫
M+
f

|f + εg| dx+

∫
M−f

|f + εg| dx+

∫
M0
f

|f + εg| dx

=

∫
M+
f

|f + εg| dx+

∫
M−f

|f + εg| dx+ ε

∫
M0
f

|g| dx.

Agora, pela definição de produto semi-interno superior, vem que

[f, g]+ = lim
ε→0+

1

ε
(||f + εg|| − ||f ||)

= lim
ε→0+

1

ε

(∫
M

|f + εg| dx−
∫
M

|f | dx
)

= lim
ε→0+

1

ε

[(∫
M+
f

|f + εg| dx+

∫
M−f

|f + εg| dx+ ε

∫
M0
f

|g| dx
)

−
(∫

M+
f

|f | dx+

∫
M−f

|f | dx+

∫
M0
f

|f | dx
)]
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=

∫
M0
f

|g| dx+ lim
ε→0+

1

ε

(∫
M+
f

|f + εg| dx+

∫
M−f

|f + εg| dx−
∫
M+
f

|f | dx−
∫
M−f

|f | dx
)

=

∫
M0
f

|g| dx+ lim
ε→0+

∫
M+
f ∪M

−
f

ε−1(|f + εg| − |f |) dx

=

∫
M0
f

|g| dx+

∫
M+
f ∪M

−
f

g(sgn(f)) dx

=

∫
M0
f

|g| dx+

∫
M+
f

g dx+

∫
M−f

(−g) dx

=

∫
M+
f

g dx−
∫
M−f

g dx+

∫
M0
f

|g| dx.

Analogamente, chegamos ao mesmo resultado usando a definição de produto semi-interno

inferior. Logo, o resultado segue.

Se X é um espaço de Banach, usaremos a notação 2X para denotar o conjunto formado

por todos os subconjuntos de X.

Definição 3.1.2. A aplicação dualidade em um espaço de Banach real é a aplicação

J : X −→ 2X
∗ definida por J(x) = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = ||x||2 = ||x∗||2} para cada x ∈ X.

Observação 3.1.1. Pelo Teorema de Hanh-Banach (Teorema 2.1.4), segue que J(x) é

não-vazio para cada x ∈ X. Além disso, J(x) é fechado, convexo e limitado em X∗ para

cada x ∈ X. Em algumas situações especiais, J é uma aplicação unívoca. Nestes casos,

a fim de simplificar a notação, escreveremos J : X −→ X∗ e J(x) = x∗ ao invés de

J : X −→ 2X
∗ e J(x) = {x∗}.

O produto semi-interno e a aplicação dualidade estão relacionados pelo seguinte re-

sultado, veja [24, 28]:

Lema 3.1.3. Para cada x, y ∈ X temos

(x, y)+ = sup{x∗(y) : x∗ ∈ J(x)} e (x, y)− = inf{x∗(y) : x∗ ∈ J(x)}.

Além disso, tem-se, veja [5, 28]:

Teorema 3.1.1. (Kato) Se o dual topológico X∗ de um espaço de Banach real X é uni-

formemente convexo (Definição 2.1.7), então a aplicação dualidade em X é unívoca e

uniformemente contínua em subconjuntos limitados em X.
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3.2 Operadores Acretivos

Seja X um espaço de Banach real. Por um operador entenderemos uma aplicação

A : X −→ 2X em que o domínio de A é definido por D(A) = {x ∈ X : Ax 6= ∅} e a

imagem de A é definida por R(A) =
⋃
x∈X

Ax. No que segue, escreveremos A : D(A) ⊂

X −→ 2X ao invés de A : X −→ 2X , a fim de enfatizar que somente os valores de A

em D(A) nos interessa. Entretanto, quando A for um operador unívoco, escreveremos

A : D(A) ⊂ X −→ X e Ax = y ao invés de A : D(A) ⊂ X −→ 2X e Ax = {y}. Observe

que toda função f : D(f) ⊂ X −→ X pode ser identificada, de forma óbvia, como um

operador unívoco cujo domínio é D(f).

Observação 3.2.1. Identificamos o operador A com seu gráfico e escrevemos [x, y] ∈ A,

se y ∈ Ax. Dado os operadores A, B e λ ∈ R, definimos para x, y ∈ X,

(i) (A−1)(y) = {x ∈ X : y ∈ Ax};

(ii) (A+B)(x) = Ax+Bx;

(iii) (λA)(x) = λ(Ax).

Definição 3.2.1. Um operador A : D(A) ⊂ X −→ 2X é chamado acretivo se

[x− x̂, y − ŷ]+ ≥ 0

para cada x, x̂ ∈ D(A), y ∈ Ax e ŷ ∈ Ax̂, onde [·, ·]+ é o produto semi-interno superior

normalizado em X.

Observação 3.2.2. Por (a) do Lema 3.1.2 tem-se que A é acretivo se, e somente se,

(x− x̂, y − ŷ)+ ≥ 0

para cada x, x̂ ∈ D(A), y ∈ Ax e ŷ ∈ Ax̂, onde (·, ·)+ é o produto semi-interno superior

em X.

Definição 3.2.2. Seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador e λ > 0. Então,
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(i) O operador Jλ : D(Jλ) ⊂ X −→ 2X definido por Jλ = (I + λA)−1, sendo I o operador

identidade em X e D(Jλ) = R(I + λA) é chamado de resolvente de A.

(ii) O operador Aλ : D(Aλ) ⊂ X −→ 2X definido por Aλ =
1

λ
(I − Jλ) com D(Aλ) =

R(I + λA) é chamado de aproximação de Yosida de A.

Valem os seguintes resultados sobre operadores acretivos, veja [5, 24, 28]:

Lema 3.2.1. O operador A : D(A) ⊂ X −→ 2X é acretivo se, e somente se, para cada

λ > 0, o resolvente Jλ é unívoco e não-expansivo, ou seja, ||Jλ(x) − Jλ(y)|| ≤ ||x − y||,

para cada x, y ∈ R(I + λA).

Teorema 3.2.1. Se A : D(A) ⊂ X −→ 2X é acretivo e λ > 0, então

(i) Aλ é unívoco, acretivo e Lipschitz contínuo em R(I+λA), com constante de Lipschitz,
2

λ
;

(ii) Aλx ∈ AJλx para cada x ∈ R(I + λA);

(iii) ||Aλx|| ≤ |Ax| para cada x ∈ R(I + λA) ∩ D(A) onde |Ax| = inf{||y|| : y ∈ Ax}

para cada x ∈ D(A);

(iv) lim
λ→0+

Jλx = x fortemente em X, para cada x ∈
⋂
λ>0

R(I + λA) ∩D(A);

(v) Se x ∈ R(I + λA) e µ > 0, então
µ

λ
x+

λ− µ
λ

Jλx ∈ R(I + µA) e

Jλx = Jµ

(
µ

λ
x+

λ− µ
λ

Jλx

)
(identidade do resolvente);

vii Se X∗ é uniformemente convexo, então para cada u ∈
⋂
λ>0

R(I + λA) a função λ 7→

||Aλu|| é não- crescente em (0,∞).

Definição 3.2.3. Um operador A : D(A) ⊂ X −→ 2X é chamado m-acretivo se ele é

acretivo e também R(I + λA) = X para cada λ > 0.

Para operadores m-acretivos, temos o seguinte resultado, veja [5, 28]:
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Teorema 3.2.2. Se o dual topológico de X é uniformemente convexo, então o gráfico de

todo operador m-acretivo A : D(A) ⊂ X −→ 2X é fortemente × fracamente sequencial-

mente fechado em X ×X, ou seja, se yn ∈ Axn para cada n ∈ N, lim
n→∞

xn = x fortemente

em X e lim
n→∞

yn = y fracamente em X, então x ∈ D(A) e y ∈ Ax.

Definição 3.2.4. Um operador A : D(A) ⊂ X −→ 2X é chamado m-completamente

acretivo se ele é m-acretivo em X = Ls(Ω) com 1 ≤ s ≤ ∞, ou seja, o resolvente é uma

contração que preserva a ordem com respeito a L1-norma e L∞-norma.

Apresentaremos um exemplo de operador m-completamente acretivo, em particular

m-acretivo, no próximo capítulo. Mais exemplos podem ser encontrados em [5, 28].

3.3 Evoluções Governadas por Operadores Acretivos

Seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo e f : [a, b] −→ X um função dada.

Vamos considerar as equações de evolução

f(t) ∈ du
dt

(t) + Au(t), a ≤ t ≤ b. (3.1)

Definição 3.3.1. Seja f ∈ L1([a, b];X). Uma função u : [a, b] −→ X é chamada solução

forte de (3.1) em [a, b] se:

(i) u(t) ∈ D(A) para q.t.p. t ∈ (a, b);

(ii) u(t) ∈ W 1,1
loc ((a, b];X) = {u ∈ C([a, b];X) : u ∈ W 1,p([c, b];X), 1 ≤ p ≤ ∞, a ≤

c ≤ b} e existe g ∈ L1
loc((a, b];X), g(t) ∈ Au(t) para q.t.p. t ∈ (a, b) tal que

du

dt
(t) + g(t) = f(t) para q.t.p. t ∈ (a, b).

Note que, na igualdade em (ii),
du

dt
é a derivada forte de u, que existe em quase todo

ponto de (a, b) visto que u ∈ W 1,1
loc ((a, b];X).

Definição 3.3.2. Seja f ∈ L1([a, b];X). Uma função u : [a, b] −→ X é chamada de

solução forte de (3.1) em [a, b) se para cada c ∈ (a, b), a restrição de u para [a, c] é uma

solução forte em [a, c] no sentido da definição anterior.
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Temos o seguinte resultado de existência de solução forte para (3.1), veja [5, 28]:

Teorema 3.3.1. Seja X reflexivo e seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo.

Então para cada u0 ∈ D(A) e f ∈ W 1,1([a, b];X), existe uma única solução forte u para

(3.1) satisfazendo:

(i) u(a) = u0;

(ii) u ∈ W 1,∞([a, b];X);

(iii)
∣∣∣∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |Au(t) + f(t)| ≤ |Au0 + f(a)| +
∫ t

a

∣∣∣∣∣∣∣∣dfds(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ds, para q.t.p. t ∈ (a, b),

onde |Ax+ z| = inf{||y + z|| : y ∈ Ax} para cada x ∈ D(A).

Nos casos em que u0 ∈ D(A) e f ∈ L1([a, b];X), ou X é não-reflexivo, existem exemplos

que mostram que (3.1) pode não ter solução forte u, satisfazendo u(a) = u0. Veja, por

exemplo, [13]. Desta forma, fica claro que para garantir a existência de solução para

equações da forma (3.1) quando os dados iniciais u0 e f não são regulares ou quando

X não é reflexivo, precisamos definir novos conceitos de solução. Introduziremos no que

segue os conceitos de solução generalizada, solução integral e solução mild. No próximo

capítulo, introduziremos o conceito de solução renormalizada.

Definição 3.3.3. Seja f ∈ L1([a, b];X). Uma função u : [a, b] −→ X é chamada so-

lução generalizada de (3.1) em [a, b], se existe uma sequência ((un, fn))n∈N cujos termos

pertencem a C([a, b];X)× L1([a, b];X) tal que:

(i) para cada n ∈ N, un é uma solução forte de (3.1) em [a, b] com fn no lugar de f ;

(ii) lim
n→∞

un = u em C([a, b];X) e lim
n→∞

fn = f em L1([a, b];X).

Como W 1,1([a, b];X) é denso em L1([a, b];X), segue do Teorema 3.3.1 que:

Teorema 3.3.2. Seja X reflexivo e seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo.

Então, para cada u0 ∈ D(A) e para cada f ∈ L1([a, b];X) existe uma única solução

generalizada u de (3.1) em [a, b] satisfazendo u(a) = u0.
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Por [14], os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 não podem ser estendidos para espaços de Banach

gerais. Portanto, somos forçados a procurar outro conceito de solução. Com este objetivo,

observe que se u é uma solução forte de (3.1) em [a, b], temos

−du
dτ

(τ) + f(τ) ∈ Au(τ), para q.t.p. τ ∈ (a, b).

Como A é acretivo, isto implica que 0 ≤
[
u(τ) − x,−du

dτ
(τ) + f(τ) − y

]
+

para cada

x ∈ D(A), y ∈ Ax e para q.t.p. τ ∈ (a, b).

De (d) e (f) do Lema 3.1.2, temos
[
u(τ) − x, du

dτ
(τ)

]
−
≤ [u(τ) − x, f(τ) − y]+ para

cada x ∈ D(A), y ∈ Ax e q.t.p. τ ∈ (a, b), pois,

0 ≤
[
u(τ)− x,−du

dτ
(τ) + f(τ)− y

]
+

≤
[
u(τ)− x,−du

dτ
(τ)

]
+

+ [u(τ)− x, f(τ)− y]+

= −
[
u(τ)− x, du

dτ
(τ)

]
−

+ [u(τ)− x, f(τ)− y]+

ou seja,
[
u(τ)− x, du

dτ
(τ)

]
−
≤ [u(τ)− x, f(τ)− y]+.

Claramente τ 7→ ||u(τ)− x|| é absolutamente contínua em (a, b) e consequentemente,

é diferenciável q.t.p em (a, b), devido ao Teorema 2.1.7. Logo o item (i) do Lema 3.1.2

implica que [
u(τ)− x, du

dτ
(τ)

]
−

=
d−

dτ
(||u(τ)− x)||)

=
d

dτ
(||u(τ)− x)||)

para cada x ∈ D(A), y ∈ Ax e q.t.p. τ ∈ (a, b).

Integrando ambos os lados da desigualdade acima sobre [s, t] ⊂ [a, b], obtemos

||u(t)− x|| ≤ ||u(s)− x||+
∫ t

s

[u(τ)− x, f(τ)− y]+ dτ (3.2)

para cada x ∈ D(A), y ∈ Ax e a ≤ s ≤ t ≤ b.

Observação 3.3.1. Usando o semi-produto interno superior (·, ·)+ ao invés de [·, ·]+ (que

é sempre possível devido a Observação 3.2.2), chegamos à desigualdade

||u(t)− x||2 ≤ ||u(s)− x||2 + 2

∫ t

s

(u(τ)− x, f(τ)− y)+ dτ (3.3)
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para cada x ∈ D(A), y ∈ Ax e a ≤ s ≤ t ≤ b.

Assim, é bastante natural que uma exigência para um bom candidato de solução de

(3.1) é satisfazer (3.2) ou (3.3). Dessa forma, somos levados a seguinte definição:

Definição 3.3.4. Seja f ∈ L1([a, b];X). Uma função u : [a, b] −→ X é chamada solução

integral de (3.1) em [a, b], se u ∈ C([a, b];X), u(t) ∈ D(A) para cada t ∈ [a, b] e u satisfaz

(3.2).

Observação 3.3.2. Usando que [·, ·]+ é semicontínuo superior, segue que toda solução

generalizada de (3.1) em [a, b] é uma solução integral de (3.1) em [a, b].

Observação 3.3.3. Pode ser provado que uma função contínua u : [a, b] −→ X satisfa-

zendo u(t) ∈ D(A), para cada t ∈ [a, b], é uma solução integral de (3.1) em [a, b] se, e

somente se, u verifica (3.3).

Observação 3.3.4. Uma das principais vantagens do conceito de solução integral é que

a definição independe do método de construção de uma tal solução. Mas observe que, a

noção de solução integral depende de forma essencial da norma em X.

Vamos definir agora outro tipo de solução que é mais instrutivo e que acaba sendo

equivalente ao de solução integral.

Definição 3.3.5. Seja f ∈ L1([a, b];X). Uma solução mild do problema (3.1) é uma

função u ∈ C([a, b];X), em que para cada a < c < b e para cada ε > 0, existem:

(i) a = t0 < t1 < · · · < c ≤ tn < b, tk − tk−1 ≤ ε, k = 1, 2, · · · , n;

(ii) f1, f2, · · · fn ∈ X, com
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

||f(t)− fk||dt ≤ ε;

(iii) v0, v1, · · · , vn ∈ X, satisfazendo fk ∈
vk − vk−1

tk − tk−1

+ Avk para k = 1, 2, · · · , n de tal

modo que ||u(t)− vk|| ≤ ε para t ∈ [tk−1, tk), k = 1, 2, · · · , n.

Observação 3.3.5. Como A é m-acretivo, tem-se que, para cada a = t0 < t1 < · · · < c ≤

tn < b e f1, f2, · · · fn ∈ X, as equações fk ∈
vk − vk−1

tk − tk−1

+ Avk para k = 1, 2, · · · , n, podem

ser passo-a-passo resolvidas, visto que (I + λA)−1 é definido em todo X e é unívoco para

cada λ > 0.
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Valem os seguintes resultados (veja [23, 28]):

Teorema 3.3.3. Seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo, então para cada

u0 ∈ D(A) e f ∈ L1([a, b];X) existe uma única solução mild u de (3.1) em [a, b] satisfa-

zendo u(a) = u0.

Teorema 3.3.4. (Benilan) Seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo, f ∈

L1([a, b];X) e u0 ∈ D(A). Então, u : [a, b] −→ X é uma solução mild de (3.1) em [a, b]

satisfazendo u(a) = u0 se, e somente se, u é a única solução integral de (3.1) em [a, b]

satisfazendo u(a) = u0.

Proposição 3.3.1. Seja f ∈ L1([a, b];X) e seja u : [a, b] −→ X uma função contínua.

Se c ∈ (a, b) e as restrições de u, u : [c, b] ⊂ [a, b] −→ X e u : [a, c] ⊂ [a, b] −→ X, são

soluções mild de (3.1) em [c, b] e [a, c] respectivamente, então u é uma solução mild de

(3.1) em [a, b].

Demonstração. Pelos Teoremas 3.3.4 e 3.3.3, basta para checar se u é solução integral

de (3.1) em [a, b]. Assim, resta mostrar que (3.2) vale para cada x ∈ D(A), y ∈ Ax e

a ≤ s ≤ c ≤ t ≤ b. Obviamente, temos

||u(t)− x|| ≤ ||u(c)− x||+
∫ t

c

[u(τ)− x, f(τ)− y]+ dτ

≤ ||u(s)− x||+
∫ c

s

[u(τ)− x, f(τ)− y]+ dτ +

∫ t

c

[u(τ)− x, f(τ)− y]+ dτ

= ||u(s)− x||+
∫ t

s

[u(τ)− x, f(τ)− y]+ dτ

para cada x ∈ D(A), y ∈ Ax e a ≤ s ≤ c ≤ t ≤ b.

O próximo resultado exibe a dependência contínua das soluções mild de (3.1) com

respeito aos dados iniciais (veja [5, 23, 28]):

Teorema 3.3.5. (Benilan) Sejam A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo,

f, g ∈ L1([a, b];X) e u, v duas soluções mild de (3.1) em [a, b] correspondendo a f e g,

respectivamente. Então,

||u(t)− v(t)||2 ≤ ||u(s)− v(s)||2 + 2

∫ t

s

(u(τ)− v(τ), f(τ)− g(τ))+ dτ
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e

||u(t)− v(t)|| ≤ ||u(s)− v(s)||+
∫ t

s

[u(τ)− v(τ), f(τ)− g(τ)]+ dτ ,

para cada a ≤ s ≤ t ≤ b.

Pelo Teorema 3.3.5 e pelo Lema 3.1.2 (item (b)), podemos deduzir o resultado abaixo:

Corolário 3.3.1. Seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo, f, g ∈ L1([a, b];X)

e u, v duas soluções mild de (3.1) em [a, b] correspondendo a f e g, respectivamente.

Então,

||u(t)− v(t)|| ≤ ||u(s)− v(s)||+
∫ t

s

||f(τ)− g(τ)|| dτ ,

para cada a ≤ s ≤ t ≤ b.

Vamos introduzir agora a definição de semigrupos não-lineares.

Definição 3.3.6. Seja X um espaço de Banach real e seja C um subconjunto não-vazio

em X. Uma família de funções {S(t);S(t) : C −→ C, t ≥ 0} é chamada de semigrupo de

aplicações não-expansivas em C se

(i) S(t+ s) = S(t)S(s), para cada s, t ≥ 0;

(ii) S(0) = I, onde I é a identidade em C;

(iii) lim
t→0+

S(t)x = x, para cada x ∈ C;

(iv) ||S(t)x− S(t)y|| ≤ ||x− y||, para cada x, y ∈ C e t ≥ 0.

Tem-se o seguinte resultado devido a CRANDALL e LIGGETT. Sua demonstração

pode ser encontrada em [5]:

Teorema 3.3.6. Seja A : D(A) ⊂ X −→ 2X um operador m-acretivo. Então, SA(t)x =

lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n
x existe para cada x ∈ D(A) uniformemente em t em subconjuntos

compactos de R+. Além disso,
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(a) {SA(t);SA(t) : D(A) −→ D(A), t ≥ 0} é um semigrupo de aplicações não-expansivas

em D(A) e para cada x ∈ D(A) e t > 0 temos ||SA(t)x− x|| ≤ t|Ax|, onde |Ax| =

inf{||y||; y ∈ Ax};

(b) Para cada x ∈ D(A), a função u : [a,∞) −→ D(A) definida por u(t) = SA(t − a)x

para cada t ∈ [a,∞), é a única solução mild para o problema de Cauchy 0 ∈ du
dt

(t)+

Au(t), satisfazendo u(a) = x, com a ≤ t <∞.

Definição 3.3.7. O semigrupo de aplicações não-expansivas definido por

SA(t)x = lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n
x

é chamado de semigrupo gerado por −A em D(A).

3.4 Espaços de Lebesgue e Sobolev com Expoente Va-

riável

Nesta seção lembraremos algumas definições e propriedades básicas dos espaços de

Lebesgue e Sobolev com expoente variável. As demonstrações omitidas podem ser encon-

tradas em [15, 17, 19].

Sejam Ω ⊂ RN um conjunto mensurável e p ∈ L∞(Ω) com inf ess p ≥ 1. O espaço de

Lebesgue generalizado Lp(·)(Ω) é definido por

Lp(·)(Ω) =

{
u : Ω ⊂ RN → R; u é mensurável com

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx <∞
}
.

A norma nesse espaço, chamada norma de Luxemburgo, é definida por

||u||Lp(·)(Ω) = inf

{
µ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)

µ

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

}
.

O espaço Lp(·)(Ω), munido da norma acima é um espaço de Banach.

Usaremos no que segue a notação

p− = inf ess p e p+ = sup ess p.

No caso em que a função p(x) = p é constante, então || · ||Lp(·)(Ω) = || · ||Lp(Ω), onde

|| · ||Lp(Ω) é a norma usual do espaço Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, isto é,
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||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.

Para u ∈ Lp(·)(Ω), a norma ||u||Lp(·)(Ω) e a modular
∫

Ω

|u(x)|p(x) dx estão relacionadas

pela desigualdade:

Lema 3.4.1. Seja u ∈ Lp(·)(Ω). Então,

min{||u||p−
Lp(·)(Ω)

, ||u||p+
Lp(·)(Ω)

} ≤
∫

Ω

|u(x)|p(x) dx ≤ max{||u||p−
Lp(·)(Ω)

, ||u||p+
Lp(·)(Ω)

}.

Observe que a desigualdade acima é equivalente a

min

{(∫
Ω

|u(x)|p(x) dx

) 1
p−

,

(∫
Ω

|u(x)|p(x) dx

) 1
p+
}
≤ ||u||Lp(·)(Ω)

≤ max

{(∫
Ω

|u(x)|p(x) dx

) 1
p−

,

(∫
Ω

|u(x)|p(x) dx

) 1
p+
}
.

Proposição 3.4.1. (Desigualdade de Hölder) Seja p− > 1 e p′ tal que
1

p(·)
+

1

p′(·)
= 1.

Se u ∈ Lp(·)(Ω) e v ∈ Lp′(·)(Ω), então∫
Ω

|uv| dx ≤
(

1

p−
+

1

p′−

)
||u||Lp(·)(Ω)||v||Lp′(·)(Ω).

Observe que na desigualdade acima
(

1

p−
+

1

p′−

)
≤ 2 e podemos usar a desigualdade

de Hölder na forma ∫
Ω

|uv| dx ≤ 2||u||Lp(·)(Ω)||v||Lp′(·)(Ω).

Teorema 3.4.1. Se p− > 1, então Lp(·)(Ω) é um espaço de Banach reflexivo e separável.

Teorema 3.4.2. Seja (un) ⊂ Lp(·)(Ω), uma sequência de funções tal que un −→ u ∈

Lp(·)(Ω). Então, existe uma subsequência (unk) tal que

(a) unk(x) −→ u(x) q.t.p. em Ω;

(b) |unk(x)| ≤ h(x), para k ≥ 1 q.t.p. em Ω, com h ∈ Lp(·)(Ω).

Teorema 3.4.3. (Teorema da Representação de Riesz para o espaço Lp(·)(Ω))

Seja p− > 1, p(·) e q(·) expoentes variáveis conjugados, isto é,
1

p(·)
+

1

q(·)
= 1. Então,

dado f ∈ (Lp(x)(Ω))∗, existe um único v ∈ Lq(x)(Ω) tal que
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f(v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx

para todo u ∈ Lp(x)(Ω).

Teorema 3.4.4. (i) O espaço Cc(Ω) é denso em Lp(·)(Ω);

(ii) O espaço C∞c (Ω) é denso em Lp(·)(Ω).

Teorema 3.4.5. Suponha que |Ω| < ∞. Então, Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω) se, e somente se,

q(x) ≤ p(x) q.t.p. em Ω. E nesse caso, a imersão é contínua com constante de imersão

não excedendo |Ω|+ 1, isto é,

||u||Lq(·)(Ω) ≤ (|Ω|+ 1)||u||Lp(·)(Ω).

Definição 3.4.1. Estendendo o expoente variável p : Ω→ [1,∞) para

p : QT = [0, T ]× Ω −→ [1,∞)

(t, x) 7−→ p(t, x) := p(x)

podemos também considerar o espaço de Lebesgue generalizado por

Lp(·)(QT ) =

{
u : QT → R; u é mensurável com

∫
QT

|u(t, x)|p(x) dxdt <∞
}
.

A norma de u ∈ Lp(·)(QT ) é dada por

||u||Lp(·)(QT ) = inf

{
µ > 0 :

∫∫
QT

∣∣∣∣u(t, x)

µ

∣∣∣∣p(x)

dxdt ≤ 1

}
,

o que naturalmente compartilha das mesmas propriedades do espaço Lp(·)(Ω). Dessa

forma, o espaço Lp(·)(QT ) munido de sua respectiva norma torna-se um espaço de Banach.

Seja Ω ⊂ RN um domínio aberto e conexo. O espaço de Sobolev com expoente variável

W 1,p(·)(Ω) é definido por

W 1,p(·)(Ω) =
{
u ∈ Lp(·)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(·)(Ω)

}
,

onde ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

)
e
∂u

∂xi
denota a i-ésima derivada fraca de u, ou seja,

−
∫

Ω

∂u

∂xi
ϕ dx =

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx
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para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

O espaço W 1,p(·)(Ω) é Banach munido da norma

||u||W 1,p(·)(Ω) = inf

{
µ > 0 :

∫
Ω

(∣∣∣∣∇u(x)

µ

∣∣∣∣p(x)

+

∣∣∣∣u(x)

µ

∣∣∣∣p(x))
dx ≤ 1

}
ou da norma equivalente

||u||W 1,p(·)(Ω) = ||u||Lp(·)(Ω) + ||∇u||Lp(·)(Ω).

O espaço de Sobolev com expoentes variáveis tem as seguintes propriedades:

Proposição 3.4.2. Se p− > 1, então o espaço W 1,p(·)(Ω) é reflexivo e separável.

O espaço W 1,p(·)
0 (Ω) designa o fecho de C∞c (Ω) em W 1,p(·)(Ω).

Proposição 3.4.3. W 1,p(·)
0 (Ω) é um espaço de Banach, separável e reflexivo, se p− > 1.

Teorema 3.4.6. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Ω é um aberto limitado e que

p ∈ C(Ω) com p− ≥ 1. Então, existe uma constante C, dependendo da função p e da

medida de Ω, tal que

||u||Lp(·)(Ω) ≤ C||∇u||Lp(·)(Ω)

para todo u ∈ W
1,p(·)
0 (Ω). Em particular, a expressão ||∇u||Lp(·)(Ω) é uma norma sobre

W
1,p(·)
0 (Ω) que é equivalente a norma ||u||W 1,p(·)(Ω).

Teorema 3.4.7. Suponha que |Ω| <∞ e sejam p(·) e q(·) tais que q(x) ≤ p(x) q.t.p. em

Ω. Então, W 1,p(x)(Ω) ⊂ W 1,q(x)(Ω) e tal imersão é contínua.

No que segue denotaremos p∗(x) =


Np(x)

N − p(x)
, se p(x) < N,

∞, se p(x) ≥ N.

Teorema 3.4.8. Suponha que |Ω| < ∞ e sejam p, q ∈ C(Ω), tais que p−, q− ≥ 1. Se

q(x) ≤ p∗(x) para todo x ∈ Ω, então W 1,p(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω) e tal imersão é contínua e

compacta.

Teorema 3.4.9. Suponha que |Ω| <∞ e sejam p, q ∈ C(Ω), tais que 1 ≤ p(x) ≤ q(x) ≤

p∗(x) para todo x ∈ Ω. Então W 1,p(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω) e tal imersão é contínua.
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Observe que dos resultados acima, segue que para p ∈ C(Ω) com 1 < p− ≤ p+ < N

valem as imersões W 1,p(·)(Ω) ⊂ Lr(·)(Ω) para qualquer função mensurável r : Ω ⊂ RN −→

[1,∞) tal que inf
x∈Ω

ess

(
Np(x)

N − p(x)
− r(x)

)
> 0.

Observação 3.4.1. Vale a pena observar∫
Ω

|u|p(x) dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|p(x) dx,

não vale em geral. Para mais detalhes, veja [18].

Observação 3.4.2. O expoente variável p : Ω −→ [1,∞) é dito satisfazer a condição de

log-continuidade se para todo x1, x2 ∈ Ω, |x1−x2| < 1, |p(x1)−p(x2)| < ω(|x1−x2|) onde

ω : (0,∞) −→ R é uma função não-decrescente com

lim sup
α→0+

ω(α) ln

(
1

α

)
<∞.

A condição de log-continuidade é usada para obter vários resultados de regularidade para

espaços de Sobolev com expoentes variáveis, em particular que C∞(Ω) é denso emW 1,p(·)(Ω)

eW 1,p(·)
0 (Ω) = W 1,p(·)(Ω)∩W 1,1

0 (Ω). Além disso, se p satisfaz a condição de log-continuidade

e 1 < p− ≤ p+ < N , entãoW 1,p(·)(Ω) ⊂ Lp
∗(·)(Ω). Contudo, não precisamos destas propri-

edades de regularidade para os resultados do próximo capítulo e iremos trabalhar de forma

mais seletiva com os espaços de Lebesgue e Sobolev, usando apenas expoentes variáveis

contínuos p : Ω −→ [1,∞) tal que p− > 1.

Vamos também utilizar as notações padrão para espaços de Bochner, isto é, considere

V um espaço de Banach, p ≥ 1 e 0 < T < ∞, então Lp(0, T ;V ) denota o espaço das

funções mensuráveis u : (0, T ) → V tal que t 7→ ||u(t)||V ∈ Lp(0, T ). Além disso,

C([0, T ];V ) denota o espaço das funções contínuas u : [0, T ]→ V dotado com a norma

||u||C([0,T ],V ) := max
0≤t≤T

||u(t)||V .

Segue a demonstração de um lema técnico que fornece uma estimativa para funções

em um espaço de Lebesgue apropriado. Este resultado será usado no próximo capítulo

para estabelecer as propriedades das soluções renormalizadas da equação estudada.
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Lema 3.4.2. Seja p ∈ C(Ω) com 2 − 1

N + 1
< p− ≤ p+ < N e seja β > 0. En-

tão, existe uma constante c > 0, dependendo de β, tal que, para cada função g ∈

Lp
−

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω))∩L∞(0, T ;L1(Ω)) com ||g||L∞(0,T ;L1(Ω)) = sup

t∈(0,T )

ess

∫
Ω

|g(t, x)| dx ≤ β

e

sup
γ≥0

∫∫
Bγ

|∇g|p(x) dxdt ≤ β (3.4)

onde, para cada γ ≥ 0, Bγ = {γ ≤ |g| ≤ γ + 1}, segue que

||g||
Lq−(0,T ;W

1,q(·)
0 (Ω))

≤ c,

para toda função contínua q(·) em Ω satisfazendo 1 ≤ q(x) <
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
, para

todo x ∈ Ω.

Demonstração. 1o passo: Seja q+ uma constante satisfazendo 1 ≤ q+ <
N(p− − 1) + p−

N + 1
.

Assim,

q+(N + 1) < N(p− − 1) + p−

= Np− −N + p−

= p−(N + 1)−N

< p−(N + 1)

e, em particular, q+ < p−. Sendo q+ < p− ≤ p(·), temos as inclusões contínuas

W
1,p(·)
0 (Ω) ⊂ W 1,p−

0 (Ω) ⊂ W 1,q+

0 (Ω). Então, para cada inteiro γ0 ≥ 1, usando a desi-

gualdade (3.4) e o Teorema 3.4.5, segue que

∫ T

0

∫
Ω

|∇g|q+

dxdt =

γ0−1∑
γ=0

∫∫
Bγ

|∇g|q+

dxdt+
∞∑

γ=γ0

∫∫
Bγ

|∇g|q+

dxdt

≤
γ0−1∑
γ=0

(|Ω|+ 1)

∫∫
Bγ

|∇g|p(·) dxdt+
∞∑

γ=γ0

∫∫
Bγ

|∇g|q+

dxdt

≤
γ0−1∑
γ=0

(|Ω|+ 1)β +
∞∑

γ=γ0

∫∫
Bγ

|∇g|q+

dxdt
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= cγ0 +
∞∑

γ=γ0

∫∫
Bγ

|∇g|q+

dxdt

sendo cγ0 = (|Ω| + 1)βγ0 > 0 uma constante dependente de β, Ω e γ0. Daí, aplicando

a desigualdade de Hölder e usando novamente (3.4) e o Teorema 3.4.5, sabendo que

p− ≤ p(·), tem-se que

∫ T

0

∫
Ω

|∇g|q+

dxdt ≤ cγ0 +
∞∑

γ=γ0

[ ∫∫
Bγ

(|∇g|q+

)
p−

q+ dxdt

] q+
p−
[ ∫∫
Bγ

(|1|q+

)
1− p

−

q+ dxdt

]1− q
+

p−

= cγ0 +
∞∑

γ=γ0

[ ∫∫
Bγ

|∇g|p− dxdt
] q+
p−

|Bγ|
1− q

+

p−

≤ cγ0 + c
∞∑

γ=γ0

[ ∫∫
Bγ

|∇g|p(·) dxdt
] q+
p−

|Bγ|
1− q

+

p−

≤ cγ0 + cβ
q+

p−

∞∑
γ=γ0

|Bγ|
1− q

+

p−

= cγ0 + c1

∞∑
γ=γ0

|Bγ|
1− q

+

p−

sendo c1 = cβ
q+

p− > 0 uma constante dependente de β, Ω, q+ e p−.

Agora, seja r ≥ 1. Então, para γ > 0, visto que Bγ = {γ ≤ |g| ≤ γ + 1}, resulta

que |g(t, x)| ≥ γ se, e somente se, |g(t, x)|r ≥ γr. Assim, integrando ambos os lados da

desigualdade sobre Bγ, obtemos∫∫
Bγ

|g(t, x)|r dxdt ≥
∫
Bγ

γr dx

= γr
∫
Bγ

dx

= γr|Bγ|.

Logo,
1

γr

∫∫
Bγ

|g(t, x)|r dxdt ≥ |Bγ|.
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De modo que, retomando a estimativa anterior e aplicando a desigualdade de Hölder para

séries, tem-se∫ T

0

∫
Ω

|∇g|q+

dxdt ≤ cγ0 + c1

∞∑
γ=γ0

(
1

γr

∫∫
Bγ

|g|r dxdt
)1− q

+

p−

= cγ0 + c1

∞∑
γ=γ0

1

γ
r p
−−q+
p−

(∫∫
Bγ

|g|r dxdt
) p−−q+

p−

≤ cγ0 + c1

[ ∞∑
γ=γ0

(
1

γ
r p
−−q+
p−

) p−

q+
] q+
p−

.

{ ∞∑
γ=γ0

[(∫∫
Bγ

|g|r dxdt
) p−−q+

p−
] p−

p−−q+
} p−−q+

p−

= cγ0 + c1

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
r p
−−q+
q+

) q+

p−
( ∞∑
γ=γ0

∫∫
Bγ

|g|r dxdt
) p−−q+

p−

.

Como q+ < p−, temos q+ < N . Dessa forma, resulta que q+∗ > 1, onde q+∗ =
Nq+

N − q+
.

Além disso, se escolhermos r =
q+(N + 1)

N
, temos 1 ≤ r ≤ q+∗ . Aplicando agora a

desigualdade de interpolação para normas Lp (Proposição 2.1.3), vem que

||g(t, ·)||Lr(Ω) ≤ ||g(t, ·)||1−aL1(Ω)||g(t, ·)||a
Lq+

∗
(Ω)
≤ c2||g(t, ·)||a

Lq+
∗

(Ω)

para quase todo t ∈ (0, T ) e uma constante c2 > 0, onde a =
q+∗(1− r)
r(1− q+∗)

. Como con-

sequência,

||g||rLr(0,T ;Lr(Ω)) ≤ c2

∫ T

0

||g(t, ·)||
q+
∗

(1−r)
(1−q+∗ )

Lq+
∗

(Ω)

levando em conta o valor de "a"dado pela desigualdade de interpolação.

Substituindo os valores de r =
q+(N + 1)

N
e q+∗ =

Nq+

N − q+
, a última estimativa pode ser

simplificada e dada por

||g||rLr(0,T ;Lr(Ω)) ≤ c2||g||q
+

Lq
+

(0,T ;Lq
+∗

(Ω))
.

Assim, pelo Teorema 3.4.9 e pelo Teorema 3.4.5, obtemos a seguinte desigualdade(∫
Ω

|g(t, x)|q+∗

dx

) 1

q+
∗

≤ c3

(∫
Ω

|∇g(t, x)|q+

dx

) 1
q+
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para alguma constante c3 > 0.

Daí, usando o valor atribuído para "r", q+ < q+∗ , as últimas estimativas e aplicando a

desigualdade de Hölder, segue que

||g||
Lq+ (0,T ;Lq+

∗
(Ω))
≤ c4

(∫ T

0

∫
Ω

|∇g(t, x)|q+

dx

) 1
q+

≤ c4

[
cγ0 + c1

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
r p
−−q+
q+

) q+

p−
( ∞∑
γ=γ0

∫∫
Bγ

|g|r dxdt
) p−−q+

p−
] 1
q+

= c5 + c6

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
q+(N+1)(p−−q+)

Nq+

) 1
p−
( ∞∑
γ=γ0

∫∫
Bγ

|g|r dxdt
) p−−q+

p−q+

= c5 + c6

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
q+(N+1)(p−−q+)

Nq+

) 1
p−
(∫ T

0

∫
Ω

|g|r dxdt
) p−−q+

p−q+

= c5 + c6

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
q+(N+1)(p−−q+)

Nq+

) 1
p−
(
||g||rLr(0,T ;Lr(Ω))

) p−−q+

p−q+

≤ c5 + c6

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
(N+1)(p−−q+)

N

) 1
p−

||g||
p−−q+

p−

Lq+ (0,T ;Lq+
∗

(Ω))

em que c4, c5 e c6 são constantes positivas.

Mediante a teoria de séries numéricas, desde que
(p− − q+)(N + 1)

N
> 1, nos assegura que

a série
∞∑

γ=γ0

1

γ
(N+1)(p−−q+)

N

é convergente, isto é,
∞∑

γ=γ0

1

γ
(N+1)(p−−q+)

N

= c7.

Como
p−

p− − q+
> 1, usando a desigualdade de Young (Proposição 2.1.2), obtemos

||g||
Lq+ (0,T ;Lq+

∗
(Ω))
≤ c5 +

p− − q+

p−
(||g||

Lq+ (0,T ;Lq+
∗

(Ω))
) +

1

( p−

p−−q+ )′

[
c6(c7)

1
p−

] p−

p−−q+

.

Assim, (
1− p− − q+

p−

)
||g||

Lq+ (0,T ;Lq+
∗

(Ω))
≤ c5 + c8
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e portanto,

||g||
Lq+ (0,T ;Lq+

∗
(Ω))
≤ c5 + c8(

1− p−−q+

p−

) := c9 > 0.

E levando em conta os resultados anteriores, resulta que

||∇g||Lq+ (QT ) ≤
(
cγ0 + c1

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
r p
−−q+
q+

) q+

p−
( ∞∑
γ=γ0

∫∫
Bγ

|g|r dxdt
) p−−q+

p−
) 1

q+

≤ c10

para alguma constante c10 > 0, lembrando que

||g||rLr(0,T ;Lr(Ω)) ≤ c2||g||q
+

Lq+ (0,T ;Lq+
∗

(Ω))
≤ c2c9.

Em particular, existe uma constante c11 > 0 tal que ||g||L1(QT ) ≤ c11, devida à inclusão con-

tínua dos espaços (Teorema 3.4.5), visto que 1 ≤ q+ ≤ q+∗ e que ||g||
Lq+ (0,T ;Lq+

∗
(Ω))
≤ c9.

2o passo: Agora vamos considerar um expoente variável contínuo, q ∈ C(Ω), satisfazendo

a estimativa 1 ≤ q(x) <
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
, para todo x ∈ Ω. Como uma consequência

da continuidade de p(·) e q(·) em Ω, existe uma constante δ > 0 tal que

max
y∈B(x,δ)∩Ω

q(y) < min
y∈B(x,δ)∩Ω

N(p(y)− 1) + p(y)

N + 1
,

para todo x ∈ Ω. Observe que Ω é compacto e portanto, por definição, podemos cobri-lo

com um número finito de bolas (Bi)i=1,2,··· ,k. Além disso, existe uma constante α > 0 tal

que |Bi ∩ Ω| > α, para todo i = 1, 2, · · · , k. Sendo assim, vamos denotar por q+
i e q−i

como sendo o máximo local e o mínimo local de q em Bi ∩ Ω, e do mesmo modo p+
i e p−i

como sendo o máximo local e o mínimo local de p em Bi ∩ Ω.

Usando agora o mesmo argumento de antes, porém localmente, vemos que a desigualdade∫ T

0

∫
Ω

|∇g|q+

dxdt ≤ cγ0 + c1

∞∑
γ=γ0

|Bγ|
1− q

+

p−

vale em Bi ∩Bγ e Bi ∩BΩ, respectivamente. Nesse âmbito, é válido que

||g||
Lq

+
i (0,T ;Lq

+∗
i (Bi∩Ω))

≤ c5 + c6

( ∞∑
γ=γ0

1

γ
(N+1)(p−

i
−q+
i

)

N

) 1

p−
i ||g||

p−
i
−q+
i

p−
i

Lq
+
i (0,T ;Lq

+∗
i (Bi∩Ω))

.
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Agora, denote por

gi(t) =
1

|Bi ∩ Ω|

∫
Bi∩Ω

g(t, x) dx, para t ∈ [0, T ],

a média de gi sobre Bi ∩ Ω. Como sabemos que ||g||L1(Bi∩Ω) ≤ c11 e que |Bi ∩ Ω| > α,

para todo i = 1, 2, · · · , k, segue que∫ T

0

|gi(t)| dt =

∫ T

0

∣∣∣∣ 1

|Bi ∩ Ω|

∫
Bi∩Ω

g(t, x) dx

∣∣∣∣
=

1

|Bi ∩ Ω|

∣∣∣∣ ∫
Bi∩Ω

g(t, x) dx

∣∣∣∣
≤ 1

α
c11

=
c11

α
.

Daí, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Proposição 2.1.4), obtemos que

||g − gi||
Lq

+∗
i (Bi∩Ω)

≤ c12||∇g||
Lq

+
i (Bi∩Ω)

para alguma constante c12 > 0. Tendo em mente que

max
y∈B(x,δ)∩Ω

q(y) < min
y∈B(x,δ)∩Ω

N(p(y)− 1) + p(y)

N + 1
,

para todo x ∈ Ω, deduzimos pelos resultados anteriores que

||g||
Lq

+
i (0,T ;Lq

+∗
i (Bi∩Ω))

≤ c13 + c14||g||
p−
i
−q+
i

p−
i

Lq
+
i (0,T ;Lq

+∗
i (Bi∩Ω))

para constantes c13, c14 > 0. Obviamente, isso implica que para alguma constante c15,

dependendo de p(·), q(·), Ω,

||g||
Lq

+
i (0,T ;Lq

+∗
i (Bi∩Ω))

≤ c15

para todo i = 1, 2, · · · , k, usando a desigualdade de Young (Proposição 2.1.2) como an-

teriormente. Finalmente, como q+∗

i =
Nq+

i

N − q+
i

≥ q∗(x) ≥ q(x) e q+
i ≥ q(x) para todo

x ∈ Bi ∩ Ω e para todo i = 1, 2, · · · , k, podemos concluir que

||g||Lq− (0,T ;Lq
∗(·)(Ω)) + ||g||

Lq− (0,T ;W
1,q(·)
0 (Ω))

≤ c16,
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para alguma constante c16 > 0 dependendo de p(·), q(·), Ω.

De fato, observe que, pelo Teorema 3.4.5

||g||
Lq

+
i (0,T ;Lq∗ (Ω))

≤ (|Ω|+ 1)||g||
Lq

+
i (0,T ;Lq

+∗
i (Ω))

≤ (|Ω|+ 1)c15

= c17

para todo i = 1, 2, · · · , k, desde que q∗(·) ≤ q+∗

i . Pelo mesmo motivo, como q− ≤ q(·) ≤

q+
i , resulta que

||g||Lq− (0,T ;Lq
∗(·)(Ω)) ≤ (|Ω|+ 1)||g||

Lq
+
i (0,T ;Lq

∗(·)(Ω))

≤ (|Ω|+ 1)c17

= c18.

Note também que, em particular, a expressão ||∇g||Lq(·)(Ω) é uma norma sobre W 1,q(·)
0 (Ω)

que é equivalente a norma ||g||
W

1,q(·)
0 (Ω)

. E como sabemos que q− > 1, resulta que

||g||q
−

Lq− (0,T ;W
1,q(·)
0 (Ω))

=

∫ T

0

||∇g||q
−

Lq(·)(Ω)
.

Como q(·) ≤ q+, novamente pelo Teorema 3.4.5, vem que

||∇g||Lq(·)(QT ) ≤ (|Ω|+ 1)||∇g||Lq+ (QT )

≤ (|Ω|+ 1)c10

≤ c19.

Logo,

||g||Lq− (0,T ;Lq
∗(·)(Ω)) + ||g||

Lq− (0,T ;W
1,q(·)
0 (Ω))

≤ c16,

sendo c16 uma constante positiva dependendo de p(·), q(·), Ω. Portanto, isso nos garante

que ||g||
Lq−(0,T ;W

1,q(·)
0 (Ω))

≤ c e o resultado segue.

Observação 3.4.3. Note que o resultado obtido no lema anterior, também é válido para

cada função mensurável q : Ω −→ [1,+∞] tal que

b := inf
x∈Ω

ess

(
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
− q(x)

)
> 0,
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desde que uma função contínua q(·) pode ser aproximada por funções mensuráveis. De

fato, nesse caso existe uma função contínua s(·) tal que s(x) ≥ q(x) para quase todo

x ∈ Ω, e

min
x∈Ω

(
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
− s(x)

)
(> b/2) > 0.

Pelo Lema 3.4.2 e devido a inclusão contínua Ls−(0, T ;W
1,s(·)
0 (Ω)) ⊂ Lq

−
(0, T ;W

1,q(·)
0 (Ω)),

podemos deduzir então que ||g||
Lq−(0,T ;W

1,q(·)
0 (Ω))

≤ c, para alguma constante c > 0.



Capítulo 4

Soluções Renormalizadas para uma

Equação de Evolução Envolvendo o

p(x)-Laplaciano

Neste capítulo apresentaremos a demonstração de existência e unicidade de soluções

renormalizadas u para a equação não-linear parabólica
∂tu− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em QT ,

u = 0 sobre ΣT ,

u(0, ·) = u0(·) em Ω,

(4.1)

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 2) é um domínio limitado com fronteira Lipschitz denotada por

∂Ω, QT = (0, T ) × Ω, ΣT = (0, T ) × ∂Ω, f ∈ L1(QT ), u0 ∈ L1(Ω) e p : Ω −→ (1,+∞) é

uma função contínua.

4.1 Soluções Renormalizadas

Nesta seção apresentaremos a definição de solução renormalizada para o problema (4.1)

e algumas observações acerca da definição. Também enunciaremos o principal resultado

deste capítulo, o Teorema 4.1.1.

45
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Definição 4.1.1. (i) Para cada γ > 0, a função truncação Tγ : R −→ R, é definida por

Tγ(z) =


−γ, se z ≤ −γ,

z, se − γ < z < γ,

γ, se z ≥ γ.

Figura 4.1: Gráfico da função truncação

(ii) Para cada γ > 0, a função renormalização φγ : R −→ R, é definida por φγ(z) =

Tγ+1(z)− Tγ(z), ou seja,

φγ(z) =



−1, se z ≤ −(γ + 1),

z + γ, se − (γ + 1) < z < −γ,

0, se − γ ≤ z ≤ γ,

z − γ, se γ < z < γ + 1,

1, se z ≥ γ + 1.
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Figura 4.2: Gráfico da função renormalização

Note que Tγ e φγ são funções Lipschitz contínuas e de classe C1 por partes, que

satisfazem |Tγ(·)| ≤ γ e |φγ(·)| ≤ 1.

Definição 4.1.2. Seja s(·) uma função não-negativa em C∞(R) tal que

s(z) =


1, se |z| ≤ 1,

0, se |z| ≥ 2,

0 ≤ s(z) ≤ 1, para qualquer z ∈ R.

Para cada inteiro n ≥ 2, defina a função Sn(r) por

Sn(r) =

∫ r

0

sn(z) dz

onde

sn(z) =

 1, se |z| ≤ n− 1,

s(z − (n− 1)sign(z)), se |z| ≥ n− 1.
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Figura 4.3: Gráfico da função sn(z), para cada n ≥ 2

Observação 4.1.1. Nas condições em que foi definida, a função Sn satisfaz para cada

n ≥ 2:

(i) Sn(r) = Sn(Tn+1(r));

De fato, como sn(z) = 0 para |z| > n+ 1 e

Tn+1(r) =


−(n+ 1), se r ≤ −(n+ 1),

r, se − (n+ 1) < r < n+ 1,

n+ 1, se r ≥ n+ 1,

vem que:

Para −(n+ 1) ≤ r ≤ n+ 1,

Sn(Tn+1(r)) = Sn(r).

Para r ≥ n+ 1,
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Sn(Tn+1(r)) = Sn(n+ 1)

=

∫ n+1

0

sn(z) dz

=

∫ n+1

0

sn(z) dz +

∫ r

n+1

sn(z) dz

=

∫ r

0

sn(z) dz

= Sn(r)

e analogamente para r ≤ −(n+ 1) tem-se que Sn(Tn+1(r)) = Sn(r).

(ii) ||S ′n||L∞(R) ≤ ||s||L∞(R);

Segue da definição de Sn e do Teorema Fundamental do Cálculo.

(iii) supp S ′n ⊂ [−(n+ 1), n+ 1] e supp S ′′n ⊂ [−(n+ 1),−n] ∪ [n, n+ 1].

Definição 4.1.3. Sejam f ∈ L1(QT ) e u0 ∈ L1(Ω). Uma solução renormalizada de
∂tu− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em QT ,

u = 0 sobre ΣT ,

u(0, ·) = u0(·) em Ω,

é uma função mensurável u : QT −→ R satisfazendo as seguintes condições:

(i) Tγ(u) ∈ Lp−(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)) para cada γ > 0;

(ii) ∇Tγ(u) ∈ (Lp(·)(QT ))N para cada γ > 0;

(iii) lim
γ→∞

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt = 0;

(iv) Pra cada renormalização S ∈ C∞(R) tal que supp S ′ ⊂ [−M,M ] para algum M > 0,

∂tS(u)− div(S ′(u)|∇u|p(x)−2∇u) + S ′′(u)|∇u|p(x) = fS ′(u) em D′(QT );

(v) Para a condição inicial, deve-se ter S(u)

∣∣∣∣
t=0

= S(u0) quase sempre em Ω.
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Seguem algumas observações com respeito a definição de soluções renormalizadas.

Observação 4.1.2. Na definição anterior, bem como no que segue, identificamos uma

função v ∈ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)) com a função Lebesgue mensurável real v definida por

v(t, x) = v(t)(x) para quase todo t ∈ (0, T ), para quase todo x ∈ Ω. Da mesma forma

associamos para cada função v ∈ Lp(·)(QT ) uma função Bochner mensurável v : (0, T ) −→

Lp(·)(Ω), pondo v(t) := v(t, ·) para quase todo t ∈ (0, T ). Note que, com esta identificação,

obtemos as seguintes inclusões densas contínuas

Lp
+

(0, T ;Lp(·)(Ω)) ↪→d L
p(·)(QT ) ↪→d L

p−(0, T ;Lp(·)(Ω)).

De fato, usando o Lema 3.4.1 e a desigualdade de Hölder para v ∈ Lp(·)(QT ), obtemos

∫ T

0

||v(t)||p
−

Lp(·)(Ω)
dt ≤

∫ T

0

max

{∫
Ω

|v(t, x)|p(x) dx,

(∫
Ω

|v(t, x)|p(x)dx

) p−

p+
}
dt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|v(t, x)|p(x) dxdt+

∫ T

0

(∫
Ω

|v(t, x)|p(x) dx

) p−

p+

dt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|v(t, x)|p(x) dxdt+

(∫ T

0

∫
Ω

|v(t, x)|p(x) dxdt

) p−

p+
(∫ T

0

dt

)1− p
−

p+

=

∫ T

0

∫
Ω

|v(t, x)|p(x)dxdt+ T
1− p

−

p+

(∫ T

0

∫
Ω

|v(t, x)|p(x)dxdt

) p−

p+

≤ max{||v||p−
Lp(·)(QT )

, ||v||p+
Lp(·)(QT )

}+ T
1− p

−

p+ max{||v||
(p−)2

p+

Lp(·)(QT )
, ||v||p−

Lp(·)(QT )
}.

Portanto, v ∈ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)) e a inclusão Lp(·)(QT ) ↪→ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)) é contí-

nua. Analogamente, pode ser mostrada a continuidade da inclusão Lp+
(0, T ;Lp(·)(Ω)) ↪→

Lp(·)(QT ). De fato, para v ∈ Lp+
(0, T ;Lp(·)(Ω)) tem-se∫ T

0

∫
Ω

|v(t, x)|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

max{||v(t)||p−
Lp(·)(Ω)

, ||v(t)||p+
Lp(·)(Ω)

} dt

≤
∫ T

0

||v(t)||p−
Lp(·)(Ω)

dt+

∫ T

0

||v(t)||p+
Lp(·)(Ω)

dt

≤
(∫ T

0

||v(t)||p+
Lp(·)(Ω)

dt

) p−

p+

T
1− p

−

p+ +

∫ T

0

||v(t)||p+
Lp(·)(Ω)

dt

= ||v(t)||p−
Lp+ (0,T ;Lp(·)(Ω))

T
1− p

−

p+ + ||v(t)||p+
Lp+ (0,T ;Lp(·)(Ω))

.
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Portanto, v ∈ Lp(·)(QT ) e a inclusão Lp+
(0, T ;Lp(·)(Ω)) ↪→ Lp(·)(QT ) é contínua.

Agora mostremos as densidades. Considere a inclusão Lp+
(0, T ;Lp(·)(Ω)) ↪→ Lp(·)(QT )

e fixe u ∈ Lp(·)(QT ). Como D(QT ) é denso em Lp(·)(QT ), existe uma sequência un ⊂

D(QT ) convergindo para u em Lp(·)(QT ) quando n→∞. Mas, D(QT ) também é denso em

Lp
+

(0, T ;Lp(·)(Ω)), resultando que un ∈ Lp
+

(0, T ;Lp(·)(Ω)) para todo n ∈ N. Para mostrar

a densidade da inclusão Lp(·)(QT ) ↪→ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)), fixe v ∈ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)) e

tome uma sequência de mollifiers (seção 2.3) ρn ⊂ D(R) e estenda v para R pondo

v(t) = 0 para t ∈ R− (0, T ). A função regularizada (no tempo)

(ρn ∗ v)(·) :=

∫
R
ρn(· − s)v(s) ds

está em Lp
+

(R;Lp(·)(Ω)) para cada n ∈ N. Consequentemente, está em Lp(·)(QT ) e con-

verge para v em Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)).

Observação 4.1.3. Note que as inclusões

Lp
+

(0, T ;Lp(·)(Ω)) ↪→d L
p(·)(QT ) ↪→d L

p−(0, T ;Lp(·)(Ω))

são em geral, estritas (para expoentes não-constantes p(·)).

Em particular, uma função que satisfaz a condição (i) da Definição 4.1.3, Tγ(u) ∈

Lp
−

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)), com γ > 0, não satisfaz automaticamente a condição (ii), em

que ∇Tγ(u) ∈ (Lp(·)(QT ))N , para cada γ > 0. Por exemplo, considere N = 2, Ω =

(−1, 1)× (−1, 1), p(x, y) =
3

2
− |x|

4
, com (x, y) ∈ Ω. Então, p− =

5

4
, p+ =

3

2
e a função

v = v(t, x, y) = t−
2
3 (1 − |x|)(1 − |y|), com t ∈ [0, T ] e (x, y) ∈ Ω, é um elemento de

Lp
−

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)), mas

∂

∂x
v,

∂

∂y
v /∈ Lp(·)(QT ).

De fato, é claro que v ∈ C([0, T ] × Ω) e que v = 0 na fronteira (0, T ) × ∂Ω. Além

disso,
∂

∂x
v =

∂

∂x
v(t, x, y) = −t− 2

3 sign(x)(1− |y|) quase sempre, e

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂∂xv
∣∣∣∣∣∣∣∣p−
Lp− (0,T ;Lp+ (Ω))

=

[ ∫ T

0

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂∂xv
∣∣∣∣p+

dxdy

) 1
p+

dt

]p−

=

[ ∫ T

0

(∫
Ω

∣∣∣∣− t− 2
3 sign(x)(1− |y|)

∣∣∣∣ 3
2

dxdy

) 2
3

dt

] 5
4



52

=

∫ T

0

(∫
Ω

∣∣∣∣− t− 2
3 sign(x)(1− |y|)

∣∣∣∣ 3
2

dxdy

) 5
6

dt

=

∫ T

0

(
t−1

∫
Ω

(1− |y|)
3
2 dxdy

) 5
6

dt

≤
∫ T

0

(
t−1

∫
Ω

dy

) 5
6

dt

= 4

∫ T

0

t−
5
6 dt <∞

quase sempre, e então
∂

∂x
v ∈ Lp

−
(0, T ;Lp

+
(Ω)) ↪→ Lp

−
(0, T ;Lp(·)(Ω)), pela Proposição

3.4.5, desde que p(·) ≤ p+. Por simetria, o mesmo vale para
∂

∂y
v, ou seja,

∂

∂y
v ∈

Lp
−

(0, T ;Lp
+

(Ω)) ↪→ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)). Assim, v ∈ Lp−(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)).

Por outro lado, temos que
∂

∂x
v /∈ Lp(·)(QT ), pois

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂∂xv
∣∣∣∣∣∣∣∣p(·)
Lp(·)(0,T ;Lp(·)(Ω))

=

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂∂xv
∣∣∣∣p(x,y)

dxdydt

=

∫ T

0

∫
Ω

| − t−
2
3 sign(x)(1− |y|)|

3
2
− |x|

4 dxdydt

=

∫ T

0

∫
Ω

(t−
2
3 (1− |y|)

3
2
− |x|

4 dxdydt

=

∫ T

0

∫ 1

−1

∫ 1

−1

t−1t
|x|
6 (1− |y|)

3
2
− |x|

4 dxdydt

≥
∫ T

0

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

t−1t
|x|
6 (1− |y|)

3
2
− |x|

4 dxdydt

≥
∫ T

0

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

t−1t
|x|
6

(
1

2

) 3
2

dxdydt

=

(
1

2

) 3
2
∫ T

0

∫ 1
2

− 1
2

t−1t
|x|
6 dxdt

=

(
1

2

) 3
2
∫ T

0

t−1

(∫ 0

− 1
2

t
−x
6 dx+

∫ 1
2

0

t
x
6 dx

)
dt

e por substituição simples, segue que
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(
1

2

) 3
2
∫ T

0

t−1

(∫ 0

− 1
2

t
−x
6 dx+

∫ 1
2

0

t
x
6 dx

)
dt ≥

(
1

2

) 3
2
∫ T

0

t−1

(∫ 0

1
12

−6tudu+

∫ 1
12

0

6tvdv

)
dt

=

(
1

2

) 3
2
∫ T

0

6t−1

(
tu

ln(t)

∣∣∣∣ 1
12

0

+
tv

ln(t)

∣∣∣∣ 1
12

0

)
dt

=

(
1

2

) 3
2
∫ T

0

6t−1

(
t

1
12 − 1

ln(t)
+
t

1
12 − 1

ln(t)

)
dt

=

(
1

2

) 3
2
∫ T

0

6

t

(
2
t

1
12 − 1

ln(t)

)
dt

= 3
√

2

∫ T

0

t
1
12 − 1

t ln(t)
dt,

e a última integral imprópria diverge, resultando que
∂

∂x
v /∈ Lp(·)(QT ). Consequentemente,

por simetria,
∂

∂y
v /∈ Lp(·)(QT ).

Observação 4.1.4. Note que, se p(·) = p é constante no problema de evolução tratado,

ou seja, considerando 
∂tu− div(|∇u|p−2∇u) = f em QT ,

u = 0 sobre ΣT ,

u(0, ·) = u0(·) em Ω,

para o p-Laplaciano, então, é claro que se Tγ(u) ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), com γ > 0 implica

que ∇Tγ(u) ∈ (Lp(QT ))N . Sendo assim, a condição (ii) não é necessária na definição

de solução renormalizada neste caso. Em contra partida, como vimos na observação

anterior, isso não acontece para o caso de um expoente variável p(·), sendo que ∇Tγ(u) ∈

(Lp(·)(QT ))N , γ > 0, desempenha um papel crucial a fim de obter um problema bem posto.

Tendo em vista a definição de solução renormalizada e as observações anteriores, somos

naturalmente levados a introduzir o espaço de funções

V = {f ∈ Lp−(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)) : |∇f | ∈ Lp(·)(QT )}

que é um espaço de Banach reflexivo e separável, dotado com a norma

||f ||V := ||∇f ||Lp(·)(QT ),
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ou a norma equivalente,

||f ||V := ||f ||
Lp− (0,T ;W

1,p(·)
0 (Ω))

+ ||∇f ||Lp(·)(QT ).

Observação 4.1.5. A equivalência entre as normas é uma fácil consequência da inclu-

são contínua Lp(·)(QT ) ↪→ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω)) e da desigualdade de Poincaré (Proposição

3.4.6). De fato,

||∇f ||Lp(·)(QT ) ≤ ||f ||Lp− (0,T ;W
1,p(·)
0 (Ω))

+ ||∇f ||Lp(·)(QT ).

Por outro lado,

||f ||
Lp− (0,T ;W

1,p(·)
0 (Ω))

+ ||∇f ||Lp(·)(QT ) ≤ c1||f ||Lp(·)(QT ) + ||∇f ||Lp(·)(QT )

≤ c2||∇f ||Lp(·)(QT ) + ||∇f ||Lp(·)(QT )

= (c2 + 1)||∇f ||Lp(·)(QT )

sendo c1, c2 > 0.

Segue algumas propriedades adicionais de V:

Lema 4.1.1. Seja V como definido acima e V ∗ o espaço dual de V. Então:

(i) Temos as seguintes inclusões densas contínuas

Lp
+

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)) ↪→d V ↪→d L

p−(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)).

Em particular, desde que D(QT ) é denso em Lp
+

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)), ele também é

denso em V, e para os correspondentes espaços duais, temos

L(p−)′(0, T ; (W
1,p(·)
0 (Ω))∗) ↪→ V ∗ ↪→ L(p+)′(0, T ; (W

1,p(·)
0 (Ω))∗).

(ii) T ∈ V ∗ se, e somente se, existe F = (f1, f2, · · · , fN) ∈ (Lp
′(·)(QT ))N tal que T =

divxF e

〈T, ξ〉V ∗,V =

∫ T

0

∫
Ω

F.Dξ dxdt

para cada ξ ∈ V . Além disso,

||T ||V ∗ = max{||fi||Lp(·)(QT ), i = 1, · · · , n}.
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Demonstração. (i) A continuidade das inclusões segue da definição de V e das proprieda-

des dos espaços com expoentes variáveis. A densidade segue os mesmos argumentos

das inclusões densas dadas na Observação 4.1.2.

(ii) (⇒) Assuma que T ∈ V ∗ e defina a seguinte aplicação linear

u ∈ V 7→ S(u) = ∇u ∈ (Lp(·)(QT ))N .

Como Im S é um subespaço fechado de (Lp(·)(QT ))N , todo funcional T ∈ V ∗ é

identificado com T̂ ∈ Im S∗ por meio da igualdade

〈T̂ , S(u)〉 = 〈T, u〉, com u ∈ V.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.1.4), T̂ pode ser estendido a [(Lp(·)(QT ))N ]∗

por um funcional T̃ . Como (Lp(·)(QT ))∗ = Lp
′(·)(QT ), existe F = (f1, f2, · · · , fN) ∈

(Lp
′(·)(QT ))N tal que T = divxF e

〈T, ξ〉V ∗,V =

∫ T

0

∫
Ω

F.Dξ dxdt

para cada ξ ∈ V .

(⇐) Assuma que existe F = (f1, f2, · · · , fN) ∈ (Lp
′(·)(QT ))N e que

〈T, ξ〉V ∗,V =

∫ T

0

∫
Ω

F.Dξ dxdt

para cada ξ ∈ V . Mostremos que T = divxF ∈ V ∗. Com efeito, aplicando a

desigualdade de Hölder para expoentes variáveis (Proposição 3.4.1), note que

|〈T, ξ〉V ∗,V | =
∫ T

0

∫
Ω

|F.Dξ| dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

|
N∑
i=1

fiDxiξ| dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

N∑
i=1

|fi||Dxiξ| dxdt

≤ 2
N∑
i=1

||Dxiξ||Lp(·)(QT )||fi||Lp′(·)(QT ).
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Portanto,

||T ||V ∗ = sup{|〈T, ξ〉V ∗,V | : ||ξ||V ≤ 1}

≤ 2
N∑
i=1

||fi||Lp′(·)(QT )

e como uma consequência, deduzimos que T = divxF ∈ V ∗.

Note que, se u é solução renormalizada de (4.1), então S(u) ∈ V ∩L∞(QT ) para cada

renormalização S.

Além disso, V ∩ L∞(QT ) dotado com a norma

||v||V ∩L∞(QT ) := max{||v||V , ||v||L∞(QT )}, v ∈ V ∩ L∞(QT )

é um espaço de Banach, e V ∗ + L1(QT ) é o dual desse espaço (veja [10] ), dotado com o

norma

||v||V ∗+L1(QT ) := inf{||v1||V ∗ + ||v2||L1(QT ) : v = v1 + v2, v1 ∈ V ∗, v2 ∈ L1(QT )}.

Proposição 4.1.1. Se u é solução renormalizada de (4.1), então S(u)t ∈ V ∗ + L1(QT ).

Demonstração. Para cada ξ ∈ D(QT ), considere γ > 0 tal que supp S ′ ⊂ [−γ, γ]. Usando

a desigualdade de Hölder e o Lema 3.4.1, temos que∫ T

0

∫
Ω

|S ′(u)||∇u|p(x)−1|∇ξ| dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

|S ′(u)||∇Tγ(u)|p(x)−1|∇ξ| dxdt

≤ ||S ′||L∞(R)

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x)−1|∇ξ| dxdt

≤ 2||S ′||L∞(R)|||Tγ(u)|p(x)−1||Lp′(·)(QT )||∇ξ||Lp(·)(QT )

≤ 2||S ′||L∞(R) max

{(∫
QT

|Tγ(u)|p(x)

) 1
p′−

,(∫
QT

|Tγ(u)|p(x)

) 1
p′+
}
||∇ξ||Lp(·)(QT ).

ComoD(QT ) é denso em V e |S ′(u)||∇u|p(x)−1| ∈ Lp′(x)(QT ), deduzimos que div(S ′(u)|∇u|p(x)−1) ∈

V ∗ pelo item (ii) do Lema 4.1.1. E como uma consequência do problema parabólico (4.1),

segue que

S(u)t − div(S ′(u)|∇u|p(x)−1) = f em QT ,
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então

S(u)t = div(S ′(u)|∇u|p(x)−1) + f em QT ,

sendo f ∈ L1(QT ). Logo, podemos concluir que S(u)t ∈ V ∗ + L1(QT ).

A condição inicial S(u)

∣∣∣∣
t=0

= S(u0) q.t.p. em Ω, faz sentido, pois se u é solução

renormalizada, então para cada renormalização S, S(u) ∈ V ∩ L∞(QT ) e S(u)t ∈ V ∗ +

L1(QT ), e portanto, S(u) ∈ C([0, T ];L2(Ω)) como consequência imediata do resultado a

seguir:

Lema 4.1.2. Temos

W := {u ∈ V ;ut ∈ V ∗ + L1(QT )} ↪→ C([0, T ];L1(Ω))

e

W ∩ L∞(QT ) ↪→ C([0, T ];L2(Ω)).

Demonstração. Seja V (R) = {u ∈ Lp−(R;W
1,p(·)
0 (Ω)) : |∇u| ∈ Lp(·)(R × Ω)} e V ∗(R) o

dual de V (R). Vamos considerar o operador contínuo

P : W −→ W(R)

u 7−→ Pu

operador prolongação das funções de [0, T ] à R, em que Pu ∈ W(R) := {u ∈ V (R); (Pu)t ∈

V ∗(R) + L1(R× Ω)} é tal que Pu = u em [0, T ].

Seja u uma função de W e considere uma sequência (ψn)n∈N ⊂ C∞c (R;W
1,p(·)
0 (Ω)) tal que

ψn converge fortemente para Pu em W(R), isto é,ψn −→ Pu fortemente em V (R),

(ψn)t −→ (Pu)t fortemente em V ∗(R) + L1(R× Ω).

Considere agora,

S1(s) =

∫ s

0

T1(t) dt

onde T1(t) é uma função truncação Tγ(t) com γ = 1, ou seja,
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T1(t) =


−1, se t ≤ −1,

t, se − 1 < t < 1,

1, se t ≥ 1.

Temos que∫
Ω

S1(ψn − ψm)(t) dx =

∫ t

−∞

d

dτ

∫
Ω

S1(ψn − ψm)(τ) dxdτ

=

∫ t

−∞

d

dτ

∫
Ω

∫ (ψn−ψm)(τ)

0

T1(q) dqdxdτ

=

∫ t

−∞

∫
Ω

d

dτ

∫ (ψn−ψm)(τ)

0

T1(q) dqdxdτ

=

∫ t

−∞

∫
Ω

T1(ψn − ψm)(τ)((ψn)t − (ψm)t)(τ) dxdτ.

Como W(R) é um espaço de Banach e ψn converge fortemente nesse espaço, resulta que

ψn é uma sequência de Cauchy em W(R). Assim, podemos escrever∫
Ω

S1(ψn − ψm)(s) dx ≤ ω(n,m) (4.2)

onde ω(n,m) −→ 0 quando m,n −→∞ e s ∈ R.

Por outro lado,∫
Ω

S1(ψn − ψm)(s) dx =

∫
{|ψn−ψm|<1}

S1(ψn − ψm)(s) dx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

S1(ψn − ψm)(s) dx

=

∫
{|ψn−ψm|<1}

∫ (ψn−ψm)(s)

0

T1(t) dtdx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

∫ (ψn−ψm)(s)

0

T1(t) dtdx

=

∫
{|ψn−ψm|<1}

∫ (ψn−ψm)(s)

0

t dtdx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

(∫ 1

0

t dt+

∫ (ψn−ψm)(s)

1

dt

)
dx

=

∫
{|ψn−ψm|<1}

|(ψn − ψm)(s)|2

2
dx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

(
1

2
+ |(ψn − ψm)(s)| − 1

)
dx

=

∫
{|ψn−ψm|<1}

|(ψn − ψm)(s)|2

2
dx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

(
|(ψn − ψm)(s)| − 1

2

)
dx

≥
∫

{|ψn−ψm|<1}

|(ψn − ψm)(s)|2

2
dx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

|(ψn − ψm)(s)|
2

dx.
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Assim, por (4.2) e desde que (|ψn − ψm|) ∈ L1(Ω), usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz (Proposição 2.1.1) para a integral no espaço {|ψn − ψm| < 1}, obtemos∫
Ω

|ψn − ψm|(s) dx =

∫
{|ψn−ψm|<1}

|ψn − ψm|(s) dx+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

|ψn − ψm|(s) dx

≤
( ∫
{|ψn−ψm|<1}

|ψn − ψm|2(s) dx

) 1
2
( ∫
{|ψn−ψm|<1}

dx

) 1
2

+

∫
{|ψn−ψm|≥1}

|ψn − ψm|(s) dx

≤
( ∫
{|ψn−ψm|<1}

|ψn − ψm|2(s) dx

) 1
2

|Ω|
1
2 + 2ω(n,m)

≤ (2ω(n,m))
1
2 |Ω|

1
2 + 2ω(n,m)

= (2|Ω|ω(n,m))
1
2 + 2ω(n,m).

Portanto, (ψn)n∈N é uma sequência de Cauchy em C0
c (R;L1(Ω)) munido da topologia da

convergência uniforme. Visto que lim
n→∞

ψn = Pu em W(R), resulta que lim
n→∞

ψn = Pu em

C0
c (R;L1(Ω)). Logo, como Pu = u em [0, T ], então u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) e daí segue a

primeira inclusão contínua que queríamos mostrar.

Agora, considere u ∈ W ∩ L∞(QT ). Assim, u ∈ W e u ∈ L∞(QT ). Como u ∈ W , então

u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) e como u ∈ L∞(QT ), particularmente, u ∈ L2(QT ) pela Proposição

3.4.5. Logo, sendo
u : [0, T ] −→ L1(Ω)

t 7−→ u(t)

e L2(QT ) ⊂ L1(QT ) continuamente, podemos tomar u com a restrição

u : [0, T ] −→ L2(Ω)

t 7−→ u(t)

.

Logo, u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) e a segunda inclusão contínua segue.

Usando a inclusão W 1,p(·)(Ω) ↪→ W 1,1(Ω), podemos associar para toda função men-

surável u : QT −→ R satisfazendo Tγ(u) ∈ V , com γ > 0, um gradiente generalizado,



60

definido como a única função mensurável satisfazendo

∇u = ∇Tγ(u) q.t.p. em {|u| < γ}, ∀ γ > 0.

Assim, todos os termos de

∂tS(u)− div(S ′(u)|∇u|p(x)−2∇u) + S ′′(u)|∇u|p(x) = fS ′(u) em D′(QT )

fazem sentido.

Observação 4.1.6. Como para qualquer função ϕ ∈ V ∩ L∞(QT ) existem funções ϕn ∈

D(QT ) com ϕn → ϕ fortemente em V e fracamente-* em L∞(QT ) (Teorema 2.1.5), vemos

que na condição (iv) de solução renormalizada podemos não apenas usar funções teste em

D(QT ), mas também funções em V ∩L∞(QT ). Assim, podemos substituir a condição (iv)

por

〈∂tS(u), ϕ〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′(u)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕ dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

S ′′(u)|∇u|p(x)ϕ dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

fS ′(u)ϕ dxdt,

para toda ϕ ∈ V ∩ L∞(QT ).

Note que a condição (iii) na definição de solução renormalizada implica que

lim
γ→∞

∫∫
{γ≤|u|≤γ+c}

|∇u|p(x) dxdt = 0, para todo c > 0.

De fato, para c = 1 o resultado é imediato. Para 0 < c < 1, temos que {γ ≤ |u| ≤

γ + c} ⊂ {γ ≤ |u| ≤ γ + 1}, logo

0 ≤ lim
γ→∞

∫∫
{γ≤|u|≤γ+c}

|∇u|p(x) dxdt ≤ lim
γ→∞

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt = 0

e o resultado segue. Para c > 1 considere n ∈ N tal que n ≤ c < n+ 1, então obtemos

lim
γ→∞

∫∫
{γ≤|u|≤γ+c}

|∇u|p(x) dxdt = lim
γ→∞

[( n−1∑
i=0

∫∫
{γ+i≤|u|≤γ+i+1}

|∇u|p(x) dxdt

)

+

∫∫
{γ+n≤|u|≤γ+c}

|∇u|p(x) dxdt

]
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=
n−1∑
i=0

lim
γ→∞

∫∫
{γ+i≤|u|≤γ+i+1}

|∇u|p(x) dxdt+ lim
γ→∞

∫∫
{γ+n≤|u|≤γ+n+(c−n)}

|∇u|p(x) dxdt

= 0

em que a última igualdade acima segue da hipótese e do fato que c− n < 1.

O teorema seguinte é o principal resultado deste trabalho, que será demonstrado após

a apresentação de alguns resultados necessários para tanto. Este trata da existência e

regularidade de uma solução renormalizada para o problema de valor inicial (4.1).

Teorema 4.1.1. Assuma que p ∈ C(Ω) com 1 < p− ≤ p+ < N . Então, existe pelo

menos uma solução renormalizada u do problema parabólico (4.1). Além disso, se p− >

2− 1

N + 1
, então u ∈ Lq−(0, T ;W

1,q(·)
0 (Ω)), para todo expoente variável contínuo q em Ω

satisfazendo 1 ≤ q(x) <
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
para todo x ∈ Ω.

Observação 4.1.7. Se p− > 2− 1

N + 1
, podemos aplicar o Lema 3.4.2 para obter o resul-

tado de regularidade do Teorema 4.1.1(como veremos na demonstração do Lema 4.2.2).

Nesse caso, temos u ∈ L1(0, T ;W 1,1(Ω)) e então pelo Lema 2.1.2, como |∇Tγ(u)| ≤ M ,

M > 0, segue que

∇Tγ(u) = 1{|u|<γ}∇u q.t.p em QT ,

onde 1{|u|<γ} denota a função característica do conjunto mensurável {|u| < γ} ⊂ QT . Em

particular, o gradiente generalizado como definido anteriormente coincide com o gradiente

usual no sentido das distribuições. No caso em que 1 < p− < N , podemos mostrar a

existência de uma solução renormalizada u para (4.1), mas o gradiente de u é o gradiente

generalizado.

4.2 Propriedades das Soluções Renormalizadas

A fim de encontrar mais estimativas para soluções renormalizadas e também para obter

estimativas úteis de soluções aproximadas para a equação de evolução (4.1), usaremos a

seguinte fórmula de integração por partes:
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Lema 4.2.1. Seja S ∈ W 1,∞(R) com supp S ′ compacto, v ∈ L1(QT ) com Tγ(v) ∈ V ,

para todo γ > 0, tal que S(v)t ∈ V ∗ + L1(QT ), S(v)(0) = S(v0) com v0 ∈ L1(Ω). Então,

〈S(v)t, h(v − w)ξ〉V ∗+L1(QT ),V ∩L∞(QT ) = −
∫
QT

ξt

∫ v

v0

h(r − w) dS(r) dtdx,

para cada h ∈ W 1,∞(R) com supp h’ compacto, w ∈ W 1,p(·)
0 (Ω)∩L∞(Ω) e ξ ∈ D((−∞, T )×

RN) tal que h(v − w)ξ ∈ V .

A prova deste resultado segue as mesmas ideias da demonstração do resultado corres-

pondente em [2, 3, 11]. O ponto essencial é mostrar que a média temporal de Steklov

vη(·) =
1

η

∫ ·+η
·

v(s) ds, η > 0,

de uma função v ∈ V ∩L∞(QT ) ainda pertence a V ∩L∞(QT ) e converge, quando η → 0,

fortemente para v em V e fraca-* em L∞(QT ).

Observação 4.2.1. Das suposições do lema anterior, segue imediatamente que S(v) ∈

V ∩ L∞(QT ), e portanto S(v) ∈ C([0, T ];L2(Ω)), pelo Lema 4.1.2. Assim, a condição

inicial S(v)(0) = S(v0) faz sentido.

Obtemos as seguintes propriedades adicionais de soluções renormalizadas:

Lema 4.2.2. Seja u uma solução renormalizada, então

||u||L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω), (4.3)

||∇Tγ(u)||Lp(·)(QT ) ≤ γmax{(||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω))
1
p− , (||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω))

1
p+ }, (4.4)

para todo γ > 0, e

sup
γ>0

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω). (4.5)

Além disso, se 2− 1

N + 1
< p(·) < N , então u ∈ Lq−(0, T ;W

1,q(·)
0 (Ω)), para todo expoente

variável contínuo q em Ω satisfazendo 1 ≤ q(x) <
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
para todo x ∈ Ω.
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Demonstração. Prova de (4.3): Considere a equação no sentido das distribuições, tomando

S = Sn e escolhendo ϕ =
1

γ
Tγ(u), γ > 0, como função teste. Então, temos que

〈∂tSn(u),
1

γ
Tγ(u)〉V ∗,V +

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u) dxdt

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

S ′′n(u)|∇u|p(x)Tγ(u) dxdt

=
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

fS ′n(u)Tγ(u) dxdt.

Logo,

〈∂tSn(u),
1

γ
Tγ(u)〉V ∗,V ≤

∣∣∣∣1γ
∫ T

0

∫
Ω

fS ′n(u)Tγ(u) dxdt

− 1

γ

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u) dxdt

− 1

γ

∫ T

0

∫
Ω

S ′′n(u)|∇u|p(x)Tγ(u) dxdt

∣∣∣∣
〈∂tSn(u),

1

γ
Tγ(u)〉V ∗,V ≤

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)||Tγ(u)| dxdt

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|S ′n(u)||∇u|p(x)−2|∇u||∇Tγ(u)| dxdt

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|S ′′n(u)||∇u|p(x)|Tγ(u)| dxdt.

Usando a Observação 4.1.7 e lembrando que |Tγ(u)| ≤ γ, supp S ′′n ⊂ [−(n + 1),−n] ∪

[n, n+ 1] e que |S ′′n(u)| ≤ ||S ′′n||L∞(R) ≤ ||s′||L∞(R) = c nesse suporte, obtemos

〈∂tSn(u),
1

γ
Tγ(u)〉V ∗,V ≤

∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)| dxdt+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|S ′n(u)||∇Tγ(u)|p(x) dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.

Também, como sabemos |S ′n(u)| ≤ ||S ′n||L∞(R) ≤ ||s||L∞(R) = 1, e daí,

〈∂tSn(u),
1

γ
Tγ(u)〉V ∗,V ≤

∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.
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Agora, aplicando a fórmula de integração por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolução, escolhendo h(x) = 1, para todo x, e ξ =
1

γ
Tγ(u), obtemos

−1

γ

∫ T

0

∫
Ω

(Tγ(u))t

[ ∫ u

u0

dSn(r)

]
dxdt ≤

∫ T

0

||f(t, ·)||L1(Ω) dt+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt

−1

γ

∫ T

0

∫
Ω

(Tγ(u))t(Sn(u)− Sn(u0))dxdt ≤
∫ T

0

||f(t, ·)||L1(Ω)dt+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x)dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.

Fazendo n → ∞ e usando que o último termo da inequação obedece à condição (iii) da

definição de solução renormalizada obtemos,

−1

γ

∫
Ω

[ ∫ T

0

(Tγ(u))t(u− u0) dt

]
dx ≤

∫ T

0

||f(t, ·)||L1(Ω) dt+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt.

Usando integração por partes para integrar o primeiro termo e a definição de função

truncação, vem que
1

γ

∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+

∫∫
{|u|>γ}

ut dtdx ≤
∫ T

0

||f(t, ·)||L1(Ω) dt+
1

γ

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt.

Por fim, fazendo γ → 0, obtemos

||u(t, ·)||L1(Ω) ≤ ||u0||L1(Ω) +

∫ t

0

||f(t, ·)||L1(Ω) dτ

para todo t ∈ (0, T ). O que implica

||u||L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ ||u0||L1(Ω) + ||f ||L1(QT ).

Prova de (4.4): Considere a equação no sentido das distribuições, tomando S = Sn e

escolhendo ϕ = Tγ(u), γ > 0, como função teste. Então, temos que

〈∂tSn(u), Tγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u) dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

S ′′n(u)|∇u|p(x)Tγ(u) dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

fS ′n(u)Tγ(u) dxdt.
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Logo,

〈∂tSn(u), Tγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)||Tγ(u)| dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|S ′′n(u)||∇u|p(x)|Tγ(u)| dxdt.

Usando a Observação 4.1.7 e lembrando que |Tγ(u)| ≤ γ, supp S ′′n ⊂ [−(n + 1),−n] ∪

[n, n+ 1] e que |S ′′n(u)| ≤ ||S ′′n||L∞(R) ≤ ||s′||L∞(R) = c nesse suporte, obtemos

〈∂tSn(u), Tγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤
∫∫

{n≤|u|≤n+1}

|S ′′n(u)||∇u|p(x)γ dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)|γ dxdt

〈∂tSn(u), Tγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ cγ

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt

+ γ

∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)| dxdt.

Também, como sabemos |S ′n(u)| ≤ ||S ′n||L∞(R) ≤ ||s||L∞(R) = 1, e daí,

〈∂tSn(u), Tγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ cγ

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt

+ γ

∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt.

Agora, aplicando a fórmula de integração por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolução, escolhendo h(x) = 1, para todo x, e ξ = Tγ(u), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

(Tγ(u))t

[ ∫ u

u0

dSn(r)

]
dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇Tγ(u)|p(x) dxdt

≤ cγ

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt+ γ

∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt.

Fazendo n→∞, obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

(Tγ(u))t(u− u0) dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ

∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt
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e assim,

−
∫

Ω

[ ∫ T

0

(Tγ(u))t(u− u0) dt

]
dx+

∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ

∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt.

Usando integração por partes para integrar o primeiro termo e a definição de função

truncação, vem que∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+

∫∫
{|u|>γ}

γut dtdx+

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ||f ||L1(QT )

∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+ γ

∫
Ω

(∫ T

0

ut dt

)
dx+

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ||f ||L1(QT )

∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+ γ

∫
Ω

(u(T )− u0) dx+

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ||f ||L1(QT )

∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+ γ(||u(t, ·)||L1(Ω) − ||u0||L1(Ω)) +

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ||f ||L1(QT )

∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+ γ||u(t, ·)||L1(Ω) +

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ(||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω)).

Como
∫∫
{|u|≤γ}

uut dtdx+ γ||u(t, ·)||L1(Ω) ≥ 0, segue que

∫∫
{|u|≤γ}

|∇Tγ(u)|p(x) dxdt ≤ γ(||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω)).

Assim, usando o Lema 3.4.1, obtemos

||Tγ(u)||Lp(·)(QT ) ≤ γmax{(||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω))
1
p− , (||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω))

1
p+ }.

Prova de (4.5): Considere a equação no sentido das distribuições, tomando S = Sn e
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escolhendo ϕ = φγ(u), γ > 0, como função teste. Então, temos que

〈∂tSn(u), φγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇φγ(u) dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

S ′′n(u)|∇u|p(x)φγ(u) dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

fS ′n(u)φγ(u) dxdt

〈∂tSn(u), φγ(u)〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇φγ(u) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)||φγ(u)| dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|S ′′n(u)||∇u|p(x)|φγ(u)| dxdt.

Usando a definição de função renormalização e lembrando que |φγ(u)| ≤ 1, supp S ′′n ⊂

[−(n + 1),−n] ∪ [n, n + 1] e que |S ′′n(u)| ≤ ||S ′′n||L∞(R) ≤ ||s′||L∞(R) = c nesse suporte,

obtemos

〈∂tSn(u), φγ(u)〉V ∗,V +

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

S ′n(u)|∇u|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)| dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.

Também, como sabemos |S ′n(u)| ≤ ||S ′n||L∞(R) ≤ ||s||L∞(R) = 1, e daí,

〈∂tSn(u), φγ(u)〉V ∗,V +

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

S ′n(u)|∇u|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.

Agora, aplicando a fórmula de integração por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolução, escolhendo h(x) = 1, para todo x, e ξ = φγ(u), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

(φγ(u))t(Sn(u)− Sn(u0)) dxdt+

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

S ′n(u)|∇u|p(x) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.
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Fazendo n→∞, obtemos

−
∫

Ω

[ ∫ T

0

(φγ(u))t(u− u0) dt

]
dx+

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt.

Usando integração por partes para integrar o primeiro termo e a definição de função

renormalização, vem que∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

uut dtdx+

∫∫
{|u|>γ+1}

ut dtdx+

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT )

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

uut dtdx+

∫
Ω

(∫ T

0

ut dt

)
dx+

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT )

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

uut dtdx+

∫
Ω

(u(T )− u0) dx+

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT )

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

uut dtdx+ (||u(t, ·)||L1(Ω) − ||u0||L1(Ω)) +

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT )

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

uut dtdx+ ||u(t, ·)||L1(Ω) +

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω).

Como
∫∫

{γ≤|u|≤γ+1}

uut dtdx+ ||u(t, ·)||L1(Ω) ≥ 0, segue que

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω).

Logo,

sup
γ>0

∫∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω).

Por fim, para mostrar a regularidade da solução renormalizada u, considere a equação no

sentido das distribuições, tomando S = Sn e escolhendo ϕ = φγ(Tk(u)), γ, k > 0, como
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função teste. Então, temos que

〈∂tSn(u), φγ(Tk(u))〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇φγ(Tk(u)) dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

S ′′n(u)|∇u|p(x)φγ(Tk(u)) dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

fS ′n(u)φγ(Tk(u)) dxdt

e assim,

〈∂tSn(u), φγ(Tk(u))〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇φγ(Tk(u)) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)||φγ(Tk(u))| dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|S ′′n(u)||∇u|p(x)|φγ(Tk(u))| dxdt.

Usando a definição de função renormalização e lembrando que |φγ(Tk(u))| ≤ 1, supp

S ′′n ⊂ [−(n+ 1),−n]∪ [n, n+ 1] e que |S ′′n(u)| ≤ ||S ′′n||L∞(R) ≤ ||s′||L∞(R) = c nesse suporte,

obtemos

〈∂tSn(u), φγ(Tk(u))〉V ∗,V +

∫∫
{γ≤|Tk(u)|≤γ+1}

S ′n(u)|∇Tk(u)|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f ||S ′n(u)| dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.

Também, como sabemos |S ′n(u)| ≤ ||S ′n||L∞(R) ≤ ||s||L∞(R) = 1, e daí,

〈∂tSn(u), φγ(Tk(u))〉V ∗,V +

∫∫
{γ≤|Tk(u)|≤γ+1}

S ′n(u)|∇Tk(u)|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt

+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.

Agora, aplicando a fórmula de integração por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de

evolução, escolhendo h(x) = 1, para todo x, e ξ = φγ(Tk(u)), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

(φγ(Tk(u)))t

[ ∫ u

u0

dSn(r)

]
dxdt+

∫∫
{γ≤|Tk(u)|≤γ+1}

S ′n(u)|∇Tk(u)|p(x) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt+ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdt.
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Fazendo n→∞, obtemos

−
∫

Ω

[ ∫ T

0

(φγ(Tk(u)))t(u− u0) dt

]
dx+

∫∫
{γ≤|Tk(u)|≤γ+1}

|∇Tk(u)|p(x) dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt

donde segue que ∫∫
{γ≤|Tk(u)|≤γ+1}

|∇Tk(u)|p(x) dxdt ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω)

para todo k > 0. Considerando ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω) = β, β > 0, temos

sup
γ>0

∫∫
Bγ

|∇Tk(u)|p(x) dxdt ≤ β

onde Bγ = {γ ≤ |Tk(u)| ≤ γ+1}, para β, γ, k > 0. Logo, usando o Lema 3.4.2 resulta que

||Tk(u)||
Lq− (0,T ;W

1,q(·)
0 (Ω))

≤ C para alguma constante positiva C, para todo k > 0 e todo

expoente variável q contínuo em Ω satisfazendo 1 ≤ q(x) <
N(p(x)− 1) + p(x)

N + 1
, para

todo x ∈ Ω. Finalmente, aplicando o Lema de Fatou (Teorema 2.1.8) para tal resultado,

com k →∞, obtemos∫ T

0

||u||q
−

W
1,q(·)
0 (Ω)

dt =

∫ T

0

lim inf
k→∞

||Tk(u)||q
−

W
1,q(·)
0 (Ω)

dt

≤ lim inf
k→∞

∫ T

0

||Tk(u)||q
−

W
1,q(·)
0 (Ω)

dt

≤ C

implicando que u ∈ Lq−(0, T ;W
1,q(·)
0 (Ω)).

Tendo em vista a regularidade provada no Lema 4.2.2, é claro que se 2 − 1

N + 1
<

p(·) < N , a solução renormalizada é também uma solução no sentido das distribuições.

O próximo resultado a ser apresentado, evidencia o inverso para dados iniciais regulares,

ou seja, se u é uma solução no sentido das distribuições (solução fraca), u ∈ V , ∂tu −

div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em D′(QT ) e u(0, ·) = u0, então u é uma solução renormalizada.

Lema 4.2.3. Suponha f ∈ V ∗ e u0 ∈ L2(Ω). Então, a solução fraca u de (4.1) é também

uma solução renormalizada.
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Demonstração. Considere u uma solução fraca. Então, u satisfaz a equação

∂tu− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em D′(QT ).

Como f ∈ V ∗, resulta que ∂tu ∈ V ∗, já que pelo Lema 4.1.1 obtemos que div(|∇u|p(x)−2∇u) ∈

V ∗. Devido a densidade de D(QT ) em V, levando em conta o Lema 4.1.1, temos que a

equação no sentido das distribuições é equivalente a

〈∂tu, ϕ〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕ dxdt = 〈f, ϕ〉V ∗,V .

Assim, tomando ϕ = S ′(u)ψ na equação acima, onde S ∈ C∞(R), supp S ′ ⊂ [−M,M ]

para algum M > 0 e ψ ∈ D(QT ), obtemos

〈∂tu, S ′(u)ψ〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(S ′(u)ψ) dxdt = 〈f, S ′(u)ψ〉V ∗,V

〈∂tu, S ′(u)ψ〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u[(∇S ′(u))ψ + S ′(u)(∇ψ)] dxdt = 〈f, S ′(u)ψ〉V ∗,V

〈∂tu, S ′(u)ψ〉V ∗,V +

∫ T

0

∫
Ω

S ′′(u)|∇u|p(x)ψ dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

S ′(u)|∇u|p(x)−2∇u∇ψ dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

fS ′(u)ψ dxdt

e a condição (iv) de solução renormalizada vale. A condição (iii) de solução renormalizada

segue do fato de como u ∈ V termos |∇u|p(x) ∈ L1(QT ) donde {γ ≤ |u| ≤ γ + 1} → 0

quando γ →∞. O restante das condições segue trivialmente.

4.3 Soluções Aproximadas: Uma Abordagem pela Te-

oria de Semigrupos

Nesta seção apresentaremos resultados baseados na teoria de semigrupos não-lineares,

que nos auxiliarão na demonstração do teorema principal, o Teorema 4.1.1, que será

apresentada na próxima seção.

Na referência [29] foram estudados problemas elípticos da forma

(E)(f)

 β(u)− div(|∇u|p(x)−2∇u− F (u)) = f em Ω,

u = 0 na ∂Ω,
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onde β é um gráfico maximal monótono em R×R e F : R −→ RN é uma função localmente

Lipschitz contínua. Para p ∈ C(Ω) com 1 < p− ≤ p+ < N , existência e unicidade de

solução renormalizada para (E)(f) foi provada para cada f ∈ L1(Ω). Em particular,

segue dos resultados de [29] que, para toda f ∈ L1(Ω), λ > 0, existe uma única solução

renormalizada u : Ω −→ R do problema

(E)λ(f)

 u− λ div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em Ω,

u = 0 na ∂Ω,

isto é, u é uma função mensurável tal que

Tγ(u) ∈ W 1,p(·)
0 (Ω), para todo γ > 0,

S ′(u)u− div(S ′(u)|∇u|p(x)−2∇u) + S ′′(u)|∇u|p(x) = fS ′(u) em D′(Ω)

e

lim
γ→∞

∫
{γ≤|u|≤γ+1}

|∇u|p(x) dx = 0.

Além disso, temos o seguinte resultado de comparação para soluções renormalizadas re-

ferente a problemas elípticos, o qual sua demonstração pode ser encontrada em [29].

Lema 4.3.1. Se u e v são soluções renormalizadas de (E)λ(f),(E)λ(g), f, g ∈ L1(Ω),

respectivamente. Então, temos as seguintes comparações:

(a) ||(u− v)+||L1(Ω) ≤ ||(f − g)+||L1(Ω);

(b) ||(u− v)+||L∞(Ω) ≤ ||(f − g)+||L∞(Ω);

(c) ||u− v||Ls(Ω) ≤ ||f − g||Ls(Ω) para todo 1 ≤ s ≤ ∞.

Em termos de operadores não-lineares, o resultado anterior diz o seguinte: se A é o

operador não-linear definido em L1(Ω) por

A = {(u,w) ∈ L1(Ω)× L1(Ω) : u é solução renormalizada de (E)(w)},

então A é m-completamente acretivo em L1(Ω), isto é, R(I+λA) = L1(Ω) para todo λ > 0

e o resolvente de A, a aplicação f ∈ L1(Ω) 7→ (I + λA)−1f ∈ L1(Ω), é uma contração que
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preserva a ordem com respeito a L1-norma e L∞-norma (e assim, com respeito a qualquer

Ls-norma, 1 ≤ s ≤ ∞). Em particular, o operador não-linear A é m-acretivo em L1(Ω),

isto é, R(I + λA) = L1(Ω) e o resolvente é uma contração na L1-norma.

Pela teoria geral de semigrupos não-lineares, através do Teorema 3.3.3, podemos con-

cluir que o problema de evolução abstrato correspondente à (4.1), ou seja, o problema de

Cauchy para o operador não-linear A

(CP )(u0, f)


du

dt
+ Au = f em (0, T ),

u(0) = u0,

admite uma única solução mild u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) para qualquer dado inicial u0 ∈

D(A)
||·||L1(Ω) (= L1(Ω) como veremos mais adiante) e f ∈ L1(QT ) ∼= L1(0, T ;L1(Ω)).

Além disso, levando em conta o Corolário 3.3.1, recordamos que se u, v ∈ C([0, T ];L1(Ω))

são soluções mild de (CP )(u0, f),(CP )(v0, g), respectivamente, então temos

||u(t)− v(t)||L1(Ω) ≤ ||u0 − v0||L1(Ω) +

∫ t

0

||f(s)− g(s)||L1(Ω) ds

para cada 0 ≤ t ≤ T . No caso em que o operador A é m-completamente acretivo, o

princípio da contração também vale com respeito a qualquer Lr-norma, 1 ≤ r ≤ ∞. Mais

precisamente, nesse caso, para cada 0 ≤ t ≤ T e 1 ≤ r ≤ ∞, temos

||(u(t)− v(t))+||Lr(Ω) ≤ ||(u0 − v0)+||Lr(Ω) +

∫ t

0

||(f(s)− g(s))+||Lr(Ω) ds.

No que segue, usaremos a expressão "dados iniciais suaves"quando tivermos u0 ∈ D(A)

e f ∈ W 1,1(0, T ;L1(Ω)). Como A é m-completamente acretivo, pelos resultados de [20]

temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1. Se u0 ∈ D(A) e f ∈ W 1,1(0, T ;L1(Ω)) (dados suaves), então a solução

mild u de (CP )(u0, f) é uma solução forte, isto é, u ∈ W 1,1(0, T ;L1(Ω)), u(0) = u0 e
du

dt
(t) + Au(t) = f(t) para quase todo t ∈ (0, T ).

Em outras palavras, de acordo com a definição de A para dados suaves u0 e f , a

solução mild u satisfaz para quase todo t ∈ (0, T ):

(i) Tγ(u(t)) ∈ W 1,p(·)
0 (Ω) para cada γ > 0;



74

(ii) lim
γ→∞

∫
{γ≤|u(t)|≤γ+1}

|∇u(t)|p(x) dx = 0;

(iii) Pra cada renormalização S ∈ C∞(R) tal que supp S ′ ⊂ [−M,M ] para algumM > 0,

em D′(Ω) temos

∂tS(u(t))− div(S ′(u(t))|∇u(t)|p(x)−2∇u(t)) + S ′′(u(t))|∇u(t)|p(x) = f(t)S ′(u(t)).

Tendo como base a Definição 3.3.5, vamos definir a seguinte notação para uma solução

mild u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) de (CP )(u0, f), a qual é o limite uniforme das funções uε = vεi

em (tεi−1, t
ε
i ) com uε(0) = vε0, em que para cada 0 < c < T e para cada ε > 0, existem:

(i) 0 = tε0 < tε1 < · · · < c < tεmε ≤ T , com mε ∈ N;

(ii) f εi ∈ L1(Ω), i = 1, · · · ,mε, tal que
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

||f(t) − f εi ||L1(Ω) dt, max
i=1,··· ,mε

(tεi − tεi−1),

T − tεmε , ||u0 − vε0||L1(Ω) → 0 quando ε→ 0;

(iii) vε0, vε1, · · · , vεmε ∈ X satisfazendo
vεi − vεi−1

tεi − tεi−1

+ Avεi = f εi para i = 1, 2, · · · ,mε de tal

modo que ||u(t)− vεi || ≤ ε para t ∈ [tεi−1, t
ε
i ), i = 1, · · · ,mε.

Veremos a seguir algumas propriedades de solução mild u de (CP )(u0, f) que é uma

solução forte para dados suaves.

Proposição 4.3.1. A solução mild u de (CP )(u0, f) obtida como o limite em L∞(0, T ;L1(Ω))

das soluções aproximadas uε satisfaz

Tγ(u) ∈ Lp−(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)), para todo γ > 0

e

∇Tγ(u) ∈ (Lp(·)(QT ))N , para todo γ > 0.

Demonstração. Considere as funções constantes por partes uε = vεi em (tεi−1, t
ε
i ), uε(0) =

vε0, ε > 0, soluções de

vεi − vεi−1

tεi − tεi−1

+ Avεi = f εi , i = 1, 2, · · · ,mε. (4.6)
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Pela definição de A, usando (4.6), a renormalização S = Sn e a função teste Tγ(vεi ),

obtemos

1

tεi − tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )(v
ε
i − vεi−1)Tγ(v

ε
i ) dx+

∫
Ω

S ′n(vεi )|∇vεi |p(x)−2∇vεi∇Tγ(vεi ) dx

+

∫
Ω

S ′′n(vεi )|∇vεi |p(x)Tγ(v
ε
i ) dx

=

∫
Ω

S ′n(vεi )f
ε
i Tγ(v

ε
i ) dx.

Integrando de tεi−1 a tεi e somando as equações para i = 1, 2, · · · ,mε, obtemos

mε∑
i=1

∫
Ω

S ′n(vεi )(v
ε
i − vεi−1)Tγ(v

ε
i ) dx+

mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )|∇vεi |p(x)−2∇vεi∇Tγ(vεi ) dxdt

+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′′n(vεi )|∇vεi |p(x)Tγ(v
ε
i ) dxdt

=
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )f
ε
i Tγ(v

ε
i ) dxdt.

Agora, note que para r entre vεi−1 e vεi tem-se que Tγ(r) ≤ Tγ(v
ε
i ), daí∫ vεi

vεi−1

Tγ(r) dr ≤
∫ vεi

vεi−1

Tγ(v
ε
i ) dr

= Tγ(v
ε
i )(v

ε
i − vεi−1).

Assim, obtemos a seguinte estimativa

S ′n(vεi )

∫ vεi

vεi−1

Tγ(r) dr ≤ S ′n(vεi )(v
ε
i − vεi−1)Tγ(v

ε
i ). (4.7)

Usando (4.7), vem que

mε∑
i=1

∫
Ω

S ′n(vεi )

∫ vεi

vεi−1

Tγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )|∇Tγ(vεi )|p(x) dxdt

≤ cγ
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
{n≤|vεi |≤n+1}

|∇vεi |p(x) dxdt+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )f
ε
i Tγ(v

ε
i ) dxdt.

Fazendo n→∞, obtemos
mε∑
i=1

∫
Ω

∫ vεi

vεi−1

Tγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

|∇Tγ(vεi )|p(x) dxdt ≤
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

f εi Tγ(v
ε
i ) dxdt.
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Agora, observe que
mε∑
i=1

∫
Ω

∫ vεi

vεi−1

Tγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

|∇Tγ(vεi )|p(x) dxdt =

∫
Ω

∫ uε(tεmε )

uε(0)

Tγ(r) dr dx

+

∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt.

Assim,∫
Ω

∫ uε(tεmε )

uε(0)

Tγ(r) dr dx+

∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt ≤
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

f εi Tγ(v
ε
i ) dxdt. (4.8)

Como uma consequência, temos∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt ≤
∫

Ω

∫ uε(tεmε )

0

Tγ(r) dr dx+

∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt

=

∫
Ω

[ ∫ uε(0)

0

Tγ(r) dr +

∫ uε(tεmε )

uε(0)

Tγ(r) dr

]
dx

+

∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt.

Então,∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt ≤
∫

Ω

∫ uε(0)

0

Tγ(r) dr dx+

∫
Ω

∫ uε(tεmε )

uε(0)

Tγ(r) dr dx

+

∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt.

Usando a estimativa (4.8), segue que∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt ≤
∫

Ω

∫ uε(0)

0

Tγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

f εi Tγ(v
ε
i ) dxdt

≤
∫

Ω

∫ uε(0)

0

|Tγ(r)| dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

|f εi ||Tγ(vεi )| dxdt.

Das propriedades da função truncação, lembramos que |Tγ| ≤ γ. Então,

∫ tεmε

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)|p(x) dxdt ≤ γ

[ ∫
Ω

∫ uε(0)

0

dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

|f εi | dxdt
]

= γ

[ ∫
Ω

uε(0) dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

||f εi ||L1(Ω) dt

]
= γ

[
||vε0||L1(Ω) +

mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

||f εi ||L1(Ω) dt

]
,
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ou seja, uma estimativa de∇(Tγ(uε)) em (Lp(·)(QT ))N e assim de (Tγ(uε))ε ∈ Lp
−

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)).

Logo, tomando o limite uniforme das funções uε, segue que

Tγ(u) ∈ Lp−(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)), para todo γ > 0

e

∇Tγ(u) ∈ (Lp(·)(QT ))N , para todo γ > 0.

Proposição 4.3.2. A solução mild u de (CP )(u0, f) obtida como o limite em L∞(0, T ;L1(Ω))

das soluções aproximadas uε satisfaz a estimativa

||∇φγ(u)||Lp(·)(QT ) ≤ max

{( ∫
{|u0|≥γ}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥γ}

|f | dxdt
) 1

p−

,

( ∫
{|u0|≥γ}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥γ}

|f | dxdt
) 1

p+
}
.

Demonstração. Usando (4.6), a renormalização S = Sn e a função teste φγ(vεi ), obtemos

1

tεi − tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )(v
ε
i − vεi−1)φγ(v

ε
i ) dx+

∫
Ω

S ′n(vεi )|∇vεi |p(x)−2∇vεi∇φγ(vεi ) dx

+

∫
Ω

S ′′n(vεi )|∇vεi |p(x)φγ(v
ε
i ) dx

=

∫
Ω

S ′n(vεi )f
ε
i φγ(v

ε
i ) dx.

Integrando de tεi−1 a tεi e somando as equações para i = 1, 2, · · · ,mε, obtemos

mε∑
i=1

∫
Ω

S ′n(vεi )(v
ε
i − vεi−1)φγ(v

ε
i ) dx+

mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )|∇vεi |p(x)−2∇vεi∇φγ(vεi ) dxdt

+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′′n(vεi )|∇vεi |p(x)φγ(v
ε
i ) dxdt

=
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )f
ε
i φγ(v

ε
i ) dxdt.

Usando os mesmos argumentos da demonstração anterior, obtemos a seguinte estimativa

S ′n(vεi )

∫ vεi

vεi−1

φγ(r) dr ≤ S ′n(vεi )(v
ε
i − vεi−1)φγ(v

ε
i ). (4.9)
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Usando (4.9), vem que

mε∑
i=1

∫
Ω

S ′n(vεi )

vεi∫
vεi−1

φγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

tεi∫
tεi−1

∫
{γ<|vεi |<γ+1}

S ′n(vεi )|∇vεi |p(x) dxdt

≤ c
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
{n≤|vεi |≤n+1}

|∇vεi |p(x) dxdt+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

S ′n(vεi )f
ε
i φγ(v

ε
i ) dxdt.

Fazendo n→∞, obtemos
mε∑
i=1

∫
Ω

∫ vεi

vεi−1

φγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
{γ<|vεi |<γ+1}

|∇vεi |p(x) dxdt ≤
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

f εi φγ(v
ε
i ) dxdt.

Agora, observe que
mε∑
i=1

∫
Ω

∫ vεi

vεi−1

φγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
{γ<|vεi |<γ+1}

|∇vεi |p(x) dxdt

=

∫
Ω

uε(tεmε )∫
uε(0)

φγ(r) dr dx+

∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt.

Assim,∫
Ω

∫ uε(tεmε )

uε(0)

φγ(r) dr dx+

∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt ≤
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

f εi φγ(v
ε
i ) dxdt.

(4.10)

Como uma consequência, temos∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt ≤
∫

Ω

∫ uε(tεmε )

0

φγ(r) dr dx+

∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt

=

∫
Ω

[ ∫ uε(0)

0

φγ(r) dr +

∫ uε(tεmε )

uε(0)

φγ(r) dr

]
dx

+

∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt.

Então,∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt ≤
∫

Ω

∫ uε(0)

0

φγ(r) dr dx+

∫
Ω

∫ uε(tεmε )

uε(0)

φγ(r) dr dx

+

∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt.
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Usando a estimativa (4.10), segue que∫ tεmε

0

∫
{γ<|uε|<γ+1}

|∇uε|p(x) dxdt ≤
∫

Ω

∫ uε(0)

0

φγ(r) dr dx+
mε∑
i=1

∫ tεi

tεi−1

∫
Ω

f εi φγ(v
ε
i ) dxdt.

Passando o limite quando ε→ 0 na estimativa anterior e usando o Lema 3.4.1, obtemos∫ T

0

∫
Ω

|∇φγ(u)|p(x) dxdt ≤
∫

{|u0|≥γ}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥γ}

|f | dxdt,

ou seja,

||∇φγ(u)||Lp(·)(QT ) ≤ max

{(∫ T

0

∫
Ω

|∇φγ(u)|p(x) dxdt

) 1
p−

,(∫ T

0

∫
Ω

|∇φγ(u)|p(x) dxdt

) 1
p+
}

e então,

||∇φγ(u)||Lp(·)(QT ) ≤ max

{( ∫
{|u0|≥γ}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥γ}

|f | dxdt
) 1

p−

,

( ∫
{|u0|≥γ}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥γ}

|f | dxdt
) 1

p+
}
.

Observação 4.3.1. Para dados suaves u0 ∈ D(A) e f ∈ W 1,1(0, T ;L1(Ω)) que são

também essencialmente limitados em Ω e QT , respectivamente, de acordo com o princí-

pio da L∞-contração para soluções mild do problema de Cauchy para um operador m-

completamente acretivo A e como A0 = 0 para quase todo t ∈ (0, T ), segue que

||u(t)||L∞(Ω) ≤ ||u0||L∞(Ω) +

∫ t

0

||f(s)||L∞(Ω) ds <∞.

Logo, a solução mild u de (CP )(u0, f) é essencialmente limitada em QT e portanto u é

solução fraca de (CP )(u0, f), ou seja, u ∈ V ∩ L∞(QT ), já que pela Proposição 4.3.1

u ∈ V para dados suaves.
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Agora seja u0 ∈ L1(Ω), f ∈ L1(QT ) arbitrários e considere aproximações por dados

suaves essencialmente limitados fε ∈ W 1,1(0, T ;L1(Ω))∩L∞(QT ) e u0,ε ∈ D(A)∩L∞(Ω),

satisfazendo
fε → f em L1(QT ), u0,ε → u0 em L1(Ω), quando ε→ 0,∫ T

0

∫
Ω

|fε| dxdt ≤
∫ T

0

∫
Ω

|f | dxdt,
∫

Ω

|u0,ε| dx ≤
∫

Ω

|u0| dx.
(4.11)

A aproximação de f pelas fε acima é possível devido a densidade deW 1,1(0, T ;L1(Ω))∩

L∞(QT ) em L1(QT ). Para o dado inicial u0 ∈ L1(Ω) temos sempre que T 1
ε
(u0) ∈ L∞(Ω)

e T 1
ε
(u0)→ u0 em L1(Ω) quando ε→ 0+.

Como uma consequência, no que segue, podemos assumir que o dado inicial u0 ∈

L∞(Ω). Assim, para tal dado inicial em L∞, considere a função u0,ε = (I + εA)−1(u0).

Como A é m-completamente acretivo e A0 = 0, temos que

||u0,ε||Ls(Ω) ≤ ||u0||Ls(Ω) para todo 1 ≤ s ≤ ∞. (4.12)

Usando estas considerações, abaixo segue um resultado referente ao D(A).

Proposição 4.3.3. O D(A) é denso em L1(Ω).

Demonstração. Pela definição de A e como u0,ε é essencialmente limitada, u0,ε ∈ W 1,p(·)
0 (Ω)

e

u0,ε − ε div(|∇u0,ε|p(x)−2∇u0,ε) = u0 em D′(Ω).

Usando a equação no sentido das distribuições acima e tomando ϕ = u0,ε como função

teste, com ε > 0, obtemos a seguinte estimativa∫
Ω

u0,εu0,ε dx+ ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x)−2∇u0,ε∇u0,ε dx =

∫
Ω

u0u0,ε dx

e daí,

ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x) dx ≤
∫

Ω

|u0||u0,ε| dx

≤
∫

Ω

|u0|2 dx

= ||u0||2L2(Ω).
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Segue que, para cada ϕ ∈ D(Ω), pela desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣ε ∫
Ω

|∇u0,ε|p(x)−2∇u0,ε∇ϕ dx
∣∣∣∣ ≤ ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x)−2|∇u0,ε||∇ϕ| dx

= ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x)−1|∇ϕ| dx

≤ 2ε|||∇u0,ε|p(x)−1||Lp′(·)(Ω)||∇ϕ||Lp(·)(Ω).

E pelo Lema 3.4.1, vem que∣∣∣∣ε∫
Ω

|∇u0,ε|p(x)−2∇u0,ε∇ϕ dx
∣∣∣∣ ≤ 2εmax

{(∫
Ω

|∇u0,ε|p(x) dx

) 1
p′−

,

(∫
Ω

|∇u0,ε|p(x) dx

) 1
p′+
}

. ||∇ϕ||Lp(·)(Ω)

= 2 max

{
ε

1− 1
p′−

(
ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x) dx

) 1
p′−

,

ε
1− 1

p′+

(
ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x) dx

) 1
p′+
}
||∇ϕ||Lp(·)(Ω).

Assim, como

ε

∫
Ω

|∇u0,ε|p(x) dx ≤ ||u0||2L2(Ω),

segue que o último termo da estimativa acima tende a 0 quando ε → 0. Como con-

sequência, temos que ε div(|∇u0,ε|p(x)−2∇u0,ε)→ 0 em D′(Ω), e assim u0,ε → u0 em D′(Ω)

quando ε → 0. Considerando (4.12), podemos concluir que u0,ε → u0 em L2(Ω) quando

ε → 0, e devido à inclusão contínua de L2(Ω) em L1(Ω) segue que u0,ε → u0 em L1(Ω).

Portanto, segue que D(A) é denso em L1(Ω).

Considerando o resultado acima, temos que para cada ε > 0, a solução mild uε de

(CP )(u0,ε, fε), com u0,ε, fε como descritos em (4.11), já é uma solução forte e também

uma solução fraca, e pelo Lema 4.2.3, uma solução renormalizada do problema parabólico

(4.1).

4.4 Prova do Teorema 4.1.1

Pela teoria geral de semigrupos não-lineares, a solução mild uε de (CP )(u0,ε, fε) com os

dados iniciais u0,ε, fε como em (4.11), converge quando ε → 0 em C([0, T ];L1(Ω)) para
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a única solução mild u de (CP )(u0, f). O nosso objetivo nesta seção é provar que esta

solução mild é também uma solução renormalizada. A prova deste resultado consiste em

duas etapas principais. São elas:

(1o) Provamos estimativas uniformes em ε em certos espaços de Bochner, bem como em

espaços de Lebesgue com expoentes variáveis apropriados, para uε e ∇uε.

(2o) Passamos o limite nas equações renormalizadas quando ε→ 0.

As estimativas obtidas em u no Lema 4.2.2, valem para uε e todas as constantes são

independentes de ε. Mais precisamente, temos:

Lema 4.4.1. (a)

||uε||L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ ||fε||L1(QT ) + ||u0,ε||L1(Ω)

≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω);

(b) ||∇Tγ(uε)||Lp(·)(QT ) ≤ γmax{(||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω))
1
p− , (||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω))

1
p+ },

para todo γ > 0;

(c) sup
γ>0

∫∫
{γ≤|uε|≤γ+1}

|∇uε|p(x)dxdt ≤ ||f ||L1(QT ) + ||u0||L1(Ω);

(d) Se 2 − 1

N + 1
< p(·) < N , então uε ∈ Lq

−
(0, T ;W

1,q(·)
0 (Ω)), para cada expoente

variável contínuo q em Ω satisfazendo 1 ≤ q(·) < N(p(·)− 1) + p(·)
N + 1

.

As estimativas do lema anterior para soluções aproximadas uε, junto com a C([0, T ];L1(Ω))-

convergência garantida pela teoria de semigrupos não-lineares, implicam os seguintes re-

sultados básicos de convergência:

Lema 4.4.2. Para uma subsequência com ε→ 0

uε → u q.t.p. em QT

(e, se p− > 2 − 1

N + 1
, uε → u fortemente em Lq

−
(0, T ;Lq(·)(Ω)) para cada expoente

variável contínuo q em Ω satisfazendo 1 ≤ q(·) < N(p(·)− 1) + p(·)
N + 1

)
. Além disso,

∇Tγ(uε)→ ∇Tγ(u) fracamente em (Lp(·)(QT ))N ,
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e

Tγ(uε)→ Tγ(u) fracamente em Lp
−

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)),

para cada γ > 0.

Do lema acima, segue que a solução mild u de (CP )(u0, f) satisfaz Tγ(u) ∈ V para

todo γ > 0.

Lema 4.4.3. A sequência (uε){0≤ε<1} satisfaz a seguinte estimativa

lim
n→∞

lim sup
ε→0

∫∫
{n≤|uε|≤n+1}

|∇uε|p(x) dxdt = 0.

Demonstração. Levando em conta a Proposição 4.3.2, a solução fraca uε satisfaz

||∇φn(uε)||Lp(·)(QT ) ≤ max

{( ∫
{|u0,ε|≥n}

|u0,ε| dx+

∫∫
{|uε|≥n}

|fε| dxdt
) 1

p−

,

( ∫
{|u0,ε|≥n}

|u0,ε| dx+

∫∫
{|uε|≥n}

|fε| dxdt
) 1

p+
}
.

Como φn = Tn+1 − Tn, segue que ∇φn(uε) = 1{n≤|uε|≤n+1}∇uε q.t.p. em QT . Assim,

usando (4.11) e o Lema 3.4.1, podemos deduzir que

lim sup
ε→0

∫∫
{n≤|uε|≤n+1}

|∇uε|p(x) dxdt ≤ lim sup
ε→0

max

{( ∫
{|u0,ε|≥n}

|u0,ε| dx+

∫∫
{|uε|≥n}

|fε| dxdt
) p+

p−

,

( ∫
{|u0,ε|≥n}

|u0,ε| dx+

∫∫
{|uε|≥n}

|fε| dxdt
) p−

p+
}

≤ max

{( ∫
{|u0|≥n}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥n}

|f | dxdt
) p+

p−

,

( ∫
{|u0|≥n}

|u0| dx+

∫∫
{|u|≥n}

|f | dxdt
) p−

p+
}
.

Como u0 ∈ L1(Ω) e f ∈ L1(QT ), u ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)), passando o limite na estimativa

acima quando n→∞, o resultado segue.

Vamos considerar agora um procedimento de regularização, encontrado em [22], intro-

duzido por Landes e empregado por vários autores para resolver problemas não-lineares

dependentes do tempo com dados iniciais em L1 ou com dados iniciais mensuráveis.
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Vamos denotar a função regularizada associada a Tγ(u) por (Tγ(u))µ, com µ > 0. Ela

é definida como a única solução (Tγ(u))µ ∈ V ∩ L∞(QT ) da equação

∂t(Tγ(u))µ + µ((Tγ(u))µ − Tγ(u)) = 0 em D′(QT ),

com a condição inicial

(Tγ(u))µ

∣∣∣∣
t=0

= wµ0 em Ω,

onde wµ0 é uma sequência de funções tal que

wµ0 ∈ W
1,p(·)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), ||wµ0 ||L∞(Ω) ≤ γ,

wµ0 → Tγ(u0) q.t.p. em Ω quando µ→∞,
1

µ
||wµ0 ||W 1,p(·)

0 (Ω)
→ 0 quando µ→∞.

Ainda, segundo [22],

∂t(Tγ(u))µ ∈ V ∩ L∞(QT ), ||(Tγ(u))µ||L∞(QT ) ≤ γ,

(Tγ(u))µ → Tγ(u) q.t.p. em QT , fraca-* em L∞(QT ) e fortemente em V, qundo µ→∞.

Além disso, temos:

Lema 4.4.4. Fixe γ > 0. Seja S ∈ W 1,∞(R) uma função monótona não-crescente tal

que S(r) = r para |r| ≤ γ e supp S ′ ⊂ [−M,M ] para algum M > 0. Então,

lim inf
µ→∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tS(uε)(Tγ(uε)− (Tγ(u))µ) dxdsdt ≥ 0.

Demonstração. Tendo em vista o Lema 4.4.2 e os resultados anteriores, como uε → u q.t.p.

em QT , para cada renormalização S, S(uε) ∈ V ∩L∞(QT ) e S(uε)t ∈ V ∗+L1(QT ). Além

disso, sendo S não-crescente tal que S(r) = r para |r| ≤ γ, vem que Tγ(S(uε)) = Tγ(uε) e

assim, Tγ(S(u)) = Tγ(u) q.t.p. em QT . Como uma consequência, (Tγ(S(u)))µ = (Tγ(u))µ

q.t.p. em QT . Agora, considerando a notação

vε = S(uε) e v = S(u)
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e os últimos argumentos, temos que∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tS(uε)(Tγ(uε)− (Tγ(u))µ) dxdsdt =

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt.

Pelas propriedades da função regularizada (Tγ(u))µ, µ > 0, sabemos que ∂t(Tγ(u))µ ∈

V ∩ L∞(QT ) e como (Tγ(S(u)))µ = (Tγ(u))µ q.t.p. em QT , devido a notação definida,

segue que ∂t(Tγ(v))µ ∈ V ∩ L∞(QT ). Então,∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(v
ε − (Tγ(v))µ + (Tγ(v))µ)(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(v
ε − (Tγ(v))µ)(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(Tγ(v
ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(v
ε − (Tγ(v))µ)(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

−
∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(v
ε − (Tγ(v))µ)(vε − Tγ(vε)) dxdsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

−
∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − Tγ(vε)) dxdsdt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(v
ε − (Tγ(v))µ)(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

−
∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(vε − Tγ(vε)) dxdsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − Tγ(vε)) dxdsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

−
∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − Tγ(vε)) dxdsdt
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=

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(v
ε − (Tγ(v))µ)(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

−
∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(vε − Tγ(vε)) dxdsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt.

Devido a argumentos básicos de Análise Funcional, temos que é válida a seguinte igualdade

1

2

∂

∂t

[ ∫
Ω

|f(t)|2dx
]

=

∫
Ω

d

dt
f(t)f(t)dx,

sendo f uma função em L2(Ω), um espaço de Banach real. Dessa forma, nesse contexto,

obtemos∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt =
1

2

∫ T

0

∫ t

0

∂

∂t

∫
Ω

|vε − (Tγ(v))µ|2 dxdsdt

− 1

2

∫ T

0

∫ t

0

∂

∂t

∫
Ω

|vε − Tγ(vε)|2 dxdsdt+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

∂

∂t

∫ t

0

|vε − (Tγ(v))µ|2 dsdxdt−
1

2

∫ T

0

∫
Ω

∂

∂t

∫ t

0

|vε − Tγ(vε)|2 dsdxdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|vε − (Tγ(v))µ|2 dxdt−
T

2

∫
Ω

|vε − (Tγ(v))µ|2 dx (t = 0, t ∈ (0, T ))

− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

|vε − Tγ(vε)|2 dxdt+
T

2

∫
Ω

|vε − Tγ(vε)|2 dx (t = 0, t ∈ (0, T ))

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(vε − (Tγ(v))µ) dxdsdt.

Agora, note que a renormalização S além de monótona é limitada, então como uε → u

q.t.p. em QT , pela notação definida anteriormente, segue que S(uε) = vε → v fortemente

em L2(QT ) e fraca-* em L∞(QT ) quando ε→ 0 (Teorema 2.1.5). Além disso, da condição

inicial, temos que

vε
∣∣∣∣
t=0

= S(uε)

∣∣∣∣
t=0

= S(u0,ε) q.t.p. em QT ,

de modo que a convergência forte de u0,ε para u0 em L1(Ω) implica que

vε
∣∣∣∣
t=0

= S(u0,ε)→ S(u0) em L2(Ω) quando ε→ 0.
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Dessa forma, passando o limite quando ε→ 0 na estimativa anterior, obtemos

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|v − (Tγ(v))µ|2 dxdt−
T

2

∫
Ω

|S(u0)− (Tγ(S(u0)))µ|2 dx

− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

|v − Tγ(v)|2 dxdt+
T

2

∫
Ω

|S(u0)− Tγ(S(u0))|2 dx

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(v − (Tγ(v))µ) dxdsdt

= −T
2

∫
Ω

|S(u0)− (Tγ(S(u0)))µ|2 dx+
T

2

∫
Ω

|S(u0)− Tγ(S(u0))|2 dx

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(v − (Tγ(v))µ) dxdsdt.

A fim de tomar o lim inf quando µ → ∞ na igualdade anterior, vamos usar as proprie-

dades da função regularizada (Tγ(u))µ, µ > 0, e as notações definidas. Assim, visto que

(Tγ(v))µ = (Tγ(S(u)))µ = (Tγ(u))µ q.t.p. em QT , temos que

∂t(Tγ(v))µ + µ((Tγ(v))µ − Tγ(v)) = 0 em D′(QT ),

com a condição inicial

(Tγ(v))µ

∣∣∣∣
t=0

= wµ0 em Ω.

Como wµ0 → Tγ(v0) q.t.p. em Ω, segue que (Tγ(S(u0)))µ → Tγ(S(u0)) em L2(Ω) quando

µ→∞. Logo, tomando o lim inf quando µ→∞ na última estimativa, obtemos

lim inf
µ→∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt

= lim inf
µ→∞

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂t(Tγ(v))µ(v − (Tγ(v))µ) dxdsdt

= lim inf
µ→∞

µ

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

(Tγ(v)− (Tγ(v))µ)(v − (Tγ(v))µ) dxdsdt.

Desde que µ, γ > 0, (Tγ(v))µ → Tγ(v) q.t.p. em QT e Tγ(v) = Tγ(S(u)) = Tγ(u) quase

sempre em QT para |u| ≤ γ, segue que

lim inf
µ→∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tv
ε(Tγ(v

ε)− (Tγ(v))µ) dxdsdt ≥ 0.
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Para a prova do Teorema 4.1.1, precisaremos também do resultado seguinte.

Proposição 4.4.1. Para cada truncação γ > 0 temos

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε)− |∇Tγ(u)|p(x)−2∇Tγ(u))(∇Tγ(uε)−∇Tγ(u))dxdt = 0,

(4.13)

∇Tγ(uε)→ ∇Tγ(u) fortemente em (Lp(·)(QT ))N , (4.14)

e

Tγ(uε)→ Tγ(u) fortemente em Lp
−

(0, T ;W
1,p(·)
0 (Ω)). (4.15)

Demonstração. Prova de (4.13): Como ∇Tγ(uε) → ∇Tγ(u) fracamente em (Lp(·)(QT ))N

quando ε → 0 e ∇(Tγ(u))µ → ∇Tγ(u) fortemente em (Lp(·)(QT ))N quando µ → ∞, é

suficiente provar que

lim
µ→∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε)− |∇(Tγ(u))µ|p(x)−2∇(Tγ(u))µ)

. (∇Tγ(uε)−∇(Tγ(u))µ) dxdt = 0.

Para isso, vamos tomar a equação no sentido das distribuições usando a renormalização

S = Sn e ϕ = S ′n(uε)Vε,µ como função teste, onde Vε,µ = Tγ(uε)− (Tγ(u))µ. Assim, temos

que ∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tSn(uε)Vε,µ dxdsdt+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′n(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε∇Vε,µ dxdsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′′n(uε)|∇uε|p(x)Vε,µ dxdsdt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

fεS
′
n(uε)Vε,µ dxdsdt.

O objetivo é passar o limite na equação acima quando ε → 0, µ → ∞, sucessivamente,

e então quando n → ∞. Usando as definições de Sn e Vε,µ, e o Lema 4.4.4 com S = Sn

podemos deduzir que para cada n ≥ γ

lim inf
µ→∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tSn(uε)Vε,µ dx ds dt ≥ 0.

Pelo Lema 4.4.2 e pela definição de Vε,µ, deduzimos para cada µ > 0 que

Vε,µ → Tγ(u)− (Tγ(u))µ fracamente em V quando ε→ 0,
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||Vε,µ||L∞(QT ) ≤ 2γ para cada ε > 0,

Vε,µ → Tγ(u)− (Tγ(u))µ q.t.p. em QT e fraca-* em L∞(QT ) quando ε→ 0. (4.16)

Agora, como supp S ′′ ⊂ [−(n+ 1),−n] ∪ [n, n+ 1], temos para cada n ∈ N e cada µ > 0

que ∣∣∣∣ ∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′′n(uε)|∇uε|p(x)Vε,µ dxdsdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

|S ′′n(uε)||∇uε|p(x)|Vε,µ| dxdsdt

≤ T ||S ′′n(uε)||L∞(R)||Vε,µ||L∞(R)

.

∫∫
{n≤|uε|≤n+1}

|∇uε|p(x) dxdt.

Assim, considerando (4.16), obtemos

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∣∣∣∣ ∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′′n(uε)|∇uε|p(x)Vε,µ dxdsdt

∣∣∣∣
≤ lim sup

µ→∞
lim sup
ε→0

T ||S ′′n(uε)||L∞(R)||Vε,µ||L∞(R)

∫∫
{n≤|uε|≤n+1}

|∇uε|p(x) dxdt

≤ c lim sup
ε→0

∫∫
{n≤|uε|≤n+1}

|∇uε|p(x) dxdt

para cada n ∈ N e c > 0 uma constante independente de n. Logo, pelo Lema 4.4.3 e pela

última estimativa, segue que

lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∣∣∣∣ ∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′′n(uε)|∇uε|p(x)Vε,µ dxdsdt

∣∣∣∣
≤ c lim

n→∞
lim sup
ε→0

∫∫
{n≤|uε|≤n+1}

|∇uε|p(x) dxdt = 0.

Aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema 2.1.9) e (4.16),

vem que

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

fεS
′
n(uε)Vε,µ dxdsdt =

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

fS ′n(u)(Tγ(u)− (Tγ(u))µ) dxdsdt

para cada µ > 0 e n ∈ N. Usando as propriedades de convergência de (Tγ(u))µ quando

passamos o limite com µ→∞ e que fS ′n(u) ∈ L1(QT ), para cada n fixado, obtemos

lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

fεS
′
n(uε)Vε,µ dxdsdt = 0.
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Assim, tomando o lim sup quando ε → 0, µ → ∞, respectivamente, e o limite quando

n→∞ em todos os termos da estimativa principal, para cada γ > 0, segue que

lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tSn(uε)Vε,µ dxdsdt

+ lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′n(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε∇Vε,µ dxdsdt

+ lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′′n(uε)|∇uε|p(x)Vε,µ dxdsdt

= lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

fεS
′
n(uε)Vε,µ dxdsdt

lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

∂tSn(uε)Vε,µ dxdsdt

+ lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′n(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε∇Vε,µ dxdsdt = 0.

Considerando o Lema 4.4.4, obtemos

lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

S ′n(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε∇Vε,µ dxdsdt ≤ 0.

Pela definição de Sn e Tγ, temos para cada n ≥ γ que

S ′n(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε∇Tγ(uε) = |∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε)∇Tγ(uε). (4.17)

Como uma consequência, resulta que

lim
n→∞

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε))(∇Tγ(uε)−∇(Tγ(u))µ) dxdsdt ≤ 0.

Pelo Lema (2.1.1), temos que

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε)− |∇(Tγ(u))µ|p(x)−2∇(Tγ(u))µ)

. (∇Tγ(uε)−∇(Tγ(u))µ) dxdt ≥ 0

e assim

lim sup
µ→∞

lim sup
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε)− |∇(Tγ(u))µ|p(x)−2∇(Tγ(u))µ)

. (∇Tγ(uε)−∇(Tγ(u))µ) dxdt = 0
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o que implica

lim
µ→∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|p(x)−2∇Tγ(uε)− |∇(Tγ(u))µ|p(x)−2∇(Tγ(u))µ)

. (∇Tγ(uε)−∇(Tγ(u))µ) dxdt = 0.

Prova de (4.14): Considere as desigualdades como no Lema 2.1.1. Então, para p ≥ 2

temos que

22−p+

∫ T

0

∫
{x∈Ω:p(x)≥2}

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|p(x) dxdt

≤
∫ T

0

∫
{x∈Ω:p(x)≥2}

(∇Tγ(uε)|∇Tγ(uε)|p(x)−2 −∇Tγ(u)|∇Tγ(u)|p(x)−2)

. (∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

(∇Tγ(uε)|∇Tγ(uε)|p(x)−2 −∇Tγ(u)|∇Tγ(u)|p(x)−2)(∇Tγ(uε)−∇Tγ(u))dxdt

:= E(ε).

Assumindo (4.13) temos que E(ε) → 0 quando ε → 0 e então ∇Tγ(uε) → ∇Tγ(u)

fortemente em (Lp(·)(QT ))N . Agora, para 1 < p(x) < 2, usando a desigualdade de Hölder,

temos que∫ T

0

∫
{x∈Ω:1<p(x)<2}

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|p(x)dxdt

≤
∫ T

0

∫
{x∈Ω:1<p(x)<2}

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|p(x)

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)
p(x)(2−p(x))

2

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)
p(x)(2−p(x))

2 dxdt

≤ 2

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ |∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|p(x)

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)
p(x)(2−p(x))

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
L

2
p(x) (Ω)

. ||(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)
p(x)(2−p(x))

2 ||
L

2
2−p(x) (Ω)

dt.

E usando o Lema 3.4.1 e o Lema 2.1.1, obtemos
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∫ T

0

∫
{x∈Ω:1<p(x)<2}

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|p(x)dxdt

≤ 2 max

{(∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|2

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)2−p(x)
dxdt

) p−
2

,

(∫ T

0

∫
Ω

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|2

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)2−p(x)
dxdt

) p+

2
}

. max

{(∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)p(x)dxdt

) 2−p+
2

,

(∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)p(x)dxdt

) 2−p−
2
}

≤ 2 max{(E(ε))
p−
2 (p− − 1)−

p−
2 , (E(ε))

p+

2 (p− − 1)−
p+

2 }

. max

{(∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)p(x)dxdt

) 2−p+
2

,

(∫ T

0

∫
Ω

(|∇Tγ(uε)|+ |∇Tγ(u)|)p(x)dxdt

) 2−p−
2
}
.

Como ∇Tγ(uε) é limitado em Lp(·)(QT ), usando (4.13), obtemos que o lado direito da

desigualdade vai a zero quando ε→ 0. Logo,

lim
ε→0

∫ T

0

∫
{x∈Ω:1<p(x)<2}

|∇Tγ(uε)−∇Tγ(u)|p(x)dxdt = 0,

ou seja, para 1 < p(x) < 2, ∇Tγ(uε)→ ∇Tγ(u) fortemente em (Lp(·)(QT ))N .

Prova de (4.15): Como uε → u em L∞(0, T ;L1(Ω)) e Lp(·)(QT ) ↪→ Lp
−

(0, T ;Lp(·)(Ω))

continuamente, é claro que se temos (4.14), (4.15) é imediato.

4.5 Conclusão da Prova do Teorema 4.1.1

Como a regularidade da solução renormalizada u do Teorema 4.1.1 já foi satisfeita,

nesta seção concluiremos a prova do Teorema 4.1.1 exibindo a existência de uma solução

renormalizada u do problema parabólico (4.1).



93

Seja S ∈ C∞(R) tal que supp S ′ ⊂ [−M,M ] para algum M > 0. Como u é solução

fraca de (CP )(u0, f) para dados suaves, pelo Lema 4.2.3, uε é solução renormalizada de

(4.1) para cada ε > 0. Assim, uε satisfaz a equação

∂tS(uε)− div(S ′(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε) + S ′′(uε)|∇uε|p(x) = fεS
′(uε) em D′(QT ). (4.18)

Assim, vamos passar o limite quando ε → 0 (no sentido das distribuições) em cada

termo desta equação. Para o primeiro e o último termo, como uε → u em C([0, T ];L1(Ω))

e fε → f em L1(QT ) quando ε → 0, obtemos diretamente as convergências necessárias.

Agora, como

S ′(uε)|∇uε|p(x)−2∇uε = S ′(uε)|∇TM(uε)|p(x)−2∇TM(uε),

uε → u em C([0, T ];L1(Ω)) e ∇TM(uε) → ∇TM(u) fortemente em (Lp(·)(QT ))N quando

ε→ 0, passando o limite no segundo termo de (4.18), temos que

S ′(uε)|∇TM(uε)|p(x)−2∇TM(uε)→ S ′(u)|∇TM(u)|p(x)−2∇TM(u) fortemente em Lp
′(·)(QT ).

Equivalentemente,

S ′(u)|∇TM(u)|p(x)−2∇TM(u) = S ′(u)|∇u|p(x)−2∇u.

Considerando o terceiro termo de (4.18), como supp S ′′ ⊂ [−M,M ] temos claramente que

S ′′(uε)|∇uε|p(x) = S ′′(uε)|∇TM(uε)|p(x) q.t.p. em QT .

Assim, usando que S ′′(uε) → S ′′(u) q.t.p. em QT e ∇TM(uε) → ∇TM(u) fortemente em

(Lp(·)(QT ))N quando ε→ 0, sabendo que S ′′ é limitada, podemos deduzir que

S ′′(uε)|∇TM(uε)|p(x) → S ′′(u)|∇TM(u)|p(x) fortemente em L1(QT ).

Equivalentemente,

S ′′(u)|∇TM(u)|p(x) = S ′′(u)|∇u|p(x).

Logo, u sendo o limite uniforme das funções uε satisfaz a equação no sentido das distri-

buições, sendo esta a condição (iv) da definição de solução renormalizada.
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No que se trata da condição inicial (condição (v)), temos

S(uε)

∣∣∣∣
t=0

= S(u0,ε)→ S(u0) em L1(Ω) quando ε→ 0.

O restante das condições para ser uma solução renormalizada seguem trivialmente se

considerarmos a Proposição 4.3.1 e o Lema 4.4.3. Assim, a prova de existência da solução

renormalizada u para o problema de valor inicial (4.1) está completa.

4.6 Unicidade da Solução Renormalizada

Nesta seção mostraremos que a solução renormalizada u do problema parabólico (4.1),

existente pela seção anterior, é única.

Teorema 4.6.1. Seja u uma solução renormalizada do problema (4.1) para dados iniciais

(u0, f) ∈ L1(Ω)×L1(0, T ;L1(Ω)). Então, u é uma solução integral e assim a única solução

mild do problema da Cauchy (CP )(u0, f). Em particular, a solução renormalizada de (4.1)

é única.

Demonstração. Seja (v, w) ∈ A ∩ (L∞(Ω) × L∞(Ω)), isto é, v ∈ W
1,p(·)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

w ∈ L∞(Ω) e

−div(|∇v|p(x)−2∇v) = w em D′(Ω). (4.19)

Seja 0 < s < t < T e k ∈ N com
1

k
< min{s, T − t}. Considere também σk ∈ W 1,∞(0, T )

como uma interpolação afim por partes da função que é constante igual a 1 em (s, t) e igual

a 0 em
[
0,
s− 1

k

]
∪
[
t+ 1

k
, T

]
. Agora, considere a equação no sentido das distribuições,

tomando S = Sn e escolhendo ϕ =
1

γ
Tγ(u − v)σk ∈ V ∩ L∞(QT ), γ > 0, como função

teste. Então, temos que

〈∂tSn(u),
1

γ
Tγ(u− v)σk〉V ∗+L1(QT ),V ∩L∞(QT )

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkS
′
n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u− v) dxdτ

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkS
′′
n(u)|∇u|p(x)Tγ(u− v) dxdτ

=
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkfS
′
n(u)Tγ(u− v) dxdτ.
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Aplicando a fórmula de integração por partes dada no Lema 4.2.1 para o termo de evo-

lução, escolhendo h(x) =
1

γ
Tγ(u − v), para todo x, e ξ = σk e passando o limite quando

n→∞, obtemos

〈∂tSn(u),
1

γ
Tγ(u− v)σk〉V ∗+L1(QT ),V ∩L∞(QT )

= −
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ)

u0

S ′n(r)
1

γ
Tγ(r − v)dr

]
dxdτ

→ −
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ)

u0

1

γ
Tγ(r − v)dr

]
dxdτ quando n→∞,

devido ao Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, onde S ′n(u) → 1 q.t.p. em

QT quando n → ∞ e ||S ′n||L∞(QT ) ≤ ||s||L∞(QT ) = 1. Usando os mesmos argumentos,

tomando o limite quando n → ∞ no segundo e no último termo da equação integral,

obtemos, respectivamente,

lim
n→∞

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkS
′
n(u)|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u− v) dxdτ

=
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u− v) dxdτ

e

lim
n→∞

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkfS
′
n(u)Tγ(u− v) dxdτ =

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkfTγ(u− v) dxdτ.

Lembrando que |Tγ(u − v)| ≤ γ, supp S ′′n ⊂ [−(n + 1),−n] ∪ [n, n + 1] e que |S ′′n(u)| ≤

||S ′′n||L∞(R) ≤ ||s′||L∞(R) = c nesse suporte, usando que o terceiro termo da equação obedece

à condição (iii) da definição de solução renormalizada, quando n→∞, segue que∣∣∣∣ ∫ T

0

∫
Ω

σkS
′′
n(u)|∇u|p(x) 1

γ
Tγ(u− v) dxdτ

∣∣∣∣ ≤ 1

γ

∫ T

0

∫
Ω

|σk||S ′′n(u)||∇u|p(x)|Tγ(u− v)| dxdτ

≤ c

∫∫
{n≤|u|≤n+1}

|∇u|p(x) dxdτ → 0.

Logo, obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ)

u0

1

γ
Tγ(r − v)dr

]
dxdτ

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u− v) dxdτ

=
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkfTγ(u− v) dxdτ.
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Usando agora (4.19), escolhendo ϕ =
1

γ
Tγ(u(t) − v)σk, γ > 0, como função teste e

integrando em (0, T ) em seguida, temos∫
Ω

−div(|∇v|p(x)−2∇v)
1

γ
Tγ(u(t)− v)σk dx =

∫
Ω

w
1

γ
Tγ(u(t)− v)σk dx

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

−div(|∇v|p(x)−2∇v)Tγ(u− v)σk dxdτ =
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

wTγ(u− v)σk dxdτ

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk|∇v|p(x)−2∇v∇Tγ(u− v) dxdτ =
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

wTγ(u− v)σk dxdτ.

Subtraindo a equação acima da obtida anteriormente (tomada no sentido das distribui-

ções), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ)

u0

1

γ
Tγ(r − v)dr

]
dxdτ

+
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk|∇u|p(x)−2∇u∇Tγ(u− v) dxdτ − 1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk|∇v|p(x)−2∇v∇Tγ(u− v) dxdτ

=
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σkfTγ(u− v) dxdτ − 1

γ

∫ T

0

∫
Ω

wTγ(u− v)σk dxdτ

e portanto,

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ)

u0

1

γ
Tγ(r − v)dr

]
dxdτ

+
1

γ

∫∫
{|u−v|<γ}

σk(|∇u|p(x)−2∇u− |∇v|p(x)−2∇v)∇(u− v) dxdτ

=
1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk(f − w)Tγ(u− v) dxdτ.

Obviamente, o segundo termo da equação acima é não-negativo, levando em conta o Lema

2.1.1, que γ > 0 e σk como foi definida. Considerando o primeiro termo, vem que

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ,x)

u0(x)

1

γ
Tγ(r − v(x))dr

]
dxdτ

= −
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ,x)−v(x)

u0(x)−v(x)

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

= −
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ 0

u0(x)−v(x)

1

γ
Tγ(w)dw +

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ.
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Assim, quando u0(x)− v(x) < 0, temos

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
−
∫ −γ
u0(x)−v(x)

dw +
1

γ

∫ 0

−γ
wdw +

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
− (−γ − (u0(x)− v(x))) +

1

γ

[
w2

2

]0

−γ
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
γ + (u0(x)− v(x))− γ

2
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
− (−(u0(x)− v(x))) +

γ

2
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
− |u0(x)− v(x)|+ γ

2
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ.

E quando u0(x)− v(x) > 0, temos

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
−
∫ u0(x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw +

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
−
[

1

γ

∫ γ

0

wdw +

∫ u0(x)−v(x)

γ

dw

]
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
−
[
γ

2
+ (u0(x)− v(x))− γ

]
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[
− |u0(x)− v(x)|+ γ

2
+

∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw

]
dxdτ

implicando que ∫ 0

u0(x)−v(x)

1

γ
Tγ(w)dw = −|u0(x)− v(x)|+ γ

2
.

Analogamente, podemos obter que∫ u(τ,x)−v(x)

0

1

γ
Tγ(w)dw = |u(τ, x)− v(x)| − γ

2
.
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Então, usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, fazendo γ → 0 e em

seguida k →∞, temos

−
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ

[ ∫ u(τ)

u0

1

γ
Tγ(r − v)dr

]
dxdτ

→ −
∫ T

0

∫
Ω

(σk)τ |u(τ, x)− v(x)| − |u0(x)− v(x)| dxdτ quando γ → 0

= −
∫ T

0

(σk)τ (||u(τ)− v||L1(Ω) − ||u0 − v||L1(Ω)) dτ

= −
∫ s

s− 1
k

k(||u(τ)− v||L1(Ω) − ||u0 − v||L1(Ω)) dτ

+

∫ t+ 1
k

t

k(||u(τ)− v||L1(Ω) − ||u0 − v||L1(Ω)) dτ

→ −(||u(s)− v||L1(Ω) − ||u0 − v||L1(Ω)) + (||u(t)− v||L1(Ω) − ||u0 − v||L1(Ω))

quando k →∞

= ||u(t)− v||L1(Ω) − ||u(s)− v||L1(Ω).

Por fim, para o último termo da equação, fazendo k →∞, temos

1

γ

∫ T

0

∫
Ω

σk(f − w)Tγ(u− v) dxdτ → 1

γ

∫ t

s

∫
Ω

(f − w)Tγ(u− v) dxdτ.

Agora, note que

1

γ
Tγ(u− v) =


1, se u(x)− v(x) > 0,

0, se u(x)− v(x) = 0,

−1, se u(x)− v(x) < 0,

portanto, quando γ → 0,
1

γ
Tγ(u − v) → sgn(u − v) para todo x ∈ Ω. Assim, fazendo

γ → 0 no último termo, obtemos

1

γ

∫ t

s

∫
Ω

(f − w)Tγ(u− v) dxdτ →
∫ t

s

∫
Ω

(f − w)sgn(u− v) dxdτ

≤
∫ t

s

[u(τ)− v, f(τ)− w]+ dτ.

Combinando as estimativas, vem que

||u(t)− v||L1(Ω) − ||u(s)− v||L1(Ω) ≤
∫ t

s

[u(τ)− v, f(τ)− w]+ dτ
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para 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Logo, como A é o fecho de A∩ (L∞(Ω)×L∞(Ω)) em L1(Ω)×L1(Ω),

existem sequências de funções vn e wn tal que, através o Lema de Fatou ocorrem as

convergências, ||u(t) − vn||L1(Ω) → ||u(t) − v||L1(Ω) e ||u(s) − vn||L1(Ω) → ||u(s) − v||L1(Ω)

em L1(Ω). Também, como o produto semi-interno superior normalizado é contínuo, a

última desigualdade se mantém para toda (v, w) ∈ A. Portanto, pela Definição 3.3.4, u é

solução integral de (CP )(u0, f) e pelos Teoremas 3.3.4 e 3.3.3, u é a única solução integral

e a única solução mild de (CP )(u0, f). Consequentemente, devido a unicidade da solução

mild, concluímos que u é a única solução renormalizada de (CP )(u0, f).

Como A é m-acretivo, vale o princípio da contração para soluções mild u, v. Conside-

rando o resultado acima, o mesmo vale para soluções renormalizadas u, v.

Corolário 4.6.1. Sejam u, v soluções renormalizadas de (4.1) correspondentes aos dados

iniciais (u0, f), (v0, g) ∈ L1(Ω)× L1(0, T ;L1(Ω)), respectivamente. Então,

||(u(t)− v(t))+||L1(Ω) ≤ ||(u0 − v0)+||L1(Ω) +

∫ t

0

||(f(s)− g(s))+||L1(Ω) ds

para cada 0 ≤ t ≤ T .
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