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Itajubá, fevereiro de 2017



Universidade Federal de Itajubá
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Itajubá, fevereiro de 2017



i
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Resumo

Métodos diretos baseados em função energia para análise de estabilidade de tensão

têm o objetivo de quantificar a vulnerabilidade de um sistema elétrico de potência

quanto à instabilidade de tensão e colapso. O termo instabilidade de tensão des-

creve a situação na qual as magnitudes de tensão nas barras do sistema elétrico

variam significativamente da faixa de operação aceitável. Tal condição pode ser

provocada, por exemplo, por mudanças no sistema ou aumento progressivo nas

cargas. Se, finalmente, as magnitudes de tensão decaem de forma abrupta e

descontrolada em uma área do sistema, o termo colapso de tensão se aplica. A

metodologia de função energia para análise de estabilidade de tensão é depen-

dente das soluções das equações que descrevem o problema de fluxo de potência;

não apenas da solução usual (ponto de operação do sistema de potência), como

também de soluções alternativas particulares, que apresentam baixa magnitude

de tensão em uma barra ou grupo conectado de barras (soluções de baixa tensão).

As soluções de baixa tensão são de importância fundamental no processo de co-

lapso de tensão, uma vez que este está associado à ocorrência de uma bifurcação

local entre a solução operativa do fluxo de potência e uma solução de baixa tensão.

Neste trabalho, investigamos dois aspectos principais da metodologia de função

energia para análise de estabilidade de tensão. Primeiramente, o problema de

identificação da solução de baixa tensão que bifurca com a solução operativa no

ponto de colapso (solução de baixa tensão cŕıtica) é discutido. Com este objetivo,

é examinada a habilidade do método do vetor tangente em apontar corretamente

a solução de baixa tensão cŕıtica. Mostramos que a técnica é consistente com o

mecanismo das soluções de baixa tensão. Ademais, uma nova metodologia para

o cálculo do vetor tangente é proposta, que permite antecipar a determinação da

solução de baixa tensão cŕıtica relativamente ao método tradicional. O segundo
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aspecto tratado é o problema de definição do grupo de soluções de baixa tensão

de interesse para a análise de estabilidade. Para grandes sistemas não é viável

calcular todas as soluções de baixa tensão, sobretudo num ambiente de tempo

real. Assim, determinar as soluções de baixa tensão relacionadas, em particular,

à área cŕıtica do sistema é uma necessidade da abordagem de função energia.

Mostramos que o uso combinado da metodologia de soluções de baixa tensão e

da técnica do vetor tangente fornece bons resultados quanto à determinação da

área vulnerável do sistema nos pontos iniciais do processo de carregamento do

mesmo.

Além dos estudos realizados a cerca dos problemas conceituais que envolvem

as soluções de baixa tensão, este trabalho propõe função auxiliar para a definição

do perfil de vulnerabilidade de um sistema elétrico. O cálculo de vulnerabilidade

é realizado para o caso base, e atribui a cada barra do sistema um valor escalar

(ńıvel de vulnerabilidade). A partir dos ńıveis de vulnerabilidade associados, as

barras podem ser agrupadas em regiões de maior e menor vulnerabilidade. A

medida de vulnerabilidade de todas as barras é dependente da solução usual do

fluxo de potência e de uma única solução de baixa tensão, que é determinada com

o aux́ılio da técnica do vetor tangente. Ressaltamos que a metodologia da função

auxiliar apresenta restrições, pois mostrou bons resultados apenas para sistemas

pequenos (por exemplo, IEEE-14, IEEE-30 e IEEE-57 barras).

Palavras–chave: estabilidade de tensão, fluxo de potência, função ener-

gia, métodos diretos, soluções de baixa tensão, vetor tangente



Abstract

Direct methods based on energy function for voltage instability assessment are

used for quantifying the vulnerability of power systems to problems of voltage

instability and collapse. The term voltage instability describes the situation in

which bus voltage magnitudes vary significantly from the acceptable operating

range. Such a condition may be caused by, for example, system changes or an

increase in load. If bus voltage magnitudes finally fall in a sudden and uncon-

trollable decline in certain system area, the term voltage collapse is applied. The

energy based methodology for voltage stability analysis relies on the solutions

of the power flow equations; not only the power system operating point (which

is related to the usual power flow solution) is of interest, but also particular al-

ternative solutions that present low voltage magnitude in a single bus or single

connected group of buses (low voltage solutions). The low voltage solutions play

an important role in the voltage collapse mechanism, since it is directly associ-

ated with a local bifurcation between the operable solution and a low voltage

solution. Two main topics regarding the energy function approach for voltage

stability analysis are addressed in this thesis. First, the problem of identifying

the low voltage solution that ultimately bifurcates with the operable solution at

the collapse point (critical low voltage solution) is discussed. For this sake, the

ability of the tangent vector method to correctly identify the critical low voltage

solution is investigated. We show that the technique is consistent with the mecha-

nism of the low voltage solutions. Moreover, a new methodology for the tangent

vector calculation is proposed, which allows to anticipate the identification of the

critical low voltage solution in comparison with the traditional method. Second,

the problem of defining the group of low voltage solutions needed to carry out the

stability assessment is examined. For large systems it is impractical to calculate
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all possible low voltage solutions, mainly in a real time environment. So, deter-

mining the set of low voltage solutions particularly related to the weak area of the

power system is a need associated with the energy function approach. We show

that the combined use of the low voltage solution methodology and the tangent

vector technique yields good results concerning the location of the critical area

of the system from the initial operating points.

In addition to the studies regarding the conceptual problems related to the

low voltage solutions, an auxiliary function for defining the vulnerability profile of

a power system is proposed. The vulnerability measure is performed at the base

case, and assigns a scalar value (vulnerability level) to each system bus. Based

on the associated vulnerability levels, the buses can be grouped, defining areas of

greater and lesser vulnerability. The vulnerability calculation for all the system

buses depends on the operable power flow solution and on a single low voltage

solution, which is determined with the help of the tangent vector technique. We

highlight that the auxiliary function methodology is restricted in its use, since

good results were yielded solely for small systems (for example, IEEE-14, IEEE-30

and IEEE-57 bus systems).

Keywords: direct methods, energy function, low voltage solutions,

power flow, tangent vector, voltage stability
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2.5.1 Bifurcação sela-nó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.2 Expressão matemática de uma função energia para análise de es-

tabilidade de tensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.3 Construção da expressão da energia potencial para um sistema que

considera perdas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.4 Soluções de baixa tensão das equações do fluxo de potência . . . . 53

4.4.1 Cálculo das soluções de baixa tensão das equações do fluxo

de potência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.4.2 O problema de identificação da solução de baixa tensão cŕıtica 56
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Caṕıtulo 1

Introdução

Métodos diretos baseados em função energia foram inicialmente utilizados para

análise de estabilidade transitória de sistema elétricos de potência [1, 2, 3, 4, 5, 6],

com o objetivo de verificar a capacidade do sistema em alcançar uma condição

aceitável de operação, após a ocorrência de um distúrbio (ou falha), tais como,

curtos-circuitos em elementos do sistema, desligamento de elementos e perda de

grandes blocos de carga e/ou geração. Um sistema elétrico, quando sujeito a uma

falha desta natureza, sofre mudanças em sua configuração. Admite-se que, nas

circunstâncias de falha, ocorre a mudança de configuração do sistema em estágios

distintos: de sistema pré-falha para sistema em falha, e desta, para sistema pós-

falha. A metodologia convencional de análise de estabilidade transitória faz uso

de métodos de integração numérica para analisar, na ocorrência de uma falha, o

comportamento dos geradores do sistema. Através deste exame, determina-se se a

estabilidade foi mantida ou não. O método tem aplicabilidade em qualquer ńıvel

de detalhe do modelo de sistema elétrico de potência, e as informações sobre

as variáveis do sistema ficam dispońıveis durante o peŕıodo transitório, assim

como no peŕıodo de regime permanente. No entanto, a necessidade de intensa

integração numérica torna a técnica lenta [6]. Em contraste a esta abordagem,

os métodos diretos determinam a estabilidade do sistema diretamente a partir

de funções energia. No método baseado em função energia, a estabilidade do

sistema, após uma falha, é determinada comparando-se a energia do sistema à

um valor cŕıtico de energia (Ecr). No momento de eliminação da falha, o sistema

1
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se encontra num estado definido por X(tef ) ∈ Rn, que é a solução de

Ẋ(t) = ξF (X(t)), ξF : Rn → Rn (1.1)

que modela o sistema de potência durante o peŕıodo da falha. Após a eliminação

da falha, o sistema é descrito por

Ẋ(t) = ξpF (X(t)), ξpF : Rn → Rn. (1.2)

Admitindo-se que (1.2) possui um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável (ou

seja, um ponto operativo aceitável) Xs, o sistema alcança a estabilidade somente

se X(tef ) pertencer à região de estabilidade de Xs. A área de atração (ou região

de estabilidade) de Xs corresponde ao subconjunto de condições iniciais cujas

trajetórias, iniciando dentro deste conjunto, tendem para este ponto de equiĺıbrio

assintoticamente estável quando o tempo tende ao infinito [7]. A metodologia de

função energia determina a estabilidade do sistema a partir do valor da função

energia associado a um ponto de equiĺıbrio instável particular, situado na fronteira

da área de atração de Xs. Este valor espećıfico define o valor cŕıtico de energia

Ecr. Se o valor da função energia associado a X(tef ) é menor ou igual a Ecr,

conclui-se que a trajetória do sistema pós-falha convergirá para Xs.

A função energia é obtida a partir do conjunto de equações diferenciais or-

dinárias não lineares que modelam a dinâmica do sistema elétrico de potência

(SEP). A expressão matemática para a energia pode ser interpretada como a

energia global do sistema, sendo composta de uma parte cinética e de uma parte

potencial. De modo a admitir uma função energia, um modelo de sistema elétrico

deve apresentar certas restrições. Por exemplo, não é posśıvel definir uma função

de Lyapunov (isto é, uma função escalar de estado que é localmente positiva de-

finida em torno de um ponto de equiĺıbrio estável) que satisfaça ao prinćıpio de

invariância de LaSalle (o teorema assume que a derivada no tempo da função

energia é menor ou igual a zero) para um modelo de sistema que considera per-

das [8]. Funções energia que estendem o prinćıpio de invariância clássico foram

propostas para modelos de sistemas que consideram perdas [8]; porém os modelos

devem assumir condutâncias de transferência pequenas. O prinćıpio de variância

estendido admite que a derivada no tempo da função energia pode ser positiva
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em algumas regiões do espaço de estados. Funções energia, que não são funções

de Lyapunov, foram descritas por [9] para uma classe de sistemas dinâmicos que

admitem conjuntos limite formados por pontos de equiĺıbrio hiperbólicos e órbitas

fechadas. No entanto, para uma grande classe de sistemas dinâmicos não line-

ares, que descrevem de maneira compreenśıvel (ou maneira mais completa) um

sistema elétrico de potência, a estrutura de seus conjuntos limite pode ser muito

complexa, admitindo além de pontos de equiĺıbrio hiperbólicos e órbitas fecha-

das, soluções quase periódicas e caos. Para essa classe de modelo de sistema são

usadas as funções tipo energia numéricas [10, 11]. Este tipo de função, no en-

tanto, não é considerado verdadeiramente uma função energia. Outra proposta

para modelos dinâmicos de sistemas elétricos gerais, ou seja, aqueles que apre-

sentam ciclos limite complexos, são as funções energia generalizadas [12], que

correspondem à generalização das funções de Lyapunov e funções energia. Uma

das caracteŕıstica das funções energia generalizadas é o fato de também poderem

apresentar derivada no tempo positiva em algumas regiões limitadas do espaço

de estados.

Apenas em meados da década de 1980, o método da função energia foi aplicado

para análise do problema de estabilidade de tensão associado à variação de carga

do sistema [13, 14, 15, 16, 17]. Para este fim, o SEP é modelado como

Ẋ(t) = ξ(X(t), λ), ξ : Rn → Rn (1.3)

onde λ ∈ R é o parâmetro (carga do sistema) que varia lentamente, numa escala de

tempo de minutos a horas. O ponto de operação do sistema (solução de equiĺıbrio

estável Xs de (1.3)) se move num modo quase-estático em direção ao ponto de

colapso de tensão, levado por aumentos graduais de carga do sistema. No ponto de

colapso, o parâmetro do sistema atinge seu valor cŕıtico (λcr); o ponto de equiĺıbrio

estável desaparece devido a uma bifurcação local e o sistema perde a estabilidade

[18]. O fenômeno de colapso de tensão está associado à diminuição da área de

atração do ponto de equiĺıbrio estável. À medida que λ aumenta, a região de

atração da solução operativa Xs diminui. Ao longo do processo de carregamento

do SEP, os pontos de equiĺıbrio da região de estabilidade aproximam-se uns dos

outros, e podem desaparecer devido à bifurcações locais. Em λcr, X
s e um ponto

de equiĺıbrio instável Xu se fundem em um só ponto. Acima de λcr, o sistema
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não tem solução.

Bifurcações sela-nó e bifurcações induzidas por limite são bifurcações locais

associadas ao problema de estabilidade de tensão; caracterizam-se pelo fato de

que dois pontos de equiĺıbrio se fundem num valor de parâmetro cŕıtico, e o

sistema não apresenta mais soluções depois deste ponto [19]. Outros tipos de

bifurcações às quais os sistemas elétricos estão sujeitos, como bifurcações de Hopf,

associadas à instabilidade oscilatória, e bifurcações induzidas por singularidade,

que ocorrem em modelos de sistema algébrico-diferenciais, não são reportadas

como relacionadas ao problema de estabilidade de tensão [20].

Na abordagem de estabilidade de tensão, a função energia define a diferença

de energia potencial entre Xu e Xs. A diferença de energia entre os pontos de

equiĺıbrio é avaliada ao longo do curso que o sistema segue até a bifurcação final.

Admitindo-se a lenta variação do parâmetro λ, o modelo dinâmico do sistema

(1.3) pode ser reduzido às equações estáticas [21]

ξ(X(t), λ) = 0. (1.4)

A função energia para análise de estabilidade de tensão é constrúıda a partir de

(1.4), que pode ser descrita pelo conjunto de equações algébricas e não lineares

que compõem o fluxo de potência. Soluções de (1.4) são associadas a pontos de

equiĺıbrio em (1.3) [22]. Assim, o ponto de equiĺıbrio estável Xs está associado

à solução usual do fluxo de potência. A solução instável Xu de interesse está

associada a um tipo particular de solução alternativa do fluxo de potência, que

apresenta baixa magnitude de tensão em uma barra ou grupo conectado de barras

[23].

A identificação antecipada da solução de baixa tensão que finalmente se funde

com a solução operativa do fluxo de potência (solução de baixa tensão cŕıtica)

é um problema em aberto. O conhecimento prévio da solução de baixa tensão

cŕıtica não é uma tarefa simples, uma vez que diferentes padrões de crescimento

de carga podem levar a diferentes pares de soluções que se fundem no ponto de

máximo carregamento do sistema [24]. Com isso, a abordagem de função energia

para análise de estabilidade de tensão requer o acompanhamento da medida de

energia relacionada a um grupo particular de soluções de baixa tensão, durante o

processo que leva o sistema até o ponto de bifurcação final. Diferentes métodos
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foram propostos para tratar a limitação quanto à identificação da solução de baixa

tensão cŕıtica, bem como a definição do grupo de barras para as quais as soluções

de baixa tensão devem ser calculadas. Por estarem diretamente relacionadas ao

estudo que realizamos nesta tese, mais informações sobre tais metodologias são

descritas no Caṕıtulo 4.

1.1 Objetivos e contribuições

O principal objetivo desta tese é investigar dois problemas conceituais da me-

todologia de função energia para análise de estabilidade de tensão, relacionados

às soluções de baixa tensão do fluxo de potência, com o uso da técnica do vetor

tangente [25]. O vetor tangente corresponde ao passo preditor do método de fluxo

de potência continuado [26]. Os seguintes aspectos foram abordados:

• a definição do grupo de barras relacionado à área vulnerável do sistema

para as quais as soluções de baixa tensão devem ser calculadas;

• a identificação da solução de baixa tensão cŕıtica ao longo do processo de

carregamento do sistema até o ponto de bifurcação final.

Com este fim, testes foram realizados nos sistemas IEEE-30, IEEE-57 e IEEE-

118 barras. Com respeito ao primeiro aspecto, mostramos que o uso combinado

da técnica do vetor tangente e da metodologia das soluções de baixa tensão pode

gerar bons resultados quanto à definição da área cŕıtica do SEP [27]. Em relação

ao segundo aspecto, verificamos que a informação do vetor tangente é consistente

com a determinação da solução de baixa tensão cŕıtica, mesmo sob condições de

sistema que causam variações não lineares das áreas cŕıticas do SEP [27].

A influência dos limites de potência reativa das unidades geradoras sobre a

medida de energia potencial das soluções de baixa tensão e sobre a informação

do vetor tangente é observada. Mostramos que a curva de energia potencial

das soluções de baixa tensão pode apresentar descontinuidades em pontos onde

os limites de controle são atingidos. A análise conjunta do comportamento das

soluções de baixa tensão e da informação do vetor tangente, sob a influência da

violação de limites de potência reativa, levou à proposta de uma nova formulação
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para o cálculo do vetor tangente, que possibilita a antecipação da identificação

da solução de baixa tensão cŕıtica, comparativamente ao método tradicional [27].

As curvas de energia que foram obtidas nas simulações relacionadas aos objeti-

vos descritos acima estão associadas à medida da energia potencial das soluções do

fluxo de potência. A expressão usada para a energia potencial decorre de maneira

direta de uma função energia para análise de estabilidade de tensão [13]. Con-

tudo, com cunho puramente didático, apresentamos uma construção matemática

mais simples para a expressão da energia potencial.

Um outro estudo, que podemos descrever como dissociado da análise do me-

canismo das soluções de baixa tensão, foi realizado com relação à contribuição de

cada barra do SEP no valor da medida da função energia de uma dada solução

do fluxo de potência. As análises realizadas levaram à proposta de uma função

auxiliar que possibilita associar as barras à ńıveis de vulnerabilidade. Todavia, os

testes com a função auxiliar só se mostraram favoráveis em sistemas pequenos, o

que restringe sua aplicação. Apesar das restrições, a função auxiliar foi aplicada

em [28], com resultados positivos. Nestes trabalhos, a função que propomos foi

utilizada como ferramenta auxiliar para definição da configuração de um SEP que

leve a maior robustez com respeito à estabilidade de tensão.

1.2 Organização do texto

Este documento de tese está organizado em sete caṕıtulos:

i. O Caṕıtulo 2 apresenta uma breve revisão sobre álgebra linear e os principais

conceitos de sistemas dinâmicos que fundamentam os estudos realizados

nesta tese. De modo particular, o comportamento dinâmico de um sistema

nas vizinhanças de um ponto de bifurcação sela nó é estudado.

ii. O Caṕıtulo 3 descreve o problema de colapso de tensão em sistemas elétricos

de potência. O modelo da variedade central para o colapso de tensão é

analisado; o uso do modelo estático do SEP para análise de estabilidade de

tensão de regime permanente é justificado, e alguns ı́ndices de estabilidade

de tensão são introduzidos, entre eles, a função energia.
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iii. O Caṕıtulo 4 apresenta uma revisão sobre função energia para análise de

estabilidade de tensão. Em especial, a função energia relacionada aos es-

tudos desenvolvidos nesta tese é apresentada. Uma construção matemática

mais simples para esta função energia é proposta. A expressão matemática

que descreve a energia potencial para um modelo de sistema baseado nas

equações algébricas do fluxo de potência, e que admite perdas, é destacada.

Tal expressão define a função que foi usada, nas simulações realizadas, para

produzir as curvas de energia de múltiplas soluções das equações que des-

crevem o problema do fluxo de potência.

iv. O Caṕıtulo 5 descreve a investigação que realizamos sobre a aplicação do

método do vetor tangente para tratar os problemas conceituais da abor-

dagem de função energia para estabilidade de tensão, relacionados com as

soluções de baixa tensão do fluxo de potência. A nova formulação para o

cálculo do vetor tangente é apresentada, bem como os resultados obtidos

nos testes realizados.

v. O Caṕıtulo 6 apresenta a função auxiliar proposta para definição de perfil

de vulnerabilidade de um SEP.

vi. O Caṕıtulo 7 finaliza o trabalho apresentando as conclusões.



Caṕıtulo 2

Fundamentos matemáticos

Neste caṕıtulo, apresentamos de maneira suscinta os conceitos da teoria de sis-

temas dinâmicos que fundamentam os estudos realizados nesta tese. Para maior

detalhamento sobre o conteúdo apresentado o leitor pode se referir a [7, 29].

2.1 Algumas definições

2.1.1 Vetores e matrizes

Usando a representação matricial, um vetor X que pertence ao espaço Euclidiano

Rn será denotado por uma matriz coluna,

X =




X1

X2

...

Xn




(2.1)

Uma matriz An,n é descrita por

An,n =




a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...

an,1 an,2 · · · an,n




(2.2)

8
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O produto AX é descrito pelo vetor

AX =




∑n
j=1 a1,jXj

...
∑n

j=1 an,jXj


 (2.3)

Um grupo de vetores N1, . . . ,Nk em Rn são ditos linearmente independentes

se

α1N1 + . . .+ αkNk = 0 (2.4)

só possuir solução trivial αj = 0, j = 1, . . . , k. Se N1, . . . ,Nk são linearmente

independentes e M é a combinação linear

M = β1N1 + . . .+ βkNk (2.5)

então os βj, j = 1, . . . , k, são únicos.

2.1.2 Subespaço de Rn e base de um subespaco

Um subespaço de Rn é uma coleção de todas as posśıveis combinações lineares

de um dado conjunto de vetores. Sejam os vetores N1, . . . ,Nk, o conjunto

S = {α1N1 + . . .+ αkNk|αj ∈ R} (2.6)

é um subespaço de Rn. Dizemos que o conjunto S é gerado por N1, . . . ,Nk.

Uma coleção de vetores N1, . . . ,Nk é uma base de um subespaço S se os Nj

são linearmente independentes e geram S. Denotamos dimensão de S, dim S, o

número de vetores que formam a base de S.

Uma reta através da origem em Rn forma um subespaço de dimensão 1 em

Rn, uma vez que qualquer vetor sobre esta reta pode ser escrito como αN , onde

N ∈ Rn é um vetor não nulo que recai sobre a reta e α ∈ R é arbitrário.

2.1.3 Autovalores e autovetores

Um vetor coluna vj é um autovetor (à direita) de uma matriz An,n se vj é uma

solução não nula para o sistema de equações lineares dado por (A− γjI)vj = 0,

ou, Avj = γjvj. A quantidade γj é chamada de autovalor de A, e vj é um

autovetor associado a γj.
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Dado que vj 6= 0, segue que γj é um autovalor de A se e somente se γj é uma

ráız da equação caracteŕıstica det(A − γI) = 0. Uma vez que A é n × n, esta

equação é um polinômio de grau n, que possui então n ráızes.

Um autovetor à esquerda wj de uma matriz An,n é o vetor coluna definido

por wT
j A = γjw

T
j .

Note que (AT − γjI)wj = 0. As matrizes A e AT compartilham os mesmos

autovalores, uma vez que possuem o mesmo determinante.

Os autovalores de uma matriz An,n podem ser reais ou complexos, distintos

ou repetidos; seus autovetores associados podem ter elementos complexos.

2.2 Alguns conceitos em sistemas dinâmicos

2.2.1 Terminologias

Um sistema dinâmico descreve a evolução no tempo de todos os pontos de um

dado espaço S, que pode ser entendido como, por exemplo, o espaço de estados

de algum sistema f́ısico. Considerando-se um ponto inicial X ∈ Rn, um sistema

dinâmico define a posição X em unidades de tempo posteriores. Se o tempo

for medido em unidades inteiras (t = 1, t = 2, t = 3, . . .), Xt1 , Xt2 , Xt3 , . . .,

corresponderá às novas posições de X nos tempos indicados. Assim, a trajetória

de X é dada por Xt. O sistema dinâmico é de tempo discreto quando as posições

Xt são medidas usando-se valores inteiros para t. Se o tempo é medido continua-

mente, com t ∈ Rn, o sistema é de tempo cont́ınuo. A função que leva de t a Xt

gera tanto uma sequência de pontos quanto uma curva em Rn, que representa a

evolução de X de −∞ a ∞.

Um sistema dinâmico suave em Rn é uma função continuamente diferenciável

φ : R × Rn → Rn , onde φ(t,X) = φt(X). Uma função é continuamente di-

ferenciável se todas as suas derivadas parciais existem e são cont́ınuas no seu

domı́nio de definição. Comumente, funções continuamente diferenciáveis são cha-

madas funções de classe C1. A terminologia φ(t,X0) = φt(X0) descreve a tra-

jetória, ou solução do sistema, que passa por X0 em t0. Note que φ0 : Rn → Rn

corresponde a φ0(X0) = X0.

De modo geral, um sistema dinâmico suave sempre produz um campo de
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vetores em Rn através da seguinte regra: dado φt(X0), seja

ξ(X(t)) =
d

dt
φt(X0) (2.7)

onde ξ : Rn → Rn denota um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO)

não lineares e é definido como

ξ(X(t)) =




ξ1(X1, . . . , Xn)
...

ξn(X1, . . . , Xn)


 (2.8)

A função φt está associada à solução X(t) = (X1(t), . . . , Xn(t)) de Ẋ = ξ(X(t)).

A função X : J → Rn definida num intervalo J ⊂ R é tal que para todo t ∈ J ,

Ẋ(t) = ξ(X(t)). Uma condição inicial ou valor inicial para a soluçãoX : J → Rn

é especificada como X(t0) = X0, onde t0 ∈ J . Logo, a trajetória φt(X0) está

associada à solução X(t) que satisfaz a condição inicial X(t0) = X0.

Geometricamente, X(t) é uma curva em Rn cujo vetor tangente Ẋ(t) se

iguala a ξ(X(t)) e existe para todo t ∈ J . Pode-se pensar neste vetor tangente

como baseado em X(t) de tal modo que o mapa ξ : Rn → Rn define um campo

de vetores em Rn, ou seja, ξ(X(t)) representa um vetor cujas componentes são

(ξ1(X1, . . . , Xn), . . . , ξn(X1, . . . , Xn)). Note que o sistema descrito é autônomo,

uma vez que nenhuma das funções ξj depende de t.

2.2.2 Teorema da existência e unicidade

Considere o problema de valor inicial

Ẋ(t) = ξ(X(t)), X(t0) = X0 (2.9)

onde X0 ∈ Rn. Suponha que ξ : Rn → Rn seja de classe C1, ou seja, suas

derivadas parciais (∂ξi/∂Xi) existem e são cont́ınuas no seu domı́nio de definição.

Então, existe solução para este problema de valor inicial e ela é única (veja Cap.

17 de [7] para a demonstração deste importante teorema).

Esse resultado é complementado pela propriedade da soluçãoX(t) ser cont́ınua

com relação à condição inicial X0.
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2.2.3 Estabilidade de um ponto de equiĺıbrio no sentido

de Lyapunov

Seja o sistema dinâmico não linear (sistema de equações diferenciais ordinárias

não lineares de primeira ordem) dado por

Ẋ(t) = ξ(X(t)), ξ : Rn → Rn (2.10)

onde ξ : Rn → Rn satisfaz as condições para existência e unicidade de soluções.

X∗ é ponto de equiĺıbrio de ξ(X(t)), ou seja, X∗ é solução de ξ(X(t)) = 0.

Se uma condição inicial coincide com o ponto de equiĺıbrio, ou seja, X(t0) =

X∗, então o sistema permanece neste ponto indefinidamente.

O ponto de equiĺıbrio X∗ é estável se para toda vizinhança O de X∗ em Rn

existe uma vizinhança O1 de X∗ em O, de tal forma que toda solução X(t) com

X0 ∈ O1 é definida e permanece em O para todo t > t0.

O ponto de equiĺıbrio X∗ é assintoticamente estável se O1 puder ser escolhida

de tal forma que, além das propriedades de estabilidade, tem-se limt→∞ φt(X0)→
X∗.

Um ponto de equiĺıbrio X∗ que não é estável é chamado instável. Neste caso,

existe uma vizinhança O de X∗ tal que para toda vizinhança O1 de X∗ em O,

existe pelo menos uma solução X(t) começando em X0 ∈ O1 que não fica em O

para todo t > t0.

Note que esta classificação de estabilidade se baseia na evolução temporal da

distância entre uma solução X(t), com valor inicial X0 numa vizinhança de X∗,

e o ponto X∗. Adotando-se, por conseguinte, uma norma para a definição de

estabilidade, podemos escrever:

• X∗ é estável se, e somente se, dado ε > 0, existe δ(ε) = δ(ε, t0) tal que para

toda condição inicial X0 satisfazendo ‖X0−X∗‖ < δ(ε) tem-se ‖φt(X0)−
X∗‖ < ε para todo t > t0 (veja Fig. 2.1).

• X∗ é assintoticamente estável se atender às condições de estabilidade espe-

cificadas no item anterior e, adicionalmente, φt(X0)→X∗ quando t→∞
(veja Fig. 2.2).
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• X∗ é globalmente assintoticamente estável se ele é estável e para todo X0 ∈
Rn, φt(X0) → X∗ quando t → ∞. Neste caso, X∗ é único ponto de

equiĺıbrio de (2.10).

X⇤

X0

✏

�(✏)

X0
X⇤

✏

�(✏)

Figura 2.1: Ponto de equiĺıbrio estável.

X⇤

X0

✏

�(✏)

X0
X⇤

✏

�(✏)

Figura 2.2: Ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável.

2.2.4 Linearização de sistemas não lineares em torno de

um ponto de equiĺıbrio

O sistema Ẋ(t) = ξ(X(t)), com ξ(X∗) = 0, pode ser linearizado em torno de X∗

expressando-se a função ξ(X(t)) numa série de Taylor no pontoX∗, desprezando-

se os termos de ordem superior (só a aproximação linear é considerada). Assim,

a linearização é descrita por

Ż(t) = Dξ(X∗)Z(t) = AZ(t). (2.11)
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onde Z(t) = X(t)−X∗, eA = Dξ(X∗) denota a matriz Jacobiana de ξ avaliada

em X∗.

Dizemos que um ponto de equiĺıbrio X∗ de (2.10) é hiperbólico se todos

os autovalores de Dξ(X∗) tem parte real não nula. O teorema de Hartman-

Grobman estabelece que, na vizinhança de um ponto de equiĺıbrio hiperbólico, um

sistema não linear de dimensão-n apresenta um comportamento qualitativamente

equivalente ao do sistema linear correspondente. Assim, sob o ponto de vista

local, a linearização possibilita que seja previsto o comportamento das soluções

do sistema não-linear que se iniciam na vizinhança de um ponto de equiĺıbrio

hiperbólico. Se o ponto de equiĺıbrio é não hiperbólico, ou seja, algum autovalor

de A = Dξ(X∗) têm parte real nula, então a linearização não permite predizer

a sua estabilidade.

2.2.5 Sistema de equações diferenciais lineares

Seja o sistema de equações diferenciais lineares dado por

Ż = AZ(t) (2.12)

onde Z ∈ Rn, e a matriz de coeficientesA é n×n. Tal sistema pode ter diferentes

tipos de solução, dependendo do tipo dos autovalores de A (reais, complexos,

distintos ou repetidos) e da forma canônica resultante. Considere, por exemplo,

que a matriz A possua n autovalores reais distintos γ1, . . . , γn com autovetores

associados v1, . . . ,vn. Então, os vetores vj são linearmente independentes. É

posśıvel fazer uma transformação linear de tal modo que a matriz de coeficientes

do sistema fique na forma canônica, e o sistema seja facilmente resolvido. A

transformação linear é realizada como segue.

Existe uma matiz T tal que T−1AT assume a forma canônica:

T−1AT =




γ1
. . .

γn


 (2.13)

onde todos os elementos fora da diagonal são 0 (zero). A matriz Tn,n tem por colu-

nas os autovetores vj da matriz de coeficientes A. Um sistema Ẏ = (T−1AT )Y
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assume a forma

Ẏ1 = γ1Y1
...

Ẏn = γnYn

(2.14)

cuja solução é dada pelo sistema

Y (t) =




c1e
γ1t

...

cne
γnt


 (2.15)

que satisfaz a condição inicial Y (0) = (c1, . . . , cn). A solução geral para o sistema

Z = AZ(t) é dada por ˙Z(t) = TY (t), que pode ser descrita na forma

Z(t) =
n∑

j=1

cje
γjtvj (2.16)

Como dito anteriormente, a forma canônica para A difere da apresentada em

(2.13) quando seus autovalores não forem reais e distintos.

Suponha que os autovalores γ1, . . . , γk da matriz de coeficientesA sejam nega-

tivos, e os autovalores γk+1, . . . , γn sejam positivos (e todos são reais e distintos).

Como não há autovalores com parte real nula, a matriz A é chamada hiperbólica.

Do mesmo modo, o sistema Ż = AZ(t) (ou Ẋ = AX(t), assumindo X∗ = 0,

sem perda de generalidade) é dito hiperbólico. Qualquer solução que começa no

subespaço gerado pelos vetores v1, . . . ,vk permanece neste subespaço por todo

tempo e tende à origem quando t→∞. Este subespaço é identificado como su-

bespaço estável. De modo similar, o subespaço gerado pelos vetores vk+1, . . . ,vn

constitui o subespaço instável, onde todas as soluções que ali começam se afas-

tam da origem. Todas as outras soluções tendem ao subespaço instável quando

t→∞; e tendem ao subespaço estável quando t→ −∞. Tal comportamento é o

análago em dimensão n do retrato de fases tipo sela de um sistema planar linear.

Suponha agora que os n autovalores de A sejam negativos. Neste caso, todas

as soluções tendem à origem, o que caracteriza um retrato de fase do tipo “poço”.

Similarmente, se os n autovalores de A forem positivos, todas as soluções se

afastam da origem, determinando um retrato de fases do tipo “fonte”.
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Conjuntos invariantes

Formalizaremos aqui a propriedade de invariância dos subespaços gerados pelos

autovetores à direita da matriz A de (2.12) que foi descrita anteriormente:

• Um conjunto S ∈ Rn é invariante com respeito a (2.12) se, para qualquer

Z0 ∈ S, φt(Z0) ∈ S para todo t ∈ R.

• Um conjunto S ∈ Rn é positivamente (negativamente) invariante com res-

peito a (2.12) se, para qualquer Z0 ∈ S, φt(Z0) ∈ S para todo t ≥ 0(t ≤ 0).

2.2.6 Pontos de equiĺıbrio tipo k

Um ponto de equiĺıbrio hiperbólico X∗ de (2.10) é chamado tipo k se a matriz

Jacobiana correspondente, Dξ(X∗), tem k autovalores com parte real positiva, e

n− k autovalores com parte real negativa.

A partir de (2.11) e (2.16), que descrevem o comportamento das soluções na

vizinhança de X∗, vemos que X∗ é assintoticamente estável se, e somente se, é do

tipo 0, uma vez que as soluções exibem decaimento exponencial. X∗ é instável

se pelo menos um autovalor tem parte real positiva. Um ponto de equiĺıbrio

assintoticamente estável é chamado poço. Se todos os autovalores de Dξ(X∗)

tem parte real positiva o ponto de equiĺıbrio instável X∗ é chamado fonte. Se

alguns autovalores de Dξ(X∗) são positivos e outros negativos, X∗ é chamado

de sela.

2.2.7 Variedades invariantes (invariant manifolds)

Seja o sistema não linear dado por (2.10); sejam também X∗, ponto de equiĺıbrio

de (2.10), e Dξ(X∗) a matriz Jacobiana do sistema linearizado (2.11). Os auto-

vetores à direita da matriz Dξ(X∗) podem gerar três subespaços vetoriais em Rn

invariantes com respeito a (2.11):

• subespaço estável Ee(X∗), gerado pelos autovetores associados aos autova-

lores cuja parte real é negativa;

• subespaço instável Ei(X∗), gerado pelos autovetores associados aos auto-

valores cuja parte real é positiva;
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• subespaço central Ec(X∗), gerado pelos autovetores associados aos autova-

lores cuja parte real é nula;

Com relação ao sistema não linear (2.10), nas vizinhanças do ponto de equiĺıbrio

X∗, existem conjuntos invariantes com respeito a (2.10), de mesma dimensão que

os subespaços associados a (2.11), chamados variedades invariantes, quais sejam

a variedade estável, a variedade instável e a variedade central. Uma variedade

invariante é um subconjunto S do espaço de estados tal que toda trajetória

começando em S (φt(X0), com X0 ∈ S) está em S para |t| > 0. Na vizinhança

do ponto de equiĺıbrio, as variedades estável, instável e central são tangentes

ao subespaço correspondente (veja Fig. 2.3). Geometricamente, uma variedade

pode ser representada como uma linha curva, superf́ıcie ou hipersuperf́ıcie, sem

auto interseções, ou outros pontos singulares. Para a vizinhança de um ponto de

Subespaço estável

Variedade estável

Subespaço instável

Variedade instável

Figura 2.3: Variedades estável e instável.

equiĺıbrio hiperbólicoX∗, isto é, um ponto onde a linearização não gera subespaço

central, e cujo subespaço Ei(X∗) é de dimensão k, o teorema da Variedade Local

Invariante estabelece que existe uma variedade instável local, W i
loc(X

∗), de di-

mensão k, e uma variedade estável local, W e
loc(X

∗), de dimensão n− k, cada uma

contendo o ponto X∗, para as quais o seguinte se aplica:

i. As variedades W e
loc(X

∗) e W i
loc(X

∗) são localmente invariantes com respeito

a (2.10) e contêm o ponto X∗.

ii. O espaço tangente (conjunto de todos os vetores tangentes) à W e
loc(X

∗) em

X∗ é Ee(X∗), e o espaço tangente à W i
loc(X

∗) em X∗ é Ei(X∗).
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iii. Se uma condição inicial X0 ∈ W e
loc(X

∗), então limt→+∞ φt(X0)→X∗.

iv. Se uma condição inicial X0 ∈ W i
loc(X

∗), então limt→−∞ φt(X0)→X∗.

Finalmente, a variedade global estável e a variedade global instável de um ponto

de equiĺıbrio hiperbólico X∗, também denotadas como variedade estável e varie-

dade instável, W e(X∗) e W i(X∗), respectivamente, são únicas e invariantes com

respeito a (2.10); e podem ser descritas como:

W e(X∗) =
{
X0 ∈ Rn : φt(X0)→X∗quando t→ +∞

}
(2.17)

W i(X∗) =
{
X0 ∈ Rn : φt(X0)→X∗quando t→ −∞

}
(2.18)

As variedades estável e instável de um ponto de equiĺıbrio hiperbólico X∗ se

interceptam transversalmente emX∗. Esta interseção transversal persiste mesmo

quando o campo de vetores ξ(X(t)) é submetido à perturbação.

2.2.8 Área de atração de um ponto de equiĺıbrio assinto-

ticamente estável

Um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável de um sistema não linear rara-

mente é globalmente assintoticamente estável. Existe um subconjunto do espaço

de estados cujas trajetórias iniciando dentro desse conjunto tendem para o ponto

de equiĺıbrio quando o tempo tende para o infinito. Este conjunto é conhecido

como área de atração, domı́nio de atração, bacia de atração, região de atração e

região de estabilidade. Para um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável Xs

do sistema (2.10)1, a área de atração A(Xs) é definida como:

A(Xs) =
{
X0 ∈ Rn : φt(X0)→Xsquando t→ +∞

}
(2.19)

2.3 Conjunto limite

Conjuntos limites são conjuntos para os quais uma trajetória de (2.10) pode se

aproximar quando t tende a +∞ ou a −∞. Um ponto de equiĺıbrio assintotica-

1Note que, neste caso, a matriz Jacobiana do sistema linearizado em torno de Xs, Dξ(Xs),

possui somente autovalores com parte real negativa
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mente estável de (2.10) é um exemplo de conjunto limite. Matematicamente, um

conjunto limite é definido como segue.

Sejam um ponto P ∈ Rn e a solução φ(t,X0) de (2.10). O ponto P é um

ponto w− limite de φ(t,X0) se existe uma sequência {ti} em R, com ti →∞, tal

que P = limi→∞φ(ti,X0). O conjunto de todos os pontos w− limite de φ(t,X0)

é dito conjunto w− limite de φ(t,X0) e é denotado por w(X0). O ponto P é um

ponto α− limite de φ(t,X0) se existe uma sequência {ti} em R, com ti → −∞,

tal que P = limi→∞φ(ti,X0). O conjunto de todos os pontos α − limite de

φ(t,X0) é chamado conjunto α− limite de φ(t,X0) e é denotado por α(X0).

Se Xs é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável de (2.10) ele é o

conjunto w − limite de todo ponto de sua área de atração A(Xs). Assim, alter-

nativamente, definimos a área de atração como

A(Xs) = {X ∈ Rn : w(X) = Xs} (2.20)

O conjunto w − limite captura o comportamento assintótico de uma trajetória

num tempo positivo. De maneira análoga, o conjunto a − limite apresenta esta

propriedade para o tempo negativo.

Além de pontos de equiĺıbrio hiperbólicos, existem outros tipos de soluções

para onde as trajetórias do sistema (2.10) podem se aproximar, tais como, soluções

periódicas, soluções quasi-periódicas e soluções caóticas. Não descreveremos ma-

tematicamente estas soluções, pois não estão no contexto desta tese.

2.4 Função de Lyapunov e Função Energia

Função de Lyapunov e função Energia são funções escalares auxiliares a partir

das quais infere-se a respeito da dinâmica do sistema não linear. O uso de funções

auxiliares possibilita o estudo da estabilidade do sistema sem resolver numerica-

mente o conjunto de equações diferenciais que o governa.

Como visto na Sec. (2.2.6), a determinação da estabilidade de um ponto de

equiĺıbrio hiperbólico é direta. Para casos diferentes deste, o método da função

de Lyapunov, proposto pelo matemático russo Aleksandr Lyapunov, constitui-se

numa maneira alternativa de determinação de estabilidade assintótica de um dado
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ponto de equiĺıbrio. O prinćıpio de invariância de LaSalle, que estende a teoria de

Lyapunov, pode ser usado para obter estimativas da região de estabilidade de um

ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável. No entanto, os métodos baseados no

prinćıpio de invariância de LaSalle determinam, na verdade, um subconjunto da

verdadeira região de estabilidade; funções energia, por outro lado, visam estima-lá

de maneira exata [30].

Para uma dada classe de sistemas dinâmicos autônomos não lineares que ad-

mite uma função energia é posśıvel estimar e caracterizar dinamicamente e topo-

logicamente a região de estabilidade de um ponto de equiĺıbrio assintoticamente

estável. Os conjuntos limites dessa classe de sistemas dinâmicos é composto exclu-

sivamente de pontos de equiĺıbrio hiperbólicos e órbitas fechadas. Esta restrição a

respeito dos conjuntos limites limita o uso de métodos de análise de estabilidade

dinâmica baseados em função energia, pois para um numeroso grupo de siste-

mas dinâmicos não lineares a estrutura dos conjuntos limite é bastante complexa,

apresentando, além de pontos de equiĺıbrio hiperbólicos e soluções periódicas,

soluções quasi-periódicas e caos [12]. Dessa forma, estes tipos de sistemas não

lineares não admitem uma função energia.

2.4.1 Função de Lyapunov

Seja υ : O → R uma função de classe C1 definida num conjunto aberto O ⊂ Rn

que contem um ponto de equiĺıbrio X∗ de (2.10). A derivada no tempo da função

υ(X) tomada ao longo da trajetória do sistema é descrita por:

υ̇(X(t)) =
∂υ(X(t))T

∂X
· Ẋ(t) =

∂υ(X(t))T

∂X
· ξ(X(t)) = Dυ(X(t))T · ξ(X(t))

(2.21)

Note que a derivada no tempo da função υ(X(t)) é obtida sem o conhecimento

expĺıcito da trajetória (solução) do sistema (2.10). Considere a trajetória φt(X),

que corresponde à solução de (2.10) que passa por X quando t = 0. Se υ̇(X(t))

é negativa, então υ(X(t)) decresce ao longo da curva solução que passa por X.

Suponha que

i. υ(X∗) = 0 e υ(X) > 0 se X 6= X∗ e X ∈ O;

ii. υ̇(X) ≤ 0 em O −X∗.
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EntãoX∗ é estável. Adicionalmente, se a função υ(X(t)) também satisfizer

iii. υ̇(X) < 0 em O −X∗,

então X∗ é assintoticamente estável.

Uma função υ(X(t)) que satisfaz as condições (i) e (ii) é chamada de função de

Lyapunov para X∗. Se também a condição (iii) é atendida, υ(X(t)) é denotada

como função de Lyapunov estrita. A grande dificuldade que envolve o método

reside no fato de que não há uma maneira sistemática para se construir uma

função de Lyapunov. É importante observar, ainda, que a teoria da função de

Lyapunov estabelece apenas as condições suficientes para garantir a estabilidade

no sentido de Lyapunov; se, para uma dada função de Lyapunov candidata, as

condições para υ̇(X(t)) não forem atendidas, nada se pode concluir a cerca da

estabilidade do sistema.

2.4.2 Prinćıpio de invariância de LaSalle

O prinćıpio de invariância de LaSalle é um teorema que estende a teoria de Lya-

punov e constitui-se num método para estimar a região de estabilidade de um

ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável. O teorema estabelece que, dado um

sistema na forma de (2.10) e uma função υ : Rn → R de classe C1 (função de

Lyapunov), e sendo L uma constante real tal que ΩL = {x ∈ Rn : υ(X) < L}
seja limitado, admitindo-se que υ̇(X) ≤ 0 para todo x ∈ ΩL e definindo-se

E = {x ∈ ΩL : υ̇(X) = 0}, se B for o maior conjunto invariante contido em E,

então toda solução de (2.10) iniciada em ΩL converge para B quando t→∞.

A area de atração do ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável é calculada

a partir da determinação do maior valor de L para o qual a função de Lyapunov

utilizada atende às condições estabelecidas no teorema.

2.4.3 Função energia

Seja E = {X ∈ Rn : ξ(X) = 0} o conjunto dos pontos de equiĺıbrio de (2.10). A

função ψ : Rn → R, de classe C1, é uma função energia para o sistema (2.10) se

as condições a seguir são satisfeitas [9]:
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i. ψ̇(X) ≤ 0 para todo X ∈ Rn.

ii. Se X0 /∈ E, então, ao longo da trajetória φt(X0), o conjunto {t ∈ R :

ψ̇(φt(X0)) = 0} tem medida nula em R.

iii. Se a trajetória φt(X0) tem um valor limitado de ψ(φt(X0)) para t ∈ R+

então a trajetória φt(X0) também é limitada.

As condições (i) e (ii) implicam que a energia do sistema é estritamente de-

crescente ao longo de qualquer trajetória não trivial. A condição (iii) garante a

não existência de uma trajetória ilimitada cuja energia permaneça limitada ao

longo da trajetória. Com relação ao comportamento global das trajetórias, a teo-

ria de função energia estabele que se existe uma função para o sistema (2.10) que

satisfaz as condições (i) e (ii) então toda trajetória de (2.10) ou converge para

um dos pontos de equiĺıbrio ou vai para o infinito.

Fronteira da área de atração de um ponto assintoticamente estável

Seja Xs um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável do sistema (2.10) e

A(Xs) sua região de estabilidade correspondente. Denota-se por ∂A(Xs) a fron-

teira da área de atração. Considerando-se que (2.10) admita uma função energia

e assumindo-se que todos os pontos de equiĺıbrio de ∂A(Xs) são hiperbólicos,

então toda trajetória na fronteira da área de atração ∂A(Xs) converge para um

dos pontos de equiĺıbrio na fronteira de ∂A(Xs). Como consequência deste resul-

tado, segue que a fronteira da área de atração ∂A(Xs) é composta pela união das

variedades estáveis dos pontos de equiĺıbrio hiperbólicos (instáveis) na fronteira

da região de estabilidade [30]:

∂A(Xs) =
⋃

i

W e(X i) (2.22)

onde X i, i = 1, 2, . . . são pontos de equiĺıbrio hiperbólico em ∂A(Xs). Não en-

traremos em detalhes sobre a caracterização dinâmica da região de estabilidade

de um ponto assintoticamente estável, bem como não apresentaremos a meto-

dologia para estimá-la, uma vez que estes resultados não são necessários para o

entendimento desta tese. O leitor interessado pode recorrer a [30] para consulta

neste tema.



23

2.5 Bifurcação a um parâmetro

Considere que o sistema dinâmico não linear autônomo descrito por (2.10) seja

dependente de um parâmetro λ ∈ R. Para acomodar tal consideração, o sistema

é reescrito como:

Ẋ(t) = ξ(X(t), λ) = ξλ(X(t)), ξ : Rn x R→ Rn (2.23)

Uma bifurcação ocorre quando há uma mudança significativa na estrutura das

soluções de (2.23) quando da variação do parâmetro λ. Por exemplo, seja a

equação diferencial de primeira ordem

ẋ = x2 + λ (2.24)

com x ∈ R e λ ∈ R. Para cada λ fixo, tem-se fλ(x) = f(x, λ) = λ + x2.

Quando λ = λcr = 0, a equação (2.24) tem um ponto de equiĺıbrio em xλcr =

0 (fλcr(xλcr) = 0); para λ > 0 a equação não tem pontos de equiĺıbrio, uma

vez que fλ(x) > 0 para todo x; no entanto, quando λ < 0, existe um par de

pontos de equiĺıbrio. Assim, uma bifurcação ocorre quando o parâmetro passa

por λcr = 0 (veja Fig.(2.4)). Dizemos que fλcr não é estruturalmente estável e

λcr é um parâmetro de bifurcação. Note que Dxfλ(x) = 2x, de tal forma que

Dxfλcr(xλcr) = 0. Ainda com relação a (2.24), se x∗ é um ponto de equiĺıbrio,

�

x

Figura 2.4: Diagrama de bifurcação para fλ(x) = λ+ x2.

tem-se que fλ(x
∗) = 0. Se Dxfλ(x

∗) 6= 0, ou seja, é invert́ıvel, o Teorema da

Função Impĺıcita garante que para pequenas perturbações em λ não há mudanças

na estrutura local próxima a x∗; isto é, a equação diferencial ẋ = fλ+ε(x) tem
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um ponto de equiĺıbrio x∗(ε) que varia continuamente com ε (para ε pequeno).

Dessa maneira, bifurcações para equações diferenciais de primeira ordem apenas

ocorrem para o caso não hiperbólico, onde Dxfλ(x
∗) = 0, como no exemplo

anterior. Estendendo-se este resultado ao sistema (2.23), se X∗λ∗ é um ponto de

equiĺıbrio hiperbólico em λ = λ∗, então, para todo λ próximo a λ∗ existe um

único ponto de equiĺıbrio hiperbólico Xλ do sistema perturbado, ou seja, o ponto

de equiĺıbrio hiperbólico persiste sob pequenas variações do parâmetro λ. Além

disso, o tipo de estabilidade do ponto de equiĺıbrio perturbado Xλ é o mesmo de

X∗λ∗ ; por exemplo, se X∗λ∗ é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico tipo k, então Xλ

também é tipo k.

2.5.1 Bifurcação sela-nó

O tipo de bifurcação descrita no exemplo anterior é chamada bifurcação sela-nó.

Numa bifurcação sela-nó, um par de pontos de equiĺıbrio se fundem num ponto

de bifurcação quando da variação do parâmetro até um valor máximo; além do

valor máximo o sistema não possui mais pontos de equiĺıbrio. Formalmente, uma

bifurcação sela-nó é descrita como segue.

Seja Xλcr ∈ Rn um ponto de equiĺıbrio não hiperbólico de (2.23), para um

parâmetro fixo λ = λcr, i.e., ξ(Xλcr , λ
cr) = ξλcr(Xλcr) = 0. Dizemos que

(Xλcr , λ
cr) é um ponto de bifurcação sela-nó, se a matriz Jacobiana do sistema

avaliada neste ponto, DXξλcr(Xλcr), tem um único autovalor simples igual a zero

e as seguintes condições de transversalidade são satisfeitas:

DXξλcr(Xλcr)v = DT
Xξλcr(Xλcr)w = 0 (2.25)

wT ∂ξλcr(Xλcr)

∂λ
6= 0 (2.26)

wT [D2
Xξλcr(Xλcr)v]v 6= 0 (2.27)

onde v é o autovetor à direita e w é o autovetor à esquerda de DXξ(Xλcr) asso-

ciados ao autovalor nulo (os autovetores são normalizados). A primeira condição

implica que a matriz Jacobiana DXξλcr(Xλcr) é singular; a segunda e terceira

condições implicam que não há ponto de equiĺıbrio para λ > λcr (ou λ < λcr,

dependendo do sinal de (2.27).
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A seguir, descreveremos o comportamento dinâmico do sistema (2.23) próximo

ao ponto de bifurcação sela-nó tipo zero, segundo a descrição apresentada em [31],

que se fundamenta na teoria de bifurcação sela-nó genérica do matemático Jorge

Sotomayor. Tal bifurcação nos interessa particularmente, pois tem ligação direta

com o problema de colapso de tensão estático, em cujo contexto se enquadram

os estudos realizados nesta tese.

2.5.2 Comportamento dinâmico do sistema próximo ao

ponto de bifurcação sela-nó do tipo zero

Os pontos de bifurcação sela-nó podem ser classificados segundo o número de

autovalores da matriz DXξλcr(Xλcr) com parte real positiva. O ponto (Xλcr , λ
cr)

é um ponto de bifurcação sela-nó do tipo k (k ∈ N) se DXξλcr(Xλcr) tem k

autovalores com parte real positiva e n−k−1 autovalores com parte real negativa.

Assume-se que λ varia quase-estaticamente, de tal modo que se (2.23) tem

um ponto de equiĺıbrio estável Xs
λ, num dado λ fixo, e se o estado X do sistema

é inicialmente próximo de Xs
λ, então, a dinâmica do sistema faz X seguir o ramo

de Xs
λ enquanto λ varia lentamente. Dessa forma, o ponto de equiĺıbrio estável

muda de posição, porém continua sendo estável. Mas, admitamos que, próximo

a λcr, exista uma vizinhança N de Xλcr e δ > 0 tal que existem dois pontos

de equiĺıbrio hiperbólico Xs
λ e Xu

λ em N para λ ∈ (λcr − δ, λcr); e não existe

ponto de equiĺıbrio em N para λ ∈ (λcr, λcr + δ). Xs
λ é um ponto de equiĺıbrio

hiperbólico do tipo 0 e Xu
λ é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico do tipo 1. O

ponto de equiĺıbrio estável Xs
λ se funde com o ponto de equiĺıbrio instável Xu

λ

em λcr. Assim, em λ = λcr, o sistema (2.23) tem um único ponto de equiĺıbrio

Xλcr , que é um ponto de quiĺıbrio sela-nó do tipo zero, que possui um autovalor

simples com valor zero e os outros n− 1 autovalores com partes reais negativas.

Logo antes da bifurcação, Xu
λ está na fronteira da área de atração do ponto Xs

λ,

(∂A(Xs
λ)). Além disso, Xu

λ é o ponto de equiĺıbrio instável mais próximo de Xs
λ.

Uma vez que Xu
λ é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico do tipo 1 sua vari-

edade instável W i(Xu
λ ) é unidimensional; e esta pode ser decomposta em três
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subvariedades invariantes:

W i(Xu
λ ) = W i

− ∪Xu
λ ∪W i

+ (2.28)

A subvariedade W i
− recai na área de atração de Xs

λ e a subvariedade W i
+ fica fora

de A(Xs
λ). A variedade estável de Xs

λ, W
e(Xs

λ), intercepta a variedade instável

de Xu
λ ao longo de W i

−, e dessa forma, liga Xu
λ a Xs

λ (veja Fig. 2.5).

Em λcr, onde Xu
λ e Xs

λ se fundem em Xλcr , DXξλcr(Xλcr) tem um autovalor

nulo com autovetor à direita associado (o autovetor zero à direita) que aponta

na direção na qual Xu
λ e Xs

λ se aproximaram. Os outros n − 1 autovalores de

DXξλcr(Xλcr) permanecem com parte real negativa. Assim, o ponto de equiĺıbrio

Xλcr possui uma variedade estável W e(Xλcr) de dimensão n− 1 e uma variedade

central W c(Xλcr) unidimensional, que pode ser decomposta como segue (veja Fig.

2.6):

W c(Xλcr) = W c
− ∪Xλcr ∪W c

+ (2.29)

O autovetor zero à direita é tangente a W c(Xλcr). Note que a variedade estável

W e(Xλcr) divide a variedade central em duas regiões distinstas: W c
+, que é uma

trajetória única que se afasta de Xλcr e W c
−, onde as trajetórias convergem para

Xλcr . Xλcr é um ponto de equiĺıbrio instável, dessa forma, uma perturbação

pode levar o estado do sistema para um ponto em W c
+ próximo a Xλcr , e assim,

o estado do sistema move ao longo de W c
+, divergindo de Xλcr . Se o valor de λ

cresce além de λcr, Xλcr desaparece e não há outro ponto de equiĺıbrio próximo.
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W i
+(Xu

� )

W i
�(Xu

� )

W e(Xu
� )

Xu
�

Xs
�

Figura 2.5: Pontos de equiĺıbrio e variedades logo antes da bifurcação. (Reproduzido

de [31].)

X�cr

W e(X�cr )

W c
�

W c
+

Figura 2.6: Ponto de equiĺıbrio e variedades no momento da bifurcação. (Reproduzido

de [31].)



Caṕıtulo 3

O problema de colapso de tensão

em sistemas elétricos de potência

3.1 Introdução

Um sistema elétrico de potência (SEP) é considerado estável se permanece no

estado operativo sob condições normais de operação ou, após submetido a um

distúrbio, recupera um estado operativo viável. Considera-se um distúrbio, ou

perturbação, uma mudança súbita na condição operativa do SEP ou num parâme-

tro do sistema. Os diferentes tipos de distúrbios podem ser agrupados em duas

classes: distúrbio de evento ou distúrbio de carga. Curtos-circuitos em elementos

do sistema, desligamento de elementos e perda de grandes blocos de carga e/ou

geração são exemplos de distúrbios de evento. As variações normais de carga

constituem um distúrbio de carga. Normalmente, os distúrbios de evento levam

a mudanças na configuração do SEP. Por outro lado, de modo geral, o sistema

permanece inalterado após os distúrbios de carga [32].

A situação de instabilidade do SEP pode estar associada a dois fatores: (i)

incapacidade do sistema em manter o sincronismo entre as unidades geradoras

interligadas; (ii) incapacidade do sistema em manter um ńıvel de tensão adequado

em todos os barramentos. O primeiro caso refere-se ao fenômeno de instabilidade

angular do rotor, o segundo, ao fenômeno de instabilidade de tensão [32].

O estudo de estabilidade de tensão de regime permanente, também conhecido

28
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como estudo de estabilidade de tensão para pequenos sinais, trata da capaci-

dade do SEP em manter ńıveis adequados de tensão nos barramentos, não só

sob condições normais de operação, mas também após a ocorrência de pequenas

perturbações, como aumentos incrementais das cargas do sistema [33]. Assim,

o SEP é considerado estável com relação à tensão quando é capaz de manter as

magnitudes de tensão nas barras do sistema dentro de valores operacionais. O

colapso de tensão é identificado quando, após uma perturbação, algumas barras

registram uma progressiva e incontrolável queda de tensão.

De modo geral, o problema de colapso de tensão, no contexto de distúrbio de

carga, está associado ao aumento da demanda do sistema além de certos limites,

bem como à incapacidade do sistema em manter um suporte adequado de potência

reativa nas barras de carga, causada por limitações na geração e transmissão de

potência reativa [20].

Diferentes tipos de bifurcações locais estão associadas à instabilidade de sis-

temas de potência. Bifurcações sela-nó (veja Sec. 2.5.1) estão diretamente re-

lacionadas ao problema de colapso de tensão. Quando limites são inclúıdos no

modelo do sistema, tal como os limites de injeção de potência reativa, ocor-

rem as chamadas bifurcações induzidas por limite, que também levam o sis-

tema ao colapso de tensão. Bifurcações de Hopf, associadas à instabilidade os-

cilatória, e bifurcações induzidas por singularidade, que ocorrem em modelos de

sistema algébrico-diferenciais, não estão relacionadas ao problema de estabilidade

de tensão [20].

Neste caṕıtulo, revisamos alguns conceitos de estabilidade de tensão, particu-

larmente os relacionados ao problema de colapso de tensão causado por variação

lenta na demanda do sistema, pois neste contexto se enquadram os estudos rea-

lizados nesta tese. Nas seções que seguem são descritos(as):

• o mecanismo de colapso de tensão através de uma bifurcação sela-nó;

• as importantes informações obtidas a partir do autovetor zero à direita

(autovetor associado ao autovalor zero da matriz Jacobiana no ponto de bi-

furcação sela-nó) relacionadas a sua propriedade de indicar a direção inicial

do colapso de tensão (Tais informações têm relação direta com as análises

desenvolvidas neste trabalho.);



30

• a justificativa para a determinação do ponto de bifurcação e do autovetor

zero à direita a partir do modelo estático do SEP;

• as bifurcações induzidas por limites;

• a técnica de fluxo de potência continuado para o cálculo da margem de

carregamento do SEP; e

• alguns ı́ndices para determinação da margem de estabilidade do sistema.

3.2 O mecanismo de colapso de tensão através

de uma bifurcação sela-nó

Considere o modelo de sistema elétrico de potência na forma geral dada por

(2.23), que é replicada aqui como:

Ẋ(t) = F (X(t),λ) =⇒ Ẋ = F (X,λ) (3.1)

onde X ∈ Rn é o vetor de estado do sistema, composto, por exemplo, pelos

ângulos internos dos geradores, velocidades angulares, magnitudes de tensão e

ângulos das barras do sistema; λ ∈ Rp é um vetor de parâmetros que variam no

tempo, tais como ńıveis de potência ativa e reativa nas barras de carga do sistema,

e F : RnxRp → Rn corresponde ao conjunto de equações diferenciais que define o

campo de vetores não linear associado às variáveis de estado X (veja Sec. 2.2.1).

Seja Xs um ponto de equiĺıbrio estável (assintoticamente estável) de (3.1) (veja

Sec. 2.2.6). O modelo estático F (X,λ) = 0 define a posição no espaço de estados

do ponto de equiĺıbrio estável em função de λ. À medida que os parâmetros do

sistema variam lentamente (modo quase-estático), Xs muda de posição no espaço

de estados, mas continua sendo um ponto de equiĺıbrio estável. O sistema (3.1)

apresenta uma bifurcação sela-nó (BSN) no ponto (Xcr,λcr). (As condições para

uma BSN estão descritas na Sec. 2.5.1 ). No ponto de bifurcação sela-nó, λ atinge

o valor máximo local λcr, onde o ponto de equiĺıbrio estável Xs se funde com um

ponto de equiĺıbrio hiperbólico do tipo1 Xu, que logo antes da bifurcação estava

na fronteira da área de atração de Xs (∂A(Xs)) (veja descrição deste processo na
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Sec. 2.5.2). Para valores maiores que λcr, o sistema (3.1) não apresenta solução.

A matriz Jacobiana de (3.1) avaliada em Xcr, DXFλcr(Xcr), apresenta um único

autovalor simples igual a zero, cujo autovetor à direita associado é denotado por

autovetor zero à direita.

O modelo para descrição do colapso de tensão assume que o autovetor zero à

direita, que é tangente à variedade central de Xcr (W c(Xcr), aponta no sentido

da subvariedade W c
+. Considerando-se tal condição, uma perturbação faz o es-

tado do sistema divergir de Xcr. Como Xcr é um ponto de equiĺıbrio instável, as

trajetórias com condições iniciais próximas de Xcr divergem deste, aproximada-

mente na direção do autovetor zero. Mais especificamente, as trajetórias que se

iniciam em pontos que pertencem a W c
+ se afastam deXcr e permanecem em W c

+;

as trajetórias que se iniciam próximas a W c
+ se afastam de Xcr aproximadamente

ao longo de W c
+, e se aproximam exponencialmente de W c

+.

A dinâmica do sistema (3.1), no ponto de bifurcação, é definida pela posição

de W c
+ no espaço de estados. (Lembre que W c

+ encerra uma trajetória de sistema

única.) Se W c
+ está posicionada de maneira que algumas magnitudes de tensão

decaiam ao longo de W c
+, então o movimento ao longo de W c

+ determina um

colapso de tensão.

O mecanismo de colapso de tensão descrito é conhecido como modelo da va-

riedade central para o colapso de tensão [31, 34]. Ressaltamos a seguir três

importantes resultados deste modelo, relacionados ao autovetor zero à direita:

(r1) O autovetor zero à direita descreve a direção no espaço de estados na qual

o ponto de equiĺıbrio move logo antes da bifurcação.

(r2) O autovetor zero à direita descreve a direção inicial no espaço de estados

ao longo da qual o colapso de tensão dinâmico ocorre.

(r3) O autovetor zero à direita determina o padrão no qual as magnitudes de

tensão e outras quantidades inicialmente decaem (dinamicamente) no co-

lapso de tensão.

É importante observar que o modelo quase-estático, onde F (X,λ) = 0 define

a posição dos pontos de equiĺıbrio, se aplica somente antes da bifurcação. Depois

da bifurcação, o modelo dinâmico (3.1) se impõe.
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3.3 Modelos de sistemas elétricos de potência

para estudos de estabilidade

No Cap. 2, apresentamos alguns fundamentos da teoria de sistemas dinâmicos.

Em especial, revisamos a teoria de bifurcação sela-nó (Sec. 2.5), que tem relação

direta com o problema de colapso de tensão em sistemas elétricos de potência,

conforme detalhado na seção anterior. A teoria foi apresentada aplicando-a a

uma famı́lia de sistemas descritos puramente por um conjunto de equações dife-

renciais ordinárias não lineares, na forma dada por (3.1). Os estudos de estabili-

dade em sistema elétricos de potência, no entanto, estendem e aplicam a teoria

de estabilidade a um modelo de sistema algébrico-diferencial [35], uma vez que

os sistemas elétricos de potência são comumente descritos por um conjunto de

equações algébrico-diferenciais não lineares, na forma que segue

 ẋ

0


 =


 a(x,y,λ)

b(x,y,λ)


 = F (x,y,λ). (3.2)

Em (3.2), x ∈ Rn é o vetor de variáveis dinâmicas relacionadas a diversos ele-

mentos do sistema, tais como geradores e seus controles; λ ∈ Rp é o vetor de

parâmetros de variação lenta, tais como ńıveis de potência ativa e reativa das car-

gas do sistema; a : Rn X Rm X Rp → Rn corresponde ao conjunto de equações

diferenciais que define o campo de vetores não linear associado às variáveis de

estado x; e y ∈ Rm é o vetor de variáveis algébricas, tais como magnitudes

e ângulos das tensões nas barras do sistema, que são definidas pelas equações

algébricas b : Rn X Rm X Rp → Rm. Um ponto de equiĺıbrio é denotado por

(x∗,y∗,λ∗), para o qual a(x∗,y∗,λ∗) = 0 e b(x∗,y∗,λ∗) = 0. Se a matriz

Jacobiana das equações algébricas, ∂b(x,y,λ)/∂y, é não singular ao longo das

trajetórias de interesse do sistema, o Teorema da Função Impĺıcita garante que

existe uma função h(x,λ), tal que y = h(x,λ); e dessa forma, o sistema (3.2)

pode ser reformulado como [36, 37]:

ẋ ≡ a(x, h(x,λ),λ). (3.3)

Assim, o comportamento de (3.2) pode ser estudado através do sistema pura-

mente diferencial descrito por (3.3). Ainda, se ∂b(x,y,λ)/∂y é não singular ao
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longo das trajetórias de interesse do sistema, [36, 37] mostram também que o

comportamento de (3.2) ao longo destas trajetórais é determinado pelos autova-

lores da matriz Jacobiana de (3.2) avaliada nos pontos de equiĺıbrio de interesse,

D(x,y)F (x∗,y∗,λ∗):

D(x,y)F (x∗,y∗,λ∗) = D(x,y)F |∗=


Dxa |∗ Dya |∗
Dxb |∗ Dyb |∗


 (3.4)

Além disso, num ponto de bifurcação sela-nó (Xcr,ycr,λcr) as condições de trans-

versalidade (2.25-2.27) são equivalentes a [37]:

D(x,y)F |cr v = DT
(x,y)F |cr w = 0

wT ∂F

∂λ

∣∣∣∣
cr

6= 0

wT [D2
(x,y)F |cr v]v 6= 0 (3.5)

onde v e w são, respectivamente, os autovetores normalizados à direita e à es-

querda de D(x,y)F |cr.

3.4 Relação entre bifurcação sela-nó do modelo

estático e bifurcação sela-nó do modelo dinâ-

mico

Embora um SEP seja modelado através de um sistema agébrico diferencial, a

determinação do ponto de bifurcação e o cálculo dos autovetores zero à direita e

à esquerda podem ser feitos a partir do modelo estático do sistema, mais espe-

cificamente, através das equações algébricas não lineares que definem o fluxo de

potência [21]. Nesta seção, revisamos estes conceitos.

3.4.1 Margem de carregamento

Considere que o estado de um SEP descrito por (3.2), que inicialmente está num

ponto de equiĺıbrio estável (assintoticamente estável) Xs com parâmetro λ0, é

levado até o ponto de bifurcação Xcr em λcr, após sucessivos incrementos dos
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parâmetros de carregamento em λ. A distância
∣∣λcr−λ0

∣∣ define a margem de car-

regamento do SEP. A determinação dos pontos de operação do sistema, (Xs,λ),

ao longo da variação quase-estática de λ é feita a partir das equações não line-

ares estáticas F (x,y,λ) = 0. Admitindo-se a variação lenta do parâmetro λ, é

posśıvel considerar que as tensões terminais dos geradores são mantidas constan-

tes. Neste sentido, as barras externas dos geradores podem ser consideradas como

barras PV. Assumindo-se esta abordagem, o modelo estático pode ser reduzido

a um subconjunto deste sistema, composto somente pelas equações do fluxo de

potência [21, 38]:

0 = g1(δ,y)

0 = g2(δ,y,λ)



 =⇒ 0 = G(Z,λ) (3.6)

onde y ∈ Rnpq é o vetor composto pelas magnitudes e ângulos das tensões nas

barras de carga (barras tipo PQ); δ ∈ Rnpv é o vetor composto pelos ângulos das

tensões das barras externas dos geradores (barras tipo PV); g1 descreve o balanço

de potência ativa nas barras tipo PV e g2 descreve os balanços de potência ativa

e reativa nas barras tipo PQ.

Considere, por exemplo [18], o SEP de duas barras da Fig.3.1. A barra externa

do gerador G é a barra de referência, com magnitude de tensão V1 e ângulo 0. Uma

linha de tramsmissão sem perdas e de reatânciaXL liga o gerador a uma carga PQ.

As potências ativa e reativa consumidas pela carga são P2 e Q2, respectivamente.

As equações algébricas do fluxo de potência para este sistema são:

0 = −V2V1
XL

sin θ2 − P2

0 = − V
2
2

XL

+
V2V1
XL

cos θ2 −Q2 (3.7)

onde θ2 e V2 são magnitude e ângulo de tensão da carga PQ. O ponto de operação

do sistema corresponde a X = (θ2, V2). A partir de (3.7), e admitindo-se que

a carga tem um fator de potência constante, i.e., Q2 = P2 tanφ2, obtem-se a

seguinte expressão para V2:

V2 =

√
−a±

√
a2 −X2

LP
2
2 (1 + tan2 φ2) (3.8)

onde

a = P2 tanφ2XL −
(V1)

2

2
(3.9)
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A Fig. (3.2) é um diagrama de bifurcação: mostra a variação de uma variável

Chapter 5

Continuation Power Flow Analysis

This chapter describes a variety of techniques used for determining the point
of collapse of power flow equations with particular emphasis on continuation
power flow analysis. Section 5.1 introduces the maximum loading condition
problem using a didactic 2-bus system. Section 5.2 defines the general model
for the maximum loading condition. Section 5.3 describes direct methods
for computing saddle-node bifurcation and limit-induced bifurcation points
while Section 5.4 describes the continuation power flow technique. Section 5.4
also explains the conceptual differences, advantages and drawbacks of con-
tinuation (or homotopy) methods with respect to direct ones. Subsections
5.4.4 and 5.4.5 discuss the analogy between the continuous Newton’s method
and the homotopy approach and the N −1 contingency analysis, respectively.
Finally, Section 5.5 summarizes the main concepts of the continuation power
flow analysis.

5.1 Background

A relevant problem of power system analysis is the determination of the max-
imum load power consumption that a network can supply. With this aim,
consider the 2-bus test system depicted in Figure 5.1. A similar example con-
sidering voltage dependent load characteristics can be found in Example 14.1
of Chapter 14.

1 2

jxL

v1 + j0 p2 + jq2

Fig. 5.1 2-bus system

F. Milano: Power System Modelling and Scripting, Power Systems, pp. 103–130.
springerlink.com c⃝ Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010

V1 + j0 P2 + jQ2

G
XL

Figura 3.1: Sistema elétrico de potência com 2 barras.

de estado em função do parâmetro de bifurcação; no caso particular em que a

variável de estado é a magnitude de tensão de uma barra, e o parâmetro é o ńıvel

de potência ativa na barra, o diagrama de bifurcação é conhecido como curva PV.

Na Fig. (3.2), observa-se a variação de V2 em função da variação de P2. Para

valores de P2 < P2cr , existem duas soluções: uma com magnitude de tensão alta

e a outra com magnitude de tensão baixa. No entanto, somente a solução de

tensão mais elevada é fisicamente aceitável; sendo a solução de baixa tensão de

interesse matemático. À medida que P2 aumenta (lentamente) as duas soluções se

aproximam uma da outra e, na condição de carregamento cŕıtico P2cr , finalmente

se fundem. Se o carregamento aumenta além de P2cr , não há mais solução para as

equações do fluxo de potência (3.7). As soluções desaparecem numa bifurcação

sela-nó em P2cr , que define a condição de máximo carregamento e corresponde ao

ponto de colapso.

V2

P2
P2cr

Figura 3.2: Diagrama de bifurcação para o sistema da Fig.3.1.
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3.4.2 Determinação do ponto de bifurcação e do autovetor

zero à direita a partir do modelo estático

Os trabalhos em [22, 39, 40] mostram que no ponto onde o conjunto de equações

algébricas do fluxo de potência apresenta uma bifurcação sela-nó, o modelo dinâ-

mico subjacente também apresenta uma bifurcação sela-nó em ponto equivalente.

Considere, por exemplo [22], o modelo dinâmico a seguir que estende o modelo

estático de um SEP descrito por (3.6):

δ̇ = ω

ω̇ = g1(δ,y)−∆ω

ẏ = s(g2(δ,y,λ),ω)





=⇒


 Ż
ω̇


 = F (Z,ω,λ) (3.10)

onde ∆ é a matriz diagonal dos coeficientes de amortecimento dos geradores;

w ∈ Rnpv é o vetor de velocidades angulares dos geradores; e s define um mo-

delo dinâmico de carga qualquer que depende da frequência ω e do balanço de

potências ativa e reativa em cada carga. Assume-se que a matriz Jacobiana Ds

é globalmente invert́ıvel e s(0, 0) = 0. Soluções de (3.6), G(Z∗,λ∗) = 0, corres-

pondem a pontos de equiĺıbrio em (3.10), F (Z∗,ω = 0,λ∗) = 0; uma bifurcação

sela-nó de (3.6) implica em uma bifurcação sela-nó de (3.10); e os dois sistemas

têm os mesmos autovetores zero à direita e à esquerda. Quando uma solução as-

sintoticamente estável Xs = (Zs,ω = 0,λ) de (3.10) é associada a uma solução

Xs = (Zs,λ) de (3.6), é importante lembrar que os conceitos de estabilidade

de pontos de equiĺıbrio (veja Sec. 2.2.6) se aplicam às soluções de sistemas de

equações diferenciais ordinárias, e não aos sistemas de equações algébricas, como

o fluxo de potência.

A matriz Jacobiana de (3.6) é

DZG(Z,λ) =


Dδg1 Dyg1

Dδg2 Dyg2


 (3.11)

e a matriz Jacobiana de (3.10) é

D(Z,ω)F (Z,ω,λ) =




0 I 0

Dδg1 −∆ Dyg1

D(δ,y)sDδg2 Dws D(δ,y)sDyg2


 (3.12)
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No ponto de bifurcação, (3.11) e (3.12) são singulares; ambas possuem um único

autovalor simples igual a zero, com autovetores associados à direita (v) e à

esquerda (w). As condições de transversalidade para o modelo definido pelas

equações do fluxo de potência (3.6) são (as condições são análogas às descritas

por (2.25)-(2.27) para um modelo dinâmico):

DZG
∣∣
cr
vstat = DT

ZG
∣∣
cr
wstat = 0 (3.13)

wT
stat

∂G
∣∣
cr

∂λ
6= 0 (3.14)

wT
stat[D

2
ZG
∣∣
cr
vstat]vstat 6= 0 (3.15)

Os pontos de bifurcação de (3.6) e de (3.10) são, respectivamente, (δcr,ycr,λcr)

e (δcr,ycr,ω = 0,λcr); e os autovetores zero à direita correspondentes são, res-

pectivamente, vcrstat = (δs,ys) e vcrdin = (δs,ys,ω = 0).

Note que o autovetor zero vcrdin (e também vcrstat) está relacionado ao ponto

de equiĺıbrio estável (δs,ys,ω = 0,λs) e não a (δcr,ycr,ω = 0,λcr) (D(Z,ω)F |cr
v = 0). As observações que seguem comentam sobre este fato e ressaltam outros

aspectos importantes.

(r4) Para λ próximo de λcr, vdin (vstat) é uma função cont́ınua de λ. Quando

da aproximação das soluções estável Xs (F (Xs,λ) = 0) e instável tipo 1

Xu (F (Xu,λ) = 0), concomitantemente à aproximação de λ do valor λcr,

o autovetor vdin = (δs,ω = 0,ys) associado ao autovalor simples negativo

de DXF |s que se anulará tende (converge) para vcrdin [22].

(r5) vcrdin (vcrstat) pode ser usado para estimar a direção da solução Xu, uma vez

que, próximo ao ponto de bifurcação, vcrdin descreve a direção na qual Xs

e Xu se aproximam (direção inicial do colapso) (veja Sec. 3.2). Assim,

condições iniciais para o cálculo numérico de Xu podem ser obtidas a patir

de vcrdin [22].

(r6) vcrdin (vcrstat) pode ser obtido a partir do modelo estático (3.6) de um SEP

[38, 22, 39] .
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3.5 Bifurcação induzida por limite

A bifurcação induzida por limite (BIL) é um tipo bifurcação genérica a um

parâmetro que pode ser encontrada nos SEPs quando limites de controle, tais

como, os limites de potência reativa dos geradores, são inclúıdos no modelo do

sistema [20].

De modo geral, à medida que o carregamento do sistema aumenta, a demanda

de potência reativa também aumenta, e como consequência, os limites de injeção

de potência reativa dos geradores (ou outros equipamentos reguladores de tensão)

podem ser atingidos. Os SEPs tornam-se mais vulneráveis ao colapso de tensão

nestas situações [41], pois as BILs implicam na redução da margem de carrega-

mento, e em alguns casos, no desaparecimento do ponto de operação do sistema

(ponto de equiĺıbrio no qual o SEP opera), causando o colapso de tensão. Note

que uma bifurcação sela-nó está relacionada ao limite de transmissão de potência

do SEP; a bifurcação induzida por limite, por outro lado, está associada ao limite

de geração de potência reativa de um ou mais geradores.

Quando limites são considerados no modelo do sistema, a ocorrência do al-

cance do limite gera uma mudança instantânea nas equações do sistema. Com

isso, as matrizes Jacobianas do sistema avaliadas no ponto de equiĺıbrio estável

(ponto de operação) e no ponto de equiĺıbrio instável mais próximo, D(x,y)F
∣∣
Xs e

D(x,y)F
∣∣
Xu , respectivamente, mudam descontinuamente. Sob certas circunstânci-

as, as duas soluções de equiĺıbrio podem se fundir, o que determina o ponto de

colapso de tensão [41, 42].

Não existe singularidade associada a uma BIL. Considerando o modelo de

sistema baseado nas equações do fluxo de potência (3.6), num ponto (δ∗, y∗,

λ∗) onde ocorre uma BIL, a matriz Jacobiana do sistema avaliada neste ponto

(D(δ,y)G |∗) tem todos os autovalores com parte real não nula [43].

As bifurcações induzidas por limite podem ser classificadas em bifurcação

induzida por limite dinâmica (BILD) e bifurcação induzida por limite estática

(BILS), também conhecida como bifurcação sela induzida por limite [43, 37].

Numa BILD, o ponto de equiĺıbrio estável Xs não desaparece quando um limite é

alcançado à medida que o parâmetro λ do sistema varia; numa BILS, ao contrário,

a solução de equiĺıbrio Xs se funde com outra solução e desaparece, e neste caso,



39

a BILS determina a máxima condição de carregamento do sistema [43].

Observe que, após uma BILD, à medida que λ varia, o sistema pode ser levado

ao limite de carregamento (ponto de colapso) tanto através de uma BSN quanto

de uma BILS.

Existem diferentes abordagens para modelar e analisar o efeito dos limites

de potência reativa dos geradores [20]. No contexto de modelo de sistema dado

pelas equações do fluxo de potência (3.6), uma delas consiste em transformar o

gerador, que inicialmente é modelado como barra PV, em barra PQ, quando seu

limite for atingido. Tal transformação altera o conjunto de equações especificadas

em (3.6).

3.6 Cálculo da margem de carregamento através

do fluxo de potência continuado

A determinação do ponto de máximo carregamento do sistema é extremamente

importante para análise de segurança de sistemas elétricos de potência. A partir

desta informação é posśıvel determinar a distância entre o ponto de operação

corrente e o ponto de colapso. Se a distância for muito pequena, o operador

do sistema pode executar ações de prevenção e/ou correção com o objetivo de

manter uma margem de segurança mı́nima, i.e., uma distância mı́nima entre o

ponto de operação do sistema e o ponto de colapso [32, 18].

O método do fluxo de potência continuado (FPC) [26, 46], que traça o dia-

grama de bifurcação (Fig. 3.2) para um modelo de sistema baseado nas equações

do fluxo de potência dado por (3.6), é a técnica mais utilizada para determinação

do ponto de instabilidade de tensão associado tanto a uma BILS quanto a uma

BSN. Métodos diretos baseados em fluxo de potência ótimo [44, 45] são outros

exemplos de técnica para cálculo de margem de estabilidade de tensão. Nesta

abordagem, o fator de potência é maximizado satisfazendo as equações do fluxo

de potência, os limites de magnitude de tensão nas barras e de injeção de potência

reativa dos geradores, entre outros limites de interesse.

As variações de potência ativa gerada e potências ativa e reativa nas cargas
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são descritas, tipicamente, na seguinte forma [46]:

PGi
(λ) = PGi0

(1 + ∆λKGi
) (3.16)

PLi
(λ) = PLi0

(1 + ∆λKLi
) (3.17)

QLi
(λ) = QLi0

(1 + ∆λKLi
) (3.18)

onde PLi0
e QLi0

denotam, respectivamente, as potências ativa e reativa iniciais

numa barra de carga i; PGi0
corresponde à potência ativa inicial gerada numa

barra i (barra PV); KLi
e KGi

são constantes que permitem definir diferentes

cenários de crescimento de carga e geração, respectivamente. PGi0
, PLi0

e QLi0
de-

finem o chamado caso base. Assume-se que todas as cargas têm fator de potência

constante.

O algoritmo do FPC calcula a solução de (3.6) para cada valor do fator de

carregamento λ, segundo uma dada direção de crescimento [46]. O processo

é iterativo e usa um esquema preditor-corretor, tal como mostra a Fig. 3.3. O

algoritmo começa no ponto A=(ZA, λA) , que corresponde à solução das equações

do fluxo de potência no caso base. Um previsor tangente é usado para estimar

a solução B=(ZA + ∆ZA, λA + ∆λA). Em seguida, o passo corretor, com base

na solução estimada B, calcula a solução exata C, para a qual G(Z,λ) = 0.

Problemas de convergência no ponto de máximo carregamento (λcr), e em torno

dele, podem ser contornados através de uma parametrização que consiste em usar

uma das variáveis de estado Zi como parâmetro a ser variado.

Passo preditor (preditor tangente)

O vetor tangente (V T ) num dado ponto (Z∗, λ∗) é dado por [47]:

V T ∗ =
dZ

dλ

∣∣∣∣∣
∗

≈ ∆Z∗

∆λ∗

∆Z∗

∆λ∗
= −

[
DZG

∣∣
∗

]−1 ∂G
∂λ

∣∣∣
∗

(3.19)
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Figure 2.7: Predictor-corrector scheme in the CPF.

margin away from any operating point at risk of collapse. Hence, based on the use

of PV curves, the ATC terms can be defined as [70]:

TTC =
∑

PLo + λc

∑
PD

ETC =
∑

PLo

TRM = 0.05 TTC

The most widely used techniques to find the maximum loading factor λc are the

CPF and the OPF-DM, which are described in Section 2.4.

2.4 Voltage Stability Analysis Tools

2.4.1 Continuation Power Flow (CPF)

The algorithm of the CPF method simply considers a set of power flow equations

reformulated to include a load parameter λ, basically using the generation and load

CV
CV

CV

Preditor

Corretor

Máximo carregamento

�cr�

Figura 3.3: Esquema preditor-corretor no fluxo de potência continuado.

Os passos ∆Z∗ e ∆λ∗ são definidos como

∆λ∗ =
µ∥∥∥V T ∗
∥∥∥
2

(3.20)

∆Z∗ =
µV T ∗∥∥∥V T ∗

∥∥∥
2

(3.21)

O sinal de µ implica aumento ou decréscimo de λ. De modo geral, µ = 1; para

µ > 1 o processo é acelerado.

Uma forma alternativa desta etapa do processo é implementada pelo preditor

secante [48]. No entanto, este método tem a desvantagem de levar a uma previsão

inadequada em certas situações.

Passo corretor

Diferentes metodologias implementam o passo corretor [48]. Em [49], define-se

λp = λ∗+∆λ∗, e para este dado valor de carga obtem-se a solução deG(Z,λp) =

0. No caso de não convergência da solução, λp é reduzido até que se obtenha

convergência, e quando necessário, a parametrizção local é aplicada.
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3.7 Índices de estabilidade de tensão

Índices de estabilidade de tensão são ferramentas que tem o objetivo de esti-

mar/quantificar a distância entre o ponto de operação corrente do sistema e o

ponto de colapso de tensão [20]. A margem de carregamento (curva PV) é um

exemplo de ı́ndice de estabilidade de tensão, sendo um dos mais aceitos e reco-

nhecidos. Existem diversos outros relatados na literatura, dos quais, vamos citar

alguns dos que são baseados no modelo de SEP descrito pelas equações do fluxo

de potência (3.6) e, por esta razão, são classificados como ı́ndices de estabilidade

de tensão estáticos.

Mı́nimo valor singular

O mı́nimo valor singular da matriz Jacobiana de (3.6) pode ser monitorado para

detectar a singularidade no ponto de bifurcação sela-nó [25, 52]. O valor deste

ı́ndice escalar tende a zero nas proximidades da BSN. Em pontos de equiĺıbrio

onde os limites de injeção de potência reativa são alcançados, o ı́ndice apresenta

descontinuidades. Além disso, próximo ao ponto de BSN, ocorre uma variação

abrupta, o que desqualifica este ı́ndice como bom indicador de proximidade do

ponto de colapso de tensão.

Índice do vetor tangente

O ı́ndice do vetor tangente [49], IV T , é outro exemplo de ı́ndice proposto para

detectar a proximidade entre um ponto de equiĺıbrio e o ponto de BSN. O IV T

é dado por:

IV T =

∣∣∣∣∣
dVi
dλ

∣∣∣∣∣

−1

(3.22)

onde dVi/dλ corresponde à componente do V T (3.19) relacionada à magnitude de

tensão Vi de uma barra i associada à componente de maior valor absoluto no V T .

Quando a barra i corresponde à barra cŕıtica do sistema, que é a barra associada

à componente de maior valor absoluto no autovetor zero, o IVT apresenta um

perfil quadrático. À medida que o ponto de colapso se aproxima, dVi/dλ → ∞
e, consequentemente, IV T → 0. Tal como acontece com o mı́nimo valor singular,
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ocorrem descontinuidades no perfil do IV T nos pontos de equiĺıbrio onde limites

de injeção de potência reativa são alcançados.

É interessante observar que as violações de limite que não geram BILSs pro-

duzem descontinuidades nos ı́ndices para detecção de BSN.

Índice de reserva de potência reativa

À medida que o sistema se aproxima do ponto de BSN as reservas de potência

reativa sofrem decréscimo, e alguns geradores atingem seus limites. BILSs estão

diretamente associadas à falta de reserva de potência reativa em certos geradores.

O ı́ndice de reserva de potência reativa (IPR) é definido como [42]:

IPR =
∣∣QGimax

−QGi

∣∣ (3.23)

onde a variável i está associada ao gerador cŕıtico com respeito à BILS; QGimax

é o limite de potência reativa associado com a BILS, e QGi
é a potência reativa

injetada pelo gerador. O IRP é dependente do prévio conhecimento dos geradores

cŕıticos. Assim como ocorre com o IVT, descrito anteriormente, o IRP apresenta

um comportamento quadrático.

Função energia para análise de estabilidade de tensão

É uma função escalar que define a diferença de energia potencial entre duas

soluções do fluxo de potência: a solução convencional e uma solução alterna-

tiva, a qual possui baixa magnitude de tensão em uma barra ou grupo conec-

tado de barras [13, 14, 15, 17]. A solução convencional está associada ao ponto

de equiĺıbrio estável de (3.2); a solução alternativa corresponde a um ponto de

equiĺıbrio instável de (3.2). À medida que o sistema se aproxima do ponto de

colapso de tensão, o valor da função energia tende a zero. A diferença de energia

pode ser traduzida como a distância entre as duas soluções. As referências [41, 16]

reportam que a curva de energia não apresenta descontinuidades em pontos onde

os limites de potência reativa dos geradores são alcançados.

Uma vez que este ı́ndice está relacionado ao tema central desta tese, o próximo

caṕıtulo é dedicado à revisão do uso de função energia nos estudos de estabilidade

de tensão.



Caṕıtulo 4

Função energia aplicada ao

estudo de estabilidade de tensão

4.1 Introdução

Uma função energia (veja Sec. 2.4.3) para estudos de estabilidade de tensão,

ν(Xs,Xu) : Rn×Rn → R, no contexto de variação quase-estática dos parâmetros

de carregamento do sistema, é uma função escalar correspondente à diferença de

energia potencial entre duas soluções do fluxo de potência, denotadas por Xs e

Xu. Xs corresponde à solução usual das equações do fluxo de potência (3.6), e

está associada ao ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável do sistema (3.2).

Lembre que soluções do modelo estático (3.6) correspondem a pontos de equiĺıbrio

do modelo dinâmico do sistema (veja Sec. 3.4.2). Xu corresponde a uma solução

alternativa de (3.6), e está associada a um ponto de equiĺıbrio hiperbólico do tipo 1

(ponto de equiĺıbrio instável) do modelo dinâmico. Essas soluções alternativas do

fluxo de potência são caracterizadas por apresentarem baixa magnitude de tensão.

Uma solução deste tipo, daqui em diante, será denotada por SBT (solução de

baixa tensão). A Fig. 3.2 apresenta, para um sistema de duas barras, a evolução

da SBT e da solução Xs ao longo da variação do carregamento do sistema.

As não linearidades das equações do fluxo de potência implicam em múltiplas

soluções de (3.6); igualmente, existem múltiplas soluções do sistema dinâmico

associado (3.2); embora, para um parâmetro fixo λ, aceita-se a hipótese de que

44
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exista, localmente, um único ponto de equiĺıbrio estável, ao qual relaciona-se o

ponto de operação do sistema dado pela solução usual das equações do fluxo

de potência. De modo geral, quando o SEP está pouco carregado, a solução

convencional das equações do fluxo de potência apresentam magnitudes de tensão

nas barras em torno de 1,0 pu; as SBTs apresentam ńıvel de tensão baixo em uma

barra ou grupo conectado de barras.

Cada SBT calculada está relacionada à uma barra ou área do sistema. De-

notaremos SBTi, a SBT relacionada à barra de número i do SEP. Por exemplo,

num sistema de 3 barras, a SBT2 está associada à Barra 2 do sistema. Uma

SBTi apresenta magnitude de tensão baixa na Barra i, ou num grupo de barras

conectadas à Barra i.

No ponto de bifurcação sela-nó, o ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável

Xs se funde com um ponto de equiĺıbrio hiperbólico do tipo 1 (veja Sec. 3.2).

Logo antes da bifurcação, esta solução instável está na fronteira da área de atração

de Xs (∂A(Xs)) (veja Sec. 2.4.3). Denotaremos por SBTcr a solução do fluxo de

potência (3.6) que está associada à solução instável do tipo 1 que se funde com

Xs na bifurcação final.

Durante a variação quase-estática de λ, os pontos de equiĺıbrio da área de

atração de Xs, A(Xs) (veja Sec. 2.2.8), aproximam-se aos pares e desaparecem

devido à ocorrência de bifurcações locais. Assim, pode-se dizer que o colapso

de tensão está associado à diminuição de A(Xs). À medida que o ponto de

bifurcação (λcr) se aproxima, a distância no espaço de estados entre Xs e os

pontos pertencentes a A(Xs) e ∂A(Xs) diminui. Analogamente, considerando-

se uma energia potencial associada a cada ponto de equiĺıbrio, a diferença de

energia potencial ν(Xs,Xu) entre Xs e os múltiplos pontos de equiĺıbrio instável

decresce. Note que para Xu = SBTcr, ν(Xs,Xu) = 0 no ponto de bifurcação.

Na abordagem de função energia para análise de estabilidade de tensão, avalia-

se a diferença de energia potencial entre a solução convencional do fluxo (Xs)

e múltiplas SBTs. O monitoramento da função energia ν referente a cada par

Xs/SBTi, ao longo do carregamento do sistema, possibilita quantificar o ńıvel

de segurança, no contexto de estabilidade de tensão, de diferentes áreas do SEP.

Neste caṕıtulo, uma função energia para análise de estabilidade de tensão de
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regime permanente [13, 14, 15, 17] é apresentada. Uma construção matemática

mais simples para esta função é desenvolvida; em especial, a expressão para a

energia potencial de um modelo de sistema que considera perdas é obtida. Esta

expressão é de interesse particular, pois foi usada nas simulações realizadas neste

trabalho de doutoramento para gerar as curvas de energia potencial de múltiplas

soluções dos sistemas teste. É apresentada também uma revisão das metodologias

para o cálculo das soluções de baixa tensão das equações do fluxo de potência.

Uma delas, uma variação do chamado Método Simplificado, é descrita com mai-

ores detalhes por tratar-se da técnica empregada nesta tese para o cálculo das

soluções de baixa tensão nas simulações realizadas. Ao final do caṕıtulo, o pro-

blema de identificação da solução de baixa tensão cŕıtica é discutido. Este tópico

é muito relevante, pois determina a motivação para o principal estudo realizado

nesta tese: o uso da técnica do vetor tangente para analisar o mecanismo das

soluções de baixa tensão. Os resultados deste estudo são apresentados no Caṕıtulo

5.

4.2 Expressão matemática de uma função ener-

gia para análise de estabilidade de tensão

Uma das primeiras propostas para o uso de função energia como método para

avaliar o ńıvel de segurança de um SEP com respeito à instabilidade de tensão

é apresentada em [53]. Neste trabalho, a vulnerabilidade do ponto de operação

de um sistema perturbado é avaliada através da medida do tempo estimado para

este ponto sair da área de atração do ponto de equiĺıbrio estável do sistema não

perturbado (sistema determińıstico subjacente). O tempo de sáıda é proporcional

à uma função de Lyapunov (veja Sec. 2.4.1), cuja expressão é derivada de uma

função de Lyapunov para análise de estabilidade transitória apresentada em [3]. O

trabalho em [54] aplica a função energia descrita em [53] para obter um ı́ndice de

segurança que mede a distância para o colapso de tensão em termos do aumento

de demanda de potência ativa necessário para levar o sistema ao colapso. Os

autores em [54] adotam um sistema que não leva em conta perdas, mas que

considera a potência ativa nas cargas dependente da tensão. Por esta razão,
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a função energia utilizada não se caracteriza como uma função de Lyapunov. O

trabalho apresentado em [8] mostra que não existe uma função de Lyapunov geral

que satisfaça o prinćıpio de invariância de LaSalle (veja Sec. 2.4.2) para modelos

de SEP que consideram perdas. Mais recentemente, foram propostas funções

energia para modelos de SEP com perdas que satisfazem a uma extensão do

prinćıpio de invariância clássico [55, 56, 57]. O prinćıpio de invariância estendido

define que a derivada com respeito ao tempo da função energia pode ser positiva

em algumas regiões do espaço de estados. Esta abordagem, no entanto, tem que

assumir que as condutâncias de transferência do sistema são pequenas. Outro

trabalho recente [58] supera esta restrição, embora em parte, pois não propõe a

construção de uma função de Lyapunov geral, mas sim uma função de Lyapunov

espećıfica para um dado conjunto de parâmetros; se os parâmetros mudam, uma

outra função deve ser calculada.

As funções energia em [53, 54] são descritas para um modelo dinâmico de SEP,

e são expressas na forma de uma integral compacta independente de caminho dada

por

ν(Xs, Xu) =

∫ (ω,θu,V u)

(0,θs,V s)

[
(Mω)T ,fT , gT

] [
dωT , dθT , dV T

]T
(4.1)

Na expressão anterior, Xs = (ω = 0,θs,V s) e Xu = (ω,θu,V u) referem-se às

soluções de equiĺıbrio estável e instável, respectivamente; as componentes do vetor

ωT = [ω1 . . . ωm] são as velocidades angulares ωi dos m rotores; o vetor V T =

[V1 . . . Vn] contém as magnitudes de tensão Vi das n barras do sistema, e o vetor

θT = [θ1 . . . θn] contém os n ângulos θi das tensões; M é a matriz diagonal que

contém as constantes de inércia dos geradores; fT = fT (θ,V ) e gT = gT (θ,V )

estão associados às equações algébricas que definem, respectivamente, as injeções

de potência ativa e reativa. As componentes destes vetores são:

fi(θ,V ) = Pi −
n∑

j=1

BijViVj sin(θi − θj) (4.2)

gi(θ,V ) = (Vi)
−1
[
Qi(Vi) +

n∑

j=1

BijViVj cos(θi − θj)
]

(4.3)

onde Bij corresponde à parte imaginária da matriz de admitância nodal (Yij =

Yji = Gij + jBij) associada à susceptância da linha que liga as Barras i e j (Gij
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está associada à condutância de transferência); Pi é a injeção de potência ativa

especificada da i-ésima barra, e Qi(Vi) é a injeção de potência reativa especificada

dependente da magnitude de tensão da i-ésima barra. A expressão (4.1) define

uma função de Lyapunov quando as seguintes restrições são admitidas no modelo

do sistema [54]: as injeções de potência ativa são constantes; todavia, as injeções

de potência reativa podem ser modeladas como uma função da magnitude de

tensão; e as condutâncias de transferência são desprezadas. Para o caso de um

sistema de n barras, a resolução da integral independente de caminho descrita

por (4.1) leva a

ν(Xs,Xu) =
1

2
ωTMω −

n∑

i=1

∫ V u
i

V s
i

Qi(Vi)

Vi
dVi

−
n∑

i=1

Pi(θ
u
i − θsi )−

1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

V u
i V

u
j Bij cos(θui − θuj )

+
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Bij cos(θsi − θsj) (4.4)

A expressão (4.4) pode ser interpretada como a energia total do sistema. O

primeiro termo da função corresponde à energia cinética; todos os outros termos

definem a energia potencial.

A referência [13] introduziu a técnica de usar a porção de (4.4) referente

à energia potencial como ı́ndice para quantificar a vulnerabilidade do sistema

quanto à estabilidade de tensão em regime permanente. Assim, a expressão para

a função energia é obtida unicamente a partir de (4.2) e (4.3). O trabalho em [13]

também introduziu a metodologia para obter uma função energia para um sistema

que considera perdas: são acrescentados a fi e gi termos constantes associados às

condutâncias de transferência, na forma que segue:

fi(θ,V ) = Pi −
n∑

j=1

BijViVj sin(θi − θj)

−
n∑

j=1

GijV
s
i V

s
j cos(θsi − θsj) (4.5)
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gi(θ,V ) = (Vi)
−1

[
Qi(Vi) +

n∑

j=1

BijViVj cos(θi − θj)
]

−(V s
i )−1

n∑

j=1

GijV
s
i V

s
j sin(θsi − θsj) (4.6)

Uma vez que a função energia é obtida a partir de (4.5) e (4.6), a integral inde-

pendente de caminho que a descreve é dada por

ν(Xs,Xu) =

∫ (θu,V u)

(θs,V s)

[
fT (θ,V ), gT (θ,V )

]
[dθ, dV ]T (4.7)

Deve-se admitir, considerando-se n igual ao número de barras do sistema, que

[
fT (θ,V ), gT (θ,V )

]
[dθ, dV ]T =

[f1(θ,V ) . . . fn(θ,V ) g1(θ,V ) . . . gn(θ,V )]




dθ1
...

dθn

dV1
...

dVn




(4.8)

Logo, a integração dada por (4.7) tem a forma

ν(Xs,Xu) =
n∑

i=1

[∫ θui

θsi

fi(θ,V )dθi +

∫ V u
i

V s
i

gi(θ,V )dVi

]
(4.9)

cuja resolução resulta em

ν(Xs, Xu) = −
n∑

i=1

∫ V u
i

V s
i

Qi(Vi)

Vi
dVi −

n∑

i=1

Pi(θ
u
i − θsi )

−1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

V u
i V

u
j Bij cos(θui − θuj )

+
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Bij cos(θsi − θsj)

+
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj)(θui − θsi )

+
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
j Gij sin(θsi − θsj)(V u

i − V s
i ) (4.10)
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Os termos constantes em (4.5) e (4.6) geram um termo de correção em (4.10) com

relação a (4.4), de tal modo que o ponto de operação do sistema (Xs) define um

mı́nimo local da função energia (4.10), e a primeira derivada de (4.10) avaliada

em Xs é identicamente nula. Ademais, os termos constantes em (4.5) e (4.6) não

alteram a propriedade de independência de caminho de (4.9).

Conforme descrito no ı́nicio da Sec. 4.1, a função energia (4.10) define a

diferença de energia potencial entre as soluções Xs, solução convencional do fluxo

de potência, e Xu, que corresponde a uma dada SBT. Outros trabalhos aplicam

a função energia (4.10) para a definição de ı́ndices de estabilidade de tensão

[14, 15, 17]. Esta função energia não é uma função de Lyapunov, pois, ainda

que o modelo de sistema associado admita injeções de potência ativa constantes,

perdas são consideradas no sistema. Em [59], uma função energia para análise

de estabilidade de tensão satisfazendo a extensão do prinćıpio de invariância de

LaSalle é proposta para um modelo de sistema que incorpora o modelo de carga

ZIP dependente de tensão. Esta função energia, chamada de função de Lyapunov

estendida, é derivada de um sistema dinâmico auxiliar associado às equações do

fluxo de potência

4.3 Construção da expressão da energia poten-

cial para um sistema que considera perdas

Nesta seção, apresentamos uma construção matemática mais simples para a

função energia (4.10). Devido à complexidade de um sistema de múltiplas barras,

definir um caminho para a resolver (4.9), a partir da qual resulta (4.10), não é

tarefa trivial. Aqui, a expressão para a energia potencial de um sistema que con-

sidera perdas, chamada Ep(θ,V ), é constrúıda. Dessa maneira, a função energia

(4.10), que é equivalente à diferença de energia potencial entre duas soluções do

fluxo de potência (Xs e Xu), pode ser descrita como:

ν(Xs,Xu) = −[EP (θu,V u)− EP (θs,V s)] (4.11)

A construção matemática proposta, embora não leve a um novo resultado, pro-

porciona um melhor entendimento sobre a medida de energia que realizamos nos
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estudos desta tese. A metodologia apresentada é similar à descrita em [4], onde

é constrúıda uma função de Lyapunov para um modelo dinâmico de SEP que

despreza perdas, considerando-se as integrais primeiras das equações do sistema.

A partir de (4.5) e (4.6) obtém-se as expressões para Pi eQi, fazendo fi(θ,V ) =

0 e gi(θ,V ) = 0:

Pi =
n∑

j=1

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj) +

n∑

j=1

ViVjBij sin(θi − θj) (4.12)

Qi(Vi) =
n∑

j=1

ViV
s
j Gij sin(θsi − θsj)−

n∑

j=1

ViVjBij cos(θi − θj) (4.13)

Multiplicando (4.12) por θ̇i e somando sobre todas as n barras do sistema leva

a
n∑

i=1

Piθ̇i =
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj)θ̇i +

n∑

i=1

n∑

j=1

ViVjBij sin(θi − θj)θ̇i (4.14)

Do mesmo modo, multiplicando (4.13) por V̇i/Vi e somando sobre todas as n

barras resulta em
n∑

i=1

Qi(Vi)

Vi
V̇i =

n∑

i=1

n∑

j=1

V s
j Gij sin(θsi − θsj)V̇i −

n∑

i=1

n∑

j=1

VjBij cos(θi − θj)V̇i(4.15)

Usando a simetria Bij = Bji, (4.14) e (4.15) podem ser reescritas como
n∑

i=1

Piθ̇i =
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj)θ̇i

+
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

ViVjBij sin(θi − θj)(θ̇i − θ̇j) (4.16)

e
n∑

i=1

Qi(Vi)

Vi
V̇i =

n∑

i=1

n∑

j=1

V s
j Gij sin(θsi − θsj)V̇i

−1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

Bij cos(θi − θj)(V̇iVj + ViV̇j) (4.17)

Somando (4.16) e (4.17), e agrupando os termos referentes a Pi, Qi e Bij sob uma

derivada no tempo, obtém-se

d

dt

[
n∑

i=1

∫
Qi(Vi)

Vi
dVi +

n∑

i=1

Piθi +
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

ViVjBij cos(θi − θj)
]

−
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj)θ̇i −

n∑

i=1

n∑

j=1

V s
j Gij sin(θsi − θsj)V̇i = 0 (4.18)
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O termo sob derivação em (4.18) corresponde à energia potencial EP0(θ,V ) de um

modelo de sistema que não considera perdas (ou seja, um sistema conservativo),

e que assume que a energia mecânica dos geradores corresponde à demanda de

potência ativa [3, 53]:

EP0(θ,V ) =
n∑

i=1

∫
Qi(Vi)

Vi
dVi +

n∑

i=1

Piθi

+
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

ViVjBij cos(θi − θj) (4.19)

Num sistema conservativo, a derivada no tempo de sua energia total ET é nula:

dET
dt

=
dEC
dt

+
dEP0

dt
= 0 (4.20)

onde EC e EP0 são, respectivamente, a energia cinética e a energia potencial.

Na abordagem de análise de estabilidade de regime permanente, admite-se que

a derivada no tempo da energia cinética é nula; então, dEP0/dt = 0 para qual-

quer solução do sistema. A expressão (4.18) mostra que, quando perdas são

consideradas no modelo do sistema, dEP0/dt não é mais identicamente nula, mas

proporcional às condutâncias de transferência. Os termos associados a Gij em

(4.18) podem ser interpretados como contribuições à energia do sistema quando

perdas são inclúıdas no modelo. Logo, adicionando tais contribuições à energia

potencial (4.19), podemos definir

EP (θ,V ) =
n∑

i=1

∫
Qi(Vi)

Vi
dVi +

n∑

i=1

Piθi

+
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

ViVjBij cos(θi − θj)

−
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj)θi

−
n∑

i=1

n∑

j=1

V s
j Gij sin(θsi − θsj)Vi (4.21)

Aplicando (4.21) em (4.11), obtem-se a função energia (4.10).

A expressão para energia potencial (4.21) foi utilizada nas simulações reali-

zadas neste trabalho de doutoramento para gerar curvas de energia potencial de

múltiplas soluções dos sistemas teste analisados.
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4.4 Soluções de baixa tensão das equações do

fluxo de potência

4.4.1 Cálculo das soluções de baixa tensão das equações

do fluxo de potência

Seja o modelo estático de SEP dado por (3.6), composto pelas equações algébricas

e não lineares do fluxo de potência que seguem:

Pi −
n∑

j=1

ViVjGij cos(θsi − θsj)−
n∑

j=1

ViVjBij sin(θi − θj) = 0

Qi −
n∑

j=1

ViVjGij sin(θi − θj) +
n∑

j=1

ViVjBij cos(θi − θj) = 0 (4.22)

Os parâmetros do sistema (4.22) são Pi e Qi. A solução das equações do fluxo

de potência corresponde às magnitudes de tensão Vi e ângulos de fase θi de cada

barramento do SEP.

Existem diferentes metodologias para o cálculo das soluções de baixa tensão

de (4.22). As soluções calculadas pelo Método Simplificado [60] têm maior pro-

babilidade de serem as associadas a pontos de equiĺıbrio hiperbólico do tipo 1

[14]. O método calcula a solução de baixa tensão relacionada a uma dada Barra

i, denotada por SBTi (conforme descrito na Sec. 4.1, cada SBT calculada está

relacionada a uma barra particular ou área espećıfica do sistema), admitindo,

como estimativa inicial, uma baixa magnitude de tensão na Barra i e mantendo

o ńıvel operativo nas demais barras. Em [60], as equações do fluxo de potência

são formuladas em coordenadas retangulares, e a SBTi é calculada através do

método iterativo de Newton-Raphson. Em [23] é proposta uma metodologia para

definir uma boa estimativa inicial para o cálculo da SBTi, de maneira a mini-

mizar problemas de convergência com o método iterativo de solução de equações

não lineares. O algoritmo apresentado em [23] define uma regra de iteração de

ponto fixo para estimar a SBT que recai numa dada direção do espaço de esta-

dos. A estimativa inicial é então aplicada ao método de Newton-Raphson, com as

equações algébricas que definem o fluxo de potência formuladas em coordenadas
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retangulares. Os autores em [17] usam a mesma abordagem do Método Simpli-

ficado, mas a solução da SBTi é obtida através do método de Newton-Raphson

com as equações que definem o fluxo de potência formuladas em coordenadas

polares (4.22); também implementam o controle de passo para incremento de

variáveis, como forma de previnir que a solução do método iterativo escape da

área de atração da SBTi definida. O trabalho em [61] determina as soluções de

baixa tensão através do cálculo dos pontos de equiĺıbrio de um sistema dinâmico

auxiliar, sem significado f́ısico, associado às equações do fluxo de potência.

Nas simulações realizadas neste trabalho de doutoramento, as soluções de

baixa tensão foram calculadas fazendo-se uso do método descrito em [17]. Na

seção seguinte, descrevemos a metodologia com maiores detalhes.

Método Simplificado em coordenadas polares com controle de passo

A análise de fluxo de potência convencional resolve o conjunto de equações algébri-

cas e não lineares (4.22) através do método iterativo de Newton-Raphson. No

problema de fluxo de potência, as barras do SEP podem ser classificadas como:

• barra de carga ou tipo PQ, para a qual as potências ativa e reativa são

especificadas: P spc
i e Qspc

i , respectivamente;

• barra de tensão controlada ou tipo PV, para a qual a potência ativa e

magnitude de tensão são especificadas; limites de injeção de potência reativa

podem ser definidos: Qimin
< Qi < Qimax ;

• barra swing ou de referência, para a qual a magnitude e ângulo de tensão

são especificados.

A linearização do sistema de equações que constitui o problema do fluxo de

potência leva a 


∆P

∆Q


 = [J ]




∆θ

∆V


 (4.23)

onde ∆Pi = P spc
i − Pi, com Pi definida em (4.22), i = 1, · · · , npv + npq, e npv and

npq são, respectivamente, o número de barras tipo PV e o número de barras tipo

PQ; ∆Qk = Qspc
k −Qk, com Qk definida em (4.22), k = 1, · · · , npq ; e J é a matriz
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Jacobiana do sistema de equações algébricas, que contem as derivadas parciais

de ∆P e ∆Q com respeito a V e θ.

Quando os limites de potência reativa são considerados no cálculo do problema

de fluxo de potência, se as barras de tensão controlada alcançam seus limites, estas

não mais regulam seus ńıveis de tensão, e são então modeladas como barras tipo

PQ, sendo atribúıdo a Qspc o valor do limite atingido. Isto causa uma mudança

imediata no sistema de equações (4.23), uma vez que uma equação é adicionada

para cada unidade que violou seu limite; consequentemente, uma nova coluna

referente a seu ńıvel de tensão é também incorporada à matriz Jacobiana J .

Nas simulações realizadas neste trabalho de doutoramento, a solução de baixa

tensão associada a uma dada barra foi calculada através da seguinte metodologia:

1. Calcula-se a solução operativa do problema de fluxo de potência Xs =

(V s,θs), com a estimativa inicial para as magnitudes de tensão em torno

de 1,0 pu.

2. Considerando-se uma certa Barra r, configura-se a estimativa inicial para a

solução do problema de fluxo de potência para a SBTr da seguinte forma:

a Vr é atribúıdo um valor baixo; Vi = V s
i , i = 1, · · · , npv + npq e i 6= r.

Adicionalmente, se a Barra r é uma barra tipo PV, uma aproximação é

realizada: a barra é modelada como tipo PQ, e Qr recebe o valor de potência

reativa que foi calculado no passo 1.

3. O problema do fluxo de potência para a SBTr é resolvido através do método

de Newton-Raphson, com controle de passo para incrementos de variáveis,

na seguinte forma [17]:

Xk+1 = Xk + ρ∆X. (4.24)

Testes numéricos realizados com os sistemas IEEE-14, IEEE-30, IEEE-57

e IEEE-118 mostraram que um valor para controle de passo ρ = 0, 2, e

V = 0, 4 para a magnitude de tensão, na estimativa inicial da SBTr, levam

ao mesmo padrão de convergência obtido com o método Newton-Raphson

com a formulação retangular das equações do fluxo de potência. De maneira

a forçar que a SBTr seja uma solução alternativa do mesmo conjunto de
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equações que gerou a solução operativa Xs, os limites das barras PV (isto

é, aquelas que permanecem modeladas como tipo PV ao final do passo 1)

não são considerados no cálculo do problema de fluxo de potência para a

SBTr. O resultado deste passo é Xu = SBTr = (V u,θu).

É importante ressaltar, como está descrito em [14], que nem todas as SBTs

podem ser calculadas. Nesta situação, a área do SEP associada às barras para as

quais as SBTs não existem, pode ser considerada invulnerável à instabilidade de

tensão, ou a área pode ser relacionada à medida de energia de uma barra vizinha.

4.4.2 O problema de identificação da solução de baixa

tensão cŕıtica

A identificação antecipada da solução de baixa tensão cŕıtica (SBTcr), aquela

que finalmente se funde com a solução operativa do sistema, é um problema em

aberto. O prévio conhecimento da SBTcr é dificultado pelo fato de que diferentes

padrões de crescimento de carga (veja Sec. 3.6) podem levar a diferentes pares

Xs/Xu a se fundirem no ponto de máximo carregamento do sistema. O exemplo

a seguir, extráıdo de [24], ilustra o problema.

Considere o sistema de três barras da Fig. 4.1. As Barras 1 e 2 são barras

tipo PQ, inicialmente pouco carregadas, com potências ativas P1 e P2, e potências

reativas Q1 e Q2, respectivamente. A Barra 3 é a barra de referência, com mag-

nitude de tensão V3 e ângulo de fase zero. No caso base, o sistema possui quatro

soluções posśıveis, descritas na Tabela 4.1: a solução Xs corresponde à solução

usual do fluxo de carga, com magnitude de tensão alta (At) nas Barras 1 e 2; a

solução SBT1 apresenta magnitude de tensão alta na Barra 2 e ńıvel baixo de

tensão (Bx) na Barra 1; a solução SBT2 apresenta magnitude de tensão alta na

Barra 1 e ńıvel baixo de tensão na Barra 2; a solução SBT1-2 possui ńıvel baixo

de tensão nas Barras 1 e 2. As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram a evolução das

soluções do sistema com o progressivo aumento das cargas. O eixo horizontal

corresponde à magnitude de tensão da Barra 1, e o eixo vertical está associado ao

ńıvel de tensão da Barra 2. As setas indicam a direção de crescimento de carga.

Três cenários distintos quanto à variação de carga estão descritos nos gráficos. No
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Cenário 1, o aumento de carga na Barra 1 é duas vezes maior que o aumento de

carga na Barra 2. Nesta situação, as soluções SBT2 e SBT1-2 se fundem numa

bifurcação local no ponto λ1 < λcr1 , e as soluções Xs e SBT1 se fundem na

bifurcação sela-nó final em λcr1 . No Cenário 2, de maneira oposta à do Cenário

1, o aumento de carga na Barra 2 é duas vezes maior que o aumento de carga na

Barra 1. Neste caso, as soluções SBT1 e SBT1-2 se fundem em λ2 < λcr2 , e as

soluções Xs e SBT2 se fundem na bifurcação sela-nó final em λcr2 . No cenário

3, o crescimento de carga é inicialmente maior na Barra 1, o que faz com que

as soluções Xs e SBT1 evoluam uma em direção à outra. Após certo ponto, a

direção de crescimento de carga é modificada, fazendo com que o crescimento de

carga seja maior na Barra 2. Tal mudança nas condições do sistema faz com que

SBT1-2 e SBT1 se aproximem e desapareçam em λ3 < λcr3 , e leva Xs e SBT2 a

se fundirem na bifurcação sela-nó final em λcr3 .

Chapter 5

Continuation Power Flow Analysis

This chapter describes a variety of techniques used for determining the point
of collapse of power flow equations with particular emphasis on continuation
power flow analysis. Section 5.1 introduces the maximum loading condition
problem using a didactic 2-bus system. Section 5.2 defines the general model
for the maximum loading condition. Section 5.3 describes direct methods
for computing saddle-node bifurcation and limit-induced bifurcation points
while Section 5.4 describes the continuation power flow technique. Section 5.4
also explains the conceptual differences, advantages and drawbacks of con-
tinuation (or homotopy) methods with respect to direct ones. Subsections
5.4.4 and 5.4.5 discuss the analogy between the continuous Newton’s method
and the homotopy approach and the N −1 contingency analysis, respectively.
Finally, Section 5.5 summarizes the main concepts of the continuation power
flow analysis.

5.1 Background

A relevant problem of power system analysis is the determination of the max-
imum load power consumption that a network can supply. With this aim,
consider the 2-bus test system depicted in Figure 5.1. A similar example con-
sidering voltage dependent load characteristics can be found in Example 14.1
of Chapter 14.

1 2

jxL

v1 + j0 p2 + jq2

Fig. 5.1 2-bus system

F. Milano: Power System Modelling and Scripting, Power Systems, pp. 103–130.
springerlink.com c⃝ Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010

1 2

3

P2 + jQ2P1 + jQ1

V3 + j0

XL1

XL2
XL3

Figura 4.1: Sistema elétrico de potência com 3 barras.

Tabela 4.1: Soluções para o SEP de três barras. At e Bx referem-se à alta magnitude

de tensão e baixa magnitude de tensão, respectivamente.

Tensão Xs SBT1 SBT2 SBT1-2

V1 At Bx At Bx

V2 At At Bx Bx

Diferentes trabalhos tratam a questão da limitação quanto a identificação

da SBTcr. As propostas apresentadas constituem avanços no entendimento do

mecanismo das soluções de baixa tensão, porém, em nenhum deles o problema é

completamente resolvido.
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Figura 4.2: Cenário 1: máxima participação de carga na Barra 1. As setas indicam a

direção de crescimento de carga e λ1 < λcr1 . (Reproduzido de [24].)
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Figura 4.3: Cenário 2: máxima participação de carga na Barra 2. As setas indicam a

direção de crescimento de carga e λ2 < λcr2 . (Reproduzido de [24].)

Em [61] é proposto um método que calcula automaticamente uma nova SBT

sempre que a solução que está sendo monitorada numa dada direção de cresci-

mento de carga desaparece. Ao longo do processo de carregamento do sistema,

o cálculo converge para a solução de baixa tensão cŕıtica. As soluções de baixa

tensão são obtidas através do cálculo dos pontos de equiĺıbrio de um sistema

dinâmico auxiliar associado às equações do fluxo de potência, mas que não tem sig-

nificado f́ısico. As trajetórias calculadas iniciam-se e se mantêm nas vizinhanças

da fronteira da área de atração do ponto de equiĺıbrio estável. O método assume

que nas proximidades do ponto de bifurcação sela-nó final só resta uma única

SBT, e que esta se encontra na fronteira da área de atração. Assim, se limites
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Figura 4.4: Cenário 3: participação variável de carga. As setas indicam a direção de

crescimento de carga e λ3 < λcr3 . (Reproduzido de [24].)

são considerados no modelo do sistema, e o ponto de máximo carregamento é

consequência de uma bifurcação induzida por limite estática, a metodologia não

se aplica.

Em [38, 39] são propostos métodos para o cáculo da direção de crescimento

de carga que leva à bifurcação local mais próxima. No espaço de parâmetros,

os diferentes cenários de crescimento de carga definem diferentes pontos de car-

regamento cŕıtico, ou seja, diferentes pontos onde ocorre a bifurcação sela-nó

final. O conjunto de pontos cŕıticos, denotado por Σ, é composto por hipersu-

perf́ıcies no espaço de parâmetros, e corresponde à fronteira da área de operação

do SEP. Nesta abordagem, um ponto λ∗ em Σ que está localmente mais próximo

(numa definição Euclidiana) do ponto λ0 (relacionado à condição inicial de car-

regamento) corresponde à bifurcação mais próxima. O segmento de linha λ0λ∗ é

normal a Σ. Dessa forma, o vetor normal a Σ, n∗, define a direção da bifurcação

sela-nó mais próxima. O cálculo para obter n∗ é baseado nas equações do modelo

estático do SEP. Definir uma SBT apontada por n∗ significa obter a solução de

baixa tensão associada à margem de carregamento relacionada à direção mais

cŕıtica para o crescimento de carga (ou seja, o pior caso).

A metodologia apresentada em [62] propõe o cáculo de todas as soluções de

baixa tensão, mas tal prática só é fact́ıvel para SEPs com reduzido número de

barras. Outra abordagem [23, 24] propõe monitorar apenas um grupo de soluções

de baixa tensão, relacionadas à uma área de interesse do SEP, que pode ser



60

definida aplicando-se diferentes metodologias, como por exemplo: técnicas de

redução de sistema e análise da sensibilidade da magnitude de tensão à injeção

de potência reativa nas barras.

Em śıntese, os métodos baseados em função energia para análise de estabili-

dade de tensão são dependentes das soluções de baixa tensão. Particularmente, se

o foco é o cálculo da margem de estabilidade de tensão, caso a solução de baixa

tensão em análise não seja de fato a solução cŕıtica, a medida de estabilidade

estará incorreta. Como não é posśıvel determinar com antecipação a identidade

da SBTcr, é necessário monitorar múltiplas soluções de baixa tensão. Para gran-

des sistemas de potência é impraticável aplicar qualquer método de cálculo de

solução de baixa tensão a todas as barras do sistema. Assim, existe uma neces-

sidade associada à abordagem de função energia para a análise de estabilidade

de tensão: definir o conjunto de soluções de baixa tensão que devem ser moni-

toradas; sobretudo, devem ser calculadas aquelas associadas às barras referentes

à área vulnerável (área cŕıtica) do SEP, sob o ponto de vista de estabilidade de

tensão.

O parágrafo anterior estabelece a motivação para o principal estudo desen-

volvido neste trabalho de doutoramento: a investigação sobre o uso da técnica

do vetor tangente [49] para tratar os seguintes aspectos da abordagem de função

energia para análise de estabilidade de tensão:

• a determinação do grupo de barras relacionadas à área cŕıtica do sistema

para o qual as soluções de baixa tensão devem ser calculadas;

• a identificação da SBTcr ao longo processo de carregamento que leva à

bifurcação final (bifurcação sela-nó ou induzida por limite).

O próximo caṕıtulo apresenta o estudo realizado.



Caṕıtulo 5

Análise da soluções de baixa

tensão das equações do fluxo de

potência via método do vetor

tangente

5.1 Introdução

No final do caṕıtulo anterior, foram apresentados dois problemas conceituais re-

lacionados à abordagem de função energia para análise de estabilidade de tensão

em regime permanente. O primeiro é a definição do grupo de barras relaciona-

das à área cŕıtica do SEP, para as quais as soluções de baixa tensão devem ser

calculadas. O segundo é a identificação da solução de baixa tensão cŕıtica ao

longo do processo de carregamento do sistema, admitindo-se uma dada direção

para o crescimento de carga. Neste caṕıtulo, é descrita a investigação realizada

nestes temas com o aux́ılio da técnica do vetor tangente. Além disso, uma nova

formulação para o vetor tangente, que identificamos por vetor tangente modifi-

cado (VTM), é apresentada. Os resultados dos testes realizados com os sistemas

IEEE-30, IEEE-57 e IEEE-118 barras são descritos e discutidos.

61
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5.2 O método do vetor tangente

O vetor tangente corresponde ao passo preditor do método de fluxo de potência

continuado (veja Sec. 3.6). Considerando as equações do fluxo de potência em

(4.23) definidas em função do parâmetro λ, na forma dada por (3.16)-(3.18), o

vetor tangente VT para um dado ponto de operação (V ∗, θ∗) é dado por

V T ∗ =




∆θ∗

∆λ

∆V ∗

∆λ




= [J ]−1
∣∣∣∣
∗




P0

Q0




(5.1)

onde P0 e Q0 são as potências ativa e reativa iniciais nas barras do SEP. O VT

mostra como as variáveis do sistema (θ e V ) mudam com relação à variação do

parâmetro λ. Um fato importante a ressaltar é a propriedade do VT convergir

para o autovetor zero à direita no ponto de bifurcação [49, 25]. Note que o

autovetor zero à direita, que corresponde ao autovetor à direita associado ao

autovalor zero da matriz Jacobiana do sistema que modela o SEP, avaliada no

ponto de bifurcação, pode ser obtido a partir do modelo estático do sistema, como

o definido pelas equações algébricas e não lineares do fluxo de potência (veja Sec.

3.4.2).

5.2.1 Definição da barra cŕıtica pelo método do vetor tan-

gente

No Caṕıtulo 3, as observações (r1)-(r6) destacam os principais aspectos relacio-

nados ao autovetor zero à direita. Tais observações fundamentam a discussão que

fazemos nesta seção. O autovetor zero indica o padrão no qual as magnitudes

de tensão inicialmente decaem no colapso de tensão (r3), e pode ser usado para

estimar a direção da SBTcr (r5). De modo geral, as magnitudes de tensão mais

baixas na SBTcr ocorrem nas barras relacionadas às componentes de maior valor

absoluto no autovetor zero; e a barra relacionada à componente de maior valor é

considerada a barra cŕıtica. Sendo assim, admite-se que a SBTcr possui o ńıvel

de tensão mais baixo na barra cŕıtica. Por esta razão, o Método Simplificado
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(Sec. 4.4.1) calcula uma SBTi associada a um ponto de equiĺıbrio hiperbólico

do tipo 1 atribuindo um ńıvel baixo de tensão na Barra i. (Note que a SBTcr

está associada a uma solução instável deste tipo). Com o progressivo aumento

das cargas, os ńıveis de tensão tendem a se alterar; todavia, comumente o menor

ńıvel de tensão continua associado à mesma barra ou grupo conectado de barras.

Uma vez que o VT (5.1) converge para o autovetor zero à direira e contém a

informação a respeito de como as variáveis do sistema são afetadas pelas mudanças

no parâmetro λ, e considerando-se a propriedade de manutenção das magnitudes

de tensão nas SBTs, que descrevemos anteriormente, o método do vetor tangente

define a barra cŕıtica, num dado ponto (θ∗, V ∗, λ∗), como aquela relacionada à

entrada de maior valor absoluto em (5.1) [49, 25].

Está demonstrado que através do método do vetor tangente é posśıvel identifi-

car com antecipação a barra cŕıtica no ponto de colapso de tensão, mesmo quando

limites de potência reativa das barras tipo PV são considerados [49, 25]. As carac-

teŕısticas do vetor tangente corroboram a escolha do método para a investigação

do mecanismo das soluções de baixa tensão, que realizamos neste trabalho de

doutoramento.

5.2.2 Classificação e agrupamento de barras pelo método

do vetor tangente

Ranking do vetor tangente

As barras de um SEP podem ser ordenadas/classificadas através das componentes

do VT, formando o que denotamos por ranking do vetor tangente, da seguinte

forma:

• para o ponto de operação corrente, o vetor tangente é calculado usando

(5.1);

• as componentes do VT são organizadas em ordem de magnitude absoluta,

iniciando com o maior valor;

• as barras são classificadas segundo a ordem obtida: a barra relacionada à

componente que está na primeira posição é considerada a mais cŕıtica.
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Agrupamento de barras

Uma área (ou grupo) associada à uma Barra i de um SEP pode ser formada

usando-se as componentes do VT (5.1) como parâmetro de particionamento do

sistema [49]. Considere duas barras vizinhas, Barra i e Barra j, e sejam V TBi e

V TBj as componentes no VT relacionadas à Barra i e à Barra j, respectivamente.

O parâmetro de particionamento do sistema é definido como:

Cij =
V TBj
V TBi

. (5.2)

A área associada à Barra i é constitúıda a partir do algoritmo descrito a seguir.

• A área inicial, identificada como ńıvel 1, é formada com as primeiras barras

vizinhas à Barra i.

• O ńıvel seguinte de barras vizinhas é incorporado ao ńıvel 1 somente se o

menor Cij (do ńıvel seguinte) for maior que um valor limite especificado T

(min{Cij} > T ). O processo é repetido. Um único ńıvel é considerado a

cada vez. Num ńıvel corrente, se o menor Cij for menor que T (min{Cij} <
T ) o processo é terminado, e o ńıvel não é adicionado à área associada à

Barra i.

As múltiplas áreas do sistema são definidas no ponto de operação inicial (caso

base). O algoritmo é aplicado a cada barra apontada pelo ranking do vetor

tangente, iniciando-se pela barra mais cŕıtica. O algoritmo “pula” uma barra

apontada no ranking se esta já tiver sido incorporada a uma área formada em

passos anteriores. Ao final do processo, podem restar algumas poucas barras que

não são vinculadas a nenhuma área. A estas barras aplica-se a regra que segue.

• Toma-se o grupo remanescente de barras, mantendo-se a ordem com que

são apontadas no ranking do VT.

• Para a primeira barra deste grupo (Barra i), identifica-se, dentre as áreas

formadas ao final da etapa anterior, aquela que contém uma barra vizinha

(Barra j) à barra considerada. A Barra i é inclúıda nesta área. Se mais

de uma área existir, verifica-se o parâmetro Cij entre a Barra i e a Barra

j de cada área. A Barra i é adicionada à área que apresenta maior Cij.

Repete-se a regra às barras seguintes.
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Este método de agrupamento de barras foi aplicado no sistema teste IEEE-

118 barras, para as simulações realizadas neste trabalho. Foi usado um valor de

T = 0, 5, como sugerido em [49].

5.3 Resultados e discussão

5.3.1 Metodologia dos testes

A energia potencial de um grupo de soluções de baixa tensão dos sistemas teste

IEEE-30, IEEE-57 e IEEE-118 barras foi avaliada ao longo do processo de carre-

gamento dos sistemas. (Os dados dos sistemas se encontram no Apêndice A e em

[63].) Os sistemas foram levados da condição de operação inicial até o ponto de

bifurcação por meio da variação do parâmetro de controle, usando-se o método

do fluxo de potência continuado (veja Sec. 3.6). O parâmetro de controle corres-

ponde às potências ativa e reativa das barras tipo PQ, e potência ativa das barras

tipo PV. As potências foram incrementadas na forma indicada por (3.16)-(3.18),

com KGi
= KLi

= 1, Gi = 1, . . . , npv e Li = 1, . . . , npq, ou seja, o incremento de

carga e geração é implementado em todas as barras.

As soluções de baixa tensão foram calculadas através do Método Simplificado

em coordenadas polares com controle de passo, como descrito na Sec. 4.4.1. A

cada ponto do processo de carregamento, a energia potencial da solução operativa

e das soluções de baixa tensão, Ep(X
s) e Ep(X

u), respectivamente, foram calcu-

ladas usando-se (4.21), avaliada nos pontos Xs = (V s,θs) e Xu = (V u,θu), e

considerando-se Qi(Vi) = Qi = constante.

Adicionalmente, em cada ponto do fluxo de potência continuado, o ranking

do vetor tangente (veja Sec. 5.2.2) foi determinado. No sistema teste IEEE-118

barras foi aplicada a técnica de agrupamento como descrita na Sec. 5.2.2.

5.3.2 Sistema teste IEEE-30 barras

O sistema possui 5 barras tipo PV; todas elas são remodeladas para barra tipo PQ

ao longo do processo de carregamento, devido à violação dos limites de potência

reativa. O sistema atinge o limite de máximo carregamento em ∆λ = 0, 4868. A
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Tabela 5.1 indica os pontos onde os limite de controle foram atingidos. A Tabela

5.2 mostra o ranking do VT ao longo do processo de carregamento.

Tabela 5.1: Sistema IEEE-30 barras - Pontos onde os limites de potência reativa foram

atingidos.

∆λ Número da barra

0 11, 13

0,0538 2, 5

0,0594 8

Tabela 5.2: Ranking do vetor tangente para o sistema teste IEEE-30 barras

∆λ Ranking do vetor tangente

0 30, 29, 19, 26, 18, 20, 24, 23, 25, 21, 22, 15, 14, 17, 27

0,442089 30, 29, 26, 19, 18, 20, 24, 23, 25, 21, 22, 15, 14, 17, 27

0,481600 30, 29, 26, 19, 18, 20, 24, 23, 25, 27, 21, 22, 15, 14, 17

0,482308 30, 29, 26, 19, 18, 20, 24, 23, 25, 27, 21, 22, 15, 14, 17

0,482645 30, 29, 26, 19, 18, 20, 24, 25, 23, 27, 21, 22, 15, 14, 17

0,485765 30, 29, 26, 19, 18, 20, 25, 24, 23, 27, 21, 22, 15, 14, 17

0,486120 30, 29, 26, 19, 18, 25, 20, 24, 23, 27, 21, 22, 15, 14, 17

0,486563 30, 29, 26, 19, 18, 25, 20, 24, 23, 27, 22, 21, 15, 14, 17

0,486798 30, 29, 26, 19, 18, 25, 20, 24, 23, 27, 22, 21, 15, 14, 17

A partir do ranking do VT no caso base (∆λ = 0), as soluções de baixa tensão

das Barras 19, 26, 29 e 30 são selecionadas para serem monitoradas. As curvas de

energia potencial para SBT19, SBT26 e SBT30 são retratadas na Fig. 5.1, bem

como a curva de energia potencial da solução operativa do sistema (solução usual

do fluxo de potência). A curva de energia para a SBT29 não é mostrada, uma vez

que o cáculo do fluxo de potência não convergiu para esta solução de baixa tensão.

Como descrito ao final da Sec. 4.4.1, nem todas as SBTs podem ser calculadas;

e a área associada com uma barra particular para a qual a SBT não existe é

considerada invulnerável à instabilidade de tensão, ou pode ser relacionada à

medida de energia de uma barra vizinha. Neste caso, a área que compreende as

Barras 29 e 30 pode ser associada à SBT30. Note que a SBT30 é a solução que

se funde com a solução operativa.

É importante ressaltar que o grupo de SBTs para a análise foi definido no
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caso base. A evolução do ranking do vetor tangente ao longo do processo tem o

objetivo de verificar a coerência entre a informação que ele fornece e o mecanismo

das soluções de baixa tensão. Tal abordagem também aplica-se aos testes que

foram realizados com o sistema IEEE-118 barras, que são descritos na próxima

seção.
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Figura 5.1: Curvas de energia potencial do sistema teste IEEE-30 barras. As linhas

pontilhadas correspondem à solução operativa; as linhas cheias referem-se às soluções

de baixa tensão.

indicou corretamente a área do sistema que deveria ser monitorada, ou seja , a

área cŕıtica.

As simulações mostraram que o uso combinado das metodologias do vetor tan-

gente e das soluções de baixa tensão pôde melhorar a determinação da área cŕıtica.

As SBT19, SBT26, SBT29 e SBT30 foram definidas, no caso base, para serem

analisadas durante o processo de carregamento. O monitoramento da SBT19

mostrou que a Barra 19 não era cŕıtica, uma vez que sua solução de baixa tensão

deixou de existir no ińıcio do processo, em �� = 0, 0538. Lembre que as soluções

de baixa tensão desaparecem à medida que o sistema é carregado (veja Sec. 4.1).

-

Xs

SBT30

0.0594

(c) SBT30

Figura 5.1: Curvas de energia potencial do sistema teste IEEE-30 barras. As linhas

pontilhadas correspondem à solução operativa; as linhas cheias referem-se às soluções

de baixa tensão.

Como pode ser observado a partir da Tabela 5.2, o ranking do vetor tangente

sempre mostrou a Barra 30 como a mais cŕıtica; e de fato, sua solução de baixa

tensão associada (SBT30) é a SBTcr, como mostra a Fig. 5.1. Neste caso, a

informação do VT apontou a solução de baixa tensão durante todo o processo de

carregamento do sistema. Além disso, o ranking do VT no caso base (∆λ = 0)
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indicou corretamente a área do sistema que deveria ser monitorada, ou seja , a

área cŕıtica.

As simulações mostraram que o uso combinado das metodologias do vetor tan-

gente e das soluções de baixa tensão pôde melhorar a determinação da área cŕıtica.

As SBT19, SBT26, SBT29 e SBT30 foram definidas, no caso base, para serem

analisadas durante o processo de carregamento. O monitoramento da SBT19

mostrou que a Barra 19 não era cŕıtica, uma vez que sua solução de baixa tensão

deixou de existir no ińıcio do processo, em ∆λ = 0, 0538. Lembre que as soluções

de baixa tensão desaparecem à medida que o sistema é carregado (veja Sec. 4.1).

A curva de energia potencial das soluções de baixa tensão apresentam des-

continuidades em pontos onde as unidades de tensão controlada atingem seus

limites de potência reativa. A curva de energia potencial da SBT19 sofre leve

descontinuidade em ∆λ = 0, 0538, quando as Barra 2 e 5 alcançam seus limites.

Depois deste ponto, esta solução de baixa tensão desaparece. As curvas de ener-

gia potencial da SBT26 e SBT30 apresentam um degrau em λ = 0, 0594, quando

a Barra 8 atinge seu limite de controle.

Curvas PV

A t́ıtulo de ilustração, curvas PV para o sistema IEEE-30 barras são mostradas

na Fig. 5.2. Note que a magnitude de tensão de uma Barra i, num dado ponto

da curva, corresponde ao valor da variável Vi da solução operativa Xs = (V ,θ)

naquele ponto. Em 5.2a são mostradas as curvas PV de barras de carga (barras

PQ). As cargas consideradas no sistema são do tipo potência constante. Com o

aumento do carregamento do sistema, vê-se, nos gráficos, que o ńıvel de tensão

das barras de carga sofre redução. Em 5.2b, são mostradas as curvas das barras

de tensão controlada (barras PV). Como dito anteriormente, todas as barras PV

do sistema atingem seus limites de geração de potência reativa e são, por esta

razão, transformadas em barras PQ, nos pontos indicados na Tabela 5.1. Como

pode ser observado na figura, a partir do momento em que as barras PV se tornam

barras PQ, não mais mantêm o ńıvel de tensão e as magnitudes decaem.
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Figura 5.2: Curvas PV das barras do sistema IEEE-30 barras. As linhas pontilha-

das correspondem às barras de carga; as linhas cheias referem-se às barras de tensão

controlada.

5.3.3 Sistema teste IEEE-118 barras

O sistema tem 47 barras tipo PV, das quais, 36 foram remodeladas para barras

tipo PQ, uma vez que as unidades atingiram seus limites de potência reativa du-

rante o processo de carregamanto. O ponto de máximo carregamento do sistema

corresponde à ∆λ = 1, 1699. A Tabela 5.3 indica os pontos onde os limites de

controle foram alcançados.

A Tabela 5.4 mostra o ranking do VT ao longo do processo de carregamento.

Considerando a informação do ranking do VT no caso base, as soluções de baixa

tensão das Barras 39, 40, 41, 42, 1 e 117 são selecionadas para monitoramento.
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Tabela 5.3: Sistema IEEE-118 barras - Pontos onde os limites de potência reativa foram

atingidos.

∆λ Número da barra
0 19, 25, 34, 65, 103, 105
0,071828 92
0,13033 15
0,13666 36
0,16762 18
0,19468 74
0,20061 104
0,20356 76
0,21816 12
0,21234 56
0,24966 1
0,26644 77
0,26921 110
0,28839 85
0,29379 70
0,32039 100
0,34628 55
0,37898 6
0,39615 62
0,44598 59
0,44828 80
0,57111 49
0,63308 32
0,77041 66
0,87575 8
0,97203 46
1,039 99
1,0496 113
1,0597 4
1,0663 54
1,0932 10
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Tabela 5.4: Ranking do vetor tangente para o sistema teste IEEE-118 barras.

∆λ Ranking do vetor tangente Posição da Barra 10

no ranking

0 41, 40, 39, 42, 1, 117, 33, 19, 15, 2, 36, 35, 3, 13, 18 107

0,7249 40, 41, 39, 1, 117, 19, 33, 42, 15, 2, 13, 18, 3, 20, 14 116

1,0597 1, 117, 40, 41, 2, 39, 3, 13, 19, 15, 33, 14, 18, 16, 20 117

1,0932 10, 9, 8, 5, 4, 3, 1, 6, 7, 2, 11, 117, 112, 107, 12, 41, 13 1

1,1699 10, 9, 1, 3, 8, 2, 5, 117, 6, 4, 7, 11, 12, 13, 14, 16, 15, 30 1

A SBT40 e SBT42 desaparecem em ∆λ = 0, 1335. A SBT41 e SBT39 deixam

de existir em ∆λ = 0, 1367. Assim, a área formada pelas Barras 39, 40, 41

e 42 é descartada como cŕıtica logo no ińıcio do processo de carregamento do

sistema. A SBT1 e SBT117 não desvanecem em nenhum destes pontos. Estas

duas soluções de baixa tensão podem direcionar a determinação da área vulnerável

do sistema. Com este objetivo, as Barras 1 e 117 são consideradas para a aplicação

da técnica de agrupamento pelo vetor tangente, como descrevemos a seguir. É

importante salientar que, a despeito do método de agrupamento ser aplicado

após o ponto inicial do processo de carregamento, neste caso, imediatamente

após ∆λ = 0, 1367, ele se apóia no grupo de barras que foi apontado pelo VT no

caso base.

A área associada às Barras 1 e 117 é formada conforme detalhado na Sec.

5.2.2. Para ajudar o leitor na compreensão do algoritmo, a Tabela 5.5 mostra

as barras vizinhas à Barra 1, juntamente com a relação entre as componentes

do VT (parâmetro Cij). Apenas os ńıveis de vizinhança cujo menor Cij é maior

que T = 0, 5 são mostrados. A técnica de agrupamento define a área de sistema

descrita na Fig. 5.3. Note que as Barras 9 e 10, apesar de não constarem da

relação de barras da Tabela 5.5, foram inclúıdas na área indicada. A primeira

etapa do algoritmo descrito na Sec. 5.2.2 não conecta estas barras a nenhuma

área; aplicando a regra definida para este caso, as Barra 9 e 10 são adicionadas à

área que contém a Barra 8 (que aparece na Tabela 5.5). A partir da Tabela 5.4

pode-se verificar que a área de sistema descrita na Fig. 5.3, que foi definida no

ińıcio do processo de carregamento, via o uso combinado do método das soluções

de baixa tensão e a técnica do vetor tangente, corresponde à área cŕıtica apontada
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Tabela 5.5: Barras vizinhas associadas à Barra 1 do sistema teste IEEE-118 barras.

Ńıvel 1 Ńıvel 2 Ńıvel 3

Barra viz. Cij Barra viz. Cij Barra viz. Cij

2 0,9601 5 0,7531 4 0,7736

3 0,9482 12 0,9094 6 0,8754

7 0,8942

8 0,5355

11 0,8853

14 0,9406

16 0,9174

117 0,9743

pelo ranking do VT no ponto de máximo carregamento do sistema.

Suponha que um número maior de soluções de baixa tensão tenha sido definido

para análise. A partir da informação do VT, no caso base, as Barras 39, 40, 41,

42, 1, 117, 33, 19, 15, 2, 36, 35 e 3 foram selecionadas. Os cálculos de fluxo

de potência para as SBT15, SBT33, SBT36, SBT35 e SBT3 não convergiram.

As SBT19 e SBT2 foram calculadas. Similarmente à SBT39, SBT40, SBT41

e SBT42, a SBT19 desaparece logo no ińıcio do processo de carregamento, em

∆λ = 0, 0538. A SBT2 perdura, juntamente com a SBT1 e SBT117. Dessa

maneira, as barras referência para a técnica de agrupamento são as Barras 1, 117

e 2. Aplicando-se a metodologia descrita na Sec. 5.2.2, a mesma área (Fig. 5.3)

é definida.

As curvas de energia potencial da SBT1, SBT9, SBT10 e SBT117 são mos-

tradas na Fig. 5.4. A SBT10 é a solução de baixa tensão cŕıtica (SBTcr).

Descontinuidades nas curvas de energia potencial

Em ∆λ = 0, 8757, ponto onde a Barra 8 atinge seu limite de controle, a curva de

energia potencial da SBT10 sofre acentuada descontinuidade. A curva de energia

potencial mostra que a SBT10 se aproximou significativamente da solução ope-

rativa neste ponto. A SBT9, no caso base, está consideravelmente afastada da

solução operativa, mas sua curva de energia potencial apresenta degrau pronunci-

ado no mesmo ponto (devido à violação de limite da Barra 8). Em ∆λ = 1, 0597,
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Figura 5.3: Setor do diagrama do sistema teste IEEE-118 barras. (Diagrama completo

em [64].)

a curva de energia da SBT1 mostra grande descontinuidade, o que significa que a

SBT1 se aproximou da solução operativa devido à violação de limite de controle

da Barra 4. Esta violação tem também grande impacto sobre a curva de energia

potencial da SBT10. Neste ponto, a curva quase coincide com a que está associ-

ada à solução estável; desse modo, as soluções podem ser consideradas realmente

próximas uma da outra. Notadamente, a partir deste ponto, os cálculos do pro-

blema do fluxo de potência para a SBT10 e Xs levam à mesma solução. A SBT1

desaparece em ∆λ = 1, 0856.
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Figure 4: IEEE-118 bus test system potential energy curves. Dashed line refers to the

operable solution; solid line refers to the low voltage solution.

Modified Tangent Vector calculation

Note that Bus 1, which switched to type PQ at �� = 0.2497 (see Table 3), ranked number

one at �� = 1.0597 (see Table 4). Although its associated low voltage solution, LV S1, is

not the one that ultimately coalesce with the operable solution, it su↵ered great impact

from the limit violation of Bus 4, at �� = 1.0597, and became significantly closer to the

stable solution. But Fig. 4 shows that LV S10 was even closer to the operable solution

at this point, and was ranked number one only at �� = 1.0932: the point where the unit

reaches its reactive power limit and is switched to type PQ (see Table 3). Moreover, recall

that, from this point on, the power flow for LV S10 converge to the operable solution. The

fact that Bus 10 is indicated as critical when it turned to type PQ, led us to a modified

tangent vector calculation, which is carried out with all PV buses configured as type

PQ, with Q set to the reactive power generated by the unit at the calculated operating

point. The result is shown in Table 6. The modified tangent vector ranking points the

critical solution at �� = 0.995, earlier than the conventional tangent vector information

depicted in Table 4. This feature of the TV method has not been addressed before. It

is not the aim of this work evaluate how this alternative calculation could a↵ect the TV

methodology regarding the aspects previously explored. The discussions held so far show
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(a)LVS1

Xs Xs

71

0 0.5 1 1.5
−25

−20

−15

−10

−5

0

∆λ

E
p
 (

p
.u

.)

(a) LVS1

0 0.5 1 1.5
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

∆λ

E
p
 (

p
.u

.)

(b) LVS9

0 0.5 1 1.5
−25

−20

−15

−10

−5

∆λ

E
p
 (

p
.u

.)

(c) LVS10

0 0.5 1 1.5
−25

−20

−15

−10

−5

∆λ

E
p
 (

p
.u

.)

(d) LVS117

Figure 4: IEEE-118 bus test system potential energy curves. Dashed line refers to the

operable solution; solid line refers to the low voltage solution.

Modified Tangent Vector calculation

Note that Bus 1, which switched to type PQ at �� = 0.2497 (see Table 3), ranked number

one at �� = 1.0597 (see Table 4). Although its associated low voltage solution, LV S1, is

not the one that ultimately coalesce with the operable solution, it su↵ered great impact

from the limit violation of Bus 4, at �� = 1.0597, and became significantly closer to the

stable solution. But Fig. 4 shows that LV S10 was even closer to the operable solution

at this point, and was ranked number one only at �� = 1.0932: the point where the unit

reaches its reactive power limit and is switched to type PQ (see Table 3). Moreover, recall

that, from this point on, the power flow for LV S10 converge to the operable solution. The

fact that Bus 10 is indicated as critical when it turned to type PQ, led us to a modified

tangent vector calculation, which is carried out with all PV buses configured as type

PQ, with Q set to the reactive power generated by the unit at the calculated operating

point. The result is shown in Table 6. The modified tangent vector ranking points the

critical solution at �� = 0.995, earlier than the conventional tangent vector information

depicted in Table 4. This feature of the TV method has not been addressed before. It

is not the aim of this work evaluate how this alternative calculation could a↵ect the TV

methodology regarding the aspects previously explored. The discussions held so far show
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Figura 5.3: Curvas de energia potencial do sistema teste IEEE-118 barras. As linhas

pontilhadas correspondem à solução operativa; as linhas cheias referem-se às soluções

de baixa tensão.

da Barra 4. Esta violação tem também grande impacto sobre a curva de energia

potencial da SBT10. Neste ponto, a curva quase coincide com a que está associ-

ada à solução estável; desse modo, as soluções podem ser consideradas realmente

próximas uma da outra. Notadamente, a partir deste ponto, os cálculos do pro-

blema do fluxo de potência para a SBT10 e Xs levam à mesma solução. A SBT1

desaparece em �� = 1, 0856.

A indicação da SBTcr no ranking do vetor tangente

O trabalho em [49] mostra que a informação do vetor tangente possibilita a iden-

tificação antecipada da área cŕıtica do sistema. No caso estudado do sistema teste

IEEE-118 barras, no entanto, o cenário de crescimento de carga faz com que o

(a)SBT1

SBT1

(b)SBT9

(c)SBT10 (d)SBT117

SBT9

Xs

SBT10

Xs

SBT117

0.8757

0.87571.0597

1.0597

Figura 5.4: Curvas de energia potencial do sistema teste IEEE-118 barras. As linhas

pontilhadas correspondem à solução operativa; as linhas cheias referem-se às soluções

de baixa tensão.

A indicação da SBTcr no ranking do vetor tangente

O trabalho em [49] mostra que a informação do vetor tangente possibilita a iden-

tificação antecipada da área cŕıtica do sistema. No caso estudado do sistema teste

IEEE-118 barras, no entanto, o cenário de crescimento de carga faz com que o

ranking do VT sofra uma variação significativa, como mostra a Tabela 5.4. Mas,

ainda assim, a SBTcr foi indicada antes do ponto de máximo carregamento do

sistema. Como mostrado na Fig. 5.4, a SBT10 é a solução de baixa tensão cŕıtica.

A Barra 10 é classificada como mais cŕıtica no ranking do VT em ∆λ = 1.0932.
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Curvas PV

Para fins ilustrativos, a Figura 5.5 mostra as curvas PV de algumas barras do

sistema IEEE-118. A linhas pontilhadas referem-se às barras de carga (barras

PQ), e as linhas cheias são associadas às barras de tensão controlada (barras

PV). Em 5.5a e 5.5b, tem-se as curvas das barras que compõem a área cŕıtica

do sistema, conforme indicado na Figura 5.3. Em 5.5c, são mostradas curvas

de barras que não pertencem à região cŕıtica. Veja em 5.5a e 5.5b que, até o

ponto ∆λ = 1, 0932, as barras de carga sofrem redução do ńıvel de tensão com

o aumento do carregamento do sistema. Ainda em 5.5a e 5.5b, vê-se que as

barras de tensão controlada da região cŕıtica, após a transformação para tipo

PQ, experimentam o mesmo comportamento, também até o ponto ∆λ = 1, 0932.

Por exemplo, a Barra 6 mantem o ńıvel de tensão no mesmo valor até aproxi-

madamente ∆λ = 0, 4. Neste ponto, atinge seu limite de potência reativa (veja

Tabela 5.3) e é transformada em barra tipo PQ. A partir dáı, a magnitude de

tensão decai. Em ∆λ = 1, 0932, a Barra 10 é transformada em tipo PQ. A par-

tir deste ponto, a barra não mais controla seu ńıvel de tensão. No entanto, de

modo contrário ao que ocorreu com a Barra 6, a mudança da Barra 10 para tipo

PQ resultou na elevação da magnitude de tensão desta barra. Esta elevação teve

como consequência a recuperação das magnitudes de tensão de todas as barras da

região cŕıtica, que encontravam-se baixos em ∆λ = 1, 0932. Repare que o controle

de tensão exercido pelo gerador ligado à Barra 10 tinha forte influência sobre as

barras da região cŕıtica. Quando o aumento do suprimento de potência reativa da

Barra 10 é interrompido (no momento em que esta se tornou tipo PQ), este setor

do sistema recuperou o ńıvel de tensão. Observando a Figura 5.5c, conclui-se que

tal comportamento não é compartilhado pela região que está afastada da região

cŕıtica.
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Figura 5.5: Curvas PV das barras do sistema IEEE-118 barras. As linhas pontilha-

das correspondem às barras de carga; as linhas cheias referem-se às barras de tensão

controlada.

5.3.4 Śıntese

A análise das soluções de baixa tensão dos sistemas teste IEEE-30 e IEEE-118

barras, com o uso da técnica do vetor tangente, levou aos seguintes resultados:

i. O ranking do vetor tangente na condição inicial de carregamento do SEP

(caso base) se mostrou adequado para a definição do grupo de soluções de

baixa tensão que inicialmente devem ser monitoradas.
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ii. O uso combinado das técnicas do vetor tangente e das soluções de baixa

tensão levaram à definição, já na região inicial do processo de carregamento,

da àrea do SEP que se caracterizou como cŕıtica nas proximidades do ponto

de colapso de tensão.

iii. O ranking do vetor tangente foi capaz de indicar a SBTcr antes do ponto

de colapso de tensão, mesmo numa situação onde as condições do sistema

levaram a variações quanto à indicação (no ranking) da área cŕıtica.

5.3.5 O vetor tangente modificado

Além dos resultados descritos na seção anterior, a análise conjunta do comporta-

mento das soluções de baixa tensão e da variação da informação do ranking do

vetor tangente, sob a influência da violação de limites de potência reativa das

unidades de tensão controlada, levou à proposta de um cálculo alternativo para o

vetor tangente, que resulta no que denominaremos por vetor tangente modificado

(VTM). Os testes realizados mostraram que o VTM aponta a solução de baixa

tensão cŕıtica mais cedo que o vetor tangente original. Nesta seção, a proposta

do vetor tangente modificado é apresentada.

Sistema IEEE-118 barras

A partir da Tabela 5.3, verifica-se que a Barra 1 é remodelada para barra tipo

PQ em ∆λ = 0, 2497; em ∆λ = 1, 0597 esta barra é classificada como barra mais

cŕıtica no ranking do vetor tangente (veja Tabela 5.4). Embora sua solução de

baixa tensão associada, SBT1, não seja a que se funde com a solução operativa,

ela sofre grande impacto devido à violação de limite da Barra 4, em ∆λ = 1, 0597,

e fica consideravelmente próxima da solução operativa do sistema, como pode ser

observado na Fig. 5.4. Mas, podemos notar na figura que, no ponto ∆λ = 1, 0597,

a SBT10 está ainda mais próxima da solução operativa. No entanto, a Barra 10 é

classificada como barra mais cŕıtica somente em ∆λ = 1, 0932 (veja Tabela 5.4):

o ponto onde a unidade alcança seu limite de potência reativa e é remodelada

para barra tipo PQ (veja Tabela 5.3). Além disso, a partir deste ponto, a solução

do fluxo de potência para a SBT10 converge para a solução operativa. O fato de
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que a Barra 10 é indicada como barra cŕıtica no ranking do vetor tangente no

ponto em que é remodelada para barra tipo PQ, nos levou a propor um cálculo

modificado do vetor tangente.

O cálculo do vetor tangente modificado é realizado usando (5.1) com todas

as barras configuradas como tipo PQ; às potências reativas Qi são atribúıdos os

valores de potência reativa calculados para o ponto de operação. O resultado é

exposto na Tabela 5.6. O ranking do vetor tangente modificado aponta a barra

cŕıtica (e consequentemente a solução de baixa tensão cŕıtica) em ∆λ = 0, 995,

mais cedo que o vetor tangente convencional.

Tabela 5.6: Ranking do Vetor Tangente Modificado (VTM) e do Vetor Tangente (VT)

para o sistema IEEE-118 barras.

Posição da Barra 10 no ranking

∆λ VTM VT

0 25 107

0,3151 39 107

0,5298 38 107

0,7249 32 116

0,9083 25 116

0,9697 17 116

0,9754 12 116

0,9885 9 116

0,9917 6 116

0,9950 1 116

1,0597 1 117

1,0932 1 1

1,1699 1 1

Sistema IEEE-57 barras

A Tabela 5.7 resume os resultados dos testes realizados para o sistema IEEE-57

barras.



79

Tabela 5.7: Ranking do Vetor Tangente Modificado (VTM) e do Vetor Tangente (VT)

para o sistema teste IEEE-57 barras.

Direção 1

Posição da Barra 31 no ranking

∆λ VTM VT

0 1 1

0,1142 1 1

0,2448 1 1

0,4486 1 1

(Max.) 0,5327 1 1

Direção 2

Posição da Barra 30 no ranking

∆λ VTM VT

0 4 4

0,078 2 4

0,2821 2 2

0,8706 1 2

1,1250 1 1

(Max.) 1,4776 1 1

Direção 3

Posição da Barra 53 no ranking

∆λ VTM VT

0 12 29

0,4051 8 32

0,6918 6 26

1,7220 5 7

1,8950 2 5

1,9100 1 5

1,9908 1 1

(Max.) 1,9913 1 1

O sistema foi submetido a três direções distintas de crescimento dos parâmetros

de controle. As direções são definidas como descrito a seguir.
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1. Direção 1 é definida por (3.16)-(3.18), com KGi
= KLi

= 1, Gi = 1, . . . , npv

e Li = 1, . . . , npq (ou seja, o incremento de carga e geração é implementado

em todas as barras).

2. Direção 2 é definida por (3.16), com KGi
= 1 e Gi = 1, . . . , npv (ou seja, a

geração cresce em todas as barras); e (3.17)-(3.18), com KLi
= 1, KLj

= 0,

Li = 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30 e Lj = 1, . . . , npq, Lj 6= Li (ou

seja, só as cargas representadas pelas Barras Li especificadas são incremen-

tadas, todas as outras cargas não variam.)

3. Direção 3 é definida por (3.16), com KGi
= 1 e Gi = 1, . . . , npv; e (3.17)-

(3.18), com KLi
= 1, KLj

= 0, Li = 5, 6, 8, 9, 10 e Lj = 1, . . . , npq, Lj 6= Li.

Cada padrão de crescimento de parâmetros determinou uma solução de baixa

tensão cŕıtica particular. A SBTcr para a Direção 1 é a SBT31; para as Direções

2 e 3 as soluções cŕıticas são SBT30 e SBT53, respectivamente. Os pontos de

máximo carregamento do sistema para cada cenário de crescimento de parâmetros

estão indicados na tabela. Os rankings para o vetor tangente (VT) e vetor

tangente modificado (VTM) relacionados à Direção 1 apontaram a barra cŕıtica

(Barra 31), e por conseguinte a SBTcr (SBT31), ao longo de todo o caminho até

a bifurcação final: a Barra 31 foi número 1 (mais cŕıtica) nos rankings ao longo

de todo o processo de carregamento. Com respeito às Direções 2 e 3, nas quais as

informações do VT e VTM apresentam variações, as barras associadas à SBTcr

foram classificadas como número 1 pelo VTM em pontos anteriores relativamente

ao VT.

É importante observar que o VTM foi usado nas simulações somente como

ferramenta para identificar a SBTcr. Nas subseções anteriores, viu-se que as

informações de interesse relacionadas ao VT foram: o grupo de barras indicadas

nas primeiras posições do ranking no caso base, e a barra associada à componente

de maior valor absoluto do vetor. O grupo de barras indicadas pelo VT, no caso

base, determinaram o grupo de SBTs a serem monitoradas. A barra associada à

componente de maior valor absoluto do VT relaciona-se com a identificação da

SBTcr. Com relação à definição do grupo de soluções de baixa tensão que devem

ser usadas para análise de estabilidade, o VTM não pode ser utilizado para este
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fim. Testes mostraram que o ranking do VTM não é equivalente ao ranking do

VT ao longo do processo de carregamento do sistema. Porém, com respeito à

identificação da SBTcr, o VTM substitui com vantagem o VT, como mostram

os resultados apresentados nesta seção.

No próximo caṕıtulo, apresentamos o segundo tema desenvolvido neste traba-

lho de doutoramento: a proposta de uma função auxiliar para definição do perfil

de vulnerabilidade de um SEP.



Caṕıtulo 6

Função auxiliar para definição do

perfil de vulnerabilidade de um

SEP

6.1 Introdução

Neste caṕıtulo, uma função auxiliar para definição do perfil de vulnerabilidade

das barras de um SEP é proposta. A função atribui a cada unidade do sistema um

valor escalar. O valor associado a cada barra se mostra, de modo geral, coerente

com a classificação desta no ranking do vetor tangente (veja Sec. 5.2.2). Também

é verificada coerência com a classificação das barras segundo os respectivos valores

de margem de potência reativa. (Note que o problema de colapso de tensão está

associado à inabilidade do sistema em manter um suporte adequado de potência

reativa nas barras.) Dessa forma, podemos relacionar o valor da função auxiliar

atribúıdo a uma barra à medida de vulnerabilidade desta. Com isso, é posśıvel

agrupar as barras de acordo com seus ńıveis associados, formando áreas de maior

e menor vulnerabilidade.

A função auxiliar é derivada da expressão para energia potencial de um SEP

que admite perdas (4.21). O cálculo do valor de vulnerabilidade de todas as barras

é dependente da solução operativa do sistema (Xs) e de uma única solução de

baixa tensão. A escolha da SBT é definida a partir da informação do vetor

82
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tangente: a barra mais cŕıtica no ranking do VT, no caso base, determina a

solução de baixa tensão a ser usada. A definição do perfil de vulnerabilidade a

partir da função auxiliar proposta é realizada na condição inicial do sistema (o

caso base).

A técnica da função auxiliar, que propomos neste trabalho, foi utilizada em

[28] com o objetivo de definir uma configuração de sistema, dentre algumas

posśıveis, que garantisse, a um dado SEP, maior robustez quanto à estabilidade

de tensão. Diferentes configurações de sistema tiveram o perfil de vulnerabili-

dade calculado. As diversas configurações podem ser obtidas, por exemplo, via

instalação de recursos para a compensação de potência reativa em linhas de trans-

missão, modificações nas conexões entre linhas de transmissão ou instalação de

transformadores. A configuração que gerou um perfil que apresentava um maior

número de áreas interligadas com menor ńıvel de vulnerabilidade foi escolhida.

Os testes realizados no sistema IEEE-14 barras e num setor de um sistema elétrico

Brasileiro (Sistema São Paulo 440KV) [28] mostraram que uma configuração de

sistema que leva a este padrão no perfil de vulnerabilidade apresenta, comparati-

vamente às outras configurações, maior margem de carregamento e maior reserva

de potência reativa, ou seja, o SEP sob esta configuração mostra-se mais robusto

com respeito à estabilidade de tensão.

Nas seções que seguem, a função auxiliar é apresentada e são mostrados os

resultados obtidos para os sistemas teste IEEE-14, IEEE-30 e IEEE-57 barras. O

conceito de margem de potência reativa de uma barra também é descrito, uma vez

que a informação é utilizada para a validação dos resultados da função auxiliar.

6.2 Expressão matemática para a função auxi-

liar

A função auxiliar, ϑ : Rn×Rn → R, é definida para uma dada Barra i. A função

ϑ é obtida a partir da expressão para energia potencial de um sistema que admite

perdas (4.21), avaliada em Xu = (θu,V u) e com Qi(Vi) = Qi = constante.

Tomando de (4.21) a expressão para a i-ésima barra, com j = 1, . . . , n e j 6= i,
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obtemos

ϑi(X
s,Xu) = Qi ln(V u

i ) + Piθ
u
i

+
1

2

n∑

j=1,j 6=i

V u
i V

u
j Bij cos(θui − θuj )

−
n∑

j=1,j 6=i

V s
i V

s
j Gij cos(θsi − θsj)θui

−
n∑

j=1,j 6=i

V s
j Gij sin(θsi − θsj)V u

i (6.1)

onde i é o número da barra para a qual é calculada ϑ; Xs correspode à solução

usual do fluxo de potência calculada no caso base; Xu representa a solução de

baixa tensão calculada no caso base, associada à barra mais cŕıtica no ranking do

vetor tangente. Podemos interpretar ϑi como uma aproximação da contribuição

de cada barra na medida de energia potencial da solução de baixa tensão. Note

que ϑi não é uma função energia.

6.3 Margem de potência reativa

A curva QV (Fig. 6.1) de uma dada barra de um SEP mostra a sensibilidade e a

variação da magnitude de tensão da barra em função da injeção ou absorção de

potência reativa. O método da curva QV tem sido aplicado como uma ferramenta

auxiliar na área de planejamento de sistemas elétricos [32]. Neste contexto, a

análise da curva QV é realizada conjuntamente com a análise da curva PV, e a

avaliação de segurança do sistema é complementada por estudos dinâmicos.

Para obter a curva QV de uma barra, toma-se a unidade em questão como tipo

PV (mesmo que ela seja do tipo PQ), com os limites de potência reativa descon-

siderados. A partir da variação da magnitude de tensão da barra, determina-se

sucessivos pontos operativos através da solução das equações do fluxo de potência.

O traçado da curva QV pode ser implementado com o uso do método da conti-

nuação [65, 66, 67].

A distância entre o ponto de mı́nimo da curva QV e o eixo das abscissas (eixo

das tensões) define a margem de potência reativa (MPR) de uma barra. A MPR

pode ser usada para avaliar a robustez de uma barra (ou região) do SEP com
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respeito a seu suporte de potência reativa. Neste sentido, as barras com menor

margem de potência reativa são consideradas cŕıticas [65, 66].

V

Q

Margem de potência reativa

Figura 6.1: Curva QV e margem de potência reativa (MPR) de uma barra.

6.4 Resultados e discussão

6.4.1 Metodologia dos testes

Os testes foram realizados nos sistemas IEEE-14, IEEE-30 e IEEE-57 barras,

seguindo-se a seguinte metologia:

1. A solução usual do fluxo de potência (Xs) é calculada no caso base.

2. O ranking do vetor tangente é obtido para o caso base, conforme descrito

na Sec. 5.2.2, e a barra mais cŕıtica é identificada.

3. A solução de baixa tensão associada à barra indicada no passo anterior

(Xu) é calculada, através do Método Simplificado em coordenadas polares

com controle de passo, como descrito na Sec. 4.4.1.

4. Para cada Barra i do sistema, o valor de ϑi é obtido, usando-se (6.1).

5. Para cada Barra i do sistema (exceptuando-se a barra de referência) é cal-

culada a margem de potência reativa (MPR), conforme descrito na seção
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anterior. A partir dos valores de MPR define-se um ranking de barras

(ranking de MPR).

6.4.2 Resultados

As Tabelas 6.1, 6.3 e 6.5 descrevem os resultados para os sistemas teste IEEE-14,

IEEE-30 e IEEE0-57 barras, respectivamente. Os valores de ϑi foram multipli-

cados por 10, unicamente para auxiliar a visualização dos dados. O ranking do

vetor tangente e o ranking de margem de potência reativa estão indicados; neles

não aparece a barra de referência dos sistemas, que nos três casos corresponde à

Barra 1. As Tabelas 6.2, 6.4 e 6.6 mostram os valores de MPR para as barras

dos sistemas IEEE-14, IEEE-30 e IEEE0-57 barras, respectivamente. É muito

importante ressaltar que o objetivo da função auxiliar não é determinar um ran-

king de barras equivalente ao ranking do VT ou ao ranking de MPR. O uso

da função tem o propósito de definir um mapa das regiões de maior e menor

vulnerabilidade dentro do SEP. As barras destacadas em rosa, nas Tabelas 6.1,

6.3 e 6.5, definem uma região de menor robustez (ou maior vulnerabilidade) do

sistema. Por outro lado, a região definida em azul apresenta maior robustez (ou

menor vulnerabilidade). Podemos notar, através dos dados das tabelas, que a

ordenação dos valores de ϑi levam à delimitações de áreas, de certa forma, cor-

relatas ao ranking do VT e ao ranking de MPR. Os diagramas das Figuras 6.2,

6.3 e 6.4 descrevem o perfil de vulnerabilidade dos sistema IEEE-14, IEEE-30 e

IEEE-57 barras, respectivamente. Cada perfil foi obtido a partir dos valores de

ϑ indicados nas Tabelas 6.1, 6.3 e 6.5.
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Sistema teste IEEE-14 barras

Tabela 6.1: Valores de ϑi, ranking do vetor tangente (VT) e ranking de margem de

potência reativa (MPR) para o sistema teste IEEE-14 barras.

ϑi * 10 ranking do VT ranking de MPR

ϑ14 -29,050977 14 (barra mais cŕıtica) 8

ϑ13 -28,036147 13 14

ϑ12 -16,884894 12 12

ϑ10 -11,442514 10 13

ϑ11 -8,285774 11 11

ϑ6 -6,401215 9 6

ϑ9 7,521629 6 10

ϑ8 12,426864 7 9

ϑ3 38,848118 8 7

ϑ7 41,797172 3 3

ϑ1 106,333589 4 4

ϑ5 117,987241 5 5

ϑ4 122,173088 2 2

ϑ2 152,423806

Tabela 6.2: Margem de potência reativa (MPR) das barras do sistema teste IEEE-14

barras.

MPR (pu) Barra

-0,59714 8

-0,63326 14

-0,64817 12

-0,76891 13

-0,78509 11

-0,78802 6

-0,84372 10

-0,99096 9

-1,1684 7

-1,3569 3

-2,4202 4

-2,6492 5

-4,5918 2
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Figura 6.2: Perfil de vulnerabilidade do sistema teste IEEE-14 barras.
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Sistema teste IEEE-30 barras

Tabela 6.3: Valores de ϑi, ranking do vetor tangente (VT) e ranking de margem de

potência reativa (MPR) para o sistema teste IEEE-30 barras.

ϑi * 10 ranking do VT ranking de MPR

ϑ30 -15,561284 30 (barra mais cŕıtica) 26

ϑ29 -7,945812 29 30

ϑ25 -1,060812 19 29

ϑ26 -1,015588 26 25

ϑ27 0,936188 18 11

ϑ14 8,436702 20 13

ϑ24 10,764626 24 27

ϑ23 12,963692 23 19

ϑ18 21,193321 25 18

ϑ16 22,016666 21 23

ϑ11 22,535955 22 14

ϑ13 30,938191 15 20

ϑ15 31,008700 14 24

ϑ20 34,565316 17 16

ϑ19 37,976072 27 15

ϑ17 39,842625 10 22

ϑ5 50,298444 16 21

ϑ7 73,437431 12 17

ϑ9 84,282568 13 10

ϑ12 85,215809 5 12

ϑ28 85,884553 9 9

ϑ22 88,463859 11 5

ϑ21 97,492545 7 8

ϑ8 110,872974 8 28

ϑ1 120,041613 28 7

ϑ10 125,039981 6 6

ϑ3 128,684255 4 4

ϑ2 151,111326 3 3

ϑ4 237,052852 2 2

ϑ6 346,615174
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Tabela 6.4: Margem de potência reativa (MPR) das barras do sistema teste IEEE-30

barras.

MPR (pu) Barra

-0,24392 26

-0,26124 30

-0,29274 29

-0,4889 25

-0,5043 11

-0,52131 13

-0,53321 27

-0,5677 19

-0,56922 18

-0,5728 23

-0,60117 14

-0,60264 20

-0,61785 24

-0,70406 16

-0,74858 15

-0,76403 22

-0,76491 21

-0,76504 17

-0,91502 10

-0,95371 12

-1,067 9

-1,1239 5

-1,2468 8

-1,4814 28

-1,5317 7

-1,9867 6

-2,2253 4

-2,3613 3

-3,8813 2
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Figura 6.3: Perfil de vulnerabilidade do sistema teste IEEE-30 barras.
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Sistema teste IEEE-57 barras

Tabela 6.5: Valores de ϑi, ranking do vetor tangente (VT) e ranking de margem de

potência reativa (MPR) para o sistema teste IEEE-57 barras.

ϑi * 10 ranking do VT ranking de MPR

ϑ32 -64,239835 31 (barra mais cŕıtica) 31

ϑ33 -62,771211 33 33

ϑ30 -13,567714 32 32

ϑ31 -9,984781 30 30

ϑ25 -5,217882 25 25

ϑ19 6,892928 57 57

ϑ57 6,963013 56 20

ϑ20 8,931826 42 19

ϑ42 9,165704 41 42

ϑ56 12,654328 34 56

ϑ34 13,128730 35 34

ϑ54 14,728805 40 35

ϑ21 18,693512 36 41

ϑ53 22,142199 39 40

ϑ41 23,040073 37 53

ϑ18 23,174165 50 24

ϑ50 23,956191 20 26

ϑ52 25,479433 19 36

ϑ27 25,684323 24 54

ϑ35 26,682289 21 18

ϑ40 28,177553 23 39

ϑ39 37,584257 22 21

ϑ43 40,067611 49 52

ϑ55 48,289771 38 37
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Continuação da Tabela 6.5

ϑi * 10 ranking do VT ranking de MPR

ϑ28 53,860829 26 27

ϑ44 58,480126 48 43

ϑ49 62,174262 47 50

ϑ36 65,029347 51 8

ϑ26 66,099871 53 28

ϑ45 67,125445 44 23

ϑ24 68,327431 54 22

ϑ17 70,119497 18 55

ϑ37 74,493699 27 51

ϑ5 76,268457 52 44

ϑ51 76,468441 43 29

ϑ16 77,964008 10 38

ϑ47 105,513858 55 49

ϑ23 106,684336 46 47

ϑ46 107,800166 28 48

ϑ48 109,720245 29 45

ϑ29 116,574398 11 46

ϑ10 124,004877 12 5

ϑ11 131,354436 9 10

ϑ6 145,349559 13 7

ϑ38 151,791910 45 6

ϑ22 169,783006 6 11

ϑ7 173,941961 14 12

ϑ4 181,824303 5 16

ϑ8 182,316091 16 9

ϑ12 196,379201 7 17

ϑ14 216,006909 4 4

ϑ2 221,908577 15 14

ϑ9 235,359951 3 13

ϑ3 236,592682 8 3

ϑ15 287,547224 17 15

ϑ13 297,826833 2 2

ϑ1 305,015173
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Tabela 6.6: Margem de potência reativa (MPR) das barras do sistema teste IEEE-57

barras.

MPR (pu) Barra

-0,14399 31

-0,1572 33

-0,16467 32

-0,18425 30

-0,22244 25

-0,31457 57

-0,33529 20

-0,35031 19

-0,3776 42

-0,42165 56

-0,50266 34

-0,64625 35

-0,65308 41

-0,71061 40

-0,74087 53

-0,74707 24

-0,75411 26

-0,82408 36

-0,83191 54

-0,83558 18

-0,84467 39
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Continuação da Tabela 6.6

MPR (pu) Barra

-0,90413 21

-0,90448 52

-0,98155 37

-1,073 27

-1,1939 43

-1,228 50

-1,3054 8

-1,4226 28

-1,4247 23

-1,5473 22

-1,5679 55

-1,6808 51

-1,7021 44

-1,8128 29

-1,8217 38

-1,9059 49

-1,9062 47

-1,935 48

-2,1815 45

-2,245 46

-2,3358 5

-2,3732 10

-2,5227 7

-2,6177 6

-2,7333 11

-3,0068 12

-3,0666 16

-3,1636 9

-3,4127 17

-3,5141 4

-3,5852 14

-4,0062 13

-4,3981 3

-5,0777 15

-10,179 2
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Figura 6.4: Perfil de vulnerabilidade do sistema teste IEEE-57 barras.
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6.4.3 Discussão

Nos resultados apresentados, a correlação entre as áreas de maior e menor robus-

tez indicadas pela função auxiliar e aquelas indicadas pelo ranking do VT e pelo

ranking de MPR pode ser verificada. Testes realizados mostraram que a meto-

dologia proposta apresenta restrições quanto a sua aplicação. As simulações para

o sistema IEEE-118 barras, por exemplo, não apresentaram resultados positivos.

Por outro lado, os testes executados nos sistemas IEEE-14, IEEE-30 e IEEE-57

barras mostraram-se satisfatórios. Admitimos que a metodologia pode ser apli-

cada a pequenos sistemas, ou áreas de sistemas maiores, definidas por técnicas

de clustering. A despeito das restrições apresentadas, a metodologia se mostrou

útil como ferramenta auxiliar para a melhoria da robustez, quanto à estabilidade

de tensão, dos sistema elétricos considerados em [28].

É importante salientar o aspecto de quantificação de vulnerabilidade que a

função auxiliar possibilita. A margem de potência reativa também proporciona

tal interpretação, porém requer o uso de processo iterativo, que tem custo com-

putacional elevado. A análise de vulnerabilidade através da função auxiliar (que

é realizada no caso base), ao contrário, é de baixo custo computacional: requer a

solução de uma única SBT; o cálculo do vetor tangente equivale ao custo de uma

iteração do método para solução do fluxo de potência; e podemos afirmar que o

cálculo de ϑi, para i = 1, . . . , n, onde n é o número de barras do sistema, não

exige grande esforço computacional.



Caṕıtulo 7

Conclusão

Esta tese examina dois temas principais. O primeiro, refere-se à análise das

soluções de baixa tensão do fluxo de potência via técnica do vetor tangente, no

contexto de função energia aplicada à análise de estabilidade de tensão. Neste

estudo, descrito no Caṕıtulo 5, foram abordados os problemas de identificação da

solução de baixa tensão cŕıtica e de determinação do grupo de barras relacionadas

a área cŕıtica de um sistema elétrico de potência. O segundo tema, apresentado

no Caṕıtulo 6, trata da definição de uma função auxiliar para a determinação

do perfil de vulnerabilidade das barras de um sistema quanto a estabilidade de

tensão. Os conteúdos dos referidos caṕıtulos geraram publicações, na forma de

artigos, em periódicos internacionais [27, 28].

As metodologias para cálculo de margem de estabilidade de tensão baseadas

nas soluções de baixa tensão do fluxo de potência têm o problema conceitual de

determinar qual solução de baixa tensão é a solução cŕıtica, uma vez que diferentes

padrões de crescimento de carga e geração podem levar a diferentes soluções

cŕıticas. Mostramos que o método do vetor tangente pode ser usado para tratar

este problema. Foi demonstrado que a entrada de maior valor absoluto no vetor

tangente pode guiar a busca da SBTcr. Para o sistema teste IEEE-30 apresentado,

a SBTcr foi corretamente identificada em todos os pontos de operação. Mesmo

para os casos em que a área cŕıtica muda não linearmente quando o sistema se

aproxima do ponto de máximo carregamento, a solução de baixa tensão cŕıtica foi

indicada pelo método em pontos de operação anteriores ao ponto cŕıtico, como

demonstrado para os sistemas IEEE-118 e IEEE-57 barras aqui analisados.
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A determinação do grupo de barras para o qual soluções de baixa tensão de-

vem ser calculadas constitui outro problema conceitual, quando o foco é a medida

de vulnerabilidade de uma área do sistema. Nesta abordagem, são monitoradas,

ao longo do processo de carregamento, apenas as soluções de baixa tensão relaci-

onadas à área cŕıtica do sistema, ao invés de todas as posśıveis soluções de baixa

tensão. Mostramos que o ranking do vetor tangente no caso base pode ser uma

ferramenta efetiva para definir o grupo de soluções de baixa tensão necessárias

para realizar a análise de estabilidade. As simulações indicam que a técnica do

vetor tangente combinada com a metodologia de solução de baixa tensão pode re-

presentar uma ferramenta auxiliar eficiente para a identificação da área vulnerável

do SEP, nos pontos iniciais do processo de carregamento do sistema.

Ainda com respeito à identificação da solução de baixa tensão cŕıtica ao longo

do processo de carregamento do sistema, foi apresentado um novo método para o

cálculo do vetor tangente, definindo o que denotamos por vetor tangente modifi-

cado. Nesta nova proposta, o cálculo do vetor tangente é efetuado com todas as

barras do sistema configuradas como tipo PQ. Mostramos que o vetor tangente

modificado antecipa a informação da solução de baixa tensão cŕıtica comparati-

vamente ao vetor tangente convencional.

Uma função escalar auxiliar para quantificação do ńıvel de vulnerabilidade

das barras de um SEP foi proposta. Segundo o valor obtido para cada barra é

posśıvel agrupá-las em áreas de maior e menor vulnerabilidade. A função auxiliar

foi definida a partir de uma função energia [13, 14, 15, 17] usada em análise de

estabilidade de tensão. Para o cálculo do ńıvel de vulnerabilidade de todas as

barras de um SEP, que é realizado no caso base, são necessárias apenas duas

soluções do problema de fluxo de potência: a solução usual e uma solução de

baixa tensão particular. A escolha da solução de baixa tensão é feita a partir

do ranking do vetor tangente no caso base: calcula-se a solução de baixa tensão

relacionada à barra apontada como mais cŕıtica no ranking . Os testes realizados

mostraram resultados satisfatórios para sistemas pequenos (IEEE-14, IEEE-30 e

IEEE-57 barras). Para sistemas maiores, como o IEEE-118 barras, no entanto,

os resultados não foram positivos. Consideramos, desta forma, que a função

auxiliar pode ser aplicada a sistemas menores ou setores de grandes sistemas,
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como podemos inferir a partir do resultados apresentados em [28]. Mostramos

que às áreas de maior e menor robustez indicadas pela função proposta são de

modo geral correlatas as áreas indicadas pelo ranking do vetor tangente. Além

disso, as barras pertencentes a área mais robusta indicada pela função auxiliar

apresentam as maiores margens de potência reativa. De modo contrário, as barras

que a função auxiliar indica como cŕıticas apresentam as menores margens de

potência reativa.

Finalmente, os resultados obtidos neste trabalho de tese sugerem as seguintes

propostas para investigações futuras:

• Analisar as descontinuidades nas curvas de energia potencial das soluções

de baixa tensão do fluxo de potência, nos pontos onde os limite de controle

são violados, e verificar de que maneira afetam a avaliação da margem de

estabilidade de um SEP.

• Obter o vetor tangente modificado para um modelo dinâmico de SEP; definir

o ı́ndice do vetor tangente modificado, tal como descrito por (3.22), e avaliar

seu comportamento para a barra cŕıtica do sistema.

• Aplicar a metodologia da função auxiliar para análise de vulnerabilidade

de microrredes (micro-grids); bem como de áreas de sistemas definidas por

técnicas de clustering.
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Apêndice A

Dados dos sistemas

A.1 Sistema IEEE-14 barras
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A.2 Sistema IEEE-30 barras
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A.3 Sistema IEEE-57 barras
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1/15/17, 11:45 PM

Page 2 of 3http://www2.ee.washington.edu/research/pstca/pf57/ieee57cdf.txt

-999 
BRANCH DATA FOLLOWS                         80 ITEMS
   1    2  1  1 1 0  0.0083    0.0280      0.1290     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   2    3  1  1 1 0  0.0298    0.0850      0.0818     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   3    4  1  1 1 0  0.0112    0.0366      0.0380     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   4    5  1  1 1 0  0.0625    0.1320      0.0258     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   4    6  1  1 1 0  0.0430    0.1480      0.0348     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   6    7  1  1 1 0  0.0200    0.1020      0.0276     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   6    8  1  1 1 0  0.0339    0.1730      0.0470     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   8    9  1  1 1 0  0.0099    0.0505      0.0548     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   9   10  1  1 1 0  0.0369    0.1679      0.0440     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   9   11  1  1 1 0  0.0258    0.0848      0.0218     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   9   12  1  1 1 0  0.0648    0.2950      0.0772     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   9   13  1  1 1 0  0.0481    0.1580      0.0406     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  13   14  1  1 1 0  0.0132    0.0434      0.0110     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  13   15  1  1 1 0  0.0269    0.0869      0.0230     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   1   15  1  1 1 0  0.0178    0.0910      0.0988     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   1   16  1  1 1 0  0.0454    0.2060      0.0546     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   1   17  1  1 1 0  0.0238    0.1080      0.0286     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   3   15  1  1 1 0  0.0162    0.0530      0.0544     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   4   18  1  1 1 0  0.0       0.5550      0.0        0     0     0    0 0  0.970     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   4   18  1  1 1 0  0.0       0.4300      0.0        0     0     0    0 0  0.978     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   5    6  1  1 1 0  0.0302    0.0641      0.0124     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   7    8  1  1 1 0  0.0139    0.0712      0.0194     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  10   12  1  1 1 0  0.0277    0.1262      0.0328     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  11   13  1  1 1 0  0.0223    0.0732      0.0188     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  12   13  1  1 1 0  0.0178    0.0580      0.0604     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  12   16  1  1 1 0  0.0180    0.0813      0.0216     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  12   17  1  1 1 0  0.0397    0.1790      0.0476     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  14   15  1  1 1 0  0.0171    0.0547      0.0148     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  18   19  1  1 1 0  0.4610    0.6850      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  19   20  1  1 1 0  0.2830    0.4340      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  21   20  1  1 1 0  0.0       0.7767      0.0        0     0     0    0 0  1.043     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  21   22  1  1 1 0  0.0736    0.1170      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  22   23  1  1 1 0  0.0099    0.0152      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  23   24  1  1 1 0  0.1660    0.2560      0.0084     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  24   25  1  1 1 0  0.0       1.1820      0.0        0     0     0    0 0  1.000     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  24   25  1  1 1 0  0.0       1.2300      0.0        0     0     0    0 0  1.000     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  24   26  1  1 1 0  0.0       0.0473      0.0        0     0     0    0 0  1.043     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  26   27  1  1 1 0  0.1650    0.2540      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  27   28  1  1 1 0  0.0618    0.0954      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  28   29  1  1 1 0  0.0418    0.0587      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   7   29  1  1 1 0  0.0       0.0648      0.0        0     0     0    0 0  0.967     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  25   30  1  1 1 0  0.1350    0.2020      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  30   31  1  1 1 0  0.3260    0.4970      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  31   32  1  1 1 0  0.5070    0.7550      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  32   33  1  1 1 0  0.0392    0.0360      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  34   32  1  1 1 0  0.0       0.9530      0.0        0     0     0    0 0  0.975     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  34   35  1  1 1 0  0.0520    0.0780      0.0032     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  35   36  1  1 1 0  0.0430    0.0537      0.0016     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  36   37  1  1 1 0  0.0290    0.0366      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  37   38  1  1 1 0  0.0651    0.1009      0.0020     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  37   39  1  1 1 0  0.0239    0.0379      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  36   40  1  1 1 0  0.0300    0.0466      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  22   38  1  1 1 0  0.0192    0.0295      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  11   41  1  1 1 0  0.0       0.7490      0.0        0     0     0    0 0  0.955     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  41   42  1  1 1 0  0.2070    0.3520      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  41   43  1  1 1 0  0.0       0.4120      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  38   44  1  1 1 0  0.0289    0.0585      0.0020     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  15   45  1  1 1 0  0.0       0.1042      0.0        0     0     0    0 0  0.955     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  14   46  1  1 1 0  0.0       0.0735      0.0        0     0     0    0 0  0.900     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  46   47  1  1 1 0  0.0230    0.0680      0.0032     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
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  46   47  1  1 1 0  0.0230    0.0680      0.0032     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  47   48  1  1 1 0  0.0182    0.0233      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  48   49  1  1 1 0  0.0834    0.1290      0.0048     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  49   50  1  1 1 0  0.0801    0.1280      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  50   51  1  1 1 0  0.1386    0.2200      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  10   51  1  1 1 0  0.0       0.0712      0.0        0     0     0    0 0  0.930     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  13   49  1  1 1 0  0.0       0.1910      0.0        0     0     0    0 0  0.895     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  29   52  1  1 1 0  0.1442    0.1870      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  52   53  1  1 1 0  0.0762    0.0984      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  53   54  1  1 1 0  0.1878    0.2320      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  54   55  1  1 1 0  0.1732    0.2265      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  11   43  1  1 1 0  0.0       0.1530      0.0        0     0     0    0 0  0.958     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  44   45  1  1 1 0  0.0624    0.1242      0.0040     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  40   56  1  1 1 0  0.0       1.1950      0.0        0     0     0    0 0  0.958     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  56   41  1  1 1 0  0.5530    0.5490      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  56   42  1  1 1 0  0.2125    0.3540      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  39   57  1  1 1 0  0.0       1.3550      0.0        0     0     0    0 0  0.980     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  57   56  1  1 1 0  0.1740    0.2600      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  38   49  1  1 1 0  0.1150    0.1770      0.0030     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
  38   48  1  1 1 0  0.0312    0.0482      0.0        0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
   9   55  1  1 1 0  0.0       0.1205      0.0        0     0     0    0 0  0.940     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0   0.0
-999
LOSS ZONES FOLLOWS                     1 ITEMS
  1 IEEE 57 BUS
-99
INTERCHANGE DATA FOLLOWS                 1 ITEMS
-9
 1    8 Clinch Rv V1    0.0  999.99  IEEE57  IEEE 57 Bus Test Case
TIE LINES FOLLOWS                     0 ITEMS
-999
END OF DATA
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 08/25/93 UW ARCHIVE           100.0  1961 W IEEE 118 Bus Test Case
BUS DATA FOLLOWS                            57 ITEMS
   1 Riversde  V2  1  1  2 0.955  10.67     51.0     27.0      0.0     0.0     0.0  0.955    15.0    -5.0   0.0    0.0        0
   2 Pokagon   V2  1  1  0 0.971  11.22     20.0      9.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
   3 HickryCk  V2  1  1  0 0.968  11.56     39.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
   4 NwCarlsl  V2  1  1  2 0.998  15.28     30.0     12.0     -9.0     0.0     0.0  0.998   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
   5 Olive     V2  1  1  0 1.002  15.73      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0   -0.40       0
   6 Kankakee  V2  1  1  2 0.990  13.00     52.0     22.0      0.0     0.0     0.0  0.990    50.0   -13.0   0.0    0.0        0
   7 JacksnRd  V2  1  1  0 0.989  12.56     19.0      2.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
   8 Olive     V1  1  1  2 1.015  20.77      0.0      0.0    -28.0     0.0     0.0  1.015   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
   9 Bequine   V1  1  1  0 1.043  28.02      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  10 Breed     V1  1  1  2 1.050  35.61      0.0      0.0    450.0     0.0     0.0  1.050   200.0  -147.0   0.0    0.0        0
  11 SouthBnd  V2  1  1  0 0.985  12.72     70.0     23.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  12 TwinBrch  V2  1  1  2 0.990  12.20     47.0     10.0     85.0     0.0     0.0  0.990   120.0   -35.0   0.0    0.0        0
  13 Concord   V2  1  1  0 0.968  11.35     34.0     16.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  14 GoshenJt  V2  1  1  0 0.984  11.50     14.0      1.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  15 FtWayne   V2  1  1  2 0.970  11.23     90.0     30.0      0.0     0.0     0.0  0.970    30.0   -10.0   0.0    0.0        0
  16 N. E.     V2  1  1  0 0.984  11.91     25.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  17 Sorenson  V2  1  1  0 0.995  13.74     11.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  18 McKinley  V2  1  1  2 0.973  11.53     60.0     34.0      0.0     0.0     0.0  0.973    50.0   -16.0   0.0    0.0        0
  19 Lincoln   V2  1  1  2 0.963  11.05     45.0     25.0      0.0     0.0     0.0  0.962    24.0    -8.0   0.0    0.0        0
  20 Adams     V2  1  1  0 0.958  11.93     18.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  21 Jay       V2  1  1  0 0.959  13.52     14.0      8.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  22 Randolph  V2  1  1  0 0.970  16.08     10.0      5.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  23 CollCrnr  V2  1  1  0 1.000  21.00      7.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  24 Trenton   V2  1  1  2 0.992  20.89      0.0      0.0    -13.0     0.0     0.0  0.992   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  25 TannrsCk  V2  1  1  2 1.050  27.93      0.0      0.0    220.0     0.0     0.0  1.050   140.0   -47.0   0.0    0.0        0
  26 TannrsCk  V1  1  1  2 1.015  29.71      0.0      0.0    314.0     0.0     0.0  1.015  1000.0 -1000.0   0.0    0.0        0
  27 Madison   V2  1  1  2 0.968  15.35     62.0     13.0     -9.0     0.0     0.0  0.968   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  28 Mullin    V2  1  1  0 0.962  13.62     17.0      7.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  29 Grant     V2  1  1  0 0.963  12.63     24.0      4.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  30 Sorenson  V1  1  1  0 0.968  18.79      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  31 DeerCrk   V2  1  1  2 0.967  12.75     43.0     27.0      7.0     0.0     0.0  0.967   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  32 Delaware  V2  1  1  2 0.964  14.80     59.0     23.0      0.0     0.0     0.0  0.963    42.0   -14.0   0.0    0.0        0
  33 Haviland  V2  1  1  0 0.972  10.63     23.0      9.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  34 Rockhill  V2  1  1  2 0.986  11.30     59.0     26.0      0.0     0.0     0.0  0.984    24.0    -8.0   0.0    0.14       0
  35 WestLima  V2  1  1  0 0.981  10.87     33.0      9.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  36 Sterling  V2  1  1  2 0.980  10.87     31.0     17.0      0.0     0.0     0.0  0.980    24.0    -8.0   0.0    0.0        0
  37 EastLima  V2  1  1  0 0.992  11.77      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0   -0.25       0
  38 EastLima  V1  1  1  0 0.962  16.91      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  39 NwLibrty  V2  1  1  0 0.970   8.41     27.0     11.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
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  40 West End  V2  1  1  2 0.970   7.35     20.0     23.0    -46.0     0.0     0.0  0.970   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  41 S.Tiffin  V2  1  1  0 0.967   6.92     37.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  42 Howard    V2  1  1  2 0.985   8.53     37.0     23.0    -59.0     0.0     0.0  0.985   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  43 S.Kenton  V2  1  1  0 0.978  11.28     18.0      7.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  44 WMVernon  V2  1  1  0 0.985  13.82     16.0      8.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.10       0
  45 N.Newark  V2  1  1  0 0.987  15.67     53.0     22.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.10       0
  46 W.Lancst  V2  1  1  2 1.005  18.49     28.0     10.0     19.0     0.0     0.0  1.005   100.0  -100.0   0.0    0.10       0
  47 Crooksvl  V2  1  1  0 1.017  20.73     34.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  48 Zanesvll  V2  1  1  0 1.021  19.93     20.0     11.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.15       0
  49 Philo     V2  1  1  2 1.025  20.94     87.0     30.0    204.0     0.0     0.0  1.025   210.0   -85.0   0.0    0.0        0
  50 WCambrdg  V2  1  1  0 1.001  18.90     17.0      4.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  51 Newcmrst  V2  1  1  0 0.967  16.28     17.0      8.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  52 SCoshoct  V2  1  1  0 0.957  15.32     18.0      5.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  53 Wooster   V2  1  1  0 0.946  14.35     23.0     11.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  54 Torrey    V2  1  1  2 0.955  15.26    113.0     32.0     48.0     0.0     0.0  0.955   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  55 Wagenhls  V2  1  1  2 0.952  14.97     63.0     22.0      0.0     0.0     0.0  0.952    23.0    -8.0   0.0    0.0        0
  56 Sunnysde  V2  1  1  2 0.954  15.16     84.0     18.0      0.0     0.0     0.0  0.954    15.0    -8.0   0.0    0.0        0
  57 WNwPhil1  V2  1  1  0 0.971  16.36     12.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  58 WNwPhil2  V2  1  1  0 0.959  15.51     12.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  59 Tidd      V2  1  1  2 0.985  19.37    277.0    113.0    155.0     0.0     0.0  0.985   180.0   -60.0   0.0    0.0        0
  60 SWKammer  V2  1  1  0 0.993  23.15     78.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  61 W.Kammer  V2  1  1  2 0.995  24.04      0.0      0.0    160.0     0.0     0.0  0.995   300.0  -100.0   0.0    0.0        0
  62 Natrium   V2  1  1  2 0.998  23.43     77.0     14.0      0.0     0.0     0.0  0.998    20.0   -20.0   0.0    0.0        0
  63 Tidd      V1  1  1  0 0.969  22.75      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  64 Kammer    V1  1  1  0 0.984  24.52      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  65 Muskngum  V1  1  1  2 1.005  27.65      0.0      0.0    391.0     0.0     0.0  1.005   200.0   -67.0   0.0    0.0        0
  66 Muskngum  V2  1  1  2 1.050  27.48     39.0     18.0    392.0     0.0     0.0  1.050   200.0   -67.0   0.0    0.0        0
  67 Summerfl  V2  1  1  0 1.020  24.84     28.0      7.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  68 Sporn     V1  1  1  0 1.003  27.55      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  69 Sporn     V2  1  1  3 1.035  30.00      0.0      0.0    516.4     0.0     0.0  1.035   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  70 Portsmth  V2  1  1  2 0.984  22.58     66.0     20.0      0.0     0.0     0.0  0.984    32.0   -10.0   0.0    0.0        0
  71 NPortsmt  V2  1  1  0 0.987  22.15      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  72 Hillsbro  V2  1  1  2 0.980  20.98      0.0      0.0    -12.0     0.0     0.0  0.980   100.0  -100.0   0.0    0.0        0
  73 Sargents  V2  1  1  2 0.991  21.94      0.0      0.0     -6.0     0.0     0.0  0.991   100.0  -100.0   0.0    0.0        0
  74 Bellefnt  V2  1  1  2 0.958  21.64     68.0     27.0      0.0     0.0     0.0  0.958     9.0    -6.0   0.0    0.12       0
  75 SthPoint  V2  1  1  0 0.967  22.91     47.0     11.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  76 Darrah    V2  1  1  2 0.943  21.77     68.0     36.0      0.0     0.0     0.0  0.943    23.0    -8.0   0.0    0.0        0
  77 Turner    V2  1  1  2 1.006  26.72     61.0     28.0      0.0     0.0     0.0  1.006    70.0   -20.0   0.0    0.0        0
  78 Chemical  V2  1  1  0 1.003  26.42     71.0     26.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  79 CapitlHl  V2  1  1  0 1.009  26.72     39.0     32.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.20       0
  80 CabinCrk  V2  1  1  2 1.040  28.96    130.0     26.0    477.0     0.0     0.0  1.040   280.0  -165.0   0.0    0.0        0
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  81 Kanawha   V1  1  1  0 0.997  28.10      0.0      0.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  82 Logan     V2  1  1  0 0.989  27.24     54.0     27.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.20       0
  83 Sprigg    V2  1  1  0 0.985  28.42     20.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.10       0
  84 BetsyLne  V2  1  1  0 0.980  30.95     11.0      7.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  85 BeaverCk  V2  1  1  2 0.985  32.51     24.0     15.0      0.0     0.0     0.0  0.985    23.0    -8.0   0.0    0.0        0
  86 Hazard    V2  1  1  0 0.987  31.14     21.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  87 Pinevlle  V3  1  1  2 1.015  31.40      0.0      0.0      4.0     0.0     0.0  1.015  1000.0  -100.0   0.0    0.0        0
  88 Fremont   V2  1  1  0 0.987  35.64     48.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  89 ClinchRv  V2  1  1  2 1.005  39.69      0.0      0.0    607.0     0.0     0.0  1.005   300.0  -210.0   0.0    0.0        0
  90 Holston   V2  1  1  2 0.985  33.29     78.0     42.0    -85.0     0.0     0.0  0.985   300.0  -300.0   0.0    0.0        0
  91 HolstonT  V2  1  1  2 0.980  33.31      0.0      0.0    -10.0     0.0     0.0  0.980   100.0  -100.0   0.0    0.0        0
  92 Saltvlle  V2  1  1  2 0.993  33.80     65.0     10.0      0.0     0.0     0.0  0.990     9.0    -3.0   0.0    0.0        0
  93 Tazewell  V2  1  1  0 0.987  30.79     12.0      7.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  94 Switchbk  V2  1  1  0 0.991  28.64     30.0     16.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  95 Caldwell  V2  1  1  0 0.981  27.67     42.0     31.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  96 Baileysv  V2  1  1  0 0.993  27.51     38.0     15.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  97 Sundial   V2  1  1  0 1.011  27.88     15.0      9.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  98 Bradley   V2  1  1  0 1.024  27.40     34.0      8.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
  99 Hinton    V2  1  1  2 1.010  27.04      0.0      0.0    -42.0     0.0     0.0  1.010   100.0  -100.0   0.0    0.0        0
 100 Glen Lyn  V2  1  1  2 1.017  28.03     37.0     18.0    252.0     0.0     0.0  1.017   155.0   -50.0   0.0    0.0        0
 101 Wythe     V2  1  1  0 0.993  29.61     22.0     15.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 102 Smythe    V2  1  1  0 0.991  32.30      5.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 103 Claytor   V2  1  1  2 1.001  24.44     23.0     16.0     40.0     0.0     0.0  1.01     40.0   -15.0   0.0    0.0        0
 104 Hancock   V2  1  1  2 0.971  21.69     38.0     25.0      0.0     0.0     0.0  0.971    23.0    -8.0   0.0    0.0        0
 105 Roanoke   V2  1  1  2 0.965  20.57     31.0     26.0      0.0     0.0     0.0  0.965    23.0    -8.0   0.0    0.20       0
 106 Cloverdl  V2  1  1  0 0.962  20.32     43.0     16.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 107 Reusens   V2  1  1  2 0.952  17.53     28.0     12.0    -22.0     0.0     0.0  0.952   200.0  -200.0   0.0    0.06       0
 108 Blaine    V2  1  1  0 0.967  19.38      2.0      1.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 109 Franklin  V2  1  1  0 0.967  18.93      8.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 110 Fieldale  V2  1  1  2 0.973  18.09     39.0     30.0      0.0     0.0     0.0  0.973    23.0    -8.0   0.0    0.06       0
 111 DanRiver  V2  1  1  2 0.980  19.74      0.0      0.0     36.0     0.0     0.0  0.980  1000.0  -100.0   0.0    0.0        0
 112 Danville  V2  1  1  2 0.975  14.99     25.0     13.0    -43.0     0.0     0.0  0.975  1000.0  -100.0   0.0    0.0        0
 113 Deer Crk  V2  1  1  2 0.993  13.74      0.0      0.0     -6.0     0.0     0.0  0.993   200.0  -100.0   0.0    0.0        0
 114 WMedford  V2  1  1  0 0.960  14.46      8.0      3.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 115 Medford   V2  1  1  0 0.960  14.46     22.0      7.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 116 KygerCrk  V2  1  1  2 1.005  27.12      0.0      0.0   -184.0     0.0     0.0  1.005  1000.0 -1000.0   0.0    0.0        0
 117 Corey     V2  1  1  0 0.974  10.67     20.0      8.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
 118 WHuntngd  V2  1  1  0 0.949  21.92     33.0     15.0      0.0     0.0     0.0  0.0       0.0     0.0   0.0    0.0        0
-999
BRANCH DATA FOLLOWS                         80 ITEMS
   1    2  1  1 1 0  0.03030   0.09990    0.02540     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
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   1    3  1  1 1 0  0.01290   0.04240    0.01082     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   4    5  1  1 1 0  0.00176   0.00798    0.00210     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   3    5  1  1 1 0  0.02410   0.10800    0.02840     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   5    6  1  1 1 0  0.01190   0.05400    0.01426     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   6    7  1  1 1 0  0.00459   0.02080    0.00550     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   8    9  1  1 1 0  0.00244   0.03050    1.16200     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   8    5  1  1 1 1  0.00000   0.02670    0.0         0     0     0    0 0  0.985     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   9   10  1  1 1 0  0.00258   0.03220    1.23000     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   4   11  1  1 1 0  0.02090   0.06880    0.01748     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   5   11  1  1 1 0  0.02030   0.06820    0.01738     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  11   12  1  1 1 0  0.00595   0.01960    0.00502     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   2   12  1  1 1 0  0.01870   0.06160    0.01572     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   3   12  1  1 1 0  0.04840   0.16000    0.04060     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   7   12  1  1 1 0  0.00862   0.03400    0.00874     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  11   13  1  1 1 0  0.02225   0.07310    0.01876     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  12   14  1  1 1 0  0.02150   0.07070    0.01816     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  13   15  1  1 1 0  0.07440   0.24440    0.06268     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  14   15  1  1 1 0  0.05950   0.19500    0.05020     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  12   16  1  1 1 0  0.02120   0.08340    0.02140     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  15   17  1  1 1 0  0.01320   0.04370    0.04440     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  16   17  1  1 1 0  0.04540   0.18010    0.04660     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  17   18  1  1 1 0  0.01230   0.05050    0.01298     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  18   19  1  1 1 0  0.01119   0.04930    0.01142     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  19   20  1  1 1 0  0.02520   0.11700    0.02980     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  15   19  1  1 1 0  0.01200   0.03940    0.01010     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  20   21  1  1 1 0  0.01830   0.08490    0.02160     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  21   22  1  1 1 0  0.02090   0.09700    0.02460     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  22   23  1  1 1 0  0.03420   0.15900    0.04040     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  23   24  1  1 1 0  0.01350   0.04920    0.04980     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  23   25  1  1 1 0  0.01560   0.08000    0.08640     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  26   25  1  1 1 1  0.00000   0.03820    0.0         0     0     0    0 0  0.960     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  25   27  1  1 1 0  0.03180   0.16300    0.17640     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  27   28  1  1 1 0  0.01913   0.08550    0.02160     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  28   29  1  1 1 0  0.02370   0.09430    0.02380     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  30   17  1  1 1 1  0.00000   0.03880    0.0         0     0     0    0 0  0.960     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
   8   30  1  1 1 0  0.00431   0.05040    0.51400     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  26   30  1  1 1 0  0.00799   0.08600    0.90800     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  17   31  1  1 1 0  0.04740   0.15630    0.03990     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  29   31  1  1 1 0  0.01080   0.03310    0.00830     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  23   32  1  1 1 0  0.03170   0.11530    0.11730     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  31   32  1  1 1 0  0.02980   0.09850    0.02510     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
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  27   32  1  1 1 0  0.02290   0.07550    0.01926     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  15   33  1  1 1 0  0.03800   0.12440    0.03194     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  19   34  1  1 1 0  0.07520   0.24700    0.06320     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  35   36  1  1 1 0  0.00224   0.01020    0.00268     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  35   37  1  1 1 0  0.01100   0.04970    0.01318     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  33   37  1  1 1 0  0.04150   0.14200    0.03660     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  34   36  1  1 1 0  0.00871   0.02680    0.00568     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  34   37  1  1 1 0  0.00256   0.00940    0.00984     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  38   37  1  1 1 1  0.00000   0.03750    0.0         0     0     0    0 0  0.935     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  37   39  1  1 1 0  0.03210   0.10600    0.02700     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  37   40  1  1 1 0  0.05930   0.16800    0.04200     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  30   38  1  1 1 0  0.00464   0.05400    0.42200     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  39   40  1  1 1 0  0.01840   0.06050    0.01552     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  40   41  1  1 1 0  0.01450   0.04870    0.01222     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  40   42  1  1 1 0  0.05550   0.18300    0.04660     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  41   42  1  1 1 0  0.04100   0.13500    0.03440     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  43   44  1  1 1 0  0.06080   0.24540    0.06068     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  34   43  1  1 1 0  0.04130   0.16810    0.04226     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  44   45  1  1 1 0  0.02240   0.09010    0.02240     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  45   46  1  1 1 0  0.04000   0.13560    0.03320     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  46   47  1  1 1 0  0.03800   0.12700    0.03160     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  46   48  1  1 1 0  0.06010   0.18900    0.04720     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  47   49  1  1 1 0  0.01910   0.06250    0.01604     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  42   49  1  1 1 0  0.07150   0.32300    0.08600     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  42   49  1  1 1 0  0.07150   0.32300    0.08600     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  45   49  1  1 1 0  0.06840   0.18600    0.04440     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  48   49  1  1 1 0  0.01790   0.05050    0.01258     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   50  1  1 1 0  0.02670   0.07520    0.01874     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   51  1  1 1 0  0.04860   0.13700    0.03420     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  51   52  1  1 1 0  0.02030   0.05880    0.01396     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  52   53  1  1 1 0  0.04050   0.16350    0.04058     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  53   54  1  1 1 0  0.02630   0.12200    0.03100     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   54  1  1 1 0  0.07300   0.28900    0.07380     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   54  1  1 1 0  0.08690   0.29100    0.07300     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  54   55  1  1 1 0  0.01690   0.07070    0.02020     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  54   56  1  1 1 0  0.00275   0.00955    0.00732     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  55   56  1  1 1 0  0.00488   0.01510    0.00374     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  56   57  1  1 1 0  0.03430   0.09660    0.02420     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  50   57  1  1 1 0  0.04740   0.13400    0.03320     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  56   58  1  1 1 0  0.03430   0.09660    0.02420     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  51   58  1  1 1 0  0.02550   0.07190    0.01788     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
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  54   59  1  1 1 0  0.05030   0.22930    0.05980     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  56   59  1  1 1 0  0.08250   0.25100    0.05690     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  56   59  1  1 1 0  0.08030   0.23900    0.05360     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  55   59  1  1 1 0  0.04739   0.21580    0.05646     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  59   60  1  1 1 0  0.03170   0.14500    0.03760     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  59   61  1  1 1 0  0.03280   0.15000    0.03880     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  60   61  1  1 1 0  0.00264   0.01350    0.01456     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  60   62  1  1 1 0  0.01230   0.05610    0.01468     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  61   62  1  1 1 0  0.00824   0.03760    0.00980     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  63   59  1  1 1 1  0.00000   0.03860    0.0         0     0     0    0 0  0.960     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  63   64  1  1 1 0  0.00172   0.02000    0.21600     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  64   61  1  1 1 1  0.00000   0.02680    0.0         0     0     0    0 0  0.985     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  38   65  1  1 1 0  0.00901   0.09860    1.04600     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  64   65  1  1 1 0  0.00269   0.03020    0.38000     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   66  1  1 1 0  0.01800   0.09190    0.02480     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   66  1  1 1 0  0.01800   0.09190    0.02480     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  62   66  1  1 1 0  0.04820   0.21800    0.05780     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  62   67  1  1 1 0  0.02580   0.11700    0.03100     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  65   66  1  1 1 1  0.00000   0.03700    0.0         0     0     0    0 0  0.935     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  66   67  1  1 1 0  0.02240   0.10150    0.02682     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  65   68  1  1 1 0  0.00138   0.01600    0.63800     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  47   69  1  1 1 0  0.08440   0.27780    0.07092     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  49   69  1  1 1 0  0.09850   0.32400    0.08280     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  68   69  1  1 1 1  0.00000   0.03700    0.0         0     0     0    0 0  0.935     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  69   70  1  1 1 0  0.03000   0.12700    0.12200     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  24   70  1  1 1 0  0.00221   0.41150    0.10198     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  70   71  1  1 1 0  0.00882   0.03550    0.00878     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  24   72  1  1 1 0  0.04880   0.19600    0.04880     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  71   72  1  1 1 0  0.04460   0.18000    0.04444     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  71   73  1  1 1 0  0.00866   0.04540    0.01178     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  70   74  1  1 1 0  0.04010   0.13230    0.03368     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  70   75  1  1 1 0  0.04280   0.14100    0.03600     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  69   75  1  1 1 0  0.04050   0.12200    0.12400     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  74   75  1  1 1 0  0.01230   0.04060    0.01034     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  76   77  1  1 1 0  0.04440   0.14800    0.03680     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  69   77  1  1 1 0  0.03090   0.10100    0.10380     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  75   77  1  1 1 0  0.06010   0.19990    0.04978     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  77   78  1  1 1 0  0.00376   0.01240    0.01264     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  78   79  1  1 1 0  0.00546   0.02440    0.00648     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  77   80  1  1 1 0  0.01700   0.04850    0.04720     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  77   80  1  1 1 0  0.02940   0.10500    0.02280     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
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  79   80  1  1 1 0  0.01560   0.07040    0.01870     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  68   81  1  1 1 0  0.00175   0.02020    0.80800     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  81   80  1  1 1 1  0.00000   0.03700    0.0         0     0     0    0 0  0.935     0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  77   82  1  1 1 0  0.02980   0.08530    0.08174     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  82   83  1  1 1 0  0.01120   0.03665    0.03796     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  83   84  1  1 1 0  0.06250   0.13200    0.02580     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  83   85  1  1 1 0  0.04300   0.14800    0.03480     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  84   85  1  1 1 0  0.03020   0.06410    0.01234     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  85   86  1  1 1 0  0.03500   0.12300    0.02760     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  86   87  1  1 1 0  0.02828   0.20740    0.04450     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  85   88  1  1 1 0  0.02000   0.10200    0.02760     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  85   89  1  1 1 0  0.02390   0.17300    0.04700     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  88   89  1  1 1 0  0.01390   0.07120    0.01934     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  89   90  1  1 1 0  0.05180   0.18800    0.05280     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  89   90  1  1 1 0  0.02380   0.09970    0.10600     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  90   91  1  1 1 0  0.02540   0.08360    0.02140     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  89   92  1  1 1 0  0.00990   0.05050    0.05480     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  89   92  1  1 1 0  0.03930   0.15810    0.04140     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  91   92  1  1 1 0  0.03870   0.12720    0.03268     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  92   93  1  1 1 0  0.02580   0.08480    0.02180     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  92   94  1  1 1 0  0.04810   0.15800    0.04060     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  93   94  1  1 1 0  0.02230   0.07320    0.01876     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  94   95  1  1 1 0  0.01320   0.04340    0.01110     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  80   96  1  1 1 0  0.03560   0.18200    0.04940     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  82   96  1  1 1 0  0.01620   0.05300    0.05440     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  94   96  1  1 1 0  0.02690   0.08690    0.02300     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  80   97  1  1 1 0  0.01830   0.09340    0.02540     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  80   98  1  1 1 0  0.02380   0.10800    0.02860     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  80   99  1  1 1 0  0.04540   0.20600    0.05460     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  92  100  1  1 1 0  0.06480   0.29500    0.04720     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  94  100  1  1 1 0  0.01780   0.05800    0.06040     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  95   96  1  1 1 0  0.01710   0.05470    0.01474     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  96   97  1  1 1 0  0.01730   0.08850    0.02400     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  98  100  1  1 1 0  0.03970   0.17900    0.04760     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  99  100  1  1 1 0  0.01800   0.08130    0.02160     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 100  101  1  1 1 0  0.02770   0.12620    0.03280     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  92  102  1  1 1 0  0.01230   0.05590    0.01464     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 101  102  1  1 1 0  0.02460   0.11200    0.02940     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 100  103  1  1 1 0  0.01600   0.05250    0.05360     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 100  104  1  1 1 0  0.04510   0.20400    0.05410     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 103  104  1  1 1 0  0.04660   0.15840    0.04070     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
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 103  105  1  1 1 0  0.05350   0.16250    0.04080     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 100  106  1  1 1 0  0.06050   0.22900    0.06200     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 104  105  1  1 1 0  0.00994   0.03780    0.00986     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 105  106  1  1 1 0  0.01400   0.05470    0.01434     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 105  107  1  1 1 0  0.05300   0.18300    0.04720     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 105  108  1  1 1 0  0.02610   0.07030    0.01844     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 106  107  1  1 1 0  0.05300   0.18300    0.04720     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 108  109  1  1 1 0  0.01050   0.02880    0.00760     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 103  110  1  1 1 0  0.03906   0.18130    0.04610     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 109  110  1  1 1 0  0.02780   0.07620    0.02020     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 110  111  1  1 1 0  0.02200   0.07550    0.02000     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 110  112  1  1 1 0  0.02470   0.06400    0.06200     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  17  113  1  1 1 0  0.00913   0.03010    0.00768     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  32  113  1  1 1 0  0.06150   0.20300    0.05180     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  32  114  1  1 1 0  0.01350   0.06120    0.01628     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  27  115  1  1 1 0  0.01640   0.07410    0.01972     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
 114  115  1  1 1 0  0.00230   0.01040    0.00276     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  68  116  1  1 1 0  0.00034   0.00405    0.16400     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  12  117  1  1 1 0  0.03290   0.14000    0.03580     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  75  118  1  1 1 0  0.01450   0.04810    0.01198     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
  76  118  1  1 1 0  0.01640   0.05440    0.01356     0     0     0    0 0  0.0       0.0 0.0    0.0     0.0    0.0    0.0
-999
LOSS ZONES FOLLOWS                     1 ITEMS
  1 IEEE 118 BUS
-99
INTERCHANGE DATA FOLLOWS               1 ITEMS
 1   80 CabinCrk  V2    0.0  999.99  IEEE118 IEEE 118 Bus Test Case
-9
TIE LINES FOLLOWS                      0 ITEMS
-999
END OF DATA


