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Resumo 

ELOY, F. S. (2014), Análise do Comportamento Dinâmico de uma Viga Escalonada sobre 

Apoios Elásticos Variáveis Usando Material Compósito, Itajubá, 160 p. Dissertação, 

Mestrado em Projeto e Fabricação, Instituto de Engenharia Mecânica, Universidade 

Federal de Itajubá. 

 

Devido à grande aplicação dos materiais compósitos nas indústrias, este trabalho apre-

senta um estudo dinâmico comparativo entre as frequências naturais dos modelos de viga es-

calonada de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, com diferentes condições de apoios elásticos. É 

apresentado todo o desenvolvimento analítico e as equações diferenciais que regem o compor-

tamento de uma viga laminada contínua e escalonada em várias partes. As frequências natu-

rais dimensionais e adimensionais obtidas pelo programa computacional desenvolvido com 

base nos modelos teóricos são comparadas com aquelas obtidas na literatura. Os resultados 

são obtidos variando-se os índices de esbeltez da viga, bem como para as diferentes condições 

de apoios elásticos e disposições das lâminas, em função da orientação de suas fibras. Para os 

casos onde as fibras estão orientadas a 0º, os valores das frequências foram maiores que para 

os casos contendo fibras orientadas a 90º, ao passo que para fibras orientadas a 45º, os valores 

obtidos para as frequências foram intermediários entre estes dois últimos casos, tanto para o 

modelo de Euler-Bernoulli quanto para o modelo de Cisalhamento, de modo que pode ser 

avaliada a influência da rigidez de cada constituinte do laminado (fibra e matriz) sobre suas 

frequências naturais.  Este estudo permite a compreensão  do comportamento dinâmico de 

uma viga compósita quando analisada por dois modelos teóricos diferentes. 

 

Palavras-chave 

Frequências Naturais, Viga Laminada Escalonada, Apoios Elásticos. 

 



 

 

Abstract 

ELOY, F. S. (2014), Dynamic Behavior Analysis of a Stepped Beam with Variables Elastic 

Supports Using Composite Material, Itajubá, 160 p. MSc. Dissertation – Mechanical 

Engineering Institute, Federal University of Itajubá. 

 

Due to the increase of application of composite materials in the industry, this work presents a 

dynamic comparative study about the natural frequencies of stepped beam models of Euler-

Bernoulli and Shear with different conditions of elastic supports. It's presented all the analyti-

cal development and the differential equations that govern the behavior of a continuous and 

multi-stepped laminated beam.  Dimensional and dimensionless natural frequencies are ob-

tained by the computational program based on the theoretical models and they are compared 

with those found in the literature. Results are obtained by the variation in slenderness ratio, as 

well as for different elastic supports conditions and layups, depending on the plate's fibers 

orientation. For the cases involving fibers oriented at 0º, frequencies values were higher than 

those for the cases containing fibers oriented at 90º, while for fibers oriented at 45º the ob-

tained frequencies were intermediate between the last cases, for both Euler-Bernoulli and 

Shear models, so that the influence of the stiffness of each constituent  of the laminate on its 

natural frequencies can be evaluated. This study gives an understanding about the dynamic 

behavior of a composite beam analyzed by two different theoretical models. 

 

Keywords 

Natural Frequencies, Laminated Stepped Beam, Elastic Supports. 
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ck  fator numérico que depende da forma da seção transversal no cisalhamento.  

Rk  constante de rigidez de rotação. Nm/rad 

Tk  constante de rigidez de translação. Nm 

K  constante.  

iL  comprimento dos trechos da viga escalonada. m 

L  comprimento total da viga. m 

n  número de trechos de uma viga escalonada.  

m  massa. kg 

M  momento fletor. Nm 

N  força normal. N 

q  carga distribuída por unidade de comprimento da viga. N/m 

Q  força cortante. N  

R  constante adimensional diretamente proporcional a rigidez de rotação.  

S  seno.  

SH  seno hiperbólico.  

t  tempo. s 

Τ  solução temporal.  

T  constante adimensional diretamente proporcional a rigidez de translação. 

u  deslocamento da superfície central do laminado. m 

v  deslocamento na direção y  ou deflexão. m 

V  esforço cortante. N 

fV  porcentagem em volume de fibras. % 

mV  porcentagem em volume de matriz. % 

v&&  aceleração na direção y . m/s2 

w  deslocamento da superfície central do laminado. m 

fW  porcentagem em peso de fibras. % 

mW  porcentagem em peso de matriz. % 

X  modo de vibração ou solução espacial.  

x  eixo coordenado cartesiano.  
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y  eixo coordenado cartesiano.  

z  eixo coordenado cartesiano.  

Letras Gregas 

α  primeira derivada do deslocamento lateral com relação a x . 

β  primeira derivada do deslocamento lateral com relação a y .   

iβ  relação de frequências naturais de trechos adjacentes de uma viga escalonada.  

iβ  frequência natural dimensional dos trechos da viga escalonada. m-1 

k,1

^

β  k - ésima frequência natural adimensional em relação ao primeiro trecho de uma 

viga escalonada.  

k,1β  k - ésima frequência natural dimensional em relação ao primeiro trecho de uma 

viga escalonada. (m-1) 

ε  deformação específica. 

η  constante.  

ρ  massa específica. kg/m3 

σ  tensão normal. N/m2  

ijν  coeficiente de Poisson associado com carregamento na direção i e deformação na 

direção j.  

ω  frequência natural angular. rad/s 

adω  frequência natural adimensional para a viga laminada.  

xyγ  ângulo de distorção º 

θ  ângulo de fase. rad/s 

µ  relação entre o termo 55A  e o termo 11D . 1/m² 

Subscritos 
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1 índice do primeiro trecho da viga.   

11  índice do elemento da primeira linha e primeira coluna da matriz de rigidez à fle-

xão.  

2  índice do segundo trecho da viga.  

n  índice do n - ésimo trecho da viga escalonada.  

jb  índice da constante de integração para uma viga com infinitos escalonamentos.  

i  índice de uma viga escalonada com n partes.  

k  índice que indica a k -ésima frequência natural. 

S  índice que indica a simetria das lâminas de uma viga.   

x  eixo cartesiano.  

y  eixo cartesiano.  

z  eixo cartesiano.  

o  condição inicial.  

Abreviaturas 

MEF Método dos Elementos Finitos  

Operadores 

∫  integral. 

∑  somatório. 

{ } vetor.  

[ ]  matriz.  
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

Atualmente é desenvolvida uma consciência global que anseia por novas soluções   

energéticas eficientes, que desafia as indústrias a reordenarem suas prioridades, redirecionan-

do seus esforços no sentido de produzirem uma tecnologia otimizada, eficiente e de baixo 

custo. Para isso, novas metodologias, processos e materiais vêm sendo desenvolvidos. 

 

Neste contexto, as indústrias vêm fazendo o uso de materiais compósitos, os quais são 

a combinação de dois ou mais materiais com a finalidade de se obter um material resultante 

com propriedades especificadas. Segundo Subramanian (2006), os materiais compósitos têm 

sido extensivamente utilizados nas engenharias aeroespacial, automotiva, nuclear, marinha, 

biomédica e civil, devido ao fato desses materiais possuírem elevada relação resistência-peso, 

elevada rigidez em relação ao peso, características superiores de fadiga e capacidade de orien-

tação das fibras para atender a requisitos de projeto. 

 

Uma grande vantagem dos materiais compósitos, como afirma Jones (1999), citado 

por Perdigão (2010), é que quando são projetados corretamente, possuem as melhores caracte-

rísticas/qualidades dos seus constituintes ou componentes e, por vezes, algumas qualidades 

que nenhum constituinte/componente possui. 
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Algumas dificuldades ainda são encontradas na introdução desses materiais na indús-

tria moderna. Tita (1999) afirma que entre as principais causas disso está a dificuldade de se 

prever o modo de falha exato do material, os custos na sua fabricação e a falta de conheci-

mento sobre o comportamento do material junto a materiais químicos corrosivos. 

  

Frente às vantagens expostas, que tendem a favorecer o aumento da utilização de 

compósitos em estruturas mecânicas, torna-se de grande importância o conhecimento do 

comportamento dinâmico dessas estruturas, que induz vibrações. Tal conhecimento é impor-

tante no desenvolvimento de projetos de forma segura, na tentativa de se aumentar a vida útil 

de peças e equipamentos e de se evitar fenômenos indesejáveis, tais como a ressonância, que 

pode levar ao colapso da estrutura. 

 

Um dos modelos com maior aplicação prática em estruturas elásticas é a viga. Um 

modelo de viga compósita pode ser utilizado em asas de aviões, pontes, eixos, hélices de heli-

cópteros e em estruturas de máquinas, dentre outras inúmeras aplicações. Daí o interesse em 

se levar em consideração as vigas compósitas com mudanças nas seções de área transversal, a 

fim de uma avaliação mais acurada do possível comportamento dinâmico da estrutura. 

 

Para o estudo do comportamento dinâmico de vigas, são encontrados na literatura qua-

tro modelos, sendo eles os modelos de viga de Euler-Bernoulli, de Cisalhamento, de Vlasov e 

de Timoshenko. Almeida (2012) afirma que estes modelos diferem quanto à sua formulação. 

Segundo o autor, no modelo de Euler-Bernoulli, é considerado apenas o efeito da flexão pura, 

sendo que a influência do cisalhamento e da inércia de rotação é desprezada, e ainda é feita a 

suposição de que as seções planas permanecem planas e perpendiculares à linha neutra da 

viga após a deformação. O modelo de Vlasov, também despreza o efeito do cisalhamento, 

porém considera o efeito da inércia de rotação. O modelo de Cisalhamento leva em conta o 

efeito causado pelo cisalhamento, e desconsidera a inércia de rotação, supondo-se que as se-

ções planas permanecem planas, mas não necessariamente perpendiculares à linha neutra da 

viga, uma vez que há um giro da seção em relação a esta linha devido à influência do cisa-

lhamento. Já o modelo de Timoshenko, é o mais completo, uma vez que adiciona ao modelo 

de Euler-Bernoulli, a inércia de rotação e a deformação causada pelo cisalhamento ao mesmo 

tempo. 
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Sendo assim, o presente trabalho analisa o comportamento dinâmico de vigas compó-

sitas laminadas simétricas, escalonadas em n partes e apoiadas sobre apoios elásticos variá-

veis. Para isso, desenvolve-se um estudo comparativo entre as frequências naturais obtidas 

pelos modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento. Logo, são determinadas as pri-

meiras frequências naturais dos modelos de viga estudados, assim como a comparação entre 

esses dois modelos. 

1.1 OBJETIVOS 

Apresentação de um estudo dinâmico comparativo entre os modelos de viga escalona-

da de Euler-Bernoulli e Cisalhamento aplicados a vigas feitas de material compósito laminado 

elasticamente apoiadas, de modo que as frequências naturais adimensionais e dimensionais 

destas vigas sejam determinadas, bem como a realização de ensaios experimentais e a avalia-

ção da influência do índice de esbeltez e do ângulo de orientação das fibras das lâminas sobre 

as frequências naturais da estrutura. 

1.2 REVISÃO DA LITERATURA 

O estudo da dinâmica de estruturas com parâmetros distribuídos envolve variáveis que 

dependem tanto do tempo quanto do espaço. Sendo assim, o comportamento dinâmico de uma 

estrutura é governado por equações diferenciais parciais e por certas condições de contorno 

que devem ser satisfeitas.  

 

A viga é um dos modelos fundamentais de estruturas elásticas, uma vez que é utilizada 

em uma variedade de aplicações, como por exemplo, em hélices de helicópteros, asas de avi-

ões, braços robóticos e trilhos de trens (Costa, 2006). A viga é tratada como um modelo uni-

dimensional, fazendo-se a hipótese de que o comprimento é bem maior que as dimensões da 

seção transversal.  
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Frente à importância da aplicação dada a uma viga e da compreensão de seu compor-

tamento dinâmico, muitos pesquisadores têm dedicado seus trabalhos à modelagem e análise 

deste tipo de estrutura. 

1.2.1 Modelos utilizados no estudo de vibrações em vigas 

De acordo com Vinson e Sierakowski (1987), uma viga, coluna ou barra é um compo-

nente estrutural longo e fino de largura b, altura h e comprimento L, onde b/L <<1 e h/L<<1. 

O termo “viga” é utilizado quando a estrutura é sujeita a um carregamento lateral na direção 

de sua espessura, de modo que a flexão ocorra. Já o termo “barra” é usado quando a estrutura 

é carregada na direção axial por forças de tração, e por fim, quando a estrutura é carregada por 

forças de compressão na direção axial, usa-se o termo “coluna”. 

 

Para o estudo do comportamento dinâmico de vigas, dispõem-se na literatura de quatro 

modelos, sendo eles os modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov, Cisalhamento e Timoshenko.  

 

A teoria de Euler-Bernoulli data do século XVIII, quando Jacob Bernoulli (1654-

1705) propôs que a curvatura de uma viga elástica em um ponto qualquer é proporcional ao 

momento fletor naquele ponto. Daniel Bernoulli (1700-1782), sobrinho de Jacob, foi o primei-

ro pesquisador a formular a equação diferencial do movimento de uma viga em vibração. 

Muitos avanços sobre curvas elásticas foram alcançados por Euler, como afirma Timoshenko 

(1953), citado por Han et al. (1999). 

 

O modelo de Euler-Bernoulli, por ser o menos complexo e apresentar resultados razo-

áveis para muitos problemas, é o mais utilizado. De acordo com Lima Jr e Arantes (2000), 

esta teoria apresenta resultados melhores quando aplicada a vigas finas ou esbeltas, enquanto 

que Costa (2006) afirma que este modelo tende a superestimar as frequências naturais relati-

vas aos maiores modos. 
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A teoria da viga de Vlasov fornece uma pequena melhora sobre o modelo de Euler-

Bernoulli por incluir o efeito da rotação da seção transversal. Como resultado, esta inclusão 

corrige parcialmente o efeito da superestimação das frequências naturais observada no modelo 

de Euler-Bernoulli. Já o modelo de Cisalhamento, inclui sobre o modelo de Euler-Bernoulli o 

efeito da distorção devida ao cisalhamento, assim, a estimativa das frequências naturais me-

lhora consideravelmente (Han et al., 1999). 

 

Timoshenko (1921) propôs um modelo de viga que adiciona o efeito da distorção cau-

sada pelo cisalhamento e o efeito de inércia de rotação ao modelo de Euler-Bernoulli. De a-

cordo com Costa (2006), este último modelo foi e ainda é a maior melhoria para a aproxima-

ção da resposta de vigas não-delgadas e para altas frequências, onde os efeitos do cisalhamen-

to e da rotação não podem ser desprezados. 

 

Inman (2001) desenvolve o modelo analítico para as teorias de Euler-Bernoulli e Ti-

moshenko, considerando as condições clássicas de apoio: apoiada-apoiada, livre-livre, engas-

tada-engastada, engastada-livre e engastada-apoiada. As frequências naturais adimensionais 

também são tabeladas para cada um desses casos. 

1.2.2 Estudo de vigas escalonadas 

 Muitos pesquisadores estudaram as propriedades de uma viga escalonada, entre eles 

Jang e Bert (1989), os quais obtiveram os primeiros resultados exatos ao deduzir as equações 

de frequência de uma viga escalonada considerando-se as condições clássicas de contorno e 

baseando-se na teoria de Euler-Bernoulli. Estes autores tiveram seu trabalho generalizado por 

Maurizi e Bellés (1993a), onde foi estudada a viga de Euler-Bernoulli com uma mudança de 

seção e os modos de vibração para cada trecho da viga foram obtidos por meio da solução da 

equação diferencial ordinária de quarta ordem por eles obtida. 

 

 Hong e Kim (1999) inseriram o efeito do amortecimento na análise modal de uma viga 

com múltiplos escalonamentos. Inicialmente encontraram a matriz dinâmica exata para um 

elemento da viga uniforme de Timoshenko, e a equação espacial foi encontrada por meio da 
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transformada de Laplace, e com a substituição das condições de contorno, encontraram um 

sistema que pode ser montado da mesma maneira que o método dos elementos finitos (MEF). 

Segundo os autores, a grande vantagem do método proposto é que ele encontra soluções exa-

tas para os parâmetros distribuídos da viga com múltiplos escalonamentos. A validação do 

método proposto é realizada por meio de três exemplos numéricos: no primeiro, considerou-se 

uma viga com um único escalonamento; no segundo, uma viga com múltiplos escalonamentos 

suportada por articulações flexíveis com amortecimento, e no terceiro, uma viga com múlti-

plos escalonamentos sob uma carga em movimento. 

 

 Naguleswaran (2002a) continuou o estudo desenvolvido por Jang e Bert (1989) estu-

dando as três primeiras frequências naturais de uma viga de Euler-Bernoulli com uma mudan-

ça de seção e sobre apoios clássicos, considerando seções transversais de área retangular e 

circular. Em seguida, Naguleswaran (2002b) analisaram um modelo de viga, também de Eu-

ler-Bernoulli, agora com três mudanças de seção transversal de área, onde foi feita uma com-

binação de 45 apoios elásticos e determinadas as três primeiras frequências naturais. 

 

 Uma viga engastada com múltiplos escalonamentos é estudada por Jaworski e Dowell 

(2008). Os resultados da vibração livre da viga foram obtidos teoricamente e experimental-

mente. Os resultados teóricos foram obtidos baseando-se no modelo de Euler-Bernoulli, no 

Método dos Elementos Finitos (MEF.), por meio do programa comercial ANSYS®, onde ob-

servou-se um pequeno desvio na primeira frequência natural entre os resultados teóricos com 

os resultados obtidos experimentalmente e pelo MEF. 

 

 Vaz (2008) apresentou uma metodologia para a determinação das frequências naturais 

e dos modos de vibração de uma viga escalonada em várias partes, pelo modelo de Euler-

Bernoulli. Foram usados diferentes apoios elásticos nas extremidades e geometrias diferentes. 

Os resultados foram gerados por um programa computacional desenvolvido pela autora e 

comparados com ensaios experimentais com vigas escalonadas em até três partes de seção 

circular e com resultados teóricos obtidos na literatura. O método utilizado elimina a necessi-

dade do uso de malhas na solução de problemas dinâmicos e é capaz de gerar bons resultados. 
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 Almeida (2012) analisou o comportamento dinâmico de uma viga escalonada em vá-

rias partes, sobre apoios elasticamente variáveis utilizando os modelos de Euler-Bernoulli, 

Vlasov, Cisalhamento e Timoshenko. Uma comparação entre esses modelos é feita, e conclui-

se deste trabalho que o efeito do cisalhamento é mais importante que o efeito da inércia de 

rotação, uma vez que os resultados obtidos pelo modelo de Cisalhamento aproximam-se mais 

do modelo de Timoshenko, do que o modelo de Vlasov. 

1.2.3 Vibrações em vigas compósitas laminadas 

Dada a grande importância do conhecimento do comportamento de uma viga quando 

sujeita a carregamentos tanto estáticos quanto dinâmicos, segue uma revisão sobre os traba-

lhos envolvidos com problemas de vibrações em vigas laminadas. 

 

Teoh e Huang (1977) analisaram o efeito da deformação causada pelo cisalhamento e 

da inércia de rotação sobre as frequências naturais de uma viga laminada engastada em uma 

extremidade e livre na outra. São plotados gráficos mostrando a influência do cisalhamento e 

da orientação das fibras sobre as frequências naturais da viga. Conclui-se deste trabalho que a 

frequência decai de forma aproximadamente linear com o aumento da orientação das fibras de 

0º a aproximadamente 50º, e acima de 50º o decréscimo torna-se menor. 

 

Uma teoria de viga baseada na teoria clássica da laminação é apresentada por Vinson e 

Sierakowski (1987). Uma solução exata para a vibração livre de uma viga sobre apoios sim-

ples é descrita, assim como a solução analítica para o caso, pelo modelo de Euler-Bernoulli. 

Segundo o autor, uma viga de material compósito possui o mesmo modo de vibração de uma 

viga feita a partir de material isotrópico, porém, a equação para determinação das frequências 

naturais da viga laminada difere daquela para material isotrópico. 

 

Chandrashekhara et al. (1990) determinaram as frequências naturais de uma viga la-

minada pela teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem, onde é adicionada a inércia de rota-

ção e o efeito da deformação causada pelo cisalhamento,  considerando diferentes condições 

de apoios elásticos nas extremidades. As frequências adimensionais foram tabeladas para di-
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ferentes ângulos de orientação das fibras das lâminas, assim como para duas relações de com-

primento sobre espessura da viga. Os autores concluíram que para relações comprimen-

to/espessura altas, a teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem, fornece os mesmos resultados 

obtidos pela teoria Clássica da Laminação, utilizada por Vinson e Sierakowski (1987), ou 

seja, para vigas finas longas o efeito da deformação causada pelo cisalhamento pode ser des-

considerado. Os autores afirmam que o efeito da deformação causada pelo cisalhamento deve 

ser levada em conta na predição das frequências naturais de um laminado. Trabalho parecido 

foi feito por Krishnaswamy et al. (1992) que utilizaram estes mesmos modelos, porém anali-

saram também o efeito do número de lâminas e diferentes disposições de laminados sobre a 

resposta final. 

 

Vibrações livres de uma viga laminada “crossply” não simétrica são estudadas no tra-

balho de Abramovich e Livshits (1994), baseando-se na teoria de Timoshenko. Seis diferentes 

condições de apoios elásticos foram consideradas e os resultados obtidos pelo presente méto-

do foram comparados com os obtidos pela teoria clássica de Euler-Bernoulli. São determina-

das as frequências para dois casos simétricos e para um caso não simétrico para uma relação 

comprimento/espessura igual a 10. 

 

Uma formulação baseada no Método dos Elementos Finitos e na Teoria de Deforma-

ção de Primeira Ordem é apresentada por Nabi e Ganesan (1994) para obter a solução das 

vibrações livres de uma viga compósita levando-se em conta os deslocamentos extensional, 

flexural e torcional da viga. É apresentado o efeito da orientação das fibras, da geometria da 

viga e da deformação por cisalhamento sobre as frequências naturais adimensionais. 

 

Khdeir e Reddy (1994) desenvolveram um estudo comparativo entre a teoria clássica 

de Euler-Bernoulli e as teorias de Cisalhamento de Primeira Ordem, de Segunda Ordem e de 

Terceira Ordem. São determinadas as frequências fundamentais adimensionais da viga com 

diferentes condições de apoios elásticos e diferentes relações comprimento/espessura. Os au-

tores concluíram que o erro entre as diferentes teorias de deformação de cisalhamento é muito 

menor do que o erro entre qualquer uma delas e o modelo de Euler-Bernoulli. 
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Farghaly e Gadelrab (1995) fazem um estudo adimensional sobre o comportamento 

dinâmico de uma viga escalonada em duas partes usando o modelo de Timoshenko. Quatro 

materiais compósitos são considerados no trabalho: grafite/epóxi, carbono/epóxi, boro/epóxi e 

fibra de vidro-E/epóxi. A variação da fração de volume de fibra sobre as frequências também 

é analisada em forma de gráficos. 

 

A análise de vibrações e de amortecimento de vigas revestidas com material compósi-

to laminado é estudada por Hamada (1995). São investigadas numericamente as variações nas 

frequências naturais e nas propriedades de amortecimento considerando-se diferentes orienta-

ções das lâminas e dois núcleos de material isotrópico são utilizados, no caso aço e alumínio. 

Segundo os autores, de acordo com a escolha da orientação das fibras da camada de revesti-

mento, há a possibilidade de se melhorar a capacidade de amortecimento da viga sem que 

ocorram variações consideráveis nas frequências naturais da mesma. 

 

Lam e Sathiyamoorthy (1996) analisam a influência de um impacto de baixa velocida-

de sobre a resposta dinâmica de uma viga laminada escalonada. Inicialmente avalia-se uma 

viga contínua, e depois uma viga escalonada em duas e três partes, variando-se entre vigas 

simétricas, não simétricas, “cross-ply” e “angle-ply” sob diferentes condições de apoios elás-

ticos. 

 

Maher et al. (1999) modelaram o amortecimento de vibrações em uma viga de materi-

al compósito laminado e concluíram que o ângulo de orientação das lâminas externas tem 

efeitos significantes sobre os parâmetros modais do compósito comparado com o ângulo das 

lâminas internas, e que o ângulo de orientação das lâminas de 45º, no qual o parâmetro cisa-

lhamento atinge seus valores mais altos, tem a maior influência sobre os parâmetros modais 

em relação às outras orientações. 

 

Yildirim e Kiral (2000) determinaram as frequências naturais de uma viga laminada 

simétrica pelo método da matriz de transferência. A inércia de rotação e o efeito do cisalha-

mento são considerados na análise da viga de Timoshenko baseada na teoria da deformação 

de Cisalhamento de Primeira Ordem. Comparam-se os resultados obtidos pela teoria de Timo-

shenko com resultados obtidos pela teoria de Euler-Bernoulli. É avaliada a influência da rela-
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ção comprimento/espessura de uma faixa de 3 a 20 sobre as frequências naturais adimensio-

nais, e as condições de contorno foram engastada-engastada, engastada-apoiada e engastada-

livre. De acordo com os gráficos plotados, nota-se que o erro relativo entre as duas teorias 

estudadas tende a se tornar mínimo à medida que a relação comprimento/espessura aproxima-

se de 20. 

 

Um método analítico para a determinação das frequências naturais de vigas laminadas 

e vigas sandwich é desenvolvido por Rao et al. (2001) usando teorias mistas de alta ordem. O 

princípio de Hamilton é empregado para derivar as equações de equilíbrio. São apresentados 

os resultados para seis diferentes exemplos incluindo diferentes disposições e propriedades de 

lâminas e seções transversais de área finas e espessas. As frequências obtidas para vigas finas 

por este método foram inferiores àquelas obtidas pelas teorias de cisalhamento de alta ordem. 

 

Chen et al. (2004) propõem uma teoria baseada na quadratura diferencial espacial, a 

fim de se determinar as frequências naturais de uma viga com múltiplas camadas. Os resulta-

dos são comparados com aqueles presentes na literatura, e os modos de vibração são apresen-

tados, em função das relações comprimento/espessura, esquema das lâminas e números de 

camadas. 

 

Singh et al. (2006) pesquisaram um novo modelo para a análise de uma viga compósi-

ta não uniforme. Eles desenvolvem certos problemas de autovalor transcendental direto 

(DTEP) e problemas de autovalor transcendental inverso (ITEP) associados com vigas não-

uniformes, escalonadas na largura. As DTEP e ITEP desenvolvidas por eles são direcionadas 

para vigas compósitas longas e finas, governadas pela equação de viga de Euler-Bernoulli. O 

comportamento espectral obtido pela DTEP é comparado com resultados existentes. As técni-

cas experimentais e uma reconstrução precisa de parâmetros físicos baseados em dados expe-

rimentais também são apresentados. Os autores também utilizam o programa comercial 

ANSYS® para a análise em 3-D da viga e apresentam os três primeiros modos de vibração da 

viga escalonada em estudo. 

 

Jun e Hongxing (2009) desenvolvem a matriz de rigidez dinâmica de vigas laminadas 

baseando-se na teoria da deformação por Cisalhamento Trigonométrica. A influência do efei-
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to do coeficiente de Poisson, do índice de esbeltez, da anisotropia do material e das condições 

de contorno sobre as frequências naturais é discutida. São utilizadas propriedades referentes a 

vigas de fibra de vidro e fibra de carbono com resina poliéster e epóxi, respectivamente. 

1.3 CONTRIBUIÇÃO DO TRABALHO 

Tendo como base os modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento, o presen-

te trabalho apresenta uma metodologia para o cálculo das frequências naturais adimensionais 

e dimensionais de vigas escalonadas em várias partes , sobre apoios elásticos variáveis e feitas 

a partir de materiais compósitos laminados. 

 

 É também desenvolvido um programa computacional capaz de determinar essas fre-

quências para diferentes condições de contorno e diferentes materiais, no caso compósitos 

laminados. 

1.4 CONTEÚDO 

No capítulo 1, é apresentada uma idéia geral acerca do tema estudado, e também é fei-

ta uma revisão dos trabalhos publicados na área de modelagem de vigas compósitas, sendo 

destacadas as principais teorias para a determinação das frequências naturais deste tipo de 

estrutura.  

 

No capítulo 2, toda a teoria envolvendo os materiais compósitos laminados é descrita. 

Inicialmente as definições, termos e tipos de compósitos são apresentados, e depois, todo o 

desenvolvimento analítico para a determinação das equações referentes às vigas laminadas é 

feito. 

 

No capítulo 3, é feita uma descrição do modelo que rege o comportamento de uma vi-

ga escalonada em várias partes, elasticamente apoiada nas extremidades. A obtenção da equa-
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ção diferencial de quarta ordem é mostrada, bem como as condições de contorno e a matriz 

dos coeficientes.  

 

No capítulo 4, a validação dos resultados numéricos é feita para vigas contínuas e es-

calonadas em duas partes, laminadas e isotrópicas, com diferentes condições de contorno. 

 

No capítulo 5, é apresentado todo o procedimento experimental referente à confecção 

dos modelos de viga, e ao ensaio de vibrações. São apresentados os espectros de frequência 

para uma viga contínua, escalonada em duas e em três partes, na condição engastada-livre.  

 

No capítulo 6, são apresentados os resultados gerados com base nas teorias propostas e 

nos modelos numéricos desenvolvidos, sendo analisados parâmetros de interferência sobre as 

frequências naturais, tais como a orientação das fibras das lâminas. 

 

As conclusões da dissertação são apresentadas no capítulo 7, com comentários sobre 

alguns dos resultados teóricos e experimentais, além de sugestões para trabalhos futuros.  

 

Nos apêndices A e B são apresentados com mais pormenores todo o equacionamento 

dos modelos de vigas contínua de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, as considerações feitas 

para uma viga contínua, além do procedimento usado para obter as frequências naturais e os 

modos de vibração. Já no apêndice C são apresentadas as fotos e as especificações técnicas 

dos equipamentos utilizados nos ensaios experimentais. 
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CAPÍTULO 2 

MATERIAIS COMPÓSITOS LAMINADOS 

Antes de se abordar o assunto vibrações em compósitos laminados, é interessante pri-

meiro conhecer este tipo de material, sua definição e classificação, bem como sua nomencla-

tura. Sendo assim, seguem as informações inerentes a esta classe de material, e posteriormen-

te, nos próximos capítulos, um aprofundamento sobre os métodos analíticos utilizados para 

descrever seu comportamento dinâmico. 

2.1  DEFINIÇÕES 

Um compósito consiste de um material multifásico feito artificialmente onde as fases 

constituintes devem ser quimicamente diferentes e devem estar separadas por uma interface 

distinta. A maioria dos compósitos foi criada para melhorar combinações de características 

mecânicas tais como a rigidez, tenacidade e resistência nas condições ambientes e a altas tem-

peraturas (Callister, 2002). 

 

Os materiais que formam um compósito podem ser classificados em uma fase contí-

nua, também conhecida como matriz, e em uma fase dispersa, conhecida com reforçante. De 

acordo com Tita (1999), a função da matriz é manter os reforçantes unidos, transmitindo a 
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eles o carregamento aplicado. Já os reforçantes, têm como função suportar os carregamentos 

transmitidos pela matriz. 

 

Segundo Correia (1988), citado por Tinô (2010), as matrizes têm como função básica 

atuar como um caminho de transferência de carga para os reforços através das tensões cisa-

lhantes, assim como também proteger o reforço da abrasão e da ação do ambiente externo, 

que este venha a sofrer. As matrizes se classificam em: orgânicas (poliméricas), metálicas e 

cerâmicas, sendo a primeira, a mais difundida no mercado, de acordo com o autor. 

 

Daniel e Ishai (1994) afirmam que as propriedades de um compósito dependem das 

propriedades dos constituintes, da geometria e da distribuição das fases, sendo que um dos 

parâmetros mais importantes é a fração volumétrica da fibra, ou reforço. Quanto mais desuni-

forme é a distribuição do reforço, mais heterogêneo é o material e mais susceptível à ocorrên-

cia de falhas também. 

 

Dentre as várias classificações para esses materiais, está a apresentada por Hull 

(1988), que diz que os materiais compósitos estão divididos em duas grandes categorias: ma-

teriais compósitos naturais, aqueles criados pela natureza, como por exemplo a madeira, os 

ossos e os músculos, e materiais compósitos sintéticos, aqueles fabricados pelo homem. Ainda 

segundo este autor, a mais relevante classificação é quanto ao tamanho, forma e distribuição 

dos reforços, como mostrado na Tabela 2.1, a qual mostra as possíveis distribuições das fibras 

em função de seu tamanho e forma. 

 

Os materiais compósitos fibrosos são constituídos de fibras aderidas a uma matriz, 

normalmente fibras que possuem um alto módulo de elasticidade e alta resistência mecânica, 

envolvida na matriz com interface entre elas (Matthews e Rawlings, 1994). 

 

No que diz respeito aos tipos de fibras fabricados atualmente, Tinô (2010) destaca as 

fibras de vidro, de carbono, de aramida (kevlar) e de boro. Ainda segundo o autor, as fibras de 

vidro são as mais utilizadas mundialmente devido às suas propriedades físicas e mecânicas, à 

sua grande aderência para a maioria dos sistemas fibra/matriz e ao seu baixo custo. 
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Tabela 2.1 – Classificação dos materiais compósitos sintéticos quanto à forma, tamanho e 

distribuição dos reforços. Fonte: Hull (1988). 

Forma Tamanho Distribuição 

Fibras imersas em matrizes 
Contínua Alinhada ou aleatória 

Curta Aleatória 

Particulados imersos em ma-

trizes 
Indefinido Aleatória 

Estrutura laminar Indefinido 
Ordenada 

Aleatória 

 

 Belo (2006) caracteriza os compósitos em três grupos principais: compósitos fibrosos 

(Figura 2.1 (a),(b) e (c)), aqueles constituídos de fibras curtas ou longas envolvidas na matriz, 

compósitos particulados (Figura 2.1 (d)), constituídos de pequenas partículas dispersas na 

matriz, e compósitos laminados (Figura 2.1 (e) e (f)), aqueles formados por uma ou mais lâ-

minas. 

 

 

Figura 2.1 - Tipos de compósitos. Fonte: Belo (2006). 

 

Farão parte do escopo deste trabalho os compósitos laminados reforçados com fibras 

bidirecionais, devido à sua grande aplicação nas indústrias. Sendo assim, seguem as informa-

ções referentes à nomenclatura e propriedades mecânicas deste tipo de compósito. 
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2.2 ANÁLISE DE LAMINADOS 

 De acordo com Belo (2006), a lâmina representa o bloco fundamental da estrutura e 

consiste de fibras envoltas na matriz. Já o laminado, é o conjunto de lâminas empilhadas ori-

entadas sob diversas direções a fim de se promover o aumento das características físicas e 

mecânicas que somente uma lâmina teria. A sequência de empilhamento das lâminas segundo 

as várias direções é chamado de esquema de laminação. A orientação das fibras em várias 

direções e a seqüência de empilhamento das lâminas é que garantem aos compósitos lamina-

dos a otimização da estrutura conforme um dado carregamento. 

 

Daniel e Ishai (1994) dizem que as lâminas (ou camadas) podem ter diferentes espes-

suras, diferentes orientações das fibras e consistir de diferentes materiais, desde que o material 

difira de camada para camada. É mais conveniente analisar um laminado usando um sistema 

comum fixo de coordenadas (x,y,z), como mostrado na Figura 2.2. A orientação de uma dada 

camada é dada pelo ângulo entre o eixo de referência x e o eixo principal do material da ca-

mada (orientação da fibra). Segundo os autores, um laminado é caracterizado de modo que se 

indique o número, o tipo, a orientação e a seqüência de empilhamento de suas camadas. A 

seguir, são dados alguns exemplos de nomenclaturas de laminados: 

 

- Unidirecional de 6 camadas: 

  

   ]0[]0/0/0/0/0/0[ 6=   

 

 No laminado unidirecional, as fibras de cada camada estão orientadas somente em 

uma dada direção, a 0°. 

  

- Simétrico “Crossply”:   

S]90/0[]0/90/90/0[ =  

   
S]90/0[]0/90/0[ =   

  

 Compósitos “Crossply” possuem uma combinação de ângulos das camadas entre 0° e 

90°. 
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- Simétrico “Angle-Ply”: 

  

S]45[]45/45/45/45[ ±=+−−+  

   S2]30[]30/30/30/30/30/30/30/30[ ±=−−−−  

 

- Não - simétrico “Angle-Ply”:  

 

4]30[]30/30/30/30/30/30/30/30[ ±=−−−−  

 

 Compósitos “Angle-Ply” possuem as camadas orientadas a θ+  e a θ− . 

 

- Multi – direcional:   

 

S]45/0[]0/45/45/45/45/0[ ±=−−  

   S]0/45/0[]0/0/45/45/0/0/0/0/45/45/0/0[ 22 ±=−−  

   TT ]0/)15/(0[]0/15/15/0[]0/15/15/15/15/0[ 2±=±±=−−  

 

- Híbrido:   

 

S

GCK

T

KKCCGCCKK ]90/45/0[]0/0/45/45/90/45/45/0/0[ 2 ±=−−  

 

sendo número subscrito = múltiplo das camadas ou grupos de camadas, S = Seqüência simé-

trica, T = Número de camadas e ¯  = Denota que o laminado é simétrico sobre o plano central 

da lâmina. 

 

Para o caso do laminado híbrido, os sobrescritos K, C e G denotam fibras de Kevlar (a-

ramida), carbono (grafite) e vidro, respectivamente. 
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Figura 2.2 - Laminado multi-direcional e sistema de coordenadas. Fonte: Daniel e Ishai 

(1994). 

2.2.1 Propriedades elásticas  

 As propriedades elásticas dos materiais compósitos poliméricos, sendo elas os módu-

los de elasticidade, módulos de cisalhamento e coeficiente de Poisson, são características me-

cânicas essenciais para a análise de tensões e o projeto de componentes estruturais utilizados 

em vários ramos da engenharia. 

 

 Vinson e Sierakowski (1987) trataram os compósitos sob dois pontos de vista diferen-

tes. O primeiro, o micromecânico, leva em conta as frações volumétricas e propriedades da 

fibra e da matriz em separado, de modo que se consiga caracterizar a lâmina em função destas 

duas, e o segundo, o macromecânico, analisa o laminado usando as propriedades das lâminas, 

de modo que se obtenham as propriedades longitudinais e transversais de alinhamento das 

fibras, necessárias para a análise de vigas e de outros elementos estruturais. 
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 Uma das principais vantagens da micro-mecânica, como afirmam Neto e Pardini 

(2006), é permitir o cálculo das propriedades elásticas de um compósito a partir das proprie-

dades elásticas de seus constituintes, desde que as frações volumétricas dos mesmos sejam 

conhecidas. O método de obtenção dessas propriedades através deste princípio é conhecido 

como Regra das Misturas. 

 

 Tita (1999) afirma haver dois métodos de obtenção das propriedades elásticas, sendo 

eles a determinação das propriedades mecânicas por meio da Regra das Misturas ou por en-

saios experimentais. Após sua determinação, usa-se um procedimento de cálculo aplicado a 

materiais compósitos laminados conhecido por Teoria Clássica dos Laminados. Ainda de a-

cordo com o autor, devido à complexidade encontrada em um laminado, esta teoria tende a 

aproximar os resultados. 

 

 Segundo Hull (1981) citado por Tita (1999), algumas considerações devem ser toma-

das ao utilizar-se a Teoria Clássica dos Laminados: 

  

 - O material é ortotrópico, ou seja, apresenta três eixos de simetria; 

 

 - O material apresenta homogeneidade na sua composição; 

 

 - A união entre as lâminas é considerada perfeita, de modo que não haja deslocamen-

tos relativos entre as mesmas; 

 

 - Faz-se a consideração de estado plano de tensões em cada lâmina; 

 

 - As propriedades finais dependem da orientação de cada camada relativa à outra sub-

seqüente. 

2.2.1.1 Regra das misturas 

Um método fácil para se determinar a rigidez de um compósito no qual as fibras estão 

alinhadas na direção da carga aplicada (Figura 2.3) é assumir que as fases fibra e matriz estão 

perfeitamente unidas de modo que elas irão deformar-se juntas. 
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As constantes elásticas necessárias para o projeto com materiais compósitos são: 

 

 - 1E  ou 11E : Módulo de elasticidade (Pa) na direção 1 ou direção principal do material 

(paralelo às fibras); 

 

 - 2E  ou 22E : Módulo de elasticidade (Pa) na direção 2 (perpendicular ao plano das 

fibras); 

 

 - 3E  ou 33E : Módulo de elasticidade (Pa) na direção 3 (no sentido da espessura da 

fibra); 

 

 - 12G , 13G  e 23G  : Módulos de cisalhamento (Pa) nos planos 1-2, 1-3 e 2-3, respecti-

vamente; 

 

 - 12v : Coeficiente de Poisson associado com carregamento na direção 1 e deformação 

na direção 2; 

 

- 13v : Coeficiente de Poisson associado com carregamento na direção 1 e deformação 

na direção 3; 

 

- 23v : Coeficiente de Poisson associado com carregamento na direção 2 e deformação 

na direção 3. 

 

 Seja a área do “componente fibra” igual a fA (m), e a área do “componente ma-

triz” mA (m). Pode-se representar as quantidades dos dois componentes em termos de suas 

frações em volume, fV (%) e mV (%), logo, sua soma é 1=+ mf VV . A fração em volume de 

fibra, fV , é o parâmetro material crítico para a maioria dos propósitos. 
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Figura 2.3 - Modelo simplificado de um compósito unidirecional sob ação de uma carga F. 

 

 A carga aplicada (em N) sobre o compósito é dividida em duas fases, de modo que 

mf FFF +=  e a deformação relativa na direção principal 1(longitudinal à fibra) é a mesma 

tanto para a matriz quanto para a fibra, logo mf εεε ==1 . Como a tensão é uma relação entre 

a força aplicada e a área: 

 

 mmff AAA σσσ +=1  (2.1) 

 

Da relação tensão versus deformação de um material sabe-se que: 

 

 ff E1εσ =  (2.2) 

 

 mm E1εσ =  (2.3) 

 

Sendo fE  e mE  os módulos de elasticidade da fibra e da matriz (Pa), respectivamente, 

na direção principal do material. Dividindo-se toda a Equação (2.1) por 1ε , obtém-se: 

       

 mmff AEAEAE +=1  (2.4) 

 

Como 
A

A
V

f

f = e 
A

A
V m

m = , e 1=+ mf VV , então a determinação do módulo de elasti-

cidade na direção principal (comprimento das fibras) do material é dada pela seguinte equa-

ção: 
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 )1(1 fmff VEVEE −+=  (2.5) 

  

De acordo com Tita (1999), seguindo-se o mesmo raciocínio para cargas aplicadas 

perpendicularmente às fibras e de cisalhamento à lâmina, tem-se a seguinte equação, dada por 

Vinson e Sierakowski (1987): 

 

 
)(

)(

mf

mmff

VV

VPVP
P

η

η

+

+
=  (2.6) 

 

sendo que para as constantes elásticas P , a obtenção de fP , mP  e η  são dadas na Tabela 2.2.  

Hahn (1980), citado por Vinson e Sierakowski (1987), codificaram certos resultados para fi-

bras de seção circular distribuídas aleatoriamente em um plano normal às fibras orientadas 

unidirecionalmente. Para este caso, o compósito é macroscopicamente, transversalmente iso-

trópico, de modo que ( )12 =  ( )13 e ( )22 =  ( )33. Onde, dentro dos parênteses as quantidades 

deveriam ser E (Módulo de Elasticidade), G (Módulo de Cisalhamento) ou v (Coeficiente de 

Poisson). 

 

Na Tabela 2.2, para a determinação das constantes elásticas, é necessário se conhecer 

o valor de outras constantes. Assim sendo, seguem as equações para obtenção dessas constan-

tes: 

 

 

2

1
12

6
f

m

G

G
+

=η  
(2.7) 

 

sendo fG12  o módulo de cisalhamento da fibra (Pa) e mG  o módulo de cisalhamento da ma-

triz (Pa). Se a matriz for isotrópica, 
)1(2 m

m
m

v

E
G

+
=  , sendo mv  o coeficiente de Poisson da 

matriz e mE  o módulo de elasticidade da mesma (Pa). 
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)1(4

43
23

4
m

f

m
m

v

G

G
v

−

+−

=η  
(2.8) 

  

fG23 é o módulo de cisalhamento da fibra (Pa). 

 

Tabela 2.2 – Determinação das constantes elásticas. Fonte: Vinson e Sierakowski (1987). 

Constante Elástica P  fP  
mP  η  

1E  1E  fE  
mE  1 

12v  12v  fv12  
mv  1 

12G  
12

1

G
 

fG12

1
 

mG

1
 

6η  

23G  
23

1

G
 

fG23

1
 

mG

1
 

4η  

TK  
TK

1
 

fK

1
 

mK

1
 

Kη  

 

 

 

)1(2

1

m

f

m

K
v

K

G

−

+

=η  
(2.9) 

     

 Seja ainda: 

 

 
)1(2 f

f

f
v

E
K

−
=  (2.10) 

 

e 

 

 )1(2 m

m
m

v

E
K

−
=  (2.11) 
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De posse das Equações (2.10) e (2.11), torna-se possível a obtenção da constante 

TK (calculada pela Equação 2.6), a qual será utilizada na determinação de 2E , dada pela se-

guinte equação: 

 

 

 23

23
32

4

mGK

GK
EE

T

T

+
==  (2.12) 

 

com 

 

 11

2
124

1
E

vK
m T+=  (2.13) 

 

Ainda de acordo com Vinson e Sierakowski (1987), Han (1980) notou que quando 

05,0<
f

m

G

G
, a aproximação dos parâmetros η  é 

 

 

 

5,06 ≈η ; 
)1(4

43
4

m

m

v

v

−

−
=η  e 

)1(2

1

m

k
v−

=η  

(2.14) 

 

e se a matriz for epóxi, o coeficiente de Poisson da matriz é 35,0=mv . Então 63,04 =η e 

77,0=Kη . 

 

 E por último, o coeficiente de Poisson 23v  pode se escrito como: 

 

 

 



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




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Em alguns casos, somente as frações em peso da fibra e da matriz, Wf  e Wm (%) são 

conhecidas, nestes casos, a fração em volume de fibra é obtida pela seguinte equação, onde 

fρ  e mρ  são as densidades da fibra e da matriz (kg/m³), respectivamente: 

 

 

 mffm

fm

f
WW

W
V

ρρ

ρ

+
=  (2.16) 

 

Barbero (1998) propõe uma outra equação para a determinação do módulo de cisalha-

mento G23, de modo que a mesma não seja uma função do módulo de cisalhamento da fibra 

no plano 2-3 (G23f), parâmetro este difícil de ser determinado na maioria das vezes. Assim, a 

equação é dada da seguinte maneira: 

 

 

f

m
ff

ff

m

G

G
VV

VV
GG

+−

−+
=

)1(

)1(

23

23
23

η

η
 

(2.17) 

 

sendo 

 

)1(4

43

23
m

f

m
m

v

G

G
v

−

+−

=η  
(2.18) 

 

Gay et al. (2002) afirmam que é necessária uma correção nas propriedades elásticas 

quando se trata de tecidos, os quais são feitos de fibras orientadas ao longo de duas direções 

perpendiculares, como mostrado na figura 2.4, onde torna-se possível a observação da dispo-

sição de um conjunto de fibras em relação ao outro. Assim sendo, usa-se a seguinte notação: 

 

=1n  número de conjuntos de fibras por metro na direção do comprimento da lâmina; 

 

=2n  número de conjuntos de fibras por metro na direção da largura da lâmina; 

 

 
21

1

nn

n
k

+
=  (2.19) 
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As constantes elásticas para o tecido são dadas então por: 

 21
'
1 )1( EkEkE ×−+×=  (2.20) 

 

 21
'
2 )1( EkEkE ×+×−=  (2.21) 

 

 12
'
12 GG =  (2.22) 
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sendo '
1E e '

2E  os módulos de elasticidade (Pa) nas direções 1 e 2, respectivamente, para o 

tecido, '
12G  o módulo de cisalhamento (Pa) para o tecido no plano 1-2 e '

12v  o coeficiente de 

Poisson para o tecido. 

 

 

Figura 2.4 - Esquema representativo de um tecido plano. Fonte: Gay et al. (2002).  

 

Logo, conhecendo-se as propriedades dos constituintes e suas frações em volume, po-

de-se prever as constantes elásticas do laminado, e posteriormente, sua rigidez. Todas as e-

quações apresentadas, foram obtidas desconsiderando-se os efeitos da temperatura e umidade 

sobre o comportamento do compósito.  
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2.2.2 Teoria Clássica dos Laminados  

Usando a Teoria Clássica dos Laminados torna-se possível a obtenção das matrizes de 

rigidez do compósito, bem como das equações para determinação das forças normais, mo-

mentos e forças cortantes atuantes sobre o material. Inicialmente, faz-se o estudo de uma lâ-

mina, para depois dar prosseguimento ao estudo de um laminado. 

 

Como a maioria dos materiais compósitos são finos, devido às suas boas propriedades 

de resistência, considere-se um pequeno elemento de uma lâmina de espessura constante h, 

onde os eixos principais do elemento são os eixos 1 (direção paralela às fibras) e 2 (direção 

normal às fibras), e que os eixos geométricos da viga, placa ou casca são os eixos x e y, como 

mostrado na Figura 2.5. 

 

 

Figura 2.5 - Sistema de coordenadas de um elemento de uma lâmina. Adaptado de Vinson e 

Sierakowski (1987).  

 

Para se relacionar xσ , yσ  e xyσ  a 1σ , 2σ  e 12σ , o procedimento é exatamente análo-

go à análise do círculo de Mohr na resistência dos materiais básica, diferindo-se apenas no 

fato de que aqui as equações estão na forma matricial. Logo vem: 
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sendo 
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com θcos=m , θsenn =  e o sub-escrito CL refere-se ao caso clássico bi-dimensional, somen-

te. 

 

De maneira análoga, as relações de deformação são dadas por: 
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Entretanto, as relações bi-dimensionais devem ser modificadas para se levar em conta 

o efeito da deformação causada pelo cisalhamento transversal. Neste caso, adiciona-se às E-

quações (2.24) e (2.26) também as relações de 44 εσ −  e 55 εσ − . Na direção da fibra, o com-

pósito tem muitas das propriedades mecânicas da própria fibra, enquanto que na direção da 

espessura, as fibras praticamente não afetam, e as propriedades de cisalhamento são domina-

das pelo material da matriz que é mais fraco (Vinson e Sierakowski(1987)). Assim se escreve: 
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ou de outra forma: 
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sendo [ ] 1−
T  a inversa da matriz [ ]T . 
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Neste ponto, a Lei de Hooke pode ser utilizada para relacionar tensão e deformação. 

Então a equação geral de uma lâmina de material compósito reforçado com fibras em termos 

de suas direções principais é: 
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sendo a matriz [ ]Q  a matriz de rigidez de uma lâmina, a qual provém da Teoria da Elasticida-

de. Na equação (2.32), as quantidades ijQ  (Pa) podem ser escritas como: 
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Se a lâmina for transversalmente isotrópica, ou seja, tiver as mesmas propriedades nas 

direções 2 e 3, então 1312 vv = , 1312 GG =  , e 3322 EE = . Sendo assim, as Equações (2.33) sim-

plificam-se na seguinte forma: 
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1266 GQ =  

 

11

2212
21

E

Ev
v =  

 

Utilizando essas equações simplificadas e desprezando-se o efeito causado pelo cisa-

lhamento, obtém-se: 
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Quando os eixos estruturais x, y e z não estão alinhados com os eixos principais 1, 2 e 

3, como indicado na Figura 2.4, uma transformação de coordenadas é necessária. Para isso 

utiliza-se a Equação (2.31) na Equação (2.32), logo: 
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sendo [ ] [ ] [ ][ ]TQTQ
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Novamente, para cálculos simples ou aproximações, tem-se: 
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Até agora, foram formuladas as equações constitutivas equivalentes a uma lâmina de 

um material compósito, porém, sabe-se que uma estrutura compósita (viga, placa ou casca) 

pode ser constituída de várias lâminas, as quais unidas, formam o componente. 

 

Daqui para frente, as equações desenvolvidas passam a ser relativas ao laminado, as 

equações para os momentos, forças normais e forças cortantes serão apresentadas, assim co-

mo a terminologia utilizada quando se utiliza esse tipo de material.  

 

Assume-se que o laminado consiste de lâminas perfeitamente coladas, e as colas (ma-

triz) são assumidas ser infinitesimalmente finas. Os deslocamentos são contínuos através dos 

contornos da lâmina de modo que nenhuma lâmina deslize em relação à outra. Então, o lami-

nado age como uma camada singular (Reddy e Miravete, 1995). 
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De acordo com Vinson e Sierakowski (1987) em qualquer corpo elástico (Figura 2.6), 

considerando-se deformação elástica linear, os deslocamentos são dados por: 

 

 

Figura 2.6 - Representação dos deslocamentos de um laminado. Adaptado de Reddy e 

Miravete (1995). 
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sendo u, v e w os deslocamentos ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente, dados por: 

 

),(),(),,( 0 yxzyxuzyxu α+=  

 

 

 
),(),(),,( 0 yxzyxvzyxv β+=  (2.40) 
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),(),,( yxwzyxw =   

 

sendo 0u , 0v  e w  os deslocamentos da superfície central, correspondentes à sua translação, e 

α e β  os valores negativos da primeira derivada do deslocamento lateral com relação às co-

ordenadas x e y (ou seja, 
x

w

∂

∂
−=α  e 

y

w

∂

∂
−=β ). Ainda é assumido na teoria clássica, que o 

elemento na direção da espessura não pode ser estendido nem contraído, uma vez que sofrerá 

no máximo uma rotação e translação, então ),(),,( yxwzyxw = . Substituindo as Equações 

(2.40) nas Equações (2.39), vem: 
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As deformações no plano central do laminado são: 
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E as curvaturas são dadas por: 
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Substituindo a Equação (2.41) na Equação (2.43), e considerando-se que a tensão na 

direção da espessura pode ser desprezada, vem: 
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sendo que o subscrito k representa o número da lâmina. 

 

A representação de um compósito laminado é mostrada na Figura 2.7, onde h é a es-

pessura do laminado e hk é a distância do plano central do compósito à superfície superior da 

k-ésima lâmina. Assim, qualquer posição abaixo do plano central é tomada como negativa, e 

qualquer posição acima do plano central é dada como positiva. 

 

 

Figura 2.7 - Representação esquemática do empilhamento das lâminas. Fonte: Vinson e 

Sierakowski (1987). 

 

Parte-se agora, para a determinação das forças e momentos sobre o laminado (Figura 

2.8). Para vigas, cascas ou placas laminadas, as forças resultantes N (N), os momentos M 

(N.m) e as forças cortantes Q (N) são dados por unidade de comprimento, uma vez que nestas 
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estruturas, estas quantidades variam tanto da direção x quanto na direção y, assim essas quan-

tidades são obtidas pela integral das tensões em cada lâmina através da espessura, tal como 

segue: 
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Figura 2.8 - Representação esquemática das forças e momentos atuantes sobre o laminado. 

 

Empregando-se as Equações (2.39) e (2.41) na (2.43), para um laminado com um nú-

mero N de camadas, obtém-se: 
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A Equação (2.46) pode ser escrita como: 
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{ } [ ]{ } [ ]{ }κε BAN += 0  (2.47) 
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sendo 

  

i, j= 1,2 e 6; 

 

][A : Matriz de rigidez à tração e à compressão (N/m); 

 

][B : Matriz de acoplamento entre a rigidez planar e a rigidez à flexão (N). 

 

Analogamente, é obtida a expressão para os momentos: 
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ou seja: 

 

 

 
{ } [ ]{ } [ ]{ }κε DBM += 0  (2.51) 

 

com 
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 (2.52) 

 

sendo 

  

i, j= 1,2 e 6; 

 

][D : Matriz de rigidez à flexão (N.m); 

 

Na forma matricial: 
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A inclusão do efeito do cisalhamento sobre o comportamento da estrutura, gera uma 

melhora na teoria por representar de forma mais próxima o real comportamento da estrutura. 

As equações para a determinação das forças cortantes são dadas a seguir: 

 

 

 
)(2 4555 yzxzx AAQ εε +=  (2.54) 

 

 

 
)(2 4445 yzxzy AAQ εε +=  (2.55) 

 

com 
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k
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para 
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i, j= 4,5; 

 

kc = fator de correção de cisalhamento, que depende da forma da área da seção trans-

versal (normalmente igual a 5/6 para seções retangulares, de acordo com Vinson e Siera-

kowski (1987)); 

 

h= distância da superfície da lâmina até o plano central do laminado (m). 

 

Se o laminado for simétrico em relação ao seu plano central, a matriz ][B  será nula. 

Tita (1999) afirma que a rigidez final do laminado depende em parte da sequência de empi-

lhamento das lâminas para a determinação das matrizes de rigidez. Assim, nota-se a impor-

tância da disposição das fibras sobre o laminado. Essa característica, inerente aos compósitos 

reforçados com fibras, faz com que esses materiais sejam muito atrativos para o desenvolvi-

mento de projetos. 

 

Então, conhecendo-se a Teoria Clássica dos Laminados e suas equações, torna-se pos-

sível o projeto e análise de estruturas compostas por estes materiais, tendo a sua disposição as 

equações para determinação das tensões, momentos e forças atuantes sobre um compósito, e a 

possibilidade de mudanças na disposição das lâminas e orientações de suas fibras, de modo 

que se possa atender a requisitos dos projetos. 
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CAPÍTULO 3 

MODELOS DE VIGA COMPÓSITA LAMINADA ESCA-

LONADA EM VÁRIAS PARTES E ELASTICAMENTE 

APOIADA 

Com a finalidade de se obter as frequências naturais e os modos de vibração de uma 

viga compósita escalonada em várias partes, sobre apoios elasticamente variáveis, é exibido 

neste capítulo todo o equacionamento e os conceitos necessários para a modelagem matemáti-

ca que rege o comportamento da viga em estudo. 

 

Em Inman (2001) é apresentado o equacionamento do modelo de Euler-Bernoulli para 

a determinação das frequências adimensionais de uma viga contínua em vibração livre. Da 

mesma forma, em Vinson e Sierakowski (1987) é também apresentado o equacionamento, 

porém aplicado a materiais compósitos laminados. Este modelo matemático apresentado nos 

fornece uma boa base teórica para casos onde a geometria da viga pode ser um pouco mais 

complexa, no que diz respeito ao número de escalonamentos. Sendo assim, a seguir desenvol-

vem-se todas as hipóteses e considerações para o estudo da viga escalonada mostrada na figu-

ra 3.1. 
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3.1 ANÁLISE DINÂMICA DE UMA VIGA ESCALONADA EM 

VÁRIAS PARTES 

 Vigas escalonadas são aquelas que apresentam variações nas áreas das seções trans-

versais em função de seu comprimento. Algumas das estruturas complexas mecânicas, civis e 

aeronáuticas, dentre outras, podem como primeira aproximação, serem idealizadas como vi-

gas escalonadas. 

 

A partir dos modelos matemáticos de vigas uniforme de Euler-Bernoulli e de Cisalha-

mento aplicados a vigas compósitas, tem-se uma base introdutória para casos mais comple-

xos, de onde se inicia então, o estudo de viga do tipo escalonada em várias partes e com dife-

rentes suportes elásticos nas extremidades, conforme figura 3.1. Nesta figura, observam-se as 

diferentes seções de área transversal, em função dos diferentes números de lâminas ou cama-

das para cada trecho. Onde  nA  é a área da seção transversal do n -ésimo trecho da viga esca-

lonada (m2), nL  é o comprimento do n -ésimo trecho da viga escalonada (m) e 

2121 ,e, TTRR kkkk  são constantes de rigidez de rotação (Nm/rad) e translação (Nm) nos apoios 

da viga, respectivamente. 

 

 Assim, o equacionamento a ser apresentado neste capítulo, rege o comportamento di-

nâmico de vigas escalonadas tanto na espessura (em função do número de camadas), quanto 

na largura da viga. O escalonamento dá-se tanto da maior espessura para a menor, quanto da 

menor espessura para a maior, aplicando-se assim às diversas condições que podem ser en-

contradas na prática ou nos projetos envolvendo compósitos. 

 

As vigas escalonadas compósitas possuem as camadas centrais pertencentes a todos os 

seus trechos, ou camadas globais, sendo que o escalonamento é definido pela adição de uma 

ou mais camadas nas superfícies superior ou inferior de cada trecho, como mostrado na figura 

3.1, onde os trechos da viga são apresentados sob diferentes cores. 

 

Nos Apêndices A e B são apresentados com mais detalhes os equacionamentos relati-

vos aos modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento, respectivamente, bem como a 

linha de raciocínio seguida para a obtenção das equações apresentadas neste capítulo. 
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Figura 3.1 – Vista lateral de uma viga laminada escalonada em n  partes. 

 

As equações espaciais dos modelos de viga de Euler-Bernoulli e Cisalhamento são 

respectivamente: 
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com 
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D
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=µ  (3.3) 

  

sendo iβ   a frequência natural dimensional (m-1), ω  a frequência natural angular (rad/s), ic  a 

velocidade de propagação da onda no meio sólido (m/s), ρ  a massa específica (kg/m3), iA  a 
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área da seção transversal (m2), 55A  o coeficiente de cisalhamento (N/m), 11D  o primeiro ter-

mo da matriz de rigidez à flexão do laminado (N.m), µ  a relação entre 55A  e 11D  e ck  o fator 

numérico que depende da forma da seção transversal no cisalhamento. 

 

A solução espacial para cada trecho da viga dos modelos estudados é dado pelas equa-

ções (3.4) e (3.5), sendo que a solução espacial para o modelo de Euler-Bernoulli é represen-

tada pela equação (3.4) e a solução espacial para o modelo de Cisalhamento pela equação 

(3.5). As constantes ( )121 −+ iK  e ( )122 −+ iK  da equação (3.5) são representadas pelas equações 

(3.6) e (3.7). 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )iibiibiibiibii xBxsenhBxBxsenBxX ββββ coshcos)(
4321

+++=  (3.4) 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )iibiibiibiibii xKBxKsenhBxKBxKsenBxX 122122121121 coshcos)(
4321 −+−+−+−+ +++= (3.5) 
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sendo i  o número de trechos da viga. 

 

A determinação dos índices 4321 ,, bebbb  dos coeficientes B  das equações (3.4) e 

(3.5) é feita através da seguinte equação: 
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com ni ,...,1=  

 

As condições de contorno para a viga compósita escalonada em n  partes, duas condi-

ções para cada apoio e as demais para as junções, são: 

 

• Nas extremidades: 
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Para força de cisalhamento: 
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Para momento de flexão: 
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Para força de cisalhamento: 
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• Nas junções: 

 

Para deflexão: 
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Para inclinação: 
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Para momento de flexão: 
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Para força de cisalhamento: 
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As constantes de integração, 
4321

e,, bbbb BBBB , que compõem as equações (3.4) e (3.5) 

formam o vetor de incógnitas, { }b , de ordem n4 . As oito condições de contorno, referentes às 

extremidades e as junções, nos fornecem um sistema linear de equações homogêneas que 

formam a chamada matriz de coeficientes  [ ]H , como mostrado na equação (3.17). No caso 

de uma viga escalonada em n  partes, a matriz de coeficientes tem dimensão nn 44 × . 
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 [ ]{ } { }0=bH  (3.17) 

 

Para que o sistema da equação (3.17) tenha solução, é necessário que o determinante 

da matriz [H] seja igual a zero, com isso, através de busca de raízes chega-se ao valor das 

frequências naturais. 
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kH β  (3.18) 

 

sendo k,1

^

β  correspondente à k -ésima frequência natural adimensional, que tem como refe-

rência o primeiro trecho da viga escalonada, k  é o índice que indica a k -ésima frequência 

natural e 1 o índice de β  referente ao primeiro trecho da viga escalonada, uma vez que os 

valores encontrados ao se igualar o determinante a zero correspondem à frequência adimensi-

onal do primeiro trecho da viga. 

 

Há uma relação entre a frequência natural adimensional do 1º trecho ( k,1

^

β ), e a fre-

quência natural dimensional do 1º trecho ( k,1β ), dada pela equação (3.19). 

 

 Lkk ,1,1

^

ββ =  (3.19) 

 

De modo que L  seja o comprimento da viga escalonada (m). 

 

A matriz [ ]H  é uma função da frequência natural do 1º trecho, que servirá como base 

para o cálculo das frequências naturais dos demais trechos pela equação (3.20). Assim, faz-se 

uma transferência das frequências dos trechos da viga em função da frequência do primeiro 

trecho. 
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com iβ  a relação entre as frequências naturais de trechos adjacentes de uma viga escalonada e 

1

^^

e +ii ββ  as frequências naturais adimensionais referentes aos trechos, i  e 1+i , da viga esca-

lonada. 

 

Feitas as devidas considerações, parte-se agora para a determinação da matriz [H] para 

uma viga escalonada em n partes, de modo que a mesma seja generalizada para diferentes 

tipos de apoios elásticos. Uma vez que as matrizes são para vigas escalonadas, logo 1>n . 

 

Fazendo-se as seguintes definições: 
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com ib  a relação entre os valores da base de trechos adjacentes de uma viga escalonada, 

ii bb e1+  os valores das bases referentes aos trechos, 1+i  e i , de uma viga escalonada (m), 

i
D11  a relação entre os valores das rigidezes à flexão de trechos adjacentes da viga escalona-

da, 
ii

DD 11111 e
+

 os valores da rigidez à flexão referentes aos trechos i+1 e i da viga escalona-

da (Nm), 21 e RR  são constantes adimensionais diretamente proporcionais à rigidez de rotação 

e 21 e TT  são constantes adimensionais diretamente proporcionais à rigidez de translação. 

 

Assim, a partir das condições de contorno apresentadas nas equações de (3.9) a (3.16), 

torna-se possível a montagem da matriz de coeficientes [H] para os modelos de Euler-

Bernoulli e Cisalhamento. Inicialmente a matriz [H] é declarada como sendo uma matriz qua-

drada nula de ordem 4n, logo após as quatro primeiras linhas são preenchidas como segue: 

 

• Modelo de Euler- Bernoulli: 

 

Das condições de contorno nos dois apoios da viga, tomando-se a referência proposta 

na figura 3.1, ou seja, partindo-se sempre da esquerda para a direita, vem: 

 

1ª linha, colunas de 1 até n4 : 

 

 0...0000111111 LRLR ββ −  (3.28) 

 

2ª linha, colunas de 1 até n4 : 

 

 0...00001
3
1

3
11

3
1

3
1 TLTL −−− ββ  (3.29) 

 

3ª linha, colunas de 34 −n  até n4 : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) nnnnnnnnnnnnnnn SHRCHLCHRSHLSRCLCRSL 222200000 ++−−+− ββββL

 

  (3.30) 

 

4ª linha, colunas de 34 −n  até n4 : 
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33
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33
2

33
2

3300000 −−−−− ββββL

 
 (3.31) 

 

Para a montagem da matriz [H] a partir da quinta linha, utiliza-se as condições de con-

torno apresentadas nas equações de (3.13) a (3.16) na sub-matriz m do algoritmo da equação 

(3.32).  

 

Início  

n =  número de escalonamentos; 

Para n > 2 faça 

5=s ; 

1=j ; 

   Para 1=i  até 1−n  faça 
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                4+= jj ; 

   Fim-Para; 

Fim-Para; 

Fim. 

(3.32) 

    

Assim, monta-se uma sub-matriz m de ordem 4x8, a qual possui n-1 posições dentro 

da matriz [H]. 

 

Colocando-se na forma matricial, a matriz dos coeficientes [ ]H  assume a seguinte 

forma: 
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Partindo-se agora para a definição da matriz dos coeficientes [H] para o modelo de Ci-

salhamento, faz-se a seguinte definição: 

 

 

iii

iii

iii

iii

LKCH

LsenhKSH
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LsenKS

)1(22

)1(22

)1(21

)1(21

cosh
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=

=

=

=

 (3.34) 

 

• Modelo de Cisalhamento: 

 

1ª linha, colunas de 1 até n4 : 

 

 ( ) ( ) 0...00001
2
2211

2
111 LKKRLKKR −  (3.35) 

 

2ª linha, colunas de 1 até n4 : 

 

 ( ) ( ) 0...00001
3
1

3
21

3
1

3
1 TLKTLK −−−  (3.36) 

 

3ª linha, colunas de 34 −n  até n4 : 
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 (3.37) 

 

4ª linha, colunas de 34 −n  até n4 : 

 

 
( ) ( )

( ) ( ) nnnnnnnn

nnnnnnnn

CHTKLSHSHTKLCH

CTKLSSTKLC

2
3

1222
3

122

2
3

1212
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−−

−−−

−+−+

−+−+L
 (3.38) 

 

Para a montagem da matriz [H] a partir da quinta linha, utiliza-se as condições de con-

torno apresentadas nas equações de (3.13) a (3.16) na sub-matriz m do algoritmo da equação 

(3.39) para o modelo de Cisalhamento.  
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Início  

n =  número de escalonamentos; 

Para n > 2 faça 

   5=s ;  

   1=j ; 

   1=o ; 

   Para 1=i  até 1−n  faça 

            [ ] ;

00

00

00

1010

3
311

3
211

3
1

3
1

33

2
311

2
211

2
1

2
1

22
3211



















−−

−−−

−−−

−−

=

++++

++++

++++

oiioiiioioioio

oiioiiioioioio

ooioioioio

iiii

KbDKbDSHKCHKSKCK

KbDKbDCHKSHKCKSK

KKSHKCHKSKCK

CHSHCS

m
       

         H ( s 3+→ s , j 7+→ j ) 41( →= m , )81 → ; 

        4+= ss ; 

        4+= jj ; 

        2+= oo ;  

   Fim-Para; 

Fim-Para; 

Fim. 

(3.39) 

 

Logo, a matriz [ ]H para o modelo de cisalhamento, fazendo-se as seguintes definições, 

pode ser escrita na forma da equação (3.42): 

 

 

 )1(21 −+= nKQ  (3.40) 

 

 )1(22 −+= nKU  (3.41) 
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CAPÍTULO 4 

VALIDAÇÃO 

Para que o programa computacional desenvolvido pelo autor utilizando o software 

MATLAB® tenha confiabilidade, é feita neste capítulo sua validação, comparando os resulta-

dos aqui gerados com aqueles disponíveis na literatura. Inicialmente descreve-se o programa 

computacional, bem como a função de suas sub-rotinas, depois comparam-se as frequências 

adimensionais de uma viga contínua sob condições clássicas de apoio, e por fim, as frequên-

cias naturais são comparadas para diferentes disposições de lâminas e de condições de contor-

no. 

4.1 O PROGRAMA COMPUTACIONAL DESENVOLVIDO 

Para a determinação das frequências naturais de vigas compósitas, o programa desen-

volvido é dividido em rotinas, de modo que a rotina principal é responsável pela leitura das 

sub-rotinas. Ambos modelos de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento são lidos na mesma rotina, 

de modo que os resultados sejam gerados juntos também. 
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Para o desenvolvimento das rotinas usa-se como base o desenvolvimento matemático 

apresentado no capítulo 3 e nos apêndices A e B. Assim sendo, com base na teoria proposta, o 

programa determina as frequências naturais adimensionais e dimensionais de vigas compósi-

tas laminadas, contínuas ou escalonadas em n partes, sobre apoios elasticamente variáveis. 

 

 A seguir as rotinas e a função de cada uma delas: 

 

• Rotina Principal: 

 

É a rotina que contém e lê as demais sub-rotinas. 

 

• Sub-rotina Entrada: 

 

Na sub-rotina entrada, o usuário fornece as informações necessárias a respeito da viga 

a ser estudada, sendo elas: 

 

o Número de escalonamentos; 

o Valores dos módulos de elasticidade do compósito nas direções 1 e 2, bem como os 

valores do módulo de cisalhamento nos planos 1-2, 1-3 e 2-3, e também o valor do co-

eficiente de Poisson no plano 1-2, o qual é desconsiderado nos modelos de viga estu-

dados, contudo é necessário na determinação das constantes elásticas do laminado; 

o Propriedades geométricas da viga, sendo elas os valores das bases, das alturas e dos 

comprimentos de cada trecho; 

o Propriedades das lâminas, sendo o número de camadas de cada trecho, a espessura de 

cada lâmina e a orientação das fibras de cada camada; 

o Valor da massa específica do laminado; 

o Valor do fator de forma ( ck ) utilizado no modelo de cisalhamento, o qual depende da 

seção da área transversal da viga; 

o Valores das constantes adimensionais diretamente proporcionais às rigidezes de rota-

ção e translação ( R  e T ), que são as condições de contorno a serem adotadas. 

 

• Sub-rotina Matriz: 
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A matriz dos coeficientes [H] é determinada nesta sub-rotina, a qual é generalizada em 

função do número de escalonamentos da viga, sendo montada a partir do sistema de equações 

lineares provenientes da aplicação das condições de contorno especificadas no capítulo ante-

rior. 

 

• Sub-rotina Cálculo do Determinante: 

 

Nesta sub-rotina, o valor do determinante da matriz [H] é encontrado para uma estima-

tiva inicial de um intervalo que possa conter as frequências naturais da viga.  

 

• Sub-rotina Raízes: 

 

Aqui, realiza-se a busca das frequências naturais adimensionais através da função fze-

ro do Matlab. O algoritmo utilizado na função fzero é uma combinação dos métodos da bisse-

ção e da interpolação quadrática inversa. A busca é realizada na função gerada após encon-

trar-se o determinante da matriz [ ]H . 

 

• Sub-rotina Cálculo das Frequências Naturais Dimensionais: 

 

São aqui determinadas as frequências naturais da viga em Hz e em rad/s, as quais são 

determinadas em função dos valores das frequências naturais adimensionais encontradas na 

sub-rotina Raízes, do valor da massa específica do compósito, do termo 11D  referente ao la-

minado, do valor da base, do comprimento total e da área da seção transversal da viga. 

 

• Sub-rotina Resultado: 

 

Sub-rotina responsável por agrupar os resultados provenientes de cada teoria e impri-

mi-los na tela do computador de forma organizada e clara. 
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4.2 COMPARAÇÕES DE FREQUÊNCIAS NATURAIS DI-

MENSIONAIS E ADIMENSIONAIS DE VIGAS CONTÍNUAS 

O programa computacional foi desenvolvido para modelos de viga escalonada, como 

mostrado no capítulo 3, assim sendo, para que uma viga contínua seja simulada, é necessário 

fazer-se a simulação de uma viga escalonada em duas partes, de modo que a área da seção 

transversal dos dois trechos da viga seja a mesma, bem como o número de lâminas, a espessu-

ra de cada lâmina e também a orientação das fibras de cada camada. Uma última consideração 

para a representação de uma viga contínua é a de que o comprimento do segundo trecho da 

viga corresponda a um valor muito pequeno se comparado com o comprimento do primeiro 

trecho, aproximadamente 1% do comprimento total. Deste modo, consegue-se fazer a repre-

sentação de uma viga contínua através de uma viga escalonada em duas partes. 

 

Uma das vantagens do programa computacional desenvolvido neste trabalho é que ele 

pode determinar, de forma aproximada, as frequências adimensionais de uma viga feita a par-

tir de um material isotrópico, como o aço, por exemplo. Assim, torna-se possível aqui a com-

paração aproximada com frequências adimensionais calculadas para materiais isotrópicos, tais 

como aquelas propostas por Inman (2001) e por Almeida (2012). Para isso, é necessário atri-

buir às constantes elásticas solicitadas pelo programa valores correspondentes aos do aço. 

Para fins de comparação, inicialmente, trabalha-se com viga contínua com diferentes condi-

ções de apoios elásticos nas extremidades. Os desvios relativos (%) entre os resultados são 

calculados pela equação 4.1. 

 

 

 ( ) 100
Freq.

Freq.Freq.
 %RelativoDesvio

teóricos

calculadateóricos ×
−

=  (4.1) 

 

sendo Freq.teóricos os valores das frequências naturais provenientes de trabalhos disponíveis na 

literatura e Freq.calculada os valores das frequências naturais calculados pelo programa compu-

tacional desenvolvido pelo autor. 
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Para os diferentes tipos de apoios elásticos, como apresentado no capítulo 3, usam-se 

as constantes TR e apresentadas nas equações de (3.24) a (3.27), pela facilidade de se traba-

lhar com constantes adimensionais. Essas constantes são diretamente proporcionais à rigidez 

de rotação e translação, TR kk e , respectivamente. Logo, quando a rigidez de rotação e trans-

lação tendem para infinito, as constantes adimensionais TR e  tendem a infinito também, 

neste caso, o apoio apresenta uma rigidez muito alta, o que corresponde a um apoio engasta-

do, e se essas constantes tendem a zero, significa que não há nenhuma restrição ou à rotação 

ou à translação no apoio da viga, de modo que o apoio é livre. Então variando os valores das 

constantes adimensionais conseguimos simular as diferentes condições de contorno estudadas. 

 

Para as simulações aqui realizadas, usam-se os dados provenientes da tabela 4.1, onde 

são fornecidas informações relativas ao aço 1020 e às propriedades geométricas da viga estu-

dada. Os dados apresentados nesta tabela foram obtidos de Almeida (2012). 

 

Tabela 4.1 – Propriedades geométricas e do material da viga contínua simulada. 

Grandeza Valor Unidade 

Módulo de elasticidade longitudinal 1E  210,0 GPa 

Módulo de elasticidade transversal 2E  210,0 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 1-2 12G  81,0 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 1-3 13G  81,0 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 2-3 23G  81,0 GPa 

Massa específica ρ  7800 kg/m3 

Coeficiente de Poisson 12ν  0,3 - 

Coeficiente de cisalhamento ck  5/6 - 

Base b 0,075 m 

Espessura h 0,075 m 

Comprimento L 1,5 m 

Número de lâminas 1 - 

Orientação das fibras da lâmina 0 º 
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Nas tabelas de 4.2 a 4.7 são apresentadas as três primeiras frequências naturais adi-

mensionais (
^

β ) para uma viga contínua em função de diferentes condições de apoios, de mo-

do que os erros percentuais também são mostrados. Comparam-se as frequências naturais a-

dimensionais aqui obtidas com aquelas encontradas analiticamente por Inman (2000), através 

do modelo de Euler-Bernoulli, e com aquelas obtidas por Almeida (2012) usando o modelo de 

Cisalhamento. 

 

Tabela 4.2 - 1a, 2a e 3a Frequências naturais adimensionais para uma viga contínua apoiada – 

apoiada.  

Viga Contínua com 20=
h

L
, L=1,5 m 

Freq.  Inman (2000)  Almeida (2012)  Autor 

 EB  C  EB  C 

1a  3,142  3,136  3,142  3,136 

2a  6,283  6,243  6,283  6,240 

3a  9,425  9,293  9,425  9,281 

EB – Euler-Bernoulli, C – Cisalhamento. 

 

Das tabelas de 4.2 a 4.7, observa-se que as frequências naturais adimensionais para a 

viga contínua obtidas pelo autor apresentam boa concordância para com aquelas encontradas 

na literatura, sendo que não houve diferença percentual para o modelo de Euler-Bernoulli, e 

diferença muito pequena para o modelo de cisalhamento. Embora a simulação tenha sido rea-

lizada para as propriedades de um material isotrópico, mas a partir do desenvolvimento teóri-

co para um material compósito, nota-se boa concordância com a literatura, o que ajuda na 

confiabilidade do programa desenvolvido. 
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Tabela 4.3 - Desvio relativo (%) entre os valores calculados e os valores teóricos – viga contí-

nua apoiada - apoiada. 

Modelos de Viga 1a Frequência Natural 2a Frequência Natural 3a Frequência Natural 

Euler-Bernoulli 0,00 0,00 0,00 

Cisalhamento 0,00 0,05 0,13 

 

Tabela 4.4 - 1a, 2a e 3a Frequências naturais adimensionais para uma viga contínua livre – li-

vre.  

Viga Contínua com 20=
h

L
, L=1,5 m 

Freq.  Inman (2000)  Almeida (2012)  Autor 

 EB  C  EB  C 

1a  4,730  4,720  4,730  4,720 

2a  7,853  7,795  7,853  7,790 

3a  10,996  10,825  10,996  10,810 

EB – Euler-Bernoulli, C – Cisalhamento. 

 

Tabela 4.5 - Desvio relativo (%) entre os valores calculados e os valores teóricos – viga contí-

nua livre - livre. 

Modelos de Viga 1a Frequência Natural 2a Frequência Natural 3a Frequência Natural 

Euler-Bernoulli 0,00 0,00 0,00 

Cisalhamento 0,00 0,06 0,14 
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Tabela 4.6 - 1a, 2a e 3a Frequências naturais adimensionais para uma viga contínua engastada 

– livre.  

Viga Contínua com 20=
h

L
, L=1,5 m 

Freq.  Inman (2000)  Almeida (2012)  Autor 

 EB  C  EB  C 

1a  1,875  1,875  1,875  1,875 

2a  4,694  4,683  4,694  4,683 

3a  7,855  7,797  7,855  7,792 

EB – Euler-Bernoulli, C – Cisalhamento. 

 

Tabela 4.7 – Desvio relativo (%) entre os valores calculados e os valores teóricos – viga con-

tínua engastada – livre.  

Modelos de Viga 1a Frequência Natural 2a Frequência Natural 3a Frequência Natural 

Euler-Bernoulli 0,00 0,00 0,00 

Cisalhamento 0,00 0,00 0,06 

 

Parte-se agora para a comparação das frequências naturais dimensionais e adimensio-

nais com as frequências encontradas na literatura para materiais laminados, em função das 

condições de apoio e da relação comprimento sobre espessura (
h

L
) dessas vigas. 

 

As simulações a serem apresentadas são realizadas em função das propriedades mate-

riais e geométricas da viga laminada mostradas na tabela 4.8. Essas propriedades foram obti-

das de Yildirim e Kiral (2000) e são valores característicos do compósito de fibra de carbo-

no/resina epóxi, sendo o reforço unidirecional. 

 

As tabelas 4.9 e 4.10 mostram os valores das frequências em kHz para uma viga con-

tínua laminada, constituída de uma única lâmina orientada a 0º, simplesmente apoiada nas 
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extremidades, onde se comparam os valores obtidos para uma viga esbelta e para uma viga 

espessa. 

 

Tabela 4.8 – Propriedades materiais e geométricas da viga laminada.  

Grandeza Valor Unidade 

Módulo de elasticidade longitudinal 1E  144,8 GPa 

Módulo de elasticidade transversal 2E  9,65 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 1-2 12G  4,14 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 1-3 13G  4,14 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 2-3 23G  3,45 GPa 

Massa específica ρ  1389,23 kg/m3 

Coeficiente de Poisson 12ν  0,3 - 

Coeficiente de cisalhamento ck  5/6 - 

 

Nota-se na tabela 4.9, que há discordâncias entre as várias teorias utilizadas para o cál-

culo das frequências naturais. Para a relação 15=
h

L
o modelo de Euler-Bernoulli apresentou 

um desvio percentual de 7,54% para a primeira frequência natural quando se utiliza alguma 

teoria que leve em conta o efeito do cisalhamento. Já o modelo de cisalhamento apresentou os 

valores das frequências entre aqueles dispostos na literatura, assim sendo, o cisalhamento, 

neste caso, é um fator que deve ser considerado, dada a sua influência sobre as frequências 

naturais. 
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Tabela 4.9 - Frequências naturais (em kHz) para uma viga espessa simplesmente apoiada (0º). 

Viga Contínua com 15=
h

L
, L= 381 mm, b= 25,4 mm 

Referências  Modos 

 1  2  3  4  5 

Chandrashekhara et al.a (1990)  0,755  2,548  4,716  6,960  9,194 

Rao e Ganesana (1997)  0,753  2,545  4,714  7,021  9,201 

Rao e Ganesanb (1997)  0,754  2,555  4,753  7,052  9,382 

Chandrashekhara e Bagerac (1992)  0,756  2,554  4,742  -  - 

Nabi e Ganesanc (1994)  0,789  2,656  4,895  -  - 

Yildirim e Kirald (2000)  0,753  2,544  4,711  -  - 

Autor (Cisalhamento)  0,756  2,555  4,730  6,979  9,215 

Vinson e Sierakowskie (1987)  0,813  3,250  7,314  13,002  20,316 

Autor (Euler-Bernoulli)  0,813  3,250  7,312  13,000  20,312 
a - Teoria de cisalhamento de primeira ordem; b -Teoria de cisalhamento de alta ordem; c –

Método dos Elementos finitos; d – Teoria de Timoshenko; e - Teoria de Euler-Bernoulli. 

 

Tabela 4.10 - Frequências naturais (em kHz) para uma viga esbelta simplesmente apoiada 

(0º). 

Viga Contínua com 120=
h

L
, h= 6,35 mm, b= 25,4 mm 

Referências  Modos 

 1  2  3  4  5 

Chandrashekhara et al.a (1990)  0,051  0,203  0,457  0,812  1,269 

Rao e Ganesana (1997)  0,051  0,202  0,452  0,798  1,236 

Rao e Ganesanb (1997)  0,051  0,202  0,454  0,804  1,252 

Autor (Cisalhamento)  0,051  0,202  0,452  0,798  1,233 

Vinson e Sierakowskie (1987)  0,051  0,203  0,457  0,812  1,269 

Autor (Euler-Bernoulli)  0,051  0,203  0,457  0,813  1,270 
a - Teoria de cisalhamento de primeira ordem; b -Teoria de cisalhamento de alta ordem; e - 

Teoria de Euler-Bernoulli. 
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Da tabela 4.10, percebe-se que quando a relação 
h

L
 é aumentada para um valor alto, os 

valores obtidos pelo modelo de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento tendem a se aproximar, 

principalmente para as primeiras frequências naturais, e neste caso o efeito do cisalhamento 

sobre o comportamento dinâmico da viga pode ser desconsiderado. Nas tabelas 4.9 e 4.10, 

observa-se que os resultados obtidos pelo programa computacional desenvolvido pelo autor 

apresentaram boa concordância com aqueles disponíveis na literatura. Para essas tabelas, o 

desvio percentual não foi tabelado, uma vez que a comparação foi realizada com várias refe-

rências, dentre as quais pôde ser notado um pequeno desvio, assim não foi adotado nenhum 

modelo como referência. 

 

 A tabela 4.11 mostra as frequências naturais adimensionais dadas pela equação 4.2, 

para diferentes ângulos de orientação das fibras das lâminas, bem como para diferentes condi-

ções de contorno. Cabe ressaltar aqui que essas frequências naturais adimensionais ( adω ) são 

diferentes daquelas mostradas anteriormente, 
^

β . Para vigas compósitas, as frequências adi-

mensionais dadas pela equação (4.2) são as mais comuns encontradas na literatura. 

 

 
2

1

2

hE
Lad

ρ
ωω =  (4.2) 

 

sendoω  a frequência natural angular da viga (rad/s), L  o comprimento da viga (m), ρ  a 

massa específica do material (kg/m³), 1E  o módulo de elasticidade na direção principal do 

laminado (Pa) e h a espessura da viga (m). 
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Tabela 4.11 - Frequências naturais adimensionais para uma viga feita a partir de um laminado 

“angle-ply” )///( θθθθ −− . 

adω  







= 15

h

L
 

Ângulo(°) Referência SS CC CF CS 

0 

Chandrashekhara et al (1990) 2,6560 4,8487 0,9820 3,7305 

Autor (Cisalhamento) 2,6577 5,9250 1,025 4,1051 

Autor (Euler-Bernoulli) 2,8577 6,4779 1,018 4,4642 

Krishnawamy et al (1992) - 4,869 - 3,837 

15 

Chandrashekhara et al (1990) 2,5105 4,6635 0,9249 3,5593 

Autor (Cisalhamento) 2,5123 5,6097 0,9610 3,8847 

Autor (Euler-Bernoulli) 2,6812 6,0779 0,9552 4,1885 

Krishnawamy et al (1992) - 3,988 - 3,243 

30 

Chandrashekhara et al (1990) 2,1032 4,0981 0,7678 3,0573 

Autor (Cisalhamento) 2,1048 4,7195 0,7887 3,2639 

Autor (Euler-Bernoulli) 2,2046 4,9975 0,7853 3,4439 

Krishnawamy et al (1992) - 2,878 - 2,213 

45 

Chandrashekhara et al (1990) 1,5368 3,1843 0,5551 2,3032 

Autor (Cisalhamento) 1,5377 3,4645 0,5631 2,3922 

Autor (Euler-Bernoulli) 1,5771 3,5751 0,5618 2,4638 

Krishnawamy et al (1992) - 1,947 - 1,388 

60 

Chandrashekhara et al (1990) 1,0124 2,1984 0,3631 1,5511 

Autor (Cisalhamento) 1,0119 2,2875 0,3649 1,5778 

Autor (Euler-Bernoulli) 1,0234 2,3201 0,3646 1,5988 

Krishnawamy et al (1992) - 1,644 - 1,146 
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Continuação da tabela 4.11 - Frequências naturais adimensionais para uma viga feita a partir 

de um laminado “angle-ply” )///( θθθθ −− . 

Ângulo (º) Referência SS CC CF CS 

75 

Chandrashekhara et al (1990) 0,7611 1,6815 0,2723 1,1753 

Autor (Cisalhamento) 0,7598 1,7196 0,2726 1,1856 

Autor (Euler-Bernoulli) 0,7648 1,7338 0,2725 1,1948 

Krishnawamy et al (1992) - 1,621 - 1,129 

90 

Chandrashekhara et al (1990) 0,7320 1,6200 0,2619 1,1312 

Autor (Cisalhamento) 0,7308 1,6540 0,2621 1,1404 

Autor (Euler-Bernoulli) 0,7353 1,6668 0,2619 1,1487 

Krishnawamy et al (1992) - 1,631 - 1,136 

SS – Simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; CF – engastada - livre; 

CS – engastada – apoiada. 

 

 O gráfico da figura 4.1 mostra o comportamento da frequência adimensional em fun-

ção da variação do ângulo de orientação das fibras para o caso no qual a viga é simplesmente 

apoiada, mostrado na tabela 4.11. Uma vez que para todas as condições de apoios apresenta-

das o comportamento das frequências é o mesmo, é mostrado apenas o caso para a condição 

simplesmente apoiada. Nota-se neste gráfico que à medida em que o ângulo de orientação das 

fibras aumenta, até um valor de 90º, os valores das frequências adimensionais ( adω ) diminu-

em para a mesma condição de contorno. Outra observação é a de que a partir de um ângulo de 

60º os valores das frequências obtidos pelos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento tor-

nam-se muito próximos. Logo, para ângulos menores o efeito do cisalhamento mostrou-se 

mais influente sobre o modelo de Euler-Bernoulli. 
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Figura 4.1 – Comportamento da frequência adimensional em função da variação do ângulo de 

orientação das fibras. 

 

 A tabela 4.12 mostra o desvio relativo entre os valores calculados e os valores teóri-

cos, sendo tomados como referência os valores encontrados por Chandrashekhara et al (1990), 

uma vez que Krishnawamy et al (1992) também o tomam como referência. O desvio relativo 

entre estas duas referências também é mostrado. 

 

Observa-se da tabela 4.12 que os desvios relativos tornam-se pequenos à medida que o 

ângulo de orientação das fibras aumenta, tanto para o modelo de Euler-Bernoulli, quanto para 

o modelo de Cisalhamento. Para ângulos de orientação das fibras de 45º a 90º, as proprieda-

des do laminado são dominadas pela resina, de modo que não dependem das fibras. Os desvi-

os foram maiores, em média, para a condição de contorno engastada-engastada tanto para os 

modelos estudados pelo autor, quanto para o modelo estudado por Krishnawamy et al (1992), 

que levaram em conta a adição do coeficiente de Poisson à teoria de cisalhamento de primeira 

ordem. O maior desvio percentual obtido pelo autor foi de -33,60% para o modelo de Euler-

Bernoulli, na condição engastada-engastada, enquanto que para Krishnawamy et al (1992), o 

maior desvio foi de 39,74% para a condição engastada-apoiada. As maiores aproximações 

foram observadas para a condição de contorno simplesmente apoiada. 
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Tabela 4.12 – Desvio relativo (%) entre as frequências naturais adimensionais calculadas e 

teóricas para uma viga feita a partir de um laminado “angle-ply” )///( θθθθ −− . 

Desvio (%) 

Ângulo Modelo SS CC CF CS 

0 

Autor (Cisalhamento) -0,06 -22,20 -4,38 -10,04 

Autor (Euler-Bernoulli) -7,69 -33,60 -3,67 -19,67 

Krishnawamy et al (1992) - -0,42 - -2,85 

15 

Autor (Cisalhamento) -0,07 -20,29 -3,90 -9,14 

Autor (Euler-Bernoulli) -6,79 -30,33 -3,28 -17,68 

Krishnawamy et al (1992) - 14,48 - 8,89 

30 

Autor (Cisalhamento) -0,08 -15,16 -2,72 -6,76 

Autor (Euler-Bernoulli) -4,82 -21,95 -2,28 -12,65 

Krishnawamy et al (1992) - 29,77 - 27,62 

45 

Autor (Cisalhamento) -0,06 -8,80 -1,44 -3,86 

Autor (Euler-Bernoulli) -2,62 -12,27 -1,21 -6,97 

Krishnawamy et al (1992) - 38,86 - 39,74 

60 

Autor (Cisalhamento) 0,05 -4,05 -0,50 -1,72 

Autor (Euler-Bernoulli) -1,09 -5,54 -0,41 -3,08 

Krishnawamy et al (1992) - 25,22 - 26,12 

75 

Autor (Cisalhamento) 0,17 -2,27 -0,11 -0,88 

Autor (Euler-Bernoulli) -0,49 -3,11 -0,07 -1,66 

Krishnawamy et al (1992) - 3,60 - 3,94 

90 

Autor (Cisalhamento) 0,16 -2,10 -0,08 -0,81 

Autor (Euler-Bernoulli) -0,45 -2,89 0,00 -1,55 

Krishnawamy et al (1992) - -0,68 - -0,42 
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Na tabela 4.13, são mostradas as frequências adimensionais de uma viga laminada 

contínua sob diferentes condições de apoios. Os resultados são comparados com Chandrashe-

khara et al (1990), sendo que o desvio relativo também é mostrado. 

 

Tabela 4.13 - Frequências naturais adimensionais para a viga contínua (0º/90º/90º/0º). 

adω  







= 15

h

L
 

Modo Referência SS CF CS CC 

1 

Chandrashekhara et al (1990) 2,5023 0,9241 3,5254 4,5940 

Autor (Cisalhamento) 2,5059 0,9631 3,8724 5,5903 

Autor (Euler-Bernoulli) 2,6858 0,9568 4,1958 6,0885 

2 

Chandrashekhara et al (1990) 8,4812 4,8925 9,4423 10,2906 

Autor (Cisalhamento) 8,5068 5,4606 10,5960 12,8736 

Autor (Euler-Bernoulli) 10,7433 5,9963 13,5970 16,7831 

3 

Chandrashekhara et al (1990) 15,7558 11,4400 16,3839 16,9659 

Autor (Cisalhamento) 15,8067 12,9065 18,2561 20,8545 

Autor (Euler-Bernoulli) 24,1724 16,7897 28,3690 32,9015 

SS – Simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; CF – engastada - livre; 

CS – engastada – apoiada. 

 

De acordo com a tabela 4.14, os modelos de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento apre-

sentam os menores desvios relativos para a condição simplesmente apoiada, e também para as 

primeiras frequências, sendo que para a condição engastada-engastada os desvios observados 

foram os maiores, de modo que para a terceira frequência da condição engastada-engastada os 

desvios relativos foram muito altos. 
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Tabela 4.14 – Desvio relativo (%) entre as frequências naturais adimensionais calculadas e 

teóricas. 

Desvio (%) 







= 15

h

L
 

Modo Referência SS CF CS CC 

1 
Autor (Cisalhamento) -0,14 -4,22 -9,84 -21,69 

Autor (Euler-Bernoulli) -7,33 -3,54 -19,01 -32,53 

2 
Autor (Cisalhamento) -0,30 -11,61 -12,22 -25,10 

Autor (Euler-Bernoulli) -26,67 -22,56 -44,00 -63,09 

3 
Autor (Cisalhamento) -0,32 -12,82 -11,43 -22,92 

Autor (Euler-Bernoulli) -53,42 -46,76 -73,15 -93,93 

SS – Simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; CF – engastada - livre; 

CS – engastada – apoiada. 

 

As propriedades geométricas e de materiais da viga simulada na tabela 4.16 são apre-

sentadas na tabela 4.15. Os dados da tabela 4.15 foram obtidos de Tita (1999), o qual deter-

minou as frequências naturais de uma viga contínua laminada na condição engastada – livre 

utilizando o método dos elementos finitos e também experimentalmente. 

 

Na tabela 4.17 o desvio relativo entre as frequências geradas pelas teorias de Euler-

Bernoulli e Cisalhamento em relação às frequências obtidas experimentalmente por Tita 

(1999) é mostrado. Ainda nesta tabela, o desvio obtido entre o método dos elementos finitos e 

experimentalmente, relativo ao trabalho de Tita (1999) também é mostrado e em todas as de-

terminações, as frequências obtidas experimentalmente foram tomadas como referência, de 

acordo com a equação (4.3). 

 

 ( ) 100
Freq.

Freq.Freq.
 %RelativoDesvio

alexperiment

calculadaalexperiment
×

−
=  (4.3) 
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sendo Freq.experimental a frequência obtida experimentalmente por Tita (1999) e Freq.calculada  

aquela obtida analiticamente pela teoria de Euler-Bernoulli e Cisalhamento ou numericamente 

pelo método dos elementos finitos. 

 

Tabela 4.15 – Propriedades materiais e geométricas da viga laminada.  

Grandeza Valor Unidade 

Módulo de elasticidade longitudinal 1E  44,8 GPa 

Módulo de elasticidade transversal 2E  11,27 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 1-2 12G  4,86 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 1-3 13G  4,86 GPa 

Módulo de cisalhamento no plano 2-3 23G  4,45 GPa 

Massa específica ρ  1780,00 kg/m3 

Coeficiente de Poisson 12ν  0,28 - 

Coeficiente de cisalhamento ck  5/6 - 

Base da viga b 0,025 m 

Espessura da viga h 0,0016 m 

Comprimento da viga L 0,425 m 

 

Das tabelas 4.16 e 4.17 nota-se que os valores obtidos pelos modelos de Euler-

Bernoulli e Cisalhamento foram praticamente os mesmos, isso se deve ao fato da viga em 

estudo ser muito esbelta, de modo que o efeito do cisalhamento torna-se desprezível quando 

comparado ao modelo de Euler-Bernoulli, e esses valores se aproximaram mais dos valores 

obtidos numericamente pelo método dos elementos finitos do que os obtidos experimental-

mente. De acordo com Tita (1999), vários fatores podem interferir na precisão dos valores, 

entre eles destacam-se a presença de ruídos durante as medições, presença de defeitos nas 

amostras, tais como porosidade e falta de uniformidade na espessura. Outro ponto importante 

é o de que a viga foi feita de tecido de fibra de vidro, ou seja, tecido bidirecional, e as propri-

edades utilizadas tanto neste trabalho quanto no trabalho de Tita (1999) foram relativas a fi-

bras unidirecionais. Mas mesmo assim, nota-se boa aproximação dos dados obtidos analitica-

mente com aqueles obtidos numericamente pelo método dos elementos finitos. 
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Tabela 4.16 - Frequências naturais (em Hz) para uma viga esbelta. 

Frequências naturais em Hz ( 6,265=
h

L
) 

Referência 
Modos 

 1 2 3 4 5 

Tita 

(1999) 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
MEF  4,8 29,9 83,8 164,5 272,6 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
EXP  4,0 25,5 74,0 139,0 - 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
MEF  6,7 42,0 117,6 230,0 379,6 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
EXP  4,5 28,0 84,0 - - 

Autor 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
C  4,9 30,7 85,9 168,3 278,1 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
EB  4,9 30,7 85,9 168,3 278,3 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
C  6,6 41,7 116,6 228,5 377,5 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
EB  6,6 41,7 116,6 228,6 377,9 

s - simétrico; MEF – Método dos elementos finitos; C – Cisalhamento; EB – Euler-Bernoulli; EXP 

– Experimental. 

  

Ainda em relação ao trabalho de Tita (1999), não é notada uma elevação no desvio re-

lativo à medida que os modos aumentam, como observado nos demais trabalhos encontrados 

na literatura, porém, o que é observado é uma redução nos valores dos desvios com o aumento 

dos modos. Isso se deve principalmente à utilização de propriedade referentes a fibras unidi-

recionais nas simulações, enquanto que o resultado experimental reproduz fielmente as fre-

quências referentes a um laminado bidirecional, assim o desvio comporta-se de forma inespe-

rada. Para a primeira condição estudada, os desvios obtidos pelos modelos de Euler-Bernoulli 

e Cisalhamento foram um pouco maiores que os obtidos por Tita (1999), porém para a segun-

da condição, os desvios foram menores que os obtidos por este autor. 
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Tabela 4.17 – Desvio relativo entre as frequências naturais obtidas teoricamente e experimen-

talmente. 

Desvio (%), 6,265=
h

L
 

Referência 
Modos 

 1 2 3 4 5 

Tita 

(1999) 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
MEF  -20,0 -17,3 -13,2 -18,3 - 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
MEF  -48,9 -50,0 -40,0 - - 

Autor 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
C  -22,5 -20,4 -16,0 -21,1 - 

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]s
EB  -22,5 -20,4 -16,0 -21,1 - 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
C  -46,7 -48,9 -38,8 - - 

[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]s
EB  -46,7 -48,9 -38,8 - - 

s - simétrico; MEF – Método dos elementos finitos; C – Cisalhamento; EB – Euler-Bernoulli. 

4.3 COMPARAÇÕES DAS FREQUÊNCIAS NATURAIS DE 

UMA VIGA ESCALONADA EM DUAS PARTES 

Nesta parte do capítulo, são apresentadas as frequências adimensionais de um modelo 

de viga escalonada. Aqui, mais uma vez faz-se recorrência à comparação de frequências natu-

rais obtidas pelo programa computacional desenvolvido pelo autor com aquelas obtidas na 

literatura para vigas feitas a partir de material isotrópico, uma vez que são poucos os trabalhos 

envolvendo a análise dinâmica de vigas laminadas escalonadas. Embora os existentes apre-

sentem as frequências para este tipo de viga, alguns deles analisam a influência de alguns pa-

râmetros sobre os resultados, como por exemplo, a influência da velocidade de impacto sobre 

as frequências naturais da viga, de modo que esses parâmetros não são considerados no pre-

sente trabalho. 
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Tong (1995), citado por Almeida (2012), determina as três primeiras frequências natu-

rais adimensionais de uma viga com um escalonamento engastada em uma extremidade e li-

vre na outra. Os resultados são obtidos através do método dos elementos finitos, utilizando-se 

o modelo de viga de Timoshenko. A figura 4.1 ilustra a viga estudada por Tong (1995). 

 

 

Figura 4.2 – Viga com um escalonamento. Fonte: Tong (1995). 

 

Nas tabelas 4.19 e 4.20 são apresentados os valores e os desvios relativos (%) das três 

primeiras frequências naturais adimensionais para três diferentes relações 
h

L
. Os valores cal-

culados pelo autor são comparados com os valores obtidos por Almeida (2012) tanto para o 

modelo de Euler-Bernoulli quanto para o modelo de Cisalhamento. 

 

As propriedades geométricas e materiais da viga simulada nas tabelas 4.19 e 4.20 são 

apresentadas na tabela 4.18. Os dados da tabela 4.18 foram obtidos de Tong (1995), citado por 

Almeida (2012). Sendo que os valores de 0b , 0h  e L , para as tabelas 4.19 e 4.20 são escolhi-

dos de maneira que satisfaça a relação 
h

L
 das tabelas. 

 

Observa-se da tabela 4.19 que há diferenças entre os valores calculados e os valores 

teóricos obtidos por Almeida (2012). Isso se deve ao fato de que, mesmo que os modelos teó-

ricos estudados desprezem o efeito do coeficiente de Poisson, ele é inserido na determinação 

das constantes elásticas, como mostra a equação (2.33) para a determinação da matriz de rigi-

dez reduzida do laminado. Assim, mesmo utilizando-se as propriedades pertencentes a mate-
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riais isotrópicos, a rigidez flexural da viga sofre indiretamente a influência do coeficiente de 

Poisson, de modo que para a viga laminada, a rigidez flexural 11bD  é diferente da rigidez fle-

xural EI da viga isotrópica, pois o termo 11D  depende da equação (2.33), que por sua vez é 

função do coeficiente de Poisson. 

 

Tabela 4.18 – Propriedades geométricas e materiais da viga escalonada. 

Grandeza Valor Unidade 

Base b  01 bb =  m 

Espessura h  8,0/ 01 =hh  m 

Comprimento L  3/2/1 =LL  m 

Coeficiente de Poisson ν  0,3 - 

Coeficiente de cisalhamento ck  5/6 - 

  

 

Tabela 4.19 - Frequências naturais adimensionais da viga escalonada em duas partes engasta-

da - livre. 

 

h

L
  Modo 

 Tong (1995) k,1

^

β   Almeida (2012) 
2

,1

^









kβ  

 
Autor 

2

,1

^









kβ  

 T  EB C  EB C 

21,7 

 1  3,821  3,972 3,972  3,831 3,832 

 2  21,354  22,335 22,259  21,577 21,501 

 3  55,040  58,308 57,668  56,346 55,705 

10,8 

 1  3,803  3,972 3,972  3,831 3,835 

 2  20,728  22,335 22,033  21,578 21,271 

 3  51,685  58,308 55,860  56,350 53,897 

7,2 

 1  3,771  3,972 3,972  3,845 3,856 

 2  19,803  22,335 21,669  21,608 20,932 

 3  47,354  58,308 53,187  56,427 50,714 

EB – Euler-Bernoulli, C – Cisalhamento, T – Timoshenko. 
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Tabela 4.20 – Desvio relativo (%) entre os valores calculados pelo autor e os valores teóricos 

obtidos por Almeida (2012) – viga escalonada engastada - livre. 

Desvio (%) 

Modelo 

 

Modo 

 

h

L
 

  
21,7 10,8 7,2 

Euler-

Bernoulli 

 1  3,55 3,55 3,20 

 2  3,39 3,39 3,25 

 3  3,36 3,36 3,23 

Cisalhamento 
 1  3,52 3,45 2,92 

 2  3,41 3,46 3,40 

 3  3,40 3,51 4,65 
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CAPÍTULO 5 

EXPERIMENTO 

A parte experimental do presente trabalho consta de duas etapas: A primeira diz res-

peito à confecção dos modelos de viga contínua e escalonada em material compósito lamina-

do, e a segunda refere-se à determinação experimental das frequências naturais dessas vigas. 

A seguir, ambas etapas são descritas, incluindo os processos utilizados, os materiais e equi-

pamentos envolvidos. Todos os dados técnicos dos equipamentos utilizados estão contidos no 

Apêndice C desta dissertação. 

5.1 CONFECÇÃO DOS MODELOS DE VIGA 

A confecção dos modelos de viga ensaiados foi realizada no Laboratório de Materiais 

Compósitos do IEM da UNIFEI, onde foram montadas as vigas utilizando-se tecido de fibra 

bidirecional de vidro plano WR240 e resina epóxi da Huntsman, em sistema resi-

na/endurecedor (Araudite LY 5052/ Aradur 5052).  

 

Inicialmente, com a ajuda de uma régua e um pincel marcador, foram desenhados no 

tecido quatro retângulos de 35 cm de comprimento (no sentido do comprimento do rolo a 0º) 
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por 30 cm de largura. Logo após mais dois retângulos de 25 x 22 cm e por fim mais dois de 

15 x 16 cm. Esses retângulos foram cortados com uma tesoura, tomando-se os devidos cuida-

dos para que o corte fosse realizado na direção 0º das fibras do tecido. Em seguida, os retân-

gulos foram combinados de maneira que os quatro maiores foram sobrepostos primeiro, de-

pois os dois intermediários foram colocados sobre os quatro primeiros e por fim os dois me-

nores sobre os dois intermediários, de modo a formar uma placa com espessura não constante 

ao longo de seu comprimento. Todas as lâminas foram colocadas de modo que a orientação de 

suas fibras fosse 0º com relação ao seu comprimento. Tal combinação de lâminas é mostrada 

na figura 5.1. Dessa forma, após a infusão da resina nas lâminas, a placa pode ser cortada no 

sentido de seu comprimento, assim obtêm-se os modelos de viga contínua, escalonada em 

duas partes e escalonada em três partes. 

  

 

Figura 5.1 - Vista superior da disposição das lâminas da placa escalonada na espessura. 

  

Montado o esquema de laminação, parte-se para o procedimento de infusão da resina 

no tecido de fibra de vidro. Para isso foi utilizada a Moldagem por Transferência de Resina 

Assistida por Vácuo (VARTM), que consta de um processo onde a resina é transferida para o 

interior das fibras das lâminas através de um gradiente de pressão desenvolvido no interior de 

uma bolsa de vácuo, onde se encontra a pré-forma (ou fibras do reforço), como mostrado na 

figura 5.2. 
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Figura 5.2 - Esquema do processo VARTM. 

 

Inicialmente, passou-se sobre o ferramental (ou base de isolamento), neste caso uma 

superfície metálica plana, um desmoldante, cuja função é facilitar a desmoldagem na retirada 

do laminado. Em seguida foi colocada uma camada de peel ply, que é um tecido fino e poroso 

responsável pelo bom acabamento do material. Sobre a primeira camada de peel ply, foram 

colocadas as lâminas do tecido de fibra de vidro (pré-forma) na disposição desejada, tal como 

na figura 5.1. Sobre a pré-forma, colocou-se novamente outra camada de peel ply, e sobre 

esta, uma rede de plástico (tecido de distribuição de resina) do tamanho aproximado da placa 

do reforço, cuja função é facilitar e acelerar o movimento da resina sobre as fibras, diminuin-

do-se assim o tempo do processo. Após esse arranjo, foram colocados dois dutos em forma de 

espiral, nas extremidades do laminado. Em seguida, toda a montagem foi coberta por um plás-

tico para a formação da bolsa de vácuo, de modo que esse plástico teve suas bordas vedadas 

através de um selante de bordas, que foi colocado entre o plástico e a base de isolamento.  

 

Fechada a bolsa, o próximo passo foi conectar uma mangueira externa a um dos dutos 

e a um funil que iria conter a resina à pressão atmosférica. Outra mangueira foi conectada no 

outro duto e em uma bomba de vácuo. Para a averiguação do correto fechamento da bolsa 

antes da infusão da resina, ligou-se a bomba e retirou-se todo o ar de dentro da bolsa, e foi 

procurada qualquer possível entrada de ar na mesma. 
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Logo após, a resina foi preparada, sendo misturados 148,62 gramas de Araudite LY 

5052 com 56,47 gramas de Aradur 5052, tal como indicado pelo fabricante (100 partes em 

peso de resina para 38 de endurecedor). A quantidade necessária dessas duas partes é uma 

função da área ou do peso do reforço e do volume de fibras desejado, de acordo com o reco-

mendado pelo fabricante. Os componentes da resina foram misturados manualmente por 5 

minutos com o auxílio de uma haste de madeira para homogeneizar a mistura. Em seguida, a 

resina então misturada foi levada a um tanque de pressão, onde permaneceu por um tempo de 

10 minutos sob pressão de 26 pol/Hg exercida pela bomba de vácuo. Assim todas as bolhas de 

ar devidas à mistura manual foram retiradas, eliminando-se então o possível aparecimento de 

vazios no interior do laminado. 

 

Após toda a preparação, partiu-se finalmente para a infusão da resina, a qual foi colo-

cada em um funil suspenso e conectado a uma mangueira com uma válvula para o controle de 

seu fluxo. Assim, a partir do momento em que a bomba de vácuo foi ligada, devido ao gradi-

ente de pressão a resina começou a ser movimentada sobre a pré-forma. O tempo total da in-

fusão foi de aproximadamente 19 minutos. As fotografias mostradas nas figuras 5.3 a 5.7 ilus-

tram as etapas do processo. 

 

 

Figura 5.3 - Marcação e corte das lâminas. 
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Figura 5.4 - Bolsa de vácuo montada. 

 

 

Figura 5.5 - Equipamento montado destinado à infusão da resina no reforço. 
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Figura 5.6 - Movimento da resina na pré-forma: a) no início; b) no meio e c) após a infusão. 

 

Terminado o processo de infusão da resina no reforço, é necessário certo tempo de 

descanso para que a resina fique totalmente polimerizada (curada ou endurecida), tempo este 

chamado de tempo de cura. Esse tempo pode ser menor caso se consiga aumentar a tempera-

tura sobre o compósito, assim, utilizou-se uma manta térmica que forneceu uma temperatura 

de 80ºC durante 4 horas para o processo de cura da resina. 

 

 

Figura 5.7 - Manta térmica no processo de cura da resina.  

 

Transcorrido o tempo de cura, desmontou-se a bolsa e os equipamentos e retiraram-se 

as camadas de peel ply. A placa obtida foi cortada no sentido de seu comprimento para a ob-
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tenção dos modelos de viga a serem ensaiados, desprezando-se as bordas longitudinais e 

transversais de cada viga. A máquina utilizada no corte foi uma máquina de disco de corte.  

 

Obtidos os corpos de prova, os mesmos foram submetidos a lixamento nas laterais que 

foram cortadas, de modo a obter-se bom acabamento e correções de possíveis desuniformida-

des durante o corte, usando-se inicialmente lixa 400 e posteriormente para o acabamento lixa 

600. Todo o lixamento foi realizado embaixo de água. 

5.2 CARACTERIZAÇÃO DO COMPÓSITO 

A determinação da densidade do material compósito foi feita através do Princípio de 

Arquimedes. Foram retiradas três amostras quadradas com 3 centímetros de  lado para a de-

terminação da densidade. De acordo com esse princípio, todo corpo submerso totalmente ou 

parcialmente em um líquido está sujeito à ação de uma força vertical de baixo para cima cha-

mada empuxo (E), de intensidade igual ao peso do líquido deslocado. Assim, as equações de 

(5.1) a (5.6) descrevem a determinação da densidade do compósito imerso no líquido. Neste 

caso a água, sendo Lm  a massa do líquido deslocado (kg), g a aceleração da gravidade (m/s²), 

Lρ  a densidade do líquido (kg/m³), LV  o volume do líquido deslocado (m³), cV  o volume do 

corpo imerso, cm  a massa do corpo (kg) e cρ  a densidade do corpo. 

 

 

 
gmE L=  (5.1) 

ou 

 

 
gVE LLρ=  (5.2) 

  

Considerando-se que o volume do líquido deslocado é igual ao volume do corpo: 

 

 

 
VVV Lc ==  (5.3) 
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Como: 

 

 

 c

cm
V

ρ
=  (5.4) 

 

 Substituindo (5.4) em (5.2): 

 

 

 
g

m
E

c

c
L

ρ
ρ=  (5.5) 

 

Igualando-se (5.5) a (5.1): 

 

 

 L

c
Lc

m

m
ρρ =  (5.6) 

 

Desta forma, a partir da equação (5.6) torna-se possível a obtenção da densidade do 

compósito. Para a determinação das demais propriedades deste material, através da Regra das 

Misturas, as características de cada componente são dadas separadamente na tabela 5.1. 

 

Tabela 5.1 – Propriedades dos constituintes do compósito. 

Propriedade Reforço Matriz 

Densidade (g/cm³) 2,54 1,15 

Módulo de Elasticidade (GPa) 72,5 3,4 

Módulo de Cisalhamento (GPa) 30 1,31 

Coeficiente de Poisson 0,2 0,3 

 

Para a determinação da porcentagem em volume de fibras e de matriz presente no 

compósito desenvolvido através da regra das misturas, é necessário o conhecimento da por-

centagem em peso de cada constituinte. Para isso foram retirados três corpos de prova (1,25 x 

18 cm) da placa com a finalidade de secagem dos mesmos em estufa por 3 horas a 400ºC, 

assim, consegue-se a remoção da resina e determina-se a porcentagem em peso referente às 

fibras. 
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A tabela 5.2 mostra os valores das porcentagens em peso da fibra (Wr) e da matriz 

(Wm), bem como os valores das massas iniciais e finais de cada corpo de prova. 

 

Tabela 5.2 – Valores das massas iniciais, finais e das porcentagens em peso de cada fase. 

Propriedade 
Corpo de prova 

1 2 3 

Massa inicial (g) 3,1500 3,0600 2,9793 

Massa final (g) 2,2417 2,1675 2,2368 

Wr (%) 71,17 70,83 75,08 

Wm (%) 28,83 29,17 24,92 

 

Assim, a porcentagem em peso média do reforço foi de 72,36% e da matriz, 27,64%, e 

com a utilização da equação (2.16) chegou-se ao valor da porcentagem em peso das fibras 

(Vf). Com a utilização da Regra das Misturas, as propriedades características do compósito 

confeccionado que neste trabalho serão utilizadas, estão apresentadas na tabela 5.3. 

 

Tabela 5.3 – Propriedades do compósito. 

Propriedade Unidade Valor 

Fração volumétrica de fibra ( fV ) % 54,24% 

Densidade ( ρ ) kg/m³ 1908,2 

Módulo de elasticidade longitudinal ( 1E ) GPa 23,96 

Módulo de elasticidade transversal ( 2E ) GPa 23,96 

Módulo de cisalhamento no plano 1-2 ( 12G ) GPa 2,72 

Módulo de cisalhamento no plano 1-3 ( 13G ) GPa 3,40 

Módulo de cisalhamento no plano 2-3 ( 23G ) GPa 3,40 

Coeficiente de Poisson no plano 1-2 ( 12v ) - 0,10 

 

Após a obtenção e caracterização do material compósito laminado, partiu-se para o en-

saio de vibração livre dos modelos de viga. 
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5.3 DESCRIÇÃO DO ENSAIO DE VIBRAÇÃO LIVRE 

Os ensaios de vibração foram realizados no Laboratório de Vibrações Mecânicas do 

IEM da UNIFEI. Esta parte do experimento tem a finalidade de levantar experimentalmente 

as propriedades dinâmicas de vigas laminadas uniformes e escalonadas a fim de se compara-

rem as frequências naturais calculadas pelo programa desenvolvido pelo autor com as fre-

quências medidas no laboratório. 

 

Foram analisadas três vigas compósitas laminadas, sendo uma contínua, uma escalo-

nada em duas partes e a outra, escalonada em três partes. As figuras de 5.8 a 5.10 mostram as 

vigas e a respectiva denominação de seus parâmetros geométricos. 

 

 

Figura 5.8 - Modelo de viga laminada contínua. 

 

Figura 5.9 - Modelo de viga laminada escalonada em duas partes. 
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Figura 5.10 - Modelo de viga laminada escalonada em três partes. 

 

 A tabela 5.4 contém os valores referentes à largura, espessura e comprimento de cada 

trecho de cada viga mostrada nas figuras de 5.8 a 5.10. Esses valores foram medidos com um 

paquímetro digital e referem-se às médias de algumas medições. 

 

Tabela 5.4 – Propriedades geométricas das vigas utilizadas nos ensaios. 

Viga Propriedade Unidade 
Trecho 

1 2 3 

Contínua 

Comprimento (L) m 0,31000 - - 

Espessura (h) m 0,00092 - - 

Largura (b) m 0,02634 - - 

Número de lâminas (0º) - 4  - - 

Escalonada: 

duas partes 

Comprimento (L) m 0,23100 0,07922 - 

Espessura (h) m 0,00131 0,00089 - 

Largura (b) m 0,02720 0,027445 - 

Número de lâminas (0º) - 6 4 - 

Escalonada: 

três partes 

Comprimento (L) m 0,13757 0,09298 0,07992 

Espessura (h) m 0,00169 0,00135 0,00094 

Largura (b) m 0,02518 0,02513 0,02500 

Número de lâminas (0º) - 8 6 4 
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5.3.1 Frequências naturais 

Os ensaios em laboratório tiveram como objetivo a determinação das frequências natu-

rais das vigas compósitas laminadas, uma vez que o conhecimento dessas frequências é de 

fundamental importância para o conhecimento do comportamento de uma estrutura quando 

solicitada dinamicamente. As frequências obtidas experimentalmente serviram também para a 

comparação com aquelas calculadas pelo programa computacional desenvolvido pelo autor. 

 

Para a realização do ensaio, a condição de contorno utilizada foi a engastada-livre, on-

de a viga tem seus movimentos restritos em uma extremidade, através de seu engaste em um 

suporte que é muito bem apertado, elevando assim a rigidez no apoio da viga, a qual é coloca-

da em oscilação mediante a aplicação de um impulso no plano perpendicular ao plano de fixa-

ção da viga, na altura de sua linha neutra e em sua extremidade livre. O impulso aplicado ex-

cita dinamicamente a viga. Assim a viga entra em movimento e o sinal deste movimento é 

captado pelo vibrômetro laser, posicionado no mesmo plano de aplicação da força impulsiva e 

transmitido ao analisador de sinais, conforme a fotografia 5.11. Devido à transparência do 

material constituinte da viga, foi colocado em sua extremidade sob a incidência do laser um 

pequeno pedaço de fita isolante, de modo que o laser pudesse capturar melhor o movimento 

da viga. O analisador é capaz de receber e armazenar um número bastante grande de sinais do 

vibrômetro em curtos intervalos de tempo, permitindo a obtenção dos gráficos de espectro de 

frequência. 

 

Nas tabelas de (5.5) a (5.10) estão presentes os resultados obtidos nos ensaios e os va-

lores gerados pelo programa computacional desenvolvido pelo autor, bem como os erros rela-

tivos, dados pela equação (5.7). As frequências medidas em laboratório apresentam-se em 

Hertz, enquanto que o programa computacional permite a obtenção dos valores em rad/s, em 

Hz e em valores adimensionais, k,1

∧

β , os quais são substituídos na equação (5.7) para o cálculo 

das frequências em rad/s e posteriormente utilizando a equação (5.8) obtêm-se as frequências 

em Hz, que serão utilizadas para as comparações. 
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Figura 5.11 - Viga engastada, Vibrômetro Laser e Analisador de Sinais. 

 

� Cálculo da frequência natural: 
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π

ω

2
k

kf =  (5.8) 

 

sendo kω  a k -ésima frequência natural angular (rad/s), k,1

∧

β  a k -ésima frequência natural 

adimensional que tem como referência o primeiro trecho da viga escalonada, L  o comprimen-

to total da viga (m), 
111D  o termo que reflete a rigidez à flexão do material do primeiro trecho 

da viga (N.m), 1b  a largura do primeiro trecho da viga (m), ρ  a massa específica (kg/m3), 1A  

a área da seção transversal do primeiro trecho da viga escalonada (m2), kf  a k -ésima fre-

quência natural (Hz), k  o índice que indica a k -ésima frequência natural e 1 índice de β , 

11D  e b  referente ao primeiro trecho da viga escalonada. 
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As figuras 5.12 a 5.14 mostram os espectros de frequência de cada viga ensaiada. Os 

desvios relativos (%) para todas as tabelas a seguir são calculados pela equação (5.9) e os va-

lores das frequências de laboratório tabeladas são retirados das figuras de espectro de fre-

quência. 

 

 ( ) 100
Freq.

Freq.Freq.
 %RelativoDesvio

alexperiment

calculadaalexperiment
×

−
=  (5.9) 

 

sendo Freq.experimental as frequências naturais provenientes dos ensaios e Freq.calculada as fre-

quências naturais calculadas pelo programa computacional desenvolvido pelo autor. 

 

 

Figura 5.12 - Espectro de frequência da viga uniforme. 

 

 A tabela 5.5 mostra a comparação entre as frequências naturais obtidas experimental-

mente e através do programa computacional desenvolvido pelo autor. Já a tabela 5.6, mostra o 

desvio relativo entre as mesmas. 
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Tabela 5.5 – Três primeiras frequências experimentais e calculadas da viga contínua laminada 

(Hz). 

Frequências naturais (Hz) ( 337=
h

L
) 

Freq. Experimental 
Euler-

Bernoulli 
Cisalhamento 

1a 4,385081 5,152296 5,152309 

2a 27,368952 32,288890 32,287659 

3a 77,167339 90,409827 90,397926 

 

Tabela 5.6 - Desvio relativo (%) entre os valores experimentais e os valores calculados das 

frequências naturais da viga contínua. 

Modelos de Viga 1a Frequência Natural 2a Frequência Natural 3a Frequência Natural 

Euler-Bernoulli -17,49 -17,98 -17,16 

Cisalhamento -17,49 -17,97 -17,15 

 

Nota-se boa concordância entre os modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, pois a 

viga é esbelta e o efeito do cisalhamento é desprezível. 

 

A figura 5.13 e as tabelas 5.6 e 5.7 apresentam o espectro de frequência do ensaio, as 

frequências naturais e os desvios relativos (%) entre os valores de frequências naturais expe-

rimentais e calculadas, respectivamente, para o modelo de viga escalonada em duas partes. 

 

Como a viga laminada é fina e tem seu comprimento muito maior que sua espessura, o 

efeito do cisalhamento torna-se desprezível, como pode ser observado na tabela 5.5 a proxi-

midade entre os valores obtidos pelo modelo de Euler-Bernoulli e pelo modelo de Cisalha-

mento. 
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Figura 5.13 - Espectro de frequência da viga escalonada em duas partes. 

 

Tabela 5.6 - Três primeiras frequências experimentais e calculadas da viga escalonada em 

duas partes (Hz). 

Frequências naturais (Hz) ( 3,176
1

=
h

L
, 0,89

2

=
h

L
) 

Freq. Experimental 
Euler-

Bernoulli 
Cisalhamento 

1a 7,802419 10,027443 10,027518 

2a 42,762097 56,066298 56,061238 

3a 104,092742 151,375565 151,328979 

 

 Novamente é observada uma boa concordância entre os modelos de Euler-Bernoulli e 

Cisalhamento. Com o escalonamento, nota-se um aumento nas frequências naturais. Isso se 

deve ao aumento de rigidez em cada trecho devido ao aumento das lâminas, neste casso duas 

lâminas acrescidas ao primeiro trecho da viga já proporcionaram um aumento considerável 

nas frequências naturais da estrutura. 
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Tabela 5.7 – Desvio relativo (%) entre os valores experimentais e os valores calculados das 

frequências naturais da viga escalonada em duas partes. 

Modelos de Viga 1a Frequência Natural 2a Frequência Natural 3a Frequência Natural 

Euler-Bernoulli -28,52 -31,11 -45,42 

Cisalhamento -28,52 -31,10 -45,38 

 

A figura 5.14 e as tabelas 5.8 e 5.9 apresentam o espectro de frequência do ensaio, as 

frequências naturais e os desvios relativos (%) entre os valores de frequências naturais expe-

rimentais e calculadas, respectivamente, referentes à viga escalonada em três partes. 

 

 

Figura 5.14 - Espectro de frequência da viga escalonada em três partes. 
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Tabela 5.8 - Três primeiras frequências experimentais e calculadas da viga escalonada em três 

partes (Hz). 

Frequências naturais (Hz) 

( 4,81
1

=
h

L
, 9,68

2

=
h

L
, 0,85

3

=
h

L
) 

Freq. Experimental 
Euler-

Bernoulli 
Cisalhamento 

1a 10,826613 16,799351 16,799623 

2a 47,116935 86,358122 86,344234 

3a 116,673387 230,278313 230,150613 

 

Tabela 5.9 - Desvio relativo (%) entre os valores experimentais e os valores calculados das 

frequências naturais da viga escalonada em três partes. 

Modelos de Viga 1a Frequência Natural 2a Frequência Natural 3a Frequência Natural 

Euler-Bernoulli -55,17 -83,28 -97,37 

Cisalhamento -55,17 -83,26 -97,26 

 

Para o caso da viga escalonada em três partes, os valores das frequências naturais fo-

ram ainda maiores que os da viga escalonada em duas partes, devido ainda ao fato da adição 

de camadas elevar a rigidez da viga, deixando a estrutura menos flexível.  

 

 Os desvios relativos não foram baixos, principalmente para os casos onde a viga foi 

escalonada. Alguns fatores fazem com que esses desvios se tornem maiores, como aqueles 

relacionados às amostras, como por exemplo a presença de porosidade, a falta de uniformida-

de na espessura medida da viga e a superfície irregular das amostras. Durante o desenvolvi-

mento analítico dos modelos de viga, esses fatores não são levados em conta, pois conside-

ram-se amostras perfeitas e com uma distribuição homogênea de propriedades, fato este que 

normalmente não ocorre com amostras reais. Outro aspecto a ser considerado é o de que as 
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propriedades do material utilizadas nos cálculos são provenientes da Regra das Misturas, a 

qual não considera os efeitos da interface fibra-matriz e nem da distribuição irregular de resi-

na sobre o reforço. Assim, a distribuição não uniforme da resina entre as fibras e consequen-

temente a presença de regiões onde as lâminas não foram perfeitamente coladas podem exer-

cer uma boa influência nos valores das frequências obtidas, de modo que os deslocamentos 

observados presentes no laminado sejam diferentes daqueles adotados para um elemento infi-

nitesimal de um corpo elástico, como mostrado na equação (2.39), devido à possibilidade de 

uma lâmina da viga, durante a flexão, deslocar-se ou escorregar-se sobre as outras lâminas. 

 

 Para as vigas escalonadas, outro ponto importante diz respeito à sobreposição das lâ-

minas, pois pode ser que algumas lâminas não tenham ficado orientadas exatamente a 0º no 

sentido longitudinal e o escalonamento pode não ter sido perfeito, pois como se trata de lâmi-

nas constituídas de fibras, é possível que não houve uma redução brusca da seção transversal 

de área, enquanto que no modelo analítico essa redução de área é considerada perfeita. E por 

fim, durante o corte das vigas a partir da placa compósita, para que o corte fosse perfeito a 0º 

era necessário que os lados da placa formassem ângulos retos entre si, para o perfeito encaixe 

na máquina de corte, fato este que pode não ter ocorrido. 

 

 Assim, nota-se que vários fatores podem fazer com que os resultados experimentais se 

aproximem ou se afastem daqueles obtidos analiticamente, e que em materiais compósitos, 

cada um desses fatores pode ter um efeito considerável sobre as frequências naturais obtidas. 
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CAPÍTULO 6 

RESULTADOS 

O objetivo deste capítulo é o de apresentar as frequências naturais adimensionais de 

vigas escalonadas em duas e em três partes, dadas pela equação 6.1, uma vez que as frequên-

cias adimensionais propostas por esta equação são as mais encontradas na literatura, e avaliar 

o efeito da orientação das fibras sobre estss frequências. As vigas são consideradas sobre a-

poios elásticos nas suas extremidades. Os resultados apresentados aqui foram gerados pelo 

programa computacional desenvolvido pelo autor, e alguns desses resultados ainda não se 

encontram disponíveis na literatura. Logo, estes resultados poderão servir de base para o estu-

do de outros autores sobre o tema. As propriedades do material das vigas a serem simuladas 

são apresentadas na tabela 6.1, enquanto que as propriedades geométricas das vigas contínuas 

e escalonadas são apresentadas na tabela 6.2. 

 

 
2

11

2

hE
Lad

ρ
ωω =  (6.1) 

 

sendoω  a frequência natural angular da viga (rad/s), L  o comprimento total da viga (m), ρ  a 

massa específica do material (kg/m³), 1E  o módulo de elasticidade na direção principal do 

laminado (Pa) e 1h  a espessura do primeiro trecho da viga (m). 
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Tabela 6.1 – Propriedades materiais das vigas simuladas (Yildirim e Kiral (2000)). 

Propriedade Unidade Valor 

Densidade ( ρ ) kg/m³ 1389,23 

Módulo de elasticidade longitudinal ( 1E ) GPa 144,8 

Módulo de elasticidade transversal ( 2E ) GPa 9,65 

Módulo de cisalhamento no plano 1-2 ( 12G ) GPa 4,14 

Módulo de cisalhamento no plano 1-3 ( 13G ) GPa 4,14 

Módulo de cisalhamento no plano 2-3 ( 23G ) GPa 3,45 

Coeficiente de Poisson no plano 1-2 ( 12v ) - 0,30 

 

Tabela 6.2 – Propriedades geométricas das vigas simuladas. 

Viga Propriedade Unidade 
Trecho 

1 2 3 

Escalonada: 

duas partes 

Comprimento (L) m 0,075 0,075 - 

Espessura (h) m 0,010 0,005 - 

Largura (b) m 0,010 0,010 - 

Número de lâminas - 4 2 - 

Caso 1 - [0/0/0/0] [0/0] - 

Caso 2 - [90/90/90/90] [90/90] - 

 Caso 3 - [45/-45/-45/45] [-45/-45] - 

Escalonada: 

três partes 

Comprimento (L) m 0,075 0,075 0,075 

Espessura (h) m 0,015 0,010 0,005 

Largura (b) m 0,010 0,010 0,010 

Número de lâminas - 6 4 2 

Caso 1 - [0/0/0]s [0/0]s [0/0] 

Caso 2 - [90/90/90]s [90/90]s [90/90] 

 Caso 3 - [-45/45/-45]s [45/-45]s [-45/-45] 

S – simétrico. 
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As propriedades do material foram retiradas de Yildirim e Kiral (2000), que se referem 

a um compósito fibra de carbono com resina epóxi. 

6.1 FREQUÊNCIAS NATURAIS ADIMENSIONAIS DE UMA 

VIGA COMPÓSITA ESCALONADA EM DUAS PARTES 

Atribui-se o mesmo comprimento para os trechos, de modo que três esquemas de la-

minação possam ser analisados, conforme mostrado na tabela 6.2. São apresentados também 

gráficos mostrando o comportamento das quatro primeiras frequências adimensionais em fun-

ção do aumento da relação 
1h

L , sendo L  o valor do comprimento total da viga (em m) e 1h  o 

valor da espessura do primeiro trecho (em m). Para a elaboração dos gráficos, a espessura foi 

considerada constante e o valor do comprimento total da viga foi a variável. 

 

Nas tabelas de 6.3 a 6.8 encontram-se os resultados obtidos na determinação das qua-

tro primeiras frequências naturais adimensionais da viga escalonada em duas partes sobre 

diferentes tipos de apoio para o Caso 1. 

 

Tabela 6.3 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 1 – modelo de Euler-

Bernoulli. 

Caso 1 - Modelo de Euler-Bernoulli 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 2,8408 11,9592 26,1968 

CC 6,5202 18,6245 35,7155 

FF 6,5532 18,6251 35,7074 

CF 1,3796 6,6647 18,5514 

CS 4,7175 14,9897 30,8686 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada.  
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 Tabela 6.4 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 1 – modelo de Cisalhamento. 

Caso 1 - Modelo de Cisalhamento 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 2,6741 9,6280 17,6349 

CC 6,0605 14,5203 23,3270 

FF 6,0831 14,5664 23,2886 

CF 1,3934 6,1558 23,2339 

CS 4,4456 11,8667 20,5583 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada.  

 

As figuras de 6.1 a 6.6 mostram a variação da frequência adimensional em função da 

relação 
1h

L
 da viga e o desvio relativo entre os modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento 

para o Caso 1. São apresentados os gráficos para as condições simplesmente apoiada, engas-

tada-apoiada e engastada-engastada, uma vez que os gráficos são muito semelhantes para as 

demais condições de apoio. 

 

 

Figura 6.1 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga simplesmente apoiada. 
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Figura 6.2 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

simplesmente apoiada. 

 

 

Figura 6.3 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-apoiada. 

 



102 

 

 

Figura 6.4 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-apoiada. 

 

 

Figura 6.5 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-engastada. 



103 

 

 

Figura 6.6 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-engastada. 

 

O desvio relativo entre os modelos foi calculado através da equação 6.2. Sendo 
EBadω  

a frequência adimensional obtida pelo método de Euler-Bernoulli e 
Cadω  é a frequência adi-

mensional obtida pelo método de Cisalhamento. 

 

 100*(%) 








 −
=

Cad

CadEBad
Desvio

ω

ωω
 (6.2) 

 

Nota-se que as frequências obtidas pelo modelo de Euler-Bernoulli não sofrem a influ-

ência da relação 
1h

L
, ou seja, as linhas encontradas para este modelo nos gráficos das figuras 

6.1,  6.3 e 6.5 permanecem constantes a medida que esta relação é alterada. Com o aumento 

da relação  
1h

L
 , o desvio relativo entre os modelos diminui. Adotando-se um padrão de desvio 

relativo, a partir do qual os modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento convergem para a 

mesma frequência, sendo este desvio de 0,10% para a primeira e quarta frequência natural. 

Este desvio é adotado de modo que se torne possível a tomada de decisão de quando se utili-
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zar um ou outro modelo para a determinação das frequências naturais de uma viga com uma 

determinada relação 
1h

L
, uma vez que pode-se optar pela utilização do modelo de Euler-

Bernoulli devido à sua menor complexidade se comparado ao modelo de Cisalhamento. Logo, 

este desvio adotado é considerado pequeno, de modo que as frequências obtidas pelos mode-

los de Euler-Bernoulli e Cisalhamento são também consideradas iguais. Não é adotado aqui 

um desvio de 0%, devido ao comportamento assintótico das curvas dos desvios plotadas. 

 

A partir de 118
1

=
h

L
 para a primeira frequência o desvio converge para o valor de 

0,10% para a condição simplesmente apoiada, e para as condições engastada-apoiada e engas-

tada-engastada, estes valores de 
1h

L
 são de 117 e 131, respectivamente. Já para a quarta fre-

quência, o desvio relativo entre os modelos estudados converge para 0,10% a partir de uma 

relação 
1h

L
 de 404, 411 e 421 para as condições simplesmente apoiada, engastada-apoiada e 

engastada-engastada, respectivamente. Nota-se ainda, que para frequências maiores o desvio 

relativo é muito alto para baixas relações 
1h

L
, e diminui à medida em que é aumentada essa 

relação, como observado no trabalho de Yildirim e Kiral (2000). 

 

As tabela 6.5 e 6.6 mostram as frequências adimensionais obtidas para o Caso 2, para 

as diferentes condições de apoio elástico. 

 

Já as figuras de 6.7 a 6.12 ilustram o comportamento das frequências adimensionais 

pra diferentes relações 
1h

L
. 
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Tabela 6.5 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 2 – modelo de Euler-

Bernoulli. 

Caso 2 - Modelo de Euler-Bernoulli 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 0,7334 3,0873 6,7628 

CC 1,6832 4,8080 9,2201 

FF 1,6917 4,8081 9,2180 

CF 0,3561 1,7205 4,7891 

CS 1,2178 3,8696 7,9688 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada.  

 

 Tabela 6.6 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 2 – modelo de Cisalhamento. 

Caso 2 - Modelo de Cisalhamento 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 0,7296 3,0225 6,4592 

CC 1,6727 4,6906 8,7620 

FF 1,6810 4,6915 8,7596 

CF 0,3564 1,7091 4,6708 

CS 1,2117 3,7819 7,6000 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada. 

 

É observada uma redução nos valores das frequências naturais adimensionais do Caso 

1 para o Caso 2. Isto reflete a influência da orientação das fibras sobre as frequências naturais, 

ou seja, quando as fibras estão orientadas a 0º a rigidez à flexão é maior do que quando as 

fibras estão orientadas a 90º, pois a 0º a resistência aos esforços é devida principalmente às 

fibras, já a 90º, esta resistência é devida principalmente à matriz, a qual possui uma rigidez 

inferior àquela apresentada pela fibra. Logo, quanto maior a rigidez, maiores os valores das 

frequências naturais da viga. Isto mostra que é possível a alteração da rigidez da estrutura sem 
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alterar sua massa ou suas propriedades geométricas. Desta forma, pode-se optar pela sequên-

cia de empilhamento que melhor atender à solicitação exigida sobre a estrutura. 

 

 

Figura 6.7 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga simplesmente apoiada. 

 

 

Figura 6.8 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

simplesmente apoiada. 
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Figura 6.9 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-apoiada. 

 

 

Figura 6.10 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-apoiada. 
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Figura 6.11 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-engastada. 

 

 

Figura 6.12 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-engastada. 
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Observa-se para o Caso 2, para as frequências fundamentais, que a partir de uma rela-

ção 
1h

L
 igual a 34, 33 e 37, para as condições simplesmente apoiada, engastada-apoiada e en-

gastada-engastada, respectivamente, o desvio relativo entre o modelo de Euler-Bernoulli e o 

modelo de Cisalhamento converge para o valor de 0,10%. Para a quarta frequência, o desvio 

converge para 0,10% para uma relação 
1h

L
 igual a 137, 139 e 143, para as condições citadas, 

nesta ordem. Isso mostra que uma alteração de 90º na direção das fibras, por exemplo para a 

condição simplesmente apoiada, do Caso 1 para o Caso 2, reduz em 71,19% o valor da rela-

ção 
1h

L
 a partir da qual o desvio relativo entre os dois modelos converge para 0,10% para a 

primeira frequência natural. 

 

As tabelas 6.7 e 6.8 e as figuras de 6.13 a 6.18 mostram os resultados encontrados para 

o Caso 3. 

 

Tabela 6.7 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 3 – modelo de Euler-

Bernoulli. 

Caso 3 - Modelo de Euler-Bernoulli 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 1,5690 6,6055 14,4695 

CC 3,6013 10,2870 19,7270 

FF 3,6196 10,2873 19,7226 

CF 0,7620 3,6812 10,2467 

CS 2,6057 8,2794 17,0499 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada.  
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 Tabela 6.8 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 3 – modelo de Cisalhamento. 

Caso 3 - Modelo de Cisalhamento 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 1,5365 6,0796 12,2248 

CC 3,5105 9,3439 16,3958 

FF 3,5267 9,3517 16,3881 

CF 0,7645 3,5820 9,2967 

CS 2,5524 7,5699 14,3330 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada. 

 

Para o Caso 3, os valores das frequências naturais obtidos permaneceram entre aqueles 

encontrados para o Caso 1 e para o Caso 2, ou seja, foram maiores que para o Caso 2, e meno-

res que para o Caso 1, como já era de se esperar, pois as fibras estando orientadas a +45º e a   

-45º, fazem com que a rigidez da viga à flexão tenha um valor intermediário entre aquelas 

rigidezes encontradas para a orientação das fibras a 0º e a 90º. Para este Caso 3, boa parte da 

resistência aos esforços é devida à matriz e outra boa parte às fibras, fato este que justifica a 

rigidez à flexão intermediária entre os demais casos. 

 

Da mesma forma, observando-se os gráficos das figuras 6.13 a 6.18, as frequências na-

turais adimensionais obtidas pelos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento se aproximam 

para uma relação 
1h

L
 de 68, 68, e 76, respectivamente para as condições simplesmente apoia-

da, engastada-apoiada e engastada-engastada para a primeira frequência natural, de modo que 

a partir desta relação, o desvio relativo entre estes dois modelos torna-se 0,10%. Para a quarta 

frequência, a convergência do desvio relativo para 0,10% ocorre a partir de 
1h

L
 igual a 233, 

237 e 244 respectivamente para as condições de apoio citadas. 
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Figura 6.13 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga simplesmente apoiada. 

 

 

Figura 6.14 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

simplesmente apoiada. 

 

 



112 

 

 

Figura 6.15 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-apoiada. 

 

 

Figura 6.16 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-apoiada. 
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Figura 6.17 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-engastada. 

 

 

Figura 6.18 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-engastada. 
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6.2 FREQUÊNCIAS NATURAIS ADIMENSIONAIS DE UMA 

VIGA COMPÓSITA ESCALONADA EM TRÊS PARTES 

Trabalha-se agora, com vigas escalonadas em três partes, ou seja, com duas mudanças 

de seções. Aqui novamente os comprimentos dos trechos escalonados são iguais, e para a ela-

boração dos gráficos da variação das frequências adimensionais em função da relação 
1h

L
, o 

valor da espessura foi mantido constante, e a variável foi o valor do comprimento total da 

viga. As propriedades materiais e geométricas para esta viga estão presentes nas tabelas 6.1 e 

6.2. 

 

As tabelas 6.9 e 6.10  apresentam os valores das três primeiras frequências naturais  

adimensionais para uma viga escalonada em três partes e apoiada elasticamente nas extremi-

dades para o Caso 1. Nota-se uma elevação nos valores das frequências adimensionais quando 

a comparação é feita para o mesmo Caso da viga escalonada em duas partes. Embora o com-

primento total da viga escalonada em três partes seja maior que o da escalonada em duas par-

tes, o primeiro trecho da viga teve a adição de duas camadas, fato este que elevou sua rigidez, 

e como a frequência natural é uma função da rigidez, a mesma também se eleva. 

 

Tabela 6.9 – Três primeiras frequências adimensionais do Caso 1 – modelo de Euler-

Bernoulli. 

Caso 1 - Modelo de Euler-Bernoulli 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 3,2592 12,8186 30,0596 

CC 7,2334 19,9006 40,5858 

FF 7,9622 20,2010 40,5206 

CF 1,6100 8,0629 20,2221 

CS 5,3080 16,5328 34,8763 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada. 
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Já as figuras de 6.19 a 6.24 mostram a variação das frequências adimensionais em fun-

ção da relação 
1h

L
, bem como o desvio relativo entre os dois modelos estudados, para as con-

dições simplesmente apoiada e engastada-apoiada, ainda para o Caso 1. 

 

 Tabela 6.10 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 1 – modelo de Cisalhamen-

to. 

Caso 1 - Modelo de Cisalhamento 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 3,0495 10,2529 19,8203 

CC 6,6630 15,3545 25,9167 

FF 7,3471 16,6919 25,8486 

CF 1,6282 7,3811 15,6992 

CS 4,9674 13,0994 22,6553 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada. 

 

 

Figura 6.19 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga simplesmente apoiada. 
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Figura 6.20 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

simplesmente apoiada.  

 

 

Figura 6.21 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-apoiada. 
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Nota-se que a primeira frequência adimensional para os dois modelos se aproxima pa-

ra uma relação 
1h

L
 igual a 124, 124 e 139, respectivamente para as condições simplesmente 

apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada, e a partir desta relação, o desvio relativo 

entre os modelos torna-se menor que 0,10%. Já para a quarta frequência, o desvio relativo 

converge para 0,10%  a partir de uma relação 
1h

L
 de 417, 421 e 434, respectivamente para as 

condições simplesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada. 

 

É observada ainda uma boa proximidade entre os valores de 
1h

L
 obtidos para as dife-

rentes condições de apoios, sendo que para as condições simplesmente apoiada e engastada 

apoiada, os valores são mais próximos ainda. 

 

 

Figura 6.22 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-apoiada.  
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Figura 6.23 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-engastada. 

 

 

Figura 6.24 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-engastada.  

 

Nas tabelas 6.11 e 6.12 são mostradas as quatro primeiras frequências naturais adi-

mensionais para o Caso 2, obtidas pelo modelo de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, para dife-
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rentes condições de apoios elásticos. Já as figuras de 6.25 a 6.30 mostram a variação das fre-

quências adimensionais em função da relação 
1h

L
. 

 

Tabela 6.11 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 2 – modelo de Euler-

Bernoulli. 

Caso 2 - Modelo de Euler-Bernoulli 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 0,8414 3,3092 7,7600 

CC 1,8673 5,1374 10,4774 

FF 2,0555 5,2150 10,4605 

CF 0,4156 2,0815 5,2204 

CS 1,3703 4,2680 9,0035 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada.  

 

 Tabela 6.12 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 2 – modelo de Cisalhamen-

to. 

Caso 2 - Modelo de Cisalhamento 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 0,8366 3,2372 7,3857 

CC 1,8541 5,0056 9,9183 

FF 2,0413 5,0840 9,9014 

CF 0,4160 2,0662 5,0889 

CS 1,3625 4,1713 8,5503 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada. 
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Figura 6.25 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga simplesmente apoiada. 

 

 

Figura 6.26 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

simplesmente apoiada.  
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Figura 6.27 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-apoiada. 

 

Assim como para o Caso 1, as frequências adimensionais obtidas para o Caso 2, para a 

viga escalonada em três partes, são maiores que aquelas obtidas para o mesmo Caso para a 

viga escalonada em duas partes. A razão para isso é a mesma, a elevação da rigidez devida à 

adição de duas camadas ao primeiro trecho da viga. As frequências obtidas para o Caso 2 são 

menores que as do Caso 1, uma vez que no Caso 1 as fibras estão orientadas a 0º, e durante a 

flexão a resistência aos esforços é devida principalmente às fibras, enquanto que no Caso 2, 

onde as fibras estão orientadas a 90º, a resistência aos esforços é devida principalmente à ma-

triz, o que diminui a rigidez, bem como as frequências naturais. 

 

Para o Caso 2, a partir de uma relação 
1h

L
 igual a 35, 35 e 40, respectivamente para as 

condições simplesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada, o desvio relativo 

para a primeira frequência adimensional torna-se igual a 0,10%, e para a quarta frequência, o 

desvio relativo converge para o valor de 0,10% para uma relação de 
1h

L
 igual a 142, 143 e 

147, respectivamente para as condições de apoio citadas. 
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Figura 6.28 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-apoiada.  

 

 

Figura 6.29 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-engastada. 
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Figura 6.30 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-engastada.  

 

As tabelas 6.13 e 6.14 mostram as frequências obtidas para o Caso 3. Enquanto que as 

figuras de 6.31 a 6.36 mostram o comportamento da frequência adimensional em função da 

relação 
1h

L
. Das tabelas, percebe-se que as frequências adimensionais para o Caso 3 tiveram 

seus valores intermediários entre os Casos 1 e 2, assim como o ocorrido para a viga escalona-

da em duas partes. Pois uma vez as fibras estando orientadas a +45º e a -45º, a resistência aos 

esforços é devida tanto às fibras quanto à matriz durante a flexão, como explicado para a viga 

escalonada em duas partes. 

 

Dos gráficos nota-se que as frequências fundamentais para os dois modelos se aproxi-

mam a partir de uma relação 
1h

L
 igual a 72, 72 e 80, respectivamente para as condições sim-

plesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada, e a partir desta relação, o des-

vio relativo torna-se inferior a 0,10%. Para a quarta frequência, a relação 
1h

L
 a partir da qual o 

desvio relativo torna-se inferior a 0,10%  é de 241, 243 e 251, respectivamente para as condi-

ções simplesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada. 



124 

 

 

Tabela 6.13 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 3 – modelo de Euler-

Bernoulli. 

Caso 3 - Modelo de Euler-Bernoulli 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 1,8002 7,0802 16,6031 

CC 3,9953 10,9918 22,4171 

FF 4,3978 11,1578 22,3811 

CF 0,8893 4,4535 11,1694 

CS 2,9318 9,1317 19,2635 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada.  

 

 Tabela 6.14 – Três primeiras frequências adimensionais do caso 3 – modelo de Cisalhamen-

to. 

Caso 3 - Modelo de Cisalhamento 

Condição 1ª Freq. 2ª Freq. 3ª Freq. 

SS 1,7590 6,4981 13,8711 

CC 3,8816 9,9377 18,4045 

FF 4,2757 10,1114 18,3692 

CF 0,8926 4,3204 10,1184 

CS 2,8648 8,3510 15,9743 

SS – simplesmente apoiada; CC – engastada nas duas extremidades; FF – livre-livre; CF – 

engastada-livre; CS – engastada-apoiada. 

 

 Comparando-se os resultados obtidos para a viga escalonada em três partes com os 

obtidos para a viga escalonada em duas partes, as relações 
1h

L
 a partir das quais as frequências 

naturais fundamentais adimensionais obtidas pelos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamen-

to têm seus valores iguais, de acordo com os desvios relativos adotados, variam em função 

principalmente da disposição das camadas do laminado, ou seja, essas relações são bem influ-
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enciadas pelo ângulo de orientação das fibras das lâminas. E por fim, é percebido que o com-

portamento da variação das frequências em função do índice de esbeltez é muito semelhante 

para as vigas escalonadas em duas e em três partes. 

 

 

Figura 6.31 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga simplesmente apoiada. 

 

 

Figura 6.32 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

simplesmente apoiada.  
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Figura 6.33 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-apoiada. 

 

 

Figura 6.34 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-apoiada. 
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Figura 6.35 - Quatro primeiras frequências adimensionais - viga engastada-engastada. 

 

 

Figura 6.36 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequências adimensionais - viga 

engastada-engastada. 
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CAPÍTULO 7 

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS 

7.1 CONCLUSÕES 

Foi apresentada uma metodologia para análise dinâmica de vigas compósitas escalo-

nadas sobre apoios elásticos. As frequências naturais dimensionais e adimensionais calculadas 

foram obtidas de acordo com dois modelos dinâmicos: o modelo de Euler-Bernoulli e o mo-

delo de Cisalhamento. Estes métodos utilizados eliminam a necessidade do uso de malhas na 

solução de problemas dinâmicos. 

 

A validação dos resultados calculados foi efetiva. Para a condição simplesmente apoi-

ada e para as condições em que foram simulados casos com materiais isotrópicos, os desvios 

foram os menores. Já para as demais condições houve certo desvio entre os valores obtidos, 

contudo alguns desses erros foram coerentes com os erros obtidos por outros autores com 

relação à mesma referência. 

 

O modelo de Euler -Bernoulli praticamente não sofreu a influência da relação 
1h

L
, en-

quanto que os resultados obtidos pelo modelo de Cisalhamento variaram em função dessa 

relação. Para os casos aqui estudados, embora as frequências adimensionais de vigas escalo-
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nadas sejam diferentes em função do número de trechos, notou-se que a relação 
1h

L
 a partir da 

qual as frequências fundamentais adimensionais dos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalha-

mento se aproximam  depende também do esquema de laminação, ou seja, da orientação das 

fibras de cada lâmina constituinte da viga. 

 

 A maior relação 
1h

L
 encontrada foi de 37 para o Caso 1, onde as fibras estão orienta-

das a 0º, tanto para a viga escalonada em duas partes quanto para a viga escalonada em três 

partes. Já o menor valor de 
1h

L
 foi de 21 para o Caso 2, onde as fibras estão orientadas a º90 , 

para a viga escalonada em três partes. A principal vantagem do conhecimento desses valores 

diz respeito à tomada de decisão de quando se utilizar um ou outro modelo, uma vez que sa-

bendo-se as condições nas quais os dois modelos se apresentam equivalentes, pode-se optar 

pela escolha do modelo de Euler-Bernoulli, uma vez que o mesmo é menos complexo que o 

modelo de Cisalhamento. 

 

Notou-se que com a adição do efeito causado pelo cisalhamento ao modelo de Euler-

Bernoulli, os valores das frequências encontradas aproximaram-se mais dos valores reais. 

Porém, o modelo de Cisalhamento precisa ser melhorado para os casos envolvendo materiais 

compósitos laminados. Para situações nas quais não se requer muito dos resultados, estes mo-

delos podem ser utilizados, porém, o modelo de Cisalhamento é o que se aproxima mais da 

resposta real, dependendo da relação 
1h

L
. 

  

Para projetos envolvendo materiais compósitos laminados, não se torna necessária a 

alteração dos valores de massa ou as propriedades geométricas da estrutura para obter a rigi-

dez necessária para fornecer as frequências naturais esperadas, pois pode-se alterar a orienta-

ção das fibras das lâminas de modo a atingir os parâmetros requisitados pelo projeto. Assim, 

mostrou-se neste trabalho a influência da orientação das fibras das camadas do laminado so-

bre as frequências naturais de uma viga compósita. 
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7.2 PERSPECTIVAS FUTURAS 

A partir do desenvolvimento matemático e das simulações realizadas neste trabalho, 

futuramente poderiam ser alteradas as posições dos suportes elásticos ao longo da viga, pode-

ria ser adicionado o efeito do amortecimento sobre a estrutura, e ainda, pode ser realizada a 

simulação de forças externas aplicadas sobre a viga. 

 

Uma boa tentativa para se melhorarem os resultados, seria adicionar ao modelo de Ci-

salhamento o efeito da inércia de rotação também, o que é conhecido como Teoria de Timo-

shenko, ou se estudarem outros modelos matemáticos que se mostraram mais eficientes de 

acordo com a literatura, entre eles a Teoria de Cisalhamento de Alta Ordem. 

 

Uma outra proposta é realizar um estudo dinâmico envolvendo vigas de seções geomé-

tricas complexas, como vigas de seções circulares, ou vigas de seções retangulares com dife-

rentes funções de escalonamentos, ou seja, com mudanças não bruscas nos escalonamentos 

(vigas "Drop-off"), devido à sua aplicação nas indústrias, e ainda o estudo de laminados não-

simétricos. 

 

Por fim, poderia-se também determinar as várias propriedades do laminado experi-

mentalmente, de acordo com a normas e regras vigentes. Assim, seria possível um estudo da 

influência das propriedades obtidas experimentalmente e teoricamente sobre as frequências 

naturais. 
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APÊNDICE A 

MODELO DE VIGA COMPÓSITA LAMINADA UNI-

FORME DE EULER-BERNOULLI 

A teoria da viga de Euler-Bernoulli dita que somente a flexão pura é considerada, sen-

do que a deformação causada pela distorção devida ao cisalhamento e o efeito da inércia de 

rotação sobre a viga são desprezados. Este modelo aplica-se a vigas esbeltas, ou seja, vigas 

nas quais o comprimento é muito maior que as dimensões da área transversal (base e altura). 

A.1 EQUACIONAMENTO DO MODELO DE VIGA COMPÓSI-

TA DE EULER-BERNOULLI 

Nesta seção é apresentado o desenvolvimento analítico do modelo de viga de Euler-

Bernoulli aplicado a uma viga compósita laminada uniforme, onde admite-se a ocorrência de 

vibrações livres e ausência de amortecimento nos apoios. 

 

Para o desenvolvimento do modelo, algumas considerações devem ser levadas em 

conta, são elas: 
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• As lâminas são perfeitamente unidas, de modo que não haja deslocamentos relativos 

entre as mesmas e a espessura da matriz (resina) presente entre uma lâmina e outra é 

considerada muito pequena, de modo que possa ser desprezada; 

• Após a ocorrência da flexão, as seções planas da viga permanecem planas e normais à 

linha neutra; 

• O valor do comprimento da viga é bem maior do que o valor das outras dimensões 

( 10>
b

L
ou 10>

h

L
); 

• Os deslocamentos verticais, eixo z , de todos os pontos de uma seção transversal são 

pequenos; 

• O deslocamento lateral segundo o eixo y é nulo;  

• A inércia de rotação é desprezível; 

• A viga é considerada na ausência de carregamento axial; 

• O coeficiente de Poisson não é considerado; 

• Não são consideradas as forças dissipativas. 

 

Na figura A.1 é ilustrada uma viga laminada engastada com vibração na direção do ei-

xo z . Na viga de Euler-Bernoulli, a vibração na direção do eixo z  é geralmente chamada de 

vibração transversal ou vibração flexional. A viga em questão possui seção retangular )(xA , 

dada em m², base b (m), altura h (m) e comprimento L (m). O deslocamento vertical em uma 

seção transversal de abscissa x em um tempo t, é representado por w. Também são mostrados 

os momentos e forças atuantes sobre um diferencial de viga de comprimento dx.  

 

Considera-se inicialmente que a viga possui carregamento vertical na direção z. Devi-

do ao fato de uma viga ser esbelta (b<<L), as tensões são ignoradas na direção y, o que impli-

ca que os efeitos do coeficiente de Poisson podem ser ignorados também. Assim sendo, não 

há nenhuma dependência da direção y sobre qualquer quantidade envolvida no conjunto das 

equações governantes mostradas Capítulo 2. Logo, da equação (2.53), chega-se à seguinte 

equação: 
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E da equação (2.54), quando o cisalhamento for considerado: 

 

 

 
xzx AQ ε552=  (A.2) 

 

Se a viga for simétrica em relação ao seu plano central ( 0=ijB ), então o momento fle-

tor da viga, ),( txM , é dado como:  

 

 
2

2

11

),(
)()(),(

x

txw
xDxbtxM

∂

∂
=  (A.3) 

 

com ),( txM  momento fletor (Nm), 11D  termo da matriz de rigidez à flexão (Nm) definido 

pela equação (2.52), )(xb  base da viga (m) e ),( txw  deflexão ao longo do eixo z  (m). O pro-

duto expresso por )()( 11 xDxb diz respeito à rigidez flexural para vigas compósitas de seção 

retangular, ao invés de )(xEI  usada para materiais isotrópicos, com I momento de inércia de 

área ( 4
m ) e E módulo de elasticidade do material (Pa). 

 

 

Figura A.1 – Modelo de uma viga contínua laminada de Euler-Bernoulli. 
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Figura A.2 – Elemento infinitesimal de um modelo de viga compósita laminada de Euler-

Bernoulli. 

Através da 2ª Lei de Newton aplicada ao elemento infinitesimal do modelo de viga 

laminada de Euler-Bernoulli, obtém-se o seguinte somatório de forças na direção z . 

 

 
2

2 ),(

t

txw
dmFz

∂

∂
=∑  (A.4) 

 

 
2
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sendo ),( txV  força cortante (N), ρ a massa específica (kg/m³), )(xA
 
área da seção transversal 

(m²) e ),( txq  a força distribuída por unidade de comprimento (N/m). 

 

Fazendo-se agora o somatório de momentos igual a zero, uma vez que não é conside-

rada a inércia de rotação: 

 

 ( ) 0),(
2

),(),(),( =+++−+ dxtdxxV
dx

dxtxqtxMtdxxM  (A.7) 
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Desprezando-se o termo diferencial de ordem superior ( 2
dx ≅ 0) para o momento, tem-

se: 

 
x

txM
txV

∂

∂
−=

),(
),(  (A.10) 

 

Isso mostra que a força cortante é proporcional à derivada do momento fletor em rela-

ção à x . A substituição da equação (A.10) na equação (A.6) produz: 
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A substituição adicional da equação (A.3) na equação (A.11), e ainda dividindo-se to-

da a equação por ,dx  leva a: 
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Se nenhuma força externa for aplicada, ou seja, 0),( =txq , )()( 11 xDxb  e )(xA  são 

admitidos constantes ao longo da viga, a equação (A.12) simplifica-se de modo que a        

vibração livre é governada por: 

 

 
A

bD
c

x

txw
c

t

txw

ρ
11

4

4
2

2

2

,0
),(),(

==
∂

∂
+

∂

∂
 (A.13) 

 

sendo c  a velocidade de propagação da onda no meio sólido (m/s). 

 

Como a equação governante da vibração livre do modelo de Euler-Bernoulli é uma 

equação diferencial de quarta ordem, são necessárias quatro condições de contorno de modo 

que se consiga determinar a sua solução. A presença das derivadas temporais de segunda or-

dem requer que sejam especificadas duas condições iniciais, uma para a deflexão e outra para 

a inclinação. 

 

As condições de contorno necessárias para resolver a equação (A.13) no contexto de 

uma solução por separação de variáveis são obtidas considerando-se a deflexão ),( txw , a de-

rivada da deflexão xtxw ∂∂ /),( , o momento fletor 22
11 /),( xtxwbD ∂∂ , e a força cortante 

33
11 /),( xtxwbD ∂∂  em cada extremidade da viga, isto é, aplicando as devidas condições de 

contorno. 

 

As equações de (A.14) a (A.21) são as condições de contorno clássicas para cada ex-

tremidade: livre, engastada, apoiada e deslizante. 

 

Se uma viga em vibração transversal é livre em uma extremidade, as condições de 

contorno para a força cortante e o momento fletor devem ser nulos. 

 

 ( )txM ,  =
( )

0
,

2

2

11 =
∂

∂

x

txw
bD  (momento fletor) (A.14) 
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 ( )txV ,  = 
( )

0
,

2

2

11 =








∂

∂

∂

∂

x

txw
bD

x
 (força cortante) (A.15) 

 

Se, por outro lado, a extremidade da viga for engastada, a condição de contorno impõe 

que a deflexão e a inclinação devem ser nulas nesse extremo. 

 

 ( ) 0, =txw  (deflexão) (A.16) 

 

 
( )

0
,

=
∂

∂

x

txw
 (inclinação) (A.17) 

 

Já em uma extremidade simplesmente apoiada, a deflexão e o momento de flexão são 

nulos. 

 

 ( ) 0, =txw  (deflexão) (A.18) 

 

 ( )txM ,  =
( )

0
,

2

2

11 =
∂

∂

x

txw
bD  (momento fletor) (A.19) 

 

E por fim, em um apoio deslizante, a inclinação e a força cortante são nulos. 

 

 
( )

0
,

=
∂

∂

x

txw
 (inclinação) (A.20) 

 

 ( )txV ,  = 
( )

0
,

2

2

11 =








∂

∂

∂

∂

x

txw
bD

x
 (força cortante) (A.21) 

 
Pode haver outras condições não clássicas de contorno, sendo que a equação de mo-

vimento para essas condições são determinadas em função de balanços de forças e de momen-

tos. 
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Além das quatro condições de contorno, a solução da equação (A.13), para a vibração 

livre, só pode ser determinada se duas condições iniciais forem especificadas.  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
dt

xdw

dt

txdw
xwtxw

t

t
0

0
00

,
,, ==

=

=  (A.22) 

 

Considerando que 0=t  é o tempo inicial. Sabe-se que ( )xw0  e ( ) dtxdw /0  não podem 

ser ambos nulos, ou não haveria movimento resultante. 

 

A solução da equação (A.13) sujeita a quatro condições de contorno e duas condições 

iniciais seguem os passos convencionais usados nos problemas de contorno e de valor inicial, 

ou seja, são usadas para se obter um sistema de equações que determinam as constantes da 

solução geral. Para o desenvolvimento da solução da equação (A.13), será admitida a possibi-

lidade de se escrever a solução na forma de separação de variáveis como na equação (A.23). 

 

 )()(),( txXtxw Τ=  (A.23) 

 

Substituindo a equação (A.23) na equação (A.13), obtém-se: 

 

 2
2

2

4

4
2

)(T

1)(T

)(

1)(
ω=−=

tdt

td

xXdx

xXd
c  (A.24) 

 

A escolha da constante de separação, 2ω , é feita de modo que a equação temporal te-

nha solução harmônica e que ω  seja a frequência natural angular da viga em estudo. 

 

Tomando o lado direito da equação (A.24), referente à parte temporal, vem: 

 

 0)(
)(T 2

2

2

=Τ+ t
dt

td
ω  (A.25) 
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Assumindo-se para esta equação uma solução do tipo tCetT λ=)( , a sua solução é dada 

então na forma: 

 

 ( )θω −=Τ tDt cos)(  (A.26) 

 

As constantes D  e θ  são determinadas usando-se as condições iniciais especificadas e 

posteriormente combinando-as com a solução da equação em x . 

 

A equação espacial surge do rearranjo da equação (A.24), o que leva a: 

 

 0)(
)(

2

4

4

=







− xX

cdx

xXd ω
 (A.27) 

 

Definindo:  

 

 
11

2

2

2
4

bD

A

c

ωρω
β ==  (A.28) 

 

sendo β  a frequência natural dimensional ( 1−
m ). 

 

Assumindo para equação (A.27) uma solução na forma: 

 

 axCetxw =),(  (A.29) 

 

vem 

 

 ( ) 044 =− axCea β  (A.30) 

 

Como 0≠axCe  para todo x , então: 

 

 ( ) 044 =− βa  (A.31) 
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Chega-se então a uma equação polinomial de quarto grau cuja solução é: 

 

 β±=2,1a  e βia ±=4,3  (A.32) 

 

A solução espacial da equação (A.27) é: 

 

 ( ) xixixx eCeCeCeCxX ββββ −− +++= 4321  (A.33) 

 

Aplicando as relações de Euler, equações (A.34) a (A.37), na equação (A.33), tem-se a 

equação (A.38). 

 

 )()cos( xisenxe xi βββ +=  (A.34) 

 

 )()cos( xisenxe xi βββ −=−  (A.35) 

 

 )()cosh( xsenhxe x βββ +=  (A.36) 

 

 )()cosh( xisenxe x βββ −=−  (A.37) 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )xBxBxBxBxX ββββ coshsinhcossin)( 4321 +++=  (A.38) 

 

A equação (A.38) representa o modo de vibração da viga em estudo, tal que para cada 

frequência natural, a viga possuirá uma forma diferente de vibração. 

 

Com a aplicação das condições de contorno na viga a ser modelada obtém-se um sis-

tema de equações lineares, equação (A.39), que é função de β  e { }b . Devido o sistema linear 

ser homogêneo, existe uma combinação linear entre suas equações, de modo que o valor de 

uma das constantes que compõe o vetor { } [ ]T
BBBBb 4321=  pode ter o seu valor arbi-

trado. 
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 ( )[ ]{ } { }0=bH β  (A.39) 

 

A matriz [ ]H  é a matriz dos coeficientes e { }b  é o vetor de incógnitas. Para que o sis-

tema tenha solução não trivial é necessário que { } { }0≠b , o que implica que o determinante da 

matriz [ ]H  seja igual a zero, equação (A.41). 

 

A matriz [ ]H  será uma função de Lβ , então pode-se fazer a adimensionalização da 

frequência natural, da seguinte maneira: 

 

 Lββ =
^

 (A.40) 

 

E os valores dessa frequência são determinados por: 

 

 0det
^

=























βH  (A.41) 

 

sendo então 
^

β  a frequência natural adimensional, β  a frequência natural dimensional (m-1) 

e L  o comprimento total da viga (m).  

 

 Com a aplicação de β  na equação (A.28), obtém-se a frequência angular (rad/s), e 

consequentemente, a frequência natural em Hz, obtida por (A.42). 

 

 

 
π

ω

2
=f  (A.42)
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APÊNDICE B 

MODELO DE VIGA UNIFORME COMPÓSITA LAMI-

NADA DE CISALHAMENTO 

O modelo de Cisalhamento adiciona ao modelo de Euler-Bernoulli o efeito da distor-

ção causada pelo cisalhamento, porém não leva em conta o efeito da inércia de rotação. A 

inclusão do efeito do cisalhamento sobre a análise do comportamento dinâmico de uma viga 

proporciona uma melhora considerável nos resultados, de modo que estes se aproximem de 

forma significativa do valor real (Almeida, 2012). 

B.1 EQUACIONAMENTO DO MODELO DE VIGA LAMINADA 

DE CISALHAMENTO 

Na figura B.1, é ilustrado um elemento infinitesimal de um modelo de viga de cisa-

lhamento. Para o desenvolvimento de todo o equacionamento analítico deste modelo, deve-se 

levar em conta as seguintes considerações: 

 

• Assim como no modelo de Euler-Bernoulli, as lâminas são consideradas perfeitamente 

unidas, de modo que não haja deslocamentos relativos entre uma lâmina e outra, e 
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também a espessura da resina entre uma lâmina e outra é muita pequena de modo que 

pode ser desprezada; 

• Após a deformação devida à flexão da viga, suas seções planas continuam planas à li-

nha neutra, mas não necessariamente perpendiculares a esta linha, pois existe um giro 

adicional na seção devido à distorção causada pelo cisalhamento; 

• O valor do comprimento da viga é maior do que o valor das outras dimensões; 

• Os deslocamentos verticais, eixo z , de todos os pontos de uma seção transversal são 

pequenos; 

• O deslocamento lateral segundo o eixo y é nulo;  

• A inércia de rotação é desconsiderada; 

• A viga é considerada não ter carregamento axial; 

• O coeficiente de Poisson não é considerado; 

• Não são consideradas as forças dissipativas. 

 

 

Figura B.1 – Elemento infinitesimal de um modelo de viga compósita de Cisalhamento. 
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O momento fletor, ),( txM e o esforço cortante, ),( txV  são apresentados nas equações 

(B.1) e (B.6), respectivamente, sendo que a força cortante por unidade de comprimento é dada 

pela equação (A.2): 

 

 
x

tx
xDxbtxM

∂

∂
=

),(
)()(),( 11

ψ
 (B.1) 

 

 xQxbtxV )(),( =  (B.2) 

 

 Substituindo (A.2) em (B.2), vem: 

 

 xzAxbtxV ε55)(2),( =  (B.3) 

como 

 
2

γ
ε =xz  (B.4) 

e 

 ),(
),(

tx
x

txw
ψγ −

∂

∂
=  (B.5) 

logo 

 

 







−

∂

∂
= ),(

),(
)()(),( 55 tx

x

txw
xAxbktxV c ψ  (B.6) 

 

sendo ),( txM é o momento fletor (Nm), b(x) é o valor da base da viga (m), 11D  é o termo da 

matriz de rigidez à flexão (N.m), 55A  é o coeficiente de cisalhamento (N/m), ),( txψ  rotação 

da seção transversal, ),( txV  esforço cortante (N), ck  fator numérico que depende da forma da 

seção transversal no cisalhamento, )(xA  área da seção transversal (m2), e ),( txw  deflexão ao 

longo do eixo z  (m). 
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Aplicando-se a 2ª Lei de Newton ao elemento infinitesimal do modelo de viga de Ci-

salhamento, obtém-se o seguinte somatório de forças na direção z : 

 

 
2

2 ),(

t

txw
dmFz

∂

∂
=∑  (B.7) 

 

 
2
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t
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∂
+ ρ  (B.9) 

 

sendo ρ  a massa específica (kg/m3) e ),( txq  a força distribuída por unidade de comprimento 

(N/m). 

 

Simplificando a equação (B.9), temos: 
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∂
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Fazendo a substituição da equação (B.6) na equação (B.10), temos: 
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(B.11) 

 

Partindo-se agora para o somatório de momentos igual a zero, uma vez que é descon-

siderada a inércia de rotação: 

 

 ( ) 0),(
2

),(),(),( =+++−+ dxtdxxV
dx

dxtxqtxMtdxxM  (B.12) 
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Desprezando-se o termo diferencial de ordem superior ( 2
dx ≅ 0) para o momento, tem-

se: 

 

 
x

txM
txV

∂

∂
−=

),(
),(  (B.15) 

 

Mais uma vez é mostrado que a força cortante é proporcional à derivada do momento 

fletor em relação à x . A substituição da expressão do momento fletor equação (B.1) e do es-

forço cortante equação (B.6) na equação (B.15), admitindo )()( 11 xDxb  constantes ao longo da 

viga, leva a: 

 

 0
),(

),(
),(

2

2
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txw
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Derivando-se inicialmente a equação (B.16), fazendo o acoplamento deste resultado 

com a equação (B.11), depois derivando-se mais duas vezes o resultado da primeira derivada 

e fazendo as manipulações matemáticas necessárias bem como as devidas substituições che-

ga-se à equação (B.17): 
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 (B.17) 

 

Chamando-se de µ  a relação entre 55A  e 11D  e considerando-se que nenhuma força 

externa é aplicada, ou seja, 0),( =txq , a equação (B.17) simplifica-se de modo que a vibração 

livre do modelo de Cisalhamento é governada por: 
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 (B.17) 

 

Onde c  é a velocidade de propagação da onda no meio sólido (m/s). 
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Assim como no Apêndice A aqui será admitida a possibilidade de se escrever a solu-

ção da equação (B.18) na forma de separação de variáveis. Para isso substitui-se a equação 

(A.25) na equação (B.18) e obtém-se: 

 

 2
2

2

2

2
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2
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)(T

)(1
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)(

ω
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=
Τ

−=

−
t

dt
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xXd

k
xX

dx

xXd

c

c

 (B.19) 

 

A escolha da constante de separação, 2ω , da equação (B.19) é feita de maneira que a 

equação temporal tenha solução harmônica e que ω  seja a frequência natural angular. 

 

Tomando o lado direito da equação (B.19), equação temporal, vem: 

 

 0)(
)(T 2

2

2

=Τ+ t
dt

td
ω  (B.20) 

 

A solução para a equação (B.20) é dada na forma:  

 

 ( )θω −=Τ tDt cos)(  (B.21) 

 

As constantes D  e θ  são determinadas usando-se as condições iniciais especificadas 

no Apêndice A, equação (A.22), e posteriormente combinando-as com a solução da equação 

em x . 

 

A equação espacial surge do rearranjo da equação (B.19), tomando-se o lado esquerdo 

da mesma, o que leva a: 
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 (B.22) 
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Fazendo-se a seguinte definição:  
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β ==  (B.24) 

 

sendo β  a frequência natural dimensional ( 1−
m ).  

 

 Aplicando-se agora a equação (B.24), na equação (B.23), vem: 
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Assumindo para equação (B.25) uma solução dada pela equação (A.29), tem-se: 
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1 4244 =




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


−+ ax

c

Cea
k

a β
µ

β  (B.26) 

 

Uma vez que 0≠axCe  para todo x , então: 

 

 0
1 4244 =




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A equação (B.27) tem uma solução polinomial do quarto grau a saber: 

 

 1
2

12,1 iKKa ±=−±=  e 2
2
24,3 KKa ±=±=  (B.28) 

 

Definindo-se: 
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A solução espacial é dada então pela seguinte equação: 

 

 ( ) xKxKxiKxiK
eCeCeCeCxX 2211

4321
−− +++=  (B.30) 

 

Aplicando as relações de Euler, equações (A.34) a (A.37), na equação (B.30), chega-se 

a:  

 

 xKBxKBxKBxKBxX 24231211 coshsinhcossin)( +++=  (B.31) 

 

Assim como no Apêndice A, aplicam-se à equação (B.31) as condições de contorno da 

viga e chega-se a um sistema de equações lineares, equação (A.39), a partir da qual são en-

contradas as frequências naturais. Novamente atribui-se um valor a uma das constantes, devi-

do ao fato de ser um sistema de equações linearmente dependentes. De posse das frequências 

adimensionais, chega-se ao valor das frequências angulares (rad/s), equação (B.24), e das fre-

quências naturais em Hz, equação (A.42). 
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APÊNDICE C 

INSTRUMENTAÇÃO 

� Vibrômetro 

 

Descrição: Vibrômetro OMETRON 

Modelo: VQ-500-D 

Faixa de frequência: 0,5 Hz à 22 kHz 

Faixa de medição: 20 mm/s, 100 mm/s e 500 mm/s 

Melhor resolução: 0,02 µm/s/(Hz0,5) 

 

 

Fotografia C.1 – Vista frontal do vibrômetro laser. 
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� Analisador de sinais 

 

Descrição: Analisador de sinais - SRS (Stanford Research Systems) 

Modelo: SR 780 

Largura de banda: 102,4 kHz 

Gama Dinâmica: 90 dB 

 

 

Fotografia C.2 – Vista frontal do analisador de sinais. 

 

� Paquímetro digital 

 

Descrição: Paquímetro digital - DIGIMESS 

Modelo: 100.178 BL 

Resolução: 0,01 mm 

Capacidade: 200 mm 

 

  

Fotografia C.3 – Paquímetro utilizado. 
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� Máquina de corte 

 

Descrição: Máquina de corte Norton  

Modelo: Clipper TR 201E 

Potência: 900 W 

 

Fotografia C.4 - Máquina de corte utilizada. 

 

� Manta térmica 

 

Descrição: Manta térmica HIGHERFLEX 

Material: Silicone 
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Fotografia C.5 - Manta térmica utilizada. 

 

� Controlador de tempo e temperatura 

 

Descrição: Controlador de tempo e temperatura Tholz 

Modelo: Tholz MVL 

Sensor de temperatura configurável 

 

 

Fotografia C.6 – Controlador de tempo e temperatura. 
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� Bomba de vácuo 

 

Descrição:  

• Bomba de vácuo:  

� Modelo: Bush R5 

� Tipo: KB 0016 E 3Z0 

� Pressão: 2 mbar 

• Motor: 

� Motor Atas 

� Potência: 880 W 

• Cilindro: 

� Cilindro Fibermaq Composites 

 

 

Fotografia C.7 – Bomba de vácuo. 

 

 


