UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
INSTITUTO DE ENGENHARIA MECANICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

ANALISE DO COMPORTAMENTO DINAMICO DE
UMA VIGA ESCALONADA SOBRE APOIOS
ELASTICOS VARIAVEIS USANDO MATERIAL
COMPOSITO

Autor: Felipe de Souza Eloy

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior

Itajub4, Fevereiro de 2014



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
INSTITUTO DE ENGENHARIA MECANICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

ANALISE DO COMPORTAMENTO DINAMICO DE
UMA VIGA ESCALONADA SOBRE APOIOS
ELASTICOS VARIAVEIS USANDO MATERIAL
COMPOSITO

Autor: Felipe de Souza Eloy

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior

Curso: Mestrado em Engenharia Mecanica

Area de Concentragio: Projeto e Fabricacio

Dissertacdo submetida ao Programa de Pos-Graduag¢ao em Engenharia
Mecanica como parte dos requisitos para obten¢do do Titulo de Mestre em

Engenharia Mecanica.

Itajubd, Fevereiro de 2014
M.G. — Brasil



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Maua —
Bibliotecaria Margareth Ribeiro- CRB_6/1700

E48a

Eloy. Felipe de Souza
Analise do comportamento dinamico de uma viga escalo
nada sobre apoios elasticos variaveis usando material compo
sito / Felipe de Souza Eloy. -- Itajuba, (MG) : [s.n.], 2014.
160 p. - il

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior.
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Itajuba.

1. Frequéncias naturais. 2. Viga laminada escalonada. 3.
Apoios elasticos. I. Lima Junior, Jose Juliano, orient. II. Uni
versidade Federal de Itajuba. III. Titulo.




UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
INSTITUTO DE ENGENHARIA MECANICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

ANALISE DO COMPORTAMENTO DINAMICO DE
UMA VIGA ESCALONADA SOBRE APOIOS
ELASTICOS VARIAVEIS USANDO MATERIAL
COMPOSITO

Autor: Felipe de Souza Eloy

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior

Composicao da Banca Examinadora:

Prof. Dr. Fernando José de Oliveira Moreira - EMBRAER
Prof. Dr. Antonio Carlos Ancelotti Janior - IEM/UNIFEI
Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior - IEM/UNIFEI



Dedicatoria

Aos meus pais, Sebastido e Helena.



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me abengoar e me conceder a realizagao deste trabalho.

Ao meu orientador Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior, meus agradecimentos pela

valiosa colaboracido, paciéncia, dedicacdo e pelos importantes conselhos.

Ao Prof. Dr. Antonio Carlos Ancelotti Junior, pela colaboragdo com a parte experi-

mental deste trabalho, e aos demais Professores do IEM.
A Universidade Federal de Itajub4, pela possibilidade da realizacdo deste mestrado.

Aos secretarios Maria Auta, Patricia e Vanderlei, dentre outros, pelo bom atendimento

e auxilio com as questdes burocraticas.

Aos amigos da UNIFEI, Alberto Cardoso Almeida, Antdonio Edson Castro, Aureliano
Rodrigues Barborati, Dario de Almeida, Exdras Devys, Fabiola Ottoboni, Jean Michel Suve-
ges, Julio César Silva de Souza, Luciana Bernardo Justino e Thairone Conti Serafini pelas
contribuicdes, conselhos, companheirismo, horas de lazer e boas conversas.

A minha familia, a principal responsdvel pelo meu esforgo.

A CAPES pelo apoio financeiro concedido 2 esta pesquisa.

E por fim, a todos meus amigos e parentes, pelo incentivo aos meus estudos e pela a-

mizade.



Resumo

ELOY, F. S. (2014), Anélise do Comportamento Dindmico de uma Viga Escalonada sobre
Apoios Elasticos Varidveis Usando Material Composito, Itajubd, 160 p. Dissertacao,
Mestrado em Projeto e Fabricagdo, Instituto de Engenharia Mecanica, Universidade

Federal de Itajuba.

Devido a grande aplica¢do dos materiais compdsitos nas industrias, este trabalho apre-
senta um estudo dinAmico comparativo entre as frequéncias naturais dos modelos de viga es-
calonada de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, com diferentes condicdes de apoios eldsticos. E
apresentado todo o desenvolvimento analitico e as equagdes diferenciais que regem o compor-
tamento de uma viga laminada continua e escalonada em vérias partes. As frequéncias natu-
rais dimensionais e adimensionais obtidas pelo programa computacional desenvolvido com
base nos modelos tedricos sdo comparadas com aquelas obtidas na literatura. Os resultados
sdo obtidos variando-se os indices de esbeltez da viga, bem como para as diferentes condi¢des
de apoios elasticos e disposicdes das laminas, em fun¢ao da orientagdo de suas fibras. Para os
casos onde as fibras estdo orientadas a 0°, os valores das frequéncias foram maiores que para
os casos contendo fibras orientadas a 90°, ao passo que para fibras orientadas a 45°, os valores
obtidos para as frequéncias foram intermedidrios entre estes dois ultimos casos, tanto para o
modelo de Euler-Bernoulli quanto para o modelo de Cisalhamento, de modo que pode ser
avaliada a influéncia da rigidez de cada constituinte do laminado (fibra e matriz) sobre suas
frequéncias naturais. Este estudo permite a compreensdo do comportamento dindmico de

uma viga composita quando analisada por dois modelos tedricos diferentes.

Palavras-chave

Frequéncias Naturais, Viga Laminada Escalonada, Apoios Elésticos.



Abstract

ELOY, F. S. (2014), Dynamic Behavior Analysis of a Stepped Beam with Variables Elastic
Supports Using Composite Material, Itajuba, 160 p. MSc. Dissertation — Mechanical

Engineering Institute, Federal University of Itajuba.

Due to the increase of application of composite materials in the industry, this work presents a
dynamic comparative study about the natural frequencies of stepped beam models of Euler-
Bernoulli and Shear with different conditions of elastic supports. It's presented all the analyti-
cal development and the differential equations that govern the behavior of a continuous and
multi-stepped laminated beam. Dimensional and dimensionless natural frequencies are ob-
tained by the computational program based on the theoretical models and they are compared
with those found in the literature. Results are obtained by the variation in slenderness ratio, as
well as for different elastic supports conditions and layups, depending on the plate's fibers
orientation. For the cases involving fibers oriented at 0°, frequencies values were higher than
those for the cases containing fibers oriented at 90°, while for fibers oriented at 45° the ob-
tained frequencies were intermediate between the last cases, for both Euler-Bernoulli and
Shear models, so that the influence of the stiffness of each constituent of the laminate on its
natural frequencies can be evaluated. This study gives an understanding about the dynamic

behavior of a composite beam analyzed by two different theoretical models.

Keywords
Natural Frequencies, Laminated Stepped Beam, Elastic Supports.
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area da secdo transversal da viga modelo uniforme.

matriz de rigidez a tragdo e a compressao.

termo da linha i e coluna j da matriz de rigidez a tracdo e a compressao.

base de uma viga de se¢ao retangular.

relacdo entre valores da base de trechos adjacentes da viga escalonada.

vetor de incégnitas.
constante de integracdo.
matriz de acoplamento entre a rigidez planar e rigidez a flexao.

CO-Seno.
velocidade de propagacdo da onda no meio sélido
co-seno hiperbdlico.

constante da equagdo temporal.

matriz de rigidez a flexao do laminado.

termo da linha i e coluna j da matriz de rigidez a flexdo.

relacdo entre valores de rigidez a flexao de trechos adjacentes.
modulo de elasticidade na direcdo i da viga laminada.
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frequéncia natural.
modulo de cisalhamento no plano i-j.
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distancia da superficie da lamina i até o plano de simetria do laminado.

matriz de coeficientes do sistema linear.

fator numérico que depende da forma da secdo transversal no cisalhamento.

constante de rigidez de rotagdo.

constante de rigidez de translacdo.
constante.

comprimento dos trechos da viga escalonada.

comprimento total da viga.

nimero de trechos de uma viga escalonada.

massa.

momento fletor.

forca normal.
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forca cortante.

constante adimensional diretamente proporcional a rigidez de rotacao.
seno.
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solucdo temporal.
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deslocamento da superficie central do laminado.
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deslocamento da superficie central do laminado.
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eixo coordenado cartesiano.

eixo coordenado cartesiano.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Atualmente € desenvolvida uma consciéncia global que anseia por novas solu¢des
energéticas eficientes, que desafia as industrias a reordenarem suas prioridades, redirecionan-
do seus esfor¢os no sentido de produzirem uma tecnologia otimizada, eficiente e de baixo

custo. Para isso, novas metodologias, processos e materiais vém sendo desenvolvidos.

Neste contexto, as industrias vém fazendo o uso de materiais compdsitos, 0s quais sao
a combinacdo de dois ou mais materiais com a finalidade de se obter um material resultante
com propriedades especificadas. Segundo Subramanian (2006), os materiais compdsitos tém
sido extensivamente utilizados nas engenharias aeroespacial, automotiva, nuclear, marinha,
biomédica e civil, devido ao fato desses materiais possuirem elevada relacdo resisténcia-peso,
elevada rigidez em relacdo ao peso, caracteristicas superiores de fadiga e capacidade de orien-

tacdo das fibras para atender a requisitos de projeto.

Uma grande vantagem dos materiais compdsitos, como afirma Jones (1999), citado
por Perdigdo (2010), é que quando sdo projetados corretamente, possuem as melhores caracte-
risticas/qualidades dos seus constituintes ou componentes e, por vezes, algumas qualidades

que nenhum constituinte/componente possui.



Algumas dificuldades ainda sdo encontradas na introdugdo desses materiais na indus-
tria moderna. Tita (1999) afirma que entre as principais causas disso estd a dificuldade de se
prever o modo de falha exato do material, os custos na sua fabricacao e a falta de conheci-

mento sobre o comportamento do material junto a materiais quimicos corrosivos.

Frente as vantagens expostas, que tendem a favorecer o aumento da utilizacdo de
compdsitos em estruturas mecanicas, torna-se de grande importancia o conhecimento do
comportamento dindmico dessas estruturas, que induz vibragdes. Tal conhecimento € impor-
tante no desenvolvimento de projetos de forma segura, na tentativa de se aumentar a vida util
de pecas e equipamentos e de se evitar fendmenos indesejaveis, tais como a ressonancia, que

pode levar ao colapso da estrutura.

Um dos modelos com maior aplicagdo prética em estruturas eldsticas € a viga. Um
modelo de viga compdsita pode ser utilizado em asas de avides, pontes, eixos, hélices de heli-
copteros e em estruturas de maquinas, dentre outras inimeras aplicagdes. Dai o interesse em
se levar em consideracdo as vigas compdsitas com mudangas nas secdes de drea transversal, a

fim de uma avaliagdo mais acurada do possivel comportamento dindmico da estrutura.

Para o estudo do comportamento dindmico de vigas, sdo encontrados na literatura qua-
tro modelos, sendo eles os modelos de viga de Euler-Bernoulli, de Cisalhamento, de Vlasov e
de Timoshenko. Almeida (2012) afirma que estes modelos diferem quanto a sua formulagao.
Segundo o autor, no modelo de Euler-Bernoulli, é considerado apenas o efeito da flexao pura,
sendo que a influéncia do cisalhamento e da inércia de rotagcao € desprezada, e ainda € feita a
suposicao de que as se¢des planas permanecem planas e perpendiculares a linha neutra da
viga ap6s a deformagdo. O modelo de Vlasov, também despreza o efeito do cisalhamento,
porém considera o efeito da inércia de rotacdo. O modelo de Cisalhamento leva em conta o
efeito causado pelo cisalhamento, e desconsidera a inércia de rotagcdo, supondo-se que as se-
¢coes planas permanecem planas, mas ndo necessariamente perpendiculares a linha neutra da
viga, uma vez que hd um giro da secdo em relag@o a esta linha devido a influéncia do cisa-
lhamento. J4 o modelo de Timoshenko, é o mais completo, uma vez que adiciona ao modelo
de Euler-Bernoulli, a inércia de rotacdo e a deformacao causada pelo cisalhamento ao mesmo

tempo.



Sendo assim, o presente trabalho analisa 0 comportamento dindmico de vigas compo6-
sitas laminadas simétricas, escalonadas em n partes e apoiadas sobre apoios eldsticos varia-
veis. Para isso, desenvolve-se um estudo comparativo entre as frequéncias naturais obtidas
pelos modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento. Logo, sdo determinadas as pri-
meiras frequéncias naturais dos modelos de viga estudados, assim como a comparagdo entre

esses dois modelos.

1.1 OBJETIVOS

Apresentacdo de um estudo dindmico comparativo entre os modelos de viga escalona-
da de Euler-Bernoulli e Cisalhamento aplicados a vigas feitas de material compdsito laminado
elasticamente apoiadas, de modo que as frequéncias naturais adimensionais e dimensionais
destas vigas sejam determinadas, bem como a realizacdo de ensaios experimentais e a avalia-
cdo da influéncia do indice de esbeltez e do angulo de orientacdo das fibras das laminas sobre

as frequéncias naturais da estrutura.

1.2 REVISAO DA LITERATURA

O estudo da dinamica de estruturas com parametros distribuidos envolve varidveis que
dependem tanto do tempo quanto do espago. Sendo assim, o comportamento dindmico de uma
estrutura € governado por equacdes diferenciais parciais e por certas condicdes de contorno

que devem ser satisfeitas.

A viga é um dos modelos fundamentais de estruturas eldsticas, uma vez que € utilizada
em uma variedade de aplicagdes, como por exemplo, em hélices de helicopteros, asas de avi-
Oes, bracos robéticos e trilhos de trens (Costa, 2006). A viga € tratada como um modelo uni-
dimensional, fazendo-se a hipétese de que o comprimento é bem maior que as dimensdes da

secdo transversal.



Frente a importancia da aplicacdo dada a uma viga e da compreensdo de seu compor-
tamento dinamico, muitos pesquisadores tém dedicado seus trabalhos a modelagem e anélise

deste tipo de estrutura.

1.2.1 Modelos utilizados no estudo de vibracoes em vigas

De acordo com Vinson e Sierakowski (1987), uma viga, coluna ou barra é um compo-
nente estrutural longo e fino de largura b, altura h e comprimento L, onde b/L <<1 e h/L<<].
O termo “viga” € utilizado quando a estrutura € sujeita a um carregamento lateral na direcdo
de sua espessura, de modo que a flexdao ocorra. Ja o termo “barra” € usado quando a estrutura
¢ carregada na direcao axial por forgas de tracdo, e por fim, quando a estrutura € carregada por

forcas de compressdo na direcdo axial, usa-se o termo “coluna”.

Para o estudo do comportamento dinamico de vigas, dispdem-se na literatura de quatro

modelos, sendo eles os modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov, Cisalhamento e Timoshenko.

A teoria de Euler-Bernoulli data do século XVIII, quando Jacob Bernoulli (1654-
1705) propds que a curvatura de uma viga eldstica em um ponto qualquer € proporcional ao
momento fletor naquele ponto. Daniel Bernoulli (1700-1782), sobrinho de Jacob, foi o primei-
ro pesquisador a formular a equagdo diferencial do movimento de uma viga em vibragdo.
Muitos avancos sobre curvas eldsticas foram alcancados por Euler, como afirma Timoshenko

(1953), citado por Han et al. (1999).

O modelo de Euler-Bernoulli, por ser o menos complexo e apresentar resultados razo-
aveis para muitos problemas, é o mais utilizado. De acordo com Lima Jr e Arantes (2000),
esta teoria apresenta resultados melhores quando aplicada a vigas finas ou esbeltas, enquanto
que Costa (2006) afirma que este modelo tende a superestimar as frequéncias naturais relati-

vas aos maiores modos.



A teoria da viga de Vlasov fornece uma pequena melhora sobre o modelo de Euler-
Bernoulli por incluir o efeito da rotagdo da secdo transversal. Como resultado, esta inclusdao
corrige parcialmente o efeito da superestimacao das frequéncias naturais observada no modelo
de Euler-Bernoulli. J4 o modelo de Cisalhamento, inclui sobre o modelo de Euler-Bernoulli o
efeito da distorcao devida ao cisalhamento, assim, a estimativa das frequéncias naturais me-

lhora consideravelmente (Han et al., 1999).

Timoshenko (1921) propds um modelo de viga que adiciona o efeito da distor¢ao cau-
sada pelo cisalhamento e o efeito de inércia de rotacdo ao modelo de Euler-Bernoulli. De a-
cordo com Costa (2006), este tltimo modelo foi e ainda é a maior melhoria para a aproxima-
cdo da resposta de vigas ndo-delgadas e para altas frequéncias, onde os efeitos do cisalhamen-

to e da rota¢do ndao podem ser desprezados.

Inman (2001) desenvolve o modelo analitico para as teorias de Euler-Bernoulli e Ti-
moshenko, considerando as condi¢des cldssicas de apoio: apoiada-apoiada, livre-livre, engas-
tada-engastada, engastada-livre e engastada-apoiada. As frequéncias naturais adimensionais

também sdo tabeladas para cada um desses casos.

1.2.2 Estudo de vigas escalonadas

Muitos pesquisadores estudaram as propriedades de uma viga escalonada, entre eles
Jang e Bert (1989), os quais obtiveram os primeiros resultados exatos ao deduzir as equacdes
de frequéncia de uma viga escalonada considerando-se as condi¢des cldssicas de contorno e
baseando-se na teoria de Euler-Bernoulli. Estes autores tiveram seu trabalho generalizado por
Maurizi e Bellés (1993a), onde foi estudada a viga de Euler-Bernoulli com uma mudanca de
secdo e os modos de vibragdo para cada trecho da viga foram obtidos por meio da solugdo da

equacao diferencial ordindria de quarta ordem por eles obtida.

Hong e Kim (1999) inseriram o efeito do amortecimento na anélise modal de uma viga
com multiplos escalonamentos. Inicialmente encontraram a matriz dindmica exata para um

elemento da viga uniforme de Timoshenko, e a equagdo espacial foi encontrada por meio da



transformada de Laplace, e com a substitui¢cdo das condi¢des de contorno, encontraram um
sistema que pode ser montado da mesma maneira que o método dos elementos finitos (MEF).
Segundo os autores, a grande vantagem do método proposto € que ele encontra solugdes exa-
tas para os parametros distribuidos da viga com miltiplos escalonamentos. A validacdo do
método proposto € realizada por meio de trés exemplos numéricos: no primeiro, considerou-se
uma viga com um unico escalonamento; no segundo, uma viga com multiplos escalonamentos
suportada por articulagdes flexiveis com amortecimento, e no terceiro, uma viga com multi-

plos escalonamentos sob uma carga em movimento.

Naguleswaran (2002a) continuou o estudo desenvolvido por Jang e Bert (1989) estu-
dando as trés primeiras frequéncias naturais de uma viga de Euler-Bernoulli com uma mudan-
ca de secdo e sobre apoios cldssicos, considerando se¢des transversais de drea retangular e
circular. Em seguida, Naguleswaran (2002b) analisaram um modelo de viga, também de Eu-
ler-Bernoulli, agora com trés mudancgas de se¢do transversal de drea, onde foi feita uma com-

binacao de 45 apoios elésticos e determinadas as trés primeiras frequéncias naturais.

Uma viga engastada com multiplos escalonamentos € estudada por Jaworski e Dowell
(2008). Os resultados da vibragdo livre da viga foram obtidos teoricamente e experimental-
mente. Os resultados tedricos foram obtidos baseando-se no modelo de Euler-Bernoulli, no
Método dos Elementos Finitos (MEF.), por meio do programa comercial ANSYS®, onde ob-
servou-se um pequeno desvio na primeira frequéncia natural entre os resultados tedricos com

os resultados obtidos experimentalmente e pelo MEF.

Vaz (2008) apresentou uma metodologia para a determinacao das frequéncias naturais
e dos modos de vibracdo de uma viga escalonada em vdrias partes, pelo modelo de Euler-
Bernoulli. Foram usados diferentes apoios eldsticos nas extremidades e geometrias diferentes.
Os resultados foram gerados por um programa computacional desenvolvido pela autora e
comparados com ensaios experimentais com vigas escalonadas em até trés partes de secao
circular e com resultados tedricos obtidos na literatura. O método utilizado elimina a necessi-

dade do uso de malhas na solucdo de problemas dindmicos e € capaz de gerar bons resultados.



Almeida (2012) analisou o comportamento dindmico de uma viga escalonada em va-
rias partes, sobre apoios elasticamente varidveis utilizando os modelos de Euler-Bernoulli,
Vlasov, Cisalhamento e Timoshenko. Uma comparacgao entre esses modelos € feita, e conclui-
se deste trabalho que o efeito do cisalhamento € mais importante que o efeito da inércia de
rotacdo, uma vez que os resultados obtidos pelo modelo de Cisalhamento aproximam-se mais

do modelo de Timoshenko, do que o modelo de Vlasov.

1.2.3 Vibracoes em vigas compdsitas laminadas

Dada a grande importancia do conhecimento do comportamento de uma viga quando
sujeita a carregamentos tanto estaticos quanto dinadmicos, segue uma revisao sobre os traba-

lhos envolvidos com problemas de vibragdes em vigas laminadas.

Teoh e Huang (1977) analisaram o efeito da deformacdo causada pelo cisalhamento e
da inércia de rotacdo sobre as frequéncias naturais de uma viga laminada engastada em uma
extremidade e livre na outra. S3o plotados graficos mostrando a influéncia do cisalhamento e
da orientacdo das fibras sobre as frequéncias naturais da viga. Conclui-se deste trabalho que a
frequéncia decai de forma aproximadamente linear com o aumento da orientagdo das fibras de

0° a aproximadamente 50°, e acima de 50° o decréscimo torna-se menor.

Uma teoria de viga baseada na teoria cldssica da laminacdo € apresentada por Vinson e
Sierakowski (1987). Uma solugdo exata para a vibragdo livre de uma viga sobre apoios sim-
ples € descrita, assim como a solu¢do analitica para o caso, pelo modelo de Euler-Bernoulli.
Segundo o autor, uma viga de material compdsito possui o0 mesmo modo de vibragdao de uma
viga feita a partir de material isotrépico, porém, a equacao para determinacdo das frequéncias

naturais da viga laminada difere daquela para material isotrépico.

Chandrashekhara et al. (1990) determinaram as frequéncias naturais de uma viga la-
minada pela teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem, onde é adicionada a inércia de rota-
cdo e o efeito da deformacdo causada pelo cisalhamento, considerando diferentes condi¢des

de apoios eldsticos nas extremidades. As frequéncias adimensionais foram tabeladas para di-



ferentes angulos de orientacdo das fibras das laminas, assim como para duas relacdes de com-
primento sobre espessura da viga. Os autores concluiram que para relagdes comprimen-
to/espessura altas, a teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem, fornece os mesmos resultados
obtidos pela teoria Classica da Laminagdo, utilizada por Vinson e Sierakowski (1987), ou
seja, para vigas finas longas o efeito da deformacgdo causada pelo cisalhamento pode ser des-
considerado. Os autores afirmam que o efeito da deformacao causada pelo cisalhamento deve
ser levada em conta na predicao das frequéncias naturais de um laminado. Trabalho parecido
foi feito por Krishnaswamy et al. (1992) que utilizaram estes mesmos modelos, porém anali-
saram também o efeito do ndmero de laminas e diferentes disposi¢cdes de laminados sobre a

resposta final.

Vibracdes livres de uma viga laminada “crossply” ndo simétrica sao estudadas no tra-
balho de Abramovich e Livshits (1994), baseando-se na teoria de Timoshenko. Seis diferentes
condic¢des de apoios eldsticos foram consideradas e os resultados obtidos pelo presente méto-
do foram comparados com os obtidos pela teoria cldssica de Euler-Bernoulli. Sdo determina-
das as frequéncias para dois casos simétricos e para um caso nao simétrico para uma relacao

comprimento/espessura igual a 10.

Uma formulagdo baseada no Método dos Elementos Finitos e na Teoria de Deforma-
cdo de Primeira Ordem ¢é apresentada por Nabi e Ganesan (1994) para obter a solucdo das
vibragdes livres de uma viga compdsita levando-se em conta os deslocamentos extensional,
flexural e torcional da viga. E apresentado o efeito da orientacdo das fibras, da geometria da

viga e da deformagao por cisalhamento sobre as frequéncias naturais adimensionais.

Khdeir e Reddy (1994) desenvolveram um estudo comparativo entre a teoria cldssica
de Euler-Bernoulli e as teorias de Cisalhamento de Primeira Ordem, de Segunda Ordem e de
Terceira Ordem. Sao determinadas as frequéncias fundamentais adimensionais da viga com
diferentes condi¢des de apoios eldsticos e diferentes relagdes comprimento/espessura. Os au-
tores concluiram que o erro entre as diferentes teorias de deformacdo de cisalhamento é muito

menor do que o erro entre qualquer uma delas e o modelo de Euler-Bernoulli.



Farghaly e Gadelrab (1995) fazem um estudo adimensional sobre o comportamento
dindmico de uma viga escalonada em duas partes usando o modelo de Timoshenko. Quatro
materiais compdsitos sdo considerados no trabalho: grafite/ep6xi, carbono/epéxi, boro/epdxi e
fibra de vidro-E/epdxi. A varia¢do da fracdo de volume de fibra sobre as frequéncias também

¢ analisada em forma de gréficos.

A andlise de vibragdes e de amortecimento de vigas revestidas com material composi-
to laminado € estudada por Hamada (1995). Sao investigadas numericamente as variacdes nas
frequéncias naturais e nas propriedades de amortecimento considerando-se diferentes orienta-
coes das laminas e dois nicleos de material isotropico sdo utilizados, no caso aco e aluminio.
Segundo os autores, de acordo com a escolha da orientagdo das fibras da camada de revesti-
mento, hd a possibilidade de se melhorar a capacidade de amortecimento da viga sem que

ocorram variagdes considerdveis nas frequéncias naturais da mesma.

Lam e Sathiyamoorthy (1996) analisam a influéncia de um impacto de baixa velocida-
de sobre a resposta dindmica de uma viga laminada escalonada. Inicialmente avalia-se uma
viga continua, e depois uma viga escalonada em duas e trés partes, variando-se entre vigas
simétricas, ndo simétricas, “cross-ply” e “angle-ply” sob diferentes condi¢des de apoios elds-

ticos.

Mabher et al. (1999) modelaram o amortecimento de vibragcdes em uma viga de materi-
al compésito laminado e concluiram que o angulo de orientacdo das laminas externas tem
efeitos significantes sobre os parametros modais do compdsito comparado com o angulo das
laminas internas, e que o angulo de orientacdo das laminas de 45°, no qual o parametro cisa-
lhamento atinge seus valores mais altos, tem a maior influéncia sobre os parametros modais

em relacdo as outras orientacdes.

Yildirim e Kiral (2000) determinaram as frequéncias naturais de uma viga laminada
simétrica pelo método da matriz de transferéncia. A inércia de rotacdo e o efeito do cisalha-
mento sdo considerados na andlise da viga de Timoshenko baseada na teoria da deformacgdo
de Cisalhamento de Primeira Ordem. Comparam-se os resultados obtidos pela teoria de Timo-

shenko com resultados obtidos pela teoria de Euler-Bernoulli. E avaliada a influéncia da rela-
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cdo comprimento/espessura de uma faixa de 3 a 20 sobre as frequéncias naturais adimensio-
nais, e as condi¢des de contorno foram engastada-engastada, engastada-apoiada e engastada-
livre. De acordo com os gréaficos plotados, nota-se que o erro relativo entre as duas teorias
estudadas tende a se tornar minimo a medida que a relacdo comprimento/espessura aproxima-

se de 20.

Um método analitico para a determinacao das frequéncias naturais de vigas laminadas
e vigas sandwich € desenvolvido por Rao et al. (2001) usando teorias mistas de alta ordem. O
principio de Hamilton é empregado para derivar as equacdes de equilibrio. Sdo apresentados
os resultados para seis diferentes exemplos incluindo diferentes disposi¢des e propriedades de
laminas e secOes transversais de drea finas e espessas. As frequéncias obtidas para vigas finas

por este método foram inferiores aquelas obtidas pelas teorias de cisalhamento de alta ordem.

Chen et al. (2004) propdem uma teoria baseada na quadratura diferencial espacial, a
fim de se determinar as frequéncias naturais de uma viga com multiplas camadas. Os resulta-
dos sdo comparados com aqueles presentes na literatura, e os modos de vibragao sdo apresen-
tados, em funcdo das relacdes comprimento/espessura, esquema das laminas e ndmeros de

camadas.

Singh et al. (2006) pesquisaram um novo modelo para a anélise de uma viga compdsi-
ta ndo uniforme. Eles desenvolvem certos problemas de autovalor transcendental direto
(DTEP) e problemas de autovalor transcendental inverso (ITEP) associados com vigas nao-
uniformes, escalonadas na largura. As DTEP e ITEP desenvolvidas por eles sdo direcionadas
para vigas compdsitas longas e finas, governadas pela equacdo de viga de Euler-Bernoulli. O
comportamento espectral obtido pela DTEP é comparado com resultados existentes. As técni-
cas experimentais € uma reconstru¢do precisa de parametros fisicos baseados em dados expe-
rimentais também sdo apresentados. Os autores também utilizam o programa comercial
ANSYS® para a andlise em 3-D da viga e apresentam os trés primeiros modos de vibracdo da

viga escalonada em estudo.

Jun e Hongxing (2009) desenvolvem a matriz de rigidez dinamica de vigas laminadas

baseando-se na teoria da deformagao por Cisalhamento Trigonométrica. A influéncia do efei-
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to do coeficiente de Poisson, do indice de esbeltez, da anisotropia do material e das condi¢des
de contorno sobre as frequéncias naturais € discutida. Sdo utilizadas propriedades referentes a

vigas de fibra de vidro e fibra de carbono com resina poliéster e epoxi, respectivamente.

1.3 CONTRIBUICAO DO TRABALHO

Tendo como base os modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento, o presen-
te trabalho apresenta uma metodologia para o cdlculo das frequéncias naturais adimensionais
e dimensionais de vigas escalonadas em vdrias partes , sobre apoios eldsticos varidveis e feitas

a partir de materiais compdsitos laminados.

E também desenvolvido um programa computacional capaz de determinar essas fre-
quéncias para diferentes condi¢des de contorno e diferentes materiais, no caso compdsitos

laminados.

1.4 CONTEUDO

No capitulo 1, € apresentada uma idéia geral acerca do tema estudado, e também ¢ fei-
ta uma revisdo dos trabalhos publicados na drea de modelagem de vigas compdsitas, sendo
destacadas as principais teorias para a determinacdo das frequéncias naturais deste tipo de

estrutura.

No capitulo 2, toda a teoria envolvendo os materiais compositos laminados € descrita.
Inicialmente as defini¢des, termos e tipos de compdsitos sdo apresentados, e depois, todo o
desenvolvimento analitico para a determinacao das equagdes referentes as vigas laminadas €

feito.

No capitulo 3, é feita uma descri¢do do modelo que rege o comportamento de uma vi-

ga escalonada em vadrias partes, elasticamente apoiada nas extremidades. A obtencdo da equa-
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cdo diferencial de quarta ordem € mostrada, bem como as condi¢des de contorno e a matriz

dos coeficientes.

No capitulo 4, a validag¢do dos resultados numéricos € feita para vigas continuas e es-

calonadas em duas partes, laminadas e isotropicas, com diferentes condi¢des de contorno.

No capitulo 5, é apresentado todo o procedimento experimental referente a confeccao
dos modelos de viga, e ao ensaio de vibracdes. Sao apresentados os espectros de frequéncia

para uma viga continua, escalonada em duas e em trés partes, na condi¢io engastada-livre.

No capitulo 6, s@o apresentados os resultados gerados com base nas teorias propostas e
nos modelos numéricos desenvolvidos, sendo analisados parametros de interferéncia sobre as

frequéncias naturais, tais como a orienta¢do das fibras das ldminas.

As conclusdes da dissertacdo sdo apresentadas no capitulo 7, com comentdrios sobre

alguns dos resultados tedricos e experimentais, além de sugestdes para trabalhos futuros.

Nos apéndices A e B s@o apresentados com mais pormenores todo o equacionamento
dos modelos de vigas continua de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, as consideracdes feitas
para uma viga continua, além do procedimento usado para obter as frequéncias naturais e 0s
modos de vibragdo. J4 no apéndice C sdo apresentadas as fotos e as especificacdes técnicas

dos equipamentos utilizados nos ensaios experimentais.
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CAPITULO 2

MATERIAIS COMPOSITOS LAMINADOS

Antes de se abordar o assunto vibragdes em compdsitos laminados, € interessante pri-
meiro conhecer este tipo de material, sua defini¢do e classificacdo, bem como sua nomencla-
tura. Sendo assim, seguem as informagdes inerentes a esta classe de material, e posteriormen-
te, nos proximos capitulos, um aprofundamento sobre os métodos analiticos utilizados para

descrever seu comportamento dindmico.

2.1 DEFINICOES

Um composito consiste de um material multifdsico feito artificialmente onde as fases
constituintes devem ser quimicamente diferentes e devem estar separadas por uma interface
distinta. A maioria dos compésitos foi criada para melhorar combinagdes de caracteristicas
mecanicas tais como a rigidez, tenacidade e resisténcia nas condi¢des ambientes e a altas tem-

peraturas (Callister, 2002).

Os materiais que formam um compdsito podem ser classificados em uma fase conti-
nua, também conhecida como matriz, € em uma fase dispersa, conhecida com refor¢ante. De

acordo com Tita (1999), a funcdo da matriz € manter os reforcantes unidos, transmitindo a
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eles o carregamento aplicado. Ja os reforcantes, t€m como func@o suportar os carregamentos

transmitidos pela matriz.

Segundo Correia (1988), citado por Tin6 (2010), as matrizes t€m como funcdo bésica
atuar como um caminho de transferéncia de carga para os refor¢os através das tensdes cisa-
lhantes, assim como também proteger o refor¢co da abrasao e da acdo do ambiente externo,
que este venha a sofrer. As matrizes se classificam em: organicas (poliméricas), metélicas e

ceramicas, sendo a primeira, a mais difundida no mercado, de acordo com o autor.

Daniel e Ishai (1994) afirmam que as propriedades de um compésito dependem das
propriedades dos constituintes, da geometria e da distribui¢do das fases, sendo que um dos
parametros mais importantes € a fracdo volumétrica da fibra, ou reforco. Quanto mais desuni-
forme € a distribuicdo do reforco, mais heterogéneo € o material e mais susceptivel a ocorrén-

cia de falhas também.

Dentre as vdrias classificacOes para esses materiais, estd a apresentada por Hull
(1988), que diz que os materiais compositos estdo divididos em duas grandes categorias: ma-
teriais compdsitos naturais, aqueles criados pela natureza, como por exemplo a madeira, os
0ssos e 0s musculos, e materiais compositos sintéticos, aqueles fabricados pelo homem. Ainda
segundo este autor, a mais relevante classificacdo é quanto ao tamanho, forma e distribuicdo
dos refor¢os, como mostrado na Tabela 2.1, a qual mostra as possiveis distribuicdes das fibras

em funcdo de seu tamanho e forma.

Os materiais compdsitos fibrosos sdo constituidos de fibras aderidas a uma matriz,
normalmente fibras que possuem um alto médulo de elasticidade e alta resisténcia mecanica,

envolvida na matriz com interface entre elas (Matthews e Rawlings, 1994).

No que diz respeito aos tipos de fibras fabricados atualmente, Tin6 (2010) destaca as
fibras de vidro, de carbono, de aramida (kevlar) e de boro. Ainda segundo o autor, as fibras de
vidro sdo as mais utilizadas mundialmente devido as suas propriedades fisicas e mecanicas, a

sua grande aderéncia para a maioria dos sistemas fibra/matriz e ao seu baixo custo.
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Tabela 2.1 — Classificacdo dos materiais compdsitos sintéticos quanto a forma, tamanho e

distribuicdo dos reforcos. Fonte: Hull (1988).

Forma Tamanho Distribuicao
_ _ _ Continua Alinhada ou aleatdria

Fibras imersas em matrizes :
Curta Aleatéria

Particulados imersos em ma- o _
' Indefinido Aleatéria

trizes
Ordenada
Estrutura laminar Indefinido

Aleatéria

Belo (2006) caracteriza os compoésitos em trés grupos principais: compdsitos fibrosos
(Figura 2.1 (a),(b) e (c)), aqueles constituidos de fibras curtas ou longas envolvidas na matriz,
compdsitos particulados (Figura 2.1 (d)), constituidos de pequenas particulas dispersas na
matriz, e compositos laminados (Figura 2.1 (e) e (f)), aqueles formados por uma ou mais 1a-

minas.

(a) Compésito de fibra longa (b) Compésito de fibra curta  (¢) Compésito com fibra tecida

(d) Compésito particulado (e) LAmina unidirecional (f) Laminado
Figura 2.1 - Tipos de compdsitos. Fonte: Belo (2006).

Fardo parte do escopo deste trabalho os compdsitos laminados reforcados com fibras
bidirecionais, devido a sua grande aplicacao nas industrias. Sendo assim, seguem as informa-

coes referentes a nomenclatura e propriedades mecanicas deste tipo de compdsito.
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2.2 ANALISE DE LAMINADOS

De acordo com Belo (2006), a lamina representa o bloco fundamental da estrutura e
consiste de fibras envoltas na matriz. J4 o laminado, € o conjunto de ldminas empilhadas ori-
entadas sob diversas dire¢des a fim de se promover o aumento das caracteristicas fisicas e
mecanicas que somente uma lamina teria. A sequéncia de empilhamento das laminas segundo
as varias dire¢cdes € chamado de esquema de laminagdo. A orientacdo das fibras em vérias
direcdes e a seqiiéncia de empilhamento das ldminas € que garantem aos compdsitos lamina-

dos a otimizag¢do da estrutura conforme um dado carregamento.

Daniel e Ishai (1994) dizem que as laminas (ou camadas) podem ter diferentes espes-
suras, diferentes orientag¢des das fibras e consistir de diferentes materiais, desde que o material
difira de camada para camada. E mais conveniente analisar um laminado usando um sistema
comum fixo de coordenadas (x,y,z), como mostrado na Figura 2.2. A orientacdo de uma dada
camada € dada pelo angulo entre o eixo de referéncia x e o eixo principal do material da ca-
mada (orientacdo da fibra). Segundo os autores, um laminado € caracterizado de modo que se
indique o niimero, o tipo, a orientacdo e a seqiiéncia de empilhamento de suas camadas. A

seguir, sdo dados alguns exemplos de nomenclaturas de laminados:

- Unidirecional de 6 camadas:

[0/0/0/0/0/0]=[04]

No laminado unidirecional, as fibras de cada camada estdo orientadas somente em

uma dada direc¢do, a 0°.

- Simétrico “Crossply”:

[0/90/90/0]1=[0/90],

[0/90/0]=[0/90],

Compésitos “Crossply” possuem uma combinacdo de angulos das camadas entre 0° e

90°.
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- Simétrico “Angle-Ply”:

[+45/-45/-45/+45] =[+45];
[30/-30/30/-30/-30/30/-30/30]=[£30],

- Nao - simétrico “Angle-Ply’:
[30/-30/30/-30/30/-30/30/-30] =[%+30],
Compositos “Angle-Ply” possuem as camadas orientadas a +6 ea—6.

- Multi — direcional:

[0/45/-45/-45/45/0]=[0/%£45];
[0/0/45/-45/0/0/0/0/-45/45/0/0]1=[0,/£45/0,],
[0/15/-15/15/-15/0]=[0/£15/+15/0], =[0/(x15), /0],

- Hibrido:

[0 /0% 745 /—45° /90 /-45° /45 /0% /0% ], =[0F /+45° /9_()G]S
sendo numero subscrito = multiplo das camadas ou grupos de camadas, = Seqiiéncia simé-
trica, = Ndmero de camadas e ~ = Denota que o laminado é simétrico sobre o plano central

da lamina.

Para o caso do laminado hibrido, os sobrescritos K, C e G denotam fibras de Kevlar (a-

ramida), carbono (grafite) e vidro, respectivamente.
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Figura 2.2 - Laminado multi-direcional e sistema de coordenadas. Fonte: Daniel e Ishai

(1994).

2.2.1 Propriedades elasticas

As propriedades elésticas dos materiais compdsitos poliméricos, sendo elas os modu-
los de elasticidade, mddulos de cisalhamento e coeficiente de Poisson, sdo caracteristicas me-
canicas essenciais para a andlise de tensoes € o projeto de componentes estruturais utilizados

em varios ramos da engenharia.

Vinson e Sierakowski (1987) trataram os compdsitos sob dois pontos de vista diferen-
tes. O primeiro, 0 micromecanico, leva em conta as fragdes volumétricas e propriedades da
fibra e da matriz em separado, de modo que se consiga caracterizar a lamina em funcao destas
duas, e o segundo, 0 macromecanico, analisa o laminado usando as propriedades das laminas,
de modo que se obtenham as propriedades longitudinais e transversais de alinhamento das

fibras, necessdrias para a andlise de vigas e de outros elementos estruturais.
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Uma das principais vantagens da micro-mecanica, como afirmam Neto e Pardini
(2006), € permitir o célculo das propriedades eldsticas de um compdsito a partir das proprie-
dades eldsticas de seus constituintes, desde que as fracdes volumétricas dos mesmos sejam
conhecidas. O método de obtencdo dessas propriedades através deste principio € conhecido

como Regra das Misturas.

Tita (1999) afirma haver dois métodos de obtencdo das propriedades elésticas, sendo
eles a determinagdo das propriedades mecanicas por meio da Regra das Misturas ou por en-
saios experimentais. ApOs sua determinacdo, usa-se um procedimento de cédlculo aplicado a
materiais compositos laminados conhecido por Teoria Clédssica dos Laminados. Ainda de a-
cordo com o autor, devido a complexidade encontrada em um laminado, esta teoria tende a

aproximar os resultados.

Segundo Hull (1981) citado por Tita (1999), algumas consideragdes devem ser toma-

das ao utilizar-se a Teoria Classica dos Laminados:

- O material € ortotropico, ou seja, apresenta trés eixos de simetria;

- O material apresenta homogeneidade na sua composi¢ao;

- A unido entre as laminas é considerada perfeita, de modo que ndo haja deslocamen-

tos relativos entre as mesmas;

- Faz-se a consideracdo de estado plano de tensdes em cada lamina;

- As propriedades finais dependem da orientagdo de cada camada relativa a outra sub-

seqiiente.

2.2.1.1 Regra das misturas

Um método fécil para se determinar a rigidez de um compdsito no qual as fibras estdo
alinhadas na direcdo da carga aplicada (Figura 2.3) € assumir que as fases fibra e matriz estdo

perfeitamente unidas de modo que elas irdo deformar-se juntas.



20

As constantes eldsticas necessdrias para o projeto com materiais compositos sao:

- E, ou E|,: Mddulo de elasticidade (Pa) na direcdo 1 ou direcdo principal do material

(paralelo as fibras);

- E, ou E,,: Mddulo de elasticidade (Pa) na dire¢do 2 (perpendicular ao plano das

fibras);

- E; ou E,;: Mddulo de elasticidade (Pa) na direcdo 3 (no sentido da espessura da
fibra);

- G,,G,; e G,; : Mddulos de cisalhamento (Pa) nos planos 1-2, 1-3 e 2-3, respecti-
vamente;

- v, : Coeficiente de Poisson associado com carregamento na dire¢do 1 e deformacgado

na dire¢do 2;

- v;;: Coeficiente de Poisson associado com carregamento na dire¢do 1 e deformacdo

na dire¢do 3;

- v,,: Coeficiente de Poisson associado com carregamento na dire¢do 2 e deformacgado

na direcdo 3.

Seja a drea do “componente fibra” igual a A, (m), e a drea do “componente ma-
triz” A, (m). Pode-se representar as quantidades dos dois componentes em termos de suas
fracdes em volume, v, (%) e V (%), logo, sua soma € V.+V, =1. A fracdo em volume de

fibra, V,, € o parametro material critico para a maioria dos propositos.
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Figura 2.3 - Modelo simplificado de um compésito unidirecional sob a¢do de uma carga F.

A carga aplicada (em N) sobre o composito € dividida em duas fases, de modo que

F=F, +F, e a deformagdo relativa na diregéo principal 1(longitudinal a fibra) ¢ a mesma
tanto para a matriz quanto para a fibra, logo €, =€, =¢, . Como a tensdo € uma relagio entre

a forga aplicada e a drea:
0,A=0;A;+0,A, (2.1)
Da relacao tensao versus deformacao de um material sabe-se que:
o, =¢FE, (22)
o,=&E, (2.3)

Sendo E ;€ E, os modulos de elasticidade da fibra e da matriz (Pa), respectivamente,

na dire¢do principal do material. Dividindo-se toda a Equagdo (2.1) por £, obtém-se:

EA=E;A, +E A, (2.4)

A
Como Vf = Xfe \% :7’”, e Vf +V =1, entdo a determinacdo do mddulo de elasti-

m m

cidade na direcdo principal (comprimento das fibras) do material é dada pela seguinte equa-

cdo:
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E =E,\V,+E,1-V,) (2.5)

De acordo com Tita (1999), seguindo-se 0 mesmo raciocinio para cargas aplicadas
perpendicularmente as fibras e de cisalhamento a lamina, tem-se a seguinte equacgdo, dada por

Vinson e Sierakowski (1987):

m- - m

Vv, +1v,)

AR AP 06

sendo que para as constantes eldsticas P, a obtengdo de P,, P, e 77 sdo dadas na Tabela 2.2.

Hahn (1980), citado por Vinson e Sierakowski (1987), codificaram certos resultados para fi-
bras de secdo circular distribuidas aleatoriamente em um plano normal as fibras orientadas
unidirecionalmente. Para este caso, o compdsito ¢ macroscopicamente, transversalmente iso-
tropico, de modo que ( )12 = ()13 € ( )22 = ( )33. Onde, dentro dos parénteses as quantidades
deveriam ser E (Mddulo de Elasticidade), G (Mo6dulo de Cisalhamento) ou v (Coeficiente de

Poisson).

Na Tabela 2.2, para a determinagdo das constantes eldsticas, é necessario se conhecer
o valor de outras constantes. Assim sendo, seguem as equacdes para obtencao dessas constan-

tes:

” = Gy, 2.7)

sendo G,,, o modulo de cisalhamento da fibra (Pa) e G, o mé6dulo de cisalhamento da ma-

m

triz (Pa). Se a matriz for isotrépica, G, = ——"—
2(1+v,)

, sendo v, o coeficiente de Poisson da

matriz e E,, o médulo de elasticidade da mesma (Pa).
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3—-4v,, + G,
_ Gy (2.8)
=
41-v,,)

G,;; € 0 modulo de cisalhamento da fibra (Pa).

Tabela 2.2 — Determinac¢do das constantes eldsticas. Fonte: Vinson e Sierakowski (1987).

Constante Eldstica P P, P, n
E, E, E, E, 1
Vi Vi Vias Y, 1
2 GlZ G12f Gm °
. il ! i
23 GZ3 G23f Gm 774
p i i 1
T K, K, K, Tk
I+
_— K, (2.9)
£o2-v,)
Seja ainda:
PO 2.10
" o(-v,) (2.10)
e

K, RET 2.11)
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De posse das Equacgdes (2.10) e (2.11), torna-se possivel a obten¢cdo da constante

K (calculada pela Equacdo 2.6), a qual sera utilizada na determinacdo de E,, dada pela se-

guinte equagao:

E —F ——21753
2T T K +mG, (2.12)
com
2
m=1+ KV (2.13)
Ell

Ainda de acordo com Vinson e Sierakowski (1987), Han (1980) notou que quando

G . A <
— < 0,05, a aproximacdo dos parametros 77 é

Gf
3—4y
=05;n =—"
776 774 4(1—Vm) €
(2.14)
- 1
£ 2-v,)

e se a matriz for epdxi, o coeficiente de Poisson da matriz € v, =0,35. Entdo 77, =0,63¢

N, =0,77.
E por ultimo, o coeficiente de Poissonv,, pode se escrito como:
EW!
I+v, —v,|
El

Vs =v12fo +vm(1—Vf) E
l—vfn +vmv12(’"j

1

(2.15)
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Em alguns casos, somente as fra¢cdes em peso da fibra e da matriz, Wy e W, (%) sdo

conhecidas, nestes casos, a fracdo em volume de fibra é obtida pela seguinte equagdo, onde

P e p,, sdo as densidades da fibra e da matriz (kg/m?), respectivamente:

p.W
Vo=t (2.16)
- WPV,

Barbero (1998) propde uma outra equagdo para a determinagdo do médulo de cisalha-
mento G»3, de modo que a mesma ndo seja uma fun¢do do médulo de cisalhamento da fibra
no plano 2-3 (Gz3), pardmetro este dificil de ser determinado na maioria das vezes. Assim, a

equacao € dada da seguinte maneira:

V,+1,,0-V,)

G23 =
m G, 2.17
s (1=V,)+V, (2.17)
G,
sendo
3-4v, +ﬂ
7, = G, (2.18)
2 41-v,)

Gay et al. (2002) afirmam que € necessdria uma corre¢do nas propriedades eldsticas
quando se trata de tecidos, os quais sdo feitos de fibras orientadas ao longo de duas dire¢des
perpendiculares, como mostrado na figura 2.4, onde torna-se possivel a observagdo da dispo-

si¢do de um conjunto de fibras em relacdo ao outro. Assim sendo, usa-se a seguinte notagao:

n, = nimero de conjuntos de fibras por metro na dire¢do do comprimento da 1amina;

n, = numero de conjuntos de fibras por metro na direcao da largura da ldmina;

(2.19)
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As constantes eldsticas para o tecido sdo dadas entdo por:

E, =kxE, +(1-k)xE, (2.20)
E,=(-k)XE, +kxE, (2.21)
Giz =G, (2.22)

v, = e £
[]H_(l_k)lj (2.23)

E2

sendo E e E, os médulos de elasticidade (Pa) nas diregdes 1 e 2, respectivamente, para o

tecido, G,, 0o médulo de cisalhamento (Pa) para o tecido no plano 1-2 e v, o coeficiente de

Poisson para o tecido.

Figura 2.4 - Esquema representativo de um tecido plano. Fonte: Gay et al. (2002).

Logo, conhecendo-se as propriedades dos constituintes e suas fracdes em volume, po-
de-se prever as constantes eldsticas do laminado, e posteriormente, sua rigidez. Todas as e-
quacgdes apresentadas, foram obtidas desconsiderando-se os efeitos da temperatura e umidade

sobre o comportamento do compdsito.
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2.2.2 Teoria Classica dos Laminados

Usando a Teoria Classica dos Laminados torna-se possivel a obteng¢do das matrizes de
rigidez do compdsito, bem como das equacdes para determinagdo das forgcas normais, mo-
mentos e forgas cortantes atuantes sobre o material. Inicialmente, faz-se o estudo de uma la-

mina, para depois dar prosseguimento ao estudo de um laminado.

Como a maioria dos materiais compdsitos sdo finos, devido as suas boas propriedades
de resisténcia, considere-se um pequeno elemento de uma ldmina de espessura constante #,
onde os eixos principais do elemento sdo os eixos 1 (dire¢do paralela as fibras) e 2 (direcao
normal as fibras), e que os eixos geométricos da viga, placa ou casca sao 0s €ixos x € y, Como

mostrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 - Sistema de coordenadas de um elemento de uma lamina. Adaptado de Vinson e

Sierakowski (1987).

Para se relacionar 0, , 0, e 0., a 0, 0, ¢ 0),, o procedimento € exatamente anélo-

go a andlise do circulo de Mohr na resisténcia dos materiais bdsica, diferindo-se apenas no

fato de que aqui as equagdes estdo na forma matricial. Logo vem:
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O-l O-x
o, 1=[T].1 0o, (2.24)
0-12 O-xy
sendo
m?> n’ 2mn
[T], =| n* m* —2mn (2.25)

—mn mn (m*—-n?)

com m=cos@ ,n=senB e o sub-escrito CL refere-se ao caso cldssico bi-dimensional, somen-

te.

De maneira andloga, as relacdes de deformacgao sao dadas por:

gl gx
g, t=[T).1 ¢, (2.26)
€ €y

Entretanto, as relacdes bi-dimensionais devem ser modificadas para se levar em conta

o efeito da deformacdo causada pelo cisalhamento transversal. Neste caso, adiciona-se as E-
quacgoes (2.24) e (2.26) também as relacdes de 0, —€, e 0, —&;. Na direcdo da fibra, o com-
posito tem muitas das propriedades mecanicas da prépria fibra, enquanto que na direcao da

espessura, as fibras praticamente ndo afetam, e as propriedades de cisalhamento sdo domina-

das pelo material da matriz que € mais fraco (Vinson e Sierakowski(1987)). Assim se escreve:

=[r} " (2.27)




com

3

S
[¥)

r]=

3 © o ©

ou de outra forma:

sendo [T']" a inversa da matriz [T]

S
S

3

o o O

=[r}

o O o =~ O O
© 3 I o o o

-l

[P

2mn
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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Neste ponto, a Lei de Hooke pode ser utilizada para relacionar tensdo e deformacao.
Entdo a equacdo geral de uma lamina de material composito reforcado com fibras em termos

de suas dire¢des principais €:

(o} O, @, s 0 0 0 £
o, Q, 0On 0Oy 0 0 0 &
O, _ Q13 Q23 Q33 0 0 0 3 (2.32)
o, 0 0 0 20, 0 0 |le,
(o 0O 0 0 0 20, 0 |[|€xn
Os) |0 O 0 0 0 204 |€12

sendo a matriz [Q] a matriz de rigidez de uma lamina, a qual provém da Teoria da Elasticida-

de. Na equagéo (2.32), as quantidades @, (Pa) podem ser escritas como:

_E, (A=vyvy)

G A
0, = E, (1 —Av31v13)
0., = E..1 —Av12v21)
0., =G,
0ss =G, (2.33)

O =Gy



31

0, = (vy +Vv3 V) Ey _ (Vi +vpvi)Ey
12 A A

0. = vy + vy v E), _ (Vi3 +vipvys) By
13 A A

0, = (Vi +vipvs )Ey — (s vy Vi) Esy
3 =

A A

A=T=v,0, = Vy3Vsy =V Vi3 =20y V3Vy,

Se a lamina for transversalmente isotropica, ou seja, tiver as mesmas propriedades nas

diregdes 2 e 3, entdo v, =v,;,G,, =G,; , e E,, = E;;. Sendo assim, as Equacdes (2.33) sim-

plificam-se na seguinte forma:

E
0, = =
(I=vp,vy)
E
Q -7
2 (I=v,vy)
v, E v, E
0.,=0, = ufn  _ Viln 234
N “ (I=v,vy)  d=vpvy) ( )
O =G,
v21_V12E22
E,

Utilizando essas equacgdes simplificadas e desprezando-se o efeito causado pelo cisa-
lhamento, obtém-se:
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0, 0, 0O, 0 &
O, = Q12 sz 0 & (2.35)
o, 0 0 O 2812

Quando os eixos estruturais x, y € z ndo estdo alinhados com os eixos principais 1, 2 e
3, como indicado na Figura 2.4, uma transformacdo de coordenadas € necessaria. Para isso

utiliza-se a Equacdo (2.31) na Equacdo (2.32), logo:

0, _én élz éls 0 0 916 €,
o, glz gzz 923 0 0 g% €,
o, Q13 Q23 Q33 0 0 Q36 €,

= _ _ (2.36)
yz 0 0 0 g44 g45 0 28)%

Xz 0 0 0 Qs Oss 0 2€XZ
O _Q16 Oy Qs 0 0 Q66_ 28)07

sendo [0]=[T]"[0]T], ou:
0, =0,m" +2(0,, +20,)m*n* +Q,,n*
0., =(Q), + 0y, —4Q)m’n* +Q, (m* +n*)
Q,,=0,m" +Qpn’
Q,, =—mn’Qy, +m’nQ,, —mn(m’ —n*)(Q,, +204)

0, = Qn”4 +2(0), +20¢ ym’n’ + szm4

A 2 2
Q0 =0;3n" +Qym

0, =0, (2.37)
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526 = —m3nQ22 + mn3Qll + mn(m* —nz)(Q12 +20¢)
636 =(0Q); —0y;)mn

A 2 2
Q. =0ym” +0Qsn

Qs =(Qss —0Qy)mn
éss = stm2 + Q44”2

ééﬁ =0, + 0y —2Q12)m2n2 -I'Q%(m2 -n?)?

Novamente, para cdlculos simples ou aproximagdes, tem-se:

o, 911 912 916 €,
O, = gu 922 g% €, (2.38)
O, Qi Oy Qe |26,

Até agora, foram formuladas as equacdes constitutivas equivalentes a uma lamina de
um material compdsito, porém, sabe-se que uma estrutura compdsita (viga, placa ou casca)

pode ser constituida de varias 1aminas, as quais unidas, formam o componente.

Daqui para frente, as equagdes desenvolvidas passam a ser relativas ao laminado, as
equagdes para os momentos, for¢as normais e forcas cortantes serdo apresentadas, assim co-

mo a terminologia utilizada quando se utiliza esse tipo de material.

Assume-se que o laminado consiste de 1aminas perfeitamente coladas, e as colas (ma-
triz) sdo assumidas ser infinitesimalmente finas. Os deslocamentos sdo continuos através dos
contornos da lamina de modo que nenhuma lamina deslize em relacdo a outra. Entao, o lami-

nado age como uma camada singular (Reddy e Miravete, 1995).



34

De acordo com Vinson e Sierakowski (1987) em qualquer corpo elastico (Figura 2.6),

considerando-se deformacao elastica linear, os deslocamentos sdo dados por:

Figura 2.6 - Representacdo dos deslocamentos de um laminado. Adaptado de Reddy e

Miravete (1995).

ou v _ow

£, ==, & =", =—
Yoox 7 9y ¢ oz

; _l(a_ha_wj e L[, ow (2.39)
200z ax) 7 200z 9y '

1{ou ov
£y ==|—+—
2{dy ox

sendo u, v e w os deslocamentos ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente, dados por:
u(x,y,z) =u,(x,y)+za(x,y)

(X, y,2) = v, (x, )+ 28(x, ) (2.40)
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w(x,y,2) =w(x,y)

sendo u,, v, € w os deslocamentos da superficie central, correspondentes a sua translagdo, e

ae [ os valores negativos da primeira derivada do deslocamento lateral com relagdo as co-

ow ow

ordenadas x e y (ou seja, &= o e f=——). Ainda é assumido na teoria cldssica, que o
X y

elemento na dire¢do da espessura ndo pode ser estendido nem contraido, uma vez que sofrerd

no maximo uma rotacgdo e translacdo, entdo w(x,y,z)=w(x,y). Substituindo as Equagdes

(2.40) nas Equacoes (2.39), vem:

£, =l(5+a—WJ, e, =l(ﬁ+a—wj (2.41)
E :l %4_% +£ &4_@
o2l dy  ox ) 2(dy ox

As deformagdes no plano central do laminado sdo:

e =P o M o _1fduy v (2.42)
Xo ax > Yo ay > Ty ) ay ox .

E as curvaturas sao dadas por:

K :& K —ﬁ K =l &+@ (2.43)
“oxT Y 9y Y 2(9y ox '
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Substituindo a Equacdo (2.41) na Equagdo (2.43), e considerando-se que a tensdo na

direcdo da espessura pode ser desprezada, vem:

o, £, +1k,

O ) E Y + ZK)‘

ot =lol{ 2, (2.44)
GXZ zgxz

Oy, 2(8)% +K,2) .

sendo que o subscrito k representa o nimero da lamina.

A representagdo de um composito laminado € mostrada na Figura 2.7, onde h € a es-
pessura do laminado e /4 € a distancia do plano central do compésito a superficie superior da
k-ésima lamina. Assim, qualquer posi¢do abaixo do plano central é tomada como negativa, e

qualquer posi¢ao acima do plano central é dada como positiva.

/—ihs ha |"s
mm— - 1 ?

—] M| | O] f—

’ (3
/,. :
& )

X

Figura 2.7 - Representagcdo esquemadtica do empilhamento das laminas. Fonte: Vinson e

Sierakowski (1987).

Parte-se agora, para a determinacdo das for¢cas e momentos sobre o laminado (Figura
2.8). Para vigas, cascas ou placas laminadas, as for¢as resultantes N (N), os momentos M

(N.m) e as forgas cortantes Q (N) sdo dados por unidade de comprimento, uma vez que nestas
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estruturas, estas quantidades variam tanto da direcdo x quanto na dire¢do y, assim essas quan-

tidades sdo obtidas pela integral das tensdes em cada lamina através da espessura, tal como

segue:

NX GX
Ny Lzl O-y MX % O-x
N, =I O, dz, 1M, =J. o, tzdz
Q. _g O M xy _g O,
Qy O-yz
Z
A
',-'" oy =y
N,
M
M,.
Q.
Iy
""
- —oN .,
/ 73%
Nx M

(2.45)

Figura 2.8 - Representacdo esquemadtica das forcas e momentos atuantes sobre o laminado.

Empregando-se as Equacdes (2.39) e (2.41) na (2.43), para um laminado com um nu-

mero N de camadas, obtém-se:

Z

[QL

< =

Idz+ [QL

I zdz

k—l

xy v k Ky

A Equacdo (2.46) pode ser escrita como:

(2.46)
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{N}=[aKe, }+ [BEx} (2.47)
com
4,=Y0,) ¢ —n) (2.48)
B, =%Z(§y ), 2 =12,) (249)
sendo

i, j=12e¢6;

[A]: Matriz de rigidez a tracdo e a compressao (N/m);

[B]: Matriz de acoplamento entre a rigidez planar e a rigidez a flexao (N).

Analogamente, € obtida a expressdo para 0s momentos:

M N L K. |
M, (=Y lol e, b [wdz+lolx, | [<2a (2.50)
k=1 By Py
M xy gxyo & ny
ou seja:
{m}=[BYe, }+ [DKx} (2.51)

com
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D, =->(0,), (b -1} (2.52)
sendo
i, j=12¢e6;
[D]: Matriz de rigidez a flexao (N.m);

Na forma matricial:

Nx All Al2 A16 Bll BIZ Bl() Xo

Ny A12 A22 A26 B 12 B 22 B 26 Yo

ny — A16 A26 A66 B16 B26 Bé6 2€xy0 (2 53)
Mx Bll B12 B16 Dll DIZ D16 Kx .
M)’ BIZ B22 B26 DIZ D22 D26 Ky

Mxy _Bl6 B26 B66 D16 D26 D66 i 2ny

A inclusao do efeito do cisalhamento sobre o comportamento da estrutura, gera uma
melhora na teoria por representar de forma mais préxima o real comportamento da estrutura.

As equacdes para a determinagdo das forcas cortantes sdo dadas a seguir:

Qx = 2(A55€xz + A45€yz) (254)
0, =2(A;€. +ALE,) (2.55)
com
N
Aij = ka(Qij )k (hk _hk—l) (2.56)

k=

—_

para
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i, j=4.,5;

k. = fator de correcdo de cisalhamento, que depende da forma da 4rea da secdo trans-
versal (normalmente igual a 5/6 para se¢des retangulares, de acordo com Vinson e Siera-

kowski (1987));

h= distancia da superficie da 1amina até o plano central do laminado (m).

Se o laminado for simétrico em relacdo ao seu plano central, a matriz [B] serd nula.

Tita (1999) afirma que a rigidez final do laminado depende em parte da sequéncia de empi-
lhamento das laminas para a determinacdo das matrizes de rigidez. Assim, nota-se a impor-
tancia da disposicdo das fibras sobre o laminado. Essa caracteristica, inerente aos compdsitos
refor¢ados com fibras, faz com que esses materiais sejam muito atrativos para o desenvolvi-

mento de projetos.

Entdo, conhecendo-se a Teoria Cldssica dos Laminados e suas equagdes, torna-se pos-
sivel o projeto e andlise de estruturas compostas por estes materiais, tendo a sua disposi¢do as
equagdes para determinagdo das tensdes, momentos e forgas atuantes sobre um composito, € a
possibilidade de mudangas na disposi¢ao das laminas e orientacdes de suas fibras, de modo

que se possa atender a requisitos dos projetos.
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CAPITULO 3

MODELOS DE VIGA COMPOSITA LAMINADA ESCA-
LONADA EM VARIAS PARTES E ELASTICAMENTE
APOIADA

Com a finalidade de se obter as frequéncias naturais e os modos de vibracao de uma
viga compdsita escalonada em varias partes, sobre apoios elasticamente varidveis, € exibido
neste capitulo todo o equacionamento € 0s conceitos necessarios para a modelagem matemati-

ca que rege o comportamento da viga em estudo.

Em Inman (2001) € apresentado o equacionamento do modelo de Euler-Bernoulli para
a determinagdo das frequéncias adimensionais de uma viga continua em vibracdo livre. Da
mesma forma, em Vinson e Sierakowski (1987) € também apresentado o equacionamento,
porém aplicado a materiais compositos laminados. Este modelo matemaético apresentado nos
fornece uma boa base tedrica para casos onde a geometria da viga pode ser um pouco mais
complexa, no que diz respeito ao nimero de escalonamentos. Sendo assim, a seguir desenvol-
vem-se todas as hipdteses e consideracdes para o estudo da viga escalonada mostrada na figu-

ra 3.1.
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3.1 ANALISE DINAMICA DE UMA VIGA ESCALONADA EM
VARIAS PARTES

Vigas escalonadas sdo aquelas que apresentam variacdes nas dreas das secOes trans-
versais em funcio de seu comprimento. Algumas das estruturas complexas mecanicas, civis e
aeronduticas, dentre outras, podem como primeira aproximacao, serem idealizadas como vi-

gas escalonadas.

A partir dos modelos matemaéticos de vigas uniforme de Euler-Bernoulli e de Cisalha-
mento aplicados a vigas compdsitas, tem-se uma base introdutdria para casos mais comple-
xos, de onde se inicia entdo, o estudo de viga do tipo escalonada em varias partes e com dife-
rentes suportes eldsticos nas extremidades, conforme figura 3.1. Nesta figura, observam-se as
diferentes secOes de area transversal, em funcdo dos diferentes nimeros de laminas ou cama-

das para cada trecho. Onde A, € a drea da se¢do transversal do n-ésimo trecho da viga esca-

lonada (mz), L

n

¢ o comprimento do n-ésimo trecho da viga escalonada (m) e

kg kg, € ks ky, sdo constantes de rigidez de rotagdo (Nm/rad) e translacdo (Nm) nos apoios

da viga, respectivamente.

Assim, o equacionamento a ser apresentado neste capitulo, rege o comportamento di-
namico de vigas escalonadas tanto na espessura (em funcdo do nimero de camadas), quanto
na largura da viga. O escalonamento da-se tanto da maior espessura para a menor, quanto da
menor espessura para a maior, aplicando-se assim as diversas condicdes que podem ser en-

contradas na pratica ou nos projetos envolvendo compdsitos.

As vigas escalonadas compdsitas possuem as camadas centrais pertencentes a todos os
seus trechos, ou camadas globais, sendo que o escalonamento é definido pela adi¢cdo de uma
ou mais camadas nas superficies superior ou inferior de cada trecho, como mostrado na figura

3.1, onde os trechos da viga sdo apresentados sob diferentes cores.

Nos Apéndices A e B s@o apresentados com mais detalhes os equacionamentos relati-
vos aos modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento, respectivamente, bem como a

linha de raciocinio seguida para a obtencao das equagdes apresentadas neste capitulo.
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| X1 Xz Xs

4,

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
L, | L, | L,
M
Figura 3.1 — Vista lateral de uma viga laminada escalonada em n partes.

As equagdes espaciais dos modelos de viga de Euler-Bernoulli e Cisalhamento sdo

respectivamente:
4 2
dX—’}Sxi)—(QJ X,(x)=0, i=12,...n (3.1
dx; C,
4 2 2 2
X ) fo) LX) (o) (o 212, (3.2)
dx; ¢, ) kpu dx; C,
com
2 2
s @O pAo Ass
T2 T CH= 33
A Ci2 b.Dy,, “ D, G-

sendo 3, a frequéncia natural dimensional (m™), @ a frequéncia natural angular (rad/s), c, a

velocidade de propagacao da onda no meio sélido (m/s), o a massa especifica (kg/m3), A a
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drea da secdo transversal (m?), A, o coeficiente de cisalhamento (N/m), D,, o primeiro ter-
mo da matriz de rigidez a flexdo do laminado (N.m), & arelagdo entre A, e D,, ek, o fator

numérico que depende da forma da secdo transversal no cisalhamento.

A solugao espacial para cada trecho da viga dos modelos estudados € dado pelas equa-
coes (3.4) e (3.5), sendo que a solucdo espacial para o modelo de Euler-Bernoulli é represen-
tada pela equacgdo (3.4) e a solugdo espacial para o modelo de Cisalhamento pela equagdo

(3.5). As constantes K, ,; ) € K,,,;, da equag@o (3.5) s@o representadas pelas equacdes

(3.6) e (3.7).
X, (x)=B, sen(B,x,)+ B, cos(B,x, )+ B, senh(B,x, )+ B, cosh(B,x;) (3.4)
X, (x;)= Bb, sen(KH-Z(i—l)'xi )+ Bbz COS(K1+2(i—1)xi )+ Bb3 Senh(K2+2(i—l)xi )+ Bb4 COSh(K2+2(i—l)'xi )(3'5)

Para 0<x, <L,

com
4 8
2 + f ~+4p5}
5 ku \k u
Kii) = 3.6)
2
4 8
Ny
2 kul'l kc/'l
Ko = 5 (3.7)

sendo i o ndmero de trechos da viga.

A determinagdo dos indices b,,b,,b;eb, dos coeficientes B das equagdes (3.4) e

(3.5) é feita através da seguinte equagao:



45

b =1+4x(i—1)
b, =2+4x(i—1)
by =3+4x(i—1)
b, =4+4x(i—1)

(3.8)

comi=1,...,n

As condic¢des de contorno para a viga composita escalonada em n partes, duas condi-

cOes para cada apoio e as demais para as juncgdes, sao:

e Nas extremidades:

Em x, =0,

Para momento de flexao:

’X X
leu] d 1§XI) :km d I(Xl) (3.9)
dxl x=0 dxl x=0
Para for¢a de cisalhamento:
d’X, (x
bD,, 1§ ) ==k, X, (%) 0 (3.10)
dxl x=0
Emx, =L,
Para momento de flexao:
d’X, (x,) dX, (x,)
b,D,,, —5—"= =—kp, (3.11)
dxn x,=L dxn x,=L,

Para forcga de cisalhamento:
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d*X (x))
anlln# :kTZXn(xn) xn:Ln (3'12)
n x, =L,
¢ Nas juncoes:
Para deflexao:
X, (x,) e, = X, (x) om0 o L= 1,2,..n (3.13)
Para inclinagao:
dX(x;) _dX,,(xy) (3.14)
dx,‘ x;=L; dxH—l X4 =0 .
Para momento de flexao:
2X (x. 2X . (x.
biDuid—lg)Cl) :bi+lDlli+lL12(xwl) (3.15)
dxi x;=L; dxH—l X4 =0
Para for¢a de cisalhamento:
3X . (x. X (x
biDlli d I§XI) = bi+1Dlli+1 d H—13()CH—1) (316)
dx; %=L, dx;, %10

As constantes de integracdo, B, ,B, ,B, e B, , que compdem as equagdes (3.4) e (3.5)

formam o vetor de incégnitas, {b}, de ordem 4n . As oito condi¢des de contorno, referentes as
extremidades e as juncdes, nos fornecem um sistema linear de equacdes homogéneas que
formam a chamada matriz de coeficientes [H ], como mostrado na equacgdo (3.17). No caso

de uma viga escalonada em n partes, a matriz de coeficientes tem dimensio 4nx4n .
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[H {p}= {0} (.17)

Para que o sistema da equagdo (3.17) tenha solugdo, é necessario que o determinante
da matriz [H] seja igual a zero, com isso, através de busca de raizes chega-se ao valor das

frequéncias naturais.

o]

sendo S, correspondente a k -ésima frequéncia natural adimensional, que tem como refe-
réncia o primeiro trecho da viga escalonada, k € o indice que indica a k -ésima frequéncia
natural e 1 o indice de S referente ao primeiro trecho da viga escalonada, uma vez que os

valores encontrados ao se igualar o determinante a zero correspondem a frequéncia adimensi-

onal do primeiro trecho da viga.

H4 uma relacdo entre a frequéncia natural adimensional do 1° trecho (5,,), e a fre-

quéncia natural dimensional do 1° trecho ( A, , ), dada pela equacdo (3.19).

B =BiL (3.19)
De modo que L seja o comprimento da viga escalonada (m).

A matriz [H] é uma fungdo da frequéncia natural do 1° trecho, que servird como base

para o cdlculo das frequéncias naturais dos demais trechos pela equacao (3.20). Assim, faz-se
uma transferéncia das frequéncias dos trechos da viga em funcdo da frequéncia do primeiro

trecho.

A

B :ﬁ —>Bu=B8.B . i=l..,n (3.20)

B,

A
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com f; arelagdo entre as frequéncias naturais de trechos adjacentes de uma viga escalonada e
B, e B, asfrequéncias naturais adimensionais referentes aos trechos, i e i+1, da viga esca-

lonada.

Feitas as devidas consideracdes, parte-se agora para a determinagdo da matriz [H] para
uma viga escalonada em n partes, de modo que a mesma seja generalizada para diferentes

tipos de apoios eldsticos. Uma vez que as matrizes sdo para vigas escalonadas, logo n > 1.

Fazendo-se as seguintes defini¢des:

S, =senfL,
C,=cosp,L,
l AL (3.21)
SH, = senhf,L,
CH, =cosh S L,
b = 3.22
b (3.22)
— D,
D, =l (3.23)
Dlli
R =l (3.24)
lelll
3
7 =Kok (3.25)
lelll
R, = Kby (3.26)
bl‘lDlln
T, = koL, (3.27)
* bD '
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com b; a relacdo entre os valores da base de trechos adjacentes de uma viga escalonada,

b.., e b, os valores das bases referentes aos trechos, i+1 e i, de uma viga escalonada (m),

D,,, arelagdo entre os valores das rigidezes a flexdo de trechos adjacentes da viga escalona-
da, D,,,,, e D,,, os valores da rigidez a flexdo referentes aos trechos i+1 e i da viga escalona-
da (Nm), R, e R, sdo constantes adimensionais diretamente proporcionais a rigidez de rotagao

e T, e T, sdo constantes adimensionais diretamente proporcionais a rigidez de translag@o.

Assim, a partir das condi¢des de contorno apresentadas nas equacdes de (3.9) a (3.16),
torna-se possivel a montagem da matriz de coeficientes [H] para os modelos de Euler-
Bernoulli e Cisalhamento. Inicialmente a matriz [H] € declarada como sendo uma matriz qua-
drada nula de ordem 4n, logo apds as quatro primeiras linhas sdo preenchidas como segue:

e Modelo de Euler- Bernoulli:

Das condi¢des de contorno nos dois apoios da viga, tomando-se a referéncia proposta

na figura 3.1, ou seja, partindo-se sempre da esquerda para a direita, vem:

1% linha, colunas de 1 até 4n:

R BL R -BL 0000 ..0 (3.28)

2% linha, colunas de 1 até 4n:

L -T, —fL -T, 00 0 0 .. 0 (3.29)

3? linha, colunas de 4n—3 até 4n:

0 0 0 0 0 _(IBHLH )Sn +R2Cn _(IBHLH )Cn _RZSn (ﬁnLn )SHH +R2CH (IBnLn )CHH +R2SHn

(3.30)

4? linha, colunas de 4n—3 até 4n:
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00o0O0- 0 -pLC-T,S, BLS -TC, BLCH -T,SH, B.LSH, -T,CH,

n n n n n n

(3.31)

Para a montagem da matriz [H] a partir da quinta linha, utiliza-se as condicdes de con-

torno apresentadas nas equacdes de (3.13) a (3.16) na sub-matriz m do algoritmo da equagao
(3.32).

Inicio
n = numero de escalonamentos;
Para n > 2 faca

s=5;

J=1 ;

Para i =1 até n—1 faca

S, C, SH, CH, 0 -1 0 -1
C, -S. CH, SH, -p 0 -5 0

= s, e su,ocn, 0 DypE o Dy | |33
-G, S CH, SH, FUIBIB? 0 _Fﬂigiﬁf 0

H(s >s+3,j > j+7)=m(1—>4,1-8);

s=s+4;
Jj=J+4;
Fim-Para;
Fim-Para;

Fim.

Assim, monta-se uma sub-matriz m de ordem 4x8, a qual possui n-1 posicdes dentro

da matriz [H].

Colocando-se na forma matricial, a matriz dos coeficientes [H] assume a seguinte

forma:



S O O O O O O O O

R
B
0
0
S,
G
-,
[H]=]| -C
0
0
0
L 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Co SH,,
-S _, CH,,
-C,., SH,,
S CH

(BL)

-,
0
0
G

_S]

_Cl

S

S O o O

SO O O O O O O O O

R -(BL) 0 0
-pL -7 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
SH, CH, 0 -1
CH, SH, -B 0
SH, CH, 0 BlbiD,,,
CH, SH,  B’biD,, 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0
0 0
-(B,L,)S,+R.C, —(B,L,)C,~R.S,
-B.LC,-T,S,  BLS,-TC,
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 -1
- Ign—l _ 0 _
0 B,i] bui Dy,
Bff—] E'H an—l 0

S O o O

0
0

(ﬁnLn )SHn + RZCHn
BLCH,-T,SH,

o O O o o=

|
oo o -

- Bn}—lb”*l D, n—1

0 0

0 0

0 0

0 0

0 -1

B, 0

0 _Ezngm
3lem 0

S O o O

0
0
(ﬂnLn )CHn + RZSHn
BLSH,-T,CH,

o o o o oF

0

-1

0
_an—lb”_] Dy,

0

4nx4dn
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(3.33)
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Partindo-se agora para a defini¢do da matriz dos coeficientes [H] para o modelo de Ci-

salhamento, faz-se a seguinte defini¢ao:

S; =senk, ;)L

i

C; =cosK, ;)L

i

SH, = senhK,,,, L (5.34)
CH,=coshK,,,, L
¢ Modelo de Cisalhamento:
1% linha, colunas de 1 até 4n:
Rk, (k’L) RK, —(K2L) 0 0 0 0 .. 0 (3.35)
2% linha, colunas de 1 até 4n:
(k) -1 -(k2) =T 0 0 0 0 .. 0 (3.36)
3? linha, colunas de 4n—3 até 4n:
0000 0 =SLKu ) +RCK oy —CLK ) ~RS Ky (3.37)
SH,LK; ) + RCH Koy CHL K,y +RSH Koy,
4? linha, colunas de 4n—3 até 4n:
0000 -0 -CLKy,-LS, SLK,y.-LC, . (3.38)

CHL Ky, ~T,SH, SHLK, ., ~T,CH,

Para a montagem da matriz [H] a partir da quinta linha, utiliza-se as condi¢des de con-
torno apresentadas nas equacdes de (3.13) a (3.16) na sub-matriz m do algoritmo da equagao

(3.39) para o modelo de Cisalhamento.
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Inicio
n = numero de escalonamentos;

Para n > 2 faca

s=5;
j:1;
o=1;

Para i =1 até n—1 faca

S, C, SH . CH, 0 -1 0 -1
[ ]_ K,C, -K,S, K,,CH, K, ,SH, -K,, 0 - K, 0 .
= _K:Si _K(JZCi K()2+1SH,’ K()2+1CH,’ 0 F“iZ[K(?+2 0 —F“iE;K(?+3 ,
_Kl?cf KZS;' K<?+1CHI K3+1SHI FHiZin+2 0 —F“[Bst+3 0
H(s >s+3,j > j+7)=m(1—>4,1-8);
s=s+4;
j=j+4;
o=0+2;
Fim-Para;
Fim-Para;
Fim.
(3.39)

Logo, a matriz [H ]para o modelo de cisalhamento, fazendo-se as seguintes definicoes,

pode ser escrita na forma da equacgao (3.42):

Q=K (3.40)

K (3.41)

U

2+2(n-1)
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"Rk, (k1) RK, -(K2L) o0 0 0 0
&n) -1 -n) -7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
S, C SH, CH, 0 -1 0 -1
CK, -SK, CHK, SHK, -K, 0 -K, 0
-SK' -CK' SHK, CHK; 0, K;b Dy, 0 -K;bD,,
[Hl=|-CK SK CHK, SHK, KbD,, 0 -K;bD,,, 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -L,S,0°+R,C,0 -LC,0*-R,S,0 U’L,SH, +R,CH U U’L,CH, +R,SH,U
0 0 0 0 -L,C,Q0°-T,S, L,Q’S, -T,C, LCHU’-T,SH, LU’SH, -T,CH,
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
S, C,., SH, CH, 0 -1 0 -1
Cn—lQ - Sn—] 0 CH ;HU SHn—lU -0 0 -U 0
-s,,0> -C,,0*> SH,U> CH, LU’ 0 0%b,aD,, 0 ~U?bua Dy, ,
-C,,0° S,,0° CH,U® SH, U’  Q'b.D,,, 0 ~U%baiD,, 0 Janxan  (3.42)
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CAPITULO 4

VALIDACAO

Para que o programa computacional desenvolvido pelo autor utilizando o software
MATLAB® tenha confiabilidade, é feita neste capitulo sua valida¢do, comparando os resulta-
dos aqui gerados com aqueles disponiveis na literatura. Inicialmente descreve-se o programa
computacional, bem como a funcio de suas sub-rotinas, depois comparam-se as frequéncias
adimensionais de uma viga continua sob condic¢des cldssicas de apoio, e por fim, as frequén-
cias naturais sdo comparadas para diferentes disposi¢des de laminas e de condi¢des de contor-

no.

4.1 O PROGRAMA COMPUTACIONAL DESENVOLVIDO

Para a determinagdo das frequéncias naturais de vigas compdsitas, o programa desen-
volvido é dividido em rotinas, de modo que a rotina principal € responsavel pela leitura das
sub-rotinas. Ambos modelos de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento sdo lidos na mesma rotina,

de modo que os resultados sejam gerados juntos também.
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Para o desenvolvimento das rotinas usa-se como base o desenvolvimento matematico
apresentado no capitulo 3 e nos apéndices A e B. Assim sendo, com base na teoria proposta, o
programa determina as frequéncias naturais adimensionais e dimensionais de vigas compdsi-

tas laminadas, continuas ou escalonadas em n partes, sobre apoios elasticamente variaveis.

A seguir as rotinas € a fun¢do de cada uma delas:

¢ Rotina Principal:

E arotina que contém e 1€ as demais sub-rotinas.

e Sub-rotina Entrada:

Na sub-rotina entrada, o usudrio fornece as informagdes necessdrias a respeito da viga

a ser estudada, sendo elas:

o Numero de escalonamentos;

o Valores dos médulos de elasticidade do compdsito nas direcdes 1 e 2, bem como os
valores do mddulo de cisalhamento nos planos 1-2, 1-3 e 2-3, e também o valor do co-
eficiente de Poisson no plano 1-2, o qual é desconsiderado nos modelos de viga estu-
dados, contudo é necessario na determinacdo das constantes eldsticas do laminado;

o Propriedades geométricas da viga, sendo elas os valores das bases, das alturas e dos
comprimentos de cada trecho;

o Propriedades das laminas, sendo o niimero de camadas de cada trecho, a espessura de
cada lamina e a orientagdo das fibras de cada camada;

o Valor da massa especifica do laminado;

o Valor do fator de forma (k,_) utilizado no modelo de cisalhamento, o qual depende da

secdo da drea transversal da viga;
o Valores das constantes adimensionais diretamente proporcionais as rigidezes de rota-

cdo e translagdo (R e T ), que sdo as condi¢cdes de contorno a serem adotadas.

e Sub-rotina Matriz:
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A matriz dos coeficientes [H] € determinada nesta sub-rotina, a qual é generalizada em
funcdo do nimero de escalonamentos da viga, sendo montada a partir do sistema de equacdes
lineares provenientes da aplicagdo das condi¢des de contorno especificadas no capitulo ante-

rior.

e Sub-rotina Calculo do Determinante:

Nesta sub-rotina, o valor do determinante da matriz [H] é encontrado para uma estima-

tiva inicial de um intervalo que possa conter as frequéncias naturais da viga.

e Sub-rotina Raizes:

Aqui, realiza-se a busca das frequéncias naturais adimensionais através da funcgdo fze-
ro do Matlab. O algoritmo utilizado na funcio fzero € uma combinaciao dos métodos da bisse-
cdo e da interpolacdo quadratica inversa. A busca é realizada na func¢do gerada apds encon-

trar-se o determinante da matriz [H |.

e Sub-rotina Célculo das Frequéncias Naturais Dimensionais:

Sao aqui determinadas as frequéncias naturais da viga em Hz e em rad/s, as quais sdo
determinadas em funcdo dos valores das frequéncias naturais adimensionais encontradas na

sub-rotina Raizes, do valor da massa especifica do compésito, do termo D,, referente ao la-

minado, do valor da base, do comprimento total e da drea da se¢ao transversal da viga.

e Sub-rotina Resultado:

Sub-rotina responsavel por agrupar os resultados provenientes de cada teoria e impri-

mi-los na tela do computador de forma organizada e clara.
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4.2 COMPARACOES DE FREQUENCIAS NATURAIS DI-
MENSIONAIS E ADIMENSIONAIS DE VIGAS CONTINUAS

O programa computacional foi desenvolvido para modelos de viga escalonada, como
mostrado no capitulo 3, assim sendo, para que uma viga continua seja simulada, é necessario
fazer-se a simulacdo de uma viga escalonada em duas partes, de modo que a area da se¢do
transversal dos dois trechos da viga seja a mesma, bem como o nimero de laminas, a espessu-
ra de cada lamina e também a orientag¢do das fibras de cada camada. Uma ultima consideragao
para a representacdo de uma viga continua é a de que o comprimento do segundo trecho da
viga corresponda a um valor muito pequeno se comparado com o comprimento do primeiro
trecho, aproximadamente 1% do comprimento total. Deste modo, consegue-se fazer a repre-

sentacdo de uma viga continua através de uma viga escalonada em duas partes.

Uma das vantagens do programa computacional desenvolvido neste trabalho € que ele
pode determinar, de forma aproximada, as frequéncias adimensionais de uma viga feita a par-
tir de um material isotrépico, como o aco, por exemplo. Assim, torna-se possivel aqui a com-
paracdo aproximada com frequéncias adimensionais calculadas para materiais isotropicos, tais
como aquelas propostas por Inman (2001) e por Almeida (2012). Para isso, € necessdrio atri-
buir as constantes eldsticas solicitadas pelo programa valores correspondentes aos do ago.
Para fins de comparacio, inicialmente, trabalha-se com viga continua com diferentes condi-
coes de apoios eldsticos nas extremidades. Os desvios relativos (%) entre os resultados sdao

calculados pela equacgdo 4.1.

Freq ‘tedricos Freq .

calculada X 100 (4 1)
FI' eq‘teéricos

Desvio Relativo (%) =

sendo Freq. esricos 0S Valores das frequéncias naturais provenientes de trabalhos disponiveis na
literatura e Freq.caculada 08 valores das frequéncias naturais calculados pelo programa compu-

tacional desenvolvido pelo autor.
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Para os diferentes tipos de apoios eldsticos, como apresentado no capitulo 3, usam-se
as constantes R e T apresentadas nas equacgdes de (3.24) a (3.27), pela facilidade de se traba-
lhar com constantes adimensionais. Essas constantes sdo diretamente proporcionais a rigidez
de rotagdo e translacdo, k, e k,, respectivamente. Logo, quando a rigidez de rotagdo e trans-
lacdo tendem para infinito, as constantes adimensionais R e 7 tendem a infinito também,
neste caso, 0 apoio apresenta uma rigidez muito alta, o que corresponde a um apoio engasta-
do, e se essas constantes tendem a zero, significa que nao ha nenhuma restricao ou a rotacao
ou a translagcdo no apoio da viga, de modo que o apoio € livre. Entao variando os valores das

constantes adimensionais conseguimos simular as diferentes condi¢cdes de contorno estudadas.
Para as simulagdes aqui realizadas, usam-se os dados provenientes da tabela 4.1, onde
sao fornecidas informagdes relativas ao ago 1020 e as propriedades geométricas da viga estu-

dada. Os dados apresentados nesta tabela foram obtidos de Almeida (2012).

Tabela 4.1 — Propriedades geométricas e do material da viga continua simulada.

Grandeza Valor Unidade
Moédulo de elasticidade longitudinal E, 210,0 GPa
Moddulo de elasticidade transversal E, 210,0 GPa
Moédulo de cisalhamento no plano 1-2 G, 81,0 GPa
Moédulo de cisalhamento no plano 1-3 G, 81,0 GPa
Moddulo de cisalhamento no plano 2-3 G,, 81,0 GPa
Massa especifica p 7800 kg/m®
Coeficiente de Poisson v, 0,3 -
Coeficiente de cisalhamento &, 5/6 -
Base b 0,075 m
Espessura h 0,075 m
Comprimento L 1,5 m
Numero de laminas 1 -
Orientacdo das fibras da 1amina 0 °
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Nas tabelas de 4.2 a 4.7 sdo apresentadas as trés primeiras frequéncias naturais adi-

mensionais ( f) para uma viga continua em fun¢@o de diferentes condi¢des de apoios, de mo-
do que os erros percentuais também sdao mostrados. Comparam-se as frequéncias naturais a-
dimensionais aqui obtidas com aquelas encontradas analiticamente por Inman (2000), através
do modelo de Euler-Bernoulli, e com aquelas obtidas por Almeida (2012) usando o modelo de

Cisalhamento.

Tabela 4.2 - 1%, 2" ¢ 3" Frequéncias naturais adimensionais para uma viga continua apoiada —

apoiada.

Viga Continua com % =20,L=1,5m

Freq. Inman (2000) Almeida (2012) Autor
EB C EB C
1* 3,142 3,136 3,142 3,136
2° 6,283 6,243 6,283 6,240
3* 9,425 9,293 9,425 9,281

EB — Euler-Bernoulli, C — Cisalhamento.

Das tabelas de 4.2 a 4.7, observa-se que as frequéncias naturais adimensionais para a
viga continua obtidas pelo autor apresentam boa concordancia para com aquelas encontradas
na literatura, sendo que ndo houve diferenca percentual para o modelo de Euler-Bernoulli, e
diferenca muito pequena para o modelo de cisalhamento. Embora a simulagdo tenha sido rea-
lizada para as propriedades de um material isotrépico, mas a partir do desenvolvimento tedri-
co para um material compdsito, nota-se boa concordancia com a literatura, o que ajuda na

confiabilidade do programa desenvolvido.
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Tabela 4.3 - Desvio relativo (%) entre os valores calculados e os valores tedricos — viga conti-

nua apoiada - apoiada.

Euler-Bernoulli 0,00 0,00 0,00
Cisalhamento 0,00 0,05 0,13

Tabela 4.4 - 1%, 2" e 3" Frequéncias naturais adimensionais para uma viga continua livre — li-

Vre.

1 4,730 4,720 4,730 4,720
2° 7,853 7,795 7,853 7,790
3* 10,996 10,825 10,996 10,810

EB — Euler-Bernoulli, C — Cisalhamento.

Tabela 4.5 - Desvio relativo (%) entre os valores calculados e os valores tedricos — viga conti-

nua livre - livre.

Euler-Bernoulli 0,00 0,00 0,00
Cisalhamento 0,00 0,06 0,14
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Tabela 4.6 - 1%, 2% ¢ 3" Frequéncias naturais adimensionais para uma viga continua engastada

— livre.

Viga Continua com % =20,L=1,5m

Freq. Inman (2000) Almeida (2012) Autor
EB C EB C
1* 1,875 1,875 1,875 1,875
2° 4,694 4,683 4,694 4,683
3" 7,855 7,797 7,855 7,792

EB — Euler-Bernoulli, C — Cisalhamento.

Tabela 4.7 — Desvio relativo (%) entre os valores calculados e os valores tedricos — viga con-

tinua engastada — livre.

Modelos de Viga 1 Frequéncia Natural 2 Frequéncia Natural 3" Frequéncia Natural

Euler-Bernoulli 0,00 0,00 0,00
Cisalhamento 0,00 0,00 0,06

Parte-se agora para a comparagdo das frequéncias naturais dimensionais e adimensio-

nais com as frequéncias encontradas na literatura para materiais laminados, em fun¢do das

I . - . L .
condig¢des de apoio e da relacdo comprimento sobre espessura (;) dessas vigas.

As simulagdes a serem apresentadas sdo realizadas em fungdo das propriedades mate-
riais e geométricas da viga laminada mostradas na tabela 4.8. Essas propriedades foram obti-
das de Yildirim e Kiral (2000) e sao valores caracteristicos do composito de fibra de carbo-

no/resina epoxi, sendo o reforco unidirecional.

As tabelas 4.9 e 4.10 mostram os valores das frequéncias em kHz para uma viga con-

tinua laminada, constituida de uma unica lamina orientada a 0°, simplesmente apoiada nas
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extremidades, onde se comparam os valores obtidos para uma viga esbelta e para uma viga

espessa.
Tabela 4.8 — Propriedades materiais e geométricas da viga laminada.
Grandeza Valor Unidade
Moédulo de elasticidade longitudinal E, 144.8 GPa
Moddulo de elasticidade transversal E, 9,65 GPa
Moddulo de cisalhamento no plano 1-2 G, 4,14 GPa
Moddulo de cisalhamento no plano 1-3 G, 4,14 GPa
Moddulo de cisalhamento no plano 2-3 G,, 3,45 GPa
Massa especifica p 1389,23 kg/m3
Coeficiente de Poisson v, 0,3 -
Coeficiente de cisalhamento &, 5/6 -

Nota-se na tabela 4.9, que hé discordancias entre as vdrias teorias utilizadas para o cél-
A . . L .
culo das frequéncias naturais. Para a relagao; =150 modelo de Euler-Bernoulli apresentou

um desvio percentual de 7,54% para a primeira frequéncia natural quando se utiliza alguma
teoria que leve em conta o efeito do cisalhamento. J4 o modelo de cisalhamento apresentou os
valores das frequéncias entre aqueles dispostos na literatura, assim sendo, o cisalhamento,
neste caso, é um fator que deve ser considerado, dada a sua influéncia sobre as frequéncias

naturais.
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Tabela 4.9 - Frequéncias naturais (em kHz) para uma viga espessa simplesmente apoiada (0°).

Viga Continua com % =15, L=381 mm, b= 25,4 mm

Referéncias Modos
1 2 3 4 5
Chandrashekhara et al.* (1990) 0,755 2,548 4,716 6,960 9,194
Rao e Ganesan® (1997) 0,753 2,545 4,714 7,021 9,201
Rao e Ganesan® (1997) 0,754 2,555 4,753 7,052 9,382
Chandrashekhara e Bagera® (1992) 0,756 2,554 4,742 - -
Nabi e Ganesan® (1994) 0,789 2,656 4,895 - -
Yildirim e Kiral (2000) 0,753 2,544 4,711 - -
Autor (Cisalhamento) 0,756 2,555 4,730 6,979 9,215
Vinson e Sierakowski® (1987) 0,813 3,250 7,314 13,002 20,316
Autor (Euler-Bernoulli) 0,813 3,250 7,312 13,000 20,312

“_ Teoria de cisalhamento de primeira ordem; ” -Teoria de cisalhamento de alta ordem; € —

Meétodo dos Elementos finitos; 4_ Teoria de Timoshenko; € - Teoria de Euler-Bernoulli.

Tabela 4.10 - Frequéncias naturais (em kHz) para uma viga esbelta simplesmente apoiada

(0°).

Viga Continua com % =120, h= 6,35 mm, b= 25,4 mm

Referéncias Modos
1 2 3 4 5

Chandrashekhara et al.” (1990) 0,051 0,203 0,457 0,812 1,269
Rao e Ganesan® (1997) 0,051 0,202 0,452 0,798 1,236
Rao e Ganesan® (1997) 0,051 0,202 0,454 0,804 1,252
Autor (Cisalhamento) 0,051 0,202 0,452 0,798 1,233
Vinson e Sierakowski® (1987) 0,051 0,203 0,457 0,812 1,269
Autor (Euler-Bernoulli) 0,051 0,203 0,457 0,813 1,270

* - Teoria de cisalhamento de primeira ordem; ® _Teoria de cisalhamento de alta ordem; € -

Teoria de Euler-Bernoull.
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L
Da tabela 4.10, percebe-se que quando a relagao 5 ¢ aumentada para um valor alto, os

valores obtidos pelo modelo de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento tendem a se aproximar,
principalmente para as primeiras frequéncias naturais, e neste caso o efeito do cisalhamento
sobre o comportamento dindmico da viga pode ser desconsiderado. Nas tabelas 4.9 e 4.10,
observa-se que os resultados obtidos pelo programa computacional desenvolvido pelo autor
apresentaram boa concordancia com aqueles disponiveis na literatura. Para essas tabelas, o
desvio percentual ndo foi tabelado, uma vez que a comparagdo foi realizada com vdrias refe-
réncias, dentre as quais pdde ser notado um pequeno desvio, assim ndo foi adotado nenhum

modelo como referéncia.

A tabela 4.11 mostra as frequéncias naturais adimensionais dadas pela equacdo 4.2,
para diferentes angulos de orientacdo das fibras das laminas, bem como para diferentes condi-
¢oes de contorno. Cabe ressaltar aqui que essas frequéncias naturais adimensionais ( @,, ) sdo
diferentes daquelas mostradas anteriormente, g. Para vigas compdsitas, as frequéncias adi-

mensionais dadas pela equagdo (4.2) sdo as mais comuns encontradas na literatura.

o =al |-L 4.2
ad Eth ( )

sendow a frequéncia natural angular da viga (rad/s), L o comprimento da viga (m), p a
massa especifica do material (kg/m3), E, o médulo de elasticidade na dire¢cdo principal do

laminado (Pa) e & a espessura da viga (m).
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Tabela 4.11 - Frequéncias naturais adimensionais para uma viga feita a partir de um laminado

“angle-ply” (8/—8/—0/6).

a,, (% = 15}
Angulo(®) Referéncia SS CC CF CS

Chandrashekhara et al (1990) 2,6560 4,8487 09820 3,7305

Autor (Cisalhamento) 2,6577 59250 1,025 4,1051
’ Autor (Euler-Bernoulli) 2,8577 64779 1,018 4,4642
Krishnawamy et al (1992) - 4,869 - 3,837
Chandrashekhara et al (1990) 2,5105 4,6635 0,9249 3,5593

Autor (Cisalhamento) 2,5123 5,6097 0,9610 3,8847

P Autor (Euler-Bernoulli) 2,6812 6,0779 0,9552 4,1885
Krishnawamy et al (1992) - 3,988 - 3,243
Chandrashekhara et al (1990) 2,1032  4,0981 0,7678 3,0573

Autor (Cisalhamento) 2,1048 4,7195 0,7887 3,2639

¥ Autor (Euler-Bernoulli) 2,2046 49975 0,7853 3,4439
Krishnawamy et al (1992) - 2,878 - 2,213
Chandrashekhara et al (1990) 1,5368 3,1843 0,5551 12,3032
Autor (Cisalhamento) 1,5377 3,4645 0,5631 2,3922

® Autor (Euler-Bernoulli) 1,5771 3,5751 0,5618 2,4638
Krishnawamy et al (1992) - 1,947 - 1,388
Chandrashekhara et al (1990) 1,0124 2,1984 0,3631 11,5511

Autor (Cisalhamento) 1,0119 22875 0,3649 11,5778

o Autor (Euler-Bernoulli) 1,0234 22,3201 0,3646 1,5988
Krishnawamy et al (1992) - 1,644 - 1,146
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Continuagdo da tabela 4.11 - Frequéncias naturais adimensionais para uma viga feita a partir

de um laminado “angle-ply” (8/-68/-61/6).

Angulo (°) Referéncia SS CC CF CS
Chandrashekhara et al (1990) 0,7611 1,6815  0,2723 1,1753
2 Autor (Cisalhamento) 0,7598 1,7196 0,2726 1,1856
Autor (Euler-Bernoulli) 0,7648 1,7338 0,2725 1,1948
Krishnawamy et al (1992) - 1,621 - 1,129
Chandrashekhara et al (1990) 0,7320 1,6200 0,2619 1,1312
Autor (Cisalhamento) 0,7308 1,6540 0,2621 1,1404
0 Autor (Euler-Bernoulli) 0,7353 1,6668  0,2619  1,1487
Krishnawamy et al (1992) - 1,631 - 1,136

SS — Simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; CF — engastada - livre;

CS - engastada — apoiada.

O gréfico da figura 4.1 mostra o comportamento da frequéncia adimensional em fun-
cdo da variagdo do angulo de orientacdo das fibras para o caso no qual a viga é simplesmente
apoiada, mostrado na tabela 4.11. Uma vez que para todas as condi¢des de apoios apresenta-
das o comportamento das frequéncias € o mesmo, ¢ mostrado apenas o caso para a condi¢ao
simplesmente apoiada. Nota-se neste grafico que a medida em que o angulo de orientacao das

fibras aumenta, até um valor de 90°, os valores das frequéncias adimensionais ( @,, ) diminu-

em para a mesma condi¢@o de contorno. Outra observagdo € a de que a partir de um angulo de
60° os valores das frequéncias obtidos pelos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento tor-
nam-se muito préximos. Logo, para angulos menores o efeito do cisalhamento mostrou-se

mais influente sobre o modelo de Euler-Bernoulli.
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Variacdo da frequéncia adimensional com o dngulo de orientacdio das fibras - Simplesmente apoiada
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Figura 4.1 — Comportamento da frequéncia adimensional em fun¢do da variacdo do angulo de

orientagao das fibras.

A tabela 4.12 mostra o desvio relativo entre os valores calculados e os valores tedri-
cos, sendo tomados como referéncia os valores encontrados por Chandrashekhara et al (1990),
uma vez que Krishnawamy et al (1992) também o tomam como referéncia. O desvio relativo

entre estas duas referéncias também é mostrado.

Observa-se da tabela 4.12 que os desvios relativos tornam-se pequenos a medida que o
angulo de orientacdo das fibras aumenta, tanto para o modelo de Euler-Bernoulli, quanto para
o modelo de Cisalhamento. Para dngulos de orienta¢do das fibras de 45° a 90°, as proprieda-
des do laminado sdo dominadas pela resina, de modo que ndo dependem das fibras. Os desvi-
os foram maiores, em média, para a condi¢do de contorno engastada-engastada tanto para os
modelos estudados pelo autor, quanto para o modelo estudado por Krishnawamy et al (1992),
que levaram em conta a adicdo do coeficiente de Poisson a teoria de cisalhamento de primeira
ordem. O maior desvio percentual obtido pelo autor foi de -33,60% para o modelo de Euler-
Bernoulli, na condi¢do engastada-engastada, enquanto que para Krishnawamy et al (1992), o
maior desvio foi de 39,74% para a condi¢do engastada-apoiada. As maiores aproximagdes

foram observadas para a condi¢do de contorno simplesmente apoiada.
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Tabela 4.12 — Desvio relativo (%) entre as frequéncias naturais adimensionais calculadas e

tedricas para uma viga feita a partir de um laminado “angle-ply” (8/-8/-61/6).

Desvio (%)
Angulo Modelo SS CC CF CS

Autor (Cisalhamento) -0,06 -22.20 -4,38 -10,04
0 Autor (Euler-Bernoulli) -7,69 -33,60 -3,67 -19,67
Krishnawamy et al (1992) - -0,42 - -2,85

Autor (Cisalhamento) -0,07 -20,29 -3,90 -9.14
15 Autor (Euler-Bernoulli) -6,79 -30,33 -3,28 -17,68

Krishnawamy et al (1992) - 14,48 - 8,89

Autor (Cisalhamento) -0,08 -15,16 2,72 -6,76
30 Autor (Euler-Bernoulli) -4,82 -21,95 -2,28 -12,65
Krishnawamy et al (1992) - 29,77 - 27,62

Autor (Cisalhamento) -0,06 -8.,80 -1,44 -3,86

45 Autor (Euler-Bernoulli) -2,62 -12,27 -1,21 -6,97
Krishnawamy et al (1992) - 38,86 - 39,74

Autor (Cisalhamento) 0,05 -4,05 -0,50 -1,72

60 Autor (Euler-Bernoulli) -1,09 -5,54 -0,41 -3,08
Krishnawamy et al (1992) - 25,22 - 26,12

Autor (Cisalhamento) 0,17 -2,27 -0,11 -0,88

75 Autor (Euler-Bernoulli) -0,49 -3,11 -0,07 -1,66
Krishnawamy et al (1992) - 3,60 - 3,94

Autor (Cisalhamento) 0,16 -2,10 -0,08 -0,81

90 Autor (Euler-Bernoulli) -0,45 -2,89 0,00 -1,55
Krishnawamy et al (1992) - -0,68 - -0,42
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Na tabela 4.13, sdo mostradas as frequéncias adimensionais de uma viga laminada
continua sob diferentes condi¢des de apoios. Os resultados sdo comparados com Chandrashe-

khara et al (1990), sendo que o desvio relativo também € mostrado.

Tabela 4.13 - Frequéncias naturais adimensionais para a viga continua (0°/90°/90°/0°).

@, (% = 15)

Modo Referéncia SS CF CS CC
Chandrashekhara et al (1990) 2,5023  0,9241 3,5254 4,5940
1 Autor (Cisalhamento) 2,5059 0,9631 3,8724  5,5903
Autor (Euler-Bernoulli) 2,6858 0,9568 4,1958  6,0885
Chandrashekhara et al (1990) 8,4812 4,8925 19,4423 10,2906
2 Autor (Cisalhamento) 8,5068  5,4606 10,5960 12,8736
Autor (Euler-Bernoulli) 10,7433  5,9963 13,5970 16,7831

Chandrashekhara et al (1990) 15,7558 11,4400 16,3839 16,9659
3 Autor (Cisalhamento) 15,8067 12,9065 18,2561 20,8545

Autor (Euler-Bernoulli) 24,1724 16,7897 28,3690 32,9015

SS — Simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; CF — engastada - livre;

CS - engastada — apoiada.

De acordo com a tabela 4.14, os modelos de Euler-Bernoulli e de Cisalhamento apre-
sentam os menores desvios relativos para a condi¢do simplesmente apoiada, e também para as
primeiras frequéncias, sendo que para a condi¢ao engastada-engastada os desvios observados
foram os maiores, de modo que para a terceira frequéncia da condicdo engastada-engastada os

desvios relativos foram muito altos.
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Tabela 4.14 — Desvio relativo (%) entre as frequéncias naturais adimensionais calculadas e

tedricas.

Desvio (%) (% = 15}

Modo Referéncia SS CF CS CC
Autor (Cisalhamento) -0,14 -422 -984 -21,69
: Autor (Euler-Bernoulli) -7,33 -3,54 -19,01 -32,53
Autor (Cisalhamento) -0,30 -11,61 -12,22 -25,10
? Autor (Euler-Bernoulli) -26,67 -22,56 -44,00 -63,09
\ Autor (Cisalhamento) -0,32  -12,82 -11,43 -22,92

Autor (Euler-Bernoulli) -5342 -46,76 -73,15 -93,93

SS — Simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; CF — engastada - livre;

CS - engastada — apoiada.

As propriedades geométricas e de materiais da viga simulada na tabela 4.16 sdo apre-
sentadas na tabela 4.15. Os dados da tabela 4.15 foram obtidos de Tita (1999), o qual deter-
minou as frequéncias naturais de uma viga continua laminada na condicdo engastada — livre

utilizando o método dos elementos finitos e também experimentalmente.

Na tabela 4.17 o desvio relativo entre as frequéncias geradas pelas teorias de Euler-
Bernoulli e Cisalhamento em relagdo as frequéncias obtidas experimentalmente por Tita
(1999) é mostrado. Ainda nesta tabela, o desvio obtido entre 0 método dos elementos finitos e
experimentalmente, relativo ao trabalho de Tita (1999) também € mostrado e em todas as de-
terminacdes, as frequéncias obtidas experimentalmente foram tomadas como referéncia, de

acordo com a equacdo (4.3).

— Freq.

Freq *experimental

Freq *experimental

Desvio Relativo (%) = el %100 (4.3)
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sendo Freq experimentat @ frequéncia obtida experimentalmente por Tita (1999) e Freq caiculada
aquela obtida analiticamente pela teoria de Euler-Bernoulli e Cisalhamento ou numericamente

pelo método dos elementos finitos.

Tabela 4.15 — Propriedades materiais e geométricas da viga laminada.

Grandeza Valor Unidade
Moédulo de elasticidade longitudinal E, 44.8 GPa
Moddulo de elasticidade transversal E, 11,27 GPa
Moddulo de cisalhamento no plano 1-2 G, 4,86 GPa
Moédulo de cisalhamento no plano 1-3 G, 4,86 GPa
Moddulo de cisalhamento no plano 2-3 G,, 4,45 GPa
Massa especifica p 1780,00 kg/m®
Coeficiente de Poisson v, 0,28 -
Coeficiente de cisalhamento &, 5/6 -
Base da viga b 0,025 m
Espessura da viga h 0,0016 m
Comprimento da viga L 0,425 m

Das tabelas 4.16 e 4.17 nota-se que os valores obtidos pelos modelos de Euler-
Bernoulli e Cisalhamento foram praticamente os mesmos, isso se deve ao fato da viga em
estudo ser muito esbelta, de modo que o efeito do cisalhamento torna-se desprezivel quando
comparado ao modelo de Euler-Bernoulli, e esses valores se aproximaram mais dos valores
obtidos numericamente pelo método dos elementos finitos do que os obtidos experimental-
mente. De acordo com Tita (1999), vérios fatores podem interferir na precisdo dos valores,
entre eles destacam-se a presenca de ruidos durante as medi¢des, presenca de defeitos nas
amostras, tais como porosidade e falta de uniformidade na espessura. Outro ponto importante
¢ o de que a viga foi feita de tecido de fibra de vidro, ou seja, tecido bidirecional, e as propri-
edades utilizadas tanto neste trabalho quanto no trabalho de Tita (1999) foram relativas a fi-
bras unidirecionais. Mas mesmo assim, nota-se boa aproximacao dos dados obtidos analitica-

mente com aqueles obtidos numericamente pelo método dos elementos finitos.
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Tabela 4.16 - Frequéncias naturais (em Hz) para uma viga esbelta.

Frequéncias naturais em Hz (% =265,6)

Modos
Referéncia

1 2 3 4 5

[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90], " 4,8 299 83,8 164,55 2726

Tita  [45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90] %P 40 255 740 1390 -

(1999) [0/90/0/90/0/90/0/90/0/90] M 6,7 42,0 117.6 230,0 3796
[0/90/0/90/0/90/0/90/0/901,5*" 45 280 840 - -
[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90], 49 30,7 859 1683 2781
[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]," 49 30,7 859 1683 2783

Auter [0/90/0/90/0/90/0/90/0/901, 6,6 41,7 1166 2285 3775
[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90],"" 6,6 41,7 1166 228,6 3779

s - simétrico; MEF _ Método dos elementos finitos; C_ Cisalhamento; EB _ Euler-Bernoulli; EXP

— Experimental.

Ainda em relacdo ao trabalho de Tita (1999), ndo é notada uma elevagdo no desvio re-
lativo a medida que os modos aumentam, como observado nos demais trabalhos encontrados
na literatura, porém, o que é observado ¢ uma reducao nos valores dos desvios com o aumento
dos modos. Isso se deve principalmente a utilizacdo de propriedade referentes a fibras unidi-
recionais nas simulacdes, enquanto que o resultado experimental reproduz fielmente as fre-
quéncias referentes a um laminado bidirecional, assim o desvio comporta-se de forma inespe-
rada. Para a primeira condicao estudada, os desvios obtidos pelos modelos de Euler-Bernoulli
e Cisalhamento foram um pouco maiores que os obtidos por Tita (1999), porém para a segun-

da condig¢do, os desvios foram menores que os obtidos por este autor.
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Tabela 4.17 — Desvio relativo entre as frequéncias naturais obtidas teoricamente e experimen-

talmente.

Desvio (%), % =265,6

Modos
Referéncia

1 2 3 4 5
Tita  [45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90] M EF 200 -173 -132 -183 -
(1999) [0/90/0/90/0/90/0/90/0/90]MEF 489 50,0 -40,0 - -
[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90]C 225 204 -160 -21.1 -
[45/-45/45/-45/45/-45/45/-45/0/90],%8 225 204 -160 -21.1 -

Autor
[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90].€ 46,7 -489 -38.,8 - -
[0/90/0/90/0/90/0/90/0/90],%® 46,7 -489 -38,8 - -

M

s - simétrico; EF_ Método dos elementos finitos; c_ Cisalhamento; EB _ Euler-Bernoulli.

4.3 COMPARACOES DAS FREQUENCIAS NATURAIS DE
UMA VIGA ESCALONADA EM DUAS PARTES

Nesta parte do capitulo, s@o apresentadas as frequéncias adimensionais de um modelo
de viga escalonada. Aqui, mais uma vez faz-se recorréncia a comparacao de frequéncias natu-
rais obtidas pelo programa computacional desenvolvido pelo autor com aquelas obtidas na
literatura para vigas feitas a partir de material isotrépico, uma vez que sao poucos os trabalhos
envolvendo a andlise dindmica de vigas laminadas escalonadas. Embora os existentes apre-
sentem as frequéncias para este tipo de viga, alguns deles analisam a influéncia de alguns pa-
rametros sobre os resultados, como por exemplo, a influéncia da velocidade de impacto sobre
as frequéncias naturais da viga, de modo que esses parametros nao sio considerados no pre-

sente trabalho.
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Tong (1995), citado por Almeida (2012), determina as trés primeiras frequéncias natu-
rais adimensionais de uma viga com um escalonamento engastada em uma extremidade e li-
vre na outra. Os resultados sdo obtidos através do método dos elementos finitos, utilizando-se

o modelo de viga de Timoshenko. A figura 4.1 ilustra a viga estudada por Tong (1995).

JFLD I‘!i!r[

Figura 4.2 — Viga com um escalonamento. Fonte: Tong (1995).

Nas tabelas 4.19 e 4.20 sao apresentados os valores e os desvios relativos (%) das trés
L A L L N . L
primeiras frequéncias naturais adimensionais para trés diferentes relacoes o Os valores cal-

culados pelo autor sdo comparados com os valores obtidos por Almeida (2012) tanto para o

modelo de Euler-Bernoulli quanto para o modelo de Cisalhamento.

As propriedades geométricas e materiais da viga simulada nas tabelas 4.19 e 4.20 sdo
apresentadas na tabela 4.18. Os dados da tabela 4.18 foram obtidos de Tong (1995), citado por
Almeida (2012). Sendo que os valores de b, h, e L, para as tabelas 4.19 e 4.20 sdo escolhi-

dos de maneira que satisfaca a relagdao % das tabelas.

Observa-se da tabela 4.19 que ha diferencas entre os valores calculados e os valores
tedricos obtidos por Almeida (2012). Isso se deve ao fato de que, mesmo que os modelos ted-
ricos estudados desprezem o efeito do coeficiente de Poisson, ele € inserido na determinagdo
das constantes eldsticas, como mostra a equagao (2.33) para a determinacao da matriz de rigi-

dez reduzida do laminado. Assim, mesmo utilizando-se as propriedades pertencentes a mate-
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riais isotrépicos, a rigidez flexural da viga sofre indiretamente a influéncia do coeficiente de

Poisson, de modo que para a viga laminada, a rigidez flexural bD,, € diferente da rigidez fle-
xural EI da viga isotrépica, pois o termo D,, depende da equagdo (2.33), que por sua vez €

funcao do coeficiente de Poisson.

Tabela 4.18 — Propriedades geométricas e materiais da viga escalonada.

Grandeza Valor Unidade
Base b b, =b, m
Espessura h h,/h, =08 m
Comprimento L L/L=2/3 m
Coeficiente de Poisson v 0,3 -
Coeficiente de cisalhamento &, 5/6 -

Tabela 4.19 - Frequéncias naturais adimensionais da viga escalonada em duas partes engasta-

da - livre.
5 A2 r \2
L Tong (1995) 5, , Almeida (2012) (ﬂl,kj Autor (,Bl,k)
h Modo
T EB C EB C
1 3,821 3,972 3,972 3,831 3,832
21,7 2 21,354 22,335 22,259 21,577 21,501
3 55,040 58,308 57,668 56,346 55,705
1 3,803 3,972 3,972 3,831 3,835
10,8 2 20,728 22,335 22,033 21,578 21,271
3 51,685 58,308 55,860 56,350 53,897
1 3,771 3,972 3,972 3,845 3,856
7,2 2 19,803 22,335 21,669 21,608 20,932
3 47,354 58,308 53,187 56,427 50,714

EB — Euler-Bernoulli, C — Cisalhamento, T — Timoshenko.
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Tabela 4.20 — Desvio relativo (%) entre os valores calculados pelo autor e os valores tedricos

obtidos por Almeida (2012) — viga escalonada engastada - livre.

1 3,55 3,55 3,20
Euler-
2 3,39 3,39 3,25
Bernoulli
3 3,36 3,36 3,23
1 3,52 3,45 2,92
Cisalhamento ) 341 3.46 3.40
3 3,40 3,51 4,65
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CAPITULO 5

EXPERIMENTO

A parte experimental do presente trabalho consta de duas etapas: A primeira diz res-
peito a confeccao dos modelos de viga continua e escalonada em material compdsito lamina-
do, e a segunda refere-se a determinacio experimental das frequéncias naturais dessas vigas.
A seguir, ambas etapas sdo descritas, incluindo os processos utilizados, os materiais e equi-
pamentos envolvidos. Todos os dados técnicos dos equipamentos utilizados estdo contidos no

Apéndice C desta dissertagao.

5.1 CONFECCAO DOS MODELOS DE VIGA

A confeccao dos modelos de viga ensaiados foi realizada no Laboratério de Materiais
Compésitos do IEM da UNIFEI, onde foram montadas as vigas utilizando-se tecido de fibra
bidirecional de vidro plano WR240 e resina ep6xi da Huntsman, em sistema resi-

na/endurecedor (Araudite LY 5052/ Aradur 5052).

Inicialmente, com a ajuda de uma régua e um pincel marcador, foram desenhados no

tecido quatro retangulos de 35 cm de comprimento (no sentido do comprimento do rolo a 0°)
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por 30 cm de largura. Logo apds mais dois retangulos de 25 x 22 cm e por fim mais dois de
15 x 16 cm. Esses retangulos foram cortados com uma tesoura, tomando-se os devidos cuida-
dos para que o corte fosse realizado na direcdo 0° das fibras do tecido. Em seguida, os retin-
gulos foram combinados de maneira que os quatro maiores foram sobrepostos primeiro, de-
pois os dois intermedidrios foram colocados sobre os quatro primeiros e por fim os dois me-
nores sobre os dois intermedidrios, de modo a formar uma placa com espessura nao constante
ao longo de seu comprimento. Todas as laminas foram colocadas de modo que a orientacdo de
suas fibras fosse 0° com relagdo ao seu comprimento. Tal combinagdo de laminas € mostrada
na figura 5.1. Dessa forma, ap6s a infusdo da resina nas laminas, a placa pode ser cortada no
sentido de seu comprimento, assim obtém-se os modelos de viga continua, escalonada em

duas partes e escalonada em trés partes.

8 LAminas

00

6 Laminas

4 Laminas

Figura 5.1 - Vista superior da disposi¢cao das laminas da placa escalonada na espessura.

Montado o esquema de laminagdo, parte-se para o procedimento de infusdo da resina
no tecido de fibra de vidro. Para isso foi utilizada a Moldagem por Transferéncia de Resina
Assistida por Vacuo (VARTM), que consta de um processo onde a resina € transferida para o
interior das fibras das laminas através de um gradiente de pressdao desenvolvido no interior de
uma bolsa de viacuo, onde se encontra a pré-forma (ou fibras do refor¢co), como mostrado na

figura 5.2.
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Reservatorio
‘ de resina
Registro de Mangucina de Mandmetro
controle do [Te—— mnd“?ﬁo da Mangueira
fuxo de resina Tecido de de vacuo
resin \ Bolsa de distribuigio
__% vacuo de resina Peel ply
P Pré-forma
Fita selante ?
[| Bombade
vécuo

Base de
isolamento

Figura 5.2 - Esquema do processo VARTM.

Inicialmente, passou-se sobre o ferramental (ou base de isolamento), neste caso uma
superficie metdlica plana, um desmoldante, cuja funcdo € facilitar a desmoldagem na retirada
do laminado. Em seguida foi colocada uma camada de peel ply, que € um tecido fino e poroso
responsavel pelo bom acabamento do material. Sobre a primeira camada de peel ply, foram
colocadas as laminas do tecido de fibra de vidro (pré-forma) na disposi¢do desejada, tal como
na figura 5.1. Sobre a pré-forma, colocou-se novamente outra camada de peel ply, e sobre
esta, uma rede de plastico (tecido de distribui¢ao de resina) do tamanho aproximado da placa
do reforgo, cuja func¢do € facilitar e acelerar o movimento da resina sobre as fibras, diminuin-
do-se assim o tempo do processo. Apds esse arranjo, foram colocados dois dutos em forma de
espiral, nas extremidades do laminado. Em seguida, toda a montagem foi coberta por um plas-
tico para a formagao da bolsa de vacuo, de modo que esse plastico teve suas bordas vedadas

através de um selante de bordas, que foi colocado entre o pléstico e a base de isolamento.

Fechada a bolsa, o préximo passo foi conectar uma mangueira externa a um dos dutos
e a um funil que iria conter a resina a pressao atmosférica. Outra mangueira foi conectada no
outro duto e em uma bomba de vécuo. Para a averiguacdo do correto fechamento da bolsa
antes da infusdo da resina, ligou-se a bomba e retirou-se todo o ar de dentro da bolsa, e foi

procurada qualquer possivel entrada de ar na mesma.
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Logo ap6s, a resina foi preparada, sendo misturados 148,62 gramas de Araudite LY
5052 com 56,47 gramas de Aradur 5052, tal como indicado pelo fabricante (100 partes em
peso de resina para 38 de endurecedor). A quantidade necessdria dessas duas partes é uma
funcdo da drea ou do peso do reforco e do volume de fibras desejado, de acordo com o reco-
mendado pelo fabricante. Os componentes da resina foram misturados manualmente por 5
minutos com o auxilio de uma haste de madeira para homogeneizar a mistura. Em seguida, a
resina entdo misturada foi levada a um tanque de pressdo, onde permaneceu por um tempo de
10 minutos sob pressdo de 26 pol/Hg exercida pela bomba de vdcuo. Assim todas as bolhas de
ar devidas a mistura manual foram retiradas, eliminando-se entdo o possivel aparecimento de

vazios no interior do laminado.

Ap6s toda a preparacdo, partiu-se finalmente para a infus@o da resina, a qual foi colo-
cada em um funil suspenso e conectado a uma mangueira com uma vélvula para o controle de
seu fluxo. Assim, a partir do momento em que a bomba de vicuo foi ligada, devido ao gradi-
ente de pressdo a resina comecou a ser movimentada sobre a pré-forma. O tempo total da in-
fusdo foi de aproximadamente 19 minutos. As fotografias mostradas nas figuras 5.3 a 5.7 ilus-

tram as etapas do processo.

Figura 5.3 - Marcagdo e corte das laminas.



Figura 5.5 - Equipamento montado destinado a infus@o da resina no reforgo.
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b)

Figura 5.6 - Movimento da resina na pré-forma: a) no inicio; b) no meio e c) ap6s a infusao.

Terminado o processo de infusdo da resina no reforco, € necessario certo tempo de
descanso para que a resina fique totalmente polimerizada (curada ou endurecida), tempo este
chamado de tempo de cura. Esse tempo pode ser menor caso se consiga aumentar a tempera-
tura sobre o compdsito, assim, utilizou-se uma manta térmica que forneceu uma temperatura

de 80°C durante 4 horas para o processo de cura da resina.

Figura 5.7 - Manta térmica no processo de cura da resina.

Transcorrido o tempo de cura, desmontou-se a bolsa e os equipamentos e retiraram-se

as camadas de peel ply. A placa obtida foi cortada no sentido de seu comprimento para a ob-
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tencdo dos modelos de viga a serem ensaiados, desprezando-se as bordas longitudinais e

transversais de cada viga. A mdquina utilizada no corte foi uma méquina de disco de corte.

Obtidos os corpos de prova, os mesmos foram submetidos a lixamento nas laterais que
foram cortadas, de modo a obter-se bom acabamento e corre¢des de possiveis desuniformida-
des durante o corte, usando-se inicialmente lixa 400 e posteriormente para o acabamento lixa

600. Todo o lixamento foi realizado embaixo de dgua.

5.2 CARACTERIZACAO DO COMPOSITO

A determina¢do da densidade do material compdsito foi feita através do Principio de
Arquimedes. Foram retiradas trés amostras quadradas com 3 centimetros de lado para a de-
terminacdo da densidade. De acordo com esse principio, todo corpo submerso totalmente ou
parcialmente em um liquido estd sujeito a acao de uma forca vertical de baixo para cima cha-
mada empuxo (E), de intensidade igual ao peso do liquido deslocado. Assim, as equacgdes de
(5.1) a (5.6) descrevem a determina¢do da densidade do compdsito imerso no liquido. Neste

caso a dgua, sendo m, a massa do liquido deslocado (kg), g a aceleracdo da gravidade (m/s?),
p, adensidade do liquido (kg/m3), V, o volume do liquido deslocado (m3), V. o volume do

corpo imerso, m_ a massa do corpo (kg) e p. a densidade do corpo.

E=m,g (5.1)
ou

E=p,V,g (5.2)
Considerando-se que o volume do liquido deslocado € igual ao volume do corpo:

V.=V, =V (5.3)



85

Como:

V=—"F 5.4)
P.
Substituindo (5.4) em (5.2):
m
Igualando-se (5.5) a (5.1):
m,
IOC = IOL (5‘6)
m

Desta forma, a partir da equacao (5.6) torna-se possivel a obtenc¢do da densidade do
compdsito. Para a determinacdo das demais propriedades deste material, através da Regra das

Misturas, as caracteristicas de cada componente sdao dadas separadamente na tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Propriedades dos constituintes do compdsito.

Propriedade Reforgo Matriz
Densidade (g/cm3) 2,54 1,15
Moédulo de Elasticidade (GPa) 72,5 3,4
Moédulo de Cisalhamento (GPa) 30 1,31
Coeficiente de Poisson 0,2 0,3

Para a determinacdo da porcentagem em volume de fibras e de matriz presente no
compdsito desenvolvido através da regra das misturas, é necessario o conhecimento da por-
centagem em peso de cada constituinte. Para isso foram retirados trés corpos de prova (1,25 x
18 cm) da placa com a finalidade de secagem dos mesmos em estufa por 3 horas a 400°C,
assim, consegue-se a remocao da resina e determina-se a porcentagem em peso referente as

fibras.
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A tabela 5.2 mostra os valores das porcentagens em peso da fibra (W,) e da matriz

(W,,), bem como os valores das massas iniciais e finais de cada corpo de prova.

Tabela 5.2 — Valores das massas iniciais, finais e das porcentagens em peso de cada fase.

Propriedade Corpo de prova
1 2 3
Massa inicial (g) 3,1500 3,0600 2,9793
Massa final (g) 2,2417 2,1675 2,2368
W, (%) 71,17 70,83 75,08
W (%) 28,83 29,17 24,92

Assim, a porcentagem em peso média do reforco foi de 72,36% e da matriz, 27,64%, e
com a utilizagdo da equacdo (2.16) chegou-se ao valor da porcentagem em peso das fibras
(Vp). Com a utilizagdo da Regra das Misturas, as propriedades caracteristicas do composito

confeccionado que neste trabalho serdo utilizadas, estao apresentadas na tabela 5.3.

Tabela 5.3 — Propriedades do compdsito.

Propriedade Unidade Valor
Fragdo volumétrica de fibra (V) % 54,24%
Densidade (p) kg/m3 1908.,2
Moédulo de elasticidade longitudinal ( E,) GPa 23,96
Moédulo de elasticidade transversal ( E, ) GPa 23,96
Moédulo de cisalhamento no plano 1-2 (G,, ) GPa 2,72
Moédulo de cisalhamento no plano 1-3 (G,;) GPa 3,40
Moédulo de cisalhamento no plano 2-3 (G,,) GPa 3,40
Coeficiente de Poisson no plano 1-2 (v, ) - 0,10

Apo6s a obtencdo e caracterizacdo do material compoésito laminado, partiu-se para o en-

saio de vibragdo livre dos modelos de viga.
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5.3 DESCRICAO DO ENSAIO DE VIBRACAO LIVRE

Os ensaios de vibragdo foram realizados no Laboratério de Vibracdes Mecanicas do
IEM da UNIFEI Esta parte do experimento tem a finalidade de levantar experimentalmente
as propriedades dinamicas de vigas laminadas uniformes e escalonadas a fim de se compara-
rem as frequéncias naturais calculadas pelo programa desenvolvido pelo autor com as fre-

quéncias medidas no laboratdrio.

Foram analisadas trés vigas compdsitas laminadas, sendo uma continua, uma escalo-
nada em duas partes e a outra, escalonada em trés partes. As figuras de 5.8 a 5.10 mostram as

vigas e a respectiva denominacao de seus parametros geométricos.

Figura 5.8 - Modelo de viga laminada continua.

kl]:

L1

Lz\/\‘/b )/)]12

Figura 5.9 - Modelo de viga laminada escalonada em duas partes.
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Figura 5.10 - Modelo de viga laminada escalonada em trés partes.

A tabela 5.4 contém os valores referentes a largura, espessura e comprimento de cada
trecho de cada viga mostrada nas figuras de 5.8 a 5.10. Esses valores foram medidos com um

paquimetro digital e referem-se as médias de algumas medig¢des.

Tabela 5.4 — Propriedades geométricas das vigas utilizadas nos ensaios.

Trecho
Viga Propriedade Unidade

1 2 3

Comprimento (L) m 0,31000 - -

Espessura (h) m 0,00092 - -

Continua

Largura (b) m 0,02634 - -

Numero de laminas (0°) - 4 - -

Comprimento (L) m 0,23100 0,07922 -

Escalonada: Espessura (h) m 0,00131 0,00089 -

duas partes Largura (b) m 0,02720 0,027445 -

Numero de laminas (0°) - 6 4 -
Comprimento (L) m 0,13757 0,09298  0,07992
Escalonada: Espessura (h) m 0,00169 0,00135 0,00094
trés partes Largura (b) m 0,02518 0,02513  0,02500

Numero de laminas (0°) - 8 6 4
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5.3.1 Frequéncias naturais

Os ensaios em laboratério tiveram como objetivo a determinagdo das frequéncias natu-
rais das vigas compositas laminadas, uma vez que o conhecimento dessas frequéncias € de
fundamental importancia para o conhecimento do comportamento de uma estrutura quando
solicitada dinamicamente. As frequéncias obtidas experimentalmente serviram também para a

comparacdo com aquelas calculadas pelo programa computacional desenvolvido pelo autor.

Para a realizac¢do do ensaio, a condicao de contorno utilizada foi a engastada-livre, on-
de a viga tem seus movimentos restritos em uma extremidade, através de seu engaste em um
suporte que € muito bem apertado, elevando assim a rigidez no apoio da viga, a qual é coloca-
da em oscilagdo mediante a aplicacdo de um impulso no plano perpendicular ao plano de fixa-
cdo da viga, na altura de sua linha neutra e em sua extremidade livre. O impulso aplicado ex-
cita dinamicamente a viga. Assim a viga entra em movimento e o sinal deste movimento &
captado pelo vibrometro laser, posicionado no mesmo plano de aplicacdo da for¢a impulsiva e
transmitido ao analisador de sinais, conforme a fotografia 5.11. Devido a transparéncia do
material constituinte da viga, foi colocado em sua extremidade sob a incidéncia do laser um
pequeno pedacgo de fita isolante, de modo que o laser pudesse capturar melhor o movimento
da viga. O analisador € capaz de receber e armazenar um nimero bastante grande de sinais do
vibrOmetro em curtos intervalos de tempo, permitindo a obten¢do dos graficos de espectro de

frequéncia.

Nas tabelas de (5.5) a (5.10) estdo presentes os resultados obtidos nos ensaios e os va-
lores gerados pelo programa computacional desenvolvido pelo autor, bem como os erros rela-
tivos, dados pela equacao (5.7). As frequéncias medidas em laboratério apresentam-se em

Hertz, enquanto que o programa computacional permite a obtencdo dos valores em rad/s, em

A
Hz e em valores adimensionais, /3, , os quais sdo substituidos na equagdo (5.7) para o célculo

das frequéncias em rad/s e posteriormente utilizando a equacdo (5.8) obtém-se as frequéncias

em Hz, que serdo utilizadas para as comparacoes.
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Figura 5.11 - Viga engastada, Vibrometro Laser e Analisador de Sinais.

» Cilculo da frequéncia natural:

b,.D
a)k= ﬂlk 111 (57)
L PA,
1)
fo==% (5.8)
27

sendow, a k-ésima frequéncia natural angular (rad/s), ,8’ .« @ k-€ésima frequéncia natural
adimensional que tem como referéncia o primeiro trecho da viga escalonada, L o comprimen-
to total da viga (m), D,, o termo que reflete a rigidez a flexdo do material do primeiro trecho
da viga (N.m), b, alargura do primeiro trecho da viga (m), p a massa especifica (kg/m3 ), A
a drea da secdo transversal do primeiro trecho da viga escalonada (m?), f, a k-ésima fre-
quéncia natural (Hz), k o indice que indica a k -ésima frequéncia natural e 1 indice de S,

D,, e b referente ao primeiro trecho da viga escalonada.
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As figuras 5.12 a 5.14 mostram os espectros de frequéncia de cada viga ensaiada. Os
desvios relativos (%) para todas as tabelas a seguir sdo calculados pela equacdo (5.9) e os va-
lores das frequéncias de laboratério tabeladas sdo retirados das figuras de espectro de fre-
quéncia.

— Freq.

Freq *experimental

Freq *experimental

calculada % 100 (5 9)

Desvio Relativo (%) =

sendo Freq.experimental @8 frequéncias naturais provenientes dos ensaios € Freq.caiculada as fre-

quéncias naturais calculadas pelo programa computacional desenvolvido pelo autor.

Resposta em Frequéncia da Velocidade - Volts

0.14
4.38508

A2 e e Fe s L RS Fe I SRR

(1] EETIE PP L T R RIRRE RIS R R REIRILE SRR R e EE I IR RPN ARRTEIETI R

=}

=]

[55)
I

X(f) - (Volts)
T

2736855
&

004 b= Fheed ............ ......... T ........................... ............ G TR PR

7716754

002 b g ............ ......... g

0 10 2 30 40 £0 B 7 a0 50 100
Frequéncia (Hz)

Figura 5.12 - Espectro de frequéncia da viga uniforme.

A tabela 5.5 mostra a comparacdo entre as frequéncias naturais obtidas experimental-

mente e através do programa computacional desenvolvido pelo autor. Ja a tabela 5.6, mostra o

desvio relativo entre as mesmas.
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Tabela 5.5 — Trés primeiras frequéncias experimentais e calculadas da viga continua laminada

(Hz).

Frequéncias naturais (Hz) (% =337)

Freq. Experimental B]earlﬂ(ifl-lli Cisalhamento
1 4,385081 5,152296 5,152309
2° 27,368952 32,288890 32,287659
3" 77,167339 90,409827 90,397926

Tabela 5.6 - Desvio relativo (%) entre os valores experimentais e os valores calculados das

frequéncias naturais da viga continua.

Modelos de Viga 1 Frequéncia Natural 2 Frequéncia Natural 3" Frequéncia Natural

Euler-Bernoulli -17,49 -17,98 -17,16
Cisalhamento -17,49 -17,97 -17,15

Nota-se boa concordancia entre os modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, pois a

viga € esbelta e o efeito do cisalhamento é desprezivel.

A figura 5.13 e as tabelas 5.6 e 5.7 apresentam o espectro de frequéncia do ensaio, as
frequéncias naturais e os desvios relativos (%) entre os valores de frequéncias naturais expe-

rimentais e calculadas, respectivamente, para o modelo de viga escalonada em duas partes.

Como a viga laminada € fina e tem seu comprimento muito maior que sua espessura, o
efeito do cisalhamento torna-se desprezivel, como pode ser observado na tabela 5.5 a proxi-
midade entre os valores obtidos pelo modelo de Euler-Bernoulli e pelo modelo de Cisalha-

mento.
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Resposta em Frequéncia da Velocidade - Volts

004 . T T

7 802419
0,035 : : -

003 : : -

;
1

X(f) - (Volts)
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J A! 104 0927
$

Frequéncia (Hz)

Figura 5.13 - Espectro de frequéncia da viga escalonada em duas partes.

Tabela 5.6 - Trés primeiras frequéncias experimentais e calculadas da viga escalonada em

duas partes (Hz).

Frequéncias naturais (Hz) (£ =176,3 ,£ =89,0)
h 1 h 2
Fre Experimental ko Cisalhamento
q- P Bernoulli
1? 7,802419 10,027443 10,027518
28 42.762097 56,066298 56,061238
38 104,092742 151,375565 151,328979

Novamente € observada uma boa concordincia entre os modelos de Euler-Bernoulli e
Cisalhamento. Com o escalonamento, nota-se um aumento nas frequéncias naturais. Isso se
deve ao aumento de rigidez em cada trecho devido ao aumento das laminas, neste casso duas
laminas acrescidas ao primeiro trecho da viga j4 proporcionaram um aumento considerdvel

nas frequéncias naturais da estrutura.
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Tabela 5.7 — Desvio relativo (%) entre os valores experimentais e os valores calculados das

frequéncias naturais da viga escalonada em duas partes.

Modelos de Viga 1* Frequéncia Natural  2° Frequéncia Natural 3" Frequéncia Natural

Euler-Bernoulli -28,52 231,11 -45,42
Cisalhamento -28.,52 -31,10 -45,38

A figura 5.14 e as tabelas 5.8 e 5.9 apresentam o espectro de frequéncia do ensaio, as
frequéncias naturais e os desvios relativos (%) entre os valores de frequéncias naturais expe-

rimentais e calculadas, respectivamente, referentes a viga escalonada em trés partes.

Resposta em Frequéncia da Velocidade - Volts
08
10.82681 ' ! ! :

0.07 |-

47 11694

1166734

X(f) - (Volts)

003 -

o B i o L L
Frequéncia (Hz)

Figura 5.14 - Espectro de frequéncia da viga escalonada em trés partes.
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Tabela 5.8 - Trés primeiras frequéncias experimentais e calculadas da viga escalonada em trés

partes (Hz).

Frequéncias naturais (Hz)

(£ =81,4,£ :68,9,£ =85,0)
hi, hi, hl;

Fr Experimental ke Cisalhament
eq. perimenta Bernoulli salhamento
1? 10,826613 16,799351 16,799623
2% 47,116935 86,358122 86,344234
K 116,673387 230,278313 230,150613

Tabela 5.9 - Desvio relativo (%) entre os valores experimentais e os valores calculados das

frequéncias naturais da viga escalonada em trés partes.

Modelos de Viga 1 Frequéncia Natural  2° Frequéncia Natural 3" Frequéncia Natural

Euler-Bernoulli -55,17 -83,28 -97,37
Cisalhamento -55,17 -83,26 -97,26

Para o caso da viga escalonada em trés partes, os valores das frequéncias naturais fo-
ram ainda maiores que os da viga escalonada em duas partes, devido ainda ao fato da adi¢do

de camadas elevar a rigidez da viga, deixando a estrutura menos flexivel.

Os desvios relativos ndo foram baixos, principalmente para os casos onde a viga foi
escalonada. Alguns fatores fazem com que esses desvios se tornem maiores, como aqueles
relacionados as amostras, como por exemplo a presenca de porosidade, a falta de uniformida-
de na espessura medida da viga e a superficie irregular das amostras. Durante o desenvolvi-
mento analitico dos modelos de viga, esses fatores ndo sao levados em conta, pois conside-
ram-se amostras perfeitas e com uma distribui¢do homogénea de propriedades, fato este que

normalmente ndo ocorre com amostras reais. Outro aspecto a ser considerado é o de que as
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propriedades do material utilizadas nos cdlculos sdo provenientes da Regra das Misturas, a
qual ndo considera os efeitos da interface fibra-matriz e nem da distribuicdo irregular de resi-
na sobre o refor¢o. Assim, a distribui¢do ndo uniforme da resina entre as fibras e consequen-
temente a presencga de regides onde as laminas nao foram perfeitamente coladas podem exer-
cer uma boa influéncia nos valores das frequéncias obtidas, de modo que os deslocamentos
observados presentes no laminado sejam diferentes daqueles adotados para um elemento infi-
nitesimal de um corpo eldstico, como mostrado na equacgdo (2.39), devido a possibilidade de

uma lamina da viga, durante a flexao, deslocar-se ou escorregar-se sobre as outras laminas.

Para as vigas escalonadas, outro ponto importante diz respeito a sobreposi¢do das 1a-
minas, pois pode ser que algumas laminas ndo tenham ficado orientadas exatamente a 0° no
sentido longitudinal e o escalonamento pode nio ter sido perfeito, pois como se trata de 1ami-
nas constituidas de fibras, € possivel que nao houve uma redugdo brusca da secdo transversal
de drea, enquanto que no modelo analitico essa redu¢do de drea € considerada perfeita. E por
fim, durante o corte das vigas a partir da placa compdsita, para que o corte fosse perfeito a 0°
era necessario que os lados da placa formassem angulos retos entre si, para o perfeito encaixe

na maquina de corte, fato este que pode nao ter ocorrido.

Assim, nota-se que varios fatores podem fazer com que os resultados experimentais se
aproximem ou se afastem daqueles obtidos analiticamente, € que em materiais compositos,

cada um desses fatores pode ter um efeito considerdvel sobre as frequéncias naturais obtidas.
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CAPITULO 6

RESULTADOS

O objetivo deste capitulo € o de apresentar as frequéncias naturais adimensionais de
vigas escalonadas em duas e em trés partes, dadas pela equagdo 6.1, uma vez que as frequén-
cias adimensionais propostas por esta equacdo sdo as mais encontradas na literatura, e avaliar
o efeito da orientacdo das fibras sobre estss frequéncias. As vigas sdo consideradas sobre a-
poios eldsticos nas suas extremidades. Os resultados apresentados aqui foram gerados pelo
programa computacional desenvolvido pelo autor, e alguns desses resultados ainda nao se
encontram disponiveis na literatura. Logo, estes resultados poderdo servir de base para o estu-
do de outros autores sobre o tema. As propriedades do material das vigas a serem simuladas
sdo apresentadas na tabela 6.1, enquanto que as propriedades geométricas das vigas continuas

e escalonadas sdo apresentadas na tabela 6.2.

o =al’ |-L 6.1
ad Elhlz ( )

sendo w a frequéncia natural angular da viga (rad/s), L o comprimento total da viga (m), p a
massa especifica do material (kg/m3), E, o médulo de elasticidade na dire¢cdo principal do

laminado (Pa) e A, a espessura do primeiro trecho da viga (m).
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Tabela 6.1 — Propriedades materiais das vigas simuladas (Yildirim e Kiral (2000)).

Propriedade Unidade Valor
Densidade (o) kg/m3 1389,23

Moddulo de elasticidade longitudinal ( E,) GPa 144.,8
Moddulo de elasticidade transversal ( E, ) GPa 9,65
Moddulo de cisalhamento no plano 1-2 (G, ) GPa 4,14
Moédulo de cisalhamento no plano 1-3 (G,;) GPa 4,14
Moddulo de cisalhamento no plano 2-3 (G,;) GPa 3,45
Coeficiente de Poisson no plano 1-2 (v, ) - 0,30

Tabela 6.2 — Propriedades geométricas das vigas simuladas.

Trecho
Viga Propriedade Unidade
1 2 3
Comprimento (L) m 0,075 0,075 -
Espessura (h) m 0,010 0,005 -
Escalonada: Largura (b) m 0,010 0,010 -
duas partes Numero de 1aminas - 4 2 -
Caso 1 - [0/0/0/0] [0/0] -
Caso 2 - [90/90/90/90] [90/90] -
Caso 3 - [45/-45/-45/45]  [-45/-45] -
Comprimento (L) m 0,075 0,075 0,075
Espessura (h) m 0,015 0,010 0,005
Escalonada: Largura (b) m 0,010 0,010 0,010
trés partes Numero de 1aminas - 6 4 2
Caso 1 - [0/0/0]s [0/0] [0/0]
Caso 2 - [90/90/90]¢ [90/90]¢ [90/90]
Caso 3 - [-45/45/-45] [45/-45]s  [-45/-45]

s — simétrico.
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As propriedades do material foram retiradas de Yildirim e Kiral (2000), que se referem

a um compdsito fibra de carbono com resina epoxi.

6.1 FREQUENCIAS NATURAIS ADIMENSIONAIS DE UMA
VIGA COMPOSITA ESCALONADA EM DUAS PARTES

Atribui-se 0 mesmo comprimento para os trechos, de modo que trés esquemas de la-
minagdo possam ser analisados, conforme mostrado na tabela 6.2. Sdo apresentados também
graficos mostrando o comportamento das quatro primeiras frequéncias adimensionais em fun-

¢do do aumento da relacdo £, sendo L o valor do comprimento total da viga (em m) e A, o

1
valor da espessura do primeiro trecho (em m). Para a elaboracdo dos gréficos, a espessura foi

considerada constante e o valor do comprimento total da viga foi a varidvel.

Nas tabelas de 6.3 a 6.8 encontram-se os resultados obtidos na determinacdo das qua-
tro primeiras frequéncias naturais adimensionais da viga escalonada em duas partes sobre

diferentes tipos de apoio para o Caso 1.

Tabela 6.3 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 1 — modelo de Euler-

Bernoulli.

Caso 1 - Modelo de Euler-Bernoulli

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 2,8408 11,9592 26,1968
CC 6,5202 18,6245 35,7155
FF 6,5532 18,6251 35,7074
CF 1,3796 6,6647 18,5514
CS 4,7175 14,9897 30,8686

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.
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Tabela 6.4 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 1 — modelo de Cisalhamento.

Caso 1 - Modelo de Cisalhamento

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 2,6741 9,6280 17,6349
CC 6,0605 14,5203 23,3270
FF 6,0831 14,5664 23,2886
CF 1,3934 6,1558 23,2339
CS 4,4456 11,8667 20,5583

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

As figuras de 6.1 a 6.6 mostram a variacdo da frequéncia adimensional em funcio da
. L . . . . .
relacdo — da viga e o desvio relativo entre os modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento
1
para o Caso 1. Sdo apresentados os graficos para as condi¢des simplesmente apoiada, engas-
tada-apoiada e engastada-engastada, uma vez que os graficos sdo muito semelhantes para as

demais condic¢des de apoio.

Caso 1 - Viga simplesmente apoiada
50 | | | |

45—

40+

" ——EB-1 —— (-1 —=—E-B-2 —— (-2 . E-B-3 3 E-B4 Cg |

Frequéncia adimensional (& ad)

120 140 160

Figura 6.1 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga simplesmente apoiada.



Caso 1 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.2 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga
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simplesmente apoiada.

Caso 1 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.3 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-apoiada.



Caso 1 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.4 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-apoiada.

Caso 1 - Viga engastada-engastada

70 T T T T T T
——EB1 ——0C.1 &—EB2 —-&—C2 —=—EB3 =& C3 —+—EB4 —+—C4
B0

S
~
— -
]
&=
-2
tn
e |
]
E
i~
= -
-2
]
i
hL)
3 —
oyl : :
> : :
Fr, ; :

I i

140 160

Figura 6.5 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais

- viga engastada-engastada.
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Caso 1 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.6 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-engastada.

O desvio relativo entre os modelos foi calculado através da equagdo 6.2. Sendo @, ,,

a frequéncia adimensional obtida pelo método de Euler-Bernoulli e @),

«c € afrequéncia adi-

mensional obtida pelo método de Cisalhamento.

(1)) -
Desvio(%) =| —“E__wdC %100 (6.2)

ad C

Nota-se que as frequéncias obtidas pelo modelo de Euler-Bernoulli ndo sofrem a influ-

N . L . . . .
éncia da relacdo o ou seja, as linhas encontradas para este modelo nos graficos das figuras
1

6.1, 6.3 e 6.5 permanecem constantes a medida que esta relacao € alterada. Com o aumento

~ L . . T - .
da relacao P o desvio relativo entre os modelos diminui. Adotando-se um padrao de desvio
1

relativo, a partir do qual os modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento convergem para a
mesma frequéncia, sendo este desvio de 0,10% para a primeira e quarta frequéncia natural.

Este desvio € adotado de modo que se torne possivel a tomada de decisdo de quando se utili-
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zar um ou outro modelo para a determinacdo das frequéncias naturais de uma viga com uma

determinada relacdo h£’ uma vez que pode-se optar pela utilizacio do modelo de Euler-
1

Bernoulli devido a sua menor complexidade se comparado ao modelo de Cisalhamento. Logo,
este desvio adotado € considerado pequeno, de modo que as frequéncias obtidas pelos mode-
los de Euler-Bernoulli e Cisalhamento sdao também consideradas iguais. Nao € adotado aqui

um desvio de 0%, devido ao comportamento assintotico das curvas dos desvios plotadas.

. L L . .
A partir de w =118 para a primeira frequéncia o desvio converge para o valor de
1

0,10% para a condi¢ao simplesmente apoiada, e para as condi¢des engastada-apoiada e engas-
L . .
tada-engastada, estes valores de — sdo de 117 e 131, respectivamente. Ja para a quarta fre-
1
quéncia, o desvio relativo entre os modelos estudados converge para 0,10% a partir de uma
~ L o ) .
relacdo — de 404, 411 e 421 para as condi¢des simplesmente apoiada, engastada-apoiada e
1
engastada-engastada, respectivamente. Nota-se ainda, que para frequéncias maiores o desvio
o . . L N . c
relativo é muito alto para baixas relagdes —, e diminui a2 medida em que € aumentada essa
1

relacdo, como observado no trabalho de Yildirim e Kiral (2000).

As tabela 6.5 e 6.6 mostram as frequéncias adimensionais obtidas para o Caso 2, para

as diferentes condicdes de apoio eléstico.

Ja as figuras de 6.7 a 6.12 ilustram o comportamento das frequéncias adimensionais

pra diferentes relagdes h£
1
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Tabela 6.5 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 2 — modelo de Euler-

Bernoulli.

Caso 2 - Modelo de Euler-Bernoulli

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 0,7334 3,0873 6,7628
CC 1,6832 4,8080 9,2201
FF 1,6917 4,8081 9,2180
CF 0,3561 1,7205 4,7891
CS 1,2178 3,8696 7,9688

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

Tabela 6.6 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 2 — modelo de Cisalhamento.

Caso 2 - Modelo de Cisalhamento

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 0,7296 3,0225 6,4592
CC 1,6727 4,6906 8,7620
FF 1,6810 4,6915 8,7596
CF 0,3564 1,7091 4,6708
CS 1,2117 3,7819 7,6000

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

E observada uma redugio nos valores das frequéncias naturais adimensionais do Caso
1 para o Caso 2. Isto reflete a influéncia da orientagdo das fibras sobre as frequéncias naturais,
ou seja, quando as fibras estdo orientadas a 0° a rigidez a flexao € maior do que quando as
fibras estdo orientadas a 90°, pois a 0° a resisténcia aos esforcos € devida principalmente as
fibras, ja a 90°, esta resisténcia é devida principalmente a matriz, a qual possui uma rigidez
inferior aquela apresentada pela fibra. Logo, quanto maior a rigidez, maiores os valores das

frequéncias naturais da viga. Isto mostra que € possivel a alteracdo da rigidez da estrutura sem
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alterar sua massa ou suas propriedades geométricas. Desta forma, pode-se optar pela sequén-

cia de empilhamento que melhor atender a solicitacdo exigida sobre a estrutura.

Caso 2 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.7 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga simplesmente apoiada.

Caso 2 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.8 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

simplesmente apoiada.
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Caso 2 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.9 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-apoiada.
Caso 2 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.10 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-apoiada.
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Caso 2 - Viga engastada-engastada

Frequéncia adimensional (wad)
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Figura 6.11 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-engastada.

Caso 2 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.12 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-engastada.
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Observa-se para o Caso 2, para as frequéncias fundamentais, que a partir de uma rela-

L . . . . .
cdo o igual a 34, 33 e 37, para as condi¢des simplesmente apoiada, engastada-apoiada e en-
1

gastada-engastada, respectivamente, o desvio relativo entre o modelo de Euler-Bernoulli e o
modelo de Cisalhamento converge para o valor de 0,10%. Para a quarta frequéncia, o desvio
L . . .
converge para 0,10% para uma relacio o igual a 137, 139 e 143, para as condig¢des citadas,
1
nesta ordem. Isso mostra que uma alteracdo de 90° na direcdo das fibras, por exemplo para a
condic@o simplesmente apoiada, do Caso 1 para o Caso 2, reduz em 71,19% o valor da rela-
L . . . .
cao w a partir da qual o desvio relativo entre os dois modelos converge para 0,10% para a
1

primeira frequéncia natural.

As tabelas 6.7 € 6.8 e as figuras de 6.13 a 6.18 mostram os resultados encontrados para

o Caso 3.

Tabela 6.7 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 3 — modelo de Euler-

Bernoulli.

Caso 3 - Modelo de Euler-Bernoulli

Condicao 1* Freq. 2% Freq. 3% Freq.
SS 1,5690 6,6055 14,4695
CcC 3,6013 10,2870 19,7270
FF 3,6196 10,2873 19,7226
CF 0,7620 3,6812 10,2467
CS 2,6057 8,2794 17,0499

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.



110

Tabela 6.8 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 3 — modelo de Cisalhamento.

Caso 3 - Modelo de Cisalhamento

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 1,5365 6,0796 12,2248
CC 3,5105 9,3439 16,3958
FF 3,5267 9,3517 16,3881
CF 0,7645 3,5820 9,2967
CS 2,5524 7,5699 14,3330

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

Para o Caso 3, os valores das frequéncias naturais obtidos permaneceram entre aqueles
encontrados para o Caso 1 e para o Caso 2, ou seja, foram maiores que para o Caso 2, e meno-
res que para o Caso 1, como jé era de se esperar, pois as fibras estando orientadas a +45° e a
-45°, fazem com que a rigidez da viga a flexdo tenha um valor intermediério entre aquelas
rigidezes encontradas para a orientagdo das fibras a 0° e a 90°. Para este Caso 3, boa parte da
resisténcia aos esforcos é devida a matriz e outra boa parte as fibras, fato este que justifica a

rigidez a flexdo intermedidria entre os demais casos.

Da mesma forma, observando-se os graficos das figuras 6.13 a 6.18, as frequéncias na-
turais adimensionais obtidas pelos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamento se aproximam
~ L . C .
para uma relacio — de 68, 68, e 76, respectivamente para as condicdes simplesmente apoia-
1
da, engastada-apoiada e engastada-engastada para a primeira frequéncia natural, de modo que
a partir desta relacdo, o desvio relativo entre estes dois modelos torna-se 0,10%. Para a quarta
a A . . . L .
frequéncia, a convergéncia do desvio relativo para 0,10% ocorre a partir de — igual a 233,
1

237 e 244 respectivamente para as condi¢des de apoio citadas.
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Caso 3 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.13 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga simplesmente apoiada.

Caso 3 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.14 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

simplesmente apoiada.
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Figura 6.15 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-apoiada.
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Figura 6.16 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-apoiada.
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Figura 6.17 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-engastada.
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Figura 6.18 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-engastada.
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6.2 FREQUENCIAS NATURAIS ADIMENSIONAIS DE UMA
VIGA COMPOSITA ESCALONADA EM TRES PARTES

Trabalha-se agora, com vigas escalonadas em trés partes, ou seja, com duas mudancgas

de secdes. Aqui novamente os comprimentos dos trechos escalonados sdo iguais, e para a ela-
~ - N N . o - . L

boragdo dos graficos da variacdo das frequéncias adimensionais em funcdo da relacdo —, o
1

valor da espessura foi mantido constante, e a varidvel foi o valor do comprimento total da

viga. As propriedades materiais e geométricas para esta viga estdo presentes nas tabelas 6.1 e
6.2.

As tabelas 6.9 e 6.10 apresentam os valores das trés primeiras frequéncias naturais
adimensionais para uma viga escalonada em trés partes e apoiada elasticamente nas extremi-
dades para o Caso 1. Nota-se uma elevacao nos valores das frequéncias adimensionais quando
a comparagao ¢ feita para o mesmo Caso da viga escalonada em duas partes. Embora o com-
primento total da viga escalonada em trés partes seja maior que o da escalonada em duas par-
tes, o primeiro trecho da viga teve a adi¢ao de duas camadas, fato este que elevou sua rigidez,

e como a frequéncia natural é uma funcao da rigidez, a mesma também se eleva.

Tabela 6.9 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do Caso 1 — modelo de Euler-

Bernoulli.

Caso 1 - Modelo de Euler-Bernoulli

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 3,2592 12,8186 30,0596
CC 7,2334 19,9006 40,5858
FF 7,9622 20,2010 40,5206
CF 1,6100 8,0629 20,2221
CS 5,3080 16,5328 34,8763

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.
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Ja as figuras de 6.19 a 6.24 mostram a variacdo das frequéncias adimensionais em fun-

~ ~ L . ) .
cdo da relacio —, bem como o desvio relativo entre os dois modelos estudados, para as con-

1

dicdes simplesmente apoiada e engastada-apoiada, ainda para o Caso 1.

Tabela 6.10 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 1 — modelo de Cisalhamen-

to.

Caso 1 - Modelo de Cisalhamento

Condigdo 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 3,0495 10,2529 19,8203
CC 6,6630 15,3545 25,9167
FF 7,3471 16,6919 25,8486
CF 1,6282 7,3811 15,6992
CS 4,9674 13,0994 22,6553

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.
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Figura 6.19 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga simplesmente apoiada.
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Caso 1 - Viga simplesmenta apoiada
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Figura 6.20 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

simplesmente apoiada.

Caso I - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.21 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-apoiada.
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Nota-se que a primeira frequéncia adimensional para os dois modelos se aproxima pa-

L . ) . .
ra uma relacdo — igual a 124, 124 e 139, respectivamente para as condi¢des simplesmente
1

apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada, e a partir desta relacdo, o desvio relativo
entre os modelos torna-se menor que 0,10%. J4 para a quarta frequéncia, o desvio relativo
) . L .
converge para 0,10% a partir de uma relacdo — de 417, 421 e 434, respectivamente para as
1

condi¢des simplesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada.

2 . . L . .
E observada ainda uma boa proximidade entre os valores de — obtidos para as dife-
1

rentes condi¢des de apoios, sendo que para as condicdes simplesmente apoiada e engastada

apoiada, os valores sdo mais préximos ainda.

Caso 1 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.22 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-apoiada.
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Caso 1 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.23 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-engastada.
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Figura 6.24 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-engastada.

Nas tabelas 6.11 e 6.12 sdo mostradas as quatro primeiras frequéncias naturais adi-

mensionais para o Caso 2, obtidas pelo modelo de Euler-Bernoulli e Cisalhamento, para dife-
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rentes condi¢des de apoios eldsticos. Ja as figuras de 6.25 a 6.30 mostram a variagcao das fre-

N . . - . L
quéncias adimensionais em fungdo da relacio —.
1

Tabela 6.11 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 2 — modelo de Euler-

Bernoulli.

Caso 2 - Modelo de Euler-Bernoulli

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 0,8414 3,3092 7,7600
CC 1,8673 5,1374 10,4774
FF 2,0555 5,2150 10,4605
CF 0,4156 2,0815 5,2204
CS 1,3703 4,2680 9,0035

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

Tabela 6.12 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 2 — modelo de Cisalhamen-

to.

Caso 2 - Modelo de Cisalhamento

Condigao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 0,8366 3,2372 7,3857
CC 1,8541 5,0056 9,9183
FF 2,0413 5,0840 9,9014
CF 0,4160 2,0662 5,0889
CS 1,3625 4,1713 8,5503

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.
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Figura 6.25 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga simplesmente apoiada.

Caso 2 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.26 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

simplesmente apoiada.
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Caso 2 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.27 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-apoiada.

Assim como para o Caso 1, as frequéncias adimensionais obtidas para o Caso 2, para a
viga escalonada em trés partes, sdo maiores que aquelas obtidas para o mesmo Caso para a
viga escalonada em duas partes. A razdo para isso € a mesma, a elevacdo da rigidez devida a
adicao de duas camadas ao primeiro trecho da viga. As frequéncias obtidas para o Caso 2 sao
menores que as do Caso 1, uma vez que no Caso 1 as fibras estdo orientadas a 0°, e durante a
flexdo a resisténcia aos esforcos € devida principalmente as fibras, enquanto que no Caso 2,
onde as fibras estdo orientadas a 90°, a resisténcia aos esforgos é devida principalmente a ma-

triz, o que diminui a rigidez, bem como as frequéncias naturais.

. L . .
Para o Caso 2, a partir de uma relagao P igual a 35, 35 e 40, respectivamente para as
1

condi¢des simplesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada, o desvio relativo
para a primeira frequéncia adimensional torna-se igual a 0,10%, e para a quarta frequéncia, o
) ) - L .
desvio relativo converge para o valor de 0,10% para uma relacdo de o igual a 142, 143 e
1

147, respectivamente para as condi¢des de apoio citadas.
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Caso 2 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.28 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-apoiada.

Caso 2 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.29 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-engastada.
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Caso 2 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.30 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-engastada.

As tabelas 6.13 e 6.14 mostram as frequéncias obtidas para o Caso 3. Enquanto que as
figuras de 6.31 a 6.36 mostram o comportamento da frequéncia adimensional em funcao da
~ L A . . )
relacdo —. Das tabelas, percebe-se que as frequéncias adimensionais para o Caso 3 tiveram
1
seus valores intermedidrios entre os Casos 1 e 2, assim como o ocorrido para a viga escalona-
da em duas partes. Pois uma vez as fibras estando orientadas a +45° e a -45°, a resisténcia aos
esforcos € devida tanto as fibras quanto a matriz durante a flexdo, como explicado para a viga

escalonada em duas partes.

Dos graficos nota-se que as frequéncias fundamentais para os dois modelos se aproxi-
) . L . . D
mam a partir de uma relacdo — igual a 72, 72 e 80, respectivamente para as condicdes sim-
1
plesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada, e a partir desta relagdo, o des-
. . o . . L .
vio relativo torna-se inferior a 0,10%. Para a quarta frequéncia, a relacdo w a partir da qual o
1
desvio relativo torna-se inferior a 0,10% ¢ de 241, 243 e 251, respectivamente para as condi-

cOes simplesmente apoiada, engastada-apoiada e engastada-engastada.



124

Tabela 6.13 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 3 — modelo de Euler-

Bernoulli.

Caso 3 - Modelo de Euler-Bernoulli

Condicao 1* Freq. 2% Freq. 3* Freq.
SS 1,8002 7,0802 16,6031
CC 3,9953 10,9918 22,4171
FF 4,3978 11,1578 22,3811
CF 0,8893 4,4535 11,1694
CS 2,9318 9,1317 19,2635

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

Tabela 6.14 — Trés primeiras frequéncias adimensionais do caso 3 — modelo de Cisalhamen-

to.

Caso 3 - Modelo de Cisalhamento

Condicao 1* Freq. 2* Freq. 3* Freq.
SS 1,7590 6,4981 13,8711
CC 3,8816 9,9377 18,4045
FF 4,2757 10,1114 18,3692
CF 0,8926 4,3204 10,1184
CS 2,8648 8,3510 15,9743

SS — simplesmente apoiada; CC — engastada nas duas extremidades; FF — livre-livre; CF —

engastada-livre; CS — engastada-apoiada.

Comparando-se os resultados obtidos para a viga escalonada em trés partes com os
. . . L . . N
obtidos para a viga escalonada em duas partes, as relacdes w a partir das quais as frequéncias
1
naturais fundamentais adimensionais obtidas pelos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalhamen-
to tém seus valores iguais, de acordo com os desvios relativos adotados, variam em fung¢ao

principalmente da disposicao das camadas do laminado, ou seja, essas relacdes sdo bem influ-
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enciadas pelo angulo de orientacdo das fibras das laminas. E por fim, € percebido que o com-

portamento da variacdo das frequéncias em funcao do indice de esbeltez € muito semelhante

para as vigas escalonadas em duas e em trés partes.

Caso 3 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.31 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga simplesmente apoiada.

Caso 3 - Viga simplesmente apoiada
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Figura 6.32 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

simplesmente apoiada.
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Caso 3 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.33 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-apoiada.

Caso 3 - Viga engastada-apoiada
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Figura 6.34 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-apoiada.
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Caso 3 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.35 - Quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga engastada-engastada.

Caso 3 - Viga engastada-engastada
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Figura 6.36 - Desvio relativo para as quatro primeiras frequéncias adimensionais - viga

engastada-engastada.



128

CAPITULO 7

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

7.1 CONCLUSOES

Foi apresentada uma metodologia para andlise dinamica de vigas compositas escalo-
nadas sobre apoios eldsticos. As frequéncias naturais dimensionais e adimensionais calculadas
foram obtidas de acordo com dois modelos dindmicos: o modelo de Euler-Bernoulli e o mo-
delo de Cisalhamento. Estes métodos utilizados eliminam a necessidade do uso de malhas na

solu¢d@o de problemas dinamicos.

A validagao dos resultados calculados foi efetiva. Para a condicao simplesmente apoi-
ada e para as condi¢des em que foram simulados casos com materiais isotrépicos, os desvios
foram os menores. Ja para as demais condicdes houve certo desvio entre os valores obtidos,
contudo alguns desses erros foram coerentes com os erros obtidos por outros autores com

relacao a mesma referéncia.

. . ~ A . L
O modelo de Euler -Bernoulli praticamente ndo sofreu a influéncia da relacio —, en-
1

quanto que os resultados obtidos pelo modelo de Cisalhamento variaram em funcdo dessa

relac@o. Para os casos aqui estudados, embora as frequéncias adimensionais de vigas escalo-
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. . - , . L .
nadas sejam diferentes em funcio do nimero de trechos, notou-se que a relagdao w a partir da
1

qual as frequéncias fundamentais adimensionais dos modelos de Euler-Bernoulli e Cisalha-
mento se aproximam depende também do esquema de laminacdo, ou seja, da orientagdo das

fibras de cada 1amina constituinte da viga.

) . L . . .
A maior relagdo — encontrada foi de 37 para o Caso 1, onde as fibras estdo orienta-
1

das a 0°, tanto para a viga escalonada em duas partes quanto para a viga escalonada em trés
., L .. . . o
partes. J4 o menor valor de — foi de 21 para o Caso 2, onde as fibras estdo orientadas a 90°,
1
para a viga escalonada em trés partes. A principal vantagem do conhecimento desses valores
diz respeito a tomada de decis@o de quando se utilizar um ou outro modelo, uma vez que sa-
bendo-se as condi¢des nas quais os dois modelos se apresentam equivalentes, pode-se optar
pela escolha do modelo de Euler-Bernoulli, uma vez que o mesmo é menos complexo que o

modelo de Cisalhamento.

Notou-se que com a adi¢do do efeito causado pelo cisalhamento ao modelo de Euler-
Bernoulli, os valores das frequéncias encontradas aproximaram-se mais dos valores reais.
Porém, o modelo de Cisalhamento precisa ser melhorado para os casos envolvendo materiais
compositos laminados. Para situa¢des nas quais nao se requer muito dos resultados, estes mo-
delos podem ser utilizados, porém, o modelo de Cisalhamento € o que se aproxima mais da

L
resposta real, dependendo da relacio —.
1

Para projetos envolvendo materiais compdsitos laminados, ndo se torna necessaria a
alterac@o dos valores de massa ou as propriedades geométricas da estrutura para obter a rigi-
dez necessdria para fornecer as frequéncias naturais esperadas, pois pode-se alterar a orienta-
cdo das fibras das 1aminas de modo a atingir os parametros requisitados pelo projeto. Assim,
mostrou-se neste trabalho a influéncia da orientagdo das fibras das camadas do laminado so-

bre as frequéncias naturais de uma viga composita.
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7.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

A partir do desenvolvimento matematico e das simulacdes realizadas neste trabalho,
futuramente poderiam ser alteradas as posicdes dos suportes eldsticos ao longo da viga, pode-
ria ser adicionado o efeito do amortecimento sobre a estrutura, e ainda, pode ser realizada a

simulacdo de forcas externas aplicadas sobre a viga.

Uma boa tentativa para se melhorarem os resultados, seria adicionar ao modelo de Ci-
salhamento o efeito da inércia de rotacdo também, o que € conhecido como Teoria de Timo-
shenko, ou se estudarem outros modelos mateméticos que se mostraram mais eficientes de

acordo com a literatura, entre eles a Teoria de Cisalhamento de Alta Ordem.

Uma outra proposta € realizar um estudo dindmico envolvendo vigas de secdes geomé-
tricas complexas, como vigas de se¢des circulares, ou vigas de se¢des retangulares com dife-
rentes funcdes de escalonamentos, ou seja, com mudangas ndo bruscas nos escalonamentos
(vigas "Drop-off"), devido a sua aplicacdo nas industrias, € ainda o estudo de laminados ndo-

simétricos.

Por fim, poderia-se também determinar as vérias propriedades do laminado experi-
mentalmente, de acordo com a normas e regras vigentes. Assim, seria possivel um estudo da
influéncia das propriedades obtidas experimentalmente e teoricamente sobre as frequéncias

naturais.
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APENDICE A

MODELO DE VIGA COMPOSITA LAMINADA UNI-
FORME DE EULER-BERNOULLI

A teoria da viga de Euler-Bernoulli dita que somente a flexdo pura € considerada, sen-
do que a deformacdo causada pela distor¢do devida ao cisalhamento e o efeito da inércia de
rotacdo sobre a viga sdo desprezados. Este modelo aplica-se a vigas esbeltas, ou seja, vigas

nas quais o comprimento é muito maior que as dimensdes da drea transversal (base e altura).

A.1 EQUACIONAMENTO DO MODELO DE VIGA COMPOSI-
TA DE EULER-BERNOULLI

Nesta secao € apresentado o desenvolvimento analitico do modelo de viga de Euler-
Bernoulli aplicado a uma viga compdsita laminada uniforme, onde admite-se a ocorréncia de

vibragdes livres e auséncia de amortecimento nos apoios.

Para o desenvolvimento do modelo, algumas consideracdes devem ser levadas em

conta, sdo elas:
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¢ As laminas sdo perfeitamente unidas, de modo que nao haja deslocamentos relativos
entre as mesmas e a espessura da matriz (resina) presente entre uma lamina e outra é
considerada muito pequena, de modo que possa ser desprezada;

e Apds a ocorréncia da flexao, as secdes planas da viga permanecem planas e normais a
linha neutra;

e O valor do comprimento da viga é bem maior do que o valor das outras dimensdes
L L
(—>100u —>10);
b h

¢ Qs deslocamentos verticais, eixo z, de todos os pontos de uma se¢do transversal sdo
pequenos;

¢ O deslocamento lateral segundo o eixo y € nulo;

e A inércia de rotacdo € desprezivel,

e A viga é considerada na auséncia de carregamento axial;

e O coeficiente de Poisson nao € considerado;

e Naio sdo consideradas as forcas dissipativas.

Na figura A.1 € ilustrada uma viga laminada engastada com vibragdo na direcdo do ei-
xo z. Na viga de Euler-Bernoulli, a vibracdo na direcdo do eixo z é geralmente chamada de

vibragao transversal ou vibracdo flexional. A viga em questdo possui secdo retangular A(x),

dada em m?, base b (m), altura /& (m) e comprimento L (m). O deslocamento vertical em uma
secdo transversal de abscissa x em um tempo ¢, é representado por w. Também sao mostrados

os momentos e forcas atuantes sobre um diferencial de viga de comprimento dx.

Considera-se inicialmente que a viga possui carregamento vertical na dire¢do z. Devi-
do ao fato de uma viga ser esbelta (b<<L), as tensdes sdo ignoradas na direcao y, o que impli-
ca que os efeitos do coeficiente de Poisson podem ser ignorados também. Assim sendo, nao
ha nenhuma dependéncia da dire¢do y sobre qualquer quantidade envolvida no conjunto das
equacgdes governantes mostradas Capitulo 2. Logo, da equacdo (2.53), chega-se a seguinte

equacao:
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Nx All Bll gx
= ‘ (A.1)
Mx Bll Dll kx
E da equacgdo (2.54), quando o cisalhamento for considerado:

0 =2A.¢

XZ

(A.2)

Se a viga for simétrica em relag@o ao seu plano central ( B; =0), entdo o momento fle-

tor da viga, M (x,t), é dado como:

9 w(x,1)

M (x,t) =b(x)D,,(x) >
ox

(A.3)
com M (x,t) momento fletor (Nm), D,, termo da matriz de rigidez a flexdo (Nm) definido
pela equacgdo (2.52), b(x) base da viga (m) e w(x,t) deflexdo ao longo do eixo z (m). O pro-
duto expresso por b(x)D,,(x)diz respeito a rigidez flexural para vigas compositas de se¢do

retangular, ao invés de EI(x) usada para materiais isotrépicos, com / momento de inércia de

drea (m") e E médulo de elasticidade do material (Pa)-

Figura A.1 — Modelo de uma viga continua laminada de Euler-Bernoulli.
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M(x.1)

V(x.t)

Figura A.2 — Elemento infinitesimal de um modelo de viga compésita laminada de Euler-
Bernoulli.
Através da 2° Lei de Newton aplicada ao elemento infinitesimal do modelo de viga

laminada de Euler-Bernoulli, obtém-se o seguinte somatdrio de forcas na dire¢do z .

2
S =am 2D (A4)

9°w(x,1)

V(x+dx,t)=V(x,t)+q(x,t)dx = dma—2
t

(A.5)
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oV (x,1) 9 w(x,1)

or’

(A.6)

(V(x,t) + dxj =V (x,t)+q(x,t)dx = pA(x)dx

sendo V' (x,t) forca cortante (N), p a massa especifica (kg/m3), A(x) drea da secdo transversal

(m?) e g(x,t) aforga distribuida por unidade de comprimento (N/m).

Fazendo-se agora o somatério de momentos igual a zero, uma vez que nao € conside-

rada a inércia de rotacdo:

M (x+dx,t)— M (x,1) + (q(x,t)dx)d—zx+ V(x+dx,t)dx=0 (A7)
M+ D e ven+ q(x,t)d%+(V(x,t) L IVeeD) dxjdx =0 (A8
(M + V(x,t)jdx + (av(“ ) 4lnt )j(dx)z =0 (A.9)

ox ox 2

Desprezando-se o termo diferencial de ordem superior (dx”= 0) para o momento, tem-

Se:

oM (x,t)

V(x,t)=— P

(A.10)

Isso mostra que a forga cortante é proporcional a derivada do momento fletor em rela-

cdo a x . A substituicdo da equagdo (A.10) na equacio (A.6) produz:

B 0°M (x,1)
ox*

9°w(x,1)

dx+q(x,t)dx = pA(x)dx 5
t

(A.11)

A substituicdo adicional da equag@o (A.3) na equacdo (A.11), e ainda dividindo-se to-

da a equacdo por dx, leva a:
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o°w(x,t) 9°
2 + 2
ot ox

9*w(x,t)
ox’

PA() (b(x)Dlxx) ]zq(x,r) (A.12)

Se nenhuma forca externa for aplicada, ou seja, g(x,r)=0, b(x)D,,(x) e A(x) sdo
admitidos constantes ao longo da viga, a equacdo (A.12) simplifica-se de modo que a

vibragdo livre é governada por:

9 w(x,1) Ll o' w(x,1) 0.

= |[—— A.13
PYE o’ R AP (A.15)

sendo ¢ a velocidade de propagacdo da onda no meio sélido (m/s).

Como a equacdo governante da vibracdo livre do modelo de Euler-Bernoulli ¢ uma
equacdo diferencial de quarta ordem, sdo necessarias quatro condi¢des de contorno de modo
que se consiga determinar a sua solug¢do. A presenca das derivadas temporais de segunda or-
dem requer que sejam especificadas duas condi¢des iniciais, uma para a deflex@o e outra para

a inclinacgdo.

As condi¢des de contorno necessdrias para resolver a equacao (A.13) no contexto de

uma solucdo por separacdo de varidveis sdo obtidas considerando-se a deflexdo w(x,?), a de-
rivada da deflexdo ow(x,t)/dx, o momento fletor bD,, d°w(x,t)/dx”, e a forca cortante

bD,,0°w(x,t)/0x> em cada extremidade da viga, isto é, aplicando as devidas condigdes de

contorno.

As equagdes de (A.14) a (A.21) sdo as condicdes de contorno cldssicas para cada ex-

tremidade: livre, engastada, apoiada e deslizante.

Se uma viga em vibragdo transversal € livre em uma extremidade, as condi¢des de

contorno para a forga cortante € o momento fletor devem ser nulos.

9% w(x,1)

M()C,f) :bDnax—z

=0 (momento fletor) (A.14)
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2
Vix,z) = %(bDM aS}T(f’t)j =0 (forga cortante) (A.15)

Se, por outro lado, a extremidade da viga for engastada, a condi¢do de contorno impde

que a deflexdo e a inclinagdo devem ser nulas nesse extremo.

w(x,)=0 (deflexio) (A.16)
awéx, o (inclinagio) (A.17)
X

Ja em uma extremidade simplesmente apoiada, a deflexdo e o momento de flexdo sao

nulos.

w(x,1)=0 (deflexdo) (A.18)
2
M (x,t) =bD,, ag/—(f’t) =0 (momento fletor) (A.19)
X

E por fim, em um apoio deslizante, a inclinag¢do e a forca cortante sdo nulos.

aw(x,t) =0 (inclinagdo) (A.20)
ox
2
V(x,z) = %(bD“ agT(f’t)J =0 (forca cortante) (A21)

Pode haver outras condi¢des ndo cldssicas de contorno, sendo que a equacdo de mo-
vimento para essas condi¢des sdo determinadas em funcao de balangos de for¢cas e de momen-

tos.
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Além das quatro condi¢des de contorno, a solugao da equagdo (A.13), para a vibracdo

livre, s6 pode ser determinada se duas condig¢des iniciais forem especificadas.

dw(x,t)| :dwo(x)
d |, dt

wlxt) oy =w,(x) (A.22)

Considerando que ¢ =0 ¢ o tempo inicial. Sabe-se que w, (x) e dw, (x)/dt ndo podem

ser ambos nulos, ou ndo haveria movimento resultante.

A solu¢do da equacdo (A.13) sujeita a quatro condicdes de contorno e duas condig¢des
iniciais seguem os passos convencionais usados nos problemas de contorno e de valor inicial,
ou seja, sdo usadas para se obter um sistema de equacgdes que determinam as constantes da
solucdo geral. Para o desenvolvimento da soluc@o da equacgdo (A.13), serd admitida a possibi-

lidade de se escrever a solucdo na forma de separagdo de varidveis como na equagao (A.23).
w(x,t) =X (x)T(z) (A.23)
Substituindo a equagado (A.23) na equacgao (A.13), obtém-se:

Czd4X(x) 1 :_dzT(t) 1 _
dx* X (x) dt> T(@)

(A.24)

A escolha da constante de separagio, @’ , é feita de modo que a equagdo temporal te-

nha solu¢@o harmonica e que @ seja a frequéncia natural angular da viga em estudo.

Tomando o lado direito da equacdo (A.24), referente a parte temporal, vem:

d’T(t)

t2

+@’T()=0 (A.25)
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Assumindo-se para esta equagio uma solucio do tipo T'(f) = Ce”, a sua solucdo é dada

entdao na forma:

T(r) = D cos(ar — 6) (A.26)

As constantes D e 6 sdo determinadas usando-se as condi¢des iniciais especificadas e

posteriormente combinando-as com a solugdo da equacdo em x.

A equagdo espacial surge do rearranjo da equacgdo (A.24), o que leva a:

4 2
de")—(Qj X(x)=0 (A.27)
dx c
Definindo:
2 2
s @O pAw
=__ = A.28
F ==t (A28)

sendo f a frequéncia natural dimensional (m ™).
Assumindo para equacgdo (A.27) uma solu¢do na forma:
w(x,t)=Ce™ (A.29)
vem
(a* = g*)Ce™ =0 (A.30)

Como Ce™ #0 paratodo x,entdo:

( ‘- B)=0 (A31)
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Chega-se entdo a uma equacao polinomial de quarto grau cuja solugao é:

a,=1pf ea,, =tif (A.32)

A solucdo espacial da equagdo (A.27) é:

X(x)=Ce™ +C,e™™ +Cie™ +C,e™ (A.33)

Aplicando as relagdes de Euler, equacdes (A.34) a (A.37), na equacdo (A.33), tem-se a
equacao (A.38).

e = cos(fx) +isen( Br) (A.34)

e ™ = cos(Bx) —isen(Bx) (A.35)

e™ = cosh(fBx) + senh(Bx) (A.36)

e P = cosh(Bx) — isen(Bx) (A.37)

X (x) = B, sin(fx) + B, cos(fx) + B, sinh(Bx)+ B, cosh(/x) (A.38)

A equacdo (A.38) representa o modo de vibragdo da viga em estudo, tal que para cada

frequéncia natural, a viga possuird uma forma diferente de vibragao.

Com a aplicacdo das condicdes de contorno na viga a ser modelada obtém-se um sis-
tema de equagdes lineares, equagio (A.39), que é funcdo de B e {b}. Devido o sistema linear
ser homogéneo, existe uma combinacdo linear entre suas equacdes, de modo que o valor de
uma das constantes que compde o vetor {b}= [B1 B, B, B, ]T pode ter o seu valor arbi-

trado.
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[H(B)Kp} = {0} (A.39)

A matriz [H ] é a matriz dos coeficientes e {b} é o vetor de incégnitas. Para que o sis-
tema tenha solucio ndo trivial é necessario que {b}# {0}, o que implica que o determinante da

matriz [H ] seja igual a zero, equacdo (A.41).

A matriz [H ] serd uma func¢io de pL, entdo pode-se fazer a adimensionaliza¢do da

frequéncia natural, da seguinte maneira:

A

B=pL (A.40)

E os valores dessa frequéncia sdo determinados por:

det@H( EJD ~0 (A41)

sendo entdo [ a frequéncia natural adimensional, S a frequéncia natural dimensional (m™)

e L o comprimento total da viga (m).

Com a aplicagdo de S na equagdo (A.28), obtém-se a frequéncia angular (rad/s), e

consequentemente, a frequéncia natural em Hz, obtida por (A.42).

f=— (A.42)
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APENDICE B

MODELO DE VIGA UNIFORME COMPOSITA LAMI-
NADA DE CISALHAMENTO

O modelo de Cisalhamento adiciona ao modelo de Euler-Bernoulli o efeito da distor-
cdo causada pelo cisalhamento, porém ndo leva em conta o efeito da inércia de rotagdo. A
inclusdo do efeito do cisalhamento sobre a andlise do comportamento dindmico de uma viga
proporciona uma melhora considerdvel nos resultados, de modo que estes se aproximem de

forma significativa do valor real (Almeida, 2012).

B.1 EQUACIONAMENTO DO MODELO DE VIGA LAMINADA
DE CISALHAMENTO

Na figura B.1, € ilustrado um elemento infinitesimal de um modelo de viga de cisa-
lhamento. Para o desenvolvimento de todo o equacionamento analitico deste modelo, deve-se

levar em conta as seguintes consideragdes:

e Assim como no modelo de Euler-Bernoulli, as 1aminas sdo consideradas perfeitamente

unidas, de modo que ndo haja deslocamentos relativos entre uma lamina e outra, e
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também a espessura da resina entre uma lamina e outra é muita pequena de modo que
pode ser desprezada;

e Apods a deformacdo devida a flexdo da viga, suas secdes planas continuam planas a li-
nha neutra, mas ndo necessariamente perpendiculares a esta linha, pois existe um giro
adicional na secao devido a distor¢@o causada pelo cisalhamento;

¢ O valor do comprimento da viga € maior do que o valor das outras dimensdes;

e Qs deslocamentos verticais, eixo z, de todos os pontos de uma secdo transversal sdo
pequenos;

® O deslocamento lateral segundo o eixo y € nulo;

¢ A inércia de rotagdo € desconsiderada;

® A viga é considerada ndo ter carregamento axial;

e O coeficiente de Poisson nio ¢é considerado;

e Naio sdo consideradas as forcas dissipativas.

v

éwlx, 1) M

gl

Wi, z)
MGt onfed) M(xpy+ ZEED g

g(x,z)

V(x,1)+ de
&x

___ pA(x)dx

&t w(x.t
V(x.1) #
|
|
x x+dx

Figura B.1 — Elemento infinitesimal de um modelo de viga compdsita de Cisalhamento.
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O momento fletor, M (x,t) e o esfor¢o cortante, V(x,7) sdo apresentados nas equagdes

(B.1) e (B.6), respectivamente, sendo que a for¢a cortante por unidade de comprimento é dada

pela equacgdo (A.2):
M () = b D, (1 5D ®.1)
ox
V(x,0) =b(x)Q, (B.2)
Substituindo (A.2) em (B.2), vem:
V(x,1) =2b(x)AsE,, (B.3)
como
_7
£.=3 (B.4)
e
y= awéx’t) —y () (B.5)
X
logo
V(1) =k b(x) A (x)(ang’” - v/<x,t>j (B.6)
X

sendo M (x,t) é o momento fletor (Nm), b(x) € o valor da base da viga (m), D,, é o termo da
matriz de rigidez a flexdo (N.m), Ay € o coeficiente de cisalhamento (N/m), ¥(x,t) rotagdo
da secdo transversal, V(x,t) esforgo cortante (N), k_ fator numérico que depende da forma da

secdo transversal no cisalhamento, A(x) drea da secdo transversal (mz), e w(x,t) deflexdo ao

longo do eixo z (m).
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Aplicando-se a 2* Lei de Newton ao elemento infinitesimal do modelo de viga de Ci-

salhamento, obtém-se o seguinte somatério de forgas na direcdo z:

SF = dm 250 (B.7)

ot
Vet du,t) =V (x,0) +q(x,t)dx = dmaw—(f”) (B.8)
(V(x,t) + oV (x,1) dxj —Vx,t)+q(x,t)dx = pA(x)dxaw—(f’t) (B.9)

sendo p a massa especifica (kg/m’) e g(x,t) a forca distribuida por unidade de comprimento

(N/m).

Simplificando a equacdo (B.9), temos:

2
(av(“ ) dxj +q.ndx = pA)dx BN (B.10)
ox ot
Fazendo a substitui¢do da equacao (B.6) na equacgdo (B.10), temos:
2
k, i(bu)Ass(x) s t)jdx 2 (b0 Ay )+ g ) = pA e 225D g 11
ox ox ox ot

Partindo-se agora para o somatério de momentos igual a zero, uma vez que é descon-

siderada a inércia de rotacdo:

M (x+dx,t)— M (x,1) + (q(x,t)a’x)d—zx +V(x+dx,n)dx=0 (B.12)
M(x,t)+mdx—M(x,t)+q(x,t)d%+(V(x,t)+dejdx =0 (B.13)
X X
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(—aM(x’ D v, t)jdx+ (av(“) 4 q(“)jdx2 =0 (B.14)
ox ox 2

Desprezando-se o termo diferencial de ordem superior (dx” = 0) para o momento, tem-

Se:

_OM (x,1)

Vix,t) = ™

(B.15)

Mais uma vez € mostrado que a for¢a cortante € proporcional a derivada do momento
fletor em relacdo a x. A substituicao da expressdo do momento fletor equacao (B.1) e do es-

forco cortante equagdo (B.6) na equagdo (B.15), admitindo b(x)D,,(x) constantes ao longo da

viga, leva a:

2
aW(X,t) dx—kaAssl//(X,t)dx+bD11mdxzo (B16)

bk_A
c“ 755 ax2

Derivando-se inicialmente a equagdo (B.16), fazendo o acoplamento deste resultado
com a equacgdo (B.11), depois derivando-se mais duas vezes o resultado da primeira derivada
e fazendo as manipula¢des matemdticas necessarias bem como as devidas substituicdes che-

ga-se a equacao (B.17):

bD,, a4w(x,t)+82w(x,t)_ D,, 9*w(x,1)
PA  ox' ot’ k Ay, ox*ot’

+q(x,t)=0 B.17)

Chamando-se de u a relagdo entre A, e D,, e considerando-se que nenhuma forga
externa € aplicada, ou seja, g(x,t) =0, a equagdo (B.17) simplifica-se de modo que a vibracao

livre do modelo de Cisalhamento é governada por:

2 4 4
0 w(;c,t)_i_cza W(f,f)_ 19 v1/2(x,2t) -0, c= bb,, (B.17)
ot ox k .y ox“ot PA

Onde ¢ ¢ a velocidade de propagacdo da onda no meio sélido (m/s).
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Assim como no Apéndice A aqui serd admitida a possibilidade de se escrever a solu-
cdo da equacdo (B.18) na forma de separacdo de varidveis. Para isso substitui-se a equacdo

(A.25) na equacgao (B.18) e obtém-se:

d*X (x) d*T(1)
¢ ded __ d (B.19)
X L EX@ T T0)
ku dx’

A escolha da constante de separacio, @’ , da equacdo (B.19) é feita de maneira que a

equacdo temporal tenha solu¢do harmonica e que @ seja a frequéncia natural angular.

Tomando o lado direito da equagdo (B.19), equacgdo temporal, vem:

d’T(t)

t2

+@’T(t)=0 (B.20)

A solucdo para a equacao (B.20) € dada na forma:
T(t) = Dcos(ar — 0) (B.21)

As constantes D e 6 sdo determinadas usando-se as condi¢des iniciais especificadas
no Apéndice A, equacdo (A.22), e posteriormente combinando-as com a solu¢do da equacdo

€m x.

A equagdo espacial surge do rearranjo da equacgdo (B.19), tomando-se o lado esquerdo

da mesma, o que leva a:

d*X (x)

¢ dIX4dZX - (B.22)
X(x)— (x)

k. o dx’
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d*X (x) J{QJZL_‘IZX(X) —(QJZX(X) =0 (B.23)
dx* c) kyu dx’ c .

Fazendo-se a seguinte defini¢do:

B =2 = (B.24)

sendo A a frequéncia natural dimensional (m ™).
Aplicando-se agora a equagdo (B.24), na equacao (B.23), vem:

1 d*’X(x)

d*X(x)
+
k. o dx’

7 -B'X(x)=0 (B.25)
dx

ﬁ4

Assumindo para equagdo (B.25) uma solu¢do dada pela equagdo (A.29), tem-se:
(a4+ﬂ4ia2—ﬁ4j0e“ =0 (B.26)
k.u
Uma vez que Ce™ # (0 paratodo x, entdo:

(a%/i”iaz—ﬁ“j:o (B.27)
k.

c

A equagdo (B.27) tem uma solucdo polinomial do quarto grau a saber:

a,, = +/-K! ==%iK, e a,, =tK; =%K, (B.28)

Definindo-se:
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1 1Y 1 1Y
,B4+\/(j B +4p° —,B4+\/(j B +4p5*
k k k k
K= oA oA e K; = s 2"” (B.29)

2

A solucdo espacial € dada entdo pela seguinte equacao:

X(x)=Ce™ +C,e™ +Cie*>* +C,e™ (B.30)

Aplicando as relagdes de Euler, equagdes (A.34) a (A.37), na equagdo (B.30), chega-se

X (x)=B;sinK,x+ B, cosK ,x+ B;sinhK,x+ B, coshK,x (B.31)

Assim como no Apéndice A, aplicam-se a equacao (B.31) as condi¢des de contorno da
viga e chega-se a um sistema de equagdes lineares, equacao (A.39), a partir da qual sdo en-
contradas as frequéncias naturais. Novamente atribui-se um valor a uma das constantes, devi-
do ao fato de ser um sistema de equagdes linearmente dependentes. De posse das frequéncias
adimensionais, chega-se ao valor das frequéncias angulares (rad/s), equacao (B.24), e das fre-

quéncias naturais em Hz, equacdo (A.42).



APENDICE C

INSTRUMENTACAO

> Vibrometro

Descricao: Vibrometro OMETRON

Modelo: VQ-500-D

Faixa de frequéncia: 0,5 Hz a 22 kHz

Faixa de medi¢ao: 20 mm/s, 100 mm/s e 500 mm/s
Melhor resolucao: 0,02 pm/s/(HzO’S)

Fotografia C.1 — Vista frontal do vibrometro laser.
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> Analisador de sinais

Descricao: Analisador de sinais - SRS (Stanford Research Systems)
Modelo: SR 780

Largura de banda: 102,4 kHz

Gama Dinamica: 90 dB

Fotografia C.2 — Vista frontal do analisador de sinais.

» Paquimetro digital

Descricdo: Paquimetro digital - DIGIMESS
Modelo: 100.178 BL
Resolugdo: 0,01 mm

Capacidade: 200 mm

Fotografia C.3 — Paquimetro utilizado.
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» MaAquina de corte

Descrig¢do: Maquina de corte Norton
Modelo: Clipper TR 201E
Poténcia: 900 W

Fotografia C.4 - Mdquina de corte utilizada.

> Manta térmica

Descricdo: Manta térmica HIGHERFLEX

Material: Silicone
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Fotografia C.5 - Manta térmica utilizada.

» Controlador de tempo e temperatura

Descricao: Controlador de tempo e temperatura Tholz
Modelo: Tholz MVL

Sensor de temperatura configurdvel

Fotografia C.6 — Controlador de tempo e temperatura.
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> Bomba de vacuo

Descrigao:

¢ Bomba de vicuo:
v" Modelo: Bush R5
v Tipo: KB 0016 E 3Z0
v’ Pressdo: 2 mbar

* Motor:
v" Motor Atas
v Poténcia: 880 W

e (Cilindro:

v’ Cilindro Fibermagq Composites

Fotografia C.7 — Bomba de vacuo.



