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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar o Problema Foco Centro para alguns sistemas de
equacoes diferenciais definidos por campos vetoriais quadraticos em R? e R?. Demons-
tramos o teorema de Bautin e para sistemas em R? estudamos o problema usando as

superficies algébricas invariantes e miltiplos de Jacobi inverso.

Palavras—chave: Campos quadraticos planares, problema foco centro, Bautin, Campos

uadraticos em R3. superficies algébricas invariantes, multiplos de Jacobi inverso.
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Abstract

The objective of this dissertation is the study of the Center Focus Problem for some
systems defined by quadratic vector fields in R? and R3. We prove the Bautin Theorem
and for system in R? we study the problem by using invariant algebraic surfaces and inverse

Jacobi multipliers.

Keywords: Planar quadratic vector fields, center focus problem, Bautin, quadratic vec-

tor fields in R3, invariant algebraic surface, inverse Jacobi multipliers.
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Capitulo 1

Introducao

O problema foco centro é um dos problemas mais famosos da teoria qualitativa das equa-
¢oes diferenciais ordinarias (EDOs). Para uma equagao diferencial ' = f(u) em R? com
um ponto de equilibrio isolado na origem, f(0) = 0, e a parte linear Df(0) com dois
autovalores imaginarios puros, o problema foco centro (nao degenerado) é simplesmente
dar condigoes sobre f(u) para distinguir se a origem é um foco ou um centro.

Embora date do fim do século XIX, este problema é totalmente resolvido somente para
sistemas lineares e quadraticos devido as contribuicoes sucessivas de H. Dulac [9], W.
Kapteyn [15], N. Bautin [1], e outros. Em 1939, usando a forma normal de Kapteyn, N.
Bautin conseguiu exibir explicitamente um nimero finito de condi¢oes algébricas necessa-
rias e suficientes para que o ponto de equilibrio seja um centro de um sistema quadratico
planar.

Calculos relativamente simples mostram que, quando a linearizacao do sistema em um
ponto de equilibrio tem autovalores com partes reais e as partes imaginarias diferentes
de zero, o ponto de equilibrio é um foco (atrator ou repulsor). Se, no entanto, as partes
reais dos autovalores sao iguais a zero, entao a estabilidade do ponto de equilibrio depende
dos termos nao-lineares de uma forma nao trivial. Um método geral, devido a Poincaré
e Lyapunov reduz o problema foco—centro ao de resolver um sistema infinito de equacgoes
polinomiais. Ou seja, o problema foco centro é reduzido ao problema de encontrar a
variedade do ideal gerado por uma colecao de polinomios, chamado de quantidades focais

(mor) do sistema. A variedade assim definida no espago de coeficientes é chamada de



variedade central de Bautin. Segue do teorema da base de Hilbert que todo ideal polinomial
é gerado por um niuimero finito de polindmios. Desta forma, deve existir um k£ € IN tal que
o ideal de Bautin, B = (ny, 14, . . .), satisfaca B = By, = (92, N4, . . ., M2x). Assim, o problema
foco centro estard resolvido se encontrarmos um nimero k tal que B = By. Na prética,
encontrar um tal ntimero k£ é muito dificil. Por outro lado, como estamos interessados
apenas na variedade do ideal, nao no proprio ideal e conhecendo o seguinte resultado: Se
I e J sao ideais em Clxy, ..., zy,), entao V(I) =V (J) se, e somente se, seus ideais radicais
8G0 1guais, ou Seja, VI=+1J. Entao, é suficiente encontrar um ntimero k tal que o radical
de B seja igual ao radical de Bj.

Um segundo problema, chamado problema da ciclicidade, é estimar o nimero de ciclos
limites, isto é, solugoes periodicas isoladas, que podem bifurcar de um centro ou um foco
quando os coeficientes do sistema de equacoes diferenciais sao perturbados por valores
arbitrariamente pequenos. Este problema é uma parte do ainda nao resolvido 16° Pro-
blema de Hilbert. A fim de encontrarmos um limite superior para a ciclicidade de um
centro ou foco em um sistema polinomial é suficiente obtermos uma base para o ideal das
quantidades focais acima mencionado. Assim, o estudo desses dois problemas famosos na
teoria qualitativa das equacoes diferenciais podem ser estudados por meio do estudo de
ideais polinomiais, isto é, através do estudo de um objeto de algebra comutativa.

Ao contrario do caso planar, pouco se sabe sobre as condi¢oes de centro em dimensoes
maiores que dois. Em particular, para sistemas diferenciais analiticos em R?, o problema
foco centro ¢ um problema ainda em aberto, exceto para alguns casos especificos. Mais

precisamente, dado um sistema analitico de equacoes diferencias em R3

%= f(x) (L1)

emquex = (z,y,2) e f: U C R* — R3, suponha, sem perda de generalidade, que a origem
(0,0,0) seja um ponto singular isolado. Além disso, suponha que a matriz Jacobiana
calculada na origem tenha um autovalor real nao nulo e um par de autovalores complexos
conjugados com partes reais nulas. O problema foco—centro em R? é, sob estas hipoteses,
decidir se todas as orbitas sobre a variedade central local na origem sao periodicas, caso
contrario a origem é um foco. Lembrando que a variedade central na origem do sistema

(1.1), denotada por W€, é uma superficie invariante que é tangente ao auto espaco gerado



pelos autovalores imaginérios puros e contém todo o comportamento recorrente do sistema
(1.1) numa vizinhanga da origem em R3.

Nesta dissertacao apresentamos duas formas de solucao para este problema: a primeira
é o classico Teorema de Poincaré-Lyapunov o qual ¢ dado em termos de uma integral
primeira, a outra solucao é dada em termos de miltiplos de Jacobi inverso e pode ser vista
como um resultado analogo em R? ao critério de Reeb no plano.

Para uma visao completa desta dissertacao, os capitulos subsequentes encontram-se
assim organizados:

v CAPITULO 2: Apresentaremos neste capitulo um breve resumo da Teoria Quali-
tativa dos Sistemas Diferenciais, auxiliando-nos na compreensao do problema foco centro
que sera também introduzido no capitulo seguinte.

v CAPITULO 3: Neste capitulo apresentaremos o problema foco—centro em R? que
¢ um dos mais importantes da Teoria Qualitativa. Daremos algumas ferramentas para
auxiliar na compreensao deste problema tais como os coeficientes de Lyapunov, as curvas
algébricas invariantes e a teoria de integrabilidade de Darboux. Em seguida apresentare-
mos a prova, utilizando as bases de Groebner, do famoso teorema de Bautin, enunciado
da seguinte forma

Teorema. O sistema de Bautin

¥ = Mx—y— A3x% + (2 + Xs)zy + A6y,
Y =My + x4+ Ar? + (203 + Ai)zy — Aoy,

(1.2)

com A\y = 0, tem a origem como um centro se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes

¢ satisfeita:
i) Ay =0eX;=0;
ii) Ao =0 ¢ X5 =0;
iii) A3 = Ag;
iv) As = A +5(A3 — Xg) = A3hg — A3 — 22 = 0.

Finalizaremos este capitulo com um resultado sobre a ciclicidade para campos qua-

dréaticos planares e alguns exemplos. Este resultado serd apresentado neste capitulo da



seguinte forma: Se um campo quadratico planar possui um ponto de equilibrio na origem
do tipo foco ou centro, entao fazendo pequenas variagoes dos seus coeficientes o campo
pode produzir nao mais do que trés ciclos limites em uma vizinhanca deste ponto.

v CAPITULO 4: Inicialmente estudaremos os pontos de Hopf e definiremos o pro-
blema foco—centro sobre uma variedade central. A partir dai iremos apresentar algumas
propriedades dos multiplos Jacobi inverso essenciais para enunciarmos e demonstrarmos
uma versao do critério de Reeb (R?) dada em termos de um miltiplo Jacobi inverso em R3.
Ao final deste capitulo, aplicaremos esta teoria para estudarmos a estabilidade dos pontos
de equilibrio em trés sistemas de equacgoes diferenciais, a saber: Sistema de Moon-Rand,

sistema de L e sistema de Lorenz.



Capitulo 2

Teoria Qualitativa das Equacoes

Diferenciais

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados fundamentais da Teoria Qua-
litativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias, que serao utilizados no decorrer desta dis-

sertacao. Para um desenvolvimento mais amplo destes assuntos, recomendamos o livro

23],

2.1 Campos vetoriais e fluxos

Seja U um subconjunto aberto do espaco euclidiano R".

Definicao 2.1.1. Um campo vetorial de classe C", r > 1, em U € uma aplicagao

X U — R" de classe C".

Definicao 2.1.2. O sistema
,  dx
St

¢ chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores X. As solugoes

¥ =X(x) x (2.1)

desta equagao, isto €, as aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U (I C R) tais que

#(0) = %) = X (o(1)

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X .



Figura 2.1: Trajetorias do campo X.

Definigao 2.1.3. Um ponto p € X € chamado de ponto de equilibrio ou singularidade
de X se X(p) =0 e ponto regular de X se X(p) # 0.

Definicao 2.1.4. Uma trajetoria ¢ : I — U de X chama-se mdxima se para toda
trajetoria v - J — U tal que I C J e p =1 |1 se tenha I = J e consequentemente o = 1).

Neste caso I chama-se tntervalo mdzxrimo.

Definigao 2.1.5. Seja 0 € I(x), onde I(x) € o intervalo mdzimo. Se existirt € R, tal que
t € I(x) para todo x € U, dizemos que o fluzo no tempo t associado ao campo de vetores

XemQ={(t,x);zeld e tel(x)} €a aplicacao
w: Q2 —=R"

definida da sequinte maneira: dado x € U, tomamos a solu¢ao mdzima x : I(x) — U de

X, com z(0) = z e entao definimos

o(t,x) = z(t).

Definicao 2.1.6. O conjunto O(p) = {p(t,p);t € I(p)}, isto é, a imagem da curva
integral de X pelo ponto p, chama-se érbita de X pelo ponto p.

Observacao 2.1.1. Duas orbitas de X coincidem ou sao disjuntas, ou seja,

q € O(p) & O(p) = O(q).



Da observagao anterior, U fica decomposto numa uniao disjunta de curvas diferencia-

veis, podendo cada uma ser:
1. Imagem biunivoca de um intervalo de R.
2. Um ponto.
3. Homeomorfo a um circulo.

No segundo caso {p} = O(p), a 6rbita chama-se 6rbita singular; no terceiro caso a érbita

chama-se fechada ou periédica.

Definicao 2.1.7. Uma orbita periodica v de X € chamada de ciclo limzite se existe uma

vizinhanga V de v tal que v € a unica orbita fechada de X que intercepta V.

Definicao 2.1.8. O conjunto U, munido da decomposi¢cao em orbitas de X, chama-se
retrato de fase de X. As odrbitas sao orientadas no sentido das curvas integrais do

campo X.

2.2 0O teorema do fluxo tubular

Uma vez que dispomos de um recurso para a representacao de um campo vetorial, seu
retrato de fase, devemos procurar meios para comparar duas representacoes e dizer quando
sdo equivalentes (possuem as mesmas propriedades essenciais). Introduzimos a seguir a
nocao de conjugacao entre dois campos vetoriais, as quais permitem comparar seus retratos

de fase.

Definicao 2.2.1. Sejam ¢ : 1 — R™ ey : Qs — R™ 0s fluxos gerados pelos campos X :
Uy — R" e Xy : Uy — R", respectivamente. Dizemos que X, € topologicamente conjugado
(resp. C"-conjugado) a Xy quando existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo

de classe C") h : Uy — Uy tal que
h(pi(t, z)) = pao(t, h(x)) para todo (t,z) € €.

O homeomorfismo h chama-se conjugagao topoldgica (resp. C"-conjugagao) entre X,

€ Xg.



Um aspecto essencial da conjugacao h entre X} e A, é a preservacao dos pontos singu-
lares e das oOrbitas periddicas juntamente com seu periodo. Sao estas caracteristicas que
tornam estas relagoes tteis para a comparacao de retratos de fase.

Vejamos agora que o esbogo do retrato de fase de um campo & é trivial numa vizinhanga

de um ponto regular. Ver figura 2.2.

Teorema 2.2.1. (Fluxo Tubular.) Seja p um ponto regular de um campo vetorial X,
de classe C", r > 1. Entao existe um difeomorfismo de classe C" que conjuga X, em uma
vizinhanga de p, com o campo constante Y = (1,0,0,...,0) restrito a uma vizinhanc¢a da

origem.

VR

an
N —=

Figura 2.2: Fluxo tubular local na vizinhanca de um ponto regular.

2.3 Estrutura local dos pontos singulares hiperbdlicos

Tendo em vista o teorema do fluxo tubular, podemos considerar satisfatério o conhecimento
qualitativo local das orbitas de um campo vetorial em torno de pontos regulares, sendo
que existe apenas uma classe de conjugacao diferenciavel local. Por outro lado, se p é
uma singularidade, a situacao é bem mais complexa. Mesmo nos sistemas lineares ja se
apresentam varias classes diferentes de conjugacgao diferencidvel. Comecamos por definir

os tipos de pontos singulares.

Definicao 2.3.1. O ponto singular p de X é chamado de hiperbdlico quando a matriz
Jacobiana A = DX (p) possui todos autovalores com partes reais diferente de zero. Se a

parte real de algum autovalor for nula a singularidade € chamada de nao hiperbolica.



Definicao 2.3.2. Um ponto singular hiperbolico p de X é chamado de um né se a matriz
Jacobiana A = DX (p) possui todos autovalores reais de mesmo sinal. Se este sinal for

negativo, p € dito ser um no atrator e se for positivo, um noé repulsor.

Definicao 2.3.3. Um ponto singular hiperbolico p € R? de X ¢é chamado de um foco se
a matriz Jacobiana A = DX (p) possui 2 autovalores complexos conjugados com parte real
nao nulas. A direcao do campo € dada pelo sinal da parte real destes autovalores, se for
negativa temos que p € um foco atrator, se a parte real for positiva temos que p € um

foco repulsor.

Defini¢ao 2.3.4. Um ponto singularp € R? de X é chamado de um centro, se existir uma
vizinhanga Vi de p totalmente preenchida por orbitas fechadas. Uma condigao necessdria
para isso, mas nao suficiente, € a sequinte: a matriz Jacobiana A = DX (p) possuir 2

autovalores imagindrios puros e nao nulos.

O seguinte Teorema de Hartman-Grobman afirma que se a singularidade for hiperbo-
lica, o sistema linearizado descreve o comportamento do sistema nao linear préoximo do
ponto singular, ou seja, o comportamento numa vizinhanga de um ponto singular é sempre

modelado pelo comportamento da parte linear.

Teorema 2.3.1. (Hartman-Grobman). Sejam X : U — R"™ um campo vetorial de
classe C' e p € U um ponto singular hiperbolico. Entdo, existem vizinhancas V de p em
U eW de0 e R" tais que X restrito a U € topologicamente conjugado a DX (p) |w, onde

DX (p) representa a matriz Jacobiana aplicada no ponto singular p.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [23].
Na Figura 2.3 temos representado os retratos de fase de um campo nao linear numa

vizinhanca do um ponto singular hiperbdlico e de seu linearizado.



v

Figura 2.3: Interpretacao geométrica do Teorema de Hartman-Grobman.
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Capitulo 3

Teorema de Bautin

Neste capitulo discutiremos um dos mais importantes problemas da Teoria Qualitativa
das Equacoes Diferenciais. Sob condicoes bastante gerais o problema foco centro é com-
pletamente entendido para o caso dos campos quadraticos planares, através do teorema
de Bautin que apresentaremos neste capitulo. Em resumo, o teorema de Bautin fornece
condicoes necessarias e suficientes para que um ponto singular de um sistema quadra-
tico planar seja um centro. Iniciaremos o capitulo com algumas defini¢oes e resultados

necessarios para o entendimento deste teorema.

3.1 O problema foco—centro em R?

Consideremos o sistema

(3.1)

onde P e Q sao funcoes analiticas. Suponha que a origem seja um ponto de equilibrio
isolado do sistema (3.1), ou seja, existe uma vizinhan¢a contendo a origem na qual ela é
0 fnico ponto singular. Considere X (z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) o campo de vetores asso-
ciado ao sistema (3.1). Suponha ainda que a matriz Jacobiana J(0,0) = DX'(0,0) tenha
autovalores complexos conjugados. Esta tltima hipotese garante que numa vizinhanga
suficientemente proxima da origem, as solugoes de (3.1) circulem a origem.

O problema foco—centro é, sob as hipoteses acima, decidirmos se a origem é um foco

(repulsor ou atrator) ou um centro.

11
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Exemplo 3.1.1. Considere os sequintes sistemas

& =—y+y’ &= —y—a’
y =, y=x—-y"
Em ambos a origem é uma singularidade nao hiperbolica e os autovalores da matriz Jaco-

biana na origem tém a forma

Ay = i

Como veremos mais adiante, no primeiro caso, a origem € um centro, pois o sistema €

Hamiltoniano, enquanto que no sequndo caso, a origem € um foco atrator.

Se a origem for um ponto singular hiperbolico, ou seja, os autovalores da matriz Jaco-

biana J(0,0) = DX(0,0) forem da forma
)\1,2 =ax ’lﬁ

com « # 0, entao o teorema de Hartman-Grobman nos diz que numa vizinhanga sufici-
entemente pequena da origem, o sistema ¢é topologicamente conjugado a sua parte linear,
isto ¢, podemos ignorar os termos de ordem superior. Neste caso, veremos mais adiante
que a origem é um foco atrator (o < 0) ou um foco repulsor (a > 0).

Desta forma, é de nosso interesse o problema foco—centro quando os autovalores da

matriz Jacobiana J(0,0) = DX(0,0) forem da forma
>\172 - :l:’lﬁ

com 3 # 0. Notemos, neste caso, que a origem é uma singularidade nao hiperbdlica e,
portanto, o sistema linearizado nao descreve necessariamente o comportamento do sistema
nao linear proximo da origem. Veremos mais adiante como resolver efetivamente este

problema para o caso dos campos quadraticos planares, através do teorema de Bautin.

3.2 Estabilidade local segundo Lyapunov

Uma ferramenta essencial para o estudo da estabilidade de uma singularidade é o critério

de Lyapunov. Nesta secao apresentamos um breve resumo deste resultado.
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Definicao 3.2.1. Dados X : U C R" — R™ um campo vetorial e p € U uma singularidade

de X, temos que:

a) p € estavel se dado qualquer € > 0, existe um 6 > 0, tal que ||z — p|| < § implica

lo(t, z) — p|| < e, para todo t > 0;
b) p € instavel se nao for estdvel;

c) p € assintoticamente estavel se p € estdvel e, além disso, existe ¢ > 0, tal que

|z — p|| < € implica tlim o(t,z) = p;
—00

d) p € assintoticamente instavel se p € instdvel e, além disso, eziste € > 0, tal que

|z — pl|| < e implica tlim o(t,z) = p.
——00

Considere um campo vetorial X e V : Y — R uma funcao de classe C'. Definimos a

derivada de V' na direcao do campo X no ponto p € U por

Vi(p) = VV(p)  X(p)

Definicao 3.2.2. Dados o campo X e a funcao V' como acima. Considere p € U um

ponto singular de X, temos que

a) V ¢é fungdo de Lyapunov para o campo X se V(x) >0, Ve e U, V(z) =0 se, ¢

somente se, x =p € V< 0, para todo x € U,

b) V € fungao de Lyapunov estrita para o campo X se 'V € fung¢ao de Lyapunov e,

além disso, V < 0, para todo = € U.

Teorema 3.2.1. (Critério de Lyapunov). Seja p um ponto de equilibrio isolado do
campo X. Se existir uma funcdo de Lyapunov V definida em algum dominio U C R?
contendo p, entao p ¢ uma singularidade estavel. Se V' for uma funcao de Lyapunov

estrita entao p serd uma singularidade assintoticamente estavel.
A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada no livro |23].

Exemplo 3.2.1. O sequndo sistema dado no Exemplo 3.1.1 possui

1 1
V=52 +y°) + Jay(e® - y°)
2 4
como funcao de Lyapunov estrita. Desta forma seque do Teorema 3.2.1 que a origem €

um foco atrator.
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3.3 Valores focais e coeficientes de Lyapunov

Nesta secao apresentaremos um processo computacional eficiente, criado por Lyapunov
para calcular os coeficientes de Lyapunov, tais coeficientes darao informacgoes sobre a
estabilidade de uma singularidade.

Considere o campo X = (P, Q) associado ao sistema (3.1), logo sua linearizacio na
origem apresenta um foco ou um centro. Com mudancas adequadas de coordenadas, o

sistema (3.1) pode ser escrito como

¥ =y+ A+ P(z,y)
Y =—r+ Ay +Qz,y),

(3.2)

onde P e () sao funcgoes analiticas cujos desenvolvimentos de Taylor na origem comeca

com, pelo menos, termos quadraticos. Considere a funcao de Lyapunov
Lo 2
Viwy) = 50+ ).

Assim,
V=VV-X = (9 (y+\t+P—z+Iy+Q),

= \z? + 2P + \y? + yQ,

= Az*+y*) + 2P 4+ yQ.
Desta forma o sinal de V em uma vizinhanga da origem é determinado pelo sinal de A.
Se A # 0 dizemos que a origem é um foco forte. Pelo Teorema 3.2.1, se A < 0 a origem
¢ assintoticamente estavel e se A > 0 a origem ¢ instavel. Quando A = 0 dizemos que a
origem é um foco fraco ou um centro. Daqui para frente queremos estudar a estabilidade

do equilibrio (0,0) quando A = 0. Desta forma, o sistema (3.2) assume a forma

' =y+ P(z,y)
y/ =—r+ Q($ay)a

(3.3)

com
m

Ple,y) = 3 Pule,y) + O (I y)l™)

k=2
Qz,y) =Y Qulw,y) + O ([l y)|™")

k=2
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onde

k
y) = Zpk—j,jxk_jyja
=0
k
)= gkt Ty
=0

A notacao O denota a expansao em série de Taylor, em torno da origem, iniciando-se nos

termos de ordem m -+ 1 no minimo.

Considere a fun¢ao de Lyapunov dada por

m—+1

Vi, y) = %(1’2 + %)+ Y Vil y) + O (I(z,9)I"2) (3.4)

k=3

k
— E k—=j,J
J=0

polindmios homogéneos de grau k nas varidveis x e y. Tomando a expansao em série de

com

Taylor até os termos de ordem 3, o sistema (3.3) assume a forma

o' =y+ Pz, y) + Ps(z,y) + O (|(2,9)I")

y' =1+ Qxz,y) + Qa(z,y) + O ([[(z,)[) .
com
Py(x,y) = pao®® + pr1xy + po2y’,
P3(x,y) = psox® + par 2’y + prazy® + posy’,
Qa2(2,y) = ¢a07? + qury + qoay?,
Q3(7,y) = q302” + g2 2%y + Gr27y* + qosy’®.
A fungao de Lyapunov (3.4) com m = 3 é dada por
V() = 5 +6) + Vil v) + Vil y) + O (@) (3.

com
Va(z,y) = Vaox® + Vaor 2%y + Visay? + Vosy?,

Vi(z, y) = Vigr® + Varaz®y + Vaou®y? + Visay® + Voay™.
Diferenciando (3.6) ao longo das orbitas de (3.5) segue que

V= (Ralea)+ (152w -2 52 @) ) + (Rt + (152w - oG wa) ) +
Ol
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com

Ry(x,y) = 2Pa(x,y) + yQa2(x,y),
Vs oV

Ry(z,y) = 2 P3(7,y) + yQs(w,y) + Pa(z, y)%(:c, y) + Qa(z, y)a—;(:c, Y).

Consideremos os seguintes espagos vetoriais

P, = {p(x,y) = Zan_j,j:z"_jyj cgrau(p(z,y)) <n+1,a,;; € ]R} :

=0
n
1_ Ca § :
R =S u:u= Up—35,5€j+1, Un—jj € R 5.
=0
Os conjuntos By = {2, 2"ty .- ay" L y"} e BEt! = {e1, €9, ,€n,€ny1} 530 bases

para P, e R""!, respectivamente. A base Bﬁ“ ¢ a canodnica em R"™. A transformacao

linear de P, em R™™! tem a seguinte construcao

S, : P, = Rl
n n
P, y) =D tn i@ Y U= e
5=0 j=0
Considere agora a seguinte transformacao linear
T,:P,— P,
dp dp

p(x,y) = T(p(r,y)) = y%(% y) — xa—y(af, Y)-

Tomando-se as bases B3 e Bj para P3 e Py, respectivamente, as matrizes Az e A4 com

relagao a essas bases, sao respectivamente,

0 -1 0 0 0
0 -1 0 0
4 0 -2 0 0
3 0 -2 0
As = e A4=]10 3 0 -3 0
0 2 0 -3
0 0 2 0 -4
0 0 1 0
00 0 1 0

Proposicao 3.3.1. A transformacao linear Ty € um isomorfismo. O nicleo da transfor-

magao Ty tem dimensao 1 e a imagem dimensao 4. Uma base para o nicleo é {(2* + y*)?}.

Demonstracao: O nucleo da transformagao linear T3 é trivial, visto que Det(A3) = 9.

Logo, T3 é injetora. Para provar que T3 é sobre, basta observar que a dim(Im(T3)) =4 e
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que {T3(x3), Tz3(z%y), Ts(xy?), T3(y®)} é uma base para a imagem T3 e para P3. Como T3
é bijetora, admite uma transformacao inversa o qual é também linear, bijetora. A matriz

Ay é equivalente por linhas a matriz escalonada reduzida por linhas

10 00 —1
0100 O
0010 -2
0001 O
0000 O
Assim, o posto(Ay) = 4 e, consequentemente, o nicleo de T, tem dimensao 1 e a

imagem dimensao 4. De um célculo simples A4S4(p(x,y)) = 0, p(z,y) € Py, segue que
Si1(1,0,2,0,1) = (* + %)% -

Resulta da Proposi¢ao 3.3.1 que V3(z,y) pode ser escolhido de maneira tinica de forma

a cancelar os termos de grau 3 de (3.7). Tal escolha é feita resolvendo-se o sistema linear

A3S3(Va(w,y)) = —Ss(wPo(x,y) + yQa(z,y)),
onde
53(‘/:3(%2/)) = (V:’)o, Var, Vi, V03)7
Ss(xPo(x,y) + yQ2(x,y)) = (P20, P11 + G20, Poz + G11, Go2)-
Segue que

1 1
(Vao, Va1, Via, Vo3) = (—g(Pll + G20 + 2402), P20; —Go2 g(poz + 2pgo + qﬂ)) -

A mesma metodologia nao pode ser aplicada para escolha dos coeficientes de Vj(z,y),
pois T nao é isomorfismo. Contudo, Vy(x,y) pode ser escolhido de forma que V(:L',y)
tenha um sinal bem definido. Isto pode ser feito impondo que os termos de ordem 4 de
(3.7) pertencam ao nicleo de Ty. Assim, os coeficientes de Vj(x,y) podem ser obtidos

através de

A (81 (2P + 9Qalo) + Pao) G2 000 + Qata) ) ) + AVl ) =0

onde
54(‘/4(%9)) = (V40, Va1, Vag, Vis, V04)>

oV OV-
Sa <$P3($7 y) +yQs(z,y) + Pa(z, y)a—;(% y) + Q2a—;($7 y)) = (840, S31, S22, S13, S04),5
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com
$40 = P11P20 + Pso + 2P20402,
S31= Py — 2P30 + P21 — Paodat + 2¢20q02 + P11(q20 + 2402) + gs0,
S92 = P12 — 2paoP11 + Po2(P11 + 2q02) + 2¢11G02 — 2P20920 — q11G20 + a1,
$13 = Po3 + Pr1goz + 245, — 2P20q11 — 411 — Po2(2p20 + ¢11) + qr2,
Soa = —2P20qo2 — q11902 + qo3-

Logo,

Vio :i (2 Q02020 — Q12 — 3P20q11 — 30 — 2P20” + Pui’ + 3 qoep11 + Pr1gao — Part

202" — q11Po2 — qu1° — Pos — 21720]902) +1,

1
Va1 == (5p30 — 7p2op11 — 16 goapao — 3 o3 — 21 — Go2qin — 2P20G20 — G20¢11 + Po2P11+

8
2 Go2po2 — p12)>
Voo :%(2%22 — quPo2 — 2P20q11 — qu1° + Go2P11 — Q12 — Poz — 21720]902) + 2,
Vis Z% (3 P30 — paop11 — 16 go2p20 — 5 qo3 + g1 — 7 qo2q11 + 2 p20ga0 — PozPr1+
Q0011 — 2 qozpoz + Pr2),
Vos =1.

Com estas escolhas feitas para Vi(z,y) e Vi(z,y), segue que

V(a,y) = m@® +y°)> + O (I (x,9)°) . (3.8)

com

(3 qos — P20P11 + 3Ps0 + q21 + Go2qa1 + 2 p20g20 + Ga0Gi1 — Po2P11 — 2 GozPo2 + plz)-

|

N =

A equagao (3.8) determina a estabilidade da origem. De fato, a fungao

V = S )+ Vi) + Vil ) 39

¢ uma funcao de Lyapunov em alguma vizinhanga da origem. Assim, do Teorema 3.2.1,
obtemos que se 74 < 0, entao a singularidade ¢ assintoticamente estavel. Se ny > 0, entao
a singularidade é instavel. Quando ny = 0 ainda nao podemos determinar a estabilidade

da origem.



19

Na verdade, o processo criado por Lyapunov para estudar a estabilidade da origem
do sistema (3.3), é um processo puramente algébrico. A idéia desse processo é construir
recursivamente fungoes de Lyapunov para o sistema (3.3).

Primeiramente a Proposicao 3.3.1 é verdadeira no caso geral.

Proposicao 3.3.2. Quando n é impar, T,, € um isomorfismo. Quando n € par, T, possui

um niicleo de dimensao um gerado por (¥ + y?)z.

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [14], pagina 350.

Desta forma, se 7, = 0 na equacgao (3.8), podemos proceder de forma anéloga ao que
ja fizemos para obter n4 e produzir uma nova série V', garantida pela Proposicao 3.3.2 tal
que o termo lider da expressao para Ve ne(z? 4+ y?)3, e assim por diante.

Em resumo, V pode ser escolhida de tal forma que
v — n4($2 + y2)2 + 776(372 + y2)3 4ot 772k(x2 + y2)k 4.

Observacao 3.3.1. Este resultado sobre estabilidade nao exige que o campo vetorial X
seja analitico. Além disto, os cdlculos formais com a série V sao justificados porque a
fungao de Lyapunov (3.9), que é um requisito para a aplicagio do Teorema 3.2.1, acaba

por ser um polindomio.
Apresentamos agora um teorema bastante 1til sobre a estabilidade.

Teorema 3.3.1. Se 1o, = 0, k = 2,--+ | N, mas nogso # 0, entio a estabilidade da

singularidade na origem é determinada:

o Se mopio < 0, entao a singularidade é assintoticamente estdvel.

o Se Mopio > 0, a singularidade € instdvel.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em |5].

As constantes 19, sao chamadas de valores focais. Do método exposto acima junta-
mente com o Teorema 3.3.1 temos que, se ap6és um nimero finito de etapas determinarmos
um valor focal nao nulo, entao poderemos produzir uma funcao de Lyapunov polinomial
e assim a usarmos para determinar a estabilidade do ponto singular. Contudo, ainda nao
esgotamos todas as possibilidades: o que acontece se todos os valores focais forem nulos?

Esta pergunta é esclarecida no teorema abaixo.
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Teorema 3.3.2. (Centro de Lyapunov). Se o campo vetorial X ¢é analitico e g, = 0
para n = 2,---,00 entao a origem € um centro. Além disto, a série que define V €
convergente numa vizinhanca da origem e representa uma funcao cujos conjuntos de nivel

contém as orbitas do sistema correspondente ao campo X.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [5].

Como 1, é relevante somente quando 75 = 0 para todo | < k, tomamos

My ="N4=""=1Np—2=0

nas expressoes de 1ox. As quantidades obtidas dessa maneira sao chamadas de coeficientes
de Lyapunov, e serao denotadas por Ly = 1ok, para k=10,1,2,--- , 00.
Se trabalharmos com P e () polinémios, segue do teorema da base de Hilbert que existe

uma constante m tal que L(k) = 0 para todo k se, e somente se, Ly = 0 se k < m. A base
B - {LO>L1a L2a e 7Lm}

é chamada de base focal.

Desta forma é necessario calcular somente um niimero finito de coeficientes de Lyapu-
nov. Contudo, dado um sistema qualquer, nao sabemos a priori quantos coeficientes temos
que calcular para termos a base focal B, com excecao de alguns casos especificos. Em geral,
os calculos dos coeficientes de Lyapunov sao muito longos e complicados, exceto em alguns
casos mais simples, e assim varios métodos computacionais tem sido desenvolvidos.

Como exemplo, aplicaremos este processo em um sistema conhecido como sistema de

Bautin. Estudaremos este sistema na secao 3.5.
Exemplo 3.3.1. Considere o sistema de Bautin

= x —y — 322+ (20 + As) 2y + Ay,

(3.10)
Y =My + x4+ Aor? + (203 + Aa)zy — Aoy,

com Ay = 0. Sequindo o processo de Lyapunov descrito acima, consideremos a funcao de
Lyapunov dada por

V() = 50+ 47) + Vi) + Vil )
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com
1 3 2 2 1 3
Va(z,y) =3 (A2 +As5) 27 + X327y — Aowy” — 3 (X6 + A1) y” e
1 1
‘/ZL(SL’, y) :g (7)\3)\5 -+ >\6>\5> S(Zgy — 5 ()\4)\3 + 3)\2>\5 -+ >\52) x2y2+

1 1
+ g ()\3)\5 + 8)\2)\4 — )\6)\5) l’y3 + Z ()\4)\3 -2 )\2)\5 — )\52 + )\6)\4 + )\42) y4.

Desta forma, com esses valores de V3 e Vy temos que
V=VV-X =na?+y2>+- .

Assim, obtemos que o primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema (3.10) na origem é
dado por
Ll =TMNs = —)\5()\3 - )\6)

Com cdlculos realizados no programa computacional MAPLE, obtemos também o sequndo
e terceiro coeficientes de Lyapunov. Omitiremos os valores de V), pelas suas extensoes.

Desta forma, com valores especificos dos Vi, obtemos que
V=VV-X =n(®+y>)?+ (x> + %> +ng(a® +y2)* +---
onde
o Ly =m=-X(\3— Xg),

[ ] Lg = 7’]6 = ()\3 — )\6) (30 )\32)\5—|—20 )\2)\4)\3—40 )\6)\3)\5_17 )\3)\5)\4+4 )\2)\42—|—3 )\5)\42—|—
+ 13 XA s A + 32 X052 + 23 A5® — 20 Aadg Ay + 10 Ng2 5.

o Ly =15 = (A3 — Ag) (—2352 A\g*Aads” +2580 Ag* Ao dy” + 5502 AsAs Ay + 920 Mg Ag® Ay +
2560 AsA6® A5 4 1800 Ag*As Ay — 168 AgAads® — 489 AgZAs\s? — 12060 A*As* N5 +
8000 Ap*Ag* A5 + 9778 Mg AsAs” — 3978 Mg As> Ay + 360 Ao Ay As® + 10560 Ao As* A5 +
+ 2560 Ag® Ay 4 472 Ao g As — 3097 As2 A5 A% — 100 Aoy + 2760 AgAadgds® —
18560 AgAz Ao A5 —111 Mg Ay —1553 Mg®A52 —5984 Ay A5 2 A3 +6480 AgAs® As+224 A3\ * —
1184 M\o® A5 — 8864 Mo As® + 9456 AgAsAads” + 3514 AgAsAshy® — 694 AgAs\y® —
7072 Ao* M A3 ds — 1716 A5 Ay — 2560 AgAo® Ay + 1170 A3* A5 + 7116 A3® A Ay —
954 A5 Ay? 4 7840 Mg Ao As Ay — 4040 A3 Ao Ag” Ay 4+ 512 AoAs2 Az Ay — 632 Ag? Ay A5 —
7096 A\o*A5® 4 4932 Ao As* 3% — 3195 \5” + 1968 s Ao ds* Ay + 5116 Azhe*As Ay —
14032 As Az As Ay + 826 AsAs Ay” + 1850 A6 A5 — 7288 A Ao Ay Az — 5417 A3 \5°.
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3.4 Teoria de integrabilidade de Darboux

Agora, apresentaremos algumas defini¢cdes e resultados sobre a Teoria de integrabilidade
algébrica dos sistemas diferenciais polinomiais reais tomando com referéncia o livro [10].
Estas ferramentas serao necessarias na demonstragao do teorema de Bautin. Observamos
que a maioria das definicoes e teoremas podem ser estendidos para sistemas complexos e
sistemas nao polinomiais em dimensoes arbitrarias.
Denotaremos por C[z,y| (ou Rz, y]) o anel de polindmios nas variaveis x e y e coeficientes
em C (ou R).

Seja U um subconjunto aberto do R?2. Um campo de vetores polinomial (P, Q)

definido em U é uma aplicacdo que associa para cada ponto (z,y) € U um vetor X =

(P(z,y),Q(z,y)) em R?, onde
k !
P(l’,y) = Z aij$2y]a Q(l’,y) = Z bijxly]
i+5=0 i+j=0

sao polinomios em duas variaveis.
Definicao 3.4.1. O sistema

«' = P(r,y)

Y =Q(z,y)

€ chamado de sistema diferencial polinomial associado ao campo de vetores X .

(3.11)

Defini¢ao 3.4.2. O grau do sistema (3.11) é o nimero mdzimo entre os graus dos po-

linomios P e @Q, ou seja, n = max{grau(P), grau(Q)}.

Definigao 3.4.3. O sistema (3.11) € integrdvel em um aberto U de C* se existe uma
funcao nao constante H : U — C, chamada integral primeira do sistema em U que é

constante em todas as curvas solugoes (x(t),y(t)) do sistema (3.11) contidas em U.

Observacao 3.4.1. Tomemos H como na Defini¢io 3.4.3. Assim, H(x(t),y(t)) = cons-
tante para todos os valores de t para a qual a solu¢ao (x(t),y(t)) estd definida e contida
em U. Claramente H é uma integral primeira para o sistema (3.11) em U se, e somente
se,

XH=PH,+QH,=0 em U.
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Considerando sistemas (3.11) com coeficientes reais, a existéncia de uma integral pri-
meira H : Y C R? — R determina completamente seu retrato de fase, pois as curvas de

nivel

{(z,y) H(z,y)=h} CU
contém as orbitas do sistema em /.

Exemplo 3.4.1. Considere o sequinte sistema

= —y,
Y (3.12)
y = .

As solucoes deste sistema sao todas da forma
(x(t),y(t)) = (k1 cos(t) — kosen(t), kysen(t) + ko cos(t))

onde ki e ko sao constantes. Tomando H(x,y) = 2 + y2, temos que H ndo € constante,

poTrém
H(z(t),y(t)) = (kycos(t) — kysen(t))?* + (kysen(t) + ko cos(t))? = kI + k3
para cada t € R. Portanto, H € uma integral primeira para o sistema (3.12).

Definicao 3.4.4. A divergéncia do campo vetorial X associado ao sistema (3.11) €
definida por
oP 0Q

Definigao 3.4.5. O sistema (3.11) ¢ dito Hamiltoniano se existe uma integral primeira

H (chamada fun¢ao Hamiltoniana) tal que

oH 0H
= =, 1
P o e e (3.13)

Portanto, os campos vetoriais planares mais simples possuindo uma integral primeira

sao os Hamiltonianos, uma vez que toda fungao Hamiltoniana é uma integral primeira.
Exemplo 3.4.2. O primeiro sistema dado no Fxemplo 3.1.1,

&= —y+y?

y=u,

possui a sequinte funcao Hamiltoniana

2 3 2
Y Y x
H(I,y)zg—F?‘i‘?
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Veremos agora que as possibilidades de classificagdo dos pontos de equilibrio (nao

degenerado) para um sistema Hamiltoniano sdo selas ou centros.

Proposi¢ao 3.4.1. Seja p € R? uma singularidade para o sistema (3.13). Entdo, os

autovalores do seu sistema linearizado sao ou £X ou £iA, A € R.

Demonstragao: Consideremos o sistema Hamiltoniano dado por

i=P=—"" ¢ §=Q=—. (3.14)

02H 0*H

A= Ox0y Oyoy
_0*H _ 0°H

Oz0x Oyox

com o polinémio caracteristico
p(A) = A% — tr(A)X + det(A).

Logo, os autovalores de A sao dados por

Ao = tr(A) £ /tr(A)? — 4det(A)
5 :
Dai como tr(A) = 0, obtemos
)\172 =4+/— det(A)
Portanto,
1. Se det(A) > 0 temos que os autovalores sao imaginérios puros.
2. Se det(A) < 0 temos que os autovalores sao reais.

|
Em seguida, apresentaremos dois teoremas que auxiliam na prova da existéncia de um

centro em um sistema analitico planar.
Teorema 3.4.1. (Teorema de Poincaré-Lyapunov) O sistema analitico planar

T = _y+F1(x>y)>
y:l’—FFg(J}',y),
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onde Iy e Fy sao fungoes analiticas com desenvolvimentos de Taylor na origem comegando
com pelo menos termos quadrdticos, possui um centro na origem se, e somente se, admite

uma integral primeira da forma
H(z,y)=a"+y"+ .
em uma vizinhanca da origem em R?, onde os pontos significam termos de ordem superior.
A demonstrac¢ao deste teorema pode ser encontrada em [22|.

Definigao 3.4.6. Um sistema (3.11) € do tipo tempo-reversivel se existe uma aplica¢ao
R :R? — R? tal que
d
5 (B(2) = —f(R(2))
onde z = (z,y) € R* e f(z) = dz/dt.
Exemplo 3.4.3. Considere o sistema
T = —y+axy,
j=z—y
Tomando R(x,y) = (x,—y) € fdcil ver que d/dt(R(z,y)) = —f(R(z,y)) e portanto este

sistema € do tipo tempo-reversivel.

Teorema 3.4.2. Todo sistema da forma (3.3) do tipo tempo-reversivel tem um centro na

origem.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [22|.

3.4.1 Curvas algébricas invariantes

Nesta se¢ao tomamos como referéncia o livro [10]. Inicialmente vamos definir e obter
alguns resultados para sistemas planares, porém alguns desses resultados sao validos para

sistemas de dimensoes maiores, n > 2.

Definicao 3.4.7. Seja f € Clz,y|, f nao identicamente nula. A curva algébrica f =0 €

uma curva algébrica invariante para X se para algum polinomio K € Clx,y] temos

_ p0f | ,9f
X[ =Pol Qg

O polinomio K € chamado cofator para a curva algébrica invariante f = 0.

~ Kf. (3.15)
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Notemos que dado um sistema polinomial de grau n, seu cofator tem grau no maximo

n — 1.

Lema 3.4.1. Sejam f,g € Clz,y]. Suponhamos f e g relativamente primos em Clz,y].
Entao para o campo de vetores X dado em (3.11), fg = 0 é uma curva algébrica invariante
com cofator Ky, se, e somente se, f =0 e g =0 sao curvas algébricas invariantes com os

respectivos cofatores Ky e K,. Além disso, K¢y = Ky + K.

Demonstragao: Primeiramente é facil ver que

X(fg) = (Xf)g+ f(Xg). (3.16)

Suponha fg = 0 uma curva algébrica invariante do sistema (3.11) com cofator K,. Entao,

pela Definigao 3.4.7,
X(fg) = Kgqfy,

e da igualdade (3.16) temos,

Kigfg = (Xf)g+ f(Xg).

Portanto, como f e g sao relativamente primos, obtemos que f divide X' f e g divide Xg.
Se tomarmos Ky como sendo o quociente X' f/f e K, o quociente Xg/g, temos que f =0
e g = 0 sao curvas algébricas invariantes com cofatores Ky e K, respectivamente. Além
disso,

Ky = Kf + K,.

A prova da reciproca, segue de maneira similar, usando novamente a igualdade (3.16). H

Proposicao 3.4.2. Suponha f € Clx,y] e seja f = f"" -...- fI' sua fatoragao em fatores
irredutiveis em Clz,y]. Entao para o campo de vetores X, f = 0 é uma curva algébrica
invariante com o cofator Ky se, e somente se, f; =0 € uma curva algébrica invariante para

cadai =1,...,1r com os respectivos cofatores Ky,. Além disso Ky = ni Ky +---+n, Ky, .

Demonstracao: A partir do Lema 3.4.1 sabemos que f = 0 é uma curva algébrica
invariante com o cofator K; se, e somente se, f;" ¢ a curva algébrica invariante com os

respectivos cofatores K para ¢ =1,...,r, alem disso, Ky = Kflnl +oe o Kyne.
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L . . n;
Agora para mostrar a proposigao é suficiente mostrar que paracadat=1,...,r, f" =0
¢ uma curva algébrica invariante com o cofator Kf_nz- se, e somente se, f; =0 é uma curva
K2
algébrica invariante com o cofator Ky, e tal que K = n; Ky,
K3

Assumiremos que f;" = 0 é uma curva algébrica invariante com o cofator K. Entao
7

K e 1% =X (f7)
=n; (f)7 X ()

ou equivalentemente,

Assim, definindo Ky, = K /n;, obtemos que f; = 0 é uma curva algébrica invariante com
7

o cofator Ky, tal que K = n;Ky,. A prova da volta é semelhante. [ |

3.4.2 Fator integrante e fator exponencial

Apresentaremos nesta subsecao uma ferramenta que auxilia na obtencao de uma integral

primeira para os sistemas (3.11).

Definicao 3.4.8. Seja I : U — C uma func¢ao analitica que nao € identicamente nula em
U. Uma funcao I é um fator integrante para o sistema polinomial (3.11) em U se uma

das sequintes trés condigoes equivalentes é verdadeira sobre U:
a) 5 (IP) = —5.(1Q);
b) div(IP,1Q) = 0;
c) XI = —Idiv(P,Q).

Com a proposicao abaixo temos uma receita para construir uma integral primeira para

o sistema (3.11).

Proposicao 3.4.3. A integral primeira H associada ao fator integrante I € dada por

Hiz,) = [ 1) Ploy)dy+ o) (317
em que h(x) é escolhido de tal forma que %—f = —1Q e o dominio de integracao U esteja
bem definido. FEntao

H H
v=1p=2 =

oy’ ox
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Demonstragao: A demonstracao desta proposicao é trivial. [ |

Proposicgao 3.4.4. Se o sistema (3.11) tem dois fatores integrantes I e Iy, entao a fun¢ao
I /15 define uma integral primeira no conjunto aberto U\{Iy = 0}, visto que I/I5 € nao

constante.

Demonstragao: Seja [; um fator integrante. Assim ele satisfaz XI; = —I;div(P, Q)

para ¢ = 1,2. Desta forma a proposicao ¢ demonstrada imediatamente observando que

N (%) _ (X)L - L(XD)

I3

|
O fator exponencial é uma outra ferramenta que desempenha um papel semelhante
aos das curvas algébricas invariantes na obtencao de uma integral primeira para campos
de vetores X'. Antes de definirmos, vamos explicar como a notacao surge naturalmente.
Suponhamos que temos as curvas algébricas invariantes h. = h + g + O(e?) = 0 com
cofatores Kj_ para € € [0,g0] onde gy é suficientemente pequeno. Usando o fato que
X (he) = Kj_h. e se expandirmos o cofator Kj,_ como uma séries de poténcias em € obtemos
que K, = K, + eK + O(¢?) onde K ¢ algum polinomio de grau no maximo n — 1.

Podemos agora fazer um estudo local perto de um ponto onde A é nao nula. Uma vez que

N (h) _ X(ho)h = (ho)Xh

h h?

Ko (h)h — (he)Knh

— E

:(KE +eK +0(?))(h+eg+O(*))h — (h+eg+ O(?))Kph

12
=eK + O(g%).
Dai temos que
RN\ LR\ (BT g (e
()= ) (5) = ()
- (%) (14 0(e) (K + 0(e?)) (3.18)
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Portanto a funcao

(h+eg;0<ez>)%

tem cofator K + O(g). Assim quando € — 0 temos que a fungio tende a

exp <%) (3.19)

e a partir de (3.18) obtemos que

X (eXp (%)) — K exp (%) . (3.20)

Portanto, a funcao (3.19) satisfaz a equagao (3.15) implicando que ela é uma curva algé-

brica invariante com o cofator de grau (n — 1).

Definigao 3.4.9. Sejam h,g € Clz,y] e assuma que h e g sao relativamente primos no
anel Clx,y] ou que h = 1. Entao a fungao exp(g/h) é chamada fator exponencial para
o sistema (3.11) se existe pelo menos um polindomio K € Clz,y| de grau no mdzimo (n—1)
que satisfa¢a a equagao (3.20). Como antes dizemos entao que K é o cofator do fator

exponencial exp(g/h).

O seguinte teorema sera de grande valia na prova do Teorema de Bautin. Optamos aqui
por apresentar uma versao mais simples e somente os items que utilizaremos neste trabalho.

Uma demonstracao deste teorema (em sua versao mais geral) pode ser encontrada em [10].

Teorema 3.4.3. (Integrabilidade de Darboux)

Suponha que o sistema (3.11) admita p curvas algébricas invariantes irredutiveis f; = 0
com cofatores K; parai=1,...,p, q fatores exponenciais exp <z—;> com cofatores L; para
j=1,...,q e (xg,y0) € C*> um ponto singular tal que fi(xg,y0) # 0 para i = 1,...,p.
Entao

i) Ezistem \;, ju; € C nao nulos tais que > 7 N K; + Z?Zl ;L =0, se e somente se,

M (eXp (%))Ml . <eXp (Z—Z))M (3.21)

€ uma integral primeira para o sistema (3.11).

a funcao

ii) Ezistem \i,p; € C nao nulos tais que Y7 NG + 5 piLy = —div(P,Q), se e

somente se, a funcao (3.21) é um fator integrante do sistema (3.11).
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3.5 Teorema de Bautin

Estamos agora em condigoes de apresentar um belo resultado conhecido como teorema de
Bautin. Para a prova deste teorema necessitamos do conhecimento da teoria das bases
de Groebner. Referéncias para este assunto podem ser encontradas por exemplo em |7] e

[22]. Denotaremos a partir de agora por F os conjuntos R ou C.

Defini¢ao 3.5.1. O ideal B = (L1, Lo, . ..) gerado pelas quantidades focais € chamado de

2deal de Bautin.

Definig¢ao 3.5.2. A variedade do ideal de Bautin V(B) é chamada de variedade central

do sistema.

Corolario 3.5.1. Toda sequéncia de ideais Iy C I... em um anel de polinémios sobre

um corpo F se estabiliza. Isto é, existe m > 1 tal que para cada j > m I; = I,,.

Demonstracao: Seja I; C I... uma sequéncia de ideais crescente em Flxy, ... z,] e
seja [ = J;2, ;. Claramente I ¢ um ideal em Flzy, ..., z,].
Pelo teorema da base de Hilbert existem fi,..., fs em Flzy, ... z,] tais que

I=(fi,.... fs)
Escolha qualquer n € N tal que F' = {f1,..., fs} C I,, e suponha que g € I, para algum
p>n. Uma vez que g € [ e I é uma base para [, entao existem hy, ..., hy € Flzy, ... x,]
tais que

g=hifi+hofo+ -+ hsfs.

Portanto, g € I,, o que implica que F' C [, e I, ¢ um ideal.

Assim [, C I,,, como a sequéncia é crescente segue que [, = I,, Vp > n, p € N. [ |

Na proposigao seguinte, iremos considerar um sistema planar quadratico e coloci-lo na

forma "canonica" para simplificar a demonstracao do teorema de Bautin.

Proposicao 3.5.1. Considere o sistema polinomial planar quadrdtico com uma singula-

ridade isolada na origem dado por,

T’ = a0 + ap1y + ax0r* + anzy + agy?, (3.22)

Y = biox + bory + bao? + birxy + beay?.
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onde a;j,bi; € R para i,j =0,1,2 € (a10 — bo1)* + 4agibio < 0. Entdo através de uma mu-

dancga de varidvel e um escalonamento no tempo podemos considerd-lo da sequinte forma:

7= Mx—y— A3x% + (2N + Xs) 1y + Ay,
Y =My + x4+ Xx® + (203 + M)y — Aoy,

Demonstragao: Considere o sistema (3.22) com a seguinte hipotese
(CLlO — b01)2 + 4ag1b1g < 0. (323)

E facil ver que a origem ¢ um ponto singular do sistema (3.22). Por outro lado, a condicio
(3.23) nos fornece que a parte linear do sistema (3.22) tem autovalores complexos conju-
gados A\ 2 = a £ 37, B # 0. Deste modo, efetuando uma mudanca de coordenadas do tipo
homotetia-rotacao
x = h¢ + kn,
y = —kC+ hn,
os termos de primeiro grau do sistema permanecem invariantes. O sistema entao assume
a seguinte forma:
Z—f = ax — By + Axx® + Anzy + Apy?,
% = Bz + oy + Boox® + By + Boay?,
E possivel escolher h e k tais que By + Bos = 0, a menos que Byy + Bya = Asg + Aga = 0,

de tal forma que o sistema finalmente pode ser escrito como

o — Nz —y — Ag2® + (2 + As)7y + Ay,

B — Ny + 7+ Aax?® + (203 + ATy — Aoy,

onde BT =1, \| = %, B # 0 por (3.23). Os coeficientes Ay, A5 s@o introduzidos na equacao

da forma dada para simplificar as condi¢oes para um centro na origem. [ |
Definicao 3.5.3. O sistema

7= Mx—y— A3x% + (2 + Xs)zy + A6y,
Y =My + x4+ Ar? + (203 + Aa)zy — Aoy,

onde (x,y) € R? sao as varidveis de estado e (A1, A2, A3, A1, As, Ag) € RS sdo pardmetros

reais € chamado de ststema de Bautin.

Estamos agora em condic¢oes de enunciar e demonstrar o teorema de Bautin.
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Teorema 3.5.1. (Teorema de Bautin)

O sistema de Bautin

= x —y— 322 + (2Xa + As) 2y + Aey?, (3.24)
Y =My +x+ Xx® + (203 + M)y — Aoy,
com Ay = 0, tem a origem como um centro se, e somente se, uma das sequintes condigoes

€ satisfeita:
i) \y=0¢eX;=0;
i) Ao =0 e A5 =0;
i) A3 = Ao
iv) A5 = A+ 5(A3 — Ag) = A3hg — A2 — 2A2 = 0.

Demonstragao: De agora em diante vamos nos referir ao sistema de Bautin tomando
A1 = 0, pois caso contrario, temos um foco.

Sabemos que a variedade central V(B) do ideal de Bautin B = (Lq, Ls,...) estd bem
definida mesmo que os coeficientes de Lyapunov nao sejam necessariamente tinicos. Pelo
teorema da base de Hilbert existe um inteiro m tal que B = B,,, = (L, Lo, ..., L) = B.
Nosso trabalho agora é encontrar o valor de m.

Vamos calcular os coeficientes de Lyapunov Lq, Lo, ... até que a cadeia de variedades
V(Bl) D) V(Bg) D) V(Bg) ...

se estabilize, isto é, encontrar kg tal que V(By,) = V(By,+1). Entdo com isto temos que
mostrar que

V(B) = V(By,).
Observamos que neste caso ko = 3. Uma inclusao é trivial, ou seja, V(B) C V(B;). Para

mostrarmos que as variedades sao iguais basta mostrarmos que
V(B) D V(B;).

Para isto, calculamos no Exemplo 3.10 os trés primeiros coeficientes de Lyapunov. Com
esses coeficientes em maos, calculamos a base de Groebner do ideal gerado por eles. Em
resumo, temos que a base de Groebner deste ideal é gerado pelos seguintes polindémios,

que também chamaremos de Ly, Ly e L3, dados por
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1) L1 = = Xs5(A3 — Xg),
2) Ly = AAg(A3 — X6)(Ag + A3 — 5),
3) Ly = —dada(As — X6)*(A3As — A3 — 2A3).

Vamos mostrar que todos coeficientes em V(Bs) = V((Ly, Ly, L3)), isto é, as condigoes
sobre os parametros do sistema (3.24) em que L; = Ly = L3 = 0, tem a origem como

centro, desta forma V(B3) C V(B). Desta forma temos os seguintes casos a considerar:
Caso A )\, = )\5 =0.
Substituindo esses valores dos parametros no sistema (3.24) obtemos o seguinte sistema

¥ = —y — A2 4+ 2\xy + Ay,

(3.25)
y/ =x+ )\2.]72 + 2)\3.1’?/ - >\2y2.
Tal sistema é um sistema Hamiltoniano com a seguinte Hamiltoniana
2 2 3 3
z Y Ao AsY 2 2
H =— 4+ = —— = A .
Portanto, pelo Teorema 3.4.1, a origem do sistema (3.25) é um centro.
Caso B A\, = A5 =0.
Com esses valores dos parametros o sistema (3.24) se torna
1 = —y — A3z + Ay,
Y 3 6Y (3.26)

y/ =x+ (2)\3 + >\4)LL’y
Defina R(x,y) = (—x,y) e seja X(x,y) o campo associado ao sistema (3.26), entao temos
G(R(x,y) = (=2y)
= (y + )\3?172 — >\6y2, xr + (2)\3 + )\4)?17?/)

== —(—y — )\3.]72 + )‘6y27 —Tr — (2)\3 + )\4)1’?])
= —X(R(z,y)).

Portanto, temos que o sistema (3.26) é do tipo tempo-reversivel, logo pelo Teorema 3.4.2,

a origem do sistema (3.26) é um centro.

Caso C A3 = Xg.
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Substituindo esses valores dos parametros no sistema (3.24) obtemos o seguinte sistema

"= —y — A32% + (200 + As)zy + A3y,
€T Y 3L (22 5)TY 3Y (3.27)

Y =2+ X 4+ (203 + M) zy — Aoy’

Rotacionando os eixos de coordenadas por um angulo ¢, obteremos um novo sistema de
coordenadas, onde o coeficiente A de z* da equagdao de y' do sistema (3.27), no novo

sistema é dado por
A(p) = Ay cos?() + (3Ag + Ayg) cos?(p) sin(p) + (—3Ag — A5) sin?(p) cos(p) — A3 sin®(p).

Queremos encontrar ¢ tal que A(p) se anule. Analisaremos o caso em que cos(y) # 0.

Dividindo A(p) por cos®(¢) obtemos
A(p) = Ao + (3X3 + Ag) tan(p) + (=32 — Xs) tan®(p) — Az tan®(e). (3.28)

Assim, teremos pelo menos uma raiz real satisfazendo (3.28). Logo, sempre podemos
escolher ¢ tal que A(p) = 0. Portanto, se Ay # 0 podemos encontrar ¢ tal que A(p) = 0.
Desta forma vamos assumir que \s = 0 e consequentemente A5 # 0, pois caso contrario
estariamos no Caso B. Portanto podemos considerar o seguinte sistema (continuaremos a

usar & e y como variaveis)

7 = —y — A2 + Aszy + A3y,
Y 3 5LY 3Y (3.29)

Y =x4 (2\3 + \y)zy.

As curvas fi(z,y) = 0 e fo(z,y) = 0 sao curvas algébricas invariantes do sistema (3.29),

onde
flzy) =1+ 20+ M)y e folz,y) = (1= A3y)” = (1 = Asy)z — A3(3A3 + Ay)a?
com os respectivos cofatores
Ki(z,y) = (2 3+ \y)x, com (2A3+A\y) #0 e Ky(z,y) = =2 32+ Asy.  (3.30)

Observe que calculando a divergéncia do campo temos que ela é igual a —K; — K5, assim

pelo Teorema de Darboux 3.4.3 (i) obtemos um fator integrante dado por

1
(14 (2A3 4+ M)y) (1 — A5z — 203y — A3(3A3 + Ag)x? + A3y2 + A3 hszy)

I(z,y)=f{'f;' =
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Portanto, segue da Proposigao 3.4.3 que uma integral primeira para o sistema (3.29)

associada ao fator integrante I é da forma

arctanh( —2X3+27\3y+A5A3z >
1 2,2
H(l»’ y) _ %1n(1—)\5x—2)\3y—)\)\33((33);\33-:_)\;3)x2+)\§y2+)\3)\5xy) _ \/12A3;c2+4Ag>\4x2+>\5A3x2
(3A3+Aa)y/12X5+4AN3Ng +AZ N2
+ In(14-2X3y+X\ay) .
(BA3+A1)(2A34+A4)

Segue entao do Teorema 3.4.1 que a origem é um centro.

Para completar a prova do Caso C temos que analisar a equacao (3.30), quando (23 +
A4) = 0. Neste caso f; nao é uma curva algébrica para o sistema (3.29), mas olhando para
a divergéncia do campo associado ao sistema podemos ver que é igual ao cofator —Ks,

sendo assim, podemos definir um fator integrante do sistema (3.29) dado por

1
(1 — A5z — 223y — A322 + N3y? + A3 )\szy)

I(z,y) =f;' =

Portanto, pela Proposicao 3.4.3, podemos definir um integral primeira para o sistema

(3.29) associado ao fator integrante I da forma

_ 2 -
arctanh 2234223y 4 A5 32 A=
H y 1 ln(1—)\5x—2)\3y—)\§x2+)\§y2+)\3)\5my) V224220202
(z,y) % T2 22 N A3y/ANS+AZAZ ’
3 3TA5N3

b

que esta definida na origem e novamente pelo Teorema 3.4.1 temos que a origem é um
centro.

Vamos para o tltimo caso.

Caso D A5 =0,Ms = —5(A3— Xg) e A3hg — A3 —2)\2=0.

Neste caso iremos considerar dois subcasos, quando A¢ = 0 e quando Ag # O:

Caso D1 )¢ = 0.

Neste caso temos A\g = A5 = Ay = 0 e Ay = —HA3. Substituindo esses valores dos parame-
tros no sistema (3.24) obtemos o novo sistema.
= —y — A3z,

(3.31)
Yy = x — 3)\3zy.
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Defina R(x,y) = (—x,y) e seja X(x,y) o campo associado ao sistema (3.31), entao
temos
#(R(@y) = (=29
= (y+ \37%, 1 — 3)\3zy)
= —(—y— M\32% —x + 3)\37)
= —X(R(z,y))-
Portanto, temos que o sistema (3.31) é do tipo tempo-reversivel, logo pelo Teorema 3.4.2,

a origem do sistema (3.31) é um centro.
Caso D2 )\ # 0.

Neste caso temos que A5 = 0, \; = —5(A3 — Ag) € A3 = (A2 + 2)%)/Xg. Substituindo esses
valores de parametros no sistema (3.24) obtemos o novo sistema.

2z = —y — <)‘%1'—62)‘6> 2 -+ 2)\21’2/ + >\6y27
(3.32)

Y =+ Ma? — (—3’\%/\:)“23> Yy — \oy?.

Este sistema tem uma curva algébrica invariante
fi(m,y) = (A3 + X)) (e — Aaw)? — 2X6y) + A

com o cofator

2(03 + A§
Kae.y) = 22220,

Assim observando que a divergéncia do campo é igual a —gKl temos pelo Teorema de

Darboux 3.4.3 (i7) que o fator integrante do sistema é dado por

[(flf,y) :fl_ = ! 9 5
(A2 4 22) ((—Aey — Aaz)* — 2X6y) + A2)

Portanto, pela Proposi¢ao 3.4.3 podemos definir um integral primeira para o sistema (3.32)

Njot

associado ao fator integrante da forma

H(a: y) _ 1 A2+ (3AZ A6 +32)y+ (=322 —3A2A2) 12+ (=32 A2 =323 N6 )wy+ (BATA22 43X N ) ya?
’ 3 AZAZ(AZ+A2) (A3A2y2 +2X3 Aoyz+ A3 22 =222 N6 y+ A3y 2 +2 A3y Aoz + A2 A3 22 — 223 y+A2)3/2
i +BAZAS 3Ny 2+ (AZA3+23) 23+ (AEAZ4+A2) 3
)\%)\% (A%—l—)\g)()\%)\%y2+2)\§)\6yx+)\§m2—2)\%A6y+)\éy2+2)\gy)\2m+)\%)\§x2—2)\gy+)\%)3/2 :

+

cuja expansao de Taylor na origem (depois de uma mudanga de coordenadas adequada)
tem a forma

H(z,y) =2 +y*+--- .
Logo pelo Teorema 3.4.1, a origem é um centro.
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3.6 Ciclicidade

Nesta secao apresentaremos um resultado sobre a ordem de ciclicidade para equilibrios de

sistemas quadraticos.
Definicao 3.6.1. Consideremos o sistema quadrdtico planar

' = agy + a107 + apy + ar® + anry + agy’, (3.33)

Y = boo + biox + bory + baox? + bizy + bay?,

satisfazendo as condi¢oes aygbgy — agrbig > 0 € ajg + bgr = 0.
O ponto de equilibrio (0,0) possui ciclicidade de ordem m, m > 0, com rela¢ao a um

ponto P do espago de coeficientes (a, by); 1 <1+ k <2, se:

a) € possivel encontramos nimeros €9 > 0 e &g > 0 tais que numa eqo-vizinhan¢a do
ponto P, ndo exista nenhum ponto de modo que o sistema (3.33) possua mais do que

m ciclos limites numa dg-vizinhanc¢a da origem no plano xy;

b) para qualquer escolha de nimeros positivos € < €9 e 0 < 0y, € sempre possivel
encontrar um ponto numa e-vizinhang¢a do ponto P, de modo que o sistema (3.33)

possua m ciclos limites numa d-vizinhanga da origem.
Proposicao 3.6.1. O Ideal B3 do sistema de Bautin é um ideal radical.

Demonstragao: A prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em [22|, pagina 270 .

Observacgao 3.6.1. Temos que os coeficientes de Lyapunov obtidos de um sistema real e
0s coeficientes de Lyapunov obtidos de um sistema complexo podem ser muito diferentes

um do outro, porém eles definem a mesma variedade.

Apresentaremos agora um resultado sobre a ordem da ciclicidade do sistema de Bautin.

Este resultado também é uma contribuicao do matemético Bautin.

Teorema 3.6.1. Se um campo quadrdtico planar possui um ponto de equilibrio do tipo
foco ou centro, entao fazendo pequenas variagoes dos seus coeficientes o campo pode pro-

duzir nao mais do que trés ciclos limites em uma vizinhanca deste ponto. Hd posicoes de
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equilibrio em que a ordem de ciclicidade com respeito ao espago de coeficientes (a., by.) €
zero, um, dois ou trés.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.5.1 podemos tomar o sistema quadratico planar na

forma de Bautin. Pelo teorema de Bautin temos que
V(B) = V(B;). (3.34)

Assim para mostrar que a ciclicidade do sistema (3.33) é no maximo 3 basta mostrarmos
que

B:Bg.

E trivial ver que By C B. Assim, resta mostrar que B C Bs. Para esta afirmacao necessi-

tamos mostrar que

Ly lv)=0 VEk.
Pelo teorema forte de Nullstellensatz temos que
I(V(Bs)) = V/Bs,
onde /B significa o radical do ideal Bs. Portanto segue de (3.34) que
I(V(B)) = I(V(Bs)) = /Bs. (3.35)
Por outro lado aplicando novamente o teorema forte de Nullstellensatz temos que
I(V(B)) = VB. (3.36)
Logo por (3.35) e (3.36) temos que

VB = /B;.

Como Bj é radical segue que

VB =/B; =B

Notemos agora que B C VB, pois se f € B entdo basta tomar p = 1 e teremos f' € B.

Desta forma

BcVB=5B;.

Portanto, B C B3 concluindo que B = Bs, o que completa a prova. [ |



39

Observacao 3.6.2. O fato do ideal B3 ser radical é essencial na prova do Teorema 3.6.1.

Um teorema mais geral do que Teorema 3.6.1 pode ser encontrado em [22], pdgina 268.

Apresentaremos agora alguns exemplos interessantes para evidenciar a importancia do
ideal de Bautin ser radical. Para uma discussao sobre a ciclicidade dos focos em determi-
nadas familias e o papel da radicalidade do ideal formado pelas constante de Lyapunov
recomendamos a referéncia [22].

O primeiro exemplo que apresentaremos é o sistema de Liénard dado pelo sistema
X — (3.37)

onde f é um polindmio de grau 2n + 1 ou 2n + 2. Mais especificamente, f(z) = a1z +
asx® + -+ agx?, comd=2n+1ou d=2n+ 2.

O teorema a seguir apresenta os coeficientes de Lyapunov para o sistema (3.37).

Teorema 3.6.2. Considere o sistema (3.37). Entao,

Ly = —agk1,

para k =0,1,--- n. Além disso, o conjunto {—ay, —as, -+, —as,+1} € uma base focal.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [3|. De posse dos coeficientes de Lya-
punov do sistema, é facil ver que o ideal

(L1, Lo, ..., L,y = (—ay,—ag, -+, —aops1)

¢ um ideal radical. Assim, é de se esperar que a ciclicidade do sistema (3.37) seja no
maximo n. Isto é confirmado no teorema abaixo, cuja prova também pode ser encontrada
em |3].
Teorema 3.6.3. Considere o sistema (3.37). Entao:

a) A ciclicidade do sistema é no mdzimo n.

b) Se ay,as, ..., as,41 sao escolhidos de forma que
agp_1a9k+1 < 0, (k=1,2,--+ n) (3.38)
e
lar| < Jas| < -+ < |agpa1] (3.39)

entao existem n ciclos limites de pequenas amplitudes.
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Exemplo 3.6.1. O sistema

¥ =y+x— 1223 + 252,
Y (3.40)

Yy = —,

apresenta dois ciclos limites que podem ser vistos na Figura 3.1.

Figura 3.1: Dois ciclos limites do sistema (3.40).

A Figura 3.1 foi gerada no programa ODEinR2. Este programa pode ser obtido em
[19].

O proximo exemplo foi retirado de |[12| e apresenta um resultado surpreendente pois,
usualmente, para obter muitos ciclos limites precisamos estudar equacoes diferenciais com
ponto singular muito degenerado. Do contrario o sistema (3.41) tem o primeiro coeficiente

de Lyapunov como o maior coeficiente de Lyapunov nao nulo.

Teorema 3.6.4. Consideremos a sequinte familia de sistemas diferenciais a 1-pardmetro

v = —y+ad'z(2? + y?) + aP(z,y),
y (@ +y°) (2,9) (3.41)

y =z +a'y(@® +y?) +aQ(z,y),
onde P e () sao funcgoes analiticas cujo desenvolvimento de Taylor na origem comega pelo

menos com grau 4 em x ey, e k > 1 é um niumero inteiro. Entao:
i) O primeiro coeficiente de Lyapunov é dado por
Ll = ak

e a origem € um centro se, e somente se, a = 0.
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ii) A ciclicidade da origem € no mdzimo (k — 1) e existem fun¢des analiticas P e @,

para 08 quais este limite € atingido.

Demonstragao:  Faremos somente a prova do item (i). A demonstragao do item (ii)
pode ser encontrada em [12].
(i) Definindo o campo vetorial associado ao sistema (3.41) por X e tomando simples-

mente
1
Viz,y) = 5@ +97),
obtemos que
V:vVX :174(1'2+y2)2+...

onde 0, = L, = a*. |

Normalmente, a alta ciclicidade de um ponto critico é uma conseqiiéncia da existéncia
de focos fracos de ordem alta no sistema. No entanto, no sistema (3.41), a alta ciclicidade
é causada pelo fato de que a tinica constante de Lyapunov significativa, L; = a” é tal que

o ideal gerado por L, esta longe de ser radical.



Capitulo 4

Existéncia de Centro em R? Sobre uma

Variedade Central

Neste capitulo exploraremos o problema foco—centro para pontos de Hopf de sistemas
analiticos em R3. Uma solucao classica deste problema ¢ dada pelo Teorema Poincaré-
Lyapunov. Aqui, apresentaremos uma nova solucao para o problema foco—centro dada em
termos de miultiplos de Jacobi inverso, o qual pode ser visto como um resultado analogo
em R3 ao Critério de Reeb. Referéncias para este capitulo podem ser encontradas em [4]

e [11].

4.1 Pontos de Hopf

Consideremos a equacgao diferencial

i=f(e.n) feC® (4.1)
onde z € R? e u € R" sao, respectivamente, as variaveis de estado e parametros. Assuma

que f seja de classe C*™ em R3 x R". Suponha que (4.1) tenha um ponto de equilibrio

xr = x9 quando pu = po e denotando a variavel x — zy também por x, escrevemos

Fx) = f(x, po)-

Suponha ainda que (zg, i19) seja um ponto de equilibrio de (4.1), onde a matriz Jacobiana

A= Df(fb’oaﬂo)

42
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possui um par de autovalores imaginarios puros
)\273 = :i:'éWQ, wo > 0,

e o outro autovalor \; # 0. Seja E o auto espago gerado pelos autovalores Ay 3 da matriz A.
Isto significa que £ é um subespaco nao vazio invariante por A gerado pelos autovetores

associados aos autovalores Ag 3.
Definigao 4.1.1. O ponto de equilibrio (o, po) do sistema (4.1) € chamado ponto de Hopf.

Defini¢ao 4.1.2. Um ponto de Hopf de codimensao 1 ¢ um ponto de equilibrio (xg, fi)

tal que a parte linear do campo vetorial f possui autovalores Ay = X\ e A3 = X com

A= Ap) =) +in(p),

Y(po) = 0, n(po) = wo > 0, 0 outro autovalor Ai(u) com

A1(po) # 0

e o primeiro coeficiente de Lyapunov, Li(ug), € diferente de zero.

Definicao 4.1.3. Um ponto de Hopf transversal é um ponto de Hopf de codimensao 1 no
qual os autovalores complezos dependentes do pardmetro p, interceptam o eizo imagindrio

com deriwadas nao nulas quando [t = .

Definigao 4.1.4. Um ponto de Hopf de codimensao 2 é um ponto de equilibrio (o, yo)
de [ que satisfaz a defini¢ao de ponto de Hopf de codimensao 1, exceto para Li(po) =0, e
com a condi¢ao adicional de que o sequndo coeficiente de Lyapunov, Ly(uo), € nao nulo.

Este ponto ¢ transversal se os conjuntos v~ 1(0) e Ly*(0) possuem interseccio transversal.

Definicao 4.1.5. Um ponto de Hopf de codimensao 3 é um ponto de Hopf de co-
dimensao 2 onde, Lo(po) = 0, mas L3(uo) # 0. Um ponto de Hopf de codimensao 3 ¢é
chamado transversal se os conjuntos v~1(0), Ly 1(0) e Ly*(0) se interceptam transversal-

mente.

O proximo teorema nos permitira entender o problema foco centro em R3? restrito a

uma variedade central local, visto que, sobre a variedade central local, a equacao diferencial
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se comporta como no plano. Mais precisamente, o teorema da variedade central local
garante a existéncia de uma variedade invariante bidimensional W¢, numa vizinhanca do
ponto de Hopf (o, 119) que é tangente ao auto espaco central E° em (xg, 1i9) e contém todo

o comportamento recorrente local do sistema (4.1).

Teorema 4.1.1. (Teorema da Variedade Central local) Localmente, existe um con-
junto invariante W€ de (4.1) que € tangente a E° em (xq, o). Tal conjunto é o grdfico
de uma aplicacao suave, cujas derivadas parciais de todas as ordens sao unicamente de-
terminadas. Se ¢! denota o fluzo associado a (4.1), entao existe uma vizinhanca U de
(o, o), tal que, se '(x) € U para todo t > 0 (t <0), entao " — W(xo, f10) para t — oo

(t - —00).

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [16].
Definicao 4.1.6. W¢° ¢ chamado de variedade central local.
Observagao 4.1.1. i) W¢ nao € unica. O sistema

o' =—y —x(2® +y7),
/

Y =ax—y@®+y?),

Z = —z,

possui o ponto de equilibrio (z,y,z) = (0,0,0), e a matriz Jacobiana do sistema na

origem possut um autovalor real negativo e um par de autovalores imagindrios puros
)\1 = —1, )\2,3 = :l:Z,

ou seja, o equilibrio € do tipo Hopf. Neste exemplo, existe uma familia de variedades

centrais locais bidimensionais do sistema dadas por

W5(0) = {(2,y,2); 2 = ¢s(x, )},

onde
[ exp (Wiyz)),se 2?2 +y? >0,

0 ,8¢ =1y =

¢g($,y) =
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ii) Uma variedade central local W€ possui a mesma classe de diferenciabilidade (finita)
de f (se f € CF para algum k finito, W¢ é também uma variedade de classe C*)
em alguma vizinhanga U de (xg, o). Porém, quando k — oo, a vizinhanga U pode
diminuir, podendo resultar na nao existéncia de uma variedade W€ de classe C™,

para algum sistema C*°.

4.2 Multiplos de Jacobi inverso em R?

Daremos agora algumas propriedades dos multiplos de Jacobi inverso. Para maiores deta-
lhes, recomendamos [4].

Consideremos o sistema diferencial polinomial real

' = P(x,y,2),
y/ = Q(x7 y’ Z)7 (4'2)
2= R(z,y,2),

onde P, () e R sao polinémios nas variaveis x,y e z com coeficientes reais e
m = maz{grau(P), grau(Q), grau(R)}

¢ o grau do sistema polinomial. Denotaremos o campo vetorial associado ao sistema (4.2)

por

X(l” y’ Z) - (P(x7 y? Z)’ Q(ZE, y’ Z)? R(x7 y? Z))

Definigao 4.2.1. O sistema polinomial (4.2) € integrdvel em um aberto U de C? se existe
uma fungao nao constante H : U — C, chamada integral primeira do sistema em U
que € constante em todas as curvas solugoes (x(t),y(t), z(t)) do sistema (4.2) contida em
U, isto é, H(x(t),y(t), z(t)) = constante para todos os valores de t para a qual a solugio
(x(t),y(t), 2(t)) esta definida e contida em U. Claramente H € uma integral primeira para

0 sistema (4.2) em U se, e somente se,
XH=PH, +QH, + RH. =0 em U.

Definicao 4.2.2. Duas integrais primeiras Hy e Hy sao ditas independentes, se seus

gradientes sao vetores linearmente independentes para todos os pontos (z,y,z) € U C C3,
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exceto num conjunto de medida nula. Se o sistema (4.2) possui duas integrais primeiras

independentes, dizemos que ele € totalmente integrdvel.

Observagao 4.2.1. i) Se o sistema (4.2) € totalmente integrdvel, entao as orbitas do

sistema estarao contidas nas curvas

{(z,y,2): Hi(z,y,2) = hl}ﬂ{(x,y,z) s Hy(z,y,2) = ha},

onde hy e hy variam nas tmagens de Hy e Hy. Dai, a importancia de sabermos se

um sistema € totalmente integravel.

ii) Se existe uma integral primeira para um sistema dado, qualquer fung¢do dela é também

uma integral primeira.

Uma ferramenta classica no estudo de sistemas diferenciais é o fator integrante inverso.
Veremos que para os sistemas dinamicos n-dimensionais, em particular, tridimensionais,

os fatores integrantes inversos sao chamados de miltiplos de Jacobi inverso.

Definicao 4.2.3. Uma funcio nao nula V : U C R® — R, de classe C*, € dita ser o

maultiplo de Jacobi inverso de X, se ela satisfaz a EDP linear de primeira ordem

XV = Pa—v + Q— + R%—‘Z/ = VdivX, (4.3)

Observagao 4.2.2. Da equacao (4.3), temos que o gradiente da func¢ao V é ortogonal
ao campo vetorial X ao longo de V=1(0). Assim, X € tangente a V = 0. Entdo, esta

superficie contém as trajetorias do campo X .

Outra ferramenta importante desta teoria é a superficie algébrica invariante, que é o
analogo a curva algébrica invariante em R3, a qual nos auxiliara na resolucao do problema

foco centro em R3.

Definigao 4.2.4. Seja f € Clz,y, 2], f nao identicamente nula. A superficie algébrica
f = 0 é uma supeficie algébrica invariante para X se para algum polinomio K €

Clzx,y, z] temos
Pof Qof ROf
ox * oy * 0z

O polinémio K € chamado cofator para a superficie algébrica invariante f = 0.

Xf= =Kf.



47

Nos pontos da superficie algébrica f = 0, o gradiente (%, g—g, %) de f é ortogonal
ao campo vetorial X = (P, @, R), portanto para cada ponto f = 0 o campo vetorial X
é tangente a f = 0, de modo que f = 0 é formado pela trajetéria do campo vetorial X.
O que justifica o nome "superficie algébrica invariante" ji que é invariante sobre o fluxo

definido por X.

4.3 O Problema foco—centro sobre a variedade central
local em R?

Consideremos agora o sistema diferencial analitico real em R?® dado por

— ]S(x,y,z),
y/ = Q(x7 y’ Z)7 (4'4)
Z = R(z,y,2),

onde P(z,y, 2),Q(z,y, 2) e R(x,y, z) sdo funcdes analiticas. Suponha que a origem (0,0, 0)
seja um ponto singular isolado. Seja X (z,v, z) = (P(x,y,2), Q(x,y, 2), R(x,y, z)) 0 campo
de vetores associado ao sistema (4.4). Suponha também que a matriz Jacobiana J(0,0,0) =
DX(0,0,0) tenha um autovalor real nao nulo e um par de autovalores complexos conjuga-
dos. Qualquer sistema analitico (ou polinomial) como (4.4) que tenha uma singularidade

de Hopf, pode ser transformado (por uma mudanca de coordenadas, uma translagao e um

escalonamento no tempo) no sistema

o' =—y+ P(x,y,2),
v =z4+Q(z,y,2), (4.5)
2= Xe+ R(x,y, 2)
onde A € R\{0}, F = (P,Q,R) : U — R3 ¢ real analitica em uma vizinhan¢a da origem
U C R? onde F(0) = 0 e a matriz Jacobiana DF(0) = 0.

Denotaremos, de agora em diante, por X', o campo vetorial associado do sistema (4.5)
X = (_y + P(ZIZ’, Y, Z)a x + Q(l’a Y, Z)> Az + R(ZIZ’, Y, Z))

Investigaremos a natureza do fluxo local numa vizinhanca da origem restrito a uma

variedade central local, YW, na origem. O problema foco centro em R3 grosseiramente
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falando, é distinguir se a origem é um foco ou um centro sobre uma variedade central
local. Neste sentido, o problema foco—centro para o sistema (4.5) pode ser visto como
um problema bidimensional, pois coincide com o problema foco centro restrito a uma
variedade central local. Por esta razao apresentamos dois resultados classicos para o
problema foco—centro em R2.

O primeiro é o classico Teorema Poincaré-Lyapunov 3.4.1, o qual é dado em termos de

uma integral primeira.
Teorema 4.3.1. (Teorema Poincaré-Lyapunov) O sistema analitico planar

T =—y+ Fi(z,y),
Y 1(z,y) (4.6)
y = ZL’—FFQ(ZL',:I/),
onde I} e Fy sao fungoes analiticas com desenvolvimentos de Taylor na origem comegando

com pelo menos termos quadrdticos, possui um centro na origem se, e somente se, admite

uma integral primeira da forma
H(z,y) =2 +y*+---.
em uma vizinhanca da origem em R2.

O segundo é o Critério de Reeb o qual é dado em termos de um fator integrante inverso

V.

Teorema 4.3.2. (Critério de Reeb) O sistema (4.6) tem um centro na origem se, e
somente se, admite um fator integrante inverso real analitico da forma V(x,y) =1+ ---

em uma vizinhanca da origem em R2.

Portanto, se para o sistema (4.5) conhecermos a variedade central analitica local numa
vizinhanca da origem, o problema foco centro possuird uma resposta via adaptacoes dos

teoremas acima.

Teorema 4.3.3. A origem € um centro para o sistema (4.5) se, e somente se, o sistema

admite um integral primeira local analitica da forma
H(z,y,2) =2 +y*+...

em uma vizinhanca da origem em R>. Além disso, quando existir um centro, a variedade

central local € unica e analitica.
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A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em |2|, capitulo 13.

O teorema seguinte pode ser considerado como um resultado anélogo ao critério de

Reeb em R3.

Teorema 4.3.4. O sistema (4.5) tem um centro na origem se, e somente se, admite um

maultiplo de Jacobi inverso da forma
V(z,y,2) =z+ -

em uma vizinhanca da origem em R3. Além disso quando existir tal V a variedade central

local analitica W¢ C V=1(0).

Na secao seguinte apresentaremos algumas propriedades dos miiltiplos de Jacobi inverso
necessarias para o entendimento da prova da suficiéncia do Teorema 4.3.4, prova esta, que

apresentaremos na secao 4.3.2.

4.3.1 Propriedades dos miiltiplos de Jacobi inverso

Daremos aqui um procedimento para encontrar um fator integrante inverso nao trivial
para o sistema (4.5). Somente o proximo teorema é dado para campos de vetores suaves,

os outros resultados desta se¢ao diz respeito ao sistema (4.5).

Teorema 4.3.5. Seja X = (fi(z,y,2), f2(x,y, 2), f3(x,y,2)) um campo vetorial suave
definido em um conjunto aberto U C R3. Assuma que exista um mailtiplo de Jacobi
inverso C*° da forma

V($a Y, Z) = (Z - h($a y))W(ZL’, Y, Z)

onde W(z,y,h(z,y)) # 0. Entio M = {(z,y,2) € U;z = h(z,y)} é uma variedade

invariante de X e v(x,y) = W(x,y,h(x,y)) é um fator integrante inverso restrito ao

campo X |y= (fi(z,y, h(z,y)), falz,y, h(z,v))).

Demonstragao:  Seja V um miultiplo de Jacobi inverso C*° da forma V(z,y,z) =
(z — h(x,y))W(x,y, z) onde W(x,y, z) # 0. Temos que
Ofi [ 0fs 0Ofs ofi [ 0f2  Ofs

XV =div(X)V = V(%+8—y+§) = (z—h(z,y))W(z, vy, z)(—$+—+—). (4.7)
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Portanto, V' = 0, define uma superficie invariante para X. Observe que F(z,y,z) =
z — h(z,y) = 0 e W(x,y,z) = 0 também sdo superficies invariantes de X e conse-
quentemente existem cofatores associados K(x,y,z) e L(z,y, z) respectivamente. Logo
XF = KF e XW = LW. Como F(x,y,z) = 0e W(x,y,z) = 0 sao superficies in-
variantes segue que F(z,y,z)W(z,y,z) = 0 também é uma superficie invariante com o

seguinte cofator K + L, ou seja,
XFW = (K + L)FW. (4.8)
Logo por (4.7) e (4.8) temos
div(X) = K(x,y,2) + L(z,y, 2).
Definindo a fungao v(z,y, z) = W(z,y, h(z,y)) e calculando a derivada temos

(X ) v(z,y) _fl +f2
R R

Avaliando X F' = K F sobre M obtemos

oh oh
has f28_y = f3. (4.9)

Portanto
(X |m)v _fl +fl%vfgﬁ+fz +f2%vfg—z
—fl +f2 +8—W<f1 +f2 ) (4.10)
=f1aa—vr+f2aa—vg+f3g-

Agora calculando XYW = LW sobre M e usando as equacoes (4.9) e (4.10) temos

ow ow ow
= : 4.11
fi o7 + fa a9y + /s o> LW. (4.11)
Das igualdades (4.10) e (4.11), obtemos
(X [y)v = LW = Lu. (4.12)

Tomando a derivada com respeito a z em XF = KF e avaliando em M obtemos

dfyOh  8f,0n  Ofs
Do ooy To, b oem M
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Como K + L = div(X) segue da igualdade acima que

_Oh O 0RO OROh _ o oy

L_ax dy 0z Ox %ay

Logo por (4.12) temos
(X |m)v=Lv=div(X |p)v.

Portanto, v(z,y) é um fator integrante inverso restrito ao campo vetorial X |y . [ |

Proposigao 4.3.1. Todo miltiplo de Jacobi inverso C™ local de (4.5) tem uma expressao
V(l’,y, Z) - Z(ZL’2 + y2)k +--
para algum k > 0.

Demonstragao: Denotemos por V,, a maior ordem nao nula do polindmio homogéneo
de grau m > 0 na expansao de Taylor em torno da origem de algum V', miltiplo de Jacobi

inverso C'*° nao-flat do sistema (4.5). Entao V,, satisfaz a EDP de primeira ordem

W WV OV
wr By B2

cuja solucao geral é

F(ZL’2 + y2’ Ze)\arctan(ﬁ))6—)\arct¢m(%) ‘

Portanto, como V,, é um polinémio, devemos ter V,, = z(2? + y*)* onde m =2k +1. ®

A relacao especial entre a variedade central local e o miultiplo de Jacobi inverso é
parcialmente revelada no préximo resultado. Praticamente, quando a origem do sistema
(4.5) é um centro, a situagao é completamente compreendida, ou seja, qualquer miltiplo
de Jacobi inverso C'*° deve ser nulo sobre a variedade central local. Por outro lado, quando

a origem ¢ um foco, a situacao é mais complicada e nao abordaremos aqui.

Teorema 4.3.6. Seja V' um miiltiplo de Jacobi inverso C* local para o sistema (4.5)
e W¢ = {z = h(z,y)} uma variedade central local C* na origem. Considere a fung¢ao

restrita
V IWC: ($ay) = V(l’,y, h(lﬁ,y))

Entao temos as sequintes afirmacoes:
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1. V |we € uma fungao flat na origem.

2. Quando W C VY0), ou seja V |we= 0, existe uma fun¢io W(x,y,z) C™ tal que

W(z,y,h(z,y)) # 0 e a sequinte fatoragao ocorre
V(QE‘, Y, Z) = (Z - h(l‘, y))W(l’, Y, Z)'

Além disso, v(x,y) = W |we= W(z,y, h(z,y)) é um fator integrante inverso para

X e .

3. No caso em que o sistema (4.5) tem um centro na origem devemos ter que W€ C

V-1(0).

Demonstracao: Prova do item (1). Como W¢ = {z = h(z,y)} é uma superficie
invariante para o campo de vetores X, definindo T'(x,y, 2) = z — h(x,y) temos que T' = 0

é uma superficie invariante, ou seja
XT =KT

onde K(x,y,z) é o cofator de T. Entao temos a seguinte relac¢ao

Oh Ooh
— — — = ‘. 4.1
(—y+ P) o T (r+ Q) o (Az+ R) sobre W (4.13)

Sabemos por hipotese que
XV = div(X)V. (4.14)
Assim por (4.13) e (4.14) temos que a funcao u(z,y) = V(z,y, h(z,y)) satisfaz a EDP de

primeira ordem dada por

(—y + P)% + (z + Q)g—z = u(A + div(F)) sobre W°€, (4.15)

fazendo =y = 0 em (4.15) e tendo em conta que A # 0 obtemos que

0u(0,0)
or

P(0,0,2)

00,0, z)au(o, 0) Aap(o, 0, 2) N 9Q(0,0, 2) N OR(0,0, z))_

By :“(O’O>( oz By 82

Portanto u(0,0) = 0. De fato, se u(z,y) nao fosse flat, e denotemos S,,(z,y) pela maior

ordem do polinémio homogéneo nao nulo de grau m > 1 na sua expansao em serie de
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Taylor ao redor da origem.
Substituindo esta serie de Taylor em (4.15) temos

oS oS oS, oP oQ OR

m m 0Sm
— P =ASm+ Sm—=—+ Smn— + Sin—.
Yor T, T T, tomae TPmay T,
Considerando apenas os termos de grau m temos
0Sm 0Sm
= — —\S,,. 4.16
Ve Ty =M (4.16)

Tendo em conta que S, € um polinomio homogéneo de grau m, temos que ele é também

uma solucao para a equacgao de Euler dada por

0Sym ~ 0Sh
Zom L, 22m s, 417
-ty 3y msS, (4.17)
Multiplicando a equacdo (4.17) por —2 e somando com (4.16) obtemos
(Az + my)% + (—mxw)% =0.

Assim, S, é uma integral primeira polinomial para o seguinte sistema

= Ar + my,
y = —mx+ \y
que tem um foco na origem, o que é impossivel. Portanto temos uma contradicao e
provamos que a fungao u =V |y é uma funcao flat na origem.
Prova do item (2). Suponhamos primeiramente que a variedade central local da

origem seja W¢ = {z = 0}. Assim, por hipotese temos que V(z,y,0) = 0. Entao existe

m > 1 e uma funcao W suave e nao flat tal que
W(z,y,0) #£0 e V(z,y,z)=2"W(z,y,z).

Provamos na Proposicao 4.3.1 que a maior ordem nao nula do polinémio homogéneo na
serie de Taylor de V & z(z% + y?)*, portanto devemos ter m = 1.
Para demonstrar o caso geral note que realizando uma mudanca de varidvel da forma

(x,y,2) = (x,y,Z) onde Z = z — h(x,y) o sistema (4.5) torna-se

I/ - —y—FP(ZL’,y,Z),
y =1+ Q(z,y, %), (4.18)
Z' =\Z + R(x,y,2Z).
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onde P(x,y,Z),Q(z,y,Z) e R(z,y, Z) sio os termos nio lineares e observando que z =
Z + h(zx,y), temos R(z,y,0) = 0. Deste modo, dado uma variedade central local para o
sistema (4.5), ela é transformado em uma variedade central local Z = 0 para o sistema
(4.18). Por outro lado, dado um campo vetorial X possuindo um muiltiplo Jacobi inverso

V e um difeomorfismo v tal que X = X, entdo
V=JVoy™

¢ um miltiplo Jacobi inverso de X onde Jy denota o determinante do Jacobiano de 1.

No nosso caso temos que ¥(z,y,2) = (x,y, Z) onde Z = z — h(x,y) de modo que

1 0 0
Jy=| 0 1 0|=L1
—hy —h, 1

Assim, a relacio entre V e o miltiplo Jacobi inverso V(x,y, Z) do sistema (4.18) é

Viz,y,Z) = J;V o1
=V (z,y, %))
=V(z,y,z+ h(z,y))
=V(x,y, z).

Concluindo o resultado. Para concluir a demonstragao do item (2) basta observar que pelo
Teorema 4.3.5 a funcao ¥ (z,y, h(z,y)) é um fator integrante inverso de X |ye .

Prova do item (3). Defina a curva C = (2,0, h(z,0)) C W° com z € (0,¢] e € >0
suficientemente pequeno. Afirmamos que a curva C' é uma se¢ao transversal do fluxo do

sistema (4.5) restrito a We¢. Para ver isso, seja

oh

u(a:) = (17 07 8_37(

z,0))

o vetor tangente a C' em (z,0,h(x,0)). A terceira componente do produto cartesiano
u(x) x X(z,0,h(z,0)) é + Q(z,0,h(zx,0)) = z + O(z?) e portanto nunca se anula ao
longo da curva C'. Assim u(z) ndo é paralelo a X(x,0, h(z,0)) o que prova a afirmagao.

Uma propriedade interessante dos miltiplos de Jacobi inverso é que eles podem ser cal-

culados ao longo das orbitas de X. Assim, seja ¢;(z,y,2) o fluxo do sistema (4.5) tal
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que ¢o(x,y,z) = (,y, z). Usando as fungdes caracteristicas para a EDP, XV = Vdiv(X),

obtemos que

V(¢pe(x,0,h(z,0))) = V(x,0,h(x,0)) exp (/0 divX (ps(z, 0, h(x,O)))ds) : (4.19)

Lembrando que

oP 0 OR
dz’v()c):%+a—§+§+x

Denotaremos por T'(x) o tempo que a 6rbita de (4.5) comegando no ponto inicial (z, 0, h(x,0))
leva até voltar a segdo transversal C. Sabe-se que T'(z) = 27 + O(z). Esta afirmacao é
provada realizando a mudanga de coordenadas polares no campo vetorial X |y que leva

a equagao diferencial das orbitas de X' |y para uma equagao da forma

dr rR(r, 6)
— = 4.2
9 1+06(r0) (420)

Entao, denotando por r(#;x) a solu¢do da equacao (4.20) tal que r(0;2) = x a fungao
periodica T'(z) é dada por

T<x):/07r1+@(f(99;x)’9> :/Oﬂ(1+(’)(x))d9:27r+(’)(x).

Tendo em consideracao que ¢; ¢ um difeomorfismo e usando a hipétese sobre nosso campo,

obtemos que
T(x)
/ div(X)(ps(x,0,h(x,0)))ds = \T'(x) + O(x) = 27\ + O(z). (4.21)
0

A orbita de (4.5) que passa pelo ponto (z,0, h(z,0)) de C é fechada, isto é

Or(@) (2,0, h(z,0)) = (2,0,h(z,0)) Ve (0,¢).
Avaliando (4.19) em ¢t = T'(z) e usando (4.21) obtemos

V(z,0,h(z,0)) =V(z,0,h(z,0)) 27\ + O(x)).

Isto implica que V(z,0,h(z,0)) = 0 e ainda por (4.19) e usando que C' é uma se¢ao trans-

versal obtemos que o fluxo do sistema (4.5) fornece V(z,y, h(x,y)) = 0. |
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4.3.2 Demonstracao do Teorema 4.3.4

Estamos em condicoes de apresentar a prova do Teorema 4.3.4. Nesta dissertacao neces-
sitaremos apenas de uma implicacdo do teorema, a qual exibiremos a demonstragao. A

prova da outra implicagdo pode ser encontrada com detalhes em [4].

Demonstragdo:  Mostraremos que se o sistema (4.5) admite um multiplo de Jacobi
inverso da forma V(x,y,2) = 2+ -+, entdo a origem é um centro.

Suponhamos entao que o sistema (4.5) tenha um miltiplo de Jacobi inverso analitico
na origem da forma

Vizg,y,2) =2+ . (4.22)

Assim, o Teorema da Funcao Implicita aplicado em V' (z,y, z) = 0 garante a existéncia de
uma tnica func¢ao analitica h(z,y) de classe C' definida em uma vizinhanga da origem
tal que h(0,0) = 0 e V(x,y, h(z,y)) = 0. Além disso, Dh(0,0) = 0. Logo, a partir da
invariancia de V(z,y, z) = 0 sobre o fluxo, da defini¢do de variedade central local e do
item (2) do Teorema 4.3.6, concluimos que W¢ = {z = h(x,y)} é uma variedade central

analitica local na origem e existe uma fungao W analitica C*°
Wiz,y,h(z,y)) #0 tal que V(z,y,2) = (z = h(z,y))W(z,y,2).

Da equacao (4.22) e W(0,0,k(0,0)) = W(0,0,0) # 0 temos que W(0,0,0) = 1. Além
disso v(z,y) = W(x,y, h(z,y)) é um fator integrante inverso analitico para o campo X' |yye.

Observe que

v(0,0) = W (0,0, h(0,0)) = W(0,0,0) = 1.

Como agora estamos no plano podemos usar o Teorema de Reeb que garante que a origem

¢ um centro para X |y .

O préximo corolario, ¢ uma consequéncia direta do Teorema 4.3.4, e serda de extrema

importancia na analise do sistema de L.

Corolario 4.3.1. Considere o sistema tridimensional analitico

= f(x) (4.23)
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o0 qual possui um ponto de Hopf em x = xq € R3. Este sistema possui um centro em x = g

se, e somente se, admite um multiplo de Jacobi inverso analitico local V' em xy com
gradV (xg) # 0,
onde gradV (xq) € o vetor gradiente de V' em xy.

Demonstragao: Usando a mudanca de coordenadas linear inversivel
£ = P(x—xo)

e um escalonamento no tempo, o sistema (4.23) pode ser transformado num sistema da
forma (4.5), cuja parte linear esta na forma candnica de Jordan. Se denotarmos por V' um

miltiplo de Jacobi inverso do sistema (4.23), entao
V(€) = (det P)V(P "¢ + )

¢ um multiplo de Jacobi inverso do sistema transformado. A reciproca também é verda-

deira. Em particular, deduzimos que

VV(0) = (det P)VV (z0) P~ (4.24)

Temos as seguintes equivaléncias: o sistema (4.23) possui um centro em = = x; se, e
somente se, o sistema transformado da forma canoénica (4.5) possui um centro em & = 0
se, e somente se, admite um miiltiplo de Jacobi inverso analitico local V tal que Vf/(O) #0
se, e somente se, o sistema (4.23) admite um multiplo de Jacobi inverso analitico local V,
tal que

VV(xg) # 0.

Ao estabelecer estas equivaléncias, usamos o Teorema 4.3.4 e a relagao (4.24). |

4.4 Aplicacoes

Os resultados obtidos no Capitulo 4 serao usados nesta se¢ao em trés sistemas bastante
conhecidos na literatura, a saber: Sistema de Moon—Rand, sistema de Lii e sistema de
Lorenz. O objetivo das subsecoes seguintes é estudar o problema foco centro em cada um

destes sistemas.
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4.4.1 Sistema de Moon—Rand

O sistema de Moon-Rand foi introduzido em [20], para o contexto de modelagem de
estruturas flexiveis. Faremos aqui uma analise deste sistema de modo a resolver o problema
foco—centro sobre uma variedade central local dando condi¢oes sobre os parametros a fim
de que a origem seja um centro.

O sistema de Moon-Rand é dado por

u =,
W = —u— ww, (4.25)
w = —\w + 020u2 + Cc11uv + CQQU2,

onde (u,v,w) € R? sao varidveis de estado e (), ey, 11, Co2) € R sdo parametros reais

com A # 0. Em notagao vetorial, o sistema (4.25) pode ser escrito como x = X (x,§), onde
X(x,€) = (v, —u — uw, —A\w + cou® + cryuv + coev?),

x = (u,v,w) € R® e £ = (), cop, €11, Co2) € RY, X # 0.
Para que possamos fazer um estudo do comportamento dinamico do sistema (4.25)
iniciaremos introduzindo uma mudanca de coordenadas no sistema (4.25) para coloca-lo

na forma do sistema (4.5). Considerando a seguinte mudanga de variaveis,
T=-u, Yy=v, Z=w

obtemos o seguinte novo sistema

r =Y,
2= -Xz + CQQLL’2 — C11rY + 002y2.

A origem, a qual denotaremos por g = (0,0,0), é um ponto de equilibrio do sistema
(4.26) para quaisquer valores dos parametros. Além da origem, o sistema (4.26) apresenta
um par de equilibrios Q4 = <:|: =20, —1), quando A/cg < 0.

c20’

Analise dos pontos ().
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Examinaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio )+ do ponto de vista linear.
Primeiramente observamos que basta realizar a andlise para o ponto de equilibrio @),
devido a simetria em relagao ao eixo z. De fato, tomemos a reflexao em torno do eixo z

em R3, g(z,y,2) = (—x, —vy, 2) e observemos que
X(g(z,y,2)) = (y,—v — 2z, — Az + co0a” — ey + 0022/2) = g(X(v,y,2))

para todo (z,y,z) € R? e para todo (), ca, c11,co2) € R Desta forma a estabilidade de
@ pode ser obtida através da estabilidade de ;. A linearizacao de (4.26) em @), nos da

a seguinte matriz Jacobiana

0 —1 0
2020\/ % —C11 % —A
cujo polindmio caracteristico pode ser escrito como

)\011

p(t) =1+ \* — — 2. (4.27)

C20
Para o estudo da estabilidade do equilibrio @), , faremos uso do Lema a seguir, conhecido

como critério de Routh-Hurwitz.

Lema 4.4.1. (Routh-Hurwitz) Considere o polindmio p(t) = t> + agt® + a1t + ag. As

raizes de p(t) tém partes reais negativas se, e somente se,

as >0, a1 >0, ay>0, asa > ag.
Demonstragao: Pode ser encontrada em Pontryagin |21].
Proposigao 4.4.1. O equilibrio Q1 € instdvel.

Demonstracao: Como o coeficiente de 2 e o termo constante do polindomio caracte-
ristico (4.27) tém sinais opostos segue diretamente do Lema 4.4.1 que o equilibrio Q, é

instavel. [ |

Analise do ponto ()
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A linearizac¢ao de (4.26) em Q) = (0,0,0) nés da a seguinte matriz Jacobiana

0 -1 0
B=DX(Qy)=1|1 0 0],
0 0 —\

cujo polindmio caracteristico pode ser escrito como
p(t) = >+ M+t + A
Defina o seguinte conjunto
S = {(\, c10,c11, co2) € RE: N # 0}

Se (A, €20, €11, Co2) € S, entao a matriz Jacobiana de X em )y possui um autovalor real
t; = —X e um par de autovalores imaginarios puros o3 = +i. Da Defini¢ao 4.1.1 temos

que o ponto (Jy € um ponto de Hopf.

Observacao 4.4.1. Do teorema da variedade central, para o ponto de Hopf Qo, uma
variedade bidimensional estd bem definida e é invariante pelo fluzo gerado por (4.26) e
pode ser continuada com classe arbitraria de diferenciabilidade para valores de pardametros
prozimos. Veja [16]. A wvariedade central local € atratora (respectivamente, repulsora)
quando X > 0 (respectivamente, X\ < 0). Desta forma € suficiente estudar a estabilidade

de Qo para o fluzo restrito a uma variedade central local e sua continuacao.

Assim, estudaremos agora a estabilidade de )y para parametros em S. Para isto,

definiremos os seguintes subconjuntos de S:
S1={(A\, e, 11, ¢02) € S5 Acnr + 2c90 < 2c02}
So = {(A, ca0, C11,C02) € S;  Acnr + 2¢90 > 2¢p2} -
Com isso temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.1. Considere o sistema (4.26). O primeiro coeficiente de Lyapunov associ-

ado ao equilibrio Qo para valores de parametros em S € dado por

1 Acin + 290 — 2¢op
8 A2 44 )

L1(>\, C20, C11, 002) =
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Se (A1 + 2c99 — 2¢p2) # 0, entao o sistema (4.26) possui um ponto de Hopf transversal
em Qo para (N, cag, €11, Co2) € S.

Mais precisamente, se (X, cag, €11, Coz) € S1USs, entao o sistema tem um ponto de Hopf de
codimensao 1 em Qq. Se (A, ¢, C11, Co2) € Sa, entdo Qy € instdvel (foco repulsor fraco).

Se (A, cog, €11, Co2) € Sh, entao Qo € assintoticamente estdvel (foco atrator fraco).

Demonstracao: Seguindo o processo de Lyapunov descrito na se¢ao 3.3, consideremos

a funcao de Lyapunov dada por:

1
V(l’,y,Z) = 5(1'2 +y2)2 + ‘/E;(Zlﬁ',y,Z) + V;l(llf,y,Z) + (428)

onde

V- ! 24 + L z2

= — z €Tz V4

ST e Ty A2 +4

e
‘/;l _ 3 92 9 (—)\ Co0 — )\CQ) 4 3\ xyZ2+

s )’ T Ay Y a5t

(2)\2—1) 2 9 (26204‘)\6114‘602) 3 (—)\620—611) 2 9
i rgert’ se+4) VT opeg VT
(—6 Coo + >\011 -2 02)1'3

8(A\2+4) v

Diferenciando (4.28) ao longo das orbitas de (4.26) obtemos que
V:vVX :774(1’2+y2)2+...’

onde o primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema na origem é dado por

I, — o 2020+)\611—262
N 8(\2 +4)

(4.29)

Notemos que o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov é determinado pelo sinal do
numerador de (4.29), uma vez que o denominador é sempre positivo, o que conclui a prova
do teorema. [ |

Defina agora o seguinte subconjunto £ de S,

Ac
Ly = {(A702070117002) €S, cy= _% + 002} .
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E facil ver que o primeiro coeficiente de Lyapunov se anula sobre £;. Este subconjunto
divide o conjunto S em duas componentes conexas denotadas por S; e S, onde L; < 0 e
Lq > 0, respectivamente.

No proximo teorema, estudaremos o sinal do segundo coeficiente de Lyapunov ao longo
de L1, onde o primeiro coeficiente de Lyapunov se anula. Definimos, os seguintes subcon-

juntos do conjunto L;.

4
Ny = {()\,020,011,002) €Ly; cp<0 e c1< %},
4cor
Ny =< (A e, ¢a1,¢02) € L1; coea >0 e ¢ > [
4002
My, = < (N co,c11,¢02) € L1; cp2>0 e ¢11 < N [
4002
My = < (N cao,C11,¢02) € L1; ca <0 e ¢ > [

Temos o seguinte teorema.
Teorema 4.4.2. Considere o sistema (4.26). O sequndo coeficiente de Lyapunov associado
ao equilibrio Qo ao longo de L1 € dado por

Coz(>\011 - 4002)
A(N? +4)

L2 |£1: (430)

Se coa(Aery — 4ega) # 0, entao o sistema (4.26) possui um ponto de Hopf transversal Qo
para (A, ¢, €11, Co2) € L.

Mais precisamente, se (A, ¢, C11,Co2) € N; U M;, i = 1,2, entao o sistema tem um ponto
de Hopf de codimensao 2 em QQy. Se (A, ¢, €11, Co2) € N1 U Ny, entao o ponto de Hopf Qo
é instdvel (foco repulsor fraco). Se (X, a0, 11, Co2) € My U Ms, entio o ponto de Hopf Qo

€ assintoticamente estdvel (foco atrator fraco).

Demonstragao: De forma andloga a prova do Teorema 4.4.1, obtemos polino6mios

homogéneos V5 e Vg tais que a funcao de Lyapunov dada por:
1
V(ZL’, Y, ZL’) - 5([['2 + y2)2 + ‘/E’)(x>y> Z) + ‘/4(1','3/, Z) + ‘/5(1','3/, Z) + ‘/G(x>y> Z) +oeey (431)

onde V3 e Vj sdo os polindomios encontrados em (4.28). Os polinémios V5 e Vg foram

encontrados com calculos realizados no programa computacional MAPLE. Omitiremos os
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valores de V5 e Vg pela sua extensao. Assim com valores especificos dos polindémios Vj e

Vs e diferenciando (4.31) ao longo das orbitas de (4.26) obtemos que
V:vVX :776(1’2+y2)3+...’

onde o segundo coeficiente de Lyapunov do sistema na origem é dado por

Co2 ()\ cip —4 002)

Le=m = —5te s

Notemos que Ly > 0 quando os parametros estao em Ny U Ny e Lo < 0 quando os
parametros estao em M; U M. [ |

Defina os seguintes subconjuntos de L4,

Lo = {(A, a0, €11, c2) € L1; co2 = 0}

AC
Loy = {(Aac20a011>002) € Ly;cop = %} .

E facil ver que o segundo coeficiente de Lyapunov se anula sobre os subconjuntos Lo e
Loo. A superficie L95 pode ser vista na Figura 4.1. Note que £y é dividido em quatro
componentes conexas denotadas aqui por N; e M;, ¢« = 1,2, onde Ly > 0 e Ly < 0,
respectivamente.

Agora, no seguinte teorema analisamos o sistema (4.26) com parametros ao longo do

conjunto Lo.

Teorema 4.4.3. Considere o sistema (4.26) com pardmetros em Loy. Entao o equilibrio

Qo € um centro para o fluzo do sistema (4.26) restrito a uma variedade central local.

Demonstragao: Provaremos este teorema de duas maneiras distintas. Para a primeira
prova usaremos o Teorema 4.3.4. Ja para a segunda prova usaremos o conceito de superficie
algébrica invariante.

Prova 1: Seja (\, ¢o0, €11, Co2) € Lo91. Entao fazendo as devidas substitui¢oes em (4.26)

obtemos o seguinte sistema

u = —v,
v =u+ uw, (4.32)

w = —Aw + cyou® — 2%y,
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Figura 4.1: A superficie de Hopf, L99 juntamente com a curva de centros Ls.

Defina V(u, v, w) = —coou® + Mw e observe que a divergéncia do campo X para o sistema

(4.32) é dado por div(X) = —\ assim temos a seguinte igualdade
XV = div(X)V.

Logo V' é um maltiplo de Jacobi inverso. Entao pelo Teorema 4.3.4, a origem é um centro
para o sistema (4.32). Além disso, a variedade central analitica W¢ C V~1(0).

Prova 2: O sistema (4.32) possui uma superficie algébrica invariante dada por

Fr(u,v,w) = —cyou? + M. (4.33)
De fato,
XFy = KF),
onde K(u,v,w) = —\ é o cofator da superficie algébrica invariante F) = 0. E ainda,

F\(0,0,0) = 0, assim, a superficie invariante dada por (4.33) contém o equilibrio. O auto

espaco central Ef em Qg é gerado pelos vetores

V,=(1,1,0) e V,=(-1,1,0).
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O gradiente de I em Qg é dado por VF\(Qo) = (0,0, A). Logo, VF\(Qo) é ortogonal aos

vetores V, e V;,. Portanto, numa vizinhanga da origem, existe uma variedade central local
we c FyH0).

Assim, resolvendo (4.33) em fun¢ao de w e substituindo nas duas primeiras equagoes de

(4.32), obtemos o seguinte sistema em coordenadas locais

u = —wv,

; (4.34)
! C
v =u+ Zu”.
Este sistema é Hamiltoniano com a funcao Hamiltoniana dada por
H(u,v) = 1(u2 +v?) + 20,4
’ 2 4N
Segue do Teorema 3.4.1 que a origem é um centro. |

O proximo teorema realiza o estuda o sinal do terceiro coeficiente de Lyapunov do sis-
tema (4.26) com parametros sobre o conjunto L, onde o primeiro e o segundo coeficientes

de Lyapunov se anulam. Definiremos, os seguintes subconjuntos do conjunto Lo:
Ty = {(A, e, c11, co2) € Lag;  coz > 0},
1 = {()\>C20>0117002) € Log; oo < O}.

Temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.4. Considere o sistema (4.26). O terceiro coeficiente de Lyapunov associado
ao equilibrio Qo para valores de parametros em Loy € dado por

1 (N +10)cp,
16 (A1 + 2002 + 64)02

L3 ‘522: (435)

Se copa # 0, entao o sistema (4.26) possui um ponto de Hopf transversal em @y para
(A, 20, €11, Co2) € L.

Mais precisamente, se (X, co, c11, Co2) € Th U Ty, entao o sistema tem um ponto de Hopf
de codimensao 3 em Qy. Se (X, ca0,c11,C02) € T1 (respectivamente, (X, cag,C11,Co2) € T3)
entdao o ponto de Hopf em Qg € instdvel (respectivamente, estdvel) uma vez que Ly > 0

(respectivamente, Lz < 0).
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Demonstragao: A prova do teorema segue de forma analoga ao Teorema 4.4.1. [ |

Defina o seguinte subconjunto de Lo,

L3 = {(\, 20, c11, co2) € Loz co2 =0} .

E facil ver que o terceiro coeficiente de Lyapunov se anula sobre o subconjunto L3 de Los.
Este subconjunto divide o conjunto L5 em duas componentes conexas denotadas por V;

e Vo onde L3 <0 e Lg > 0, respectivamente.

Teorema 4.4.5. Considere o sistema (4.26) com pardmetros em Lz. Entao o equilibrio

Qo € um centro para o fluzo do sistema (4.26) restrito a uma variedade central local.

Demonstragao:  Seja (A, ¢, C11,¢C02) € L3. Como L3 C Loy C L1, segue que cog =

c11 = 99 = 0. Assim segue do Teorema 4.4.3 que o ponto de equilibrio )y é um centro. B

A curva de centros L3 pode ser vista na Figura 4.1. Em resumo, mostramos o seguinte

teorema:

Teorema 4.4.6. Considere o sistema de Moon-Rand (4.25). Entao o equilibrio Qo é um

centro para o fluro do sistema restrito a variedade central W€ se, e somente se,

1
Co2 = —5)\011 + Cyg = 0.

4.4.2 Sistema de L

Nesta subsecao aplicaremos a teoria estudada no Capitulo 4 em outro sistema bastante
conhecido na literatura, a saber, o sistema de L.

Considere o sistema de L dado por

¥ =aly — x),
J = ey — s, (4.36)
2= —bz + wy.

onde (z,y,z) € R? sdo as varidveis de estado e (a,b,c) € R? sdo os parametros reais. Em

notagao vetorial, o sistema (4.36) pode ser escrito como & = f(x,(), onde

f(X7 g) = (a(y - x)vcy — Xz, —bz + II?y),
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x=(z,y,2) €ER? e ( = (a,b,¢c) € R3.

A origem, a qual iremos denotar por )y é um ponto de equilibrio do sistema (4.36)
para quaisquer valores dos parametros. Além da origem, o sistema (4.36) apresenta um
par de equilibrios simétricos Q4+ = <j:\/%, +/be, c) quando bec > 0. As estabilidades
desses pontos de equilibrios foram bastante estudados em [18] e [6].

Estudaremos as bifurcacoes de Hopf em (),. A anélise para o ponto ()_ segue de
forma semelhante devido a simetria do campo em relacao ao eixo z. Analisemos por-
tanto a estabilidade do equilibrio (),. Fazendo a translagao para a origem, segundo a
transformacao

Ty =T — X,
Y1 =Y — Yo,
21 = 2z — 2o,

onde (zg, Y0, 20) = (Vbe, Vbe, ¢), com be > 0, obtemos o novo sistema

Yy, = c(y1 + Vbe) — (21 + Vbe)(z1 + ¢), (4.37)
2L = —b(z + ¢) + (z1 +Vbe) (1 + Vbe).

A linearizagao de (4.37) em ()., que agora estd na origem, nos da a seguinte matriz

Jacobiana
—a a 0
A=| — ¢ —Vbe |, (4.38)

Vbe Ve  —b

cujo polindbmio caracteristico pode ser escrito como
p(\) = N+ (a+b—c)A\? + ab) + 2abe.
Assim, aplicando o Lema 4.4.1 obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.4.2. Defina

a+b
Co = )

3

1) Se a = 0, entao Q4 € um equilibrio degenerado, pois a matriz Jacobiana (4.38)

possut pelo menos duas raizes nulas. Para tanto, consideremos abaizo 0s casos em

que a # 0;
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2) Considere a # 0, b >0 e ¢ > 0. Temos as sequintes situagoes:
2.1) Se a <0, entao o equilibrio Q. € instdvel;

22) Sea >0¢e0 < c < ¢, (respectivamente, ¢ > c.), entdo Q4 € assintoticamente

estdvel (respectivamente, instdvel );
3) Considere b <0 e c <0. Neste caso, Q4 € sempre instdvel, para a # 0.

Da analise linear do sistema (4.36) em @), temos o seguinte resultado, a qual esta

provado em [17].

Proposicao 4.4.3. Definamos a superficie de Hopf

R:{(a,b,c)eR?’:ab>O,c:cc:(a;_b)}. (4.39)

Se (a,b,c) € R e c. >0 (respectivamente, c¢. < 0) entao a matriz Jacobiana de (4.4.2) em
Q4 possui um autovalor real negativo (respectivamente, positivo) Ay e um par de autova-

lores imagindrios puros g 3.

Observacgao 4.4.2. Do teorema da variedade central 4.1.1, para o ponto de Hopf Q1 uma
variedade bidimensional estd bem definida, ela € invariante pelo fluzo gerado por (4.56). A
variedade central € atratora (respectivamente, repulsora) quando c. > 0 (respectivamente,
c. < 0). Entao, é suficiente estudar a estabilidade de Q4 para o fluzo restrito a uma

variedade central.

Assim, estudaremos agora a estabilidade de (), para parametros em R. Definimos, os

seguintes subconjuntos da superficie de Hopf R,
Ry ={(a,b,c) € R*a>0,a/5 <b< 2a,c=c.},
Ry = {(a,b,c) €eR*a<0,a/5<b<0,c=c.},
Rs = {(a,b,c) € R*a < 0,b< 2a,c=c.},
G ={(a,b,c) eR*a>00<b<a/5c=cl,

Gs = {(a,b,¢) E]R?’;a>O,b>2a,c:cc}7
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Gs = {(a,b,c) €R* a<0,2a <b<a/5c=c.}.

No seguinte teorema, que encontra-se provado em |6 ou [8], estudamos o sinal do primeiro

coeficiente de Lyapunov associado ao equilibrio () para valores em R.

Teorema 4.4.7. Considere o sistema (4.36). O primeiro coeficiente de Lyapunov associ-
ado ao equilibrio Q1 para valores de parametros em R € dado por

I 243a?(a — 5b)(2a — b)b
Y7 (4a 4 b)2(at + 16a3b + 60a20® + 49ab® + 4b%)°

(4.40)

Se (a —5b)(2a — b) # 0, entao o sistema (4.36) possui um ponto de Hopf transversal em
Q4+ para (a,b,c) € R.

Mais precisamente, se (a,b,c) € Ry UG;, i = 1,2 e 3, entdo o sistema tem um ponto de
Hopf de codimensao 1 em Q4. Se (a,b,c) € G1 UGy U Gs, entao o ponto de Hopf Q-+
é instavel (foco repulsor). Se (a,b,c) € Ry U Ry U R3, entao o ponto de Hopf em Q. €

assintoticamente estdvel (foco atrator).

Demonstragao: A prova deste teorema segue andloga a prova do Teorema 4.4.1. H

Notemos que o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov é determinado pelo sinal do

numerador de (4.40), uma vez que o denominador é positivo.

Observacio 4.4.3. E facil ver que o primeiro coeficiente de Lyapunov anula-se sobre as

retas

Dy ={(a,b,c) e R:a#0,b=a/5,¢c=c.}

Dy ={(a,b,c) e R:a#0,b=2a,c=c.}.

Estas retas dividem a superficie de Hopf R em seis componentes conexas denotadas por

R, eG;,i=1,2,3, onde L1 <0 e Ly > 0, respectivamente.

O proximo teorema, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [6] ou [8], estuda o
sinal do segundo coeficiente de Lyapunov ao longo da reta Dy, onde o primeiro coeficiente

de Lyapunov se anula.
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Teorema 4.4.8. Considere o sistema (4.36). O sequndo coeficiente de Lyapunov associado

ao equilibrio Q4 para valores de parametros em Dy € dado por

3625

Lo |0:= G350

Como b # 0, entao o sistema (4.36) possui um ponto de Hopf transversal de codimensdo
2 em Q. Seb > 0 (respectivamente, b < 0) entao o ponto de Hopf em Q4 € instdvel

(respectivamente, estdvel) uma vez que Ly > 0 (respectivamente, Ly < 0).

Para os parametros (a,b,c) € Dy temos que o sistema (4.36) tem a origem como um

centro conforme o teorema a seguir.

Teorema 4.4.9. Considere o sistema (4.36) com pardmetros em Dy. Entao o equilibrio
Q4 € um centro para o fluro do sistema (4.36) restrito a uma variedade central local. Além

disso We C V=0).

Demonstragao:  Suponha (a,b,c) € Dy entao substituindo os valores dos parametros

b=2a e c=c.=a no sistema (4.36), obtemos

¥ =aly — ),
J = ay — 2, (4.41)
2= —2az + xy.

Denotando por X o campo associado ao sistema (4.41) temos que

XV =-2aV,

onde, V(z,y, z) = 2? —2az e div(X) = —2a. Portanto, V é um miiltiplo de Jacobi inverso.

Por outro lado, temos que
VV(Qi) = (£2] a| V2,0, —2a),

o qual é um vetor nao nulo. Segue do Corolario 4.3.1, que o equilibrio correspondente ()
é centro. Para finalizar a prova do teorema, denote por W¢ a variedade central em ).

Pelo Teorema 4.3.6 item 3, temos que

wec v=o).
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4.4.3 Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz ¢ sem davida o mais famoso de todos os sistemas diferenciais cadticos.
Foi formulado em 1963 por E. N. Lorenz na tentativa de criar um sistema de equacoes di-
ferenciais no qual explicaria alguns dos comportamentos imprevisiveis do clima. A maioria
dos modelos viaveis para o tempo envolvem equacoes diferenciais parciais; Lorenz buscava
um sistema mais simples e mais facil de analisar.
O sistema de Lorenz original é dada da forma
x = U(y - ZL’),
Yy =re—y—xz, (4.42)
2= —bz + wy,
onde o,r e b sao parametros positivos com ¢ > b+ 1. Uma boa referéncia para o estudo
dindmico e caotico do sistema de Lorenz é o livro [13].
Faremos aqui uma ligeira modificagao no sistema (4.4.3) a fim de aplicarmos a teoria
estudada nesta dissertacao.
Iniciaremos introduzindo o sistema de Lorenz da seguinte forma
x = U(y - ZL’),
Yy =re—y—xz, (4.43)
2= —bz 4 xy.
onde (z,1,2) € R3 sao variaveis de estado e os pardmetros reais assumindo os seguintes
valores: 0 = —1e b # 0.
O sistema (4.43) possui os seguintes pontos de equilibrio, Qy = (0,0, 0) para quaisquer

valores dos parametros e um par de equilibrios simétricos

Qe = (=V/b(r — 1), £/b(r — 1),r — 1),

quando b(r—1) > 0. Para o estudo das bifurcagoes de Hopf em @), basta realizar a analise

o equilibrio @), devido a simetria do campo. Analisemos a estabilidade para o equilibrio

Q..

Fazendo a translacao de (), para a origem, com a seguinte transformacao

u =1z — T,
v =Y — Yo, (4.44)

w =z — 2,
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onde (g, Yo, 20) = (1/b(r — 1), /b(r —1),r — 1), com b(—1 + r) > 0, obtemos o sistema
(4.43), em novas coordenadas, como segue

u' = —v+u,

V= —v+u—/b(r—1)w—uw, (4.45)
w' = —bw + \/b(r — D)u+ /b(r — 1)v + uv.
A linearizagao de (4.45) em ()., que agora estd na origem, nos da a seguinte matriz

Jacobiana

1 ~1 0
A= 1 -1 —\b(r—1) |, (4.46)

_\/b(r—l) Vo (r—1) —b

cujo polindbmio caracteristico pode ser escrito como

p(t) =3 +bt? + b(r — 1)t — 2b(r — 1).

Segue diretamente do Lema 4.4.1 (Routh-Hurwitz) que o conjunto de Hopf do equilibrio
@+ é da forma
S={(rb)eR*b=-2 e r—1<0}.
Entao a matriz Jacobiana de (4.45) em (), com parametros em S possui agora um auto-
valor real ¢; = 2 e um par de autovalores imaginarios puros ts 3 = ﬂﬁz
No proximo teorema mostramos que o equilibrio (), é um centro restrito a uma varie-

dade central local.

Teorema 4.4.10. Para pardmetros em S, o sistema de Lorenz (4.45) possui uma familia

de superficies algébricas invariantes F71(0), dada por
2

Fo(u,v,w)=+/=2(r— Du+w+ Ly

2
Além disso, W¢ C E71(0) e o fluro do sistema (4.45) restrito a F71(0) possui um centro

em (Q+.

Demonstragao: Seja (r,b) € S, ou seja, substituindo b = —2 e 1 — r > 0 no sistema

(4.45), obtemos o seguinte sistema

u' = —v+u,

vV=—v+u—+/—2(r—1)w— uw, (4.47)

w' =2w++/—2(r — u+ /—2(r — 1)v + uv.
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O sistema (4.47) possui uma familia de superficies algébricas invariantes dada por
2

F(u,v,w) =+/—2r+2u+w+ % = 0. (4.48)

De fato,
XF,=KF,,

onde K = 2 é o cofator da superficie algébrica invariante F,. = 0 e X é o campo vetorial
associado ao sistema (4.47). Além disso, F,.(0,0,0) = 0 e portanto a superficie invariante
dada por (4.48) contém o equilibrio.

O auto espaco central £ em Q. é gerado pelos vetores

Vo V=2r+2 —/=-2r+2(2r-3) 1
Pl 2tr-1) 20 -1 (V2r—2+ 1)

V. — V=2r+2 /-2r+22r-3) )
o\ 20-1) 20 -1 (V2r—2-1)" )

Como

VE.(0,0,0) = (vV=2r +2,0,1)

segue que VF,.(0,0,0) é ortogonal aos vetores V;, e Vi,. Portanto, numa vizinhanca da

origem, existe a variedade central local
wec FH0).
Logo resolvendo (4.48) em funcao de w e substituindo esta solu¢ao nas duas primeiras
equagoes de (4.47), obtemos o seguinte sistema em coordenadas locais
!/

U = —v +u,

(4.49)
v = —v+ 3u — 2ur + 3/2v/=2r + 2u* + 1/2u>.

Mas, este sistema, ¢ Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

3 5 V7 1 5 ul
H(u,v):(i—r)u +§—uv—|—§\/—2r+2u +§.

E isto finda a prova do teorema. Portanto, o equilibrio (), é de fato um centro restrito a

uma variedade central local. [ ]



Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao estudamos o problema foco centro para sistemas de equacoes diferenciais
em R? e R3. Demonstramos o Teorema de Bautin, o qual responde o problema foco—centro
para sistema quadraticos em R2?, com o auxilio da Teoria das bases de Groebner. Em
seguida, apresentamos alguns topicos necessarios para o estudo do problema foco centro
em R3, tais como: miltiplo de Jacob inverso e superficie algébrica invariante. Finalizamos
esta dissertacao aplicando estes resultados nos sistemas de Moon-Rand, sistema de Lii e
sistema de Lorenz.

Como sugestoes para trabalhos futuros podemos citar:

1) Resolver a seguinte conjectura:
Conjectura Considere uma equacao diferencial em R? definida por um campo de vetores
polinomial X. Suponha que exista um equilibrio isolado Ey desta equacao diferencial tal

que DX (Ey) tenha autovalores da forma
)\172 = :i:'éWQ, Wo 7é 0 e )\3 7& 0.

Se o fluzo desta equacao diferencial restrito a uma variedade central local de Fy tem um
centro, entao esta variedade central local estd contida numa superficie algébrica invariante.

Esta conjectura foi proposta em um seminario ministrado pelo professor Luis Fernando
Mello no IME-USP em abril de 2012.

2) Considere o seguinte sistema

x/:_ _:E2+y27
y =z — 3xy,
2 =2y — z,

E facil ver que a origem é um ponto de equilibrio do sistema. Calculamos os quatro
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primeiros coeficientes de Lyapunov e vimos que esses sao nulos. Desta forma surge a
pergunta, é o equilibrio um foco ou um centro?
3) Estudar o problema foco centro para sistemas ctbicos de equagoes diferenciais no

plano e em R3.
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