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Resumo
O objetivo desta dissertação é estudar o Problema Fo
o�Centro para alguns sistemas deequações diferen
iais de�nidos por 
ampos vetoriais quadráti
os em R2 e R3. Demons-tramos o teorema de Bautin e para sistemas em R3 estudamos o problema usando assuperfí
ies algébri
as invariantes e múltiplos de Ja
obi inverso.Palavras�
have: Campos quadráti
os planares, problema fo
o�
entro, Bautin, Camposquadráti
os em R3, superfí
ies algébri
as invariantes, múltiplos de Ja
obi inverso.
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Abstra
t
The obje
tive of this dissertation is the study of the Center�Fo
us Problem for somesystems de�ned by quadrati
 ve
tor �elds in R2 and R3. We prove the Bautin Theoremand for system in R3 we study the problem by using invariant algebrai
 surfa
es and inverseJa
obi multipliers.Keywords: Planar quadrati
 ve
tor �elds, 
enter�fo
us problem, Bautin, quadrati
 ve
-tor �elds in R3, invariant algebrai
 surfa
e, inverse Ja
obi multipliers.
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Capítulo 1
Introdução
O problema fo
o�
entro é um dos problemas mais famosos da teoria qualitativa das equa-ções diferen
iais ordinárias (EDOs). Para uma equação diferen
ial u′ = f(u) em R2 
omum ponto de equilíbrio isolado na origem, f(0) = 0, e a parte linear Df(0) 
om doisautovalores imaginários puros, o problema fo
o�
entro (não degenerado) é simplesmentedar 
ondições sobre f(u) para distinguir se a origem é um fo
o ou um 
entro.Embora date do �m do sé
ulo XIX, este problema é totalmente resolvido somente parasistemas lineares e quadráti
os devido às 
ontribuições su
essivas de H. Dula
 [9℄, W.Kapteyn [15℄, N. Bautin [1℄, e outros. Em 1939, usando a forma normal de Kapteyn, N.Bautin 
onseguiu exibir expli
itamente um número �nito de 
ondições algébri
as ne
essá-rias e su�
ientes para que o ponto de equilíbrio seja um 
entro de um sistema quadráti
oplanar.Cál
ulos relativamente simples mostram que, quando a linearização do sistema em umponto de equilíbrio tem autovalores 
om partes reais e as partes imaginárias diferentesde zero, o ponto de equilíbrio é um fo
o (atrator ou repulsor). Se, no entanto, as partesreais dos autovalores são iguais a zero, então a estabilidade do ponto de equilíbrio dependedos termos não-lineares de uma forma não trivial. Um método geral, devido à Poin
arée Lyapunov reduz o problema fo
o�
entro ao de resolver um sistema in�nito de equaçõespolinomiais. Ou seja, o problema fo
o�
entro é reduzido ao problema de en
ontrar avariedade do ideal gerado por uma 
oleção de polin�mios, 
hamado de quantidades fo
ais(η2k) do sistema. A variedade assim de�nida no espaço de 
oe�
ientes é 
hamada de1



2variedade 
entral de Bautin. Segue do teorema da base de Hilbert que todo ideal polinomialé gerado por um número �nito de polin�mios. Desta forma, deve existir um k ∈ IN tal queo ideal de Bautin, B = 〈η2, η4, . . .〉, satisfaça B = Bk = 〈η2, η4, . . . , η2k〉. Assim, o problemafo
o 
entro estará resolvido se en
ontrarmos um número k tal que B = Bk. Na práti
a,en
ontrar um tal número k é muito difí
il. Por outro lado, 
omo estamos interessadosapenas na variedade do ideal, não no próprio ideal e 
onhe
endo o seguinte resultado: Se
I e J são ideais em C[x1, ..., xn], então V (I) = V (J) se, e somente se, seus ideais radi
aissão iguais, ou seja, √I = √

J . Então, é su�
iente en
ontrar um número k tal que o radi
alde B seja igual ao radi
al de Bk.Um segundo problema, 
hamado problema da 
i
li
idade, é estimar o número de 
i
loslimites, isto é, soluções periódi
as isoladas, que podem bifur
ar de um 
entro ou um fo
oquando os 
oe�
ientes do sistema de equações diferen
iais são perturbados por valoresarbitrariamente pequenos. Este problema é uma parte do ainda não resolvido 16◦ Pro-blema de Hilbert. A �m de en
ontrarmos um limite superior para a 
i
li
idade de um
entro ou fo
o em um sistema polinomial é su�
iente obtermos uma base para o ideal dasquantidades fo
ais a
ima men
ionado. Assim, o estudo desses dois problemas famosos nateoria qualitativa das equações diferen
iais podem ser estudados por meio do estudo deideais polinomiais, isto é, através do estudo de um objeto de álgebra 
omutativa.Ao 
ontrário do 
aso planar, pou
o se sabe sobre as 
ondições de 
entro em dimensõesmaiores que dois. Em parti
ular, para sistemas diferen
iais analíti
os em R3, o problemafo
o�
entro é um problema ainda em aberto, ex
eto para alguns 
asos espe
í�
os. Maispre
isamente, dado um sistema analíti
o de equações diferen
ias em R3ẋ = f(x) (1.1)em que x = (x, y, z) e f : U ⊂ R3 → R3, suponha, sem perda de generalidade, que a origem
(0, 0, 0) seja um ponto singular isolado. Além disso, suponha que a matriz Ja
obiana
al
ulada na origem tenha um autovalor real não nulo e um par de autovalores 
omplexos
onjugados 
om partes reais nulas. O problema fo
o�
entro em R3 é, sob estas hipóteses,de
idir se todas as órbitas sobre a variedade 
entral lo
al na origem são periódi
as, 
aso
ontrário a origem é um fo
o. Lembrando que a variedade 
entral na origem do sistema
(1.1), denotada por W c, é uma superfí
ie invariante que é tangente ao auto espaço gerado



3pelos autovalores imaginários puros e 
ontém todo o 
omportamento re
orrente do sistema
(1.1) numa vizinhança da origem em R3.Nesta dissertação apresentamos duas formas de solução para este problema: a primeiraé o 
lássi
o Teorema de Poin
aré-Lyapunov o qual é dado em termos de uma integralprimeira, a outra solução é dada em termos de múltiplos de Ja
obi inverso e pode ser vista
omo um resultado análogo em R3 ao 
ritério de Reeb no plano.Para uma visão 
ompleta desta dissertação, os 
apítulos subsequentes en
ontram-seassim organizados:

X CAPÍTULO 2: Apresentaremos neste 
apítulo um breve resumo da Teoria Quali-tativa dos Sistemas Diferen
iais, auxiliando-nos na 
ompreensão do problema fo
o�
entroque será também introduzido no 
apítulo seguinte.
X CAPÍTULO 3: Neste 
apítulo apresentaremos o problema fo
o�
entro em R2 queé um dos mais importantes da Teoria Qualitativa. Daremos algumas ferramentas paraauxiliar na 
ompreensão deste problema tais 
omo os 
oe�
ientes de Lyapunov, as 
urvasalgébri
as invariantes e a teoria de integrabilidade de Darboux. Em seguida apresentare-mos a prova, utilizando as bases de Groebner, do famoso teorema de Bautin, enun
iadoda seguinte formaTeorema. O sistema de Bautin







x′ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

y′ = λ1y + x+ λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,
(1.2)
om λ1 = 0, tem a origem 
omo um 
entro se, e somente se, uma das seguintes 
ondiçõesé satisfeita:i) λ4 = 0 e λ5 = 0;ii) λ2 = 0 e λ5 = 0;iii) λ3 = λ6;iv) λ5 = λ4 + 5(λ3 − λ6) = λ3λ6 − λ22 − 2λ26 = 0.Finalizaremos este 
apítulo 
om um resultado sobre a 
i
li
idade para 
ampos qua-dráti
os planares e alguns exemplos. Este resultado será apresentado neste 
apítulo da



4seguinte forma: Se um 
ampo quadráti
o planar possui um ponto de equilíbrio na origemdo tipo fo
o ou 
entro, então fazendo pequenas variações dos seus 
oe�
ientes o 
ampopode produzir não mais do que três 
i
los limites em uma vizinhança deste ponto.
X CAPÍTULO 4: Ini
ialmente estudaremos os pontos de Hopf e de�niremos o pro-blema fo
o�
entro sobre uma variedade 
entral. A partir daí iremos apresentar algumaspropriedades dos múltiplos Ja
obi inverso essen
iais para enun
iarmos e demonstrarmosuma versão do 
ritério de Reeb (R2) dada em termos de um múltiplo Ja
obi inverso em R3.Ao �nal deste 
apítulo, apli
aremos esta teoria para estudarmos a estabilidade dos pontosde equilíbrio em três sistemas de equações diferen
iais, a saber: Sistema de Moon-Rand,sistema de Lü e sistema de Lorenz.



Capítulo 2
Teoria Qualitativa das EquaçõesDiferen
iais
Neste 
apítulo apresentaremos alguns 
on
eitos e resultados fundamentais da Teoria Qua-litativa das Equações Diferen
iais Ordinárias, que serão utilizados no de
orrer desta dis-sertação. Para um desenvolvimento mais amplo destes assuntos, re
omendamos o livro[23℄.2.1 Campos vetoriais e �uxosSeja U um sub
onjunto aberto do espaço eu
lidiano Rn.De�nição 2.1.1. Um 
ampo vetorial de 
lasse Cr, r ≥ 1, em U é uma apli
ação
X : U → R

n de 
lasse Cr.De�nição 2.1.2. O sistema
x′ = X (x) x′ =

dx

dt
(2.1)é 
hamado de sistema diferen
ial asso
iado ao 
ampo de vetores X . As soluçõesdesta equação, isto é, as apli
ações diferen
iáveis ϕ : I → U (I ⊂ R) tais que

ϕ′(t) =
dϕ

dt
(t) = X (ϕ(t))para todo t ∈ I, são 
hamadas trajetórias ou 
urvas integrais de X .5
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PSfrag repla
ements U

t

I

ϕ

ϕ(t)

ϕ′(t) = X (ϕ(t))

Figura 2.1: Trajetórias do 
ampo X .De�nição 2.1.3. Um ponto p ∈ X é 
hamado de ponto de equilíbrio ou singularidadede X se X (p) = 0 e ponto regular de X se X (p) 6= 0.De�nição 2.1.4. Uma trajetória ϕ : I → U de X 
hama-se máxima se para todatrajetória ψ : J → U tal que I ⊆ J e ϕ = ψ |I se tenha I = J e 
onsequentemente ϕ = ψ.Neste 
aso I 
hama-se intervalo máximo.De�nição 2.1.5. Seja 0 ∈ I(x), onde I(x) é o intervalo máximo. Se existir t ∈ R, tal que
t ∈ I(x) para todo x ∈ U , dizemos que o �uxo no tempo t asso
iado ao 
ampo de vetores
X em Ω = {(t, x); x ∈ U e t ∈ I(x)} é a apli
ação

ϕ : Ω → R
nde�nida da seguinte maneira: dado x ∈ U , tomamos a solução máxima x : I(x) → U de

X , 
om x(0) = x e então de�nimos
ϕ(t, x) = x(t).De�nição 2.1.6. O 
onjunto O(p) = {ϕ(t, p); t ∈ I(p)}, isto é, a imagem da 
urvaintegral de X pelo ponto p, 
hama-se órbita de X pelo ponto p.Observação 2.1.1. Duas órbitas de X 
oin
idem ou são disjuntas, ou seja,

q ∈ O(p) ⇔ O(p) = O(q).



7Da observação anterior, U �
a de
omposto numa união disjunta de 
urvas diferen
iá-veis, podendo 
ada uma ser:1. Imagem biunívo
a de um intervalo de R.2. Um ponto.3. Homeomorfo a um 
ír
ulo.No segundo 
aso {p} = O(p), a órbita 
hama-se órbita singular; no ter
eiro 
aso a órbita
hama-se fe
hada ou periódi
a.De�nição 2.1.7. Uma órbita periódi
a γ de X é 
hamada de 
i
lo limite se existe umavizinhança V de γ tal que γ é a úni
a órbita fe
hada de X que inter
epta V.De�nição 2.1.8. O 
onjunto U , munido da de
omposição em órbitas de X , 
hama-seretrato de fase de X . As órbitas são orientadas no sentido das 
urvas integrais do
ampo X .2.2 O teorema do �uxo tubularUma vez que dispomos de um re
urso para a representação de um 
ampo vetorial, seuretrato de fase, devemos pro
urar meios para 
omparar duas representações e dizer quandosão equivalentes (possuem as mesmas propriedades essen
iais). Introduzimos a seguir anoção de 
onjugação entre dois 
ampos vetoriais, as quais permitem 
omparar seus retratosde fase.De�nição 2.2.1. Sejam ϕ1 : Ω1 → Rn e ϕ2 : Ω2 → Rn os �uxos gerados pelos 
ampos X1 :

U1 → R
n e X2 : U2 → R

n, respe
tivamente. Dizemos que X1 é topologi
amente 
onjugado(resp. Cr-
onjugado) a X2 quando existe um homeomor�smo (resp. um difeomor�smode 
lasse Cr) h : U1 → U2 tal que
h(ϕ1(t, x)) = ϕ2(t, h(x)) para todo (t, x) ∈ Ω1.O homeomor�smo h 
hama-se 
onjugação topológi
a (resp. Cr-
onjugação) entre X1e X2.



8Um aspe
to essen
ial da 
onjugação h entre X1 e X2 é a preservação dos pontos singu-lares e das órbitas periódi
as juntamente 
om seu período. São estas 
ara
terísti
as quetornam estas relações úteis para a 
omparação de retratos de fase.Vejamos agora que o esboço do retrato de fase de um 
ampoX é trivial numa vizinhançade um ponto regular. Ver �gura 2.2.Teorema 2.2.1. (Fluxo Tubular.) Seja p um ponto regular de um 
ampo vetorial X ,de 
lasse Cr, r ≥ 1. Então existe um difeomor�smo de 
lasse Cr que 
onjuga X , em umavizinhança de p, 
om o 
ampo 
onstante Y = (1, 0, 0, . . . , 0) restrito a uma vizinhança daorigem.
PSfrag repla
ements h

X
Y

Figura 2.2: Fluxo tubular lo
al na vizinhança de um ponto regular.
2.3 Estrutura lo
al dos pontos singulares hiperbóli
osTendo em vista o teorema do �uxo tubular, podemos 
onsiderar satisfatório o 
onhe
imentoqualitativo lo
al das órbitas de um 
ampo vetorial em torno de pontos regulares, sendoque existe apenas uma 
lasse de 
onjugação diferen
iável lo
al. Por outro lado, se p éuma singularidade, a situação é bem mais 
omplexa. Mesmo nos sistemas lineares já seapresentam várias 
lasses diferentes de 
onjugação diferen
iável. Começamos por de�niros tipos de pontos singulares.De�nição 2.3.1. O ponto singular p de X é 
hamado de hiperbóli
o quando a matrizJa
obiana A = DX (p) possui todos autovalores 
om partes reais diferente de zero. Se aparte real de algum autovalor for nula a singularidade é 
hamada de não hiperbóli
a.



9De�nição 2.3.2. Um ponto singular hiperbóli
o p de X é 
hamado de um nó se a matrizJa
obiana A = DX (p) possui todos autovalores reais de mesmo sinal. Se este sinal fornegativo, p é dito ser um nó atrator e se for positivo, um nó repulsor.De�nição 2.3.3. Um ponto singular hiperbóli
o p ∈ R
2 de X é 
hamado de um fo
o sea matriz Ja
obiana A = DX (p) possui 2 autovalores 
omplexos 
onjugados 
om parte realnão nulas. A direção do 
ampo é dada pelo sinal da parte real destes autovalores, se fornegativa temos que p é um fo
o atrator, se a parte real for positiva temos que p é umfo
o repulsor.De�nição 2.3.4. Um ponto singular p ∈ R2 de X é 
hamado de um 
entro, se existir umavizinhança V(p) de p totalmente preen
hida por órbitas fe
hadas. Uma 
ondição ne
essáriapara isso, mas não su�
iente, é a seguinte: a matriz Ja
obiana A = DX (p) possuir 2autovalores imaginários puros e não nulos.O seguinte Teorema de Hartman-Grobman a�rma que se a singularidade for hiperbó-li
a, o sistema linearizado des
reve o 
omportamento do sistema não linear próximo doponto singular, ou seja, o 
omportamento numa vizinhança de um ponto singular é sempremodelado pelo 
omportamento da parte linear.Teorema 2.3.1. (Hartman-Grobman). Sejam X : U → Rn um 
ampo vetorial de
lasse C1 e p ∈ U um ponto singular hiperbóli
o. Então, existem vizinhanças V de p em

U e W de 0 ∈ Rn tais que X restrito a U é topologi
amente 
onjugado a DX (p) |W , onde
DX (p) representa a matriz Ja
obiana apli
ada no ponto singular p.A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [23℄.Na Figura 2.3 temos representado os retratos de fase de um 
ampo não linear numavizinhança do um ponto singular hiperbóli
o e de seu linearizado.
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Figura 2.3: Interpretação geométri
a do Teorema de Hartman-Grobman.



Capítulo 3
Teorema de Bautin
Neste 
apítulo dis
utiremos um dos mais importantes problemas da Teoria Qualitativadas Equações Diferen
iais. Sob 
ondições bastante gerais o problema fo
o�
entro é 
om-pletamente entendido para o 
aso dos 
ampos quadráti
os planares, através do teoremade Bautin que apresentaremos neste 
apítulo. Em resumo, o teorema de Bautin forne
e
ondições ne
essárias e su�
ientes para que um ponto singular de um sistema quadrá-ti
o planar seja um 
entro. Ini
iaremos o 
apítulo 
om algumas de�nições e resultadosne
essários para o entendimento deste teorema.3.1 O problema fo
o�
entro em R

2Consideremos o sistema






x′ = P̃ (x, y)

y′ = Q̃(x, y)
(3.1)onde P̃ e Q̃ são funções analíti
as. Suponha que a origem seja um ponto de equilíbrioisolado do sistema (3.1), ou seja, existe uma vizinhança 
ontendo a origem na qual ela éo úni
o ponto singular. Considere X (x, y) = (P̃ (x, y), Q̃(x, y)) o 
ampo de vetores asso-
iado ao sistema (3.1). Suponha ainda que a matriz Ja
obiana J(0, 0) = DX (0, 0) tenhaautovalores 
omplexos 
onjugados. Esta última hipótese garante que numa vizinhançasu�
ientemente próxima da origem, as soluções de (3.1) 
ir
ulem a origem.O problema fo
o�
entro é, sob as hipóteses a
ima, de
idirmos se a origem é um fo
o(repulsor ou atrator) ou um 
entro. 11



12Exemplo 3.1.1. Considere os seguintes sistemas






ẋ = −y + y2,

ẏ = x,
e 





ẋ = −y − x3,

ẏ = x− y3.Em ambos a origem é uma singularidade não hiperbóli
a e os autovalores da matriz Ja
o-biana na origem têm a forma
λ1,2 = ±i.Como veremos mais adiante, no primeiro 
aso, a origem é um 
entro, pois o sistema éHamiltoniano, enquanto que no segundo 
aso, a origem é um fo
o atrator.Se a origem for um ponto singular hiperbóli
o, ou seja, os autovalores da matriz Ja
o-biana J(0, 0) = DX (0, 0) forem da forma

λ1,2 = α± iβ
om α 6= 0, então o teorema de Hartman-Grobman nos diz que numa vizinhança su�
i-entemente pequena da origem, o sistema é topologi
amente 
onjugado à sua parte linear,isto é, podemos ignorar os termos de ordem superior. Neste 
aso, veremos mais adianteque a origem é um fo
o atrator (α < 0) ou um fo
o repulsor (α > 0).Desta forma, é de nosso interesse o problema fo
o�
entro quando os autovalores damatriz Ja
obiana J(0, 0) = DX (0, 0) forem da forma
λ1,2 = ±iβ
om β 6= 0. Notemos, neste 
aso, que a origem é uma singularidade não hiperbóli
a e,portanto, o sistema linearizado não des
reve ne
essariamente o 
omportamento do sistemanão linear próximo da origem. Veremos mais adiante 
omo resolver efetivamente esteproblema para o 
aso dos 
ampos quadráti
os planares, através do teorema de Bautin.3.2 Estabilidade lo
al segundo LyapunovUma ferramenta essen
ial para o estudo da estabilidade de uma singularidade é o 
ritériode Lyapunov. Nesta seção apresentamos um breve resumo deste resultado.



13De�nição 3.2.1. Dados X : U ⊆ Rn → Rn um 
ampo vetorial e p ∈ U uma singularidadede X, temos que:a) p é estável se dado qualquer ε > 0, existe um δ > 0, tal que ‖x − p‖ < δ impli
a
‖ϕ(t, x)− p‖ < ε, para todo t > 0;b) p é instável se não for estável;
) p é assintoti
amente estável se p é estável e, além disso, existe ε > 0, tal que
‖x− p‖ < ε impli
a lim

t→∞
ϕ(t, x) = p;d) p é assintoti
amente instável se p é instável e, além disso, existe ε > 0, tal que

‖x− p‖ < ε impli
a lim
t→−∞

ϕ(t, x) = p.Considere um 
ampo vetorial X e V : U → R uma função de 
lasse C1. De�nimos aderivada de V na direção do 
ampo X no ponto p ∈ U por
V̇ (p) = ∇V (p) ·X(p).De�nição 3.2.2. Dados o 
ampo X e a função V 
omo a
ima. Considere p ∈ U umponto singular de X , temos quea) V é função de Lyapunov para o 
ampo X se V (x) ≥ 0, ∀x ∈ U , V (x) = 0 se, esomente se, x = p e V̇ ≤ 0, para todo x ∈ U ;b) V é função de Lyapunov estrita para o 
ampo X se V é função de Lyapunov e,além disso, V̇ < 0, para todo x ∈ U .Teorema 3.2.1. (Critério de Lyapunov). Seja p um ponto de equilíbrio isolado do
ampo X . Se existir uma função de Lyapunov V de�nida em algum domínio U ⊆ R2
ontendo p, então p é uma singularidade estável. Se V for uma função de Lyapunovestrita então p será uma singularidade assintoti
amente estável.A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada no livro [23℄.Exemplo 3.2.1. O segundo sistema dado no Exemplo 3.1.1 possui

V =
1

2
(x2 + y2) +

1

4
xy(x2 − y2)
omo função de Lyapunov estrita. Desta forma segue do Teorema 3.2.1 que a origem éum fo
o atrator.



143.3 Valores fo
ais e 
oe�
ientes de LyapunovNesta seção apresentaremos um pro
esso 
omputa
ional e�
iente, 
riado por Lyapunovpara 
al
ular os 
oe�
ientes de Lyapunov, tais 
oe�
ientes darão informações sobre aestabilidade de uma singularidade.Considere o 
ampo X = (P̃ , Q̃) asso
iado ao sistema (3.1), logo sua linearização naorigem apresenta um fo
o ou um 
entro. Com mudanças adequadas de 
oordenadas, osistema (3.1) pode ser es
rito 
omo






x′ = y + λx+ P (x, y)

y′ = −x+ λy +Q(x, y),
(3.2)onde P e Q são funções analíti
as 
ujos desenvolvimentos de Taylor na origem 
omeça
om, pelo menos, termos quadráti
os. Considere a função de Lyapunov

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2).Assim,

V̇ = ∇V · X = (x, y)(y + λx+ P,−x+ λy +Q),

= λx2 + xP + λy2 + yQ,

= λ(x2 + y2) + xP + yQ.Desta forma o sinal de V̇ em uma vizinhança da origem é determinado pelo sinal de λ.Se λ 6= 0 dizemos que a origem é um fo
o forte. Pelo Teorema 3.2.1, se λ < 0 a origemé assintoti
amente estável e se λ > 0 a origem é instável. Quando λ = 0 dizemos que aorigem é um fo
o fra
o ou um 
entro. Daqui para frente queremos estudar a estabilidadedo equilíbrio (0, 0) quando λ = 0. Desta forma, o sistema (3.2) assume a forma






x′ = y + P (x, y)

y′ = −x+Q(x, y),
(3.3)
om

P (x, y) =
m
∑

k=2

Pk(x, y) +O
(

‖(x, y)‖m+1
)

Q(x, y) =

m
∑

k=2

Qk(x, y) +O
(

‖(x, y)‖m+1
)



15onde
Pk(x, y) =

k
∑

j=0

pk−j,jx
k−jyj,

Qk(x, y) =

k
∑

j=0

qk−j,jx
k−jyj.A notação O denota a expansão em série de Taylor, em torno da origem, ini
iando-se nostermos de ordem m+ 1 no mínimo.Considere a função de Lyapunov dada por

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) +

m+1
∑

k=3

Vk(x, y) +O
(

‖(x, y)‖m+2
)

, (3.4)
om
Vk(x, y) =

k
∑

j=0

Vk−j,jx
k−jyjpolin�mios homogêneos de grau k nas variáveis x e y. Tomando a expansão em série deTaylor até os termos de ordem 3, o sistema (3.3) assume a forma







x′ = y + P2(x, y) + P3(x, y) +O (‖(x, y)‖4)
y′ = −x +Q2(x, y) +Q3(x, y) +O (‖(x, y)‖4) ,

(3.5)
om
P2(x, y) = p20x

2 + p11xy + p02y
2,

P3(x, y) = p30x
3 + p21x

2y + p12xy
2 + p03y

3,

Q2(x, y) = q20x
2 + q11xy + q02y

2,

Q3(x, y) = q30x
3 + q21x

2y + q12xy
2 + q03y

3.A função de Lyapunov (3.4) 
om m = 3 é dada por
V (x, y) =

1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y) +O

(

‖(x, y)‖5
)

, (3.6)
om
V3(x, y) = V30x

3 + V21x
2y + V12xy

2 + V03y
3,

V4(x, y) = V40x
4 + V31x

3y + V22x
2y2 + V13xy

3 + V04y
4.Diferen
iando (3.6) ao longo das órbitas de (3.5) segue que

V̇ (x, y) =

(

R3(x, y) +

(

y
∂V3

∂x
(x, y)− x

∂V3

∂y
(x, y)

))

+

(

R4(x, y) +

(

y
∂V4

∂x
(x, y)− x

∂V4

∂y
(x, y)

))

+

O
(

‖(x, y)‖5
)

, (3.7)
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om
R3(x, y) = xP2(x, y) + yQ2(x, y),

R4(x, y) = xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3
∂x

(x, y) +Q2(x, y)
∂V3
∂y

(x, y).Consideremos os seguintes espaços vetoriais
Pn =

{

p(x, y) =
n
∑

j=0

an−j,jx
n−jyj : grau(p(x, y)) < n+ 1, an−j,j ∈ R

}

,

Rn+1 =

{

u : u =

n
∑

j=0

un−j,jej+1, un−j,j ∈ R

}

.Os 
onjuntos Bn
P = {xn, xn−1y, · · · , xyn−1, yn} e Bn+1

R
= {e1, e2, · · · , en, en+1} são basespara Pn e Rn+1, respe
tivamente. A base Bn+1

R
é a 
an�ni
a em Rn+1. A transformaçãolinear de Pn em Rn+1 tem a seguinte 
onstrução

Sn : Pn → R
n+1

p(x, y) =

n
∑

j=0

an−j,jx
n−jyj 7→ u =

n
∑

j=0

an−j,jej+1.Considere agora a seguinte transformação linear
Tn : Pn → Pn

p(x, y) 7→ Tn(p(x, y)) = y
∂p

∂x
(x, y)− x

∂p

∂y
(x, y).Tomando-se as bases B3

P e B4
P para P3 e P4, respe
tivamente, as matrizes A3 e A4 
omrelação a essas bases, são respe
tivamente,

A3 =

















0 −1 0 0

3 0 −2 0

0 2 0 −3

0 0 1 0

















e A4 =























0 −1 0 0 0

4 0 −2 0 0

0 3 0 −3 0

0 0 2 0 −4

0 0 0 1 0























.

Proposição 3.3.1. A transformação linear T3 é um isomor�smo. O nú
leo da transfor-mação T4 tem dimensão 1 e a imagem dimensão 4. Uma base para o nú
leo é {(x2 + y2)2}.Demonstração: O nú
leo da transformação linear T3 é trivial, visto que Det(A3) = 9.Logo, T3 é injetora. Para provar que T3 é sobre, basta observar que a dim(Im(T3)) = 4 e



17que {T3(x3), T3(x2y), T3(xy2), T3(y3)} é uma base para a imagem T3 e para P3. Como T3é bijetora, admite uma transformação inversa o qual é também linear, bijetora. A matriz
A4 é equivalente por linhas a matriz es
alonada reduzida por linhas























1 0 0 0 −1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 −2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0























.

Assim, o posto(A4) = 4 e, 
onsequentemente, o nú
leo de T4 tem dimensão 1 e aimagem dimensão 4. De um 
ál
ulo simples A4S4(p(x, y)) = 0, p(x, y) ∈ P4, segue que
S−1
4 (1, 0, 2, 0, 1) = (x2 + y2)2.Resulta da Proposição 3.3.1 que V3(x, y) pode ser es
olhido de maneira úni
a de formaa 
an
elar os termos de grau 3 de (3.7). Tal es
olha é feita resolvendo-se o sistema linear

A3S3(V3(x, y)) = −S3(xP2(x, y) + yQ2(x, y)),onde
S3(V3(x, y)) = (V30, V21, V12, V03),

S3(xP2(x, y) + yQ2(x, y)) = (p20, p11 + q20, p02 + q11, q02).Segue que
(V30, V21, V12, V03) =

(

−1

3
(p11 + q20 + 2q02), p20,−q02,

1

3
(p02 + 2p20 + q11)

)

.A mesma metodologia não pode ser apli
ada para es
olha dos 
oe�
ientes de V4(x, y),pois T4 não é isomor�smo. Contudo, V4(x, y) pode ser es
olhido de forma que V̇ (x, y)tenha um sinal bem de�nido. Isto pode ser feito impondo que os termos de ordem 4 de(3.7) pertençam ao nú
leo de T4. Assim, os 
oe�
ientes de V4(x, y) podem ser obtidosatravés de
A4

(

S4

(

xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3

∂x
(x, y) +Q2(x, y)

∂V3

∂y
(x, y)

)

+A4S4(V4(x, y))

)

= 0,onde
S4(V4(x, y)) = (V40, V31, V22, V13, V04),

S4

(

xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3
∂x

(x, y) +Q2
∂V3
∂y

(x, y)

)

= (s40, s31, s22, s13, s04),
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om
s40 = p11p20 + p30 + 2p20q02,

s31 = p211 − 2p220 + p21 − p20q11 + 2q20q02 + p11(q20 + 2q02) + q30,

s22 = p12 − 2p20p11 + p02(p11 + 2q02) + 2q11q02 − 2p20q20 − q11q20 + q21,

s13 = p03 + p11q02 + 2q202 − 2p20q11 − q211 − p02(2p20 + q11) + q12,

s04 = −2p20q02 − q11q02 + q03.Logo,
V40 =

1

4

(

2 q02q20 − q12 − 3 p20q11 − q30 − 2 p20
2 + p11

2 + 3 q02p11 + p11q20 − p21+

2 q02
2 − q11p02 − q11

2 − p03 − 2 p20p02
)

+ 1,

V31 =
1

8

(

5 p30 − 7 p20p11 − 16 q02p20 − 3 q03 − q21 − q02q11 − 2 p20q20 − q20q11 + p02p11+

2 q02p02 − p12
)

,

V22 =
1

2

(

2q02
2 − q11p02 − 2p20q11 − q11

2 + q02p11 − q12 − p03 − 2p20p02
)

+ 2,

V13 =
1

8

(

3 p30 − p20p11 − 16 q02p20 − 5 q03 + q21 − 7 q02q11 + 2 p20q20 − p02p11+

q20q11 − 2 q02p02 + p12
)

,

V04 =1.Com estas es
olhas feitas para V3(x, y) e V4(x, y), segue que
V̇ (x, y) = η4(x

2 + y2)2 +O
(

‖(x, y)‖5
)

, (3.8)
om
η4 =

1

8

(

3 q03 − p20p11 + 3 p30 + q21 + q02q11 + 2 p20q20 + q20q11 − p02p11 − 2 q02p02 + p12
)

.A equação (3.8) determina a estabilidade da origem. De fato, a função
V =

1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y) (3.9)é uma função de Lyapunov em alguma vizinhança da origem. Assim, do Teorema 3.2.1,obtemos que se η4 < 0, então a singularidade é assintoti
amente estável. Se η4 > 0, entãoa singularidade é instável. Quando η4 = 0 ainda não podemos determinar a estabilidadeda origem.



19Na verdade, o pro
esso 
riado por Lyapunov para estudar a estabilidade da origemdo sistema (3.3), é um pro
esso puramente algébri
o. A idéia desse pro
esso é 
onstruirre
ursivamente funções de Lyapunov para o sistema (3.3).Primeiramente a Proposição 3.3.1 é verdadeira no 
aso geral.Proposição 3.3.2. Quando n é ímpar, Tn é um isomor�smo. Quando n é par, Tn possuium nú
leo de dimensão um gerado por (x2 + y2)
n
2 .A demonstração desta proposição pode ser en
ontrada em [14℄, página 350.Desta forma, se η4 = 0 na equação (3.8), podemos pro
eder de forma análoga ao quejá �zemos para obter η4 e produzir uma nova série V , garantida pela Proposição 3.3.2 talque o termo líder da expressão para V̇ é η6(x2 + y2)3, e assim por diante.Em resumo, V pode ser es
olhida de tal forma que

V̇ = η4(x
2 + y2)2 + η6(x

2 + y2)3 + · · ·+ η2k(x
2 + y2)k + · · ·Observação 3.3.1. Este resultado sobre estabilidade não exige que o 
ampo vetorial Xseja analíti
o. Além disto, os 
ál
ulos formais 
om a série V são justi�
ados porque afunção de Lyapunov (3.9), que é um requisito para a apli
ação do Teorema 3.2.1, a
abapor ser um polin�mio.Apresentamos agora um teorema bastante útil sobre a estabilidade.Teorema 3.3.1. Se η2k = 0, k = 2, · · · , N, mas η2k+2 6= 0, então a estabilidade dasingularidade na origem é determinada:

• Se η2k+2 < 0, então a singularidade é assintoti
amente estável.
• Se η2k+2 > 0, a singularidade é instável.A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [5℄.As 
onstantes η2k são 
hamadas de valores fo
ais. Do método exposto a
ima junta-mente 
om o Teorema 3.3.1 temos que, se após um número �nito de etapas determinarmosum valor fo
al não nulo, então poderemos produzir uma função de Lyapunov polinomiale assim a usarmos para determinar a estabilidade do ponto singular. Contudo, ainda nãoesgotamos todas as possibilidades: o que a
onte
e se todos os valores fo
ais forem nulos?Esta pergunta é es
lare
ida no teorema abaixo.



20Teorema 3.3.2. (Centro de Lyapunov). Se o 
ampo vetorial X é analíti
o e η2k = 0para n = 2, · · · ,∞ então a origem é um 
entro. Além disto, a série que de�ne V é
onvergente numa vizinhança da origem e representa uma função 
ujos 
onjuntos de nível
ontém as órbitas do sistema 
orrespondente ao 
ampo X .A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [5℄.Como η2k é relevante somente quando η2l = 0 para todo l < k, tomamos
η2 = η4 = · · · = η2k−2 = 0nas expressões de η2k. As quantidades obtidas dessa maneira são 
hamadas de 
oe�
ientesde Lyapunov, e serão denotadas por Lk = η2k+2, para k = 0, 1, 2, · · · ,∞.Se trabalharmos 
om P e Q polin�mios, segue do teorema da base de Hilbert que existeuma 
onstante m tal que L(k) = 0 para todo k se, e somente se, Lk = 0 se k ≤ m. A base
B = {L0, L1, L2, · · · , Lm}é 
hamada de base fo
al.Desta forma é ne
essário 
al
ular somente um número �nito de 
oe�
ientes de Lyapu-nov. Contudo, dado um sistema qualquer, não sabemos a priori quantos 
oe�
ientes temosque 
al
ular para termos a base fo
al B, 
om ex
eção de alguns 
asos espe
í�
os. Em geral,os 
ál
ulos dos 
oe�
ientes de Lyapunov são muito longos e 
ompli
ados, ex
eto em alguns
asos mais simples, e assim vários métodos 
omputa
ionais tem sido desenvolvidos.Como exemplo, apli
aremos este pro
esso em um sistema 
onhe
ido 
omo sistema deBautin. Estudaremos este sistema na seção 3.5.Exemplo 3.3.1. Considere o sistema de Bautin







x′ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

y′ = λ1y + x+ λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,
(3.10)
om λ1 = 0. Seguindo o pro
esso de Lyapunov des
rito a
ima, 
onsideremos a função deLyapunov dada por

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y)
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om
V3(x, y) =

1

3
(λ2 + λ5) x

3 + λ3x
2y − λ2xy

2 − 1

3
(λ6 + λ4) y

3 e
V4(x, y) =

1

8
(7λ3λ5 + λ6λ5) x

3y − 1

2

(

λ4λ3 + 3λ2λ5 + λ5
2
)

x2y2+

+
1

8
(λ3λ5 + 8λ2λ4 − λ6λ5) xy

3 +
1

4

(

λ4λ3 − 2 λ2λ5 − λ5
2 + λ6λ4 + λ4

2
)

y4.Desta forma, 
om esses valores de V3 e V4 temos que
V̇ = ∇V · X = η4(x

2 + y2)2 + · · · .Assim, obtemos que o primeiro 
oe�
iente de Lyapunov do sistema (3.10) na origem édado por
L1 = η4 = −λ5(λ3 − λ6).Com 
ál
ulos realizados no programa 
omputa
ional MAPLE, obtemos também o segundoe ter
eiro 
oe�
ientes de Lyapunov. Omitiremos os valores de Vk pelas suas extensões.Desta forma, 
om valores espe
í�
os dos Vk obtemos que

V̇ = ∇V · X = η4(x
2 + y2)2 + η6(x

2 + y2)3 + η8(x
2 + y2)4 + · · · .onde

• L1 = η4 = −λ5(λ3 − λ6),
• L2 = η6 = (λ3 − λ6) (30 λ3

2λ5+20 λ2λ4λ3−40 λ6λ3λ5−17 λ3λ5λ4+4 λ2λ4
2+3 λ5λ4

2+

+ 13 λ6λ5λ4 + 32 λ2λ5
2 + 23 λ5

3 − 20 λ2λ6λ4 + 10 λ6
2λ5.

• L3 = η8 = (λ3 − λ6) (−2352 λ6
2λ2λ5

2+2580 λ6
2λ2λ4

2+5502 λ3λ5
3λ4+920 λ2λ6

3λ4+

2560 λ3λ6
3λ5 + 1800 λ6

3λ5λ4 − 168 λ6λ2λ4
3 − 489 λ6

2λ5λ4
2 − 12060 λ6

2λ3
2λ5 +

8000 λ2
2λ6

2λ5 + 9778 λ6λ3λ5
3 − 3978 λ6λ5

3λ4 + 360 λ2λ4λ3
3 + 10560 λ2

2λ3
2λ5 +

+ 2560 λ2
3λ4λ3 + 472 λ2λ4

3λ3 − 3097 λ3
2λ5λ4

2 − 100 λ2λ4
4 + 2760 λ6λ2λ4λ3

2 −
18560 λ6λ3λ2

2λ5−111 λ5λ4
4−1553 λ6

2λ5
3−5984 λ2λ5

2λ3
2+6480 λ6λ3

3λ5+224 λ2
3λ4

2−
1184 λ2

3λ5
2 − 8864 λ2λ5

4 + 9456 λ6λ3λ2λ5
2 + 3514 λ6λ3λ5λ4

2 − 694 λ6λ5λ4
3 −

7072 λ2
2λ4λ3λ5 − 1716 λ2λ5

2λ4
2 − 2560 λ6λ2

3λ4 + 1170 λ3
4λ5 + 7116 λ3

3λ5λ4 −
954 λ5

3λ4
2 + 7840 λ6λ2

2λ5λ4 − 4040 λ3λ2λ6
2λ4 + 512 λ2λ5

2λ3λ4 − 632 λ2
2λ4

2λ5 −
7096 λ2

2λ5
3 + 4932 λ2λ4

2λ3
2 − 3195 λ5

5 + 1968 λ6λ2λ5
2λ4 + 5116 λ3λ6

2λ5λ4 −
14032 λ6λ3

2λ5λ4 + 826 λ3λ5λ4
3 + 1850 λ6

4λ5 − 7288 λ6λ2λ4
2λ3 − 5417 λ3

2λ5
3.



223.4 Teoria de integrabilidade de DarbouxAgora, apresentaremos algumas de�nições e resultados sobre a Teoria de integrabilidadealgébri
a dos sistemas diferen
iais polinomiais reais tomando 
om referên
ia o livro [10℄.Estas ferramentas serão ne
essárias na demonstração do teorema de Bautin. Observamosque a maioria das de�nições e teoremas podem ser estendidos para sistemas 
omplexos esistemas não polinomiais em dimensões arbitrárias.Denotaremos por C[x, y] (ou R[x, y]) o anel de polin�mios nas variáveis x e y e 
oe�
ientesem C (ou R).Seja U um sub
onjunto aberto do R2. Um 
ampo de vetores polinomial (P,Q)de�nido em U é uma apli
ação que asso
ia para 
ada ponto (x, y) ∈ U um vetor X =

(P (x, y), Q(x, y)) em R2, onde
P (x, y) =

k
∑

i+j=0

aijx
iyj, Q(x, y) =

l
∑

i+j=0

bijx
iyjsão polin�mios em duas variáveis.De�nição 3.4.1. O sistema







x′ = P (x, y)

y′ = Q(x, y)
(3.11)é 
hamado de sistema diferen
ial polinomial asso
iado ao 
ampo de vetores X .De�nição 3.4.2. O grau do sistema (3.11) é o número máximo entre os graus dos po-lin�mios P e Q, ou seja, n = max{grau(P ), grau(Q)}.De�nição 3.4.3. O sistema (3.11) é integrável em um aberto U de C2 se existe umafunção não 
onstante H : U → C, 
hamada integral primeira do sistema em U que é
onstante em todas as 
urvas soluções (x(t), y(t)) do sistema (3.11) 
ontidas em U .Observação 3.4.1. Tomemos H 
omo na De�nição 3.4.3. Assim, H(x(t), y(t)) = 
ons-tante para todos os valores de t para a qual a solução (x(t), y(t)) está de�nida e 
ontidaem U . Claramente H é uma integral primeira para o sistema (3.11) em U se, e somentese,

XH = PHx +QHy ≡ 0 em U .



23Considerando sistemas (3.11) 
om 
oe�
ientes reais, a existên
ia de uma integral pri-meira H : U ⊆ R2 → R determina 
ompletamente seu retrato de fase, pois as 
urvas denível
{(x, y) : H(x, y) = h} ⊆ U
ontém as órbitas do sistema em U .Exemplo 3.4.1. Considere o seguinte sistema







x′ = −y,
y′ = x.

(3.12)As soluções deste sistema são todas da forma
(x(t), y(t)) = (k1 cos(t)− k2sen(t), k1sen(t) + k2 cos(t))onde k1 e k2 são 
onstantes. Tomando H(x, y) = x2 + y2, temos que H não é 
onstante,porém

H(x(t), y(t)) = (k1 cos(t)− k2sen(t))2 + (k1sen(t) + k2 cos(t))
2 = k21 + k22para 
ada t ∈ R. Portanto, H é uma integral primeira para o sistema (3.12).De�nição 3.4.4. A divergên
ia do 
ampo vetorial X asso
iado ao sistema (3.11) éde�nida por

div(X ) = div(P,Q) =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
.De�nição 3.4.5. O sistema (3.11) é dito Hamiltoniano se existe uma integral primeira

H (
hamada função Hamiltoniana) tal que
P = −∂H

∂y
e Q =

∂H

∂x
. (3.13)Portanto, os 
ampos vetoriais planares mais simples possuindo uma integral primeirasão os Hamiltonianos, uma vez que toda função Hamiltoniana é uma integral primeira.Exemplo 3.4.2. O primeiro sistema dado no Exemplo 3.1.1,







ẋ = −y + y2,

ẏ = x,possui a seguinte função Hamiltoniana
H(x, y) =

y2

2
+
y3

3
+
x2

2
.



24Veremos agora que as possibilidades de 
lassi�
ação dos pontos de equilíbrio (nãodegenerado) para um sistema Hamiltoniano são selas ou 
entros.Proposição 3.4.1. Seja p ∈ R2 uma singularidade para o sistema (3.13). Então, osautovalores do seu sistema linearizado são ou ±λ ou ±iλ, λ ∈ R.Demonstração: Consideremos o sistema Hamiltoniano dado por
ẋ = P = −∂H

∂y
e ẏ = Q =

∂H

∂x
. (3.14)e seja p um ponto de equilíbrio de (3.14). Assim o sistema linearizado é dado por

A =





∂2H
∂x∂y

∂2H
∂y∂y

− ∂2H
∂x∂x

− ∂2H
∂y∂x




om o polin�mio 
ara
terísti
o
p(λ) = λ2 − tr(A)λ+ det(A).Logo, os autovalores de A são dados por

λ1,2 = tr(A)±
√

tr(A)2 − 4 det(A)

2
.Daí 
omo tr(A) = 0, obtemos

λ1,2 = ±
√

− det(A).Portanto,1. Se det(A) > 0 temos que os autovalores são imaginários puros.2. Se det(A) < 0 temos que os autovalores são reais.Em seguida, apresentaremos dois teoremas que auxiliam na prova da existên
ia de um
entro em um sistema analíti
o planar.Teorema 3.4.1. (Teorema de Poin
aré-Lyapunov) O sistema analíti
o planar






ẋ = −y + F1(x, y),

ẏ = x+ F2(x, y),



25onde F1 e F2 são funções analíti
as 
om desenvolvimentos de Taylor na origem 
omeçando
om pelo menos termos quadráti
os, possui um 
entro na origem se, e somente se, admiteuma integral primeira da forma
H(x, y) = x2 + y2 + · · · .em uma vizinhança da origem em R2, onde os pontos signi�
am termos de ordem superior.A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [22℄.De�nição 3.4.6. Um sistema (3.11) é do tipo tempo-reversível se existe uma apli
ação

R : R2 → R2 tal que
d

dt
(R(z)) = −f(R(z))onde z = (x, y) ∈ R

2 e f(z) = dz/dt.Exemplo 3.4.3. Considere o sistema






ẋ = −y + xy,

ẏ = x− y2.Tomando R(x, y) = (x,−y) é fá
il ver que d/dt(R(x, y)) = −f(R(x, y)) e portanto estesistema é do tipo tempo-reversível.Teorema 3.4.2. Todo sistema da forma (3.3) do tipo tempo-reversível tem um 
entro naorigem.A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [22℄.3.4.1 Curvas algébri
as invariantesNesta seção tomamos 
omo referên
ia o livro [10℄. Ini
ialmente vamos de�nir e obteralguns resultados para sistemas planares, porém alguns desses resultados são válidos parasistemas de dimensões maiores, n ≥ 2.De�nição 3.4.7. Seja f ∈ C[x, y], f não identi
amente nula. A 
urva algébri
a f = 0 éuma 
urva algébri
a invariante para X se para algum polin�mio K ∈ C[x, y] temos
X f = P

∂f

∂x
+Q

∂f

∂y
= Kf. (3.15)O polin�mio K é 
hamado 
ofator para a 
urva algébri
a invariante f = 0.



26Notemos que dado um sistema polinomial de grau n, seu 
ofator tem grau no máximo
n− 1.Lema 3.4.1. Sejam f, g ∈ C[x, y]. Suponhamos f e g relativamente primos em C[x, y].Então para o 
ampo de vetores X dado em (3.11), fg = 0 é uma 
urva algébri
a invariante
om 
ofator Kfg se, e somente se, f = 0 e g = 0 são 
urvas algébri
as invariantes 
om osrespe
tivos 
ofatores Kf e Kg. Além disso, Kfg = Kf +Kg.Demonstração: Primeiramente é fá
il ver que

X (fg) = (X f)g + f(X g). (3.16)Suponha fg = 0 uma 
urva algébri
a invariante do sistema (3.11) 
om 
ofator Kfg. Então,pela De�nição 3.4.7,
X (fg) = Kfgfg,e da igualdade (3.16) temos,

Kfgfg = (X f)g + f(X g).Portanto, 
omo f e g são relativamente primos, obtemos que f divide X f e g divide X g.Se tomarmos Kf 
omo sendo o quo
iente X f/f e Kg o quo
iente X g/g, temos que f = 0e g = 0 são 
urvas algébri
as invariantes 
om 
ofatores Kf e Kg, respe
tivamente. Alémdisso,
Kfg = Kf +Kg.A prova da re
ípro
a, segue de maneira similar, usando novamente a igualdade (3.16).Proposição 3.4.2. Suponha f ∈ C[x, y] e seja f = fn1

1 · . . . · fnr
r sua fatoração em fatoresirredutíveis em C[x, y]. Então para o 
ampo de vetores X , f = 0 é uma 
urva algébri
ainvariante 
om o 
ofator Kf se, e somente se, fi = 0 é uma 
urva algébri
a invariante para
ada i = 1, . . . , r 
om os respe
tivos 
ofatores Kfi. Além disso Kf = n1Kf1 + · · ·+ nrKfr .Demonstração: A partir do Lema 3.4.1 sabemos que f = 0 é uma 
urva algébri
ainvariante 
om o 
ofator Kf se, e somente se, fni

i é a 
urva algébri
a invariante 
om osrespe
tivos 
ofatores Kf
ni
i

para i = 1, . . . , r, além disso, Kf = Kf
n1
1

+ · · ·+Kf
nr
r
.



27Agora para mostrar a proposição é su�
iente mostrar que para 
ada i = 1, . . . , r , fni
i = 0é uma 
urva algébri
a invariante 
om o 
ofator Kf

ni
i

se, e somente se, fi = 0 é uma 
urvaalgébri
a invariante 
om o 
ofator Kfi e tal que Kf
ni
i

= niKfi .Assumiremos que fni
i = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om o 
ofator Kf

ni
i
. Então

Kf
ni
i
fni
i =X (fni

i )

=ni (f
ni
i )−1X (fi)ou equivalentemente,

X (fi) =
1

ni
Kf

ni
i
fi.Assim, de�nindo Kfi = Kf

ni
i
/ni, obtemos que fi = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
omo 
ofator Kfi tal que Kf

ni
i

= niKfi . A prova da volta é semelhante.3.4.2 Fator integrante e fator exponen
ialApresentaremos nesta subseção uma ferramenta que auxilia na obtenção de uma integralprimeira para os sistemas (3.11).De�nição 3.4.8. Seja I : U → C uma função analíti
a que não é identi
amente nula em
U . Uma função I é um fator integrante para o sistema polinomial (3.11) em U se umadas seguintes três 
ondições equivalentes é verdadeira sobre U :a) ∂

∂x
(IP ) = − ∂

∂y
(IQ);b) div(IP, IQ) = 0;
) X I = −Idiv(P,Q).Com a proposição abaixo temos uma re
eita para 
onstruir uma integral primeira parao sistema (3.11).Proposição 3.4.3. A integral primeira H asso
iada ao fator integrante I é dada por

H(x, y) =

∫

I(x, y)P (x, y)dy+ h(x) (3.17)em que h(x) é es
olhido de tal forma que ∂H
∂x

= −IQ e o domínio de integração U estejabem de�nido. Então
x′ = IP =

∂H

∂y
, y′ = IQ = −∂H

∂x
.



28Demonstração: A demonstração desta proposição é trivial.Proposição 3.4.4. Se o sistema (3.11) tem dois fatores integrantes I1 e I2, então a função
I1/I2 de�ne uma integral primeira no 
onjunto aberto U\{I2 = 0}, visto que I1/I2 é não
onstante.Demonstração: Seja Ii um fator integrante. Assim ele satisfaz X Ii = −Iidiv(P,Q)para i = 1, 2. Desta forma a proposição é demonstrada imediatamente observando que

X
(

I1
I2

)

=
(X I1)I2 − I1(X I2)

I22
= 0.O fator exponen
ial é uma outra ferramenta que desempenha um papel semelhanteaos das 
urvas algébri
as invariantes na obtenção de uma integral primeira para 
amposde vetores X . Antes de de�nirmos, vamos expli
ar 
omo a notação surge naturalmente.Suponhamos que temos as 
urvas algébri
as invariantes hε = h + εg + O(ε2) = 0 
om
ofatores Khε para ε ∈ [0, ε0] onde ε0 é su�
ientemente pequeno. Usando o fato que

X (hε) = Khεhε e se expandirmos o 
ofatorKhε 
omo uma séries de potên
ias em ε obtemosque Khε = Kh + εK +O(ε2) onde K é algum polin�mio de grau no máximo n− 1.Podemos agora fazer um estudo lo
al perto de um ponto onde h é não nula. Uma vez que
X
(

hε
h

)

=
X (hε)h− (hε)Xh

h2

=
Khε(hε)h− (hε)Khh

h2

=
(Kε + εK +O(ε2))(h+ εg +O(ε2))h− (h+ εg +O(ε2))Khh

h2

=εK +O(ε2).Daí temos que
X
(

(

hε
h

)
1

ε

)

=
1

ε

(

hε
h

)
1

ε
(

hε
h

)−1

X

(

hε
h

)

=
1

ε

(

hε
h

) 1

ε

(1 +O(ε))(εK +O(ε2))

=(K +O(ε))

(

hε
h

)
1

ε

.

(3.18)



29Portanto a função
(

h+ εg +O(ε2)

h

)
1

εtem 
ofator K +O(ε). Assim quando ε→ 0 temos que a função tende a
exp

(g

h

) (3.19)e a partir de (3.18) obtemos que
X
(

exp
(g

h

))

= K exp
(g

h

)

. (3.20)Portanto, a função (3.19) satisfaz a equação (3.15) impli
ando que ela é uma 
urva algé-bri
a invariante 
om o 
ofator de grau (n− 1).De�nição 3.4.9. Sejam h, g ∈ C[x, y] e assuma que h e g são relativamente primos noanel C[x, y] ou que h ≡ 1. Então a função exp(g/h) é 
hamada fator exponen
ial parao sistema (3.11) se existe pelo menos um polin�mio K ∈ C[x, y] de grau no máximo (n−1)que satisfaça a equação (3.20). Como antes dizemos então que K é o 
ofator do fatorexponen
ial exp(g/h).O seguinte teorema será de grande valia na prova do Teorema de Bautin. Optamos aquipor apresentar uma versão mais simples e somente os items que utilizaremos neste trabalho.Uma demonstração deste teorema (em sua versão mais geral) pode ser en
ontrada em [10℄.Teorema 3.4.3. (Integrabilidade de Darboux)Suponha que o sistema (3.11) admita p 
urvas algébri
as invariantes irredutíveis fi = 0
om 
ofatores Ki para i = 1, . . . , p, q fatores exponen
iais exp( gi
hj

) 
om 
ofatores Lj para
j = 1, . . . , q e (x0, y0) ∈ C

2 um ponto singular tal que fi(x0, y0) 6= 0 para i = 1, . . . , p.Entãoi) Existem λi, µj ∈ C não nulos tais que ∑p
i=1 λiKi +

∑q
j=1 µjLj = 0, se e somente se,a função

fλ11 . . . fλpp

(

exp

(

g1
h1

))µ1

. . .

(

exp

(

gq
hq

))µq (3.21)é uma integral primeira para o sistema (3.11).ii) Existem λi, µj ∈ C não nulos tais que ∑p

i=1 λiKi +
∑q

j=1 µjLj = −div(P,Q), se esomente se, a função (3.21) é um fator integrante do sistema (3.11).



303.5 Teorema de BautinEstamos agora em 
ondições de apresentar um belo resultado 
onhe
ido 
omo teorema deBautin. Para a prova deste teorema ne
essitamos do 
onhe
imento da teoria das basesde Groebner. Referên
ias para este assunto podem ser en
ontradas por exemplo em [7℄ e[22℄. Denotaremos a partir de agora por F os 
onjuntos R ou C.De�nição 3.5.1. O ideal B = 〈L1, L2, . . .〉 gerado pelas quantidades fo
ais é 
hamado deideal de Bautin.De�nição 3.5.2. A variedade do ideal de Bautin V(B) é 
hamada de variedade 
entraldo sistema.Corolário 3.5.1. Toda sequên
ia de ideais I1 ⊂ I2 . . . em um anel de polin�mios sobreum 
orpo F se estabiliza. Isto é, existe m ≥ 1 tal que para 
ada j ≥ m Ij = Im.Demonstração: Seja I1 ⊂ I2 . . . uma sequên
ia de ideais 
res
ente em F[x1, . . . , xn] eseja I = ⋃∞

j=1 Ij. Claramente I é um ideal em F[x1, . . . , xn].Pelo teorema da base de Hilbert existem f1, . . . , fs em F[x1, . . . , xn] tais que
I = 〈f1, . . . , fs〉.Es
olha qualquer n ∈ N tal que F = {f1, . . . , fs} ⊂ In e suponha que g ∈ Ip para algum

p ≥ n. Uma vez que g ∈ I e F é uma base para I, então existem h1, . . . , hs ∈ F[x1, . . . , xn]tais que
g = h1f1 + h2f2 + · · ·+ hsfs.Portanto, g ∈ In o que impli
a que F ⊂ In e In é um ideal.Assim Ip ⊂ In, 
omo a sequên
ia é 
res
ente segue que Ip = In ∀p ≥ n, p ∈ N.Na proposição seguinte, iremos 
onsiderar um sistema planar quadráti
o e 
olo
á-lo naforma "
an�ni
a" para simpli�
ar a demonstração do teorema de Bautin.Proposição 3.5.1. Considere o sistema polinomial planar quadráti
o 
om uma singula-ridade isolada na origem dado por,







x′ = a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2,

y′ = b10x+ b01y + b20x
2 + b11xy + b02y

2.
(3.22)



31onde aij , bij ∈ R para i, j = 0, 1, 2 e (a10 − b01)
2 + 4a01b10 < 0. Então através de uma mu-dança de variável e um es
alonamento no tempo podemos 
onsiderá-lo da seguinte forma:







x′ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

y′ = λ1y + x+ λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,Demonstração: Considere o sistema (3.22) 
om a seguinte hipótese
(a10 − b01)

2 + 4a01b10 < 0. (3.23)É fá
il ver que a origem é um ponto singular do sistema (3.22). Por outro lado, a 
ondição
(3.23) nos forne
e que a parte linear do sistema (3.22) tem autovalores 
omplexos 
onju-gados λ1,2 = α± βi, β 6= 0. Deste modo, efetuando uma mudança de 
oordenadas do tipohomotetia-rotação







x = hζ + kη,

y = −kζ + hη,os termos de primeiro grau do sistema permane
em invariantes. O sistema então assumea seguinte forma:






dx
dτ

= αx− βy + A20x
2 + A11xy + A02y

2,

dy

dτ
= βx+ αy +B20x

2 +B11xy +B02y
2,É possível es
olher h e k tais que B20 +B02 = 0, a menos que B20 +B02 = A20 +A02 = 0,de tal forma que o sistema �nalmente pode ser es
rito 
omo







dx
dt

= λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

dy

dt
= λ1y + x+ λ2x

2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y
2,onde βτ = t, λ1 = α

β
, β 6= 0 por (3.23). Os 
oe�
ientes λ4, λ5 são introduzidos na equaçãoda forma dada para simpli�
ar as 
ondições para um 
entro na origem.De�nição 3.5.3. O sistema






x′ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

y′ = λ1y + x+ λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,onde (x, y) ∈ R2 são as variáveis de estado e (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6) ∈ R6 são parâmetrosreais é 
hamado de sistema de Bautin.Estamos agora em 
ondições de enun
iar e demonstrar o teorema de Bautin.



32Teorema 3.5.1. (Teorema de Bautin)O sistema de Bautin






x′ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

y′ = λ1y + x+ λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,
(3.24)
om λ1 = 0, tem a origem 
omo um 
entro se, e somente se, uma das seguintes 
ondiçõesé satisfeita:i) λ4 = 0 e λ5 = 0;ii) λ2 = 0 e λ5 = 0;iii) λ3 = λ6;iv) λ5 = λ4 + 5(λ3 − λ6) = λ3λ6 − λ22 − 2λ26 = 0.Demonstração: De agora em diante vamos nos referir ao sistema de Bautin tomando

λ1 = 0, pois 
aso 
ontrário, temos um fo
o.Sabemos que a variedade 
entral V(B) do ideal de Bautin B = 〈L1, L2, . . .〉 está bemde�nida mesmo que os 
oe�
ientes de Lyapunov não sejam ne
essariamente úni
os. Peloteorema da base de Hilbert existe um inteiro m tal que B = Bm = 〈L1, L2, . . . , Lm〉 = B.Nosso trabalho agora é en
ontrar o valor de m.Vamos 
al
ular os 
oe�
ientes de Lyapunov L1, L2, . . . até que a 
adeia de variedadesV(B1) ⊃ V(B2) ⊃ V(B3) ⊃ . . .se estabilize, isto é, en
ontrar k0 tal que V(Bk0) = V(Bk0+1). Então 
om isto temos quemostrar que V(B) = V(Bk0).Observamos que neste 
aso k0 = 3. Uma in
lusão é trivial, ou seja, V(B) ⊂ V(B3). Paramostrarmos que as variedades são iguais basta mostrarmos queV(B) ⊃ V(B3).Para isto, 
al
ulamos no Exemplo 3.10 os três primeiros 
oe�
ientes de Lyapunov. Comesses 
oe�
ientes em mãos, 
al
ulamos a base de Groebner do ideal gerado por eles. Emresumo, temos que a base de Groebner deste ideal é gerado pelos seguintes polin�mios,que também 
hamaremos de L1, L2 e L3, dados por



331) L1 = −λ5(λ3 − λ6),2) L2 = λ2λ4(λ3 − λ6)(λ4 + 5λ3 − 5λ6),3) L3 = −λ2λ4(λ3 − λ6)
2(λ3λ6 − λ22 − 2λ26).Vamos mostrar que todos 
oe�
ientes em V(B3) = V(〈L1, L2, L3〉), isto é, as 
ondiçõessobre os parâmetros do sistema (3.24) em que L1 = L2 = L3 = 0, tem a origem 
omo
entro, desta forma V(B3) ⊂ V(B). Desta forma temos os seguintes 
asos a 
onsiderar:Caso A λ4 = λ5 = 0.Substituindo esses valores dos parâmetros no sistema (3.24) obtemos o seguinte sistema






x′ = −y − λ3x
2 + 2λ2xy + λ6y

2,

y′ = x+ λ2x
2 + 2λ3xy − λ2y

2.
(3.25)Tal sistema é um sistema Hamiltoniano 
om a seguinte Hamiltoniana

H(x, y) =
x2

2
+
y2

2
+
λ2x

3

3
− λ6y

3

3
− λ2xy

2 + λ3x
2y.Portanto, pelo Teorema 3.4.1, a origem do sistema (3.25) é um 
entro.Caso B λ2 = λ5 = 0.Com esses valores dos parâmetros o sistema (3.24) se torna







x′ = −y − λ3x
2 + λ6y

2,

y′ = x+ (2λ3 + λ4)xy.
(3.26)De�na R(x, y) = (−x, y) e seja X (x, y) o 
ampo asso
iado ao sistema (3.26), então temos

d
dt
(R(x, y)) = (−x′, y′)

= (y + λ3x
2 − λ6y

2, x+ (2λ3 + λ4)xy)

= −(−y − λ3x
2 + λ6y

2,−x− (2λ3 + λ4)xy)

= −X (R(x, y)).Portanto, temos que o sistema (3.26) é do tipo tempo-reversível, logo pelo Teorema 3.4.2,a origem do sistema (3.26) é um 
entro.Caso C λ3 = λ6.



34Substituindo esses valores dos parâmetros no sistema (3.24) obtemos o seguinte sistema






x′ = −y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ3y

2,

y′ = x+ λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2.
(3.27)Rota
ionando os eixos de 
oordenadas por um ângulo ϕ, obteremos um novo sistema de
oordenadas, onde o 
oe�
iente A de x2 da equação de y′ do sistema (3.27), no novosistema é dado por

A(ϕ) = λ2 cos
2(ϕ) + (3λ3 + λ4) cos

2(ϕ) sin(ϕ) + (−3λ2 − λ5) sin
2(ϕ) cos(ϕ)− λ3 sin

3(ϕ).Queremos en
ontrar ϕ tal que A(ϕ) se anule. Analisaremos o 
aso em que cos(ϕ) 6= 0.Dividindo A(ϕ) por cos3(ϕ) obtemos
A(ϕ) = λ2 + (3λ3 + λ4) tan(ϕ) + (−3λ2 − λ5) tan

2(ϕ)− λ3 tan
3(ϕ). (3.28)Assim, teremos pelo menos uma raiz real satisfazendo (3.28). Logo, sempre podemoses
olher ϕ tal que A(ϕ) = 0. Portanto, se λ2 6= 0 podemos en
ontrar ϕ tal que A(ϕ) = 0.Desta forma vamos assumir que λ2 = 0 e 
onsequentemente λ5 6= 0, pois 
aso 
ontrárioestaríamos no Caso B. Portanto podemos 
onsiderar o seguinte sistema (
ontinuaremos ausar x e y 
omo variáveis)







x′ = −y − λ3x
2 + λ5xy + λ3y

2,

y′ = x+ (2λ3 + λ4)xy.
(3.29)As 
urvas f1(x, y) = 0 e f2(x, y) = 0 são 
urvas algébri
as invariantes do sistema (3.29),onde

f1(x, y) = 1 + (2λ3 + λ4)y e f2(x, y) = (1− λ3y)
2 − λ5(1− λ3y)x− λ3(3λ3 + λ4)x

2
om os respe
tivos 
ofatores
K1(x, y) = (2λ3 + λ4)x, 
om (2λ3 + λ4) 6= 0 e K2(x, y) = −2λ3x+ λ5y. (3.30)Observe que 
al
ulando a divergên
ia do 
ampo temos que ela é igual a −K1 −K2, assimpelo Teorema de Darboux 3.4.3 (ii) obtemos um fator integrante dado por

I(x, y) =f−1
1 f−1

2 =
1

(1 + (2λ3 + λ4)y)(1− λ5x− 2λ3y − λ3(3λ3 + λ4)x2 + λ23y
2 + λ3λ5xy)

.



35Portanto, segue da Proposição 3.4.3 que uma integral primeira para o sistema (3.29)asso
iada ao fator integrante I é da forma
H(x, y) = 1

2

ln(1−λ5x−2λ3y−λ3(3λ3+λ4)x2+λ23y
2+λ3λ5xy)

λ3(3λ3+λ4)
−

arctanh

(

−2λ3+2λ2
3
y+λ5λ3x√

12λ4
3
x2+4λ3

3
λ4x

2+λ2
5
λ2
3
x2

)

λ5

(3λ3+λ4)
√

12λ4
3
+4λ3

3
λ4+λ25λ

2
3

+

+ ln(1+2λ3y+λ4y)
(3λ3+λ4)(2λ3+λ4)

.Segue então do Teorema 3.4.1 que a origem é um 
entro.Para 
ompletar a prova do Caso C temos que analisar a equação (3.30), quando (2λ3+

λ4) = 0. Neste 
aso f1 não é uma 
urva algébri
a para o sistema (3.29), mas olhando paraa divergên
ia do 
ampo asso
iado ao sistema podemos ver que é igual ao 
ofator −K2,sendo assim, podemos de�nir um fator integrante do sistema (3.29) dado por
I(x, y) =f−1

2 =
1

(1− λ5x− 2λ3y − λ23x
2 + λ23y

2 + λ3λ5xy)
.Portanto, pela Proposição 3.4.3, podemos de�nir um integral primeira para o sistema

(3.29) asso
iado ao fator integrante I da forma
H(x, y) = y

λ3
+ 1

2

ln(1−λ5x−2λ3y−λ23x
2+λ23y

2+λ3λ5xy)
λ2
3

−
arctanh

(

−2λ3+2λ2
3
y+λ5λ3x√

4λ4
3
x2+λ2

5
λ2
3
x2

)

λ5

λ3
√

4λ4
3
+λ2

5
λ2
3

,que está de�nida na origem e novamente pelo Teorema 3.4.1 temos que a origem é um
entro.Vamos para o último 
aso.Caso D λ5 = 0, λ4 = −5(λ3 − λ6) e λ3λ6 − λ22 − 2λ26 = 0.Neste 
aso iremos 
onsiderar dois sub
asos, quando λ6 = 0 e quando λ6 6= 0:Caso D1 λ6 = 0.Neste 
aso temos λ6 = λ5 = λ2 = 0 e λ4 = −5λ3. Substituindo esses valores dos parâme-tros no sistema (3.24) obtemos o novo sistema.






x′ = −y − λ3x
2,

y′ = x− 3λ3xy.
(3.31)



36De�na R(x, y) = (−x, y) e seja X (x, y) o 
ampo asso
iado ao sistema (3.31), entãotemos
d
dt
(R(x, y)) = (−x′, y′)

= (y + λ3x
2, x− 3λ3xy)

= −(−y − λ3x
2,−x+ 3λ3xy)

= −X (R(x, y)).Portanto, temos que o sistema (3.31) é do tipo tempo-reversível, logo pelo Teorema 3.4.2,a origem do sistema (3.31) é um 
entro.Caso D2 λ6 6= 0.Neste 
aso temos que λ5 = 0, λ4 = −5(λ3 − λ6) e λ3 = (λ22 + 2λ26)/λ6. Substituindo essesvalores de parâmetros no sistema (3.24) obtemos o novo sistema.






x′ = −y −
(

λ2
2
+2λ6
λ6

)

x2 + 2λ2xy + λ6y
2,

y′ = x+ λ2x
2 −

(

3λ22+λ
2
6

λ6

)

xy − λ2y
2.

(3.32)Este sistema tem uma 
urva algébri
a invariante
f1(x, y) = (λ22 + λ26)((−λ6y − λ2x)

2 − 2λ6y) + λ26
om o 
ofator
K1(x, y) =

2(λ22 + λ26)

−λ6
x.Assim observando que a divergên
ia do 
ampo é igual a −5

2
K1 temos pelo Teorema deDarboux 3.4.3 (ii) que o fator integrante do sistema é dado por

I(x, y) =f
−

5

2

1 =
1

(

(λ22 + λ26)
(

(−λ6y − λ2x)
2 − 2λ6y

)

+ λ26
)

5

2

.Portanto, pela Proposição 3.4.3 podemos de�nir um integral primeira para o sistema (3.32)asso
iado ao fator integrante da forma
H(x, y) = −1

3

−λ2
6
+(3λ2

2
λ6+3λ3

6
)y+(−3λ4

6
−3λ2

2
λ2
6
)y2+(−3λ3

6
λ2−3λ3

2
λ6)xy+(3λ3

6
λ22+3λ4

2
λ6)yx2

λ2
6
λ2
2
(λ2

2
+λ2

6
)(λ2

2
λ2
6
y2+2λ3

2
λ6yx+λ42x

2−2λ2
2
λ6y+λ46y

2+2λ3
6
yλ2x+λ26λ

2
2
x2−2λ3

6
y+λ2

6
)3/2

+

+
+(3λ26λ

3
2+3λ46λ2)xy

2+(λ26λ
3
2+λ

5
2)x

3+(λ36λ
2
2+λ

5
6)y

3

λ2
6
λ2
2
(λ2

2
+λ2

6
)(λ2

2
λ2
6
y2+2λ3

2
λ6yx+λ42x

2−2λ2
2
λ6y+λ46y

2+2λ3
6
yλ2x+λ26λ

2
2
x2−2λ3

6
y+λ2

6
)3/2

.
uja expansão de Taylor na origem (depois de uma mudança de 
oordenadas adequada)tem a forma
H(x, y) = x2 + y2 + · · · .Logo pelo Teorema 3.4.1, a origem é um 
entro.



373.6 Ci
li
idadeNesta seção apresentaremos um resultado sobre a ordem de 
i
li
idade para equilíbrios desistemas quadráti
os.De�nição 3.6.1. Consideremos o sistema quadráti
o planar






x′ = a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2,

y′ = b00 + b10x+ b01y + b20x
2 + b11xy + b02y

2,
(3.33)satisfazendo as 
ondições a10b01 − a01b10 > 0 e a10 + b01 = 0.O ponto de equilíbrio (0, 0) possui 
i
li
idade de ordem m, m ≥ 0, 
om relação a umponto P do espaço de 
oe�
ientes (aik, bik); 1 ≤ i+ k ≤ 2, se:a) é possível en
ontramos números ε0 > 0 e δ0 > 0 tais que numa ε0-vizinhança doponto P , não exista nenhum ponto de modo que o sistema (3.33) possua mais do que

m 
i
los limites numa δ0-vizinhança da origem no plano xy;b) para qualquer es
olha de números positivos ε < ε0 e δ < δ0, é sempre possívelen
ontrar um ponto numa ε-vizinhança do ponto P , de modo que o sistema (3.33)possua m 
i
los limites numa δ-vizinhança da origem.Proposição 3.6.1. O Ideal B3 do sistema de Bautin é um ideal radi
al.Demonstração: A prova desta proposição pode ser en
ontrada em [22℄, página 270 .Observação 3.6.1. Temos que os 
oe�
ientes de Lyapunov obtidos de um sistema real eos 
oe�
ientes de Lyapunov obtidos de um sistema 
omplexo podem ser muito diferentesum do outro, porém eles de�nem a mesma variedade.Apresentaremos agora um resultado sobre a ordem da 
i
li
idade do sistema de Bautin.Este resultado também é uma 
ontribuição do matemáti
o Bautin.Teorema 3.6.1. Se um 
ampo quadráti
o planar possui um ponto de equilíbrio do tipofo
o ou 
entro, então fazendo pequenas variações dos seus 
oe�
ientes o 
ampo pode pro-duzir não mais do que três 
i
los limites em uma vizinhança deste ponto. Há posições de



38equilíbrio em que a ordem de 
i
li
idade 
om respeito ao espaço de 
oe�
ientes (aik, bik) ézero, um, dois ou três.Demonstração: Pela Proposição 3.5.1 podemos tomar o sistema quadráti
o planar naforma de Bautin. Pelo teorema de Bautin temos queV(B) = V(B3). (3.34)Assim para mostrar que a 
i
li
idade do sistema (3.33) é no máximo 3 basta mostrarmosque
B = B3.É trivial ver que B3 ⊂ B. Assim, resta mostrar que B ⊂ B3. Para esta a�rmação ne
essi-tamos mostrar que

Lk |V(B3)= 0 ∀k.Pelo teorema forte de Nullstellensatz temos que
I(V(B3)) =

√

B3,onde √
B3 signi�
a o radi
al do ideal B3. Portanto segue de (3.34) que

I(V(B)) = I(V(B3)) =
√

B3. (3.35)Por outro lado apli
ando novamente o teorema forte de Nullstellensatz temos que
I(V(B)) =

√
B. (3.36)Logo por (3.35) e (3.36) temos que

√
B =

√

B3.Como B3 é radi
al segue que
√
B =

√

B3 = B3.Notemos agora que B ⊂
√
B, pois se f ∈ B então basta tomar p = 1 e teremos f 1 ∈ B.Desta forma

B ⊂
√
B = B3.Portanto, B ⊂ B3 
on
luindo que B = B3, o que 
ompleta a prova.



39Observação 3.6.2. O fato do ideal B3 ser radi
al é essen
ial na prova do Teorema 3.6.1.Um teorema mais geral do que Teorema 3.6.1 pode ser en
ontrado em [22℄, página 268.Apresentaremos agora alguns exemplos interessantes para eviden
iar a importân
ia doideal de Bautin ser radi
al. Para uma dis
ussão sobre a 
i
li
idade dos fo
os em determi-nadas famílias e o papel da radi
alidade do ideal formado pelas 
onstante de Lyapunovre
omendamos a referên
ia [22℄.O primeiro exemplo que apresentaremos é o sistema de Liénard dado pelo sistema
X =







x′ = y − f(x),

y′ = −x,
(3.37)onde f é um polin�mio de grau 2n + 1 ou 2n + 2. Mais espe
i�
amente, f(x) = a1x +

a2x
2 + · · ·+ adx

d, 
om d = 2n+ 1 ou d = 2n + 2.O teorema a seguir apresenta os 
oe�
ientes de Lyapunov para o sistema (3.37).Teorema 3.6.2. Considere o sistema (3.37). Então,
Lk = −a2k+1,para k = 0, 1, · · · , n. Além disso, o 
onjunto {−a1,−a3, · · · ,−a2n+1} é uma base fo
al.A prova deste teorema pode ser en
ontrada em [3℄. De posse dos 
oe�
ientes de Lya-punov do sistema, é fá
il ver que o ideal

〈L1, L2, . . . , Ln〉 = 〈−a1,−a3, · · · ,−a2n+1〉é um ideal radi
al. Assim, é de se esperar que a 
i
li
idade do sistema (3.37) seja nomáximo n. Isto é 
on�rmado no teorema abaixo, 
uja prova também pode ser en
ontradaem [3℄.Teorema 3.6.3. Considere o sistema (3.37). Então:a) A 
i
li
idade do sistema é no máximo n.b) Se a1, a3, . . . , a2n+1 são es
olhidos de forma que
a2k−1a2k+1 < 0, (k = 1, 2, · · · , n) (3.38)e

|a1| ≪ |a3| ≪ · · · ≪ |a2n+1| (3.39)então existem n 
i
los limites de pequenas amplitudes.



40Exemplo 3.6.1. O sistema






x′ = y + x− 12x3 + 25x5,

y′ = −x,
(3.40)apresenta dois 
i
los limites que podem ser vistos na Figura 3.1.

Figura 3.1: Dois 
i
los limites do sistema (3.40).A Figura 3.1 foi gerada no programa ODEinR2. Este programa pode ser obtido em[19℄.O próximo exemplo foi retirado de [12℄ e apresenta um resultado surpreendente pois,usualmente, para obter muitos 
i
los limites pre
isamos estudar equações diferen
iais 
omponto singular muito degenerado. Do 
ontrário o sistema (3.41) tem o primeiro 
oe�
ientede Lyapunov 
omo o maior 
oe�
iente de Lyapunov não nulo.Teorema 3.6.4. Consideremos a seguinte família de sistemas diferen
iais a 1-parâmetro






x′ = −y + akx(x2 + y2) + aP (x, y),

y′ = x+ aky(x2 + y2) + aQ(x, y),
(3.41)onde P e Q são funções analíti
as 
ujo desenvolvimento de Taylor na origem 
omeça pelomenos 
om grau 4 em x e y, e k ≥ 1 é um número inteiro. Então:i) O primeiro 
oe�
iente de Lyapunov é dado por

L1 = ake a origem é um 
entro se, e somente se, a = 0.



41ii) A 
i
li
idade da origem é no máximo (k − 1) e existem funções analíti
as P e Q,para os quais este limite é atingido.Demonstração: Faremos somente a prova do item (i). A demonstração do item (ii)pode ser en
ontrada em [12℄.(i) De�nindo o 
ampo vetorial asso
iado ao sistema (3.41) por X e tomando simples-mente
V (x, y) =

1

2
(x2 + y2),obtemos que

V̇ = ∇V · X = η4(x
2 + y2)2 + · · ·onde η4 = L1 = ak.Normalmente, a alta 
i
li
idade de um ponto 
ríti
o é uma 
onseqüên
ia da existên
iade fo
os fra
os de ordem alta no sistema. No entanto, no sistema (3.41), a alta 
i
li
idadeé 
ausada pelo fato de que a úni
a 
onstante de Lyapunov signi�
ativa, L1 = ak é tal queo ideal gerado por L1 está longe de ser radi
al.



Capítulo 4
Existên
ia de Centro em R

3 Sobre umaVariedade Central
Neste 
apítulo exploraremos o problema fo
o�
entro para pontos de Hopf de sistemasanalíti
os em R3. Uma solução 
lássi
a deste problema é dada pelo Teorema Poin
aré-Lyapunov. Aqui, apresentaremos uma nova solução para o problema fo
o�
entro dada emtermos de múltiplos de Ja
obi inverso, o qual pode ser visto 
omo um resultado análogoem R3 ao Critério de Reeb. Referên
ias para este 
apítulo podem ser en
ontradas em [4℄e [11℄.4.1 Pontos de HopfConsideremos a equação diferen
ial

ẋ = f(x, µ) f ∈ C∞, (4.1)onde x ∈ R3 e µ ∈ Rn são, respe
tivamente, as variáveis de estado e parâmetros. Assumaque f seja de 
lasse C∞ em R3 × Rn. Suponha que (4.1) tenha um ponto de equilíbrio
x = x0 quando µ = µ0 e denotando a variável x− x0 também por x, es
revemos

F (x) = f(x, µ0).Suponha ainda que (x0, µ0) seja um ponto de equilíbrio de (4.1), onde a matriz Ja
obiana
A = Df(x0, µ0)42



43possui um par de autovalores imaginários puros
λ2,3 = ±iω0, ω0 > 0,e o outro autovalor λ1 6= 0. Seja Ec o auto espaço gerado pelos autovalores λ2,3 da matriz A.Isto signi�
a que Ec é um subespaço não vazio invariante por A gerado pelos autovetoresasso
iados aos autovalores λ2,3.De�nição 4.1.1. O ponto de equilíbrio (x0, µ0) do sistema (4.1) é 
hamado ponto de Hopf.De�nição 4.1.2. Um ponto de Hopf de 
odimensão 1 é um ponto de equilíbrio (x0, µ0)tal que a parte linear do 
ampo vetorial f possui autovalores λ2 = λ e λ3 = λ 
om
λ = λ(µ) = γ(µ) + iη(µ),

γ(µ0) = 0, η(µ0) = ω0 > 0, o outro autovalor λ1(µ) 
om
λ1(µ0) 6= 0e o primeiro 
oe�
iente de Lyapunov, L1(µ0), é diferente de zero.De�nição 4.1.3. Um ponto de Hopf transversal é um ponto de Hopf de 
odimensão 1 noqual os autovalores 
omplexos dependentes do parâmetro µ, inter
eptam o eixo imaginário
om derivadas não nulas quando µ = µ0.De�nição 4.1.4. Um ponto de Hopf de 
odimensão 2 é um ponto de equilíbrio (x0, y0)de f que satisfaz a de�nição de ponto de Hopf de 
odimensão 1, ex
eto para L1(µ0) = 0, e
om a 
ondição adi
ional de que o segundo 
oe�
iente de Lyapunov, L2(µ0), é não nulo.Este ponto é transversal se os 
onjuntos γ−1(0) e L−1

1 (0) possuem interse
ção transversal.De�nição 4.1.5. Um ponto de Hopf de 
odimensão 3 é um ponto de Hopf de 
o-dimensão 2 onde, L2(µ0) = 0, mas L3(µ0) 6= 0. Um ponto de Hopf de 
odimensão 3 é
hamado transversal se os 
onjuntos γ−1(0), L−1
1 (0) e L−1

2 (0) se inter
eptam transversal-mente.O próximo teorema nos permitirá entender o problema fo
o�
entro em R3 restrito auma variedade 
entral lo
al, visto que, sobre a variedade 
entral lo
al, a equação diferen
ial



44se 
omporta 
omo no plano. Mais pre
isamente, o teorema da variedade 
entral lo
algarante a existên
ia de uma variedade invariante bidimensional W c, numa vizinhança doponto de Hopf (x0, µ0) que é tangente ao auto espaço 
entral Ec em (x0, µ0) e 
ontém todoo 
omportamento re
orrente lo
al do sistema (4.1).Teorema 4.1.1. (Teorema da Variedade Central lo
al) Lo
almente, existe um 
on-junto invariante W c de (4.1) que é tangente a Ec em (x0, µ0). Tal 
onjunto é o grá�
ode uma apli
ação suave, 
ujas derivadas par
iais de todas as ordens são uni
amente de-terminadas. Se ϕt denota o �uxo asso
iado a (4.1), então existe uma vizinhança U de
(x0, µ0), tal que, se ϕt(x) ∈ U para todo t ≥ 0 (t ≤ 0), então ϕt →W c(x0, µ0) para t→ ∞
(t→ −∞).A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [16℄.De�nição 4.1.6. W c é 
hamado de variedade 
entral lo
al.Observação 4.1.1. i) W c não é úni
a. O sistema



















x′ = −y − x(x2 + y2),

y′ = x− y(x2 + y2),

z′ = −z,possui o ponto de equilíbrio (x, y, z) = (0, 0, 0), e a matriz Ja
obiana do sistema naorigem possui um autovalor real negativo e um par de autovalores imaginários puros
λ1 = −1, λ2,3 = ±i,ou seja, o equilíbrio é do tipo Hopf. Neste exemplo, existe uma família de variedades
entrais lo
ais bidimensionais do sistema dadas por

W c
β(0) = {(x, y, z); z = φβ(x, y)},onde

φβ(x, y) =







β exp
(

−1
2(x2+y2)

)

, se x2 + y2 > 0,

0 , se x = y = 0.



45ii) Uma variedade 
entral lo
al W c possui a mesma 
lasse de diferen
iabilidade (�nita)de f (se f ∈ Ck para algum k �nito, W c é também uma variedade de 
lasse Ck)em alguma vizinhança U de (x0, µ0). Porém, quando k → ∞, a vizinhança U podediminuir, podendo resultar na não existên
ia de uma variedade W c de 
lasse C∞,para algum sistema C∞.4.2 Múltiplos de Ja
obi inverso em R
3Daremos agora algumas propriedades dos múltiplos de Ja
obi inverso. Para maiores deta-lhes, re
omendamos [4℄.Consideremos o sistema diferen
ial polinomial real



















x′ = P (x, y, z),

y′ = Q(x, y, z),

z′ = R(x, y, z),

(4.2)onde P,Q e R são polin�mios nas variáveis x, y e z 
om 
oe�
ientes reais e
m = max{grau(P ), grau(Q), grau(R)}é o grau do sistema polinomial. Denotaremos o 
ampo vetorial asso
iado ao sistema (4.2)por

X (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).De�nição 4.2.1. O sistema polinomial (4.2) é integrável em um aberto U de C3 se existeuma função não 
onstante H : U → C, 
hamada integral primeira do sistema em Uque é 
onstante em todas as 
urvas soluções (x(t), y(t), z(t)) do sistema (4.2) 
ontida em
U , isto é, H(x(t), y(t), z(t)) = 
onstante para todos os valores de t para a qual a solução
(x(t), y(t), z(t)) esta de�nida e 
ontida em U . Claramente H é uma integral primeira parao sistema (4.2) em U se, e somente se,

XH = PHx +QHy +RHz ≡ 0 em U .De�nição 4.2.2. Duas integrais primeiras H1 e H2 são ditas independentes, se seusgradientes são vetores linearmente independentes para todos os pontos (x, y, z) ∈ U ⊆ C3,



46ex
eto num 
onjunto de medida nula. Se o sistema (4.2) possui duas integrais primeirasindependentes, dizemos que ele é totalmente integrável.Observação 4.2.1. i) Se o sistema (4.2) é totalmente integrável, então as órbitas dosistema estarão 
ontidas nas 
urvas
{(x, y, z) : H1(x, y, z) = h1}

⋂

{(x, y, z) : H2(x, y, z) = h2} ,onde h1 e h2 variam nas imagens de H1 e H2. Daí, a importân
ia de sabermos seum sistema é totalmente integrável.ii) Se existe uma integral primeira para um sistema dado, qualquer função dela é tambémuma integral primeira.Uma ferramenta 
lássi
a no estudo de sistemas diferen
iais é o fator integrante inverso.Veremos que para os sistemas dinâmi
os n-dimensionais, em parti
ular, tridimensionais,os fatores integrantes inversos são 
hamados de múltiplos de Ja
obi inverso.De�nição 4.2.3. Uma função não nula V : U ⊆ R3 → R, de 
lasse C1, é dita ser omúltiplo de Ja
obi inverso de X , se ela satisfaz a EDP linear de primeira ordem
XV = P

∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
+R

∂V

∂z
= V divX , (4.3)Observação 4.2.2. Da equação (4.3), temos que o gradiente da função V é ortogonalao 
ampo vetorial X ao longo de V −1(0). Assim, X é tangente a V = 0. Então, estasuperfí
ie 
ontém as trajetórias do 
ampo X .Outra ferramenta importante desta teoria é a superfí
ie algébri
a invariante, que é oanálogo à 
urva algébri
a invariante em R3, a qual nos auxiliará na resolução do problemafo
o�
entro em R3.De�nição 4.2.4. Seja f ∈ C[x, y, z], f não identi
amente nula. A superfí
ie algébri
a

f = 0 é uma supefí
ie algébri
a invariante para X se para algum polin�mio K ∈
C[x, y, z] temos

X f =
P∂f

∂x
+
Q∂f

∂y
+
R∂f

∂z
= Kf.O polin�mio K é 
hamado 
ofator para a superfí
ie algébri
a invariante f = 0.



47Nos pontos da superfí
ie algébri
a f = 0, o gradiente (∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z

) de f é ortogonalao 
ampo vetorial X = (P,Q,R), portanto para 
ada ponto f = 0 o 
ampo vetorial Xé tangente a f = 0, de modo que f = 0 é formado pela trajetória do 
ampo vetorial X .O que justi�
a o nome "superfí
ie algébri
a invariante" já que é invariante sobre o �uxode�nido por X .4.3 O Problema fo
o�
entro sobre a variedade 
entrallo
al em R
3Consideremos agora o sistema diferen
ial analíti
o real em R3 dado por



















x′ = P̃ (x, y, z),

y′ = Q̃(x, y, z),

z′ = R̃(x, y, z),

(4.4)onde P̃ (x, y, z), Q̃(x, y, z) e R̃(x, y, z) são funções analíti
as. Suponha que a origem (0, 0, 0)seja um ponto singular isolado. Seja X (x, y, z) = (P̃ (x, y, z), Q̃(x, y, z), R̃(x, y, z)) o 
ampode vetores asso
iado ao sistema (4.4). Suponha também que a matriz Ja
obiana J(0, 0, 0) =
DX (0, 0, 0) tenha um autovalor real não nulo e um par de autovalores 
omplexos 
onjuga-dos. Qualquer sistema analíti
o (ou polinomial) 
omo (4.4) que tenha uma singularidadede Hopf, pode ser transformado (por uma mudança de 
oordenadas, uma translação e umes
alonamento no tempo) no sistema



















x′ = −y + P (x, y, z),

y′ = x+Q(x, y, z),

z′ = λz +R(x, y, z)

(4.5)onde λ ∈ R\{0}, F = (P,Q,R) : U → R3 é real analíti
a em uma vizinhança da origem
U ⊆ R3 onde F (0) = 0 e a matriz Ja
obiana DF (0) = 0.Denotaremos, de agora em diante, por X , o 
ampo vetorial asso
iado do sistema (4.5)

X = (−y + P (x, y, z), x+Q(x, y, z), λz +R(x, y, z)).Investigaremos a natureza do �uxo lo
al numa vizinhança da origem restrito a umavariedade 
entral lo
al, Wc, na origem. O problema fo
o�
entro em R3, grosseiramente



48falando, é distinguir se a origem é um fo
o ou um 
entro sobre uma variedade 
entrallo
al. Neste sentido, o problema fo
o�
entro para o sistema (4.5) pode ser visto 
omoum problema bidimensional, pois 
oin
ide 
om o problema fo
o�
entro restrito a umavariedade 
entral lo
al. Por esta razão apresentamos dois resultados 
lássi
os para oproblema fo
o�
entro em R2.O primeiro é o 
lássi
o Teorema Poin
aré-Lyapunov 3.4.1, o qual é dado em termos deuma integral primeira.Teorema 4.3.1. (Teorema Poin
aré-Lyapunov) O sistema analíti
o planar






ẋ = −y + F1(x, y),

ẏ = x+ F2(x, y),
(4.6)onde F1 e F2 são funções analíti
as 
om desenvolvimentos de Taylor na origem 
omeçando
om pelo menos termos quadráti
os, possui um 
entro na origem se, e somente se, admiteuma integral primeira da forma

H(x, y) = x2 + y2 + · · · .em uma vizinhança da origem em R2.O segundo é o Critério de Reeb o qual é dado em termos de um fator integrante inverso
V .Teorema 4.3.2. (Critério de Reeb) O sistema (4.6) tem um 
entro na origem se, esomente se, admite um fator integrante inverso real analíti
o da forma V (x, y) = 1 + · · ·em uma vizinhança da origem em R2.Portanto, se para o sistema (4.5) 
onhe
ermos a variedade 
entral analíti
a lo
al numavizinhança da origem, o problema fo
o�
entro possuirá uma resposta via adaptações dosteoremas a
ima.Teorema 4.3.3. A origem é um 
entro para o sistema (4.5) se, e somente se, o sistemaadmite um integral primeira lo
al analíti
a da forma

H(x, y, z) = x2 + y2 + . . .em uma vizinhança da origem em R3. Além disso, quando existir um 
entro, a variedade
entral lo
al é úni
a e analíti
a.



49A demonstração deste teorema pode ser en
ontrada em [2℄, 
apítulo 13.O teorema seguinte pode ser 
onsiderado 
omo um resultado análogo ao 
ritério deReeb em R3.Teorema 4.3.4. O sistema (4.5) tem um 
entro na origem se, e somente se, admite ummúltiplo de Ja
obi inverso da forma
V (x, y, z) = z + · · ·em uma vizinhança da origem em R
3. Além disso quando existir tal V a variedade 
entrallo
al analíti
a W c ⊆ V −1(0).Na seção seguinte apresentaremos algumas propriedades dos múltiplos de Ja
obi inversone
essárias para o entendimento da prova da su�
iên
ia do Teorema 4.3.4, prova esta, queapresentaremos na seção 4.3.2.4.3.1 Propriedades dos múltiplos de Ja
obi inversoDaremos aqui um pro
edimento para en
ontrar um fator integrante inverso não trivialpara o sistema (4.5). Somente o próximo teorema é dado para 
ampos de vetores suaves,os outros resultados desta seção diz respeito ao sistema (4.5).Teorema 4.3.5. Seja X = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)) um 
ampo vetorial suavede�nido em um 
onjunto aberto U ⊆ R

3. Assuma que exista um múltiplo de Ja
obiinverso C∞ da forma
V (x, y, z) = (z − h(x, y))W (x, y, z)onde W (x, y, h(x, y)) 6= 0. Então M = {(x, y, z) ∈ U ; z = h(x, y)} é uma variedadeinvariante de X e v(x, y) = W (x, y, h(x, y)) é um fator integrante inverso restrito ao
ampo X |M= (f1(x, y, h(x, y)), f2(x, y, h(x, y))).Demonstração: Seja V um múltiplo de Ja
obi inverso C∞ da forma V (x, y, z) =

(z − h(x, y))W (x, y, z) onde W (x, y, z) 6= 0. Temos que
XV = div(X )V = V (

∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

) = (z−h(x, y))W (x, y, z)(
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

). (4.7)



50Portanto, V = 0, de�ne uma superfí
ie invariante para X . Observe que F (x, y, z) =

z − h(x, y) = 0 e W (x, y, z) = 0 também são superfí
ies invariantes de X e 
onse-quentemente existem 
ofatores asso
iados K(x, y, z) e L(x, y, z) respe
tivamente. Logo
XF = KF e XW = LW. Como F (x, y, z) = 0 e W (x, y, z) = 0 são superfí
ies in-variantes segue que F (x, y, z)W (x, y, z) = 0 também é uma superfí
ie invariante 
om oseguinte 
ofator K + L, ou seja,

XFW = (K + L)FW. (4.8)Logo por (4.7) e (4.8) temos
div(X ) = K(x, y, z) + L(x, y, z).De�nindo a função v(x, y, z) = W (x, y, h(x, y)) e 
al
ulando a derivada temos

(X |M) v(x, y) = f1
∂v
∂x

+ f2
∂v
∂y

= f1
(

∂W
∂x

+ ∂W
∂z

∂h
∂x

)

+ f2

(

∂W
∂y

+ ∂W
∂z

∂h
∂y

) em M.Avaliando XF = KF sobre M obtemos
f1
∂h

∂x
+ f2

∂h

∂y
= f3. (4.9)Portanto

(X |M) v = f1
∂W
∂x

+ f1
∂W
∂z

∂h
∂x

+ f2
∂W
∂y

+ f2
∂W
∂z

∂h
∂y

= f1
∂W
∂x

+ f2
∂W
∂y

+ ∂W
∂z

(

f1
∂h
∂x

+ f2
∂h
∂y

)

= f1
∂W
∂x

+ f2
∂W
∂y

+ f3
∂W
∂z
.

(4.10)Agora 
al
ulando XW = LW sobre M e usando as equações (4.9) e (4.10) temos
f1
∂W

∂x
+ f2

∂W

∂y
+ f3

∂W

∂z
= LW. (4.11)Das igualdades (4.10) e (4.11), obtemos

(X |M) v = LW = Lv. (4.12)Tomando a derivada 
om respeito a z em XF = KF e avaliando em M obtemos
−∂f1
∂z

∂h

∂x
− ∂f2

∂z

∂h

∂y
+
∂f3
∂z

= K em M.



51Como K + L = div(X ) segue da igualdade a
ima que
L =

∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f1
∂z

∂h

∂x
+
∂f2
∂z

∂h

∂y
= div (X |M) em M.Logo por (4.12) temos

(X |M) v = Lv = div (X |M) v.Portanto, v(x, y) é um fator integrante inverso restrito ao 
ampo vetorial X |M .Proposição 4.3.1. Todo múltiplo de Ja
obi inverso C∞ lo
al de (4.5) tem uma expressão
V (x, y, z) = z(x2 + y2)k + · · ·para algum k ≥ 0.Demonstração: Denotemos por Vm a maior ordem não nula do polin�mio homogêneode grau m ≥ 0 na expansão de Taylor em torno da origem de algum V , múltiplo de Ja
obiinverso C∞ não-�at do sistema (4.5). Então Vm satisfaz a EDP de primeira ordem

−y∂Vm
∂x

+ x
∂Vm
∂y

+ λz
∂Vm
∂z

= λVm
uja solução geral é
F (x2 + y2, zeλarctan(

x
|y|))e−λarctan(

x
|y|).Portanto, 
omo Vm é um polin�mio, devemos ter Vm = z(x2 + y2)k onde m = 2k + 1.A relação espe
ial entre a variedade 
entral lo
al e o múltiplo de Ja
obi inverso épar
ialmente revelada no próximo resultado. Prati
amente, quando a origem do sistema

(4.5) é um 
entro, a situação é 
ompletamente 
ompreendida, ou seja, qualquer múltiplode Ja
obi inverso C∞ deve ser nulo sobre a variedade 
entral lo
al. Por outro lado, quandoa origem é um fo
o, a situação é mais 
ompli
ada e não abordaremos aqui.Teorema 4.3.6. Seja V um múltiplo de Ja
obi inverso C∞ lo
al para o sistema (4.5)e W c = {z = h(x, y)} uma variedade 
entral lo
al C∞ na origem. Considere a funçãorestrita
V |W c : (x, y) 7→ V (x, y, h(x, y)).Então temos as seguintes a�rmações:



521. V |W c é uma função �at na origem.2. Quando W c ⊆ V −1(0), ou seja V |W c≡ 0, existe uma função W (x, y, z) C∞ tal que
W (x, y, h(x, y)) 6= 0 e a seguinte fatoração o
orre

V (x, y, z) = (z − h(x, y))W (x, y, z).Além disso, v(x, y) = W |W c= W (x, y, h(x, y)) é um fator integrante inverso para
X |W c .3. No 
aso em que o sistema (4.5) tem um 
entro na origem devemos ter que W c ⊆
V −1(0).Demonstração: Prova do item (1). Como W c = {z = h(x, y)} é uma superfí
ieinvariante para o 
ampo de vetores X , de�nindo T (x, y, z) = z − h(x, y) temos que T = 0é uma superfí
ie invariante, ou seja

XT = KTonde K(x, y, z) é o 
ofator de T. Então temos a seguinte relação
(−y + P )

∂h

∂x
+ (x+Q)

∂h

∂y
= (λz +R) sobre W c. (4.13)Sabemos por hipótese que

XV = div(X )V. (4.14)Assim por (4.13) e (4.14) temos que a função u(x, y) = V (x, y, h(x, y)) satisfaz a EDP deprimeira ordem dada por
(−y + P )

∂u

∂x
+ (x+Q)

∂u

∂y
= u(λ+ div(F )) sobre W c. (4.15)fazendo x = y = 0 em (4.15) e tendo em 
onta que λ 6= 0 obtemos que

P (0, 0, z)
∂u(0, 0)

∂x
+Q(0, 0, z)

∂u(0, 0)

∂y
= u(0, 0)

(

λ
∂P (0, 0, z)

∂x
+
∂Q(0, 0, z)

∂y
+
∂R(0, 0, z)

∂z

)

.Portanto u(0, 0) = 0. De fato, se u(x, y) não fosse �at, e denotemos Sm(x, y) pela maiorordem do polin�mio homogêneo não nulo de grau m ≥ 1 na sua expansão em serie de



53Taylor ao redor da origem.Substituindo está serie de Taylor em (4.15) temos
−y∂Sm

∂x
+ x

∂Sm
∂y

+ P
∂Sm
∂x

+Q
∂Sm
∂y

= λSm + Sm
∂P

∂x
+ Sm

∂Q

∂y
+ Sm

∂R

∂z
.Considerando apenas os termos de grau m temos

−y∂Sm
∂x

+ x
∂Sm
∂y

= λSm. (4.16)Tendo em 
onta que Sm é um polin�mio homogêneo de grau m, temos que ele é tambémuma solução para a equação de Euler dada por
x
∂Sm
∂x

+ y
∂Sm
∂y

= mSm. (4.17)Multipli
ando a equação (4.17) por − λ
m

e somando 
om (4.16) obtemos
(λx+my)

∂Sm
∂x

+ (−mxλy)
∂Sm
∂y

= 0.Assim, Sm é uma integral primeira polinomial para o seguinte sistema






x′ = λx+my,

y′ = −mx+ λyque tem um fo
o na origem, o que é impossível. Portanto temos uma 
ontradição eprovamos que a função u = V |W c é uma função �at na origem.Prova do item (2). Suponhamos primeiramente que a variedade 
entral lo
al daorigem seja W c = {z = 0}. Assim, por hipótese temos que V (x, y, 0) ≡ 0. Então existe
m ≥ 1 e uma função W suave e não �at tal que

W (x, y, 0) 6= 0 e V (x, y, z) = zmW (x, y, z).Provamos na Proposição 4.3.1 que a maior ordem não nula do polin�mio homogêneo naserie de Taylor de V é z(x2 + y2)k, portanto devemos ter m = 1.Para demonstrar o 
aso geral note que realizando uma mudança de variável da forma
(x, y, z) 7→ (x, y, Z) onde Z = z − h(x, y) o sistema (4.5) torna-se



















x′ = −y + P̃ (x, y, Z),

y′ = x+ Q̃(x, y, Z),

Z ′ = λZ + R̃(x, y, Z).

(4.18)



54onde P̃ (x, y, Z), Q̃(x, y, Z) e R̃(x, y, Z) são os termos não lineares e observando que z =

Z + h(x, y), temos R̃(x, y, 0) = 0. Deste modo, dado uma variedade 
entral lo
al para osistema (4.5), ela é transformado em uma variedade 
entral lo
al Z = 0 para o sistema
(4.18). Por outro lado, dado um 
ampo vetorial X possuindo um múltiplo Ja
obi inverso
V e um difeomor�smo ψ tal que X̃ = ψX , então

Ṽ = J−1
ψ V ◦ ψ−1é um múltiplo Ja
obi inverso de X̃ onde Jψ denota o determinante do Ja
obiano de ψ.No nosso 
aso temos que ψ(x, y, z) = (x, y, Z) onde Z = z − h(x, y) de modo que

Jψ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

0 1 0

−hx −hy 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1.Assim, a relação entre V e o múltiplo Ja
obi inverso Ṽ (x, y, Z) do sistema (4.18) é
Ṽ (x, y, Z) = J−1

ψ V ◦ ψ−1

= V (ψ−1(x, y, Z))

= V (x, y, z + h(x, y))

= V (x, y, z).Con
luindo o resultado. Para 
on
luir a demonstração do item (2) basta observar que peloTeorema 4.3.5 a função ψ(x, y, h(x, y)) é um fator integrante inverso de X |W c .Prova do item (3). De�na a 
urva C = (x, 0, h(x, 0)) ⊂ W c 
om x ∈ (0, ǫ] e ǫ > 0su�
ientemente pequeno. A�rmamos que a 
urva C é uma seção transversal do �uxo dosistema (4.5) restrito a W c. Para ver isso, seja
u(x) = (1, 0,

∂h

∂x
(x, 0))o vetor tangente a C em (x, 0, h(x, 0)). A ter
eira 
omponente do produto 
artesiano

u(x) × X (x, 0, h(x, 0)) é x + Q(x, 0, h(x, 0)) = x + O(x2) e portanto nun
a se anula aolongo da 
urva C. Assim u(x) não é paralelo a X (x, 0, h(x, 0)) o que prova a a�rmação.Uma propriedade interessante dos múltiplos de Ja
obi inverso é que eles podem ser 
al-
ulados ao longo das órbitas de X . Assim, seja φt(x, y, z) o �uxo do sistema (4.5) tal



55que φ0(x, y, z) = (x, y, z). Usando as funções 
ara
terísti
as para a EDP, XV = V div(X ),obtemos que
V (φt(x, 0, h(x, 0))) = V (x, 0, h(x, 0)) exp

(
∫ t

0

divX (φs(x, 0, h(x, 0)))ds

)

. (4.19)Lembrando que
div(X ) =

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
+ λ.Denotaremos por T (x) o tempo que a órbita de (4.5) 
omeçando no ponto ini
ial (x, 0, h(x, 0))leva até voltar a seção transversal C. Sabe-se que T (x) = 2π + O(x). Está a�rmação éprovada realizando a mudança de 
oordenadas polares no 
ampo vetorial X |W c que levaa equação diferen
ial das órbitas de X |W c para uma equação da forma

dr

dθ
=

rR(r, θ)

1 + Θ(r, θ)
. (4.20)Então, denotando por r(θ; x) a solução da equação (4.20) tal que r(0; x) = x a funçãoperiódi
a T (x) é dada por

T (x) =

∫ 2π

0

dθ

1 + Θ(r(θ; x), θ)
=

∫ 2π

0

(1 +O(x))dθ = 2π +O(x).Tendo em 
onsideração que φt é um difeomor�smo e usando a hipótese sobre nosso 
ampo,obtemos que
∫ T (x)

0

div(X )(φs(x, 0, h(x, 0)))ds = λT (x) +O(x) = 2πλ+O(x). (4.21)A órbita de (4.5) que passa pelo ponto (x, 0, h(x, 0)) de C é fe
hada, isto é
φT (x)(x, 0, h(x, 0)) = (x, 0, h(x, 0)) ∀x ∈ (0, ǫ).Avaliando (4.19) em t = T (x) e usando (4.21) obtemos
V (x, 0, h(x, 0)) = V (x, 0, h(x, 0))(2πλ+O(x)).Isto impli
a que V (x, 0, h(x, 0)) ≡ 0 e ainda por (4.19) e usando que C é uma seção trans-versal obtemos que o �uxo do sistema (4.5) forne
e V (x, y, h(x, y)) ≡ 0.



564.3.2 Demonstração do Teorema 4.3.4Estamos em 
ondições de apresentar a prova do Teorema 4.3.4. Nesta dissertação ne
es-sitaremos apenas de uma impli
ação do teorema, a qual exibiremos a demonstração. Aprova da outra impli
ação pode ser en
ontrada 
om detalhes em [4℄.Demonstração: Mostraremos que se o sistema (4.5) admite um múltiplo de Ja
obiinverso da forma V (x, y, z) = z + · · · , então a origem é um 
entro.Suponhamos então que o sistema (4.5) tenha um múltiplo de Ja
obi inverso analíti
ona origem da forma
V (x, y, z) = z + · · · . (4.22)Assim, o Teorema da Função Implí
ita apli
ado em V (x, y, z) = 0 garante a existên
ia deuma úni
a função analíti
a h(x, y) de 
lasse C1 de�nida em uma vizinhança da origemtal que h(0, 0) = 0 e V (x, y, h(x, y)) ≡ 0. Além disso, Dh(0, 0) = 0. Logo, a partir dainvariân
ia de V (x, y, z) = 0 sobre o �uxo, da de�nição de variedade 
entral lo
al e doitem (2) do Teorema 4.3.6, 
on
luímos que W c = {z = h(x, y)} é uma variedade 
entralanalíti
a lo
al na origem e existe uma função W analíti
a C∞

W (x, y, h(x, y)) 6= 0 tal que V (x, y, z) = (z − h(x, y))W (x, y, z).Da equação (4.22) e W (0, 0, h(0, 0)) = W (0, 0, 0) 6= 0 temos que W (0, 0, 0) = 1. Alémdisso v(x, y) = W (x, y, h(x, y)) é um fator integrante inverso analíti
o para o 
ampo X |W c .Observe que
v(0, 0) =W (0, 0, h(0, 0)) =W (0, 0, 0) = 1.Como agora estamos no plano podemos usar o Teorema de Reeb que garante que a origemé um 
entro para X |W c .

O próximo 
orolário, é uma 
onsequên
ia direta do Teorema 4.3.4, e será de extremaimportân
ia na análise do sistema de Lü.Corolário 4.3.1. Considere o sistema tridimensional analíti
o
ẋ = f(x) (4.23)



57o qual possui um ponto de Hopf em x = x0 ∈ R3. Este sistema possui um 
entro em x = x0se, e somente se, admite um múltiplo de Ja
obi inverso analíti
o lo
al V em x0 
om
gradV (x0) 6= 0,onde gradV (x0) é o vetor gradiente de V em x0.Demonstração: Usando a mudança de 
oordenadas linear inversível
ξ = P (x− x0)e um es
alonamento no tempo, o sistema (4.23) pode ser transformado num sistema daforma (4.5), 
uja parte linear está na forma 
an�ni
a de Jordan. Se denotarmos por V ummúltiplo de Ja
obi inverso do sistema (4.23), então

Ṽ (ξ) = (detP )V (P−1ξ + x0)é um múltiplo de Ja
obi inverso do sistema transformado. A re
ípro
a também é verda-deira. Em parti
ular, deduzimos que
∇Ṽ (0) = (detP )∇V (x0)P−1. (4.24)Temos as seguintes equivalên
ias: o sistema (4.23) possui um 
entro em x = x0 se, esomente se, o sistema transformado da forma 
an�ni
a (4.5) possui um 
entro em ξ = 0se, e somente se, admite um múltiplo de Ja
obi inverso analíti
o lo
al Ṽ tal que ∇Ṽ (0) 6= 0se, e somente se, o sistema (4.23) admite um múltiplo de Ja
obi inverso analíti
o lo
al V ,tal que

∇V (x0) 6= 0.Ao estabele
er estas equivalên
ias, usamos o Teorema 4.3.4 e a relação (4.24).4.4 Apli
açõesOs resultados obtidos no Capítulo 4 serão usados nesta seção em três sistemas bastante
onhe
idos na literatura, a saber: Sistema de Moon�Rand, sistema de Lü e sistema deLorenz. O objetivo das subseções seguintes é estudar o problema fo
o�
entro em 
ada umdestes sistemas.



584.4.1 Sistema de Moon�RandO sistema de Moon-Rand foi introduzido em [20℄, para o 
ontexto de modelagem deestruturas �exíveis. Faremos aqui uma análise deste sistema de modo a resolver o problemafo
o�
entro sobre uma variedade 
entral lo
al dando 
ondições sobre os parâmetros a �mde que a origem seja um 
entro.O sistema de Moon-Rand é dado por


















u′ = v,

v′ = −u − uw,

w′ = −λw + c20u
2 + c11uv + c02v

2,

(4.25)onde (u, v, w) ∈ R3 são variáveis de estado e (λ, c20, c11, c02) ∈ R4 são parâmetros reais
om λ 6= 0. Em notação vetorial, o sistema (4.25) pode ser es
rito 
omo ẋ = X (x, ξ), onde
X (x, ξ) = (v,−u− uw,−λw + c20u

2 + c11uv + c02v
2),x = (u, v, w) ∈ R3 e ξ = (λ, c20, c11, c02) ∈ R4, λ 6= 0.Para que possamos fazer um estudo do 
omportamento dinâmi
o do sistema (4.25)ini
iaremos introduzindo uma mudança de 
oordenadas no sistema (4.25) para 
olo
á-lona forma do sistema (4.5). Considerando a seguinte mudança de variáveis,

x = −u, y = v, z = wobtemos o seguinte novo sistema


















x′ = −y,
y′ = x+ xz,

z′ = −λz + c20x
2 − c11xy + c02y

2.

(4.26)A origem, a qual denotaremos por Q0 = (0, 0, 0), é um ponto de equilíbrio do sistema
(4.26) para quaisquer valores dos parâmetros. Além da origem, o sistema (4.26) apresentaum par de equilíbrios Q± =

(

±
√

−λ
c20
, 0,−1

), quando λ/c20 < 0.Análise dos pontos Q±.



59Examinaremos a estabilidade dos pontos de equilíbrio Q± do ponto de vista linear.Primeiramente observamos que basta realizar a análise para o ponto de equilíbrio Q+devido à simetria em relação ao eixo z. De fato, tomemos a re�exão em torno do eixo zem R
3, g(x, y, z) = (−x,−y, z) e observemos que

X (g(x, y, z)) = (y,−x− xz,−λz + c20x
2 − c11xy + c02y

2) = g(X (x, y, z))para todo (x, y, z) ∈ R3 e para todo (λ, c20, c11, c02) ∈ R4. Desta forma a estabilidade de
Q− pode ser obtida através da estabilidade de Q+. A linearização de (4.26) em Q+ nos dáa seguinte matriz Ja
obiana

A = DX (Q+) =











0 −1 0

0 0
√

−λ
c20

2c20

√

−λ
c20

−c11
√

−λ
c20

−λ











,
ujo polin�mio 
ara
terísti
o pode ser es
rito 
omo
p(t) = t3 + λt2 − λc11

c20
− 2λ. (4.27)Para o estudo da estabilidade do equilíbrio Q+, faremos uso do Lema a seguir, 
onhe
ido
omo 
ritério de Routh-Hurwitz.Lema 4.4.1. (Routh-Hurwitz) Considere o polin�mio p(t) = t3 + a2t

2 + a1t + a0. Asraízes de p(t) têm partes reais negativas se, e somente se,
a2 > 0, a1 > 0, a0 > 0, a2a1 > a0.Demonstração: Pode ser en
ontrada em Pontryagin [21℄.Proposição 4.4.1. O equilíbrio Q+ é instável.Demonstração: Como o 
oe�
iente de t2 e o termo 
onstante do polin�mio 
ara
te-rísti
o (4.27) têm sinais opostos segue diretamente do Lema 4.4.1 que o equilíbrio Q+ éinstável.Análise do ponto Q0



60A linearização de (4.26) em Q0 = (0, 0, 0) nós dá a seguinte matriz Ja
obiana
B = DX (Q0) =











0 −1 0

1 0 0

0 0 −λ











,
ujo polin�mio 
ara
terísti
o pode ser es
rito 
omo
p(t) = t3 + λt2 + t + λ.De�na o seguinte 
onjunto

S = {(λ, c10, c11, c02) ∈ R
4;λ 6= 0}.Se (λ, c20, c11, c02) ∈ S, então a matriz Ja
obiana de X em Q0 possui um autovalor real

t1 = −λ e um par de autovalores imaginários puros t2,3 = ±i. Da De�nição 4.1.1 temosque o ponto Q0 é um ponto de Hopf.Observação 4.4.1. Do teorema da variedade 
entral, para o ponto de Hopf Q0, umavariedade bidimensional está bem de�nida e é invariante pelo �uxo gerado por (4.26) epode ser 
ontinuada 
om 
lasse arbitrária de diferen
iabilidade para valores de parâmetrospróximos. Veja [16℄. A variedade 
entral lo
al é atratora (respe
tivamente, repulsora)quando λ > 0 (respe
tivamente, λ < 0). Desta forma é su�
iente estudar a estabilidadede Q0 para o �uxo restrito à uma variedade 
entral lo
al e sua 
ontinuação.Assim, estudaremos agora a estabilidade de Q0 para parâmetros em S. Para isto,de�niremos os seguintes sub
onjuntos de S:
S1 = {(λ, c20, c11, c02) ∈ S; λc11 + 2c20 < 2c02} ,

S2 = {(λ, c20, c11, c02) ∈ S; λc11 + 2c20 > 2c02} .Com isso temos o seguinte teorema.Teorema 4.4.1. Considere o sistema (4.26). O primeiro 
oe�
iente de Lyapunov asso
i-ado ao equilíbrio Q0 para valores de parâmetros em S é dado por
L1(λ, c20, c11, c02) =

1

8

λc11 + 2c20 − 2c02
λ2 + 4

.



61Se (λc11 + 2c20 − 2c02) 6= 0, então o sistema (4.26) possui um ponto de Hopf transversalem Q0 para (λ, c20, c11, c02) ∈ S.Mais pre
isamente, se (λ, c20, c11, c02) ∈ S1∪S2, então o sistema tem um ponto de Hopf de
odimensão 1 em Q0. Se (λ, c20, c11, c02) ∈ S2, então Q0 é instável (fo
o repulsor fra
o).Se (λ, c20, c11, c02) ∈ S1, então Q0 é assintoti
amente estável (fo
o atrator fra
o).Demonstração: Seguindo o pro
esso de Lyapunov des
rito na seção 3.3, 
onsideremosa função de Lyapunov dada por:
V (x, y, z) =

1

2
(x2 + y2)2 + V3(x, y, z) + V4(x, y, z) + · · · , (4.28)onde

V3 = − 1

λ2 + 4
zy2 +

λ

λ2 + 4
yxz +

1

λ2 + 4
zx2e

V4 =
3

4(λ4 + 5 λ2 + 4)
y2z2 +

(−λ c20 − λ c2)

4(λ2 + 4)
y4 − 3λ

2(λ4 + 5 λ2 + 4)
xyz2+

+
(2 λ2 − 1)

4 (λ2 + 4) (λ2 + 1)
x2z2 − (2 c20 + λ c11 + 6 c2)

8(λ2 + 4)
xy3 +

(−λ c20 − c11)

2(λ2 + 4)
x2y2+

+
(−6 c20 + λ c11 − 2 c2)

8(λ2 + 4)
x3y.Diferen
iando (4.28) ao longo das órbitas de (4.26) obtemos que

V̇ = ∇V · X = η4(x
2 + y2)2 + · · · ,onde o primeiro 
oe�
iente de Lyapunov do sistema na origem é dado por

L1 = η4 =
2 c20 + λ c11 − 2 c2

8(λ2 + 4)
. (4.29)Notemos que o sinal do primeiro 
oe�
iente de Lyapunov é determinado pelo sinal donumerador de (4.29), uma vez que o denominador é sempre positivo, o que 
on
lui a provado teorema.De�na agora o seguinte sub
onjunto L1 de S,

L1 =

{

(λ, c20, c11, c02) ∈ S; c20 = −λc11
2

+ c02

}

.



62É fá
il ver que o primeiro 
oe�
iente de Lyapunov se anula sobre L1. Este sub
onjuntodivide o 
onjunto S em duas 
omponentes 
onexas denotadas por S1 e S2, onde L1 < 0 e
L1 > 0, respe
tivamente.No próximo teorema, estudaremos o sinal do segundo 
oe�
iente de Lyapunov ao longode L1, onde o primeiro 
oe�
iente de Lyapunov se anula. De�nimos, os seguintes sub
on-juntos do 
onjunto L1.

N1 =

{

(λ, c20, c11, c02) ∈ L1; c02 < 0 e c11 <
4c02
λ

}

,

N2 =

{

(λ, c20, c11, c02) ∈ L1; c02 > 0 e c11 >
4c02
λ

}

,

M1 =

{

(λ, c20, c11, c02) ∈ L1; c02 > 0 e c11 <
4c02
λ

}

,

M2 =

{

(λ, c20, c11, c02) ∈ L1; c02 < 0 e c11 >
4c02
λ

}

.Temos o seguinte teorema.Teorema 4.4.2. Considere o sistema (4.26). O segundo 
oe�
iente de Lyapunov asso
iadoao equilíbrio Q0 ao longo de L1 é dado por
L2 |L1

=
c02(λc11 − 4c02)

λ(λ2 + 4)
. (4.30)Se c02(λc11 − 4c02) 6= 0, então o sistema (4.26) possui um ponto de Hopf transversal Q0para (λ, c20, c11, c02) ∈ L1.Mais pre
isamente, se (λ, c20, c11, c02) ∈ Ni ∪Mi, i = 1, 2, então o sistema tem um pontode Hopf de 
odimensão 2 em Q0. Se (λ, c20, c11, c02) ∈ N1 ∪N2, então o ponto de Hopf Q0é instável (fo
o repulsor fra
o). Se (λ, c20, c11, c02) ∈ M1 ∪M2, então o ponto de Hopf Q0é assintoti
amente estável (fo
o atrator fra
o).Demonstração: De forma análoga à prova do Teorema 4.4.1, obtemos polin�mioshomogêneos V5 e V6 tais que a função de Lyapunov dada por:

V (x, y, x) =
1

2
(x2 + y2)2 + V3(x, y, z) + V4(x, y, z) + V5(x, y, z) + V6(x, y, z) + · · · , (4.31)onde V3 e V4 são os polin�mios en
ontrados em (4.28). Os polin�mios V5 e V6 foramen
ontrados 
om 
ál
ulos realizados no programa 
omputa
ional MAPLE. Omitiremos os



63valores de V5 e V6 pela sua extensão. Assim 
om valores espe
í�
os dos polin�mios V5 e
V6 e diferen
iando (4.31) ao longo das órbitas de (4.26) obtemos que

V̇ = ∇V · X = η6(x
2 + y2)3 + · · · ,onde o segundo 
oe�
iente de Lyapunov do sistema na origem é dado por

L2 = η6 =
c02 (λ c11 − 4 c02)

16 (λ2 + 4)λ
.Notemos que L2 > 0 quando os parâmetros estão em N1 ∪ N2 e L2 < 0 quando osparâmetros estão em M1 ∪M2.De�na os seguintes sub
onjuntos de L1,

L21 = {(λ, c20, c11, c02) ∈ L1; c02 = 0}e
L22 =

{

(λ, c20, c11, c02) ∈ L1; c02 =
λc11
4

}

.É fá
il ver que o segundo 
oe�
iente de Lyapunov se anula sobre os sub
onjuntos L21 e
L22. A superfí
ie L22 pode ser vista na Figura 4.1. Note que L1 é dividido em quatro
omponentes 
onexas denotadas aqui por Ni e Mi, i = 1, 2, onde L2 > 0 e L2 < 0,respe
tivamente.Agora, no seguinte teorema analisamos o sistema (4.26) 
om parâmetros ao longo do
onjunto L21.Teorema 4.4.3. Considere o sistema (4.26) 
om parâmetros em L21. Então o equilíbrio
Q0 é um 
entro para o �uxo do sistema (4.26) restrito a uma variedade 
entral lo
al.Demonstração: Provaremos este teorema de duas maneiras distintas. Para a primeiraprova usaremos o Teorema 4.3.4. Já para a segunda prova usaremos o 
on
eito de superfí
iealgébri
a invariante.Prova 1: Seja (λ, c20, c11, c02) ∈ L21. Então fazendo as devidas substituições em (4.26)obtemos o seguinte sistema



















u′ = −v,
v′ = u+ uw,

w′ = −λw + c20u
2 − 2 c20

λ
uv.

(4.32)
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PSfrag repla
ements
L22

L3

T1

T2

c11

λ

c02

Figura 4.1: A superfí
ie de Hopf, L22 juntamente 
om a 
urva de 
entros L3.De�na V (u, v, w) = −c20u2 + λw e observe que a divergên
ia do 
ampo X para o sistema
(4.32) é dado por div(X ) = −λ assim temos a seguinte igualdade

XV = div(X )V.Logo V é um múltiplo de Ja
obi inverso. Então pelo Teorema 4.3.4, a origem é um 
entropara o sistema (4.32). Além disso, a variedade 
entral analíti
a W c ⊆ V −1(0).Prova 2: O sistema (4.32) possui uma superfí
ie algébri
a invariante dada por
Fλ(u, v, w) = −c20u2 + λw. (4.33)De fato,

XFλ = KFλonde K(u, v, w) = −λ é o 
ofator da superfí
ie algébri
a invariante Fλ = 0. E ainda,
Fλ(0, 0, 0) = 0, assim, a superfí
ie invariante dada por (4.33) 
ontém o equilíbrio. O autoespaço 
entral Ec

0 em Q0 é gerado pelos vetores
Vt2 = (1, 1, 0) e Vt3 = (−1, 1, 0).



65O gradiente de Fλ em Q0 é dado por ∇Fλ(Q0) = (0, 0, λ). Logo, ∇Fλ(Q0) é ortogonal aosvetores Vt2 e Vt3 . Portanto, numa vizinhança da origem, existe uma variedade 
entral lo
al
W c ⊂ F−1

λ (0).Assim, resolvendo (4.33) em função de w e substituindo nas duas primeiras equações de
(4.32), obtemos o seguinte sistema em 
oordenadas lo
ais







u′ = −v,
v′ = u+ c20

λ
u3.

(4.34)Este sistema é Hamiltoniano 
om a função Hamiltoniana dada por
H(u, v) =

1

2
(u2 + v2) +

c20
4λ
u4.Segue do Teorema 3.4.1 que a origem é um 
entro.O próximo teorema realiza o estuda o sinal do ter
eiro 
oe�
iente de Lyapunov do sis-tema (4.26) 
om parâmetros sobre o 
onjunto L22, onde o primeiro e o segundo 
oe�
ientesde Lyapunov se anulam. De�niremos, os seguintes sub
onjuntos do 
onjunto L22:

T1 = {(λ, c20, c11, c02) ∈ L22; c02 > 0} ,

T2 = {(λ, c20, c11, c02) ∈ L22; c02 < 0} .Temos o seguinte teorema.Teorema 4.4.4. Considere o sistema (4.26). O ter
eiro 
oe�
iente de Lyapunov asso
iadoao equilíbrio Q0 para valores de parâmetros em L22 é dado por
L3 |L22

=
1

16

(λ2 + 10)c302
(λ4 + 20λ2 + 64)λ2

. (4.35)Se c02 6= 0, então o sistema (4.26) possui um ponto de Hopf transversal em Q0 para
(λ, c20, c11, c02) ∈ L22.Mais pre
isamente, se (λ, c20, c11, c02) ∈ T1 ∪ T2, então o sistema tem um ponto de Hopfde 
odimensão 3 em Q0. Se (λ, c20, c11, c02) ∈ T1 (respe
tivamente, (λ, c20, c11, c02) ∈ T2)então o ponto de Hopf em Q0 é instável (respe
tivamente, estável) uma vez que L3 > 0(respe
tivamente, L3 < 0).



66Demonstração: A prova do teorema segue de forma análoga ao Teorema 4.4.1.De�na o seguinte sub
onjunto de L22,
L3 = {(λ, c20, c11, c02) ∈ L22; c02 = 0} .É fá
il ver que o ter
eiro 
oe�
iente de Lyapunov se anula sobre o sub
onjunto L3 de L22.Este sub
onjunto divide o 
onjunto L22 em duas 
omponentes 
onexas denotadas por V1e V2 onde L3 < 0 e L3 > 0, respe
tivamente.Teorema 4.4.5. Considere o sistema (4.26) 
om parâmetros em L3. Então o equilíbrio

Q0 é um 
entro para o �uxo do sistema (4.26) restrito a uma variedade 
entral lo
al.Demonstração: Seja (λ, c20, c11, c02) ∈ L3. Como L3 ⊂ L22 ⊂ L1, segue que c02 =

c11 = c20 = 0. Assim segue do Teorema 4.4.3 que o ponto de equilíbrio Q0 é um 
entro.A 
urva de 
entros L3 pode ser vista na Figura 4.1. Em resumo, mostramos o seguinteteorema:Teorema 4.4.6. Considere o sistema de Moon-Rand (4.25). Então o equilíbrio Q0 é um
entro para o �uxo do sistema restrito a variedade 
entral W c se, e somente se,
c02 = −1

2
λc11 + c20 = 0.4.4.2 Sistema de LüNesta subseção apli
aremos a teoria estudada no Capítulo 4 em outro sistema bastante
onhe
ido na literatura, a saber, o sistema de Lü.Considere o sistema de Lü dado por



















x′ = a(y − x),

y′ = cy − xz,

z′ = −bz + xy.

(4.36)onde (x, y, z) ∈ R3 são as variáveis de estado e (a, b, c) ∈ R3 são os parâmetros reais. Emnotação vetorial, o sistema (4.36) pode ser es
rito 
omo ẋ = f(x, ζ), onde
f(x, ζ) = (a(y − x), cy − xz,−bz + xy),



67x = (x, y, z) ∈ R3 e ζ = (a, b, c) ∈ R3.A origem, a qual iremos denotar por Q0 é um ponto de equilíbrio do sistema (4.36)para quaisquer valores dos parâmetros. Além da origem, o sistema (4.36) apresenta umpar de equilíbrios simétri
os Q± =
(

±
√
bc,±

√
bc, c

) quando bc > 0. As estabilidadesdesses pontos de equilíbrios foram bastante estudados em [18℄ e [6℄.Estudaremos as bifur
ações de Hopf em Q+. A análise para o ponto Q− segue deforma semelhante devido à simetria do 
ampo em relação ao eixo z. Analisemos por-tanto a estabilidade do equilíbrio Q+. Fazendo a translação para a origem, segundo atransformação


















x1 = x− x0,

y1 = y − y0,

z1 = z − z0,onde (x0, y0, z0) = (
√
bc,

√
bc, c), 
om bc > 0, obtemos o novo sistema



















x′1 = a(y1 − x1),

y′1 = c(y1 +
√
bc)− (x1 +

√
bc)(z1 + c),

z′1 = −b(z1 + c) + (x1 +
√
bc)(y1 +

√
bc).

(4.37)A linearização de (4.37) em Q+, que agora está na origem, nos dá a seguinte matrizJa
obiana
A =











−a a 0

−c c −
√
bc

√
bc

√
bc −b











, (4.38)
ujo polin�mio 
ara
terísti
o pode ser es
rito 
omo
p(λ) = λ3 + (a + b− c)λ2 + abλ + 2abc.Assim, apli
ando o Lema 4.4.1 obtemos a seguinte proposição.Proposição 4.4.2. De�na

cc =
a + b

3
.1) Se a = 0, então Q+ é um equilíbrio degenerado, pois a matriz Ja
obiana (4.38)possui pelo menos duas raízes nulas. Para tanto, 
onsideremos abaixo os 
asos emque a 6= 0;



682) Considere a 6= 0, b > 0 e c > 0. Temos as seguintes situações:2.1) Se a < 0, então o equilíbrio Q+ é instável;2.2) Se a > 0 e 0 < c < cc, (respe
tivamente, c > cc), então Q+ é assintoti
amenteestável (respe
tivamente, instável );3) Considere b < 0 e c < 0. Neste 
aso, Q+ é sempre instável, para a 6= 0.Da análise linear do sistema (4.36) em Q+ temos o seguinte resultado, a qual estáprovado em [17℄.Proposição 4.4.3. De�namos a superfí
ie de Hopf
R =

{

(a, b, c) ∈ R
3 : ab > 0, c = cc =

(a + b)

3

}

. (4.39)Se (a, b, c) ∈ R e cc > 0 (respe
tivamente, cc < 0) então a matriz Ja
obiana de (4.4.2) em
Q+ possui um autovalor real negativo (respe
tivamente, positivo) λ1 e um par de autova-lores imaginários puros λ2,3.Observação 4.4.2. Do teorema da variedade 
entral 4.1.1, para o ponto de Hopf Q+ umavariedade bidimensional está bem de�nida, ela é invariante pelo �uxo gerado por (4.36). Avariedade 
entral é atratora (respe
tivamente, repulsora) quando cc > 0 (respe
tivamente,
cc < 0). Então, é su�
iente estudar a estabilidade de Q+ para o �uxo restrito a umavariedade 
entral.Assim, estudaremos agora a estabilidade de Q+ para parâmetros em R. De�nimos, osseguintes sub
onjuntos da superfí
ie de Hopf R,

R1 = {(a, b, c) ∈ R
3; a > 0, a/5 < b < 2a, c = cc},

R2 = {(a, b, c) ∈ R
3; a < 0, a/5 < b < 0, c = cc},

R3 = {(a, b, c) ∈ R
3; a < 0, b < 2a, c = cc},

G1 = {(a, b, c) ∈ R
3; a > 0, 0 < b < a/5, c = cc},

G2 = {(a, b, c) ∈ R
3; a > 0, b > 2a, c = cc},
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G3 = {(a, b, c) ∈ R

3; a < 0, 2a < b < a/5, c = cc}.No seguinte teorema, que en
ontra-se provado em [6℄ ou [8℄, estudamos o sinal do primeiro
oe�
iente de Lyapunov asso
iado ao equilíbrio Q+ para valores em R.Teorema 4.4.7. Considere o sistema (4.36). O primeiro 
oe�
iente de Lyapunov asso
i-ado ao equilíbrio Q+ para valores de parâmetros em R é dado por
L1 =

243a2(a− 5b)(2a− b)b

(4a+ b)2(a4 + 16a3b+ 60a2b2 + 49ab3 + 4b4)
. (4.40)Se (a − 5b)(2a − b) 6= 0, então o sistema (4.36) possui um ponto de Hopf transversal em

Q+ para (a, b, c) ∈ R.Mais pre
isamente, se (a, b, c) ∈ Ri ∪ Gi, i = 1, 2 e 3, então o sistema tem um ponto deHopf de 
odimensão 1 em Q+. Se (a, b, c) ∈ G1 ∪ G2 ∪ G3, então o ponto de Hopf Q+é instável (fo
o repulsor). Se (a, b, c) ∈ R1 ∪ R2 ∪ R3, então o ponto de Hopf em Q+ éassintoti
amente estável (fo
o atrator).Demonstração: A prova deste teorema segue análoga à prova do Teorema 4.4.1.Notemos que o sinal do primeiro 
oe�
iente de Lyapunov é determinado pelo sinal donumerador de (4.40), uma vez que o denominador é positivo.Observação 4.4.3. É fá
il ver que o primeiro 
oe�
iente de Lyapunov anula-se sobre asretas
D1 = {(a, b, c) ∈ R : a 6= 0, b = a/5, c = cc}e
D2 = {(a, b, c) ∈ R : a 6= 0, b = 2a, c = cc} .Estas retas dividem a superfí
ie de Hopf R em seis 
omponentes 
onexas denotadas por

Ri e Gi, i = 1, 2, 3, onde L1 < 0 e L1 > 0, respe
tivamente.O próximo teorema, 
uja demonstração pode ser en
ontrada em [6℄ ou [8℄, estuda osinal do segundo 
oe�
iente de Lyapunov ao longo da reta D1, onde o primeiro 
oe�
ientede Lyapunov se anula.



70Teorema 4.4.8. Considere o sistema (4.36). O segundo 
oe�
iente de Lyapunov asso
iadoao equilíbrio Q+ para valores de parâmetros em D1 é dado por
L2 |D1

=
3625

83692b3
.Como b 6= 0, então o sistema (4.36) possui um ponto de Hopf transversal de 
odimensão

2 em Q+. Se b > 0 (respe
tivamente, b < 0) então o ponto de Hopf em Q+ é instável(respe
tivamente, estável) uma vez que L2 > 0 (respe
tivamente, L2 < 0).Para os parâmetros (a, b, c) ∈ D2 temos que o sistema (4.36) tem a origem 
omo um
entro 
onforme o teorema a seguir.Teorema 4.4.9. Considere o sistema (4.36) 
om parâmetros em D2. Então o equilíbrio
Q+ é um 
entro para o �uxo do sistema (4.36) restrito a uma variedade 
entral lo
al. Alémdisso W c ⊂ V −1(0).Demonstração: Suponha (a, b, c) ∈ D2 então substituindo os valores dos parâmetros
b = 2a e c = cc = a no sistema (4.36), obtemos



















x′ = a(y − x),

y′ = ay − xz,

z′ = −2az + xy.

(4.41)Denotando por X o 
ampo asso
iado ao sistema (4.41) temos que
X · V = −2aV,onde, V (x, y, z) = x2−2az e div(X ) = −2a. Portanto, V é um múltiplo de Ja
obi inverso.Por outro lado, temos que

∇V (Q±) = (±2 | a |
√
2, 0,−2a),o qual é um vetor não nulo. Segue do Corolário 4.3.1, que o equilíbrio 
orrespondente Q+é 
entro. Para �nalizar a prova do teorema, denote por W c a variedade 
entral em Q+.Pelo Teorema 4.3.6 item 3, temos que

W c ⊂ V −1(0).



714.4.3 Sistema de LorenzO sistema de Lorenz é sem dúvida o mais famoso de todos os sistemas diferen
iais 
aóti
os.Foi formulado em 1963 por E. N. Lorenz na tentativa de 
riar um sistema de equações di-feren
iais no qual expli
aria alguns dos 
omportamentos imprevisíveis do 
lima. A maioriados modelos viáveis para o tempo envolvem equações diferen
iais par
iais; Lorenz bus
avaum sistema mais simples e mais fá
il de analisar.O sistema de Lorenz original é dada da forma


















x′ = σ(y − x),

y′ = rx− y − xz,

z′ = −bz + xy,

(4.42)onde σ, r e b são parâmetros positivos 
om σ > b + 1. Uma boa referên
ia para o estudodinâmi
o e 
aóti
o do sistema de Lorenz é o livro [13℄.Faremos aqui uma ligeira modi�
ação no sistema (4.4.3) a �m de apli
armos a teoriaestudada nesta dissertação.Ini
iaremos introduzindo o sistema de Lorenz da seguinte forma


















x′ = σ(y − x),

y′ = rx− y − xz,

z′ = −bz + xy.

(4.43)onde (x, y, z) ∈ R3 são variáveis de estado e os parâmetros reais assumindo os seguintesvalores: σ = −1 e b 6= 0.O sistema (4.43) possui os seguintes pontos de equilíbrio, Q0 = (0, 0, 0) para quaisquervalores dos parâmetros e um par de equilíbrios simétri
os
Q± = (±

√

b(r − 1),±
√

b(r − 1), r − 1),quando b(r−1) > 0. Para o estudo das bifur
ações de Hopf em Q±, basta realizar a análiseo equilíbrio Q+, devido a simetria do 
ampo. Analisemos a estabilidade para o equilíbrio
Q+.Fazendo a translação de Q+ para a origem, 
om a seguinte transformação



















u = x− x0,

v = y − y0,

w = z − z0,

(4.44)



72onde (x0, y0, z0) = (
√

b(r − 1),
√

b(r − 1), r − 1), 
om b(−1 + r) > 0, obtemos o sistema
(4.43), em novas 
oordenadas, 
omo segue



















u′ = −v + u,

v′ = −v + u−
√

b(r − 1)w − uw,

w′ = −bw +
√

b(r − 1)u+
√

b(r − 1)v + uv.

(4.45)A linearização de (4.45) em Q+, que agora está na origem, nos dá a seguinte matrizJa
obiana
A =















1 −1 0

1 −1 −
√

b (r − 1)

√

b (r − 1)
√

b (r − 1) −b















, (4.46)
ujo polin�mio 
ara
terísti
o pode ser es
rito 
omo
p(t) = t3 + bt2 + b(r − 1)t− 2b(r − 1).Segue diretamente do Lema 4.4.1 (Routh-Hurwitz) que o 
onjunto de Hopf do equilíbrio

Q+ é da forma
S = {(r, b) ∈ R

2; b = −2 e r − 1 < 0}.Então a matriz Ja
obiana de (4.45) em Q+ 
om parâmetros em S possui agora um auto-valor real t1 = 2 e um par de autovalores imaginários puros t2,3 = √
2
√

(1− r)i.No proximo teorema mostramos que o equilíbrio Q+ é um 
entro restrito a uma varie-dade 
entral lo
al.Teorema 4.4.10. Para parâmetros em S, o sistema de Lorenz (4.45) possui uma famíliade superfí
ies algébri
as invariantes F−1
r (0), dada por

Fr(u, v, w) =
√

−2(r − 1)u+ w +
u2

2
.Além disso, W c ⊂ F−1

r (0) e o �uxo do sistema (4.45) restrito a F−1
r (0) possui um 
entroem Q±.Demonstração: Seja (r, b) ∈ S, ou seja, substituindo b = −2 e 1 − r > 0 no sistema

(4.45), obtemos o seguinte sistema


















u′ = −v + u,

v′ = −v + u−
√

−2(r − 1)w − uw,

w′ = 2w +
√

−2(r − 1)u+
√

−2(r − 1)v + uv.

(4.47)



73O sistema (4.47) possui uma família de superfí
ies algébri
as invariantes dada por
Fr(u, v, w) =

√

−2r + 2)u+ w +
u2

2
= 0. (4.48)De fato,

XFr = KFr,onde K = 2 é o 
ofator da superfí
ie algébri
a invariante Fr = 0 e X é o 
ampo vetorialasso
iado ao sistema (4.47). Além disso, Fr(0, 0, 0) = 0 e portanto a superfí
ie invariantedada por (4.48) 
ontém o equilíbrio.O auto espaço 
entral Ec
+ em Q+ é gerado pelos vetores

Vt2 =

(√
−2 r + 2

2(r − 1)
,

−
√
−2 r + 2 (2 r − 3)

2 (r − 1)
(√

2 r − 2 + 1
) , 1

)e
Vt3 =

(√
−2 r + 2

2(r − 1)
,

√
−2 r + 2 (2 r − 3)

2 (r − 1)
(√

2 r − 2− 1
) , 1

)

.Como
∇Fr(0, 0, 0) = (

√
−2r + 2, 0, 1)segue que ∇Fr(0, 0, 0) é ortogonal aos vetores Vt2 e Vt3 . Portanto, numa vizinhança daorigem, existe a variedade 
entral lo
al

W c ⊂ F−1
r (0).Logo resolvendo (4.48) em função de w e substituindo esta solução nas duas primeirasequações de (4.47), obtemos o seguinte sistema em 
oordenadas lo
ais







u′ = −v + u,

v′ = −v + 3u− 2ur + 3/2
√
−2r + 2u2 + 1/2u3.

(4.49)Mas, este sistema, é Hamiltoniano 
om função Hamiltoniana
H(u, v) = (

3

2
− r)u2 +

v2

2
− uv +

1

2

√
−2r + 2u3 +

u4

8
.E isto �nda a prova do teorema. Portanto, o equilíbrio Q+ é de fato um 
entro restrito auma variedade 
entral lo
al.



Con
lusões e Trabalhos Futuros
Nesta dissertação estudamos o problema fo
o�
entro para sistemas de equações diferen
iaisem R2 e R3. Demonstramos o Teorema de Bautin, o qual responde o problema fo
o�
entropara sistema quadráti
os em R2, 
om o auxílio da Teoria das bases de Groebner. Emseguida, apresentamos alguns tópi
os ne
essários para o estudo do problema fo
o�
entroem R3, tais 
omo: múltiplo de Ja
ob inverso e superfí
ie algébri
a invariante. Finalizamosesta dissertação apli
ando estes resultados nos sistemas de Moon�Rand, sistema de Lü esistema de Lorenz.Como sugestões para trabalhos futuros podemos 
itar:1) Resolver a seguinte 
onje
tura:Conje
tura Considere uma equação diferen
ial em R3 de�nida por um 
ampo de vetorespolinomial X . Suponha que exista um equilíbrio isolado E0 desta equação diferen
ial talque DX (E0) tenha autovalores da forma

λ1,2 = ±iω0, ω0 6= 0 e λ3 6= 0.Se o �uxo desta equação diferen
ial restrito a uma variedade 
entral lo
al de E0 tem um
entro, então esta variedade 
entral lo
al está 
ontida numa superfí
ie algébri
a invariante.Esta 
onje
tura foi proposta em um seminário ministrado pelo professor Luis FernandoMello no IME�USP em abril de 2012.2) Considere o seguinte sistema


















x′ = −y − x2 + y2,

y′ = x− 3xy,

z′ = 2y − z,É fá
il ver que a origem é um ponto de equilíbrio do sistema. Cal
ulamos os quatro74



75primeiros 
oe�
ientes de Lyapunov e vimos que esses são nulos. Desta forma surge apergunta, é o equilíbrio um fo
o ou um 
entro?3) Estudar o problema fo
o�
entro para sistemas 
úbi
os de equações diferen
iais noplano e em R
3.
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