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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar as linhas de curvatura ao redor de
pontos umbilicos isolados em superficies regulares que sao graficos de fungoes polinomiais
homogéneas de grau k, com k maior ou igual a trés. Os indices desses pontos umbilicos
isolados também serao objetos de estudo. Veremos que tais indices serao sempre menores

ou iguais a um.

Palavras—chave: umbilico Darbouxiano, indice de ponto umbilico isolado, conjectura de

Carathéodory, conjectura de Loewner.
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Abstract

The goal of this work is to study lines of curvature in neighborhoods of isolated umbilic
points on smooth surfaces which are graphs of homogeneous polynomials of degree k, with
k greater or equal three. The index of such umbilic points will be studied. We show that,

in this context, these indices will be at most equal to one.

Keywords: Darbouxian umbilic, index of an umbilic, Carathéodory conjecture, Loewner

conjecture.
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Introducao

Carathéodory conjecturou que em toda superficie regular, compacta e estritamente
convexa de R3, o niimero de pontos umbilicos é maior ou igual a dois. A conjectura de
Loewner diz que o indice em um ponto umbilico isolado de uma superficie regular de R3
¢ menor ou igual a um. Veja o artigo [5] para mais informacoes a respeito destas duas
conjecturas e referéncias bibliograficas pertinentes.

No presente trabalho, iremos estudar as linhas de curvatura ao redor de pontos um-
bilicos isolados em superficies que sao graficos de funcoes polinomiais homogéneas bem
como os indices desses pontos umbilicos isolados. Para um polin6mio homogéneo de grau
k > 3, veremos que esses indices nunca serao maiores que 1. Neste sentido, a conjectura
de Loewner é verdadeira para a classe de superficies estudadas.

O indice de um ponto umbilico isolado é um invariante topologico que assume o valor
n/2 para algum n € Z (ver referéncia [5]). Pelo Teorema de Indice de Bendixson, podemos
calcular o indice de um ponto umbilico isolado py em uma superficie regular S por

|, He—#h

indy, (5) = B

(1)

onde #e é o nimero de setores elipticos e #h é o nimero de setores hiperboélicos das
linhas de curvatura numa vizinhanca de py. De acordo com a Formula de Bendixson (1)), os
umbilicos Darbouxianos Dy, Dy e D3 tém indices 1/2, 1/2 e —1/2, respectivamente. Como
os umbilicos Darbouxianos sao genéricos [4], a conjectura de Loewner é genericamente
verdadeira.

No Capitulo 1 apresentaremos alguns conceitos basicos da geometria diferencial, defi-

nindo superficies regulares, aplicagao de Gauss, primeira e segunda formas fundamentais,



equacao diferencial das linhas de curvatura e enunciaremos alguns resultados necessarios
para compreender o texto.

No Capitulo 2 serd estudado o comportamento das linhas de curvatura de superficies
em R3 proximas a um ponto umbilico isolado. Estes resultados sao encontrados em varios
livros e artigos, como por exemplo em [2] e [4]. O estudo muitas vezes é feito por meio de

equacoes diferenciais implicitas da forma
a(z,y)dy? + 2b(z, y)dzdy + c(z, y)dz? = 0,

onde a,b,c: U — R sao fungoes diferenciaveis que se anulam na origem (0,0) e U C R? ¢
um aberto contendo a origem. Veremos que, associado a equacao acima, existe um campo
vetorial £ e as singularidades desse campo podem ser nés ou selas. Sob determinadas
condicoes, veremos que as linhas de curvatura numa vizinhanga de um ponto umbilico

isolado se comportam como na Figura

P

D, D, D,

Figura 1: Pontos umbilicos Darbouxianos.

Os subindices representam o ntimero de separatrizes umbilicas e

e D;: é a projecao de uma tinica sela;

® D2:

D

a projecao de um tnico n6 entre duas selas;

[ D3:

D

a projecao de trés selas.

O Capitulo 3 é o cerne deste trabalho e foi desenvolvido segundo a referéncia [IJ.
Nele serao estudadas as linhas de curvatura ao redor de um ponto umbilico isolado em

superficies que sao graficos de fungoes polinomiais homogéneas. O teorema principal a ser



estudado diz que dado f um polinémio homogéneo de duas varidveis reais z, y, de grau

k > 3 em que f é representado como

n

Pz, y) = plw,y) x [l + Bay) (2)
i=1
onde
1. ¢,=0,1, ou 2;
2. (a;,B:),1=1,...,n, sdo0 vetores nao nulos tais que o;3; — a;5; # 0 para i # j;

3. ¢ é um polindémio homogéneo tal que p(z,y) # 0 para (x,y) # (0,0) (& possivel que
grau(p) = 0);

sendo G o grafico de f, entdo ind,(Gy) € I(k), onde

{1,0,...,1—k/2}, sek é par,
{1/2,-1/2,...,1—k/2}, sek é impar.

Além disso, para quaisquer k > 3 el € I(k), podemos encontrar um polinémio homogéneo
fr1 de grau k que pode ser representado como em e indy(Gy, ,) = L.

No Capitulo 4, apresentaremos alguns exemplos dos polinomios f;; citados acima.



Capitulo 1

(Geometria diferencial classica

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados classicos da geometria diferencial que
serao necessarios para o entendimento desta dissertacao. As proposicoes e teoremas serao
apenas enunciados, uma vez que as demonstracoes dos mesmos podem ser encontradas na
referéncia [3]. Para completude do texto, apresentaremos a demonstracao da Proposigao
1.6l

Ao longo de todo o trabalho, a expressao diferencidvel significara infinitamente dife-

renciavel e as superficies estudadas serao sempre orientaveis e estarao orientadas.

Definicao 1.1. Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular se, e somente se, para
cada ponto p € S, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacdo x : U — V N S,

U aberto de R? e VNS C R? tal que:
1. x é diferencidvel;
2. x € um homeomorfismo;
3. para todo q € U, a diferencial dx, : R? — R3 ¢ injetiva.

Proposicao 1.1. Se f : U — R é uma func¢ao diferencidvel em um conjunto aberto U de

R2, entdo o grifico de f, isto é, o subconjunto de R® dado por

S=A{(z,y, f(z,y)) eR’: (z,y) € U}

€ uma superficie reqular.



Definicao 1.2. Dada uma aplicacao diferencidvel F : U C R" — R™, dizemos que p € U
¢ um ponto critico de F' se a diferencial dF, : R" — R™ nao € sobrejetiva. A imagem
F(p) € R™ de um ponto critico é chamado valor critico de F'. Um ponto de R™ que ndo

€ um wvalor critico € chamado um valor reqular de F'.

Proposigao 1.2. Se f: U C R?* — R € uma funcao diferencidvel e a € f(U) é um valor

reqular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular em R3.

Proposicao 1.3. Sejam S C R?® wma superficie reqular ¢ p € S. Entdo existe uma
vizinhanca V de p em S tal que V € o grdfico de uma funcdao diferencidvel que tem uma

das trés sequintes formas: z = f(z,y), y = g(x, 2), x = h(y, 2).

Definigao 1.3. A forma quadrdtica I, : T,S — R dada por I,(w) = (w,w), é chamada a
primeira forma fundamental da superficie reqular S C R* em p € S, onde T,S é o plano

tangente a S no ponto p e (,), € o produto interno usual em R3.

Definicao 1.4. Seja S C R3 uma superficie com wma orientacio N. A aplicacio N :
S — R3 toma seus valores na esfera unitiria S* = {(z,y,2) € R, 22 + 9> + 22 =1}. A

aplicacdio N : S — S? ¢ chamada a aplicacdo de Gauss de S.

Proposicao 1.4. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicagdo de Gauss é uma aplicagdo

linear auto-adjunta.

Definicao 1.5. A forma quadrdtica 11, : T,S — R dada por II,(v) = —(dN,(v),v) €

chamada sequnda forma fundamental de S em p € S.

Definicao 1.6. Sejam C' uma curva reqular em S passando por p € S, k a curvatura de
C em p, ecos(0) = (n, N), onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a S em p.

O nimero k, = kcos(0) é chamado de curvatura normal de C' C S em p.

Como a aplicacao dN, é linear e auto-adjunta, para cada p € S existe uma base

ortonormal {ey,es} de 1,5 tal que dNy(e1) = —kieq e dN,(e2) = —kqes.

Definicao 1.7. A curvatura normal mdxima ki e a curvatura normal minima ko sGo
chamadas as curvaturas principais em p € S. As correspondentes direcoes determinadas

pelos autovetores ey e eg sao chamadas diregoes principais em p € S.



Definicao 1.8. Se uma curva reqular conexa C' em S € tal que para todo p € C a reta

tangente a C' € uma diregao principal em p, entao dizemos que C' € uma linha de curvatura

de S.

Proposicao 1.5 (Olinde Rodrigues). Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que

uma curva regular conexa C C S seja uma linha de curvatura de S é que N'(t) = A(t)/(t),

para qualquer parametrizacio o de C, onde N(t) = Noa(t) e A(t) é uma funcao diferen-

cidvel em t. Nesse caso, —\(t) é a curvatura (principal) ao longo de o/(t).

Definicao 1.9. Sejam p € S e dN, : 1,5 — T,S a diferencial da aplica¢iao de Gauss. O

determinante de dN, ¢ a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do

traco de dN, € chamado curvatura média H de S em p, ou seja,

K = det(dN,) = kiks, H = —%tr(de) =—
Definicao 1.10. Um ponto p de uma superficie S é chamado:

1. Eliptico se det(dN,) > 0;

2. Hiperbolico se det(dN,) < 0;

3. Parabdlico se det(dN,) =0, com dN, # 0;

4. Planar se dN, = 0.

kit

(1.1)

Definicao 1.11. Seem p € S, k1 = ko, entao p € chamado um ponto umbilico de S. Em

particular, pontos planares (ky = ky = 0) sdo pontos umbilicos.

Seja x : U C R? — S uma parametrizacdo em p € S compativel com a orientacdo N

de S, isto é, em x(u,v),
N XXX
%0 X X,||’

para todo (u,v) € U.

A primeira e a segunda formas fundamentais de S em p € S, em coordenadas locais,

sao dadas pelas expressoes



I, = E(u,v)du® + 2F (u, v)dudv + G(u,v)dv?, (1.2)
11, = e(u,v)du® + 2f (u,v)dudv + g(u,v)dv?, (1.3)
sendo os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais E, F', G, e, f, g, dados
por
E(u,v) = (xu(u,v), xu(u,0)),  Fu,0) = (Xu(u, v), %0 (u, v)),
Gu,v) = (X(u,0), % (w,0)), e(u,v) = (Xuu(u, v), N(u, v)),

flu,v) = (xXyp(u,v), N(u,v)), g(u,v) = (Xypp(u,v), N(u,v)).

As curvaturas Gaussiana K e média H, definidas em ({1.1)), sdo dadas por

eqg — f2 leG —2fE + gFE
K=S9=/] H=- .
EG_F2 °© 2 EG— 7

Considere ainda x : U C R? — S uma parametrizacdo em p € S compativel com
a orientacao N de S, e seja o : U — R dada por a(t) = x(u(t),v(t)) uma curva para-
metrizada em S, com «(0) = p. Para simplificar a notacdo, assumiremos que todas as
fungoes seguintes indicam seus valores no ponto p. O vetor tangente a o no ponto p é
o =x,u +x,0" e

dN(a) = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N

Como N, e N, pertencem a 7,5, podemos escrever
Nu = 11Xy T A21Xy,

Ny = a19x,, + a22%,,.

Portanto,
/ / / / /
dN (o) = (anu’ + a120")x, + (a4 axnv')x,,
ou seja,
ail a2 U

v 21 QA922 v



Isto mostra que, na base {x,,%,}, dN é determinada pela matriz (a;;), com i,j = 1,2.
Note que esta matiz nao é necessariamente simétrica, a nao ser que {x,,X,} seja uma
base ortonormal.

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {x,,x,} é dada
por

II,(a/) = —(dN(),a) = —=(Nu' + Nv', x,u' + x,0") =
= e(u)’ + 2fu'v' + g(v')*.

Como (N,x,) = (N, x,) =0, entdo

e =—(Ny,xu) = (N, Xyu),
f = _<vaxu> = <N7Xuv> = <N7xvu> = _<NU7XU>7
g=—(Ny,x,) = (N, Xp)-

Vamos obter os valores de a;; em termos dos coeficientes e, f, g. Temos que

(1.4)

|
)
I
5
»
<

I
B
S
_|._
S
e

onde E, F e GG sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,}.

Expressando as equagoes (|1.4) na forma de matriz, obtemos

e f B ai; Q2 E F
g - a1 A2 F G ’
e, portanto,
ap a2 | e f E F B
a1 Q22 - f g F G
onde .
E F 1 G -—F



Entao, segue que os coeficientes a;; da matriz de dN na base {x,,x,} sao
" _ JF —eG " _gF - fG
U= oo g2 2= pa g
el —fFE [P —gE
YT EG—Fr T EG_F*

Pela Proposicao [I.5] temos que
AN (d/(t)) = A(t)d/(¢).

Segue que as fungoes v’ e v’ satisfazem o sistema de equagoes
fF—eG , gF—fG ,
BG -2 TEG "
eF—fE , [fF—gFE ,
BG -2 TEG_F"

Eliminando A do sistema acima, obtemos

=\,

= \.

(Ef — eF)(u)* + (Bg — eG)uv' + (Fg — Gf)(v')* =0,

que pode ser escrito como

A equacao
(Ef — eF)du® 4 (Eg — eG)dudv + (Fg — Gf)dv* = 0 (1.5)
¢ chamada equacao diferencial das linhas de curvatura.

Proposicao 1.6. Se todos os pontos de uma superficie conexa S sdo pontos umbilicos,

entao S estd contida em uma esfera ou em um plano.

Demonstracao. Sejam p € S e x(u,v) uma parametrizacio de S em p tal que a vizinhanga
coordenada V' é conexa.

Como cada g € V é um ponto umbilico, entao para qualquer vetor w = a;x, +asx, € 139,

dN (w) = Aq)w, (1.6)
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onde A = A(q) é uma fungao real diferenciavel em V.

Vamos mostrar primeiro que A é constante em V. Podemos escrever a equacao €omo
Nyai + Nyas = A(x,a1 + X,a9),
e como w ¢é arbitrario, entao
N, = \x,,
N, = \x,.

Derivando a primeira equacao na variavel v e a segunda equacao na variavel u, obtemos

Nuv - /\vXu + /\Xuva (17)

Nyw = AuXy + AXoyy- (1.8)

Subtraindo as equagoes (1.7) e (1.8]), obtemos
AoXy — AuX, = 0.

Como x, e x, sao linearmente independentes, segue que A\, = \, = 0 para todo g € V', e
como V é conexa, entao A é constante em V.

Se A =0, entao N, = N, = 0 e, portanto, N = N, é constante em V. Deste modo,
<X(u7 U), N0>u = <X(U, U), N0>U = 07

logo,

(x(u,v), No) = constante,

e todos os pontos x(u,v) de V pertencem a um plano.
Se A\ # 0, entao o ponto

x(u,v) — %N(u,v) = y(u,v)

é fixo, pois

(X(u,v) - %N(u,v)) _ (x(u,v) - %N(u,v)) 0.

v

Como
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entdo todos os pontos de V' estdo contidos em uma esfera de centro y e raio 1/|\|. Isso
prova a proposicao localmente, isto é, para uma vizinhanca de um ponto p € S.

Como S é conexa, dado qualquer outro ponto r € S, existe uma curva continua « :
0,1] — S com «(0) = p, a(l) = r. Para cada ponto a(t) € S dessa curva, existe uma
vizinhanga V; em S contida em uma esfera ou em um plano tal que a~*(V;) ¢ um intervalo
aberto de [0,1]. A unidao [Ja *(V;), com t € [0, 1] &€ uma cobertura de [0,1] e como [0, 1] é
um intervalo fechado, ele ¢ coberto por finitos elementos da familia {a~'(V})}. Portanto,
a([0, 1]) é coberto por um nimero finito de vizinhangas V;.

Se os pontos de uma dessas vizinhancas estao em um plano, todos os outros estarao no
mesmo plano. Como r é arbitrario, todos os pontos de S pertencem a esse plano.

Se os pontos de uma dessas vizinhangas estao em uma esfera, entao pelo mesmo argu-

mento, todos os pontos de S pertencem a uma esfera. Isso completa a demonstragao. [



Capitulo 2

Linhas de curvatura de superficies em

RB

Neste capitulo estudaremos o comportamento das linhas de curvatura de superficies

em R? proximas a um ponto umbilico isolado com base nas referéncias [2] e [4].

2.1 Equacao diferencial binaria e o levantamento de
Lie-Cartan
Considere a seguinte equacao diferencial implicita
a(z,y)dy® + 2b(x, y)dxdy + c(x,y)dz* = 0, (2.1)

onde a,b,c: U — R sdo fungoes diferenciaveis que se anulam na origem (0,0) e U C R? ¢
um aberto contendo a origem. Esta equacao é chamada equac¢ao diferencial bindria.
Dividindo os dois membros da equagao (2.1)) por daz? e fazendo p = dy/dz, ou seja,

escolhendo uma carta afim p = dy/dz no espago projetivo RP!, obtemos
a(x,y)p* + 2b(x,y)p + c(z,y) = 0.

Defina
F(z,y,p) = a(z,y)p” + 2b(z, y)p + c(z,y) (2.2)

12
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e considere localmente em R? a superficie
M = {('ruyap> S RQ X RPl . F(x,y,p) = O}

Considere ainda as expansoes de Taylor das funcoes a,b e ¢ até os termos de segunda

ordem
a(z,y) = ez + azy + 0(2), b(z,y) = bix + by + O(2) e c(x,y) = 1z + ey + O(2),

onde O(k) sdo os termos de ordem maiores ou iguais a k& € N nas variaveis x e y.

O discriminante da equagao (2.1)) é o conjunto
A= {(z,y) €R*: p(z,y) = b*(z,y) — a(z, y)c(z, y) = 0}.
Proposicao 2.1. As sequintes afirmacoes sao verificadas.

1. A superficie M ¢é reqular em uma vizinhanca de 0 x RP! se, e somente se, a funcdo
discriminante ¢(x,y) = b*(z,y) — a(x,y)c(z,y) tem uma singularidade de Morse

(ou ndo degenerada) em (0,0).

2. A projecio natural w - M — R? dada por (z,y,p) — (x,y) é um difeomorfismo local
fora de 77H(A).

Demonstracao. 1. A funcao
Fy(z,y,p) = OF (,y,p)/0p = 2a(x,y)p + 2b(z, y)
¢ identicamente nula em 0 x RP!. De fato,
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Temos
OF (z,y, 0
Fo(z,y,p) = % =5 [a(z, y)p* + 2b(z, y)p + c(z,y)] =
0
= (@12 4+ azy + O(2))p* + 2(b1z + boy + O(2))p + 12 + oy + O(2)] =
= a1p’ + 2b1p + 1 + O(1),
OF (z,y, 0
Fyop) = TG L fafa )y 4+ 2+ o) =

0
= 5y L@@+ ay + O + 2biz + bay + O2))p + 12 + cay + O2)] =

= agp® + 2bop + o + O(1).

Entao, a superficie M deixa de ser regular em uma vizinhanca de 0 x RP! se, e

somente se,
F.(0,0,p) = aip® +2bip+c e F,(0,0,p) = asp? + 2bop + ¢

se anulam simultaneamente para algum p. Considere a matriz

ap 2by ¢ O
0 a1 201 g
as 2by ¢ O
0 ay 2by o

A:

O determinante da matriz A é a resultante dos polinémios F;(0,0,p) e F,(0,0,p).
Assim,

Resultante(F, (0,0, p), F,(0,0,p)) =0
se, e somente se,

det(A) = (62a1 — 01&2>2 — 4(1)2(11 — b1a2)<62b1 — Cle) =

= a%cg — 2&10,26102 — 4&1611)262 + 4(11[)361 + CL%C% + 4&21)?62 — 4a2b1b201 =0.

(2.3)

Portanto, p é solu¢ao para ambos polinémios somente quando a equagdo (2.3 é

verdadeira.
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Reciprocamente, a expansao de Taylor da funcao discriminante é

QO(ZE, y) = bQ(*/Ea y) - CL(:L‘7y)C(ZL‘7 y) = (blx + be)2 - (alx + aQy)(Clx + ng) + 0(3) -
= b%x2 + 2b1byxy + b§y2 — a2 — a1CoTY — AaCLTY — a262y2 +0(3) =

= (b7 — ayc1)2”® 4 (2b1by — arcy — agey)xy + (b3 — ascs)y® + O(3).
Vamos calcular as derivadas parciais de ¢. Temos que:
pa(,y) = 2(b7 — arc1)z + (201by — arca — aser)y + O(2),

0, (7, ) = (2b1by — arcg — ager)w + 2(b3 — agce)y + O(2).
Logo,

©:(0,0) =0 e ¢,(0,0) =0,

ou seja, (0,0) é um ponto critico de .

Agora, vamos mostrar que (0,0) é uma singularidade degenerada de .

A funcdo discriminante ¢ possui singularidade degenerada em (0, 0) se, e somente se,
a sua matriz Hessiana possui determinante nulo. Vamos encontrar a matriz Hessiana
de ¢ e calcular seu determinante. Para isso precisamos encontrar as derivadas

parciais de segunda ordem de ¢. Entao,

()Ozmc(x7y) = Q(b% - CL101) + O<1)7
goyy(x,y) = Q(bg - a262) + 0(1)7

Oy (2, y) = 2b1by — ajco — azey + O(1).
Logo, a matriz Hessiana de ¢ em (0,0) é

2(b? — arc 2b1by — ayco — asc
Hess(gp)(0,0) _ ( 1 1 1) 102 162 2C1
2b1b2 — aA1Cy — Q2C1 Q(bg — GQCQ)

e seu determinante é

det(Hess(¢)(0,0)) = —a2ci + 2aascicy + 4aybibacy — 4arbie; — asc? — 4agbico+

+ 4a2b1b201 .
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Note que det(Hess()(0,0)) = —det(A). Portanto, det(Hess(¢)(0,0)) = 0 se, e
somente se, det(A) = 0. Ou seja, a fungao discriminante possui singularidade
degenerada em (0,0) se, e somente se, vale a equagao . Logo, a superficie
M deixa de ser regular quando, e apenas quando, a funcao discriminante possui

singularidade degenerada em (0,0).

. A projecao 7 falha em ser um difeomorfismo local nos pontos (z,y,p) onde

Fy(z,y,p) =0,

isto é, quando
F(x,y,p) = Fy(z,y,p) = 0.
Isso implica em
p(z,y) = b*(2,y) — a(z,y)c(z,y) = 0.

De fato, suponha que

F(z,y,p) = a(z,y)p* + 2b(z,y)p + c(z,y) =0

Fp(x7yvp) = 2a(m,y)p + Qb(ZE, y) = 0
Entao,
a(z,y)p* + 2b(z,y)p + c(z,y) = 0 = c(z,y) = —a(z,y)p* — 2b(z,y)p ¢
2a(z,y)p + 2b(z,y) = 0= b(z,y) = —a(z,y)p.

Substituindo em ¢ temos

o(x,y) = [—a(z,y)p]* — a(z,y)[—a(z,y)p* — 2b(x,y)p] = 2a°(z,y)p” + 2a(z,y)b(z,y)p =

= 2a(z,y)pla(z, y)p + b(z, y)] = 0.

N S

=0
Portanto, a projecao m deixa de ser um difeomorfismo quando ¢(z,y) = 0. Esse

conjunto é precisamente 71 (A).
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Defini¢ao 2.1. Um campo vetorial £ em M € dito ser um levantamento da equagao (2.1)
se, e somente se, dr(§)(x,y,p) € um vetor de inclina¢ao p. Além disso, se € tangente a

M, entao dizemos que & é um levantamento adequado sobre M.
Proposicao 2.2. As sequintes afirmacoes sao satisfeitas.

1. O campo vetorial

0 0 0

é o levantamento adequado sobre M da equagio (2.1) em R%. O campo & é chamado

de levantamento de Lie-Cartan.

2. O campo vetorial £ tem genericamente 1 ou & singularidades em 0 x RP!. Essas
singularidades sao do tipo no ou sela.

Demonstracao. 1. Seja

0 0 0
=A— + B— —.
¢ ox + oy * Cap

De acordo com a Definicao devemos mostrar que £ é tangente a superficie M e

que dr(&)(z,y,p) € um vetor de inclinacao p. Como w(x,y,p) = (z,y), entdao

0 0
dr(&)(z,y,p) = A% + Ba—y

e, portanto, tem inclinagao p = B/A. A condigao de tangéncia é
AF, + BF,+ CF, = AF, + pAF,+ CF, = 0.

Tomando A =1 obtemos C' = —(F, + pF,)/F, e, multiplicando o campo vetorial £

por F},, obtemos

0 0 o 0 0 (F,+pF,) 9
£:A—x+B—+C’———+p———( +pEy) O _

0 dy op Oz Jy F, dp
) 0 0

como queriamos demonstrar.
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2. As singularidades do campo £ em M ocorrem quando

F(x7y7p) = Fp('ray7p) = (FZL“ +pr)<$,y,p) = O

Para F'(z,y,p) = F,(z,y,p) = 0 temos que ¢(z,y) = 0, o que determina o conjunto
71(A). Vamos considerar as singularidades de £ em 0 x RP!. Como F(0,0,p) =
F,(0,0,p) = 0, essas singularidades ocorrem quando (F, + pF,)(0,0,p) = 0. Entao,

(Fy +pF,)(0,0,p) = F,(0,0,p) + pFy(0,0,p) =
= a1p® + 2b1p + ¢ + plagp® + 2byp + ¢3) =

= agp® + (ay + 2b2)p* + (¢ + 2by)p + c1.
Sejam
®(p) = asp® + (ay + 2b2)p® + (ca + 2b1)p + ¢4

e po uma raiz de . Vamos agora, procurar a natureza das singularidades do campo

&. Escrevendo-o em forma de sistema, obtemos

(

r' = F, = 2ap + 2b,
&(@,y,p) = y = pF, = 2ap® + 2bp,

P = —(F, 4+ pF,) = —®(p).

\

Temos que:

Fy(x,y,p) = 2p(a17 + agy) + 2(b1x + bey),

pE,(z,y,p) = 2p*(a17 + agyy) + 2p(bix + bay),

(pa1 + bl),

) =
) =
®(p) = asp® + (ay + 2b2)p* + (co + 2b1)p + ¢,
Fpo(z,y,p) =
) =

Foy(z,y,p) = 2(pas + bs),
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FPP(I7 yup) = 2(@11’ + a2y>)
pFpe(2,y,p) = 2p(pay + by),

pry(IB,y,P) = 2p(pa2 + b2)7
a[pr]
dp

®,(p)(x,y,p) = y(p)(z,y,p) =0,

D, (p)(z,y,p) = ®'(p) = 3asp® + 2p(as + 2by) + ¢ + 2by.

(x,y,p) = Fp(x,y,p) + pFpp(x,y,p) = 4p(arz + asy) + 2(b1x + boy),

Linearizando o campo £ no ponto (0,0, pg), obtemos

Fpe (0,0, po) Fpy(0,0, o) Fpp(0,0, po)
d§(0,0,po) = pE(0,0, po) pFpy(0,0,p0)  F,(0,0,p0) + pFpp(0,0,p0) | =
—®4(p)(0,0,p0) —Py(p)(0,0, po) —®'(p)(0,0, po)
2(poar +b1)  2(poaz + b2) 0
= | 2po(poar +b1) 2po(poas + b2) 0
0 0 —®'(po)

Vamos calcular os autovalores da matriz d€(0,0,py). O polindmio caracteristico

dessa matriz é dado por

2(]?0@1 + bl) - A 2(]?0@2 + bg) 0
Q<)\) = det(d€(07 07p0) - )\I) - 2p0(p0a1 -+ bl) 2p0(p0a2 + bz) - A 0 -
0 0 —®'(po) — A

= [2(poar + b1) — Al[2po(poaz + ba) — AJ[—(®'(po) + A)]+

+ [®'(po) + Al[2(poaz + b2)][2po(poar + b1)]

= (P (po) + N)[(2poas + 2b2)(2p5a1 + 2pobr) — (2poar + 2b1 — ) (2pgas + 2pobs — N)]
= (®'(po) + \)[4pparas + dpiasby + 4pjaiby + 4pobiby — Appaiay — Apiarba+

+ 2pgai A — 4paashy — 4pobiby + 201\ + 2p2as A + 2poba ) — N?] =

= M@ (po) + N)[2poay + 2b1 + 2pdas + 2pobs — N =

= M®'(po) + N)[2(azpf + (a1 +ba)po + 1) — A].
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Portanto, os autovalores de d£(0,0, py) sdo
)\1 = O, )\2 = —(I)/(p()) e )\3 = 2(0,2]93 + (CLl + bg)po + bl)

Como genericamente py ndo é uma raiz repetida da cibica ®, entao ®'(py) # 0 e,
portanto, Ay # 0. Genericamente 2(asp? + (a1 + ba)po + b1) e ® ndo possuem raizes
em comum, logo, A3 # 0. Assim, se Ay - A3 > 0 entao a singularidade py, do campo
¢ um no6 e se \g - A3 < 0, entao py ¢ uma sela. Portanto, as singularidades de £ em

0 x RP! sao noés ou selas.

O comportamento das linhas de curvatura de su-

perficies em R’

Nesta secao iremos estudar o comportamento das linhas de curvatura de superficies

em R3. Para isto, utilizaremos como base a secao anterior.

Comparando a equagao (2.1)) com a equacao diferencial de linhas de curvatura ([1.5))

vemos que

a(z,y) = F(z,y)g(x,y) — f(2,9)G(z,y),
20(z,y) = E(z,y)9(x,y) — e(z,y)G(z,y),

c(x,y) = E(x,y)f(w,y) - e(x>y)F($7y)'

Tomamos a carta de Monge

onde

x:UCR?>—R?

(z,y) = x(z,y) = (7,9, a(z,9)),

a:U—R

(z,y) = a(z,y).
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Fazendo o desenvolvimento de Taylor de a em torno da origem, o qual é um ponto

umbilico, tem-se que

1 1
a(z,y) = a(0,0) + a,(0,0)x + a,(0,0)y + §ozm(0, 0)x? + Qy(0,0)zy + §ozyy(0, 0)y*+

1 1 1 1
+ =0l (0, 0)2* + §amy(0, 0)a?y + §ozxyy(0, 0)xy? + gozyyy(o, 0)y® + O(4) =

6

K, , 9 A, B , Cg
= — —_ —_ —_ 4
2(:E +y)—|—6x +2xy +6y +O( ),

onde
A = 3a0(0,0), B = 05yy(0,0), € =0(0,0), K = 0z:(0,0) = (0, 0).

Note que, sem perda de generalidade, o termo 2%y pode ser tomado nulo na expressao

acima por meio de uma rota¢ao no sistema de coordenadas (z,y). Logo,

K A B C
x(z,y) = (x, Y, ?(IQ + %) + EIS + Eny + Eyg + 0(4)) i

Vamos calcular os coeficientes a, b e ¢ da equagao (2.1)). Temos

A B
X:c(ajay) = (1707[(33 + 5332 + 592 + 0(3)) )

xy(z,y) = (o, 1, Ky + By + %yf + 0(3)) ,
X (2, y) = (0,0, K + Az 4+ O(2)),
Xyy(z,y) = (0,0, K + Bz + Cy + 0(2)),
Xay(2,y) = (0,0, By + O(2)) .

Calculando o vetor normal, obtemos

N(xvy) = Xx(xvy) X Xy(xay) =

A, B
= (— (Kx + 59:2 + 51/2 + 0(3)) ,— (Ky + Bry + %yz + 0(3)) , 1) :

Observacao 2.1. Note que, sem perda de generalidade, podemos tomar o vetor

N(z,y) = X (7,y) x x,(2,9)
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a0 nvés do vetor
N(Z‘ y) — Xl‘(l‘7y) X Xy(x7y)
7 ||Xx(m7y) Xxy(xvyﬂ’,

pois o fator
1

%z (2, y) x xy(z,9)]]

pode ser colocado em evidéncia ao substituirmos os coeficientes da primeira e da sequnda

formas fundamentais na equacao (2.1).

Os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao
E(z,y) = (x:(2,y), . (2,y)) = 1 + O(2),

F(a,y) = (%(2,9),%y(2,9)) = O(2),

G(z,y) = (x,(7,y), %, (z,y)) = 1 + O(2),

g(l‘,y) - <X$$(.T,y),N<CL‘,y)> =K+ Az + 0(2)’

f(z,y) = (Xay(,y), N(z,y)) = By + O(2),

g(z,y) = (xyy(2,9), N(z,9)) = K + Br + Cy + O(2).

Assim,

(l([L‘,y) = F(x7y>§(xay) - f(l’,y)G([E,y) =
=(K+Bx+Cy+0(2)0(2) — (By+ 0O(2))(14+ O(2)) = =By + O(2),

2b(l‘,y) = E($7y>§(xay) - g(I,y)G(ZL’,y) =
=(K+Bx+Cy+0(2)) — (K+Ax+0(2)) = (B— A)x + Cy + O(2),

C(l’,y) = E(ZL’,y)f(I,y) - g(:E,y)F(I,y) =
= (By+0(2))(1+0(2) = (K + Az 4+ 0(2))0O(2) = By + O(2).

Portanto, a equagao diferencial binaria (2.1)) tem a seguinte forma

[By + 0(2)]da? + [(B — A)z + Cy + O(2)|dedy + [~ By + O(2)]dy? = 0. (2.4)
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Escolhendo uma carta afim no espago projetivo RP! dada por p = dy/dx, obtemos
[By +O(2)] + (B — A)z + Cy + O(2)]p + [-By + O(2)]p* = 0.
Seja

M = {(z,y,p) : F(z,y,p) = [By+0(2)]+[(B—A)z+Cy+0(2)]p+[-By+0(2)]p* = 0},

(2.5)
a superficie associada a equagao (2.4)).
Observacao 2.2. Daqui em diante omitiremos os termos O(k).
Calculando as derivadas parciais de I e aplicando em (0,0, p), obtemos
(

Fz(xa%]?) = FI(()?Ovp) = (B - A>p7

an:(xa y>p) = ch(Oa O,p) = 07

Fy(v,y,p) = F,(0,0,p) = —Bp* + Cp + B,

Fyy(x,y,p) - Fyy<07 O»p) - 07

F:cy(x,y,p) = Fd?y(oaoap) = Oa (26)

Fy(z,y,p) = =2pBy + (B — A)x + Cy = F,(0,0,p) =0,
sz(x,y,p) = pr(oa()aI)) =B - A,

pr(xayap) = pr(o> 0,}9) = —2pB+C,

| Fop(2,y,p) = —2By = Fpy(0,0,p) = 0.

Para estudarmos o comportamento das linhas de curvatura precisamos encontrar as

singularidades do campo

2’ = Fy(v,y,p) = —2pBy + (B — A)x + Cy,

§(@,y,p) =y = pF,(z,y,p) = —2p*By + (B — A)pz + Cpy, (2.7)

P = —(F; + pF,)(z,y,p) = —=[-Bp* + Cp* + (2B — A)p|.

\
ao longo do eixo projetivo, ou seja, onde £(0,0,p) = (0,0,0). Como F,(0,0,p) = 0, as
singularidades de £ ocorrem quando (F, + pF,)(0,0,p) = 0.
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Definicao 2.2. Um ponto umbilico p em uma superficie M ¢é um ponto umbilico Darbou-
ziano se satisfaz as duas condigoes a sequir.
T:(condicao de transversalidade) A superficie M também é reqular sobre 7= 1(p).
D:(condicao do discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan € sao todas
hiperbolicas e ocorrem conforme os sequintes casos:

Dq: uma tnica sela;

Dy um unico no entre duas selas;

Dj: trés selas.

Observacao 2.3. A condicao de transversalidade T da Definicao 2.4 € equivalente a
dizer que B(B — A) # 0.
Pela Proposz'g:do a superficie M € reqular em uma vizinhanca de 0xRP! se, e somente
se, a func¢ao discriminante ¢ de F' possui uma singularidade de Morse em (0,0). Temos
que
p(r,y) = (B — Az + Cyl* +4B%?,
pa(z,y) = 2[(B — A)x + Cy|(B — A),
py(w,y) = 2C((B — A)z + Cy] + 8By,
Qoxx(xu y) = 2(3 - A)27
Oy (T, y) = 2C* + 8B,
Pay(@,y) = 2C(B — A).
Logo, vemos que (x,y) = (0,0) € um ponto critico de ¢. A matriz Hessiana da funcgdo

discriminante no ponto (x,y) = (0,0) ¢é

2B — A)? 20(B — A)

Hess(¢)(0,0) =
20(B — A) 2C? + 8B
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e seu determinante €

det(Hess(¢)(0,0)) = [2(B — A)?][2C* + 8B% — [2C(B — A)]* =
= [2B% — 4BA + 2A%)[2C? + 8B% — [4B*C?* — 8ABC? + 4A*C*) =
= 4B%C? +16B* — 8ABC? — 32AB® + 4A*C? 4+ 16 A* B
— 4B*C? + 8ABC? — 4A%C* =
= 16B* — 32AB® + 16A>B* = 16 B*(B*> — 2AB + A?) =

=16B*(B — A)? = [AB(B — A)]*.
Portanto, (x,y) = (0,0) é uma singularidade de Morse de ¢ se, e somente se,
[AB(B—A)]*#0 <= B(B—-A)#0.

Voltando ao campo & em (2.7)), queremos encontrar suas singularidades em 0 x RP! e

vimos que elas ocorrem quando
(Fu + pFy)(0,0,p) = F1.(0,0, p) + pF,(0,0,p) = 0.
Assim,
F,(0,0,p) 4+ pF,(0,0,p) =0 <= (B— A)p+p(—Bp* +Cp+ B) =0,
que é verificado se, e somente se,
p(—Bp*+Cp+2B—A) =0. (2.8)

Resolvendo a equagao (2.8), obtemos

_ C+/C>*+4B(2B — A)
B 2B ’

_ C—/C*+4B(2B - A)

p3 5B .

p1 =0, P2
Se C? +4B(2B — A) <0, entao p; = 0 ¢ a tnica raiz do polindémio cibico
p(—Bp* +Cp+2B—A)=0 (2.9)

em 0 x RP!. Logo, Q; = (0,0,p;) = (0,0,0) é a tnica singularidade do campo &.
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Se C? + 4B(2B — A) > 0 entao pi, ps, e ps sao raizes da equagao (2.9) em 0 x RP.
Assim, Q1 = (0,0,p1), Q2 = (0,0, ps), Q3 = (0,0, p3) sdo as singularidades do campo ¢&.
A lineariza¢ao do campo & em ({2.7) no ponto (0,0, p) é

Fpo Fpy Fop
d€(07 07p) - praf,‘ pry (Fp +prp) (07 O7p)
_(Fm "’pFl‘y) _(Focy ‘l’pry) _(Fxp+Fy+pry)

Utilizando as equagoes ((2.6)) e substituindo o valor das derivadas parciais no ponto (0, 0, p),

obtemos
B—-A C —2Bp 0
d¢(0,0,p) = (B—A)p p(C—2Bp) 0
0 0 3Bp* —2Cp — 2B + A

O polinémio caracteristico da matriz d¢(0,0,p) é dado por

B—-A—-)\ C-2Bp 0
qA)=| (B—Ap p(C—2Bp)—\ 0 _
0 0 3Bp* —2Cp—2B+ A— )\

=[B - A—)\|[Cp—2Bp* — \|[3Bp* —2Cp — 2B + A — ]
— [3Bp* —2Cp — 2B + A — \][(B — A)p][C — 2Bp| =
= [3Bp* —2Cp — 2B+ A= \|[(B— A —\)(Cp —2Bp* — \) — (Bp — Ap)(C — 2Bp)] =
= [3Bp? — 2Cp — 2B + A — \|[BCp — 2B*p* — AB — ACp + 2ABp* + A\ — Cp)
+2Bp* A + A\ — BCp + 2B*p* + ACp — 2ABp?] =

= [3Bp? —2Cp — 2B + A — \|[2Bp*> — Cp — B+ A+ A\
Portanto, os autovalores da matriz linearizada d¢(0, 0, p) sdo
A =0, Ny = —2Bp* +Cp+ B — A, A3 = 3Bp*> — 2Cp — 2B + A. (2.10)

Vamos agora estudar a natureza das singularidades do campo £. Veremos que elas se

comportam como na Defini¢ao
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2.2.1 1° caso (D;): C*+4B(2B — A) <0

Neste caso, temos que p; = 0 ¢ a tnica raiz real do polindomio cibico dado em (2.9).
Logo, @1 = (0,0,p1) = (0,0,0) é a tnica singularidade do campo £. Substituindo p =
p1 = 0 nas equagoes (2.10]), obtemos os autovalores da matriz d€(0,0,0). Sao eles

)\120, )\QIB—A, )\3:A—2B

Como A = 0, basta analisarmos os sinais de Ay e 3.

Por hipotese, C? +4B(2B — A) < 0. Entao,

2

C?+4B(2B — A) < 0= 4B(2B — A) < —C* = B(2B — A) <—%
2 2
:>—B(2B—A)>%:>B(A—QB)>%

e como C?/4 > 0, segue que B(A — 2B) > 0. Dessa forma, B e (A — 2B) possuem o

mesmo sinal. Assim, temos duas possibilidades:

1.Se B>0e (A—2B)>0,entao A > 2B > B. Logo,

<0 >0

Portanto, \s e A3 tém sinais opostos.

2. Se B<0e (A—2B)<0,entdo A < 2B < B. Logo,

Ao Ay = (B—A)(A—2B) <0.
0 <0
>

Portanto, A\ e A3 tém sinais opostos.

Em ambas as possibilidades os autovalores Ay e A3 tém sinais opostos. Portanto,
@1 = (0,0,0) & uma singularidade do tipo sela. A Figura mostra a solucao do campo

¢ para o caso Djy.
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Figura 2.1: Solucao do campo & para D;.

Figura retirada da referéncia [4].

2.2.2 2°caso (Dy): C*+4B(2B—A) >0, A/B>1, A+ 2B

Neste caso o campo & tem trés singularidades. Sao elas: @ = (0,0,p1), Q2 = (0,0, ps)

e @3 = (0,0,p3). Vamos dividir este caso em mais dois sub-casos.

i) 1<A/B<2
Para o ponto Q1 = (0,0, p;), os autovalores sao A\ =0, \a = B—Ae \3 = A—2B.

Entao,
<0
—~
A
o B-A_Bl-p '"F
s A-2B B($-2) A
B
N——
<0

Portanto, Ag e A3 tém o mesmo sinal. Logo, @1 = (0,0, p;) é uma singularidade do
tipo no.

Agora, considere o polindmio ciibico p(—Bp? + Cp+ 2B — A) = 0. Sabemos que p,
e ps sdo rafzes de —Bp® + Cp + 2B — A = 0. Para Q, = (0,0,p,), os autovalores
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s80 Ay = 0, Ay = —2Bp2 + Cpy + B — A e \3 = 3Bp? — 2Cp, — 2B + A. Entdo,

Ao —2Bp3+Cps+B—-A  —Bpi—Bp3+Cps+2B—B—-A
=0
~Bp—B-Bpi+Cp,+2B—A  —Bpi—B

T 2Bp; —Cpy— (Bl +Cpy +2B—A)  2Bpi—Cpy

7

-0
_ —B+1) _ -Bpa+1) _ -Bpi+1) _
Bp}+Bp;—Cps Bps+2B—-A  B(pi+2-—4)
—_———

=2B—-A

<0
—_——~

2
— 1
_ (172+ ) <0
2 94
P2 B

—_——
>0

Logo, A2 e A3 tém sinais opostos e, portanto, Qs = (0,0, po) é uma singularidade do
tipo sela.
Para Q3 - (07 0»193)7

<0

2
Ao —2Bp3+Cps+B—-A  —(p3+1)

L= = < 0.

9 A
p3+2—§
————

>0

Logo, @3 = (0,0, p3) também é uma singularidade do tipo sela.

(i) 2 < A/B <2+ (C/2B)?
Para o ponto Q1 = (0,0, p,), temos

<0
—~
A 1 A
ﬁ:B—A:B(l—E): _§<0
s A—2B B(4-2) é_Q
B
N——
>0

Logo, @1 = (0,0,p1) é uma sela.
Como no item anterior, para os pontos Q2 = (0,0,p2) e Q3 = (0,0, p3), temos

(- R VS VO £
N At2-4 N Bri-a
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Os numeradores dessas fracoes sdo sempre negativos. Logo, basta analisar o sinal

dos denominadores. Por hipotese,
C*+4B(2B—A)>0= (C/2B)*+2—A/B > 0.
Sendo § = (C'/2B)* + 2 — A/B, entao

2
A C++C?+4B(2B - A A
pt2- 5= v : )) t2-g~

B 2B

C  [C?aB2B-4)\ A
~\2B 1B 2o

I
5| Q
+
&
N
= Q
N———
+
|
o] [
v
+
[\
|
I
(T
ke
+
S
N———
+
(\V)
|
o] [
I

I
VR
|
~,
+
| QY
S
+
[«%
_l_
(\&]
|

C—/C2+4B(2B — A)
°B

I
/—\ —
[\
e
|
Q
[\&]
= Q
N———
+
[\
|
o)
N———
+
[\
|
I
[\
fe!
|
([«%)
N——
+
[\
|
W]
I

v o
+
[\
|
%A ©e UJ|||>> %A ©

c\> ¢
(—) —E\/E+5+2—B

Como 0 > 0, os sinais de

[
I
S
|
S
I
[\
S
/T\
s}
_l_
S
N———

A
p§+2—E e de p§+2—E
dependem dos sinais de B e C.

Supondo B e C' com os mesmos sinais temos que:

p2+2—§—2\/_(—+\/_>
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Logo,
N —03+Y) . e —Bi+)

A2 22 _ >0
A3 pi+2-—4 A3 pi+2-—4

e, portanto, Q2 = (0,0, ps) é uma sela e Q3 = (0,0, p3) é um no.

Agora, supondo B e C' com sinais opostos, temos

A C C\? A C
2 —_—— = —_— e —_— —_— —_—
pt2-g 2\/5<QB+\/5) 275 (23> AR
——

<0

2
<2V/8 (E) +£ =26 ’%—FC =0,

2B 2B 2B
=~
<0
A C
2 _ I _
P2- 2V/0 2BJF\/E > 0.
~——
>0
Logo,
A —(p2 +1 A —(p2+1
A2 (P2+)>0 o A2 (p3+)<0

A3 pi+2-—4 A3 pi+2-—4
e, portanto, Q2 = (0,0,p) é um n6 e Q3 = (0,0, p3) é uma sela.
Assim, concluimos que para ambos os sub-casos a condicao Dy é satisfeita, ou seja,
obtemos um tnico né entre duas selas. A Figura mostra a solucao do campo &

para o caso D.

©

Figura 2.2: Solucao do campo & para D,.

Figura retirada da referéncia [4].
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2.2.3 3°caso (D3): C*+4B(2B—-A) >0, A/B<1

Também temos trés singularidades: @ = (0,0,p1), @2 = (0,0,p2) e Q3 = (0,0, p3).
Para Ql = (0707291)7

Para QQ = (07 07p2)7

A —(p2+1
b —ptl) 21 <0.
Pa+2— 4

B
—_—

>0
Para QS = (07 0»?3)7
A —(P3+1)

A3 9 A
2_ =
Ps B

———
>0

Logo, para as trés singularidades os autovalores Ay e A3 tém sinais opostos. Portanto,

Q1 = (0,0,p1), Q2 = (0,0,p2) e Q3 = (0,0, p3) sdo todas selas. A Figura [2.3 mostra a

solucao do campo £ para o caso Ds.

I
| B
1
I

4

=

Figura 2.3: Solucao do campo & para Ds.

Figura retirada da referéncia [4].



Capitulo 3

Ponto umbilico 1solado do grafico de

um polinémio homogéneo

A presente se¢ao sera baseada na referéncia [IJ.

Sejam S C R? uma superficie regular ¢ Umb(S) o conjunto dos pontos umbilicos
de S. Se S\Umb(S) # 0 entdo existe uma distribuigao regular unidimensional D, em
S\Umb(S) tal que Dy(p) é uma das dire¢oes principais em p € S\Umb(S). Dy é chamada
distribuicao principal em S e é obtida de uma das duas folheacoes principais.

O comportamento da distribuicao principal ao redor de um ponto umbilico isolado é
estudado no grafico de um polinémio homogéneo de duas varidveis. Seja f um polinémio
homogéneo de duas variaveis reais = e y, de grau k > 3 e seja G5 o grafico de f. A origem
o= (0,0,0) € R? é sempre um ponto umbilico do G;. Entretanto, o nem sempre ¢ um
ponto umbilico isolado.

O indice de um ponto umbilico isolado py, denotado por ind,, (S), também sera objeto

de estudo neste capitulo.

33



3.1 Preliminares
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Seja f um polindmio homogéneo de duas variaveis reais x, y e de grau k > 3. Seja

também G o grafico de f. Denotaremos as derivadas parciais de f por

p=plz,y) = %(aﬁ,y% q=q(v,y) = g—’g(ﬂ:,y), r=r(r,y) = %(aﬁ,y)

0? 0?
s= (o) = g (@) e t=toy) = 55w

A superficie regular G é dada por
Gr={(z.y. flz.y) ER*: (2,y) €U},
sendo U um conjunto aberto de R?. Por abuso de notacgdo, defina
Gr:UCR* =R Gy(z,y) = (2,y, f(z,9)),

uma parametrizagao para a superficie regular Gy.

A primeira e a segunda formas fundamentais de G, em termos das coordenadas (z,y),

sao dadas por

I(z,y) = E(z,y)da” + 2F (z,y)dzdy + G(z, y)dy”

[(z,y) = e(z,y)de® + 2 (x,y)dzdy + g(z, y)dy*.
Calculando as derivadas parciais de Gy, temos

0G(x,y) 0G(z,y) 0G(x,y)

O = (1a07p)7 ay = (0717Q)7 92 = (O,O,T)7
axay - (0707 S)’ (33/2 - (0’07t)

O vetor normal em um ponto de Gy ¢ dado por

0Gs(zy)  0Gy(z,y)
x (.~ 1)
oz 3] P, —¢q,
N(z,y) = Y =

HaGf<x,y> N N

ox oy
Entao, os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de G sao

0G¢(x,y) 0G¢(x,
ey (20150 00e)
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oy - (20, sy

Glay) = (D LI 1y g,
cla) = { I Na)) = 0.0.)- N
fa,y) = <%,Nu,y>> = (0,0.5) % RV

As direcoes principais em cada ponto de Gy sao determinadas pela equacao diferencial

das linhas de curvatura. Assim,

(E(z,y)f(z,y) — e(z,y)F(z,y))da® + (E(z,y)g(z,y) — e(z,y)G(z,y))dedy+

+ (F(z,9)g(x,y) — Gz, y) f(z,y))dy’ =0

a qual pode ser escrita da forma

[(s + sp* — pgr)da® + (t — r + tp* — rg?)dady + (—s + pgt — s¢*)dy’]

VP A+l

=0

ou equivalentemente

Adx® + 2Bdzdy + Cdy® = 0, (3.1)

onde

Azs—}—spQ—pqr, QB:t—r+tp2—rq2, C’:—s—l—pqt—3q2.

Lema 3.1. Considere a equacdo diferencial das linhas de curvatura (3.1). Um vetor
tangente x0(0/0x) + yo(0/Jy) no ponto (xo,yo) estd na dire¢ao principal se, e somente
se, D(l’myo) + N(x(]?yO) = 07 onde

D(x,y) = sx* + (t — r)ay — sy,

N(z,y) = (sp® — pgr)z® + (tp* — r¢*)zy + (pgt — s¢°)y>.
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Demonstragao. Um vetor tangente x¢(0/0x) + yo(0/Jy) no ponto (zo,yo) esta na dire¢ao
principal se, e somente se,

Azo? + 2Bxoyo + Cyo” = 0,
isto é,
(5 + sp* — pqr)xe® + (t — r + tp* — r¢*)woyo + (—s + pat — s¢*)yo? = 0
ou seja, se, e somente se,
sx” + (t — 7)zoyo — syo” + (sp? — par)ze® + (tp* — ra*)zoyo + (pgt — 5¢*)yo” = 0

ou equivalentemente

D(x0,y0) + N(w0,y0) = 0.

[
O resultado seguinte segue diretamente da derivada da expressao
(z,y) - grad(f) = k- f,
que é o Teorema de Euler para funcoes homogéneas.
Lema 3.2. Seja f um polindmio homogéneo de grau k > 2. Entao
(k=Dgrad(n =~ " ][] (32)
s t Y
onde
grad(f) = |
4q

Demonstracao. Como f é um polinémio homogéneo, podemos escrever f como

k
flz,y) = Z A Y™ = aprF+ a7t yFagrt Ty a0y P a2y T gyt

m=0

As derivadas parciais de f sao dadas por

p = kaozr® ' 4+ (k — Daz" 2y + (k — 2)aex®™3y® + ... + 2ap_oxy* % + aj_1y/* 7!,
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2y (k= 2)ap—er®y 3 (B — Dag_1zy™ 2 + kagy* !,

q= a1zt + 2a01

r=k(k—1Dagx" 2+ (k — 1)(k — 2)a12" 3y + (k — 2)(k — 3)agz™ *y* + ... + 2a5_oy" 2,
s=(k—1)aa" 2 4+ 2(k — 2aox" 3y + ... + 2(k — 2ap_oxy* > + (k — Dap_19y* 2,

t=2a00" 2+ 4+ (k—2)(k = 3ar_ox®y" ™ + (k= 1)(k — 2ar_12y" > + k(k — 1)azy* 2.

Assim,

re = k(k—Dagz" 4+ (k= 1)(k —2)a 2" 2y + (k — 2)(k — 3)az™ 3y* + ... + 2a5_o2y" 2,
sy = (k — Darz" 2y + 2(k — 2)agz™ 39> + ...+ 2(k — 2)ap_o2y" % + (k — Vax_1y* 7,
st = (k— a1+ 2(k — 2)aox™ 2y + ... + 2(k — 2)ap_s2*y" 3 + (k — Dag_12y" 2,

ty = 2a92" 2y + ..+ (k—2)(k—3)ar_o2®y* > + (k= 1) (k — 2)ap_12y" 2 + k(k — Dagy" ™,

re + sy = k(k — Dagz" ' + ((k = 2) + 1)(k — Dayz" 2y + (k — 3) + 2)(k — 2)ayz*3y?
o4 (k= 2) 4+ 1)2ap—02y" 2 + (k — Dag_1y" ' =

= (k — D[kaoz"™ ™" + (k — Dayz" 2y + (k — 2)az™ 3y + ...+

sttty =(k—Day ™ 4+ ((k —2) + 1)2a00* 2y + ...+ ((k — 3) + 2)(k — 2)aj_o2’y" >
+ (k= 2) 4+ 1)(k = Dag_r2y* 2 + k(k — Dagy*! =
= (k — D[a1a" ' + 2a00" 2y + ...+ (k — 2)ap_o2%y >+
+ (k= Dag_12y* 2 + kapy"™'] =
= (k—=1)q.
Logo,
ros x re + sy (k—1)p D
_ - —-1 [ ) = (b= Derad(p)
s t Y sx + ty (k—1)q q
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Lema 3.3. Seja f um polinémio homogéneo de grau k > 2. Entdo, N(z,y) = 0 para todo
(z,y) € R%
Demonstragao. De fato, da equagao (3.2)) temos que

1
k—1

p= (rz+ sy) e q= (sx + ty).

E—1

Entao, para todo (x,y) € R?, temos

N(z,y) = 2*(p°s — pgr) + zy(p°t — ¢*r) + y*(pgt — s¢°) =

_ 2 (rx + 89)25 - (rz + sy)(sz + ty) + (rz + Sy)zt — (s2 + ty)z'r’ +
L k=12 (k—1)? (k=12 " (k—1)
2 (re+sy)(sz+ty), (sz+ ty)25 _
y (k—1)? (k—1)
2
= (k : 1)2 (sr?2? 4 2rsixy + s*y* — rPsz? — r’toy — rsfay — rsty®)+
e iynz— (tr’a® + 2rstey + ts°y® — s"ra® — 2stray — try?)+
2
& 3'1)2- (trsz® + rt’zy + ts’wy + *sy® — s°2% — 28°twy — sty?) =
1
T (k-1 (sr2xt + 2rs?ady + s*yPa? — risat — ritady — rs’aty — rstaty?+

+ tr2ady + 2rstay? + tstay® — SPrady — 2stray? — Croyd+

+ trsx2y2 + rt2xy3 + tszxy?’ + t2sy4 — 33x2y2 — 28275xy3 — st2y )=0.
O

Lema 3.4. Um vetor tangente x¢(0/0x) + yo(0/0y) no ponto (xg,yo) estd numa dire¢io

principal se, e somente se, (xg,yo) € raiz da equagdo D(x,y) = 0.

Demonstragao. Suponha que x¢(0/0x) + yo(0/0y) no ponto (zg,yp) estd numa dire¢ao

principal. Entao pelo Lema |3.1],
D(zo,y0) + N(zo,yo) = 0.

Mostramos no Lema que N(x,y) = 0 para todo (x,y) € R% Logo, N(zg,y0) = 0 e,
portanto, D(xg,yo) = 0.
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Reciprocamente, suponha que (xg, o) € raiz da equacao D(z,y) = 0, ou seja, D(zg,yo) =

0. Como N (zo,yo) = 0, entao
D(z0, o) + N (0, y0) = 0.

Portanto, pelo Lema o vetor tangente x¢(0/0x) + yo(0/Jy) no ponto (zo,yo) esta na
direcao principal. O

Lema 3.5. Para todo (z,y) € R? temos que

mmwz@—n<wmﬁ,‘w >, (33)
onde { , ) € o produto interno em R2.
Demonstracao. Da equacao temos
re=(k—1)p—sy e ty = (k—1)q — sx.
Portanto,

D(x,y) = s + (t — r)ay — sy* = sx* + tyr — roy — sy* =

= s2” + (k= 1)gz — s2° — (k = 1)py + sy” — sy® = (k — 1)gz — (k — L)py =

%—D@%wa%—D< U I >=

q T
=@—n@wwx - >.

]

Exemplo 3.1. Suponha que f é um polindomio homogéneo de grau 2. Entao, podemos
escrevé—lo como

flz,y) = ap®® + a1y + azy’.

Calculando as derivadas parciais de f temos

p(xv y) = 2@01’ + a1y, Q(xa y) =T+ 2@2?/,
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r(z,y) = 2a9, s(z,y)=a1 e t(x,y)= 2as.
Os coeficientes A, 2B e C calculados no ponto (0,0) sao
A(0,0) = 5(0,0) + 5(0,0)p(0,0)* — p(0,0)g(0,0)r(0,0) = ay,
2B(0,0) = t(0,0) — 7(0,0) + £(0,0)p(0,0)> — 7(0,0)¢(0, 0)* = 2(as — ao)
e C(0,0) = —s(0,0) + p(0,0)q(0,0)£(0,0) — 5(0,0)q(0,0)* = —ay.

Entao, para que a origem (0,0) seja um ponto umbilico do grdfico de f devemos ter
A(0,0) = 2B(0,0) = C(0,0) = 0, ou seja, a; =0 e ag = az. Seja X = ag = as. FEntao,
f(z,y) = apz? + a1zy + asy* = Aa? + y?). Desse modo, vemos que (0,0) é um ponto
umbilico de G se, e somente se, f pode ser escrito como f(x,y) = Mx* +y?), N #0.

Para o polinémio homogéneo f(x,y) = \a? 4+ y*) temos
p(z,y) =2z, q(z,y) =2y\, r(z,y) =2), s(z,y) =0, t(z,y) =2\
Entao,
D(x,y) = s(z,y)2* + (t(z,y) — r(z,y))zy — s(z,y)y* =0, V(z,y) € Gy.

Portanto, seque do Lema que para quaisquer (To,Yo) € Gy, o vetor tangente x0(0/0z)+

yo(0/0y) estd numa diregao principal. A equagao diferencial de linhas de curvatura é

Az, y)dz® 4+ 2B(z,y)dxdy + C(z,y)dy* = 0,

1sto €,
—8\3xyda? + (8X3x? — 8\3y?)dxdy + 8N\ zydy* = 0.
Logo,
—8\3[zyda® + (y* — 2?)dxdy — xydy®] = 0,
e, portanto,

rydr® 4 (y* — 2?)dady — xydy* = 0.

Os pontos umbilicos de Gy sao os pontos onde A(x,y) = 2B(z,y) = C(z,y) = 0, ou

seja, onde xy = 0 e y*> —x? = 0. Assim, vemos que (z,y) = (0,0) é o tinico ponto que
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satisfaz as duas equagoes. Portanto, (0,0) é um ponto umbilico isolado de Gy. As dire¢ées
principais em (xg,yo) # (0,0) sao dadas por xq(0/0x)+1yo(0/0y) € —yo(0/0x)+x0(0/y)
que sao ortogonais. As linhas de curvatura e as diregoes principais de Gy, projetadas no

plano xy, sao mostradas na Figura . Pela Formula de Bendizson (1)), temos

=0 =0
#re — #th
ind,(Gy) = 1+ eT
ou seja, ind,(Gy) = 1.
-Yo(910x)+x4(0/3y)
>
Xo(9/0x)+y,(o/dy)

Figura 3.1: Linhas de curvatura e dire¢oes principais do Exemplo [3.1]

A seguinte proposi¢ao generaliza o Exemplo (3.1
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Proposicao 3.1. Seja f # 0 um polindmio homogéneo de grau k > 2. Entdo, D(z,y) =0

se, e somente se, as sequintes afirmacgoes sao vdlidas.

1. k € par;

2. f € representada como f(x,y) = \(x? + yz)k/Q, A £ 0.
Além disso, se D(z,y) = 0, entdo a origem o é um ponto umbilico isolado de Gy e

indo(Gf) = 1.

Demonstra¢ao. Como f é um polindbmio homogéneo, podemos escrevé-lo como

onde k£ > 2. Temos

gr = ar2" + 290"y + 3aza" Py? + dasa" Py 4 (k= Dag 2y T+

+ kagzy"
py = kaogz" "y + (k — Daya™2y? + (k — 2)agz™ %y + .. + 3ap_s2?y* 4

+ 2a5_oxy" ! + a1y,

qr —py = arz” — ak_lyk + (2a2 — k:ao)xk_ly + (3az — (k — 1)a1)xk_2y2+
+ (das = (= 2az)a" 2y + .+ (k= Dagoy — 3axg)’y"+
+ (kag — 2ap_o)wy* !
Entao,

<grad<f>, -

> =qrv —py = a1z” — ap_1yF+
i

kol

—1
+ [(m+ Dape — (E—m+ Dag,_1] 2" ™y™.
1

3
I

Note que o polinomio homogéneo qr — py se anula se, e somente se, seus coeficientes se

anulam, isto é,
a; = 2as — kag = 3az — (k— 1)a; = 4ay — (k — 2)as = ... = kay — 2a5_o = ap_1 = 0.

Das igualdades acima, concluimos que
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(1) a1:a3:a5:...:ak,120;

(2) kao = 2a2, (k’ — 2)(12 = 4&4, cey (k‘ — 2j)a2j = 2(] + 1)a2(j+1),
comj=0,1,2...(k—2)/2

(3) k é par, pois k =2 [((j + 1)ag(j+1)/az;) + j] para todo
J=0,1,2,...,(k—2)/2.

Logo, D(x,y) = 0 se, e somente se, os trés itens acima sdo verdadeiros.
Agora, vamos mostrar que um polindmio homogéneo f de grau k > 2 que satisfaz (1), (2)

e (3) 6 da forma f(z,y) = A(a? +y*)*?, A £ 0. Para isto, considere

z,y) = Zamxk—mym — apr" a7 Yyt agtt R 4 ap oty ap 1zt any”.

Como f satisfaz os itens (1) e (2), os coeficientes impares se anulam e

(

ka0—2a2:>a2_a0 %

k—2 k—2
(k_Q)a2:4a4:>a4:a2'(4—)$a4:a0 k (4)’

k—4 ko (k=2) (k=4
(k_4)a4:6a6§a6:a4-%$a6:a0.§.%_(6)’

2 E (k=2) (k—4 4 9
\2%_2:]{%:%:%_2'%:ak:ao'i'(4)'(6)--‘(]672)-%:&0.

Dessa forma, tomando \ = ag, obtemos

ko, k(k—2) ,_ k(k—2)(k—4)

A\ Nok-2 2 ud k—4, 4 i ko
fl@y) = Aak + Agah 72yt + Ao ==l Tyt A oty
kopwy k(k—2) oy, k(k— )(k 4)

:)\(:Ek+—9:k Ve M AL Y 2k 6y5
2 2 4 2 4
k/2 k/2\ k/2\ . k/2
() (V) () e (1 y)
A (22 + ), A0

k/2

Se f é representado como f(z,y) = A(z? +4?)"", com \ # 0, entdo

pla.y) = Mz (a2 + %) "2, (3.4)
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p(0,0) =0,

ala,y) = My (27 + ), (3.5)
9(0,0) = 0,

r(z,y) = M (2° + 3/2)(1%2)/2 + Mka® (2 + yz)(k%)/2 : (3.6)
r(0,0) =0,

s(z,y) = Mk(k — 2)zy (2* + y2)(k_4)/2 : (3.7)
5(0,0) = 0,

ta,y) = M (22 + ) "2 4 dky? (22 4+ 7)1, (3.8)
£(0,0) = 0.

Logo,
A(0,0) = s(0,0) 4+ s(0,0)p(0, O)2 —p(0,0)q(0,0)r(0,0) = 0,

2B(0,0) = t(0,0) — (0, 0) + t(0,0)p(0,0)* — r(0,0)q(0,0)* = 0,
C(0,0) = —s(0,0) + p(0,0)¢(0,0)t(0,0) — s(0,0)¢(0,0)* = 0.

Note que (z,y) = (0,0) ¢ o tnico ponto em R que satisfaz as equagdes (3.4)), (3.5)), (3.6),
e (3-8). Logo, existe uma vizinhanga Uy de (0,0) tal que A(z,y) # B(z,y) #
C(z,y) # 0 para cada ponto pertencente a Up\{(0,0)}. Portanto, o = (0,0) é um ponto
umbilico isolado de G e ind,(G;) = 1, pois como f(z,y) = A(a? + yQ)k/Q, com A # 0, as
linhas de curvatura de Gy na vizinhanca Uy de (0, 0) ndo possuem setores elipticos e nem

hiperbolicos. Logo, segue da equagao que ind,(Gy) = 1. ]

Teorema 3.1. Seja [ um polinémio homogéneo de grau k > 3. Entao a origem o é um
ponto umbilico isolado do Gy se, e somente se, f € representado como

n

fla,y) = p(z,y) x [[(osz + Biy),

=1

onde

1. ¢,=0,1, ou 2;
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2. (o, B:), i=1,...,n, sdo vetores nao nulos tais que o;B; — a;f3; # 0 para i # j;

3. @ € um polindmio homogéneo tal que p(z,y) # 0 para (x,y) # (0,0) (€ possivel que
grau() = 0).

Demonstracao. Seja

f(z,y) = ¢(x,y) x H(Oéix + By

e suponha que exista um ig € {1,...,n} tal que ¢, > 3.

Para n = 1, tem-se apenas um termo no produtorio, isto é,
fl@,y) = oz, y) x (ax + By)".
Calculando as derivadas parciais de f, obtemos
p = pulax + By) + pealax + By) !,
¢ = pyoz + By)° + peflaz + By),

r = @u(aw + By) + prealaz + By) " + e [pa(ax + By) T + p(e — Da(az + By) ]

= (@ + By) ? [pae(az + BY)* + preaax + By) + ea (pu(az + By) + (e — 1)a)]

vl

= (ax + 5y)6’2a,

t = (ax + By)* [oyy(ax + By)* + pyeBlax + By) + eB (py(ax + By) + p(e — 1)B)]

- J
g
b

= (ax + By)*b,

s = (ax + PBy) 2 [gpxy(ax + BY)? + pyeB(ax + By) + ea (o, (ax + By) + (e — 1)5)}

. /
~~

C

= (az + By) e
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Entao, os coeficientes A, 2B e C' sao dados por

A= (az + By) 2c+ (ax + By)2ep® — pglax + By) 2a

= ( )

— (az + By)? (c+ o — paa)

2B = (ax + By) b — (ax + By) 2+ (ax + By) 2bp? — (ax + By)aq?
= (az + By) 2 (b—a+bp* — ag?),

C = —(ax + By) e+ pqlax + By)*b — (ax + By) *cg®

= (o + By) 7 (—c + pgb — ¢¢?) .

Sabemos que em um ponto umbilico A = 2B = C' = 0. Uma condicao suficiente para que
isso ocorra é quando ax + Py se anula. Logo, cada ponto (x,y) que satisfaz ax + fy =0
¢ um ponto umbilico de Gy. Portanto, a origem nao é um ponto umbilico isolado de GY,
o que contradiz a hipoétese.

Para n > 1 o raciocinio é analogo, pois o termo ax + By pode ser colocado em evidéncia.

Reciprocamente, suponha que f é representado como

n

Fl@,y) = o(x,y) x [ [(cir + Biy)“.

i=1
Se D(x,y) = 0, entdo segue da Proposi¢ao que a origem é um ponto umbilico isolado
de Gy. Suponhamos que D(z,y) # 0 e que exista outro ponto umbilico (zg,yo) € Gy
além da origem. Segue do Lema que (xo,yo) € raiz da equacdo D(z,y) = 0, pois em
um ponto umbilico qualquer vetor tangente ao grafico de f estd numa direcao principal.
Temos que

D(xq,y0) = sxg + (t — r)zoyo — syg = 0.

O conjunto das raizes de D(z,y) é representado graficamente como a unido finita de retas
no plano zy passando pela origem.

Suponha que o nao é um ponto umbilico isolado, entao existe uma sequéncia infinita
u, de pontos umbilicos que converge para o. Assim, temos uma sequéncia infinita, u,,
convergindo no conjunto {(z,y) € R?> : D(z,y) = 0} que é finito. Logo, existe uma
subsequéncia infinita w,; de u, tendendo para o. Podemos tomar essa subsequéncia sob

uma reta L e considerar essa reta como y = 0. Entdo, u,, = (z,,0) com x, # 0. Se



47

(n,0) ndo é raiz para ambas as equagoes s = 0 e t —r = 0, entao, por homogeneidade de
f e pela equacao , existe uma vizinhanca U, de o em G tal que o é o tinico ponto
umbilico em U, N {y = 0}, contradizendo a maneira de encontrar a reta L. Portanto,
suponha que (z,,0) é raiz para ambas equagoes s = 0 e t —r = 0. Entdo, em (z,,0)

temos
A= s+sp’—pqr = —pqr, 2B =t—r+tp*—rq® =r(p*—¢*), C = —s+pqt—sq* = pqr.
Logo,

Adz?® 4 2Bdxdy + Cdy? = 0 = —pgrds* + r(p* — ¢*)dxdy + pgrdy® = 0.

Se r(x,,0) =0, entdo s(z,,0) = r(z,,0) = t(x,,0) = 0. Os polinémios r, s e t se anulam
em um conjunto finito de pontos, mas como {(x,,0)} é um conjunto infinito entao r,s e
t devem se anular sobre a reta y = 0. Logo, r = s =t =0 em y = 0. Isso implica que f
é representado como f(x,y) = y°g(z,y), onde € > 3, contradizendo uma das hipoteses do

teorema. Portanto, r(z,,0) # 0. Se (z,,0) é ponto umbilico de G, entao
—pgrdz® + r(p® — ¢*)dxdy + pgrdy® = 0 = r (—pgdz”® + (p* — ¢*)dady + pqdy*) = 0.

Como r # 0 segue que
=p=q=0= grad(f) =0.

Assim, grad(f)(z,,0) = 0. As componentes de grad(f) também sdo polindémios que se
anulam sobre a reta y = 0, ou seja, p(z,,0) = 0 e ¢(z,,0) = 0. Isso implica que f pode

ser escrita como f(x,y) = y?g(x,y), onde g(z,0) # 0 para x # 0. Entao,

o*f 0%g
T(l’,y) = @('xay) = y2 @(x,y) = T(.Z‘,O) = 07

contradizendo a hipotese de que r(z,,0) # 0.

Portanto, a origem o é um ponto umbilico isolado de G/. O
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3.2 O comportamento das distribuicoes principais pro-
ximo a uma raiz de D

Considere f um polinémio homogéneo de grau k£ > 3. Como vimos na secao anterior,

podemos escrever f como

k
flz,y) = Z " Y™ = apr +ar Yy asr® 2P+ Fap_or Y i a1y T Hagyt
m=0

Suas derivadas parciais sao
p = kaozr® ' 4+ (k — Daz" 2y + (k — 2)aa®™3y® + ... + 2ap_oxy* 2 + aj_1y/* 7,

q = a1 4 2000 2y 4 4 (k= 2)ap_ox®y T + (k — Dag_120y* % + kapyt T,
r=k(k—1agz" 2 + (k — 1)(k — 2)a12" 3y 4+ (k — 2)(k — 3)agz™ % + ... + 2ap_oy" 2,
s=(k—1ax" 2+ 2(k — 2)asx" 3y + ...+ 2(k — 2)ap_oxy* > + (k — Vag_1y" 2,
t=2a2" 2+ .+ (k—2)(k = 3)ap_or Y T+ (k — 1) (k — 2)ap_12y" > + k(k — Vagy" 2.

Agora, vamos calcular as derivadas parciais de f em coordenadas polares. Fazendo

x = Rcosf e y= Rsenf, com R > 0, temos

p(Rcos®, Rsen6) = kag(Rcos ) ' 4 (k — 1)a; (R cos0)**(Rsen 0)+
+ (k — 2)ag(Rcos )" 3(Rsen ) + ...
...+ 2ax_9(Rcosf)(Rsen0)*2 + a;_ (Rsen §)F! =
= R p(cosh, sen b);
q(Rcos®, Rsen ) = a;(Rcos )" + 2ay(Rcos0)**(Rsenf) + ...
.+ (k= 2)ag_s(Rcos0)?(Rsen )"+
+ (k — Dag_1(Rcos 0)(Rsen 0)*2 + kay(Rsen §)*! =
= R g(cos B, sen b);
r(Rcos®, Rsen ) = k(k — 1)ag(Rcos0) 2 4 (k — 1)(k — 2)a; (R cos §)**(Rsen )+
+ (k —2)(k — 3)ag(Rcos0)" *(Rsen0)? + ... + 2a,_o(Rsen §)* 2 =

= R*? . r(cosf,sen );
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s(Rcos®, Rsen ) = (k — 1)ay(Rcos0)* 2 +2(k — 2)az(Rcos0)* 3 (Rsen ) + ...
oo+ 2(k = 2)ag_o(RcosO)(Rsen 0)* 4 (k — 1)ag_1(Rsen )" 2 =
= RF2. 5(cosf,sen f);
t(Rcos®, Rsen ) = 2ay(Rcos )2 4+ ... + (k — 2)(k — 3)ax_o(R cos 0)*(Rsen §)**+
+ (k= 1)(k — 2)ap_1(Rcos0)(Rsen )" + k(k — 1)ay(Rsen §)F2
= R*? . t(cosf,sen6).
Sejam
p=p(0) = p(cosb,send), ¢=qGd)=q(cosb,send), 7 =7(0)=r(cosh, senbh),
§=35(0) = s(cosf,senf) e t=1(0) =t(cosh,senb).
Dessa forma, obtemos
p(Rcosf, Rsen®) = R*'. 5, q(Rcosf, Rsen) = RF'. g,
r(Rcosf, Rsenf) = R*2.7  s(Rcosf, Rsenf) = R*2.3
e t(Rcosf,Rsenf) = RF2.1.
Calculando A, 2B e C' em (Rcosf, Rsen@), temos
A= A(Rcosf, Rsenf) = (s + sp® — pqr) (Rcosf, Rsenf) =
= R"?5 + R**3(R"'p)* — R*'pRM1GR* % =
= R34+ R0 — R pgr =
= RF25+ R* ™ (3p° — pgr) ,

2B = 2B(Rcosf, Rsent) = (t —r + tp* — r¢*) (Rcosd, Rsenf) =
= RF% — R*%F + R*2{(R*1p)? — R*2F(RF14)? =
=RF2(t—7) + R (ip* — 7¢%)

C' = C(Rcosf, Rsenf) = (—3 + pgt — 5q2) (Rcosf, Rsenf) =

— _R*25 4 RMIGRMVGRY2 — RE25(RM1) =

= RF2(=3) + R** (pgt — 5¢°) .
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Pelo Lema[3.1] um vetor tangente cos ¢(8/0x)~+sen ¢(9/9y) no ponto (R cos b, Rsenb)

estd numa direcao principal se, e somente se,
Acos’ ¢+ 2B cosdsend + Csen? ¢ = 0,
isto é,
[RF725 + R¥** (5p% — pgr)] cos® ¢ + [R¥ 2 ({ — 7) + R** (8p* — 7¢°) ] cos ¢ sen ¢
+ [RF2(=38) + R** (pgt — 5¢%)] sen® ¢ = 0,

ou seja, se, e somente se,

RF2 [5 cos® ¢ + (f — 7) cos psen ¢ — & sen’ ¢} +

+ R4 [(3p® — pgF) cos® ¢ + (tp° — 7G°) cos ¢ sen ¢ + (pgt — 5¢°) sen® ¢] = 0
ou equivalentemente

R¥2d(6,¢) + R***n(0, ) = 0,

onde
d(6,¢) = 5cos® ¢ + (t — 7) cos gsen ¢ — 5sen’ ¢, (3.9)
n(0, ¢) = (5p* — pgr) cos® ¢ + (tp* — 7G°) cos psen ¢ + (PGt — 5G°) sen? ¢. (3.10)
Portanto, (6, ¢o) satisfaz a equacao R¥~2d(6y, ¢o) + R*~*n(0y, ¢o) = 0 se, e somente se, o

vetor tangente cos ¢o(0/0z)+sen ¢g(0/Ay) no ponto (R cos by, Rsen ) estd numa diregdo

principal.

Observacao 3.1 (Convengdo). Como estamos interessados no estudo de pontos um-
bilicos isolados, de agora em diante, considere R uma constante posiliva tal que em

0 < 22 +y? < R? ndo existe ponto umbilico. Denotaremos por Ry o supremo dos nimeros

R.

Lema 3.6. Se 0y, ¢g € R satisfazem R*2d(0y, do) + R¥**n(6y, ¢o) = 0, entdo existe uma

unica funcao diferencidvel ¢(0) satisfazendo ¢(0y) = ¢o e
R*2d(0, ¢(0)) + R*~*n(6o, p(0)) = 0, (3.11)

para quaisquer 0 € R.
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Demonstragao. Seja d a distribuicao principal de G¢. Como 4 é uma distribuicao regular
de G;\Umb(G}), existe uma tinica fungao ¢(6) satisfazendo ¢(6y) = ¢ e R¥2d(0, ¢(0)) +
R3*=4n(0y,¢(0)) = 0, para todo § € R. Assim, resta mostrar a regularidade de ¢(6;).

Como calculamos anteriormente, temos que
R72d(0,¢) + R**n(, ) = Acos® ¢ + 2B cos ¢sen ¢ + C sen’ ¢, (3.12)

onde A = A(Rcos#, Rsenf), 2B = 2B(Rcos#, Rsenf) e C = C(Rcosf, Rsen#).
Para todo 6 € R e para todo R € (0, Ry), podemos encontrar nimeros reais ¢g g, )‘g,)m
)‘g,)e tais que
Ny €05(6 = O ) + Ny sen®(é = drg) =
= /\%)9 (cos ¢ cos pprp + sen ¢ sen ¢R79)2 - )\g’)g (sen ¢ cos pry — cos ¢ sen gbR’@)Q =
= Agi)e (cos® ¢ cos® prg + 2 cos @ cos PRy sen @ sen gp g + sen” ¢ sen® dp) +
+ )\g’)(, ((:os2 ¢ sen? ®Rro — 2 COS P COS PR sen ¢ sen Ppr gy + sen? ¢ cos’ ¢R79) =
= <)\%7)9 cos® prp + )\g,)g sen” ¢ R79> cos® ¢ +
+ <2 )\g?{; COS PRy sen ppp — 2 )\g?(, cos Pr g sen ¢R79) sen ¢ cos ¢ +

+ ()\5{17)9 sen® grg + Ay cos’ ¢R79> sen” ¢.
Comparando com a equacao (3.12]), vemos que
i) 2 (2) 2
A = ARy cos” Qrg + Apy sen” grp,
P _ o) _ 912
2B =2 ARy COSPrp senPrp — 2 Apy COS PRy SN Ppryp,
C = )\g’)g sen” pry + )\gi)@ cos? R0,

e, assim,

)‘g%l,)e cos* (¢ — dro) + )‘g,)e sen’ (¢ — ppy) = Acos® ¢+ 2B cospsen ¢ + Csen? ¢ =

= RF2d(6, ¢) + R¥* (6, ¢). (3.13)
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Pela Convengao , vemos que nao existem pontos umbilicos em uma vizinhanga de (0, 0).
Logo, AC' — B? < 0 para R € (0, Ry). Assim,
AC — B? = (/\%)9 cos® dpp + Aﬁfg sen’ ¢R’9> ()‘5%1,)9 sen” pry + )\g’)g cos? ¢R79> —
— ()\% COS PR SeN Pr g — )‘g,)e COS PR Sen ¢R,9>2 =
= (Ag,)e cos Prp sen ¢R,9> + /\(1) A 2) cos pro + )\g,)e Ag,)e sen’ gp o+
+ (Ag}e COS PR g sen ¢R79> ()\g% g COS QR Sen g 9) i +
+2 /\ 1) )\(2) cos® prg sen” gpg — (Ag’)g COS PR sen ¢R79>2 =
= )\ /\Re (cos R + 2 cos gbRg sen qug + sen c;SRg)

= /\5,%1 /\( (cos ¢R,9+sen ¢Ryg) <0,

e, portanto, ADAE < 0. Da equacao (3.13) obtemos
R0 ‘R0

0
96

Se 6y, ¢y € R satisfazem

(R"2d(0, ¢) + R**n(0, ¢)) = 2 (A%}e - Ag}e) sen(¢ — drg) cos(¢ — dro).

R*2d(0y, ¢o) + R**n (0, ¢o) = )\g’)go cos?(¢o — drg,) + )\g’)eo sen’(dp — ¢re,) = 0,

entdo vemos que nem sen(¢o—Pr.,) € nem cos(¢po—dr.g,) se anulam e como )‘5%1)60 )\R 9, <0
segue que

0

% (RF2d(0, ¢) + R *n(0, ¢)) # 0.

(0,9)=(60,¢0)
Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita, segue que a funcao ¢ é suave em 6, con-

cluindo a demonstracao. O

Definicao 3.1. Definimos o indice do ponto umbilico isolado do grdafico de f por

¢(0o + 27) — ¢o

indo(Gf) = o )

onde ¢ € a fungdo argumento no circulo * + y* = R* com wvalores iniciais (6y, ¢o).

Para qualquer 6 € R,

d(0) = d(0,0) = D(cosf,senb), (3.14)
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n(0) =n(0,0) = N(cosf,senf) = 0. (3.15)

Note que a equacgao (3.15)) é valida, pois mostramos no Lema que N(z,y) = 0 para
todo (z,y) € R

Lema 3.7. Sejam 6y € R uma raiz de deoa funcao argumento no circulo x* + y*> = R?

com valores iniciais (0, 6p). Suponha que erista 0 <n € Z tal que

dm
W(9_¢) :O, (m:O,l,,n—l)
0=0
Entao, i
qr d"[g] (6o)
-9 = = ~ (3.16)
6=0o0 A(d+R?*2n)
¢
(8,6)=(80,00)

Demonstracao. Suponha n = 1. Entao, do Teorema da Func¢ao Implicita temos
% B %(kazd—}- R3k—4n) B %(d—i— R2k—2n)

d0  Z(RM2d+R¥%n)  2(d+R%* )

Pela equagao (3.15]), concluimos que
on on

%(90, o) + 8_¢(60’ 6p) = 0.
Logo,
d d 9(d+ R*—2p
AT :1__? - (ﬁEdJrR%?n; N
0=0o (6,6)=(60,60) 99 (0,6)=(60,00)
B (%(d + R%*=2n) + 2 (d + R%—2n)> B
- 0 2%k—2 -
99 <d +R n) (0,9)=(60,90)

od od 2k—2 ( On on
26 + 30 + R (8_¢> + %>

2 (d + R?~2n)

o] o]
(o mtE
Z(d+ R¥2n)

(0,9)=(00,00)

(8,8)=(00,00)
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As derivadas parciais de d(0, ¢), definida pela equacao (3.9)), sdo dadas por

g—i(@, ¢) = —45sen ¢ cos ¢ + (t — 7)(cos? ¢ — sen® @),
0010,6) = Sl (cos? o —sen® ) + (G0 — ) sen pcos
Assim,
Z—Z(Q,qﬁ) + %(9, ¢) = (f— 7+ %) (cos® ¢ — sen” @) + (%g — % — 4§> sen ¢ cos ¢.
Calculando a equagao anterior em (60, ¢) = (g, 6y) obtemos
2_2(907 0o) + ZZ(QO, 0y) = (5(90) —7(6p) + dd[G] (90)) (cos® By — sen® b)) +

1] dr) ;
+ ( T (0p) — 0 —= (o) — 43(00)> sen O cos bp.

Por outro lado, temos que

d(f) =d(h,0) =3 (cos?@ — sen® @) + (¢ — 7) senf cos 6

e
a|d)] ] af
(7= Qs 2, 2 ag] - aprp .
0 —(t T+ d0>(COS 0 — sen 0)+(d8 0 45)36119(:088.
Logo,
od od d[d]
a_gb(e()ueﬂ) 60 (00700) d0 (00>
Dessa forma, obtemos
d Lg_g) _ g_i + % _ %(90)
do oty %(d + R?—2p)

(8,6)=(00,00) % (d + R2k72n>

(0,9)=(00,00)

Similarmente, para n = 2, temos

@ B [ + 2d0 89;¢ + (i?) a¢2} (d+ R**n)

de2 9(d+R?k—2n)
09
Suponha que
d do
—(0 — — (6,
B0 =0= =
=vo
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Entao segue que

> 4 282;) + 59722] (d + R*2p)

d’¢ o) = (0,6)=(00.60)
dg2 " '
d(d+R2k—2n)
09
(0,¢)=(00,00)
Como
82 82 82
6o, 0 6o, 0 6o, 0
obtemos
o%d 0%d 0%d
) ) [ + 25006 T+ a¢2} 2
d_(e —¢)| = _M(e ) = (6,:¢)=(80,60) _ a4l (6)
d6? d6? - ~
0=0o 9(d+R2k—2n) O(d+R2k—2n)
o 09
(0,¢)=(60,00) (0,¢)=(00,60)
Para n > 3, segue indutivamente. Isso conclui a demonstracao deste lema. O
Considere f(z,y) = Z’;ZO amz®™y™. As derivadas parciais sio
k
A 2™k — m)y™ A" My™m
p= e qg=) —————
Z . > =
Fazendo x = cosf e y = sen 6, temos
) k
f(0) = f(cosB,senf) = Z am(cos 0)F "™ (sen 6)™, (3.17)
m=0
k
5 am (cos 0)F~™(k — m)(sen §)™
= Z — : (3.18)
i (cos 0)*~™(sen )™m
= Z " . (3.19)

A derivada de f é

cos sen 6

ﬂ(g) _ Z (_am(cos 0)* =™ (k — m)(senf)™ sen 0 N . (cos 0)F~™ (sen 0)™m cos 9> _

= qcost — psenf.
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Dessa forma, utilizando a equacao (3.3)), podemos escrever d como

J(@):D(Cose,sene):(kz—l)< ]? : —ser;@ >:(k—1)((50089—ﬁsen9).
q cos
Portanto, ~
d(9) = (k — 1)%(9). (3.20)

Observacao 3.2. Note que, pela equacao (3.20), 0y € uma raiz de d se, e somente se, b;

é um ponto critico de f.

Se J(@) = 0, entao f é representado como na Proposicao Portanto, de agora em

diante, vamos considerar d(8) # 0.

Definicao 3.2. Dizemos que uma raiz 0y de d ¢ relacionada se f atinge um extremo

em By. Caso contrdrio, dizemos que 6y é uma raiz nao relacionada de d.

Como D é um polindmio homogéneo, podemos escrevé-lo como

N

D(z,y) = ¢(z,y) x | [(vz + i)™,

i=1

onde
(1) p; é um inteiro tal que p; > 0;
(2) (7,0:),i=1,..., N, sao vetores nao nulos tais que v;0; — v;0; # 0 para i # j;

(3) ¢ é um polindomio homogéneo tal que ¥ (z,y) # 0 para (x,y) # 0 (é possivel que o
grau(y) = 0).

Desse modo,

N
d(0) = D(cos 8, sen ) = 1h(cos 6, sen ) x 1_[(7z cosf + §;sen f)H.

i=1
Pelo item (3) vemos que ¥ (cosd,senf) # 0, pois (cosf,senf) # 0 para qualquer 6.
Logo, 6y ¢ uma raiz de d se, e somente se, y;, costp + d;, senfy = 0 para algum inteiro

ip € {1,..., N}. Dizemos que p;, ¢ a multiplicidade de 6.
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Proposicido 3.2. Seja 6y uma raiz de d com multiplicidade to- Entdo, as sequintes

afirmacoes sao vdlidas.

(1) de—mmaz(%) =0, param=0,1,..., g —1;
dro .
(2) aed(00) #0;
(3) Oy € relacionada (respec. nao relacionada) se, e somente se, g € impar (respec.
par).
Demonstracao. Segue imediatamente das defini¢coes apresentadas. O

Definicio 3.3. Sejam 6y uma raiz relacionada de d com multiplicidade lo e ¢ a funcao
argumento no circulo % +y? = R? com valores iniciais (0, 0y). Entdo, definimos o sinal

de 0y da sequinte forma.

(1) 0y € positivo se

dHo
de‘uo( - (b) > 07
=00
(2) 6y é negativo se
dHo
o (60— ¢) < 0.
=0,

Definicdo 3.4. Considere 8y wma raiz relacionada de d. Definimos o sinal critico de

By como se seque.
(1) O sinal critico de 6y € positivo se vale uma das sequintes afirmagoes.

(i) f(6o) € um mdzimo relativo e f(6y) > 0 ou;

(ii) f(6y) é um minimo relativo e f(f) < 0.
(2) O sinal critico de 0y é negativo se vale uma das sequintes afirmagoes.

(i) f(6o) € um mdzimo relativo e f(6y) < 0 ou;

(i) f(6o) é um minimo relativo e f(6y) > 0.
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Lema 3.8. Considere 0y uma raiz relacionada de d. Se o sinal critico de 6y € positivo

entao
(1) 2—2(90,90) < 0 se f(6y) € um mdzimo relativo e f(6y) > 0;

(2) g—i(@o,ﬁg) > 0 se f(fy) é um minimo relativo e f(6y) < 0.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 6, = 0. Sabemos que

d(0, ¢) = 5cos® ¢+ (f — 7) sen ¢ cos ¢ — §sen” ¢ =

= 5(cos® ¢ —sen® @) + (f — F) sen pcos p =

(t—7)
2

= §cos2¢ + sen 2¢.

Calculando a derivada parcial de d em relagao a ¢ obtemos

@(9, ¢) = —23sen2¢ + (t — 7) cos 2¢,
¢
logo
od - -
8_¢<O’O) = 1(0) —7(0).
Por outro lado, temos que
S df df 1 -
af 1 i _ af i
@(0) = 1)(k3 1)(GcosO — psenf) = de(@) = qcosf —psend.
Assim,
*f o dld - d[p] o
@(9) = @6089 — gsenf — @senﬁ —pcosl =
= —(pcosf + gsenb) + M(:059 — Msen@

do do '

(3.21)
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Das equagoes (3.18) e (3.19) obtemos

"L a, (cos0)F™ (k — m)?sen 6 (sen 6)™
By ) N
(cos0)

k k—m m
A (cos0) ™" (k —m) (sen @)™ sen d
+ +
(cos 0)

N Z am (€08 0) ™ (k —m) (sen 6)™ m

sen 6 ’

@(9) _ Z A (cos0)" ™ (kK —m) (sen@)mm+

cos
—0

N Xk: A (€08 0)F ™ (sen 0)™ m2 cos 0 B
— (sen 6)

B i am (€08 0)"™ (sen 0)™ m cos
— (sen 9)2 '

Logo,

~ k k—m 2 2 m
d[p] (6) sen = — Z A (cos )" (K —m)” (sen ) (sen ) N

do (cos6)?

0

m=0

k a,, (cos )™ (k —m) (sen )™ (sen 0)*
3 st b end)”

Y

N i A (€08 0) ™ (k —m) (sen 6)™ m sen 6
— sen ¢

d[q] B " am, (cos )™ (k — m) (sen 0)™ m cos(6)
@(Q)COSQ——Z p—7 +

m=0

N i A (c0s0)" ™ (sen 02)m m2 (cos 0)°
— (sen®)

B i A (€08 0)"" (sen 0)™ m (cos 0)
— (sen 9)2 '

No entanto,

k
r=2,
m=

(amka (k —m)*y™ _any™ (k—m) ka)
0

2 2
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(cos 6)” (cos 6)”

m=0

(am(cos 0) " (k —m)? (sen®)™  ap(send)™ (k —m) (cos Q)km> 7

)

k
" m (. _ k—m
. Z amy™ (k —m) 2" "m
m=0 Y

. i am (sen 0)™ (k — m) (cos 0)*™m
N cos 6 sen 6

P Y2 Y2
P i (am(sen Q)m(coszﬁ)kme ~ m(sen 9)mam(0208 H)km> ' (3.29)
— (sen 6) (senf)
Desse modo, vemos que
s
%(9) senf = —7sen”®f + §sen d cos b,
d|g]

@(8) cos) = tcos® @ — Gsen 6 cos 6.

Portanto, da equacao (3.21)) obtemos

4% f

w(&) = —(pcosf + Gsen ) + tcos® § + 7#sen® § — 25 sen 6 cos 6. (3.23)

Da equacao temos que rz + sy = (k — 1)p. Logo,
7cosf+5senf = (k—1)p = 7(0) cos(0) + 5(0) sen(0) = (k —1)p(0) = 7(0) = (k—1)p(0).
Por outro lado, pelas equagoes e , Vernos que

B(0) = kao = kf(0),

e, portanto,

7(0) = (k = 1)j(0) = k(k — 1) f(0). (3.24)

Calculando a equagao (3.21)) em 6y = 0 obtemos
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Agora, se f(0) & um maximo relativo e f(0) > 0, entéo

F0) - i
> 1(0) = 7(0),

0>t(0) —

e, assim, segue que

ad
5¢Q®<O

Analogamente, se f(0) é um minimo relativo e f(0) < 0, entéo
ad
—(0,0) > 0.

Se f(0) = 0, entdo pela equacio segue que p(0) = 7(0) = 0. Sabemos que 6y =0
¢ uma raiz relacionada de d, ou seja, d(0) = 0. Dessa forma, 5(0) = 0. Entretanto, da
equacao vemos que £(0) = 2ay # 0. Portanto,

d2f od

@(0) = a—¢(070) = 1(0) # 0.

Assim, se f(0) = 0 & um maximo relativo (respec. minimo relativo), entdo (9d/d¢)(0,0) <
0 (respec. > 0), concluindo a demonstragao deste lema. O
Proposicao 3.3. Se o sinal critico de uma raiz relacionada 6y de d é positivo, entao b
€ positivo.

Demonstracao. Considere py a multiplicidade de 6y. Pela Proposi¢ao [3.2] temos que

daro .
—sd(6) # 0.

Como o sinal critico de 6, é positivo, segue do Lema e da Proposicao que, se f(@o)

é um maximo relativo, entao

dro - od
dgro d(90> <0 e a—¢(90, 90) <0
e se f(6y) é um minimo relativo, entao
dro - od
d0ro d(@o) >0 e 8_¢(00’ 60) > 0.
Portanto, para todo R € (0, Ry), segue do Lema que
AN B L) N T (00) 0
dfro s 8 ., 0n
6=0o 8(d+1;q:’ n) 8—;(@0, 00) + R2k—2 a_¢(90, 90)
(8,6)=(00,00) —

=0
em ambos 0s casos, ou seja, 6y é positivo. O]
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3.3 O teorema principal

Counsidere i
fly) =) ama ™y
m=0

um polinémio homogéneo de grau k > 3 nas variaveis x e y. Seja

JE(@) = f(cosf,senf) = Z A (COS H)k*m(sen o).

m=0

Considere ainda,

d -
d) = (k—1)—f(0).
(6) = (k= 1)75(0)
Lema 3.9. Se 0 ¢ raiz de d, entdo 0 + nw, n € Z, também ¢ raiz de d.

Demonstracio. Queremos mostrar que 0+ nw, n € Z, é raiz de d, ou seja, CZ(G +nm) =0.

Sabemos que 6 ¢ raiz de d se, e somente se, § é um ponto critico de f, ou seja,
d -
— f(0) = 0.
Logo, para provarmos o lema basta mostrar que
4501 nmy =0
— nm) = 0.
dé

Temos que

df i A (cos0)F~™(k —m)(senf)™sen®  a,,(cosd) "™ (sen §)™m cos
——=(0)=> (- + :
cos 6 sen 0

df B i am (cos(0 + nm)) =" (k — m)(sen(f + nr))™ sen (0 + n)
(6-+nm) = Z (_ cos(f + n) ) *

k
am(cos(0 + nm))* "™ (sen(0 + nx))™m cos(0 + nm)
> ( )

sen(f + nm)

€ como

sen(f + nm) = sen(#) cos(nm) + sen(nm) cos(f) = (—1)"sen b,

cos(f + nm) = cos(6) cos(nm) — sen(nm) sen(d) = (—1)" cos b,



63

entao
j—§<9+m> _ g‘“_:o (_am((—l)"COSQ)k_m(k’(:SZ)EE)g;)"sen9)m(—1)”sen9) )
; mz (am<<—1>ncose>k—?_<<1;z:§e9ne>mm<_1>ncose) )
_ mz’“:o (e (_ am(cosﬁ)k_m(kcgs'ren)(sen 9)msen9) )
N ng)(_l)nk (%(eos@)k—zézeene)mm cose> _
= (—1)"*- 3—5(9)

Por hipotese, 6 é ponto critico de f, entdo (d/df)(f()) = 0. Portanto,

47
d—g(@—l—mr) = 0.

]

Por meio do Lema [3.9 podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ no conjunto S

das raizes de d da seguinte forma
0,00 cS: 0~0 < 0 =0+nm, ncoi
A relacao ~ definida é, de fato, uma relacao de equivaléncia.

e Reflexiva: 6 ~ 6, pois # =0+ 0m, § € S;
ez

~ =
e Simétrica: se 6 ~ ', entao 0’ = 0 + nw. Logo, § = 0’ + (—n) 7 e, portanto, 6’ ~ 6;

e Transitiva: se 0 ~ 60 e 0 ~ 0" entdao ¢ = 60 +nw e 0" =60 + nw. Logo, 0" =
0 +nm +nm =60+ (2n) 7. Portanto, 6 ~ 6".
~—~
€z
Observacao 3.3. Note que, pela relacio de equivaléncia ~, 0 € relacionada se, e somente
se, 0/ =0 + nw € relacinada. Como calculamos anteriormente,
df df

@(9 +nr) = (—1)"*. 10 (0).
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Considere p a multiplicidade de 6. Se 6 ¢é raiz relacionada, entao f atinge um extremo
em 6 e, portanto,

&f
dor

0)#£0 = %(9 +nm) = (=1)"F.

& f

- (6)#0

Assim, 0’ ¢ relacionada.

Denotaremos por [f] a classe de equivaléncia contendo 6 e a chamaremos de classe raiz de
0. Pela Observacao podemos dizer que o sinal e o sinal critico de 6 correspondem aos
de €. Assim, [f] é relacionada (respec. ndo relacionada) se 6 é relacionada (respec. nao
relacionada). Se 6 é relacionada, podemos definir o sinal e o sinal critico de [f] pelos de 6.

Consideraremos as seguintes notacoes:

e N: ntmero de classes raiz;

e N.: nimero de classes raiz com sinal positivo;

e N_: namero de classes raiz com sinal negativo;

e Ny: numero de classes raiz nao relacionadas;

° Nf: nimero de classes raiz com sinal critico positivo;
e NY: ntmero de classes raiz com sinal critico negativo.

Deste modo, temos que
N=N,+N_+Ny, e Ny+N_=N¢+NC

Observe que N, Nf sdo nimeros inteiros positivos e N¢, Ny sdo niimeros inteiros maiores

ou iguais a zero.
Lema 3.10. Valem as sequintes desigualdades: N_ < N¢ < Nf < N,.

Demonstracao. Pela Proposicao , segue que Nf < N,. Temos que

N +N_ =N+ NP <N, +N°= N_<NC.
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Agora, resta mostrar que N¢ < N¢.

Se Ny + N_ = N¢ + N¢ =1, entdo N¢ =1 e N =0. Logo, N < N€.

0 >0
> >
Para N, + N_ > 1, ver demonstracdo nas paginas 128 e 129 da referéncia [I]. O

Lema 3.11. O numero N, — N_ é menor ou igual a k e €
(1) wm nidmero inteiro par nao negativo, se k € par;
(2) um ndmero inteiro impar positivo, se k € impar.

Demonstracao. Como o nimero total de classes raiz N é sempre menor ou igual a k, entao

segue que N, — N_ < k. Agora, se N, + N_ é par entdo podemos escrever
N++N_:27’L7 nGZ.

Logo,
Ny—N_=2n—N_—-N_=2n—-2N_=2(n—N_), ne€lZ,

ou seja, se N, + N_ é par, entdao N, — N_ também é par. Analogamente, se Ny + N_ é

impar entao
N,+N_=2n+1, neZ=N,—N_=2n+1-N_—-N_=2(n—N_)+1, neZ,

e, portanto, Ny — N_ é impar. No Lema [3.10| vimos que N, + N_ > 1, portanto é sufici-

ente mostrar que N, + N_ é par, se k é par e N, + N_ é impar, se k é impar.

Considere [01],[6s],...,[0n,+n_] as classes de raizes relacionadas com 0 < 6, < ... <
On..n < m Considere ainda, se existirem, [01],...,[0,] as classes de raizes nio re-
lacionadas com 0 < 91 < ... < 9~N0 < m. Sejam p; e [i; as multiplicidades de 0; e éj
respectivamente, com ¢t =1,... ., N, + N_e j=1,..., Ny. Entao,

Ni+N_ No
Z:k—(z /Li‘i‘z,aj)
j=1

i=1

¢ um namero inteiro par nao negativo, pois como as rafzes ¢, e 6; variam no intervalo
[0,7), entdo a soma das multiplicidades serd menor ou igual a k. Portanto, z > 0 e z

é par. Pela Definicao , temos que ji; ¢ par para todo j = 1,..., Ny, logo Z;V:O1 fi; €
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par. Similarmente, p; é impar para todo ¢ =1,..., N, + N_, logo Zﬁifr]v* [ € par se

N, + N_épare Zi]ifr]v* i € impar se N, + N_ é impar. Assim,

Ny+N-— No Ny+N_ No
z:k—<z Mi+2ﬁj>:> Z fri =k — \Z,/+Zﬂj
=1 i=1 =1

=1 par
N——

par

Ny +N_ . Ny+N_ . .. :
Portanto, > ;4" ji; é par se k é par e > 04"~ y; é impar se k é impar, concluindo a

demonstracao. O

Lema 3.12. Sejam 61 uma raiz relacionada de d~, ¢ a funcdo argumento no circulo x* +
y? = R? com valores iniciais (61,61) e 0, uma raiz relacionada tal que f(6y) € um minimo

relativo com 60y > 01. As sequintes afirmacoes sao vdlidas.
(1) 01 e 0y sao positivos se, e somente se, O — Pp(0s) = 7/2;
(2) Ezatamente um de 01 e O € positivo se, e somente se, 05 — P(0s) = 0.
Demonstracao. Ver demonstracdo na pagina 130 da referéncia [1]. O
O Lema [3.12| sera usado na prova do seguinte teorema.

Teorema 3.2. Sejam f um polindmio homogéneo de grau k > 3 representado como no
Teorema 3.1 e Gy o grdfico de f. Assim, a origem o seja um ponto umbilico isolado de
Gy. Entao, o indice de o € dado por

N, — N_

Hldo(Gf) =1- 5

(3.25)

Demonstragao. Seja 6 como no Lema [3.12] Pela Definicao a expressdo ([3.25) sera

obtida se mostrarmos
01 + 27 — ¢(6h + 27) = (N — N_)7. (3.26)
A variacao da funcao ¢, por um lado, é dada por

91 -+ 2m — ¢(91 + 27?)
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Por outro lado, pelo Lema [3.12] essa variacao é dada por

((N+ - N—)%) 2,

uma vez que as raizes sao determinadas no intervalo [0,7). Isso conclui a prova do

teorema. O
O principal teorema deste trabalho é o seguinte.

Teorema 3.3. Para qualquer inteiro k > 3, seja I(k) um conjunto de mimeros reais

definido por
1,0,...,1—k/2}, sek € par,
I(k) = { /2} p
{1/2,-1/2,...,1—k/2}, sek é impar.

Considere f um polindomio homogéneo de grau k > 3 representado como no Teorema[3.1]

Entao, ind,(Gy) € 1(k).

Demonstracao. Observe que, pela Proposicao , se D(z,y) =0, entdo ind,(Gy) =1 €
I(k), com k par. Logo, é suficiente considerar o caso em que D(z,y) # 0.

Se k é par, entao pelo Lema N, — N_ é um numero inteiro par nao negativo, ou
seja, N — N_ € {0,2,4,6,...}. Logo, pelo Teorema [3.2]

N, —N_ k
mdo(Gf):1—+Te {1,0,—1,—2,...,1—5}.

Se k é impar, entao o Lema garante que N, — N_ € {1,3,5,7,...}. Logo,

) N, —N_ 1 1 3 5 k
1ndO(Gf):1—+T {5,—5,—5,—5,...,1—5}.
Portanto,
N, —N_
ind,(Gy) =1 — +T e I(k).

3.4 O fator 2% + ¢
Seja f um polindmio homogéneo de grau k > 2. Considere

fO(z,y) = (@ + ) f(z,y),
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onde [ é um inteiro positivo. Note que
grau(f) = grau((z® + v*)") + grau(f) = k + 2L.

Logo, segue da equagao (3.3), que
DO (x, y) = (k421 —1) <grad(f(l)), - > ) (3.27)

Lema 3.13. A sequinte expressio € verdadeira.

E+20—-1

Dz, y) = ——

(z* + y*)'D(z,y).

Demonstracio. Vamos calcular as derivadas parciais de U (z,y).

o f z, _
o0 = % = 2zl(2® + y*) " f(z,y) + pla® + ) =

= (2> + )" 22l f(z,y) + p(=* + )],

q(l) _ af(l)<5’3'>?/)
0
Y

= (@ + )" 20l f (2, y) + q(«® + )] .

=2yl(2® + )" f2,y) + q(2® + y°) =

Logo,

T

<grad(f(”)» - > = (@ + )" [—py(@® + yP) + qu(a® + y7)] =

= (2* + ") [-py + qz] = (2® + ¢*)' <grad(f)7 I > :

T

e pela equagao (3.27)), segue que

DO(z,y) = (k+ 20 = 1)(2* + ¢*)' <grad(f)7 o > = %@32 +9%)' D(x,y).

]

Lema 3.14. Suponha que D(x,y) # 0. Considere N, Ny, N_, Ny, N, N¢ os inteiros
determinados por f como na Segdo e N(I), Ny(l), N_(1), No(l), NE(1), NE(I) os

inteiros similarmente determinados por fU. Entdo, valem as sequintes afirmacdes.
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(1) N=N1)=N2)=---;
(2) N¢ =NE(1) = N9(2) = ---;
(3) N®=NC1)=N°2)=---;

(4) No = No(1) = No(2) = - --.

Demonstracao. As classes de equivaléncia N, Ny, N_, Ny, Nf, N¢ sao definidas sobre o

conjunto das raizes de d, isto é, no conjunto dos pontos criticos de f. Por outro lado,

Cz(l)(e) = DW(cos 0, send) = %((COS 0)* 4 (sen 0)?)'D(cos 0, sen 0) =
C(k+20-1) o[ —senf \\ df
= W(k—l) <grad(f), st > = (k;+2l—1)@(9).
Logo, -
0 gy — df gy =
dD(0) =0 <= de(&)_o.

Portanto, as classes de equivaléncia N (1), N4 (1), N_(1), No(1), NC(1), N°(I) também sao
definidas no conjunto dos pontos criticos de f, o que mostra a veracidade das afirmacoes.

]

Teorema 3.4. Para k >3 el € I(k) arbitrdrios, existe um polindmio homogéneo fi; de

grau k tal que

1. fry € representado como no Teorema (3.1}
2. indO(Gfk_’J =1.

Demonstragao. Se k é par e [ = 1, entdo pela Proposi¢ao [3.1], basta tomarmos

fra(z,y) = (2% + Y2

e o terema seré satisfeito.
Suponhamos que k£ > 3 é um inteiro arbitrario e que [ € I(k), | # 1. Sejam (ay, 5;)(i =
1,...,2(1 —=1)) vetores ndo nulos tais que o;3; — o;3; # 0 para ¢ # j. Considere

2(1-1)

f(z,y) = H (awz + Biy).

i=1
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Entao,
2(1-1)

f(0) = f(cosf,senf) = H (a; cos @ + B;sen).

i=1
Como f tem 2(1 — ) termos no produtério, segue que f tem exatamente 2(1 — I) zeros
simples. Sabemos que f é um polindmio trigonométrico homogéneo de grau 2(1 — 1),
logo (d/dA)(f(#)) também é um polinémio trigonométrico homogéneo de grau 2(1 — 1) e
também tem exatamente 2(1 — [) zeros simples. Portanto, temos 2(1 — [) pontos criticos

de f, ou seja, 2(1 — 1) raizes de d, e assim
N=N,=NY=2(1-1), N_=N“=N,=0.

Se tomarmos

2(1-1)

fk,l(flf,y) _ f(k/2+lfl)(x7y) _ (x2 + y2>(k/2+lfl) H (Oéﬂ} + ﬁiy)7
=1

entao
grau(fr;) = grau((z® +¢?)*2HD) L orau(f) =k +20—-2+2 -2l =k
e, pelo Lema [3.14] temos que
N(k/24+1-1)=N.(k/2+1-1)=NS(k/2+1—1)=2(1-1),

N_(k/2+1—1)= No(k/2+1—1)=Nk/2+1—-1)=0.

Portanto,
Ny(k/24+1—1)—N_(k/24+1-1 2(1 -1
(G ) — 1 N2 N2 20
. 92 2
o que conclui a demonstracao do teorema. O

Proposicao 3.4. Sejam f um polinémio homogéneo de grau k > 3 representado como no

Teorema (3.1 e Gy o grdfico de f. Entdo

indo(Gf) < indo(Gf(1)) < indo(Gf<2)) <...< indo(Gf(l)).
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Demonstragao. Pelo Teorema [3.2] temos

N (1) = N_(1)
2

indo(Gf(l)) =1-
e do Lema [3.14] segue que N¢ = NY(I) e NY = N¢(I). Entao,
Ny +N_=NY+N=NO)+N°(1) =N, () + N_(I) =

= N, =N,()+N_(I)— N_.

Logo,
ind,(G ) — indy(G) = 1 — ) ;N(l) 1 % B
N =N N ()+N()
_ 2 _
_ NN =N =N =N+ N
2
_2N-()—2N-
_ : _
— N_(I)— N_.

Considere 0y uma raiz negativa de d. Entao, ¢ suficiente mostrar que 6, também é uma

raiz negativa de J(l)(é) = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor 6y = 0. Considere

flz,y) =Sk _ ama*my™. Temos que

d(6,¢) = 5cos®> ¢ + (t — 7)sen ¢ cos ¢ — sen® ¢ =

= 5(cos® ¢ —sen® ¢) + (t — 7) sen ¢ cos ¢ =
(t—7)
2

= §cos2¢ + sen 2¢.
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Logo,

d(0,¢) = 3(0) cos 2¢ + (o) ~10) sen 2¢ =

= (k—1)aj cos2¢ + (a2 — b(k _2 1)a0> sen 2¢,
ad
8_¢(0’ ¢) = —2(k — 1)ai sen2¢ + (2a; — k(k — 1)ag) cos 29,
g—j)(o, 0) = 245 — k(k — 1)ap.

Sabemos que fO(z,y) = (22 + y2)' f(z,y). Calculando as derivadas parciais de f©(z, y)

obtemos

P =201 (2 +42) 7 flay) + (@ + ) b,

¢V =2yl (« + o) f@,9) + (P +47) g,

PO =21 (22 + )7 ) + 42200 = 1) (22 + 92) 7 ) + dal (22 +4?) T
+ (22 + )

O = dayl(l = 1) (22 +47) fla,9) + 22l (22 +97) g+ 200 (22 +47)" pt
+ (a2 +12)' s,

10 =20 (2 +4%)' 7w, y) + 4210 = 1) (524 4) T Floy) + gl (0 +7) T g

+ (xQ + y2)l t.
Dessa forma,
r0(0) = rV(cos b, sen §) = 20f(0) + 4l(1 — 1) cos®() f(A) + 4l cos O p(A) + 7(8),

s0(0) = sV (cos B, sen§) = 41(1 — 1) cos § sen b f(0) + 2l cos 0 q(0) + 21 sen O p(6) + s(6),

t0(0) = tO(cos 6, sen §) = 21f(0) + 41(1 — 1) sen®(0) f(0) + 4l sen 0 q(0) + t(6).
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Temos que

(t9(0) - r 0 (9))
2

() ()
2

r(0) = 2lag + 41(1 — 1)ag + 4lkao + k(k — 1)ag = ag (20 + 41> — 4l + 4k + k* — k) =

dD(6, ¢) = s (6) cos 2¢ + sen 2¢,

s0(0) cos 2¢ +

=
g
VO
-
N—
I

sen 2¢,

= ao(k + 20)(k + 21 — 1),
sV(0) = 2la; + (k — 1)ay,

t0(0) = 2lag + 2as.

Portanto,
d9(0,¢) = (k+ 21 — 1)ay cos 2¢ + (a2 + lag — aolk + 2l)(2k 2 1>> sen 2¢,
od®
8_¢(0’ ¢) = —2(k+ 2l — 1)a; sen2¢ + (2(az + lag) — (k + 21)(k + 21 — 1)ayp) cos 2¢,
od®

a_¢(0’ 0) = 2(ag +lag) — (k +20)(k + 21 — 1)a =

= 2(&2 —+ ZCL()) — (4[2 — 2l + 4lk’ + k’2 — ]{?)ao =
= 2ay + 2lag — (k* — k)ag — (41* — 21 + 4lk)ag =

= 2@2 — k(k — 1)CL0 — (4[2 — 4l + 4lk)a0 =

ad
- a_¢(0’0) — dlag(k+1—1). (3.28)

Como o sinal de 6y = 0 é negativo, segue da Proposicao que o sinal critico de 6y = 0
é negativo. Pela Defini¢ao se 0y = 0 tem sinal critico negativo, entao

e f(0) =ag < 0e f(0) & um maximo relativo, implicando em

d~o
d@ro

d(0) <0 ou;

° f(O) =ag>0e f(O) ¢ um minimo relativo, implicando em

dro .
o d(0) > 0.
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Logo, em ambos 0s casos, temos que

dro .
1 Quod(o) >0
Agora, pelo Lema [3.7] temos
dro[d] dro|d]
LAY I 7l U R a0y (0) ~
d@mo oo DR a9 54(0,0) + agR?-292(0,0)
¢
(6,¢)=(0,0)
od 0 ap&oldl (o
:>CL08¢(O ,0) 4 agR*~ 287;(0 0) = 0 ggro (0)
;;;0 (‘9 - ¢)
0=0
Pelo Lema Vemos que
on
—(0,0)=0
a¢< ? )
e como o sinal de 6y = 0 é negativo, entao
d~o
G (60— 9) . < 0.
Portanto,
od
aoa—¢(0, 0) <0.
Multiplicando ambos os membros da equagao (3.28)) por ag obtemos
od® ad
——(0,0) = ag=(0,0) — 4lap®(k +1 — 1). 3.29
Como k > 3 e [ sao inteiros positivos entdao 4lag?(k + 1 — 1) > 0 e, portanto,
8d(l
5’<Z5 —(0,0) < 0.
Utilizando o Lema novamente, temos
ko [d)
ol wE
d@ro o Oag;> (0,0) + ag R~ 28n (0, 0)

Como o sinal critico de 6y = 0 ¢é negativo, entao

dro [d(l)]
0 gm0

(0)>0
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e, pelo Lema 3.3

on®
Portanto,
dMo
d@ro (0 - ¢) < 07

0=

l

0
ou seja, fy = 0 também é uma raiz negativa de d® () = 0, concluindo a demonstracio. [J

Note que, de acordo com a Proposicao existe um elemento iy € I(k) e um nimero
lp € N tal que para todo [ > [,
indo(Gf(z)) == if.

Proposicao 3.5. Sejam fU um polindmio homogéneo de grau k > 3 representado como

no Teorema e Gy o grdfico de fO. Entdo

N¢ — N¢
indo(Gf(z)) = if =1- %

Demonstracao. Considere 6y uma raiz negativa de d e, portanto, com sinal critico nega-
tivo. Entao é suficiente mostrar que existe [ € N tal que para todo I > [y, 6y é uma

raiz negativa de J(l)(ﬁ) = 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 6, = 0. Da

equagao ([3.29) temos

ad® od
——(0,0) = ag=(0,0) — 4lap*(k +1—1) < 0.
55 (0.0) = a0 (0.0) = dlag?(k +1 - 1)
Logo, existe um numero inteiro ly € N tal que para todo [ > [,
adD
—(0,0) < 0.
Como o sinal critico de 6, = 0 é negativo, entao
dro [CZ(Z)]
Qo q9m0 (0) > 0.
Assim, pelo Lema
o duo[f(l)} 0
0-0)| = %0_aom_(0) <o

dfro ap 242 (0,0) + ag R*-2222(0, 0)

0=0

Portanto, 6, = 0 é uma raiz negativa de d(#) = 0. O



Capitulo 4

Exemplos

Neste capitulo, faremos alguns exemplos de polindmios homogéneos fj; de grau k > 3
tais que ind,(GYy, ,) € I(k). O Teorema 3.4 nos diz que para arbitrarios k > 3 e [ € I(k),
existe um polinomio homogéneo fi; tal que indo(Gy, ;) = I.

O polinémio homogéneo f;; ¢ dado por

2(1-1)

fk,l($,y> _ f(k/2+l_1)($,y) _ (xQ + y2)(k/2+l—1) H (OéiZE + Bzy)
=1

e o conjunto I(k) é definido por

{1,0,...,1—k/2}, sek é par,
{1/2,-1/2,...,1—k/2}, se k & impar.

Sendo assim, vamos escolher alguns valores [ no conjunto I(k), encontrar o polinémio
homogéneo f;; com o menor grau k possivel e esbo¢ar as linhas de curvatura proximas a

origem, projetadas no plano xy.

4.1 Polindmio homogéneo de grau 3
Para k = 3, temos que [(3) = {1/2,—-1/2}.

Exemplo 4.1. k=3 el =1/2.
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O polinémio homogéneo € dado por

2(1-1)
3,1 3,1
Faploy) = fET2 (e y) = (@ + 7)Y T (aur + Biy) =

i=1
= (2 + y*)(aaz + bry).
FEscolhendo o vetor (aq, f1) = (1,0), temos

fs1(@,y) = (2° + %)z

As linhas de curvatura do grdfico de f37%, projetadas no plano xy, sao mostradas na Figura

41|

Figura 4.1: Linhas de curvatura do grafico de fgé.

Podemos verificar que indo(Gf3 )= % De fato,
’2

=2(1-1) =0
No(k/2+1—1)=N_(k/2+1—1) 2(1—1
’ 2 2
e, portanto,
) N,(1)— N_(1) 1 1
dO — 1 —_— = 1 —_— = —
indy (G, ) 2 2 2
Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson
=0 =1
# #h 1 1
e _
1 o — 1 _— = 1 —_—_— = -,
ind (Gf&%) + 5 5= 3

Podemos perceber que as linhas de curvatura numa vizinhanga de (0,0) se comportam

como no caso de um ponto umbilico Darbouxiano D;.
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Exemplo 4.2. k=3 el =—1/2.

O polinémio homogéneo € dado por

Escolhendo os vetores (ay,81) = (1,0), (a2, f2) = (1,1) e (as,83) = (0,1), dois a dois

linearmente independentes, temos

fs—1(z,y) = zy(e +y).

As linhas de curvatura do grdfico de f37_%, projetadas no plano xy, sao mostradas na

Figura[{.2

Figura 4.2: Linhas de curvatura do grafico de f3’7%.

Temos que
) N,(0) — N_(0) 3 1
d, =1- =1—=-=—-.
ind, (G, ) 2 2~ 72
Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson
=0 =3
# #h 3 1
6 —_—
ind, (G =14+——=1—=-=—.
indo(Gr, _y) =147 2~ 2

As linhas de curvatura numa vizinhanca de (0,0) se comportam como no caso de um

ponto umbilico Darbouxiano Ds.
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4.2 Polinédmio homogéneo de grau 4
Para k = 4, temos que 1(4) = {1,0,—1}.

Exemplo 4.3. k=4el=1.

Pela Proposig¢ao podemos escolher o polindémio homogéneo da forma

Fra(,y) = A + %), A£0.
Logo,
faa(z,y) = (2° + )%

As linhas de curvatura do grdfico de fa1, projetadas no plano xy, sao mostradas na Figura

V)

Figura 4.3: Linhas de curvatura do grafico de fy .

Temos que
N, (2)— N_(2
ind,(Gy,,) =1- +()2 @ 49

Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson

=0 =0

#e — #h

6 —_—
indo(Gy,,) =1+ 5 =1

Exemplo 4.4. k=4 ¢l =0.
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O polinémio homogéneo € dado por

2(1-0)
4.40— 4.,0—
faola,y) = fEHO D (@, y) = (@ + )0 ] (i + Biy) =

=1

—w

= (2" + ) | [(quz + Biy).

=1

o
Il

FEscolhendo os vetores (aq, f1) = (1,0), (ag, B2) = (0,1), dois a dois linearmente indepen-
dentes, temos

fro(z,y) = zy(=® + 7).
As linhas de curvatura do grdfico de fi, projetadas no plano xy, sao mostradas na Figura

4. 4.

Figura 4.4: Linhas de curvatura do grafico de fy .

Temos que
N, (1) = N_(1
ind,(Gy,,) =1 - +(1) 5 W42y

Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson

=0 =2

#e — #h 2

6 —
indo(Gy,,) =1+ —s = 1— 3= 0.

Exemplo 4.5. k=4 ¢l = —1.
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O polinémio homogéneo € dado por

2(1+1)

fra(zy) = fo7 D (a,y) = (@ + )Y H (uz + Biy) =

=1
4
HOMH—B@

Escolhendo os vetores (aq, 1) = (1,0), (a2,02) = (1,1), (as,B83) = (0,1), (a4, Bs) =

(—1,1), dois a dois linearmente independentes, temos

Ja—1(z,y) = zy(e +y)(y — ).

As linhas de curvatura do grdfico de fi_1, projetadas no plano xy, sao mostradas na

Figura[{.3

Figura 4.5: Linhas de curvatura do grafico de fy ;.

Temos que
N - N_ 4
ind,(Gy, ) =1-— +(0) © _,_4__,
’ 2 2
Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson
=0 =4
# #h 4
indO(Gf4,—1) =1+ GT =1- 5 =1

4.3 Polindmio homogéneo de grau 5

Para k = 5, temos que I(5) = {1/2,—-1/2,-3/2}.
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Exemplo 4.6. k=5 el = —3/2.
O polinémio homogéneo € dado por
(1+3)
Foos(@y) = fE2 V(@y) = (@ + 92527 ] (cuw + By) =
i=1

5
= [[(cuz + Buy).
=1

FEscolhendo os vetores (aq, 1) = (1,0), (ag,f2) = (1,1), (as,fs) = (0,1), (a4, fs) =

(—=1,1), (a5, B5) = (—1,1/2), dois a dois linearmente independentes, temos

fos(@y) =wyle+y)y—2) (5 —2).

As linhas de curvatura do grdfico de f5’7%, projetadas no plano xy, sao mostradas na

Figura[{.6

Figura 4.6: Linhas de curvatura do grafico de f5’7%.

Temos que
) N,(0) — N_(0) 5 3
d, =1- =1—-=-=—-.
mn (Gfg)7 é) 2 2 2
Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson
=0 =5
# #h 5 3
e —
ind, =1 =1—-=-=—-.
indo(Gr,_g) =1+ "3 2779

4.4 Polindmio homogéneo de grau 6

Para k = 6, temos que 1(6) = {1,0,—1, —2}.
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Exemplo 4.7. k=6 el = —2.
O polinémio homogéneo € dado por

2(1+2)
6_o_ 6_o_
foa(a,y) = F272 (@) = (@ + )20 ] (i + Biy) =

=1

6
= [[(ciz + Biw).
=1

Escolhendo os vetores (a1, 1) = (1,0), (a2, B2) = (1,1), (as,B3) = (0,1), (ou,Bs) =
(—1,1), (as,85) = (—1,1/2), (s, Bs) = (1,1/2), dois a dois linearmente independentes,

temos

foa(a.y) =ay@+y)ly—2) (5 —x) (v +3).

As linhas de curvatura do grdfico de fs_2, projetadas no plano xy, sao mostradas na

Figura[{.7}.

Figura 4.7: Linhas de curvatura do grafico de fg .

Temos que
N, (0)—N_(0 6
ind,(Gy, ,)=1— +(0) 5 ©_,_ 5= 2

Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixson

=0 =6
e — #h _

iIldo(Gfﬁﬁz) =1 + 9
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4.5 Polindmio homogéneo de grau 7

Para k = 7, temos que [(7) = {1/2,—-1/2,-3/2,—5/2}.

Exemplo 4.8. k=7 el = —5/2.
O polinémio homogéneo é dado por

2(1+3)
T_5_ T_5_
fros(@y) = f27 2 (@) = (@@ + )02 ] (e + Biy) =
=1

Escolhendo os vetores (aq, 1) = (1,0), (ag,52) = (1,1), (as,03) = (0,1), (a4, Bs) =
(—1,1), (as,05) = (—1,1/2), (ag, Bs) = (1,1/2), (ar, B7) = (1/2,1), dois a dois linear-

mente independentes, temos

frog@y) =aye+y)ly—o) (5 -2) («+3) (5 +v)-

As linhas de curvatura do grdfico de f7’7g, projetadas no plano xy, sao mostradas na

Figura[{.8

Figura 4.8: Linhas de curvatura do grafico de f77_g.

Temos que
. N,(0) — N_(0) 7 D
o — 1 — = 1 —_— = ——,
ind, (G, ) 2 27 73
Ou equivalentemente, pela Formula de Bendixzson
=0 =7
# #h 7 5
6 —
indo(Gy,_g) =1+ "3 2~ 79



85

4.6 As direcoes principais e d
Considere o polinomio homogéneo
flz,y) = zy( +y) = 2%y + xy*

de grau k = 3. Vimos no Exemplo 4.2 que ind,(Gy) = —1/2. Temos que

f(6) = cos® O sen 6 + cos f sen® 0,

d -
@f(ﬁ) = cos® § + 2 cos? fsend — 2 cosfsen § — sen” 0,

d(0) = 2cos® § + 4 cos® O sen  — 4 cos O sen? § — 2sen® f.

Como | = —1/2 e d é um polinémio trigonométrico homogéneo, entdo d possui 2(1 — 1)
rafzes, ou seja, 3 zeros simples. Logo, N = 3. Considere a circunferéncia de raio R,
como na Convencgao mostrada na Figura [£.9] Pela Figura [4.9] vemos que as retas

0,5+

0+ B, 1T

03
Figura 4.9: Separatrizes umbilicas determinadas pelas raizes de d.

que passam pela origem e pelas raizes de d determinam o nimero de classes raiz N e as
separatrizes umbilicas, ou seja, as raizes 61, 65 e 03 de d determinam as direcOes principais
das linhas de curvatura de Gy. As dire¢oes ortogonais sao determinadas por 6, +m, 0+,

03 + 7™ que estao na mesma classe raiz de 6, 05, 03 respectivamente.



Conclusoes

Particularmente, pelo Teorema |3.3] vimos que para um polinémio homogéneo de grau
k > 3 representado como no Teorema ind,(Gy) < 1. Sendo assim, podemos conjec-
turar que para toda superficie regular S com um ponto umbilico isolado py, ind,, (S) < 1.
Isso é exatamente a Conjectura de Loewner. Em outras palavras, mostramos nesta dis-
sertacao que a Conjectura de Loewner é verdadeira para a classe das superficies que sao
graficos de funcgoes polinomiais homogéneas.

Vimos no Lema[3.6]que existe uma tnica funcao diferenciavel ¢(6) satisfazendo ¢(6y) =

¢o €
R*2d(6,0(0)) + R**n (6, ¢(0)) = 0,

para quaisquer # € R. Concluimos que se tomarmos

gb(&):@—ng, n=01,

entao a equacao acima ¢é satisfeita. Isso pode ser observado no Lema [3.12]
Nos exemplos do Capitulo [4, observamos que a Formula de Bendixson e a equacao
do indice de um ponto umbilico isolado determinado pelo Teorema possuem seme-

lhancas. Comparando as duas, vemos que #e¢ =0 e N_ = 0. Dessa forma, temos que

h N.
ind,(Gy) =1 — #7 e indy(Gp) =1~ "
Isso nos d& a impressao de que, geometricamente, N_ = #e e N, = #h. Assim, uma

sugestao para trabalhos futuros é verificar as igualdades destas expressoes.
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