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Resumo

Neste trabalho, investigamos dois modelos cosmolégicos de FLRW descritos por campos de ca-
libre acoplados a férmions. O primeiro caso a ser analisado foi o de um universo preenchido por
um campo eletrodinamico nao-linear, que leva em conta correcoes de eletrodinamica quantica
a 1 loop, acoplado a um campo fermionico. Através de uma andlise numérica, realizamos uma
variacao dos parametros que nos forneceu diversas solugoes para a evolucao do fator de escala
a(t). Encontramos somente solugdes nao-singulares, de forma que a variacdo dos parametros
nao influenciou significativamente no comportamento da funcao.

Na segunda parte do trabalho, estudamos um universo permeado por campos de Yang-Mills
acoplado a um campo fermionico. Novamente uma andlise numérica, combinada com uma
variacao de parametros nos retornou vérias solugoes para a(t), sendo vérias do tipo singular e
outras com uma configuracao praticamente constante do tipo nao-singular, as quais portanto,

nao tem sua forma consideravelmente modificadas pela variacao dos parametros.

Palavras—chave: Modelos de FLRW, Campo de calibre, Campo de Dirac.
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Abstract

In this work, we explore two FLWR cosmological models, describing by one gauge field in the
presence of fermions. Firstly, we present an universe permeated by a non-linear eletrodynamic,
that take into account quantic corrections for 1-loop, and fermionic fields. Through a numeric
analyses, we vary the value of the parameters, which gave us many solutions for the scale factor
a(t). Only non-singular solutions were find, then we conclude that the value of the parameter
didn’t have a significant infleunce on the behavior of the function.

The second part of the work is devoted to the study of a FLRW universe, filled by Yang-
Mills and Dirac fields. Over again, a numeric analyses where made, which combined with a
variation of parameter, return us a lot of solutions for a(t). All the solutions found where
singular or practically constant non-singular, and they don’t change their form substantally by

the variation of parameters.

Keywords: FLRW models, Gauge field, Dirac field.
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Introducao

A cosmologia é uma ciéncia que propoe a abordagem do cosmos de uma maneira integrada,
estudando a origem, estrutura e evolugao do Universo. Essa preocupagao com a origem do
universo é um problema que vem desde os primoérdios da humanidade, a qual elaborou varias
hipdteses para esse evento. Entretanto a cosmologia nos moldes atuais, baseada em dados
observacionais é uma ciéncia relativamente nova. A hipdtese atual de descricao do universo,
com grande embasamento observacional, é descrita pelo modelo cosmolégico padrao. O modelo
cosmolégico padrao descreve um universo homogéneo (para cada tempo césmico, nenhuma
posigao no espaco é diferente das demais) e isotrépico (suas caracteristicas sdo as mesmas
em qualquer diregdo) em grandes escalas, descrito como um universo de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker [11, 23, 31, 36]. Sendo ainda um universo em recente fase acelerada e com
secao espacial plana. Outra premissa em vigor atualmente é a do principio cosmolédgico, que
diz que as propriedades do universo sao as mesmas para todos os observadores, ou seja, nao
s6 suas caracteristicas sao as mesmas, mas os efeitos das leis fisicas nos fenomenos observaveis
também. Dentro deste cenario diversos modelos sao propostos de forma a tentar recriar as
condicoes iniciais do nosso universo, embasados pelos poucos “fosseis” restantes daquela época.

Através do estudo do fator a(t), o qual possui as informagoes da dindmica do universos,
pode-se analisar suas caracteristicas. Em especial nos momentos iniciais de sua formacao.
Uma possivel origem para o universo seria em um processo do tipo bouncing [27], o qual é
caracterizado por um inicio no qual o universo atinge um tamanho pequeno, porém finito,
contendo uma grande quantidade de energia porém finita. Outra possibilidade seria a de um
universo singular [35, 16], o qual apresenta um tamanho inicial do universo caracterizado por
uma singularidade, e consequentemente a uma energia infinita. A fim de decidir-se por uma ou
outra op¢ao, investiga-se, como a fator a(t) evolui em seu estado inicial. Outra caracteristica

importante é como o universo evolui ao longo do tempo, descrevendo uma expansao ou um



colapso. Sendo interessante as expansoes aceleradas primordiais [1], caracterizando uma in-
flacdo do universo a qual é sugerida por dados observacionais recentes [34, 19]. A qual pode
ser descrita até mesmo em universos com caracteristicas do tipo bouncing [9].

O comportamento singular de um universo de FLRW, composto por um campo de Maxwell,
¢ um resultado conhecido na literatura [17], e decorre diretamente da lei de consevagao de
energia. A fim de analisar este resultado utlizando campos semelhantes, diversos trabalhos
foram apresentados com esta mesma abordagem. Um exemplo é o trabalho de analise de um
universo de FRLW, permeado por um campo de eletrodinamica nao-linear [7], o qual apresentou
um comportamento do tipo bouncing para o inicio do universo. Nesta mesma linha, o estudo
de um universo de FRLW, formado por quark-gluons, descrito por um campo de Yang-Mills
8], apresentou um comportamento singular para um universo plano, sendo caracterizado por
um periodo inflacionario somente para um universo com curvatura espacial negativa. Ainda,
considerando a situagao anterior para um universo plano, acrescido de constante cosmologica
2], observou-se vérias regioes de estudos, apresentando singularidade ou nao, dependendo de
alguns parametros. Propomos entao, uma extensao destes trabalhos com a adicao de matéria
fermionica, caracterizada pelo campo de Dirac.

Neste trabalho analisamos, um modelo cosmolégico de FLRW, preenchido por um campo
de calibre acoplado a um campo fermionico, iniciando com um campo de Yang-Mills e passando
a um campo de eletrodinamica nao linear. Seguindo a tendéncia das observageos recentes [38],
consideraremos um universo de secao espacial plana. Ainda tomaremos o universo puramente
magnético, na presenca da constante cosmologica. Assim, definido o modelo cosmoldgico a
ser considerado, analisaremos o fator de escala a(t), de forma que esperamos descrever um
universo que apresente uma época de inflagdo, seguida por uma fase de expansao desacelerada
e finalmente por um estagio de aceleracao. Desta forma, se esta solucao for possivel, dados
observacionais atuais poderao ser explicados pelo modelo proposto em comparacao com o
modelo cosmolégico padrao ACDM.

O trabalho a seguir sera estruturado segundo os passos a serem descritos. Iniciamos
com uma, revisao bibliografica de introducao a cosmologia, no capitulo 1, onde deduzimos
as equacoes de Einstein e definimos o tensor momento-energia. Ainda, deduzimos a métrica
de Friedmann, e escrevemos as equagoes de Einstein em termos desta métrica. Seguimos, no

capitulo 2, com uma nova revisao bibliografica do campo de Dirac, onde definimos sua lagran-



geana, assim como sua hamiltoniana e outras quantidades relevantes, as quais expressamos
em termos de uma expansao em ondas planas. Por fim calculamos o tensor momento-energia
do campo de Dirac. Posteriormenete, no capitulo 3 novamente realizamos uma revisao bibli-
ografica na qual introduzimos os campos de calibre, onde iniciamos com os campos de Maxwell,
seguido pela eletrodinamica nao-linear e por fim introduzimos o campo nao-abeliano, definido
pelo campo de Yang-Mills. Calculamos, ainda, o tensor momento-energia dos campos de ele-
trodinamica nao-linear e de Yang-Mills. No capitulo 4, utilizamos os tensores momento-energia
calculados previamente, e definimos o tensor momento-energia da interagao entre os campos,
acrescido de um termo de interagao. Consideramos primeiro o acoplamento entre os campos
de Dirac e Yang-Mills para depois analisarmos os campos de Dirac e de eletrodinamica nao-
linear. Substituimos esses tensores nas equacoes de Einstein na métrica de Friedmann. Ainda
calculamos o termo de conservacao de energia, nos fornecendo equacoes que relacionam o fator
de escala do universo a(t) com termos dos campos. Finalmente, através de calculos numéricos,
um estudo do comportamento do fator de escala a(t) ao longo do tempo.

Em todo o trabalho consideraremos unidades naturais, onde tomamos G = h =c = 1.



Capitulo 1

Modelo cosmolégico de FLRW

Com o advento da teoria da relatividade geral de Einstein, o universo passou a ser descrito
como um espaco quadri-dimensional e dinamico, onde o tempo ¢é considerado como mais do
que um simples parametro, e a geometria euclidiana da lugar a geometria riemanniana. Tal
universo ¢ dependente da matéria que o permeia, apresentando uma geometria moldada de
acordo com as caracteristicas desse tipo de matéria. Esta interpretacao tem se mostrado capaz
de descrever o universo que observamos com suas caracteristicas fisicas. Neste capitulo iremos
fazer uma breve descricao de como se da essa relacao entre matéria e geometria, assim como
definir como a matéria é introduzida no modelo, em seguida, introduziremos o tipo de métrica

que caracteriza a chamada geometria de Robertson-Walker, a qual iremos considerar.

1.1 As equacoes de Einstein

Einstein uniu em sua teoria os conceitos (até entao desconexos) de espago e tempo por meio
da identificacao entre geometria e matéria. Desta forma, o universo deixou de ser descrito
por uma geometria euclidiana plana para ser descrito por uma geometria curva, representada
por uma variedade na geometria de Riemann. Segundo ele, o universo é descrito por uma
quantidade fisica que, na presenca de matéria, apresenta uma geometria curva, onde as leis
que descrevem a atuacao dessa matéria, assim como a forma como o universo se curva, sao as

denominadas equagoes de Einstein [10].

1
Rw/ - §g,ul/R = _T;uw (11)

onde tomamos k = 87G/c?, igual a um.
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O lado esquerdo da equacao contém a informagao acerca da geometria do universo, carac-

terizada pelo tensor de curvatura R}, [10],

R, =0, — 0, + Fzgrg‘w — rggrfw (1.2)

uvo

onde I'7, é a conexao (ou sfmbolo de Christoffel), definida por [10]

1
FZV = igaw(a,ug’yu + aug'yu - a’yg,uzx)~ (13)

A conexao, por sua vez é dependente da métrica g,,, a qual define como as distancias sao
calculadas no espago considerado e, de certa forma, define a geometria deste espago. O tensor

de curvatura apresenta as seguintes simetrias, [10]:
L. Ryry = —Rupiory
2. Ruoy = —Ruvyo
3. Ruvoy = Ryopu,

além de obedecer a identidade ciclica onde

Ry + RE

vory Yvo

+RE =0 (1.4)

oYV

e a identidade de Bianchi

R+ g, + R 0. (1.5)

woo
vy0;0 vloyy
Podemos ainda construir um novo tensor a partir do tensor de curvatura contraindo dois dos

seus indices, a saber, o chamado tensor de Ricci R, [10]

R, =R} (1.6)

wy

assim como o escalar de curvatura R = R}, = g"" R, .
O lado direito das equacoes de Einstein, por sua vez, apresenta o tensor momento-energia
s ) ) )
que caracteriza o conteido de matéria e energia existente no universo. O tensor momento-

energia pode ser decomposto de maneira geral como [28]
Ty = pvuvy — phyw + @0y + Qo + T

onde p é a densidade de energia total do fluido, p é a pressao isotfopica, ¢ é a propagacao de

calor e 7, ¢ a pressao nao isotrépica. Ainda hy,, = g, — v,V
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O observador escolhido para nossas consideracoes é do tipo tempo, o qual podemos norma-
lizé-lo como v*v”g,, = 1. Ainda, temos que, as quantidades ¢" e m,, obedecem as seguintes

relagoes [28]:
1. g* =0
2. muvt =0
3. Twg™ =0

4. m =Ty,

Em func¢ao da identidade de Bianchi definida anteriormente para o tensor de curvatura, Eq.(1.5),

decorre a seguinte identidade para o tensor momento-energia,

™ ., =0

)

indicando que a energia e 0 momento se conservam.

Uma outra abordagem para a deducao das equacgoes de Einstein ¢é através da dinamica ca-
racteristica do campo descrito pelas equacoes. Segue que, se considerarmos a acao de Einstein-
Hilbert[22] que descreve a parte geométrica, mais uma lagrangeana £ representando o campo
de matéria, teremos

S = /d4:c BR—F C] V=g (1.7)
Assim, de acordo com o principio da minima acao podemos deduzir as equacoes de Einstein?,
Eq.(1.1), de forma que o tensor momento-energia seja definido como a derivada funcional da

acao com relagao a métrica

2 4S
V=g 09"

Ainda, substituindo Eq.(1.7) na defini¢do de 7),,, podemos encontra-lo a partir da lagrangeana

Ty (1.8)

que representa o fluido que compoe o universo a ser representado, sendo dado como a derivada

da lagrangeana em relagao a métrica

_ 2 9(/—gL)
TW_\/__g S (1.9)

O tensor obtido, que depende do tipo de campo de matéria considerado, é naturalmente um

tensor simétrico em seus dois indices, sendo portanto compativel com as equagoes de Einstein.
Nos proximos capitulos utilizaremos dessa equagao para calcular o tensor momento-energia

associado aos campos de interesse.

Vide Apéndice A
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1.2 A métrica de Robertson-Walker

As equagoes de Einstein, Eq.(1.1) apresentadas na se¢ao anterior, sdo equacgoes diferenciais
parciais nao lineares acopladas, de forma que a matematica atual nao permite para a maioria
dos casos uma solucao fechada. Logo devemos introduzir algumas particularizagoes simplifi-
cadoras a fim de podermos resolvé-las mais facilmente. Tendo isso em mente, Schwarzschild
considerou uma distribuicao de matéria com simetria esférica, e obteve uma solucao para as

equacoes de Einstein (no vazio: T),, = 0), caracterizada pelo elemento de linha

—1
ds? = (1 _ 2G_M) Adt? — <1 — 2GM> dr? — r2(d92 + sen20d¢2).

c2r cr
Entretanto, esta nao ¢é a solugao mais apropriada a ser consideranda para os nossos propositos.
Note que se tomarmos r tendendo a infinito teremos uma solucao do tipo de Minkowski, de
forma que este tipo de solucao é denominada assintoticamente plana, levando a um universo
desprovido de matéria no infinito, o que nao ocorre de fato. Logo devemos considerar um outro
tipo de solugao.

Podemos considerar, por exemplo, o universo totalmente coberto de matéria, mas com a
simplificacdo de esta matéria estar distribuida de maneira homogénea e isotrépica (o que se
verifica experimentalmente, ao menos em larga escala), de maneira que iremos considerar a
solucao das equagoes de Einstein como sendo para um fluido homogéneo e isotrépico. Este

Ansatz nos remete a um elemento de linha do tipo [26]
ds® = Adt* — yda'da’ (1.10)

onde x;; depende somente de coordenadas espaciais. Neste caso, garantimos a homogeneidade,
uma vez que, para isto o, coeficiente de dt?> deve ser constante, qual iremos normalizar para
c2, uma vez que dt nao pode evoluir de maneira diferente depende do tempo ou espaco. Ainda
garantimos a isotropia espacial por nao incluir termos nao diagonais do tipo dtdr na métrica,
pois caso considerarmos termos do tipo fo,dtdz" no elemento de linha, entdao ao realizarmos
um deslocamento do tipo da#* e —dz*, eles irao contribuir de maneira oposta em ds? para um
curto espago de tempo, o que descaracteriza o principio de isotropia. O préximo passo agora
¢ definir como serd a forma funcional de x;;.

Vamos considerar um universo fechado, e para conservarmos todas as propriedades reque-

ridas vamos tomar o universo com a forma de esfera. Assim, escrevendo a equacao de uma
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3-esfera inserido em um espacgo quadridimensional temos,
R =2+ + 22 + v,
O que nos permite escrever a parte espacial da métrica na 3-esfera é dada por

do® = dw®+dz® + dy* + dz2* (1.11)

d d dz)?
= (ij;g _yy—z Z_ 2)2 + da® + dy* + d2? (1.12)

a qual é isotrépica por nao indicar direc¢oes privilegiadas. Escrevendo em coordenadas esféricas,
tais que
x =rsinfcos ¢ y =rsinfsin¢o z=rcost
onde 0 <0 <7el<¢< 2w, teremos um elemento de linha do tipo 2
ds® = *dt* — _ + 72d6* + r? sin? 0d¢?. (1.13)
1—1r2/R?
Podemos fazer uma identificagdo com o elemento de linha proposto anteriormente, Eq.(1.10),
onde x11 = ﬁ’ Y22 = 1% € Y33 = r?sen?0 dependentes somente de componentes espaciais,
como haviamos discutido anteriormente. Agora, R pode ainda tender ao infinito, o que nos
levaria a um universo plano. A fim de deixar esses casos mais visiveis na equacao vamos

considerar um reescalonamento de r [25] na forma

/

r= \/TR_z (1.14)
nos retornando
ds* = *dt* — R? ( dr” + 7%(df? + sin® 0d¢2)> (1.15)
N 1 — er? ’ )

onde € assume valores iguais a: 1, para um universo esférico ou fechado, definino um espaco
de curvatura positiva; 0, para um universo plano, definindo um espaco de curvatura nula e -1,
para um universo hiperbdlico ou aberto, definindo um espago de curvatura negativa.

Esta descricao no entanto nos remete a um universo estatico, o que nao condiz com os
resultados observacionais atuais, mas que para Einstein na época parecia ser o tnico tipo de

solucao possivel para suas equagoes.

2Vide Apéndice A.
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Esta hipotese foi rebatida quando De Sitter publicou uma solugao das equacoes de Einstein
descrevendo um universo dinamico, mas sem a presenca de matéria. Sabemos entao que o
universo deve apresentar um comportamento semelhante, entretanto nao podemos considerar
a hipdtese de de Sitter em funcao de sua auséncia de matéria. Esse problema foi discutido
pelo fil6sofo e cientista Ernest Mach [26], o qual argumentou que para ser possivel analisar o
movimento de entes fisicos devemos ter um fundo composto por matéria de forma a termos
um parametro de medida, caso contario nao haveria sentido em falarmos de movimento.

A hipétese de universo de Einstein estd em acordo com o principio de Mach. Devemos
entao encontrar uma descricao de um universo que obedeca o principio cosmoldgico e que ao
mesmo tempo apresente uma expansao, em concordancia com o principio de Mach. Entretanto,
o processo de expansao nao pode ocorrer de maneira aleatoria, uma vez que as observagoes
sugerem que os objetos cosmicos estao se afastando entre si de maneira ordenada, sem que
haja encontro das linhas espaciais ao longo do tempo. Esse tipo de descrigao foi apresentada
pelo matematico Hermann Weyl, e é denominado principio de Weyl.

A descricao de um universo que obedece ao principio cosmoldgico e ao principio de Weyl é
dada por [26]

dr'?

1 —er?

ds® = dt* — R(t)? ( + r?(d6? + sin® 0d¢2)) : (1.16)

de forma que a constante R depende do tempo césmico. Agora, fazendo uma nova substituicao

para 7, a saber

r
= 1+er2/4 (1.17)
e denominando R(t) = a(t) temos
2
ds? = dt? — — D (02 20407 1 sin® 0d?)). (1.18)

que é denominada a métrica de Robertson-Walker.

1.3 O modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Dado o elemento de linha de Robertson-Walker em coordenadas esféricas, Eq.(1.18), vamos
considerar uma secao espacial plana, ou seja tomaremos ¢ = 0. Assim escrevendo em coorde-

nadas cartesianas, teremos

ds® = dt* — a(t)*(da® + dy® + dz?) (1.19)
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Sabemos ainda que o elemento de linha obedece a relacao
ds® = g, dxtdz” (1.20)

Desta forma, comparando Eq.(1.19) com Eq.(1.20) temos a métrica dada por

goo =1 g1 = ga = gaz = —a’(t), (1.21)
ou ainda
1
00 11 22 33
_ 2B 1.22
g g =g"=y 20 (1.22)

De posse destas quantidades, podemos calcular as componentes da conexao®, Eq.(1.3), a qual

possui os seguintes termos nao nulos:

F(l)l = Fg2 = Pg:s = a(t)a(t) (1.23)
a(t)
F(ln = Fio - F32 = Fgo - Pg?) - Fgo - @ (1'24)

Nos permitindo calcular o tensor de Ricci, cujos tinicos termos nao nulos sao

Ry = 51) (1.25)

a(t)
Ri1 = Ryy = Raz = —i(t)a(t) — 2a*(t) (1.26)
Finalmente o escalar de curvatura sera dado por

R = RY=Rug" = Roog” + Rug' + Ryzg® + Rssg™

- 3ﬂ + <—a2?zt)> (—a(t)a(t) — 2a*(t))

a(t)
6a(t)  6a%(t)
ORI (1.27)

Substituindo Eq.(1.25), Eq.(1.26) e Eq.(1.27) nas equagoes de Einstein, Eq.(1.1), teremos as

seguintes relagoes

a’(t)
3a2(t) - T()O (128)
2a(t)a(t) + a*(t) = =Ty (1.29)

(note que T11 = T22 = ng).
Nos préximos capitulos iremos descrever o tipo de matéria que ira compor o tensor momento-

energia para o modelo a se considerar.

3Vide Apéndice A



Capitulo 2
Campo de spin 1/2

Particulas de spin semi-inteiro, em particular os quarks de spin 1/2, sdo descritas por
um campo spinorial denominado campo de Dirac. No capitulo que segue vamos fazer uma
introducao ao campo de Dirac a partir da descricao da contrucao da lagrangeana de Dirac,
assim como a sua hamiltoniana e fungao de onda, os quais ainda apresentaremos na forma de

expansao em ondas planas.

2.1 Campo de Dirac

O campo de Dirac é um campo spinorial que descreve particulas fermionicas. Sua construcao
originou-se na procura por uma equagao de Schrodinger covariante relativistica. A equagao de
Klein-Gordon foi a primeira a ser obtida com estas caracteristicas, entretanto pelo fato de ser
uma equagao de segunda ordem no tempo, ela pode fornecer uma densidade de probabilidade
negativa, o que nao tem significado fisico. Desta forma Dirac propés uma equagao de onda

linear como solucao

zg—lf = E (@’“%) + Bm] = Hpy. (2.1)
onde ¥ é uma funcao de onda, definida no espago das fungoes quadradado-integraveis, &; e B
sao os coeficientes propostos para esta fungao de onda e H ¢ ¢ a hamiltoniana do campo livre.

Agora para que a Eq.(2.1) seja realmente reconhecida como uma descri¢ao de uma quanti-
dade quantica relativistica ela deve obedecer algumas condigdes: (i) deve apresentar a relagao

correta entre momento-energia para uma particula livre relativistica £? = p*+m?, (ii) a densi-

dade de probabilidade deve obedecer a equagao de continuidade,(iii) deve ainda ser invariante

12
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de Lorentz.
A relagao apresentada pela condigao (i) é caracterizada pela equacao de Klein-Gordon, de

forma que 1 deve satisfazeé-la, tal que

(D+WW=0=>Q£;—W+mﬂ¢=Q
segue que )
R (2:2)
Entretanto se tomarmos 2 vezes a derivada temporal de Eq.(2.1) e a considerarmos recursiva-
mente teremos ,
—%—;f = (%) Hp. (2.3)

Logo, substituindo a Eq.(2.1) na Eq.(2.3)

0? 1/ 4,0 .,0 30 .
_8_;20 {; (al Ozt +é 0x? +& 8x3> i Bm} R

o2 o2 o2 02 o
_ o ~1\2 ~1 A2 ~123 ~241 ~A2\2
- { <(O‘ VoG T g 01073 arzot T @) grmt
o2 o2 o2 o2
.9 A3 A3 a1 ~372 ~31\2
T g T gt TV g (@) 8(:103)2) i
mB (., 0 0 0

ou escrevendo de uma forma mais compacta temos

0% N AE A O mis s O s
_W__Z 2 axi8x7+7;<aﬁ+ﬂa) m'+/3mw (2.4)

3,j=1

Agora, comparando Eq.(2.2) com Eq.(2.4) encontramos as relagoes

Gd + et = 2091, (2.5)
VB + et = 0, (2.6)
3?2 =1 (2.7)

Ainda, para i = j em Eq.(2.5) temos



2. Campo de spin 1/2 14

Note que, se &' e § forem nimeros chegaremos a um impasse, uma vez que numeros comutam

entre si, portanto

a'al = 0, (2.9)
ap = 0, (2.10)
B =1 (2.11)

0 que nos leva a uma inconsisténcia ao compararmos Eq(2.8) com Eq.(2.9). Devemos entao
considera-los como sendo matrizes, os quais consideraremos de dimensao N.

Segue que, sendo os coeficientes matrizes, entdo para mantermos a igualdade em Eq.(2.1)
devemos escrever a equacao de onda na forma matricial, como uma matriz coluna de dimensao

N

¢1<X7t)
b = %(f(’t) . (2.12)

2/1N<X, t)

Note que a Eq.(2.12) se assemelha & fungdo de onda de spin da equacao de Pauli, logo iremos
denominé-la spinor.

Podemos entao construir uma densidade de probabilidade positiva definida na forma

o
plw) = ¥ (@) () = Wivs ... vi) 1/’ = 2_vl@pi(a), (2.13)
Un

resolvendo assim o problema da densidade negativa ocorrido no campo de Klein-Gordon.

Considerando agora a condicao (ii) imposta anteriormente devemos nos certificar de que
a densidade de probabilidade seja uma quantidade conservada. Para isto vamos construir a
quadri-corrente densidade e a equacao da continuidade associada a esta quantidade. Assim,
multitiplicando Eq.(2.1) pela esquerda por 1! e subtraindo esta quantidade do conjugado
hermitiano da Eq.(2.1), multiplicado por ¢ a direita temos:

00 oyt 13<Tkw zM)
TS z;w Dk v
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Logo,
) 1~ 0
W) = 1 2 gva )
ou ainda,
dp B
P +V-j=

onde p é a densidade positiva definida, Eq.(2.13), e j é a densidade de corrente
jF=vlaty o j=ylay
onde introduzimos o vetor
d={a',6* 6*} = {~a, —ag, —as}.

Portanto uma vez que p é positivo definido e obedece a lei de conservacao, entao podemos
interpreta-lo como sendo uma densidade de probabilidade. Podemos ainda interpretar j como
a corrente de densidade de probabilidade, a qual sera escrita como um quadri-vetor do tipo
{p.i}-

Vamos entdo construir os vetores (ou matrizes) &' e B Note que as quantidades &' devem

ser hermitianas, pois para que a Hamiltoniana em 2.1 seja hermitiana devemos ter

]_ ~k a AN . _Ak'T a I
z(“ w)*ﬁm—‘< @ @)“ﬁ”'

Logo &' = a'f. Assim sendo, diagonaliza-las separadamente na forma

A0 ... 0
v 0 A, ... 0
A&t = o ' (2.14)
0 0 Al
Ainda, da relagao em Eq.(2.8)
10 0 A2 0 0
. 01 ... 0 0 A2 ... 0
(@yP=1 . = o .
00 ...1 0 0 ... A2

Logo (A%)? =1 = A’ = +1 e os autovetores de &° s6 assumem valores 1. Analogamente

concluimos que os autovalores de 3 também sao +1. Considerando agora a Eq.(2.6)

A . . . . ~ N

Bo' = —a'f = (6’ = —pa' = &' = —Ba'f
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Das propriedades do traco, onde trAAB = Atr BA temos
tra’ = t7’526/ = trﬁABAdi = trﬁdié = —trd’

logo trat = 0.

Sabemos que o traco de matriz diagonalizada é a soma dos valores da diagonal, que no
nosso caso assumem valores +1. Assim para que o trago seja nulo, o nimero de valores
da diagonal deve ser par para que se cancelem. Desta forma procuramos por uma matriz
quadrada de dimensao par. Considerando a dimensao N=2, teremos um problema, pois s6
existem trés matrizes deste tipo que obedecem a relagao de anticomutacao em Eq.(2.6), que
sao as matrizes de Pauli. Agora considerando N=4 encontramos as matrizes que obedecem as
relagoes necessarias, de forma que, por simplicidade, iremos considerar como sendo a dimensao
das matrizes procuradas, ignorando as matrizes de dimensao maior. Assim, as matrizes &'’s e

[ assumem a forma

onde 6 sao as matrizes hermitianas de Pauli, entao

0 0 01 O 0 0 —
4. | 0010 o [0 0 @ 0
a = o =
01 00 0 —2 0 0
1 000 1 0 0 O
0 0 1 O 10 0 O
3 0O 0 0 -1 R 01 0 0
a’ = b=
1 0 0 O 00 -1 0
0 -1 0 O 00 0 -1

Devemos entao nos certificar que a equacao de Dirac, Eq.(2.1) seja invariante de Lorentz.
Para isto ela deve ser invariante sob a transformacao de referenciais inerciais. Assim, vamos
mulitplica-la por B
5. 0 A k 9 22
iI—+ifla"=— ) —B'm =0 2.15
(Bigg+ 3 (a5 ) = #m) v (2.15)

ou ainda

0 0 0 0
(.0 1 2 3 B _
i (7 520 + Ers + 527 + pp ml) =0 (2.16)
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onde definimos as matrizes v como 7° = 3 e 4 = 3a’, ou na forma matricial
i __ 0 _
V= . v = (2.17)

Agora, uma vez que 32 =1 e de acordo com a relagdo em Eq.(2.5) teremos
VY A = 2¢M L (2.18)

Ainda, as matrizes v* sdao unitarias, ou seja (v*)~! = (7#)7. Quanto a sua hermiticidade elas
apresentam comportamentos diferente, sendo que 7° é hermitiana e 7’ é anti-hermitiana, tal

que

)= () = ()T =-()

) = 9" = (") =1

Pode ser mostrado [14] que todas as matrizes gamma satisfazendo as relagoes Eq.(2.35) e
Eq.(2.19) s@o iguais perante uma tranformacao unitaria, de forma que sendo U um operador

unitario temos

~

VE=Ulyro Ut =0 (2.19)

~ oy s . ~ ;. ~ /
agora, uma vez que transformagoes unitarias nao mudam a fisica, entao podemos tomar v #* =
~v*, o que confere a equacao de Dirac o cardter de invariante de Lorentz. Podemos entao

reconhecer a equacao de Dirac como um quantidade quantica relativistica.

2.2 Equacao de Dirac

A equagdo de Dirac na notagao relativistica covariante, para particulas massivas de spin 1/2
sao, de acordo com Eq.(2.16)
(iv*0, —ml)y = 0. (2.20)

A partir da equacao de Dirac podemos inferir uma densidade de Lagrangeana, como sendo uma
funcao bilinear composta dos campos v, 1) e Vi, assim como de seus conjugados hermitianos
Yt Yt e VT, Deve ainda se transformar como um escalar de Lorentz, e apresentar somente

derivadas de primeira ordem. O que nos leva a uma Lagrangeana do tipo [13]

L = (iy*9, — ml) (2.21)
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onde 1) é denominado spinor adjunto de 1 e é definido como 1 = 17°. Ainda considerando

que 7° = vy e 9; = V; podemos reescrevé-la como

L = 6o, +id -V — my)v
= YN0, — a-p—mpB)y.

Note que se tomarmos a variacao da agao com respeito a 1 teremos

§ [ Ld*x B oL oL
0 7 w00 -
o .-, 0 -,
= 8—&[1#(@7“@ —ml)y] — 8,‘8(8/1@ [w(Z’yA@,\ —ml)yY] =0

= ("0, —ml)y = 0.
Assim temos as equagoes de Dirac
i = (@ -p+mBy = Hy

Tomando a variacao com relagao a 1 teremos as equacoes de Dirac conjugadas.

Vamos agora calcular os momentos canonicamente conjugados como

L LD i i e —
Ty = o0 %[zwwﬂﬂ)a Vip —myp' 5]
=
oL 0 .. s .
Tyt = a—wza—w[szijZWa-V@/z—mwTﬁw].
= 0

Que fornece ao campo de Dirac dois graus de liberdade dados por 1 e 9.

A densidade de Hamiltoniana é encontrada a partir da Lagrangeana

H o= mph+ mt — £ =il — il — ipld - Vo + mytfy
= Yl (—id -V +mB)e.

Logo a Hamiltoniana é o valor esperado do operador de Dirac Hp = a - P+ mB , assim
H= /d?’xw(oi‘ p+mb). (2.22)

A partir do teorema de Noether [13] para quantidades conservadas podemos calcular o tensor
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momento-energia ¢, como

oL oL

ewj - Wa’/w + W&ﬂﬂ - 5MV£
(i 0y — mA)) A (i 0 — mA)) - - .
B ) 77 e

= Pivu0, — 5 bin” Dot + 8pmiip.
Temos entdo o tensor quadri-momentum
Po= [ Path, = [ Ea(in®0 — buiin®0ub -+ Somi)
onde a componente temporal é dada por
Py = / ot o = / >z (1iy°O0th — iy’ Opth + maba))
— [ EatGinan — 5irov — G0 + mi)
— [P p+mb)w)

a qual representa a energia e portanto é igual a Hamiltoniana. A componente espacial repre-

senta o vetor momento linear e é dada por
P = /d%eo o /d%(zﬁmoaiw — 80ihi” Dot + doimnae))
= /d%(iﬁﬂ%ﬁ)
- _/dgx(@“p@b)- (2.23)

Agora, da lei de transformacao dos spinores de Dirac sob transformacoes infinitesimais de

Lorentz tal que
!/ / Z v
V(@) = (@) = 0w P(z) (2.24)
onde

v Z v v
o =Sl (2.25)

Podemos encontrar uma relacao com as transformacoes de rotacao do campo que sao dadas
por [13]

8(0) = 60(2) + 500 (1) s (1), (2.26)
em que I* sao os geradores infinitesimais da transformacao de Lorentz. Assim comparando
(2.24) com (2.26) teremos

v i v
(I")as = =2 (7" )as,
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de forma que p,v = 0,...,3 sao indices de Lorentz e o, 8 = 1, ...,4 sao indices de Dirac, em

particular,
o — %(70,}/1‘ — in0) = 704 = i
o'l = €Ik,
onde
s_ 70" (2.27)
0 7
Agora, uma vez que o tensor momento angular generalizado é
M, = /dgx(@o,\xu — Op,x + a—L(IyA)rs¢s<x>>
9(8°¢r)
onde
M,y = Lyx + Spa
e
L= /dgiﬂ(@owu — Op, 1) (2.28)
S,n = /d%%]ﬂw (2.29)

Os vetores tri-dimensionais de momento angular orbital e de spin para o campo de Dirac sao,

de acordo com (2.28) (2.29)
L= —z'/d?’a:w(x x V) (2.30)

S = %/d?’w*zq/) (2.31)

Vamos agora analisar a invariancia da densidade de Lagrangeana por uma transformagao global

de fase, tal que ¥ — eX1) e YT — e7X9T assim
L= ipte e + ite Xa - V(eX) — myfe X Bipei (2.32)
= L (2.33)

nos fornecendo um vetor de corrente conservada j,(x,t) = eyy,1. Note que incluimos a carga
na definigao de j,, pois ela representa a densidade de corrente elétrica do campo de Dirac, o

que nos leva a uma quantidade conservada dada pela carga total

Q= /d3:vj0(x, t) = e/dgxww (2.34)
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2.3 Quantizacao do campo de Dirac

A fim de quantizar o campo de Dirac vamos subtituir os spinores 1(x,t) e ¥'(x,t) pelos
operadores do campo &(X,t) e wAT(X, t). Devemos agora decidir se utilizaremos as regras de
comutagao ou de anticomutacao. Uma vez que o campo de Dirac descreve um campo de

particulas de spin semi-inteiros, vamos utilizar a relagao de anticomutacao [13]
{(Da(x, 1), 01 5(x', 1)} = 8o50° (x — X) (2.35)
{Dax,1),da(x' )} = {1a(x,1),915(x, £)} = 0 (2.36)

O que nos permite calcular a equacao de movimento de Heinsenberg

~

b = —il(x,t), H]
_ / B [d(x, 1), 61 (¢, 8)(& - VDK, ) + imdt (x, £) B (', 1)]

Agora, considerando a identidade

Podemos escrever a variacao temporal do operador de campo @ZA)J como [13]

~

Fim{t (%, 1), 01, (<, )} 8P hs(x ) — imal, (%, 1) B {1 (x, 1), s (%', 1) })
. / B (G0 (X — X)(E - V)P hs(X 1) + im,ad(x — X) 3% 5(x, 1))
O:Z : )U Bl[’ﬂ (Xu t) - imBa Bqﬂﬁ(Xa t)

—(
= —(@- V4 imfB)ost’(x,1).

2.4 Expansao em base de ondas planas

Vamos considerar agora a expansao do campo de Dirac na base de ondas planas. Para tanto

seja 0 movimento de uma “particula” livre de Dirac como

Oy 4 2, -

im-=Hpp = (a-p+mpP)y, (2.37)
Considerando o ansatz dado por,

Y(x,t) = P(x)e ™, (2.38)

Galoct) = [ @al(ialoe 0, (NG TPl 8) = 1 (OG- T, 8) D)
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temos que de Eq.(2.37)
e (x) = Hyi(x). (2:39)

Por sua vez, 1 pode ser reescrito como um vetor coluna 2x1 contendo dois vetores coluna 2x1

que juntos formam um vetor coluna 4x1

P1(x)
U(x) = el B (2.40)
P3(x) x(x)
Ya(x)
(x) B 3(x)
p(x) =
(x) Ya(x)

Assim podemos escrever Eq.(2.39) na sua forma matricial a partir de Eq.(2.40) como:
1 0 ©®

€p =37 -px + my (2.41a)

Qpr O
o Qp

0 que nos leva ao sistema dado por:

~

EX =0 -pp —my. (2.41Db)

Agora, como a func¢ao de onda 1 obedece a equagao de Klein-Gordon, entao deve possuir uma

solucao como base de onda plana, onde estados com momento p sao definidos como:

X .
Sl I R P (2.42)
x(x) Xo
O que nos leva a um novo sistema dado por
€po = G - PXo + My (2.43a)
€Xo = G - Po — MXo (2.43b)
ou ainda
(e —m)lypy — G- pxo =0 (2.44a)

—& - pyo + (e +m)lyo = 0. (2.44D)
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Desta forma, para que o sistema formado por Eq.(2.44a)e Eq.(2.44b) tenha uma solu¢ao nao

trivial, de forma que o determinante da matriz de seus coeficientes deve ser igual a zero, logo

assim:

(e—m)(e+m)l —(

ap
)
XN
)
Il
o

(2.45)
Vamos agora considerar uma relagao das matrizes de Pauli dada por:
(@-A)d -B)=(A-B)l+ic- (A xB) (2.46)
podemos entao reescrever Eq.(2.45) como:
(€ —m?)1l—-p*L=0— & =m?+p?
O que nos retorna uma energia € = €,w, tal que
wr=m’+p° e € ==L (2.47)
para a qual assumiremos w, > 0.
Agora, retornando em Eq.(2.44b) temos
G- p
= 2.48
Xo= =0 (2.48)
onde podemos definir
Uy
po=U= (2.49)
Us

sendo U uma quantidade unitaria, ou seja:

UU =UU, + UsUy = 1.

Finalmente substituindo Eq.(2.48) e Eq.(2.49) em Eq.(2.42), que por sua vez é substituida

em Eq.(2.38), temos o conjunto completo das solu¢oes de uma particula livre das equagoes de
Dirac, com energias negativa e positiva dada por:

U
Vp.e, (x,t)=C 5 expli(p - X — Erwpt)]
o

(2.50)
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com fator de normalizacao C tal que

/ Pl e, =608 (p— P (2.51)
Logo!
2
CP(2m)? (1 + : ) Tt = b
(m + ew,)(m + €w,)

Esta expressao ¢ identicamente nula se €. # €., donde é proporcional a d,,» como desejado.

Porém o coeficiente de proporcionalidade depende de €,. Assim para €, = €. teremos

2
p
|C?(2m)? (1 + —) =1
(m + €wp)?
open? (2 ) =
m -+ €Wy

portanto, teremos um fator de normalizacao dependente de €,, de forma que o valor de C' sera

diferente para cada r, tal que

o - 1 (m+erwp)l/2_ 1 (erm+wp>l/2
T2m)32 0 26w, (27)3/2 2w, '

Vamos agora introduzir um novo nimero quantico denominado helicidade, definido como a

projecao do momento na dire¢ao do spin tal que

~

A== P _gP

"|p| p|’

N | —
M

onde ¥ ¢ dado por Eq.(2.27). Para um elétron propagando-se na dire¢ao positiva do eixo z

1 0 0 O
. . 1 0O -1 0 0
As = Oz = 3 5
210 0 1 0
0O 0 0 -1
com autovalores j:% e autovetores
U1 U_1 0 0
0o/’ 0o/ U, |’ U, |
onde
0
U, = . U=
0 1

Vide Apéndice B.
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Assim podemos classificar completamente a onda livre de Dirac se propagando na diregao z,

denominada 1, ., s,

1
0 . :
Up.ert1/2 = C giPermeript) (2.52a)
G2p 1
m+terwp O
0
1 . .
Uy, ep—172=C gl Pzz—erwpt) (2.52Db)
G.p
m-+erwp 1

Tal que,
2, Pz Pz — ipy
g - p =

Pz + Zpy —D:z

Podemos encontrar uma relacao de ortonormalizacao dada por

tﬁ%@mgwm&—%ﬁ%—%Wﬂ

Uma vez que nao devemos ter direcoes privilegiadas, devemos encontrar a mesma relagao para

as outras direcoes e podemos escrever a funcao de onda ¢ de uma forma mais compacta

W (@, 1) = 2m) 72, [, (p)e @t P = (2m) 732, [ Ly, (p)eier ) (2.53)
Wp Wp
onde de Eq.(2.52a) e Eq.(2.52b)

Wy, + €,m U,
wp) =\ "5 | s, (2.54)
mterwp T

de forma que o indice r enumera aqui as quatro solu¢oes. Para uma particula de spin +1/2,
temos as solugdes para r=1,2 com energia positiva £, = +w, = +/p>?+m? e € = +1,
para os valores de spin iguais a —1/2, temos as solugbes para r=3,4 com energia negativa
E,=—-w,= —\/m e e = —1. Sendo U, = U; parar=1,3 e U, = U_; para r=2,4. Assim

abrindo em componentes:

1
wy +m 0
wi(p) =4/ =5~ N : (2.55)
m—+wp
Px+ipy

m-+wp
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0
wp +m 1
wa(p) = 4/ o~ o | (2.56)
m-+wp
—DPz
m-+wp
1
w, —m 0
ws(p) =4/ =5~ e (2.57)
Pz+ipy
0
Wy —m 1
wi(p) === | (2.58)
—Pz
Naturalmente a funcao de onda satisfaz a equacao de Dirac
(iv"9, — m1)pS) (x,t) = 0, (2.59)
(ir"8, — m1)(2m) "2, [Taw, (p)e ) = .
Wp
Logo
(v"pu — eml)w,(p) = 0. (2.60)

Temos ainda que os spinores w,(p) devem obedecer? as relacoes de ortonormalizagao e fecha-

mento dadas por

09
wl,(p)wr(p) = Epérﬂ (2.61)
- t Wp
Zwm(p)ww(p) = Eéaﬁ (2.62)
r=1

Podemos entao escrever a relacao de normalizacao para a funcao de onda como?

/ ol (@) (2) = 8%(p — P

2Vide Apéndice B.
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Tendo definido a funcao de onda @ZJI()T), podemos escrever o campo zﬂ(x, t) como uma expansao

em ondas planas

dt) = Y [ @pap.r)if) (x.0 (2.63)

O R (2:64)

Com o conjugado hermitiano igual a

4
Gt = Y [ il o) (2.65)
r=1

Wp

4 AT(

O.1) [T
> [ b [l (2.66)
r=1

Devemos agora derivar as relacoes de anticomutacao para os operadores de criacao e ani-

quilagao, assim
4
[Eeinion = 3 [dvaw.r) [ anlixoe x
r=1

4
- Z/d?’p’d(p’,r’)ég(p—p’)&rr’
r=1

= a(p,7)

i(0.0) = [ i [ i@ (267)

Similarmente para o operador conjugado hermitiano

ou seja

il(p.r) = / B (x, ) (x, 1)

-/ JT\/?WX e (p) (2.68)

Podemos entdo encontrar a relacao de anticomutacio entre os operadores a(p,7) e a'(p’,7’),

considerando as relagoes de anticomutagao Eq.(2.35)
4 a(p' )Y = | Bada IO (x, )00 (x, ) {ta(x, 1), Uh(x, ¢
{CL (p,r),a(p x )} x $¢pa (Xu )¢p/ﬁ(x7 ){%(Xa )7¢,B<X7 )}
- /d%d%'@/}é@(x, t)z,bgg(x',t)éagcsg(x—x')

= / ol (x, el (x, 1)
= 53(p_p/)5r7"’ (2.69)
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Similarmente temos

(b, a0’ )} = [ et 0wl Ol 1) a0} =0 (270
ainda

{al(p,r).al(p'. 1)} = /d3$d3w/¢§,’2(x,t)wﬁ,’?g(X’,t){"eﬁl(x,t)ﬂ/?}(X’,t)}=0 (2.71)

Uma vez calculados os campos ¢ em termos das bases de onda plana, podemos reescrever a

Hamiltoniana Eq.(2.22) como
H= Z/d?’p’/d?’pdT(p,r)d(p’,r’)/d?’xwy’")(—i&'~V—i—ﬁm)wgl) (2.72)
Entretanto da relacao Eq.(2.59) podemos deduzir a relagao
(i"0, —mLYy) =0 —  (i7°9y +i'0; — m1)y{) =0
(#7°7°00 +i7"7'0; — °m)p) =0 = (=id -V + Am)l) = ideh)

Entao

(—id.V + Bm)yl) = e,w,ih) (2.73)

Assim substituindo Eq.(2.73) em Eq.(2.72) temos

=3 / d’p' / d*palt(p, r)a(p’, 1) epwy / BrOps)

rr!

= > / & / d*pil (p, 7)a(p', 7)€y 6 (p — D)0y

4
= > [ il ol e,
r=1

Separando em frequéncias positivas e negativas temos

H= /d3p <Z wyl! (p, 7)a(p,7) — pr&T(p,T)d(p,r)> (2.74)

r=3

Agora se considerarmos o operador ntimero de particulas
iy = Al (p, 7)a(p, ) (2.75)

nesse momento encontramos um problema no tratamento da Hamiltoniana, uma vez que pode-

mos criar particulas com energia negativa indiscriminadamente de forma a termos uma energia



2. Campo de spin 1/2 29

total negativa com magnitude arbitrariamente grande. Assim, o espectro de Eq.(2.74) nao é
limitado inferiormente.

Com o intuito de resolver esse impasse, Dirac definiu o que chamamos de mar de Dirac, o
qual prediz a existéncia de antiparticulas fermionicas ocupando todos os estados com energia
menores que zero, desta forma podemos remover a contribuicao de energia negativa por uma
simples subtracao.

Devemos, entao, eliminar o infinito gerado pela divergéncia na parte de energia negativa,

subtraindo sua contribuicao que ¢ igual a

4
—/dewp (2.76)
r=3
Logo, subtraindo Eq.(2.76) de Eq.(2.74) teremos

H = H-E,

2
- /d?’p praT(p,r pr (p,r ) /dewp
r=1
2
— /d3p prcﬂ(p, r)a(p,r) + pr(l —a'(p,r)a(p, r)))
r=1 r=3
2 4
= /d3p prdf(p,r)&(p,r)+pr&(p,7“)&T(p,r)>
r=1 r=3
2 4
- /d3p prﬁpm%—prﬁp,T)
r=1 r=3

onde introduzimos o operador nimero de particulas np, como sendo o nimero de buracos,

ou seja, particulas com as mesmas caracterisitcas que o elétron, mas com carga contraria,

designadas como antiparticulas

ﬁpﬂ“ =1- dT(pa T’)d(p, T) - d(pa T)dT(pa 7”)

Desta forma, vamos interpretar o operador a(p,r) nao como operador de aniquilacdo de
particulas, decrementando a energia, mas como operador de criagao de antiparticulas, incre-
mentando com energia negativa. Temos entao um estado de vacuo caracterizado nao somente
particulas, mas também antiparticulas, onde a(p,r) é operador de aniquilacao para r =1,2 e

operador de criacao para r = 3, 4.

a(p,r)|0) =0 parar=1,2

a'(p,7)|0) =0 parar=3,4
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assim

fipr[0) =0
Al 0y =0

Na tentativa de evitarmos confusoes vamos definir uma nova nomenclatura para as funcoes de

onda w,(p) e para os operadores a(p,7) e a'(p,7)

wi(p) = u(p,+s)  b(p,+s) =a

( ) =a(p,1)
wy(p) = u(p,—s)  b(p,—s) = a(p,2)
ws(p) = v(p,+s)  d'(p,+s) = a(p,3)

( ) = a(p,4)

w4(p) = U(p> _5) dT p,—s)= a

Deixando invariantes as relagoes de anticomutagao:

{b(p,5),0' (P, )} = 65 _pbew  {d(p,s),d'(P',8)} = 0w (2.78a)
{b(p,s),b(p', &)} = {b'(p, ), b (P, ")} = {b(p, s),d"(p',s)} = 0 (2.78D)
{d(p,s),d(p,s)} = {d'(p,s),d'(p/,s)} = {V'(p,s),d(p',s')} = 0 (2.78¢)

{b(p.5),d(P', s} = {b(p, ). d' (P 5)} =0 (2.784)

Podemos entao reescrever a funcao de onda ), (x, ) em termos desses novos operadores u(p, )

e v(p, s) como
ol ) = (27 [ S (. ) 4 u(p, )

consequentemente podemos reescrever o operador

(1) Z/ 2 2/3\/> (b(p, s)u(p, s)e™ ™" + d'(p, s)v(p, 5)e™").

Agora, visando facilitar os calculos vamos escrever explicitamente os spinores u(p, s) como

p+ml
2m(w, +m)

u(p, s) = u(0, s) (2.79)

onde p = p,y". Similarmente podemos escrever v(p, s) como
—p+ml

2m(w, +m)

v(p,s) = v(0, s). (2.80)

As quais obedecem a equacao de Dirac na forma

(p —m)u(p,s) =0 e (p+m)v(p,s) =0
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Assim, vamos reescrever a Hamiltoniana como
B =1~ By = Y [ (0 5)b(p.) + 4 (p.5)i(p,)
de forma que podemos entao interpretar os operadores previamente definidos como

ET(p, s) = criador de particula

A~

b(p, s) = aniquilador de particula

d'(p, s) = criador de antiparticula

A

d(p, s) = aniquilador de antiparticula

O que possibilita a construcao de um espago de Fock, tanto para particulas quanto para

antiparticulas, atuando os respectivos operadores de criagao no estado de vacuo definido como
b|0) =0 d|0) = 0.

Os quais obedecem ao principio de exclusao de Pauli.

Vamos agora discutir a viabilidade de considerarmos o tratamento do campo de Dirac uti-
lizando comutadores ao invés de anticomutadores, ou seja, quantizar o campo de Dirac usando
a estatistica de Bose-Einstein. Note que se utilizarmos a algebra de comutadores nao pode-
remos eliminar o sinal menos em FEq.2.74, uma vez que ao invés de subtrair uma energia Fj
deveriamos somar essa quantidade de energia a fim de definir o operador niimero de buracos.
Desta forma, a Hamiltoniana nao seria mais limitada inferiormente e poderiamos adicionar
antiparticulas arbitrariamente de forma a eliminar a Hamiltoniana com energia negativa in-
definidamente, o que nao é fisicamente vidvel. Portanto, a quantizacao do campo de Dirac

utilizando a estatistica de Bose-Einstein é inconsistente.

2.5 Tensor momento-energia

Até o presente momento consideramos o campo de Dirac somente no espaco tempo de Min-
kowski. Vamos agora tratar do campo de Dirac em espacos curvos, especificamente no espaco
de Friedmann. O tratamento dado para campos spinoriais como o campo Dirac em espagos

curvos é via formalismo de tetradas, ou vierbeins®, o que nos leva a reescrever a lagrangeana

3Vide Apéndice D
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em termos destas quantidades [3], tal que
1. - - _
L) = S0V " =V "V, ] — iy (281)

onde 7, sdo as matrizes gamma de Dirac no espago de Minkowski*. Podemos escrever v, =
vV, * de forma que, 7, sao as matrizes gamma de Dirac no espago curvo. Note que estamos
considerando a lagrangeana em sua fora simetrizada, a qual difere da forma usual utilizada em
Eq.(2.21) somente por um termo de derivada total, de forma a nao influenciar as equagoes de
movimento do campo em questao.

A derivada parcial da lagrangeana de Dirac no espago plano, Eq.(2.21), é promovida a uma

derivada covariante de gauge® V,, e apresenta um termo extra [3], sendo
Vb= 0u+il)y Vi =00 —wl, (2.82)

O termo extra representado por I',, ¢ denominada conexao de spin. Ele tem um papel analogo
aos campos de gauge A,, que aparecem no caso de teorias de gauge conforme estudado no
capitulo 3. Neste contexto, ele garante que a lagrangeana seja invariante sob transformacoes

de Lorentz locais (isto é, dependentes do ponto espaco temporal z,). Sendo determinado por

[18]
1
I, = Zvuavu b;yo-ab (283)

b

onde 0% sao os geradores do grupo de Lorentz, introduzidos na secao 2.2 e definidos por

Eq.(2.25), tal que
ab __ 3

a b
o 2[%7]

e V4., ¢ a derivada covariante da relatividade geral, apresentada como
g
Vi, =0,V +T0 V7,

Devemos agora, escolher uma vierbein representado o espago de Friedmann (existe uma

familia de possibilidades a serem escolhidas, associadas com a invariancia de Lorentz local),

4Note que essa lagrangeana difere da lagrangeana discutida ao longo do capitulo, por um termo simétrico,

o qual pode ser reduzido a uma derivada total, conservando as equagoes de movimento.
5Apesar do nome ndo devemos confundir com a derivada covariante da relatividade, a qual se origina em

funcao da curvatura do espaco (denotamos essa derivada como ., ).
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vamos optar pela vierbein dada por [18]

1 0 0 0

Vo 0 a(t) 0 0
o = (2.84)

0 0 alt) 0

0 0 0 a(t)
a qual apresenta uma conveniente forma diagonal. Essa forma da vierbein preservar as relagoes

usuais das vierbeins Eq.(D.3) e Eq.(D.4), tais que, sendo

1 0 0 0
0 —aflt 0 0
Vo ("
0 0 —a(t) 0
0 0 0 —af(t)
e
1 0 0 0
.
- 0 —a'(t) 0 0
0 0 —a'(t) 0
0 0 0 —a (1)
temos as relacoes
1 0 0 0
. 0 —a?(t) 0 0
Vu Vl/a - = Juv
0 0 —d’(t) 0
0 0 0 —a2(t)
e
1 0 0 0
0 —1 0 0
Vv av,ub - = MNab
0 0 —1 0
0 0 0 -1

Definida qual a vierbein que sera utilizada, podemos calcular a conexao de spin, de acordo com

Eq.(2.83), a qual iremos calcular em componentes, assim para a componente temporal,
1
FO = ZVNCLV“ b;()O'ab
1 , .
= 7V 000" + VigV" 100"

1
— Z(yo 0;00_00 + 3‘/11V1 1;00_11)
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de forma que

VO 00 =0V + 10,V g =TV’ o +T0.V" ¢ =0,

e
Vl 1,0 — (90‘/11 + F(l)OVO 1 -+ F(l)lvl 1 -+ FéQVQ 1 —+ 1—%3‘/3 1
o/ 1 +c’z(t) Ly a(t) _ al(t)
ot \U alt) a(t) \ a(t)) a2(t) a2t
= 0.
Segue que

I'o=0. (2.85)

Agora, para a componente espacial da conexao de spin, temos

1

Li = ViV b0
_ %(vo 020" 4 VO 1107 4 ViV 0% 4 Vi VI o)
onde
V0 0i=0Vl g +TOV o =TV o +THV7 ¢ =0,
VO =0 V0 j+ T V7 =Tg V0 + TR VY, =T VFE 5,
VIgi =0V +TL V7 g =TIV g+ T, V" =T,
€

VI i = Vi + TV, =TV, + T V* ), =0.
Portanto, temos que
L = (IRV* 0% + Viljo™)
L 1 1 a(t)\
= ——a(t 2 t — 00 4 — t N\ 0:
10t ( a2<t>) 7 (a(t)) i

_ %d(t)am (2.86)

AN

Sendo a componente dos geradores do grupo de Lorentz 0%, calculados a aprtir das matrizes
gamma de Dirac, tais que
i

2

o = 5[7077]2 (V*9" = 4%)
0 —o; 0 o 0 o;

_ _ =2 . (2.87)

—0; 0 g; 0 g; 0
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Definida a forma da vierbein do campo de Friedmann, podemos enfim calcular o tensor
momento-energia associado ao campo de Dirac em espacgos curvos. Assim, o tensor momento

energia é dado por [3]

1. - -
Tw = i1V = (V) md]
i _ _ _ _
= 5[%u¢7avu¢ + Vauw'yavuw - ‘/au(vuw)fyaw - %V(Vuw)'yaw]
Entretanto, podemos reescrever essa relagao de forma a reincorporar o termo de massa no

definicao do tensor momento energia. Assim, considerando a equacao de movimento de Driac,

Eq.(2.20), e tomando sua conjugada temos,

(i7" = m) = (9" (5 +iT,) 0 — ma)
= —iVI@N) — i T

Agora, procurando escrever em funcao 1 iremos multiplicar a equacao por +° pela esquerda,

assim considerando a rela¢ao de anticomutacao das matrizes gamma, Eq.(2.35), temos

—iVE@u") =W T —myp = —iVE(07) =T (7" + 29™) — mip

= (O — (O — T = 2l — md

= (0D — (OB’ — (0T — 2in = 2 —

= i(0y)" - 2(@'1/7)7" - %FN + %Wwi — 2i(00y)7" — ma
_ o a - . 6a- _ _

= (00"~ (@ — 50"+ iy = 260" — mi

_ 94 - _
= i)~ ~(O) = = —mid

ARRUMAR considerando a relagao para a derivada covariante I',, Eq.(2.82) e as relacoes para

as conexoes de spin, Eq.(2.85) e Eq.(2.85). onde nés utilizamos o resultado dado por

0 o 0 o -1 0
Yo = —2 ' ) =2 = 24" (2.88)
—o; 0 op 0 01
Note que o%'y! = —~1¢%. Ainda, note que as componentes 2 e 3, apresentam o mesmo

resultado.
Escrevendo em componentes, os quais os unicos termos relevantes sao as componentes da

diagonal do tensor momento-energia, em fungao das equagoes de Einstein, Eq.(1.28) e Eq.(1.29),
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temos

Too = ilVaotdy* Vot — Vao (Vo )7*¢]
= W Vo — (Vo))"
= iy (8o + ilo)Y) — i(Bot) — iTo)y "y
= iy 00 — i(Bo)y Y
= 0+ (DI + o+

Considerando agora as componentes espaciais do tensor momento-energia,

T = i[Vady" Vit = Va (Vi) )]
= iay'Viv —ia(Vig)y'
= day (0 + i)Y — ia(O1 — i) y' e
= iay O — agy' Tap — adTyy'y + ia(Dph) 7>y
+ia(0310)y* ) + ia®(0ph)Y + 9aary*h + ma*yy
= iapy O + ia(0y)7 ) + ia(05h)* Y + ia® (Dot )
+9aarpy’y + maynp

Similarmente

Toy = iahy*Ootp + ia(Orh)y b + ia(s0)v* 9 + ia® (o)) + Yaarpy v + ma*ypyp

T = iay* O3t + ia(Op)y b + ia (o)) yV? + ia? (0ot + Yaarpy i + mayrp.

36

(2.89)
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Capitulo 3

Campos de Calibre

Campos de calibre sao definidos como campos cujas lagrangeanas sao invariantes sob uma
transformacao local de um grupo de simetria continuo. O termo calibre é referente aos graus
de liberdade redundantes presentes na Lagrangeana, permitindo transformacoes internas nas
variaveis dinamicas da teoria sem alterar as quantidades fisicas dela decorrentes, sendo que
a primeira teoria contendo simetria de calibre foi a eletrodinamica cléssica, formulada por
Maxwell em 1864.

Neste capitulo trataremos de duas teorias de calibre oriundas da teoria de Maxwell. A pri-
meira teoria de calibre é uma descrigao da eletrodinamica nao-linear considerando um modelo
efetivo classico para efeitos quanticos a 1-loop provindos da QED. A segunda é uma teoria nao-
abeliana, onde a simetria do grupo é nao-abeliana (isto é, os geradores do grupo nao comutam
entre si). Esta classe de teorias recebe o nome de teoria de Yang-Mills.

Vamos iniciar com uma breve descricao do eletromagnetismo de Maxwell, para entao in-

troduzir cada um dos casos separadamente.

3.1 Eletromagnetismo de Maxwell

Particulas de spin 1, como por exemplo os fétons ou os bésons de calibre do modelo padrao
(Z°, W+, W™), sdo descritas por campos de calibre, apresentando portanto graus de liberdades
redundantes. O numero de graus de liberdade é maior em particulas massivas do que em
particulas sem massa, de forma que devemos tratar cada caso separadamente. Assim, campos

de particulas sem massa sao descritos pela eletrodinamica de Maxwell, enquanto campo de

37
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particulas massivas sao descritas pela eletrodinamica de Proca. Iremos nos restringir, neste
trabalho, ao estudo de particulas sem massa, por representarem os campos de calibre nos quais
estamos interessados.

As particulas que serao objetos do nosso estudo sao particulas fotonicas, as quais apresen-

tam uma lagrangeana dada por [13]

1
L= —FuF" (3.1)

onde F* é um tensor de segunda ordem, antissimétrico, denominado tensor de campo eletro-

magnético, sendo definido como [22]

E? B3 0 -B!

E? —-B* B! 0
onde E e B sao os campos elétrico e magnético respectivamente. O dual do tensor de campo
eletromagnético *F* é definido pela contracao do tensor de campo eletromagnético com o

pseudo-tensor antissimétrico de Levi-Civita e**? tal que

= P s = P . (3.3)

1
2V—9

Podemos ainda escrever as equacoes de Maxwell na forma tensorial, via tensor de campo

N —

eletromagnético, conforme relacionado abaixo [13]
O F" = 3, (3.4)
PFM + 9" FM + O F"A = 0, (3.5)

onde j* = (p,J), é o quadrivetor densidade de corrente. De forma que, abrindo em componen-

tes!, teremos as equacoes de Maxwell usuais

V-E = p, (3.6)

V.B=0, (3.7)
OE

VxB- Sl =1, (3.8)
0B

VxE+ oo =0, (3.9)

Vide Apéndice C
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Sendo a Eq.(3.6) denominada a lei de Gauss, a Eq.(3.7) a lei que indica a auséncia de monopolo
magnético, a Eq.(3.8) chamada lei de Ampere e a Eq.(3.9) conhecida como a lei de Faraday
para a indugao. Podemos ainda, utilizando as relagoes tensoriais para as equacoes de Maxwell,
deduzir a equagao da continuidade. Assim, contraindo Eq.(3.5) com o pseudo-tensor de Levi-

Civita temos

0 = (O F7 +07FY + 0°F)
= (E>\l/p0' + €pvo + EauAp)a/\Fpa

= 60"'F),

logo, tomando a quadri-divergéncia da Eq.(3.4) e substituindo na relacdo acima temos a
equacao da continuidade

85" = 0.

O potencial escalar, V' e o potencial vetor, A, também podem ser definidos como um quadri-
vetor onde A" = (V, A)
= 0rAY — 9" A* (3.10)

onde novamente abrindo em componentes?, temos os campos elétrico e magnético em termos

do potencial.

OA
E=-VV-—" (3.11)

B=VxA. (3.12)

O que nos permite, recuperar as equacoes de Maxwell a partir da equacao?

OA* — o*(0,A") = jH. (3.13)
Note que essa equacao é invariante sob uma transformacao de calibre, ou seja se tomarmos
A (z) = A(z) + 0"¢(x)

onde ¢(x,t) é uma fungao escalar, isto ndo implica em uma mudanga nas quantidades fisicas
do problema, uma vez que, o potencial A* nao é uma quantidade observavel.
Para a realizacao dos cédlculos, um calibre pode ser fixado de forma a tornar o processo

operacional mais simples, sendo que os mais comuns sao dados por

2Vide Apéndice C
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e 0VA, =0 = calibre de Lorentz,
e V-A =0 = calibre de Gauss,
e Ay =0 = calibre temporal,

e A3 =0 = calibre axial.

3.2 Eletrodinamica nao-linear

O campo eletromagnético apresentado até o presente momento, se referia a um campo classico.
No entanto se examinarmos o problema do ponto de vista quantico, devemos computar contri-
buigoes devido a criagao de pares elétron-positron, os quais causam flutuagoes no campo, sendo
necessaria uma correcao da lagrangeana do campo. Vamos, entao, considerar uma lagrangeana

efetiva obtida acrescentando a lagrangena classica, £, um termo perturbativo, §£ [20], ou seja,
ﬁeff = L:() +0L.

Assim, L é a lagrangena do campo eletromagnético dada por

1 1
Lo = —ZF’“’FW = 5(E2 - B?). (3.14)

Agora, consideraremos o campo variando localmente, logo dL pode ser escrito em termos dos

invariantes (E? — B?) e (E - B)?, tal que
5L = 5L|(E® — B, (E-B)?.

Entretanto, sabemos que em um meio material as propriedades de polarizacao do meio sao
introduzidas através dos campo elétrico D e magnético H. Para efeitos quanticos essas per-
turbagoes sao consideradas como ocorrendo no vécuo, caracterizando uma polarizagao do
vacuo, sendo representadas por 6L, que contém a informacao quantica da interacao do campo
eletromagnético com os pares elétron-positron. Assim, vamos definir um propagador ¢o(A)
representando a dinamica de vacuo para os efeitos eletromagnéticos, o qual ird nos fornecer

uma definicao para 0L, tal que

(016]0) = do(A) = exp (z / d4x(5£) |
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onde a parte real descreve a dispersao e a parte imagindaria descreve a absor¢ao. Assim, para

pequenas variagoes de 0L temos [33]

L =—

82 Jo s

(3.15)

sinh eas sin ebs 52

1 ﬁe_ismz (62abcosh(eas) cosebs 1 )

de forma que expandindo, Eq.(3.15), até contribui¢oes de segunda ordem em fungao de e,
considerando um campo fraco, e tomando a® — b?> = E? — B2, ab = E - B temos a lagrangeana

de Euler-Heinsenberg
B 20/
~ 45m4

5L [(E* - B*)?>+ 7(E - B)?] (3.16)

onde definimos €y = ¢ = I = 1 e por conseguinte o = /47 &~ 1/137, referente a constante de
estrutura fina. Podemos, entao escrever a lagrangeana efetiva de Euler-Heinsenberg completa
como

1 20/

Lopp = 5(E2 -B%) + 4—5[(132 —~B*? +7(E-B)? (3.17)

Logo, temos uma langrangeana com componentes classicos E e B, descrevendo um comporta-
mento quantico, ao menos em primeira ordem. Sendo que se desconsiderarmos contribuicoes
quanticas, ou seja, se tomarmos « igual a zero, recuperamos a lagranegana classica para o

campo eletrodinamico, caracterizado pelo primeiro termo.

3.2.1 Tensor Momento-Energia

Para o cdlculo do tensor momento-energia® devemos considerar a lagrangeana de Euler-Heinsenberg,

Eq.(3.17) dado por
F  2a° (F2 7G2)

Lon=—7 T

— 1
Tt 5 (3.18)

De forma que, consideraremos esse campo em um universo de Friedmann, assim escrevendo

F,, em termos da métrica, g, = diag(1, —a*(t), —a?(t), —a?(t)) tal que

F =F,F" =g"¢"F, F,5 = 2(B* — E?)

1 s 1
G = 3" b g F, = -3

\/__QEMVQBFQBFMV =—4E-B

O que nos permite escrever o tensor momento-energia como

402 F F  a’F?  7a°G?
T = — (1 F.OE, + |5 - - , 3.19
(L ( 15 ) po ot [4 90 72 | (3.19)

3Vide Apéndice A
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Em componentes teremos,

402 F F  o? [(TG*> F?
(Too)en = ( 15 1) Fo "Fo+ 1 + 5 (T - 7) (3.20)

402 F (F o? (TG?>  F?\]
(Tv)er = ( T 1) L Y (T - 7) a*(t) (3.21)

402 F (F o? [(TG?  F?\]
(TQZ)EH == ( 45 - 1) F2 7F’,yg — Z + 4—5 (T - 7) aQ(t) (322)

e
402 F F  o? [(7TG® F?

Tomando o observador do tipo tempo, v* = §f, introduzido no capitulo (1), os campos E,, e
B,, podem ser escritos como,

E,=F,v" (3.24)
B, = F,v" (3.25)
assim, podemos escrever I, em termos de F, e B, tal que

. = Ew, — B, + 1 “Pv.Bs. (3.26)

Portanto, o tensor momento-energia pode ser escrito em componetes como

5 () (1Y oo
Taen = (5L 1) mr+ B+ 007 - [+ 5 (T8 - ) e 0
e 1P
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3.3 Campos de Yang-Mills

No ano de 1954, Chen Ning Yang e Robert Mills extenderam o conceito de teoria de calibre para
grupos nao abelianos, provendo uma explicacao para as interacoes fortes. Podemos construir
de maneira linear e didatica a lagrangeana de Yang-Mills através da promoc¢ao de uma simetria
global para uma simetria local, passando de grupos abelianos para grupos nao abelianos. Vamos
apresentar primeiro a idéia basica utilizando o caso mais simples possivel do grupo U(1), para
entao estender para o caso de grupos nao-abelianos e chegar ao modelo de Yang-Mills. Vimos
no capitulo 2, que a lagrangeana de Dirac é invariante sob uma transformacao global, Eq.(2.32),

logo

L= ipte XyeX + ite Xa - V(eX) — myfe X Bl (3.31)
= L. (3.32)

Agora se promovermos essa transformacao do tipo global para uma transformacao local, tal
que Y = —qf(x) (onde q é a carga do campo de Dirac), teremos ¢p — Urp e 1T — TUT.
Sendo U = €'’ um operador unitério? tal que UU! = 1. A nova lagrangeana £, calculada

ao realizarmos uma transformagao local na lagrangeana de Dirac £ é dada por

£ = e 6 (i1, — )ity
= Pliy"[0,0 + ¢ (igd0(x))] — myTy
= L — g (9,0(x)).
(3.33)

A solugao seria introduzir um novo termo A,, que se transforma sob esta transformacao local
simultaneamente como A, — A, + 0,0(x).

Consequentemente, a lagrangeana de Dirac nao é invariante perante uma transformacao
local. Vamos entao induzir uma invariancia local, o que pode ser feito somando-se um termo
conveniente na lagrangeana de forma a eliminar esse termo nao invariante. Podemos inserir esse
termo via a promocao da derivada parcial na lagrangeana de Dirac a uma derivada covariante,

denominada regra de acoplamento minimo, tal que

D=0, +1iqA,

4Vide apéndice C
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de forma que o segundo termo da derivada covariante cancela o termo nao invariante, tornando

a lagrangeana invariante local. Assim a lagrangeana de Dirac pode ser reescrita como

L = PI(iy"D, —m)y
= PI(iy"0, — m) + gl A, (3.34)

Note que o procedimento de promover a simetria global para local introduziu mais um campo
A, a teoria. Porém, até este ponto, esse novo campo nao possui dinamica. Para obter uma te-
oria auto-consistente, seria interessante que fossemos capazes de descrever também a dinamica
deste campo. Devemos entao acrescentar a esta lagrangeana um termo livre responsavel pela

evolucao dinamica de A,,. Vamos entao introduzir o campo de calibre classico, dado pelo campo

de Maxwell

1
L= F"E, (3.35)

E teremos assim uma lagrangeana invariante de calibre
. | R
L =P8, —m)yp — ZF“ E., + g™y A, (3.36)

onde A, pode ser reconhecido agora como o potencial vetor associado ao campo eletromagnético,
citado na secao 3.1.

Concluindo, temos que ao promover um campo de Dirac de invariante global para invariante
local surge naturamente um termo referente ao campo de Maxwell mais um termo de interagao
entre os campos. A proposta de Yang-Mills foi realizar o mesmo procedimento anterior, com a
diferenga de que agora consideraremos duas particulas fermionicas. Desta forma, a lagrangeana
do sistema sera composta pela soma de duas lagrangeanas de Dirac, cada qual representando

uma particula, logo
L= 77/;1 (m“@u —my) + %52(2'7“3;1 — ma)1hs (3.37)

Por simplicidade podemos escrever ¢ como

W = & (3.38)
Uy

e ainda definimos M como uma “matriz das massas” dada por

M= mi 0

0 mo
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onde 17 e 1y sao matrizes individualmente, spinores conforme visto anteriormente no capitulo
2. De forma que devemos manter em mente que a matriz em questao remete somente as
diferentes particulas, nao esquecendo dos indices de cada v individuamente. Ainda ) sera

dado por 9 = (¢; 15). Segue que podemos reescrever Eq.(3.37) como
L =9(in"9, — M)

Agora, se considerarmos as duas particulas idénticas, teremos que m; = mo = m, logo
L= p(iy"d, —m)y

Realizando o mesmo procedimento para um particula, devemos promover a invariancia global,
desta lagrangeana a uma invariancia local, de forma que ¢ — U1, ainda ¢ — UT, onde
U'U = 1. Note que a diferenca neste caso, em realcao ao problema com uma particula, é que
ao considerarmos duas particulas, ¢ é representado pela matriz dada por Eq.(3.38), o que nos
remete a um operador unitario U, na forma matricial. No caso anterior, na descricao para uma
particula, o operador U se tratava de uma matriz 1 X 1, que é um nimero, agora para duas
particulas temos um operador matricial 2 x 2. Assim, escrevendo o operador unitario matricial
da forma mais geral possivel® temos que U = ¢ onde H = 01 + & - a sendo H uma matriz

hermitiana dependente dos ntimeros 6, a, as e as, e das matrizes de Pauli o1, o9 € 03,
U = ezeezma‘

A parte de U = €%, foi estudada anteriormente. Vamos entdo nos concentrar na parte onde
U = ¢%2  Para isto vamos considerar uma substituicdao de variavel tal que, a(z) = —q@(x),
onde q é a carga do elétron. O que nos leva a uma transformacio do tipo ¢ — e “47¥@)y) ¢

1 — e’ %) ¢ a uma lagrangeana transformada dada por

- =

L = L+ Q/_}eiqﬁ'@(w),}/uq(}‘ . (a#@’(x))efiqa-go(z)l/}

O que nos motiva a definir novamente um termo Aff) representando um campo de calibre, o qual
deverda conter trés componentes representados pelo indice (a). Assim, novamente substituimos

a derivada parcial da equacao de Dirac por uma nova derivada covariante, definida por

D,=0,+ iqa(a)Aff).

5Vide Apéndice C.
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Tais que possuem a propriedade Aff) — Aﬁa), com Aﬁa) dado por®

Y

(x) E.(a‘ue*iqc?-@(x)) o119 -3()

50 A1) = (=7 51a) (@) A(0)) a7
q

Tomando a aproximagao no limite para ¢(x) muito pequeno teremos

e 2 ] g7 - G,

196 P ~

—_

€ + Z(]& ' (57
8Ne”’q5'“5 = —igo - 0,9,

0 que nos retorna uma relagao para AL(“) dada por
U(a)A:L(a) o U(Q)A;(La) _ U(a)ausp(a)

ou ainda *
A;L(“) = AEL“) + @Lgo(“) + 2q€“bcg0(b)Aff)

Portanto, a lagrangeana modificada sera

! YN
L = ("D, —m)
N Ak (@) a
= ("9, — m) — q(Py o ) ALY
. .  dinAmica. . .

Novamente, temos um termo que nao possui dinamica. Vamos entao procurar um termo livre
para compor esta lagrangeana, dentre os campos conhecidos, com as caracterisitcas necessarias.
Segue que o campo em questao é um campo semelhante ao campo eletromagnético, uma vez

que A,(f) possui trés componentes, entao o campo de forca também devera apresentar trés

componentes, tal que a lagrangeana do Maxwell sera reescrita como

1 174 v 174
Lyy = _Z[F(l)u Fﬁ) AT Fﬁ) A G F}E?;)]

1
— _Zplapr(a)
= -3 Flam
A relagao para F* em termos de A, apresentard a forma [§]

Fm — grp@y _ gv p@n _ ggeabe gGn A (3.39)

6Vide Apéndice C.
"Vide Apéndice C
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E temos finalmente a lagrangeana de Yang-Mills, com um termo referente ao campo de Dirac,

um termo de Maxweel com trés componentes e um termo de interagao entre os campos.
Il 1 a)uv (a 7 a a
L= (i 0y — m)y = LFOWED) — (qy o) AR

E importante salientar que a dedugao realizada acima para a lagrangeana de Yang-Mills, deve
ser tratada como um particularizagdo para o grupo SU(2). Para uma generalizagdo desta
transformacdo, devemos substituir o termo de Levi-Civita (¢2%¢) em todas as expressoes nas
quais ele aparece, pela constante C%¢, a qual representa a constante de estrutura do grupo.
Devemos, ainda considerar a soma dos indices internos (a) nao mais de 1 a 3, como no caso do

grupo SU(2), mas como sendo igual ao nimero de geradores do grupo.

3.3.1 Lagrangeana Efetiva

Para campos assintoticamente livres, do tipo Yang-Mills nao é possivel estabelecer um para-
lelo entre a teoria classica, encontrada anteriormente, e a teoria quantica destes campos. A
configuragao de vacuo quantico para os campos de Yang-Mills sao controladas por um regime
de acoplamento forte. Este regime nao necessariamente vai a zero, de forma que nao é possivel
estabelecer uma relagdo com a teoria cldsica, onde o vdcuo sempre vai a zero. [29]. Deve-
mos entao considerar uma lagrangeana efetiva, representando uma lagrangeana classica com

informagoes quanticas do campo, dada por [29]

Legp(x) = 111 (3.40)

sendo t = In(F/u?), tal que g(t) é encontrado através da relacao

g(t)
t= [ dojsto
9
onde f(g) a funcao  de Callan-Symanzik, a qual para acoplamento fraco temos [30, 15, 21, 4]
Loy 5
B(g) = —5509 +b1g” + ...
1 11 1 —34

bp=— (= ) Ca(G bhh=——|— ) C4G

0 87r2(3) 2(C), ! (167r2)2(3) 2(G)
Sendo que para (Féﬁ)) —ooet— o0

2by
=byt — — Int+ ...
2 b ner
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Isto nos remete a uma lagrangeana efetiva

b F
Lopr(F) = ZOFlnE, (3.41)

de forma que, essa é uma lagrangeana invariante de calibre local, uma vez que ela s6 depende

de F' o qual é invariante. Sendo F' definido como,
F = F(“)“”Flsff)

onde F@# ¢ dado de acordo com a teoria de Yang-Mills, Eq.(3.39). Esse modelo descreve de
maneira eficaz o comportamento quantico dos campos de Yang-Mills, sendo invariante local de
calibre de forma que a lagrangeana depende exclusivamente de campos de calibre. Ainda possui
caracteristicas interessantes como, a de liberdade assintética e de transmutacao dimensional,

assim como do grupo de renormalizacao.

3.3.2 Tensor momento-energia

O tensor momento-energia é calculado a partir de Eq.(??), similarmente ao problema para o
campo eletrodinamico nao-linear, onde utilizamos a lagrangeana referente ao campo de Yang-

Mill dada por

bo F

Em termos da métrica de Friedmann F' é dada na forma
F = FOmwp@ = gongh f) plo), (3.43)

O que nos permite escrever o tensor momento-energia®, através de Eq.(??), da mesma forma
como para a lagrangeana de Euler-Heinsenberg, onde

b F
(To)yas = —4LpF™ F9) + ZOFln 9 (3.44)

e . . a
Utilizando o mesmo observador, do tipo tempo v, para o caso anterior, podemos escrever F, /»Sl’)

como,

F@ = E@v, — EDv, + 1, 0, B (3.45)

nv “w v
O que nos fornece um tensor momento-energia dado, em componentes, por

F b F
(TOO)YM = b0E2 (IH E + 1) -+ ZOFID ﬁ’ (346)

8Vide apéndice A
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a a a a a a F b F
(Ti1)yy = bo(EEY — BB — Bl B(") (ln e + 1) — a2(t)ZOFln 7

a a a a a a F b F
(Toz)var = bo(ESVESY — B B” — B{" B{") (IHE + 1) - GQ(t)ZOFln et

a a a a a a F b F
(Tss)yn = bo(Bs” BS” — Bi” Bi" — B By") (ln; + 1) —a'() P,

49

(3.47)

(3.48)

(3.49)



Capitulo 4

Modelos gravitacionais devido aos

campos de calibre acoplados ao campo

de Dirac

Neste capitulo iremos apresentar os modelos de interesse deste trabalho, onde considerare-
mos primeiramente um modelo de eletrodinamica nao-linear acoplado a um campo de Dirac,
na presenca da constante cosmoldgica, em um universo de Friedmann. Em seguida analisare-
mos um modelo do tipo Yang-Mills acoplado a um campo de Dirac, na presenca de constante
cosmoldgica, novamente em um universo de Friedmann.

Uma vez consolidados os modelos acima, discutiremos como eles irao se comportar quando

tomarmos o tempo tendendo a zero.

4.1 Campos de Dirac e eletrodindmica nao-linear aco-
plados

Com base nos campos definidos nos capitulos anteriores, vamos considerar um modelo de in-
teracao entres eles, para entao, analisarmos o comportamento destes campos em um universo
de Friedmann. Desta forma, construimos um modelo composto pela lagrangeana de eletro-

dinamica nao-linear somada a lagrangeana de Dirac na presenca da constante cosmologica,

50
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dada por
F 2a* (F? 7G? 1, - - i, - - v
L=—TH 1 (T + T) [V V=V (Vi )y ] =5 (U e A —e Ay ) —mibd+A.

(4.1)
Note que o termo de interagao entre os campos aparece na derivada parcial na lagrangena de
Dirac, de forma que, sendo o campo de Dirac descrito em um espago curvo, essa derivada parcial
estard embutida no V,, representado por Eq.(2.82). Essa derivada parcial passa a ser uma de-
rivada covariante, incluindo o termo de interacao entre os campos. Desta forma, a lagrangeana
total, do campo estudado, é dada por um termo referente ao campo eletrodinamico nao-linear,
um termo referente ao campo de Dirac, um termo de interacao e um termo representando a
constante cosmoldgica.

A partir da lagrangeana dada, podemos encontrar o tensor momento-energia referente ao
campo. Entretanto este calculo nao precisa ser feito novamente com a lagrangeana completa.
Sendo o tensor momento-energia dado por uma derivada (seja em fun¢ao da métrica ou seja em
fungao das vierbeins conforme veremos a seguir), entdo podemos calculd-lo termo a termo, para
cada campo em questao. Entretanto, o calculo para os campos de Dirac e eletrodinamico nao-
linear ja foram realizados anteriormente. Nos resta entao calcular o tensor momento-energia
referente ao termo de interacao entre os campos.

Agora, uma vez que o termo de interacao é descrito em um espacgo curvo, podendo ser
representado em termos das vierbeins como V, Y4iy®eA, 1), entdo podemos calcular o tensor
momento-energia agora, nao mais em termos da métrica como apresentado em Eq.(1.9), mas

em termos da prépria vierbein, tal que [3]

T, = 2 05 _ Vau(z) 08
T @ g(a) | Vi) 6V,
- Vv?g) 5v('i z / d'a'V (@) £()
- [t e
_ Véu(@ 4 ,5‘/9 b(%’) 0 . )
T V() / T @) av, oy @A)
Vou(x 4, | oV(a . OL(a - /
= i;>) /d o (g(x/)ﬁ( )+V(l’)a% g(;)} 65000 (x — ')
_ Vaul) [ V(@) OL(z)
= Ve ot Wy

onde V(z) é o determinante da Vierbein e [—g(z)] = V(z). Entretanto temos que a diferencial
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do determinante a de uma matriz A = (a;;) qualquer, é dada por [6],

Oa

Sy
aaij

onde AY é matriz dos cofatores de a;;, tal que
-1 Lo i
(A7) = —(47)
a
Logo, para a matriz das tetradas, V,, temos

V(@) e _ a_ .
P =V, =V(@)V,*=V(z)V*, (4.2)

sendo V' (z) a determinante da matriz V,, e V* , a matriz dos cofatores. Note que utilizamos o
fato da matriz das tetradas ser diagonal. Assim, podemos calcular o tensor momento-energia

de acordo com a relagao Eq.(4.2) como

_ V() AV ()L xM
T = S Vv (@00 + Vi) e
- gu,,(x)ﬁ(x)ww(x)%

Assim, para o termo de interagao temos

oL (x g i 7 )
v, v (u<ic> = vy A+ Vi TeAs i)
— f _8Vb . A /b
= 3 ( v U eAqs ) + 7 SeAy )

v, - -
= (0 A + AN 6070)

= %(—W“eflyw + eA,Py*))

Temos, entao o tensor momento-energia do termo de interacao entre os campos, dado por

%[Vau(—m“e&w + e A7) + (=Vi TP e A + Vi TeAg ) g (4.3)

(T;W)I
Finalmente, podemos escrever o tensor momento-energia com a contribuicao de todos os termos
tal que

T,U'V = (TIU/)EH + (T;M/>D + (T,uy)f (44)

os quais foram previamente calculados, nos capitulos 2 e 3, em Eq.(2.89-2.92) e Eq.(3.27-

3.30) respectivamente, nos retornando a equagao completa para o tensor momento-energia, em
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componentes, dada por
402 F . F N a?
45 4 45

_ i - _ _ _
Fmpy + S[=Pn Aoy + eAgy"Y = Vi TPyledp + TV TeAs iy,

T, = (4sz _ 1) (—(E0)? + (Bo)? + (Bs)?] — E +Z‘—; (%GQ _ F;)} (1)

+iay Oy + ia(0x0) v + ia(0sh) VP + ia* (B)Y + 9aaypy ey
+ma’ Py + %[a(—@vlez‘lﬂ/} + eAipy' ) + a*(Vy Ty eAsv — Vi TeA 00 )],

The = (40‘2F — 1) [—(Fs)* + (B1)* + (B3)?] — F - o’ (E — F—Q)} a?(t)

7G*  F? - L n T 9a -
(— - —) + i7"t + = () + -y

T = —FE?
00 ( 4 9

45 4 45\ 4 2
+iapy20at) + ia(O1)Y Y + ia(Dsah)y3 e + ia® (Oprh ) + aay e
Fma* G + Sla(—0 e vl + eAgin) +a*(Vy TUr e A = Vi “eAsin )],

tw = (M) @ @rs e - [T 5 (-] e

45 4 45 4 2
+iay? Ostp + ia (1) y i + ia(Oarh) 2 + ia® (Oorh )b + Yaapy
+ma’ i + %[a(—%?’ez‘lw + eAspy ) + a*(Vy T eAstp — Vi Te Ay ).

4.1.1 Calculo de médias

A fim de garantir a propriedade de isotropia e homogeneidade previstas na descricao do uni-
verso de Friedmann devemos tomar médias dos campos em questao. Vamos considerar um
procedimento de médias em um volume V tal que este seja pequeno, relacionado ao tamanho

do espago total, mas grande o suficiente para englobar flutuagoes quanticas [7, 8|, tais que

(X)y = vio /V wdV (4.5)

Vamos considerar, o tratamento de médias separadamente para cada campo. Assim, para o
campo de Dirac e o termo de interacao, a média volumétrica para os componentes do ten-

sor de momento-energia (consideraremos somente um componente do tipo espago por serem

semelhantes), é dada por
(Too)p)v = (i "0 + 2(314/7)7% + gjj%% + i + Voo e Ao + Vo “in e Ay
_ ' o 94 - _ _
= i 0y + (O )y + — (7 )y + M)y + Vo (07 e Anti)y

+V, “(iv e A )y (4.6)
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ainda

((T1)p)v

e

(Tw)n)v =

5l

(iapy O + (D) v + ia(Ds)y* + ia* (b))

+9aapy " + ma* P + iVa ey — a®V, TPiyteA )y

ia(y o)y + ia{(Ba)y* )y + ial(Bs)y )y + z‘a2<(501/7)"¢)>v (4.7)
+9aa(y )y +ma* () + iV (vr eAi)y — a®V, 7(Pin e Asv)v (4.8)

Vau(— (W e Ay + eA, (b Yy) + (V3 T (7 eAs)y + Vi 7{eAothy* ) v ) gpu]

Agora, podemos escrever 1 e 1, como uma expansao em onda planas conforme tratado no

capitulo 2, de acordo com as equagoes, Eq.(2.63) e Eq.(2.65), tais que

vit) = [ @Y frux

-/ (Qj% > rte o e

Get) = [ @3 P

d |
- / (zﬂ)g/‘z Zf*(pjr)vo\/gwi(p)e“r’“

Logo, substituindo em Eq.(4.6) e Eq.(4.7), teremos

30/ 2
<’(Z’7181¢>V = _/d3 /d3 d m Zf (pv ) Tlﬁpx,}/lx

/Wplp'

rr!

—iep'x

Yo, f (P, 1) wye
—i a3p’ m?

— d3 * Al
_V/ Py o TET/ f(p,r)w

7029/ f(p', T/)wrle—z‘(erzwp/—e,-wp)t / dgaje—i(erlp/_e,,.p)l‘
x

; 2
—1 m
7 d3 d3 / * Tl %
vl p—\/W;f(p,r)wv
Wop;f(p'7 T/)wrle—z’(ermp/t—erwpt)53(p . p/)
—i m ,
- d3 i * r ’U)T 1 . r wr,efz(er/fer)wpt
- / p%;f (P, r)wly yope f (p. 1)

-0 (4.9)

Note que, este mesmo procedimento pode ser considerardo para os outros termos espaciais,

assim como os termos da interacao entre os campos, de forma que estes termos nao irao
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contribuir para o tratamento do campo, assim,

(Uy?0byy = (W 050)y = (W Ag)y = (P Ard)y = (VP Ash)y = (U Asih)y =

Os tnicos termos que irao contribuir serao os que nao possuem uma direcao especifica, sendo

eles

_ d3 /
p

rr/

—ie p'x

wy f(P', 7 )wwe
— _VZ / dpdp'w,
= _Vi/d?)pmz;f*(p, Ly f(p, 1) TNt
= / d3p2f p.7)=Lf(p,7)

N -<wp>
= it (4.10)

Z f p, 7 Tf p T )wr/efi(erlwp/ferwp)t(s?)(p N p/)

onde w, = /p? + m?. Note que esta média de w, € a representacao de uma média quantica.

30,/
Gy = = / P / &p d S 4 (p, )P x

Wy
pprr/

—iep'w

_ d3 d3/ / Zf p. 7 Tfp, ) wye —i(wyrt— wpt(s?;(p p)

N / dgp—Zf p,7 Mf(p,T’)e_i(q’_g’")“"t

_ v/dg’pzrzf*(pﬂ’)f(l)ﬂ”)

1
- (4.11)

Wiy = 3 [ dde

1
- = (4.12)

De forma que consideramos este volume suficientemente grande garantindo que essa integral

de a soma de totas as configuracoes quanticas, permitindo que esta integral seja igual a 1.
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Agora, sendo (Y79, 00)y = —((0,0)7" )y e (Y Ayb)y = —(WTAly"9)y, entao podemos

escrever a média do tensor momento-energia para o campo de Dirac e do termo de interagao,

CcOomo
(Tw)n)v =0,
(Wp) 94 m
T — =
(Too) v T T
e

a*(w,)  9aa  ma®
Ty) = — L .
(Th) v T T

Podemos reescrever estas quantidades definindo E, = (w,). Ainda, note que este nao é um

volume comével, de forma que devemos tomar V = a®(¢)V, [32], entao
E, , % , m
a?V,  a*V.  a®V,

(Too) = (4.13)

E 9a m
oy B 414
(i) . wav T av (4.14)

Para o campo eletrodinamico nao-linear podemos reescrever seu tensor momento-energia dado

por Eq.(3.19), utilizando um procedimento de médias, onde devemos considerar as relagoes

dadas por

<Ez> =0 <Bi>:O

1

(EiBj) = —g(E -B)gij = (EiB; — B;E;) =0
1 1

(EiE;) = _§E2gij (BiBj) = —5329@'

Agora, uma vez que no universo primordial a contribui¢do do campo elétrico é evanescente [24]

podemos tomar E = 0, resultando em

402 B?
T =—(1-
(T = 5 (1- 5
B2  10a2B*
<T11>EH = <? T35 > az(t)

O que nos permite escrever as compoenentes do tensor momento-energia para o acoplamento

dos campos de Dirac e eletrodinamica nao-linear, como

B? 40’ B? E, 9a m
(Too) pn = - (1 -~ ) 3V, + v + BV A (4.15)
B? 10a?B* E 9
(Tw)pn = a°— — a” - 2 SRR (4.16)

6 135 av. @V, v
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4.1.2 Conservacao de energia

No capitulo 2 foi mostrado que a derivada covariante do tensor momento-energia é zero, ga-
rantindo, desta forma, a conservacao de energia do sistema. Vamos entao, calcular a derivada
covariante do tensor momento-energia para os campos eletrodinamico nao-linear e Dirac aco-

plados. A derivada covariante para o tensor momento-energia é dada por
T+, = T, + T, T% + Ty T

Agora, considerando p = 0, representando a energia do sistema, temos
T, =T%, +T0sT% + T, T

Para o nosso caso, onde T"” ¢ diagonal, e os [}, e 'Y sdo iguais, devemos ter
T%, = T% 4300, T + 30}, T

Desta forma, considerando as componentes do tensor momento-energia, Eq.(4.15) e Eq.(4.16),

temos

T, = T% +300T" + 30,7
B 8[%(1_404232)_’_@,_’_9& m —A}

ot 45 a3V, a*V. " a*V,
, B? ,10a’B*  E, 9a m

P
3 {af_a 35 av, @V, av,

a [ B? 402 B? E 9a m
— = (1= P —A
+3a [ 2 ( 45 ) + a?V, + a*V, + a3V, }
. 8a2B3B  3E,a 3ma 3642 9i B2
— BB- o -
4 a*V, a*V, a®V, * a*V, + 2a
10B*a 3b,a 276> 3ma 3Aa  3B% 402 B?
— - t ot ot — 1—
45a a’V,  a®V,  a*V, a 2a 45
3E,a 274> 3MAa  3ma

+ atV, + a®V, a * atV,
. 2B% 8o’ B? 3a [ 6a m E 9a
= | BB 1— — -2
( * a ) ( 45 ) * a (a‘lVC * a’V, a4Vc> - a*V,
Ainda pela lei de conservagao de energia TOF;“ = 0, entao

9a . 2B% 8a?B? 3a [ 6a m E
= —_ (BB 1 - - - 417
a*V, ( + a ) ( 45 ) a (a4VC + a3V, a4VC) (4.17)

+ aQA}
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4.1.3 Anaélise do fator de escala a(t), para o acoplamento entre os

campos eletrodinamico nao-linear e Dirac

Finalmente temos todos as equagoes necessarias para o calculo a variacao do fator de escala
a(t). A equagdo de conservagao de energia, Eq.(4.17), fornece uma relagao entre a(t), e o
campo magnético B(t). Agora, escrevendo as equagoes de Einstein, definidas no capitulo 2,
para as componentes do tensor momento-energia dados por Eq.(4.15) e Eq.(4.16), teremos a

equacao de Friedmann,

@2 B 10?B2\ E, 9% m
32 =2 (1- p —A 4.18
a? 2 ( 45 ) a3V, + atV, + a?V, ( )
(§]
B2 ,10®B* E, 9%
%a+a? = a0 — 22 e S0 TR g2p (4.19)

— +
6 135 aVe a*Ve aV,
o que completa o quadro de equagoes ao nosso dispor. Assim, igualando as duas equagoes de
Einstein, podemos isolar o termo de derivada segunda, tal que

2d_ 8()4234+ 6a 4F, i 2m +2A
135 a*V, 3a3V.  3a®V. 3

0 que nos permite substituir na equacao de conservacao de forma a termos uma equacao de
primeira ordem dada por

. 2B%a 8a? B2 3a ([ 6a m E, 3 2E, m 9a¢ 4a’B* 8a?B?
B= 1— = b - L. wA)|[B(1-
a 45 a \a?V, a3V, atV, a3V, \ atV. a3V, atV, 45

Segue que, considerando a equacdo de Friedmann, Eq.(4.18), e Eq.(4.1.3) podemos construir
um sistema de equacoes diferencias, as quais poderao ser resolvidas numericamente.

Entretanto, estas equagoes ainda dependem dos parametros m, E,, A e V. (uma vez que
« é a constante de estrutura fina, igual a 1/137). Realizamos diversas experiéncias, para
estudar a melhor escolha desses valores. Escolhemos os valores de forma a evitar que a faixa
de valores de t possiveis se torne muito pequena, resultando em um gréafico sem possibilidade
de interpretacao. Apresentaremos somente os graficos interessante, descartando aqueles cuja
forma seja ou muito semelhante, ou sem significado fisico.

A quantidade V, se refere ao tamanho do volume escolhido para analisarmos o problema.
Note que se tomarmos V, muito grande ele ird reduzir a sensibilidade da equacao em relacao
a variacao dos outros parametros, o mesmo problema ocorre se tomarmos ele muito pequeno.

Consideramos entao, para este problema, um valor igual a 10 para todos os casos.
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Avaliamos ainda o efeito da condigao inicial no problema, o qual nao pareceu influenciar no
comportamento do grafico. Desta forma, afim de observar melhor o comportamento do fator
a(t) préximo de zero tomamos a(1072%) = B(0) = 1, visando nos aproximar de zero, uma vez
que para t = 0 a equacao apresenta problemas na solugao. A configuracao dos graficos se deu
com a presenca ou ausencia dos valores dos parametros, no intuito de analisarmos a influéncia
desses valores na evolugao temporal do fator a(t).

Param =0, E, =0 e A = 0, temos um campo fermiénico ndo massivo (mesmo tomando
m = 0, ainda sobram os termos referentes a conexao de spin), cujo comportamento é apresen-
tado na figura 1. Apresentando duas solugoes nao-singulares, sendo uma representando uma
expansao desacelerada e a outra um colapso inicial que posteriormente estabiliza, passando a
expandir muito suavemente. Note que este segundo grafico nao atinge valores iguais a zero.
Tomamos como base esse grafico, comparando os gréaficos posteriores conforme o acréscimo de
valores.

Assim, incluindo somente um valor para massa igual a 3 (valores maiores diminuem a faixa
de valores possiveis para t), observamos que o grafico, representado pela figura 2, apresenta
um comportamento aparentemente semelhante. De forma que, nos graficos em que o eixo das
abscissas nao cruza as ordenadas em zero, fizemos uma observacao, a grosso, modo com o
grafico padrao.

Para o caso de um gréfico contendo somente o valor de E, = 2 (a variagdo de valores
desse parametro nao parece causar uma mudanca muito drastica no grafico), representado
pelo grafico 3, o comportamento é essencialmente o mesmo, com a diferenga que apresenta um
ligeiro aumento na taxa com o primeiro grafico expande e o segundo contrai, ou seja, ele atinge

uma determinada configuracao mais rapido do que no grafico padrao.
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Figura 4.1: Graficos enumerados de cima para baixo, da esquerda para a direita: 1. Grafico
de a(t), tomando m = 0, E, =0 e A = 0; 2. Gréfico de a(t), tomando m =3, £, =0e A = 0;
3. Gréfico de a(t), tomando m = 0, E, = 2 e A = 0; 4. Grafico de a(t), tomando m = 0,
E,=0eA=0,05 5. Grafico de a(t), tomando m =0, £, =0 e A = —0,05; 6. Gréfico de
a(t), tomandom =3, E,=2e¢ A =0

Se considerarmos agora, uma valor para a constante cosmoldgica, igual 0.05, representado
no grafico 4, (valores maiores do que 1 inutilizam a andlise grafica, tornando a faixa de possiveis
valores de t muito pequena) ndo observamos uma mudanga muito significativa no gréafico. Assim
como para a constante cosmoldgica negativa, representada no grafico 5.

Vamos passar a considerar a combinacao de dois parametros juntos. Assim, para m = 3
e I, = 2, na figura 6, temos uma pequena mudanc¢a na taxa no avango de ambos os graficos.
Semelhante ao grafico de massa igual a 3 e constante cosmolégica positiva iguala 0.05, dado

pelo grafico 7 e ao grafico 8, para o mesmo valor de massa, com constante cosmoldgica negativa.
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Figura 4.2: Gréficos enumerados de cima para baixo, da esquerda para a direita: 7. Grafico

de a(t), tomando m = 3, E, = 0 e A = 0,05; 8. Gréfico de a(t), tomando m = 3, E, = 0
e A = —0,05; 9. Gréfico de a(t), tomando m = 0, E, = 2 e A = 0,05; 10. Gréfico de a(t),
tomandom =0, E, =2e A = —0,05; 11. Grafico de a(t), tomandom = 3, E, =2 e A = 0, 05;

12. Grafico de a(t), tomando m =3, E, =2e A = —0,05

Para os graficos 9 e 10, para valores de £, = 2 e constantes cosmoldgicas positiva e negativa

respectivamente, um ligeiro abrandamento do “cotovelo” no segundo grafico é apresentado.

Sendo que no grafico 10, ocorre uma passagem para uma fase de expansao acelerada.

Os graficos 11 e 12, onde consideramos todos os valores dos parametros presentes, nenhuma

mudanca em relacao ao grafico 1 foi apresentada.

Percebemos que nenhum parametro agiu como um transformador do comportamento de

a(t), causando somente mudangas leves, tornando seu avango mais rapido ou mais lento.
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4.2 Campos de Dirac e Yang-Mills acoplados

Vamos analisar agora, a descricao do universo de FLRW, permeado pelos campos de Yang-Mills
acoplados a um campo de Dirac na presenca da constante cosmolégica. O campo de matéria

que caracteriza este modelo cosmoldgico é descrito pela lagrangeana

b F _
L= ZOFln i + (i7" V,, — ml) — pir"e A + A. (4.20)

a qual representa as lagrangeanas de seus respectivos campos somados ao termo de interacao
e a constante cosmologica.

Devemos agora calcular o tensor momento-energia para esta lagrangeana, de forma que

Ty = (Tw)ym + (Luw)p + (Th)r (4.21)

onde (T,)ym € (T,w)p sdo os tensores momento-energia produzidos pelos campos de Yang-
Mills e Dirac, respectivamente, os quais ja foram calculados nos capitulos anteriores e foram
apresentados pelas equagoes Eq.(3.44) e Eq.(2.89-2.92).

Finalmente somando Eq.(4.9), calculado na secao 4.1, Eq.(3.46-3.49) e Eq.(2.89-2.92) temos

o tensor momento-energia total do problema

bo
W 4

b (=g + eAgBn® = Vi “EeAgts + Vi Ted, i),

" 7 . . 9
Too = boE? (111 — + 1) +—FIn 2 + i)y’ 0ot + 2(81'1/1)7% + ;a@/wol/)

a a a a a a F b F
T = bo(BYEY — BP B — gl ) <1n — + 1> - az(t)ZOFln =
It It

+iay' 01 + ia(9a0)y21h + ia(Dsh) v + ia* (Oorb)h + Yaapy
+ma’rp + %[a(—@wez‘h@b + eAyy' ) + a(Vy Tt edstp — Vi Te Ay )],

F b F
(Ta)yn = bo(BSVEN — BB — pio plo)y (m i 1) - aQ(t)ZOF In 2

+iapy* 0ot + ia(01)y 1 + ia(D50)y Y + ia® (D) + Yaay i)
+ma* i + %[a(—%%z‘lﬂ/} + eAspy*Y) + a*(Vy Ty e A — Vi Te A7 )],
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a a a a a a F b F
(Tss)ym = bo(ESVEY — BWB™ — BY B{") <ln 5t 1> — ()7 Fln 3
+iaty ds1p + ia(019)y' Y + ia(0x00) VY + ia® (8o ) ¥ + Yaaryy

+ma* P + %[a(—%geflg@/) + eAspy*y) + a*(Vy Ty e A — Vi TeA 07 ).

4.2.1 Calculo de médias

Devemos agora fazer um tratamento de médias semelhante ao feito para na secao anterior.
Note que o procedimento realizado no caso anterior foi feito separadamente para cada um
dos campos e para o termo de interacao, o qual, por sua vez se mostrou nao apresentar
nenhuma contribui¢ao em média, de acordo com a equacao Eq.(4.21). Podemos, assim, utilizar
o resultado obtido para o campo de Dirac, Eq.(4.13) e Eq.(4.14), e devemos calcular somente
a média para o T},, referente ao termo dos campos de Yang-Mills.

Para os campos de Yang-Mills, devemos considerar o tensor momento-energia em compo-
nentes, conforme calculado no capitulo 3, dados por Egs.(3.46-3.49). Devemos, assim con-
siderar novamente as mesmas relagoes anteriores para as médias dos campos F e B, onde
no caso dos campos de Yang-Mills sao campos semelhantes aos campos elétrico e magnético

respectivamente, tal que

(E) = 0  (B)=0

1
1 1
(EiEj) = —gEZQU (BiB;) = —532%

Assim, de acordo com as equagoes, Eq.(3.27-3.30), podem ser reescritas na forma

F b F
2 0
<T00>YM = F bO (IDE + 1> + ZFIHE
1 1 1 F b F
(Tu)ym = —bo <—§E2911 + 332922 + 532933> <1n e + 1) - aQ(t)ZOFln o
b F b F
_ 2 0 /72 2 0

de forma que (T11)yr = (To2)vmr = (T33)y -

Novamente desconsiderando a contribuigdo do campo elétrico no universo primordial [24],
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podemos tomar E = 0, considerando um universo puramente magnético. Logo,

bo . 282

T — —B%In—/—

(Too)y m 5 i
2bo 232 bo 232
T, = —at)|-=B?(In— +1 le—
Tindyas a(ﬁ 3 ( u+) 2 p

Finalmente podemos escrever o tensor momento-energia para o campo de Dirac acoplado

ao campo de Yang-Mills, tomadas as médias no volume V.

bo 2B E 9a m
Ty = —DB?1 P —A
00 2 . s + a3V, + aV, + a3V,
by (| 2B E, 9
Thw = a*=ZB*(In— +14 u ZA
H 6 <n pt * ) aV, = a?V, V

onde T11 = T22 = TQQ.

4.2.2 Conservacao de energia

Novamente, podemos calcular a derivada covariante da componente de energia do tensor

momento-energia tal que

T, =T%,+ )T 4+ I,
Semelhante ao caso anterior, temos T diagonal, ainda, os T}, e T'%; sdo iguais, assim
T%, = T% 4300, T + 30,7

Portanto, substituindo os valores dos tensores de momento-energia e dos simbolos de Ch-

ristoffel,

T, = T o+303,T" + 307"
9 [bo 2B> B, | 94 _ m
B’In = — A
ot [ pt * a’V, * atV, * a’V, ]

a [ ybo oy (. 2B E, 9 ,
3— —B*({In— +4 A
N ad [ 6 (n et - A V
b , 2B* E 9%  m
3 B*In P —A
+a{2 et +a3Vc+a4VC+a3V6
. 2B? . 3E,c 3ma 364>  abyB? 2B?
= byBBln— 4+ bBB — —2- — — | 4
0 n A + bo v V. @V + %0 (n A + )
3E,a 276> 3ma  3abyB? | 2B? 3b,a  3ma 276> 9a
n

atV, + a’V, + atV, * 2a s + atV, + atV, + a®V, + atV,

. 2&[)032 282 3a E m 6a 9a
= (BB In— +1 S —
<O + a )(n,u + ) a( a3VC+a3VC+a4V)+a4VC
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Agora, pela lei de conservacao de energia devemos ter que T' OZV = 0, portanto

9a . 2abyB? 2B? 3a E m 6a
=—|byBB In—+1) - —(-=2 4.22
v = (s 20 ) (02 1) - R (- ) e

4.2.3 Anadlise do fator de escala a(t)

Finalmente, de posse das quantidades previamente definidos, estamos aptos a fazer uma analise
do fator de escala do universo a(t). Todo o processo de anélise que segue serd muito semelhante
ao realizado para o caso anterior onde foi considerado o campo eletrodinamico nao-linear.
Iremos entao, primeiramente, considerar as equagoes de movimento que caracterizam esta
expansao. Assim, escrevendo as equagoes de Einstein, calculadas no capitulo 1, dadas pelas
Eq.(1.28) e Eq.(1.29), juntamente com os tensores momento-energia, Eq.(4.22) e Eq.(4.22),

temos

2 b 0B B, O
3 = Ay e 2
a 2

b —— —A
ptoadVe o atVe o @V

denominada equacao de Friedmann e

b 2B? E 9¢ m
.. -2 290 12 p 2
2aa + a —a—GB (hﬂ—,u4 —|—4>—ac—|—azc+ac+a/\

Assim, temos em maos trés equagoes que relacionam o fator de escala a(t) com o campo

magnético B(t), dadas pelas duas equagoes de Einstein e a equagao de conservagao de energia.

Devemos entao manipular estas quantidades a fim de estudar o comportamento de a(t).
Podemos relacionar as equagoes de Einstein, afim de isolar o termo de derivada segunda,

tal que,

a 3 +a4Vc_3a3VC+3a3VC+?

20 20,B® 64 4E, | 2m | 2A

De forma que, ao substituirmos na equagao de conservagao de energia, Eq.(4.22), teremos uma

equacao de primeira ordem envolvendo a e B,

: 2abyB? (. 2B2 306 [ E m  6a 3 2F, 9a 282 -t
B=|- In=—+1)-= P — boB%— =2 A)| [boB [ In == +1
{ a (n s * a a3VC+a3VC+a4VC a3V, 0 a3Vc+a4VC+ 0 . IS +

(4.23)

Novamente, temos um sistema de equagoes de primeira ordem constituidas pelas equagoes de

Friedmann, e pela Eq.(4.23), a qual podemos resolver numericamente.
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Temos novamente, o problema com os parametros, que no caso sao em maior nimero,
sendo eles by, 1, m, E,, A e V.. O parametro p pode ser incorporado ao campo B(t). Ainda
o parametro by, atua como uma escala, sendo portanto tomado igual a 1. Vamos novamente
considerar um valor baixo, mas nao muito para o volume em questao, tal que V' = 2. Os outros
parametros foram variados afim de analisarmos sua influéncia.

O valor inicial considerado foi a(0) = 1, de forma a observarmos o comportamento da
funcao no tempo préximo de zero.

Agora considerando, novamente, todos os valores iguais a zero, m =0, £, =0e A =0,
plotamos um gréfico, figura 1, apresentando duas solugoes, sendo uma solucao singular com
um expansao desacelerada, atingindo a singularidade em aproximadamente ¢ = —0,014, e
a outra praticamente constante. Iremos novamente considerar esse grafico como modelo de
comparagcao.

O grafico 2, representa aquele com m = 3, a qual apresenta um pequeno avanco no ponto
de singularidade, avango esse que causa um evolucao mais acentuada do universo ao longo do
tempo. Entretanto ainda caracteriza um grafico singular com expansao desacelerada e outra
solugao praticamente constante.

Tomando E, = 10, temos um gréfico representado na figura 3, o qual apresenta o mesmo
comportamento, porém um avanco no ponto singularidade aparece, sendo maior do que no
grafico 2.

O grafico 4, para uma constante cosmoldgica positiva igual a 2, temos um retrocesso no
ponto onde ocorre a singularidade, causando uma amenizada na expansao. Temos que o grafico
constante passa para uma fase de expansao acelerada.

Para a constante cosmoldgica negativa igual a —2, apresentada no grafico 5, também ocorre

um retrocesso com um grafico bem ameno, porém a outra solucao permanece constante.
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Figura 4.3: Graficos enumerados de cima para baixo, da esquerda para a direita: 1. Grafico
de a(t), tomando m = 0, E, = 0 e A = 0; 2. Grafico de a(t), tomando m = 1,5, E, =0 e
A = 0; 3. Gréfico de a(t), tomando m = 0, E, = 10 e A = 0; 4. Grafico de a(t), tomando
m =0, E,=0eA =2;5. Grafico de a(t), tomando m =3, E, =2 e A = —2; 6. Grafico de
a(t), tomandom = 1,5, £, =0e¢ A = =2

A partir do gréafico 6, passamos a considerar mais de um parametro diferente de zero, sendo
que na figura 6 temos a combinagao da massa e da constante cosmoldgica positiva, causando
um avanco consideravel no ponto de singularidade, atingindo a singularidade aproximadamente
em t = —0,013, semelhante ao grafico 10, onde consideramos a contribuicao da energia e
da constante cosmoldgica negativa e o grafico 12 para contendo os trés parametros, sendo a
constante cosmoldgica negativa.

O gréfico 7, onde foram considerados a massa e constante cosmoldgica, tomada positiva,
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diferentes de zero, temos um retrocesso do ponto de singularidade atingindo a singularidade

em aproximadamente ¢t = —0, 15.

Para o grafico 11, onde foram considerados todos os parametros , com constante cosmolégica

positiva, observamos um leve avanco no ponto de singularidade.

Poucas mudancgas no processo foram observadas para os graficos 8 e 9, sendo considerados

diferente de zero, os parametros massa e constante cosmoldgica negativa em 8, e energia e

constante cosmoldgica positiva em 9.
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Figura 4.4: Graficos enumerados de cima para baixo, da esquerda para a direita: 7. Grafico
de a(t), tomando m =3, E, =0 e A = 0,05; 8. Gréfico de a(t), tomando m = 1,5, E, =0e
A = —2; 9. Gréfico de a(t), tomando m = 0, E, = 10 e A = 2; 10. Gréfico de a(t), tomando

m =0, E, =10 e A = —2;11. Gréfico de a(t), tomando m = 1,5, E, = 10 e A = 2; 12. Grafico

de a(t), tomando m = 1,5, B, =10e A = —2
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Novamente nao observamos grandes mudancas no comportamento dos graficos, sendo eles,
em sua maioria, singulares com expansoes desaceleradas, ou constantes. Em apenas um caso

a introducao de um parametro, ocasionou uma expansao acelerada.



Conclusao

No presente trabalho propomos uma anélise do fator de escala do universo a(t), considerando
um universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, dominado por campos de calibre, des-
critos primeiramente por um campo eletrodinamico nao-linear e posteriormente por um campo
de Yang-Mills, ambos acoplados a um campo fermionico.

Utilizando as equacoes de Einstein em conjunto com a relacao para a conservacao de energia
encontramos, em ambos os casos, duas equagoes diferenciais de primeira ordem para a(t) e
B(t). De posse dessas equagoes, montamos um sistema de equagoes diferenciais, o qual foi
resolvido numericamente. As equacoes diferenciais apresentavam varios parametros a serem
determinados, de forma que para o calculo de suas solugoes utilizamos intiimeros valores para os
parametros em questao de modo a cobrir, ao menos qualitativamente, todos os comportamentos
possiveis dos parametros livres. Obtivemos dois tipos de solugao para cada problema, sendo
as duas apresentadas em conjunto.

No primeiro caso, somente solugoes nao-singulares foram observadas, sendo que uma solugao
apresentou expansoes desaceleradas na maioria das solugoes. A segunda solugao representou
um universo em colapso, que atingia um valor minimo (diferente de zero) para depois iniciar
uma evolucao constante. As variacoes dos parametros realizadas causaram apenas pequenas
modificagdes em como o grafico evoluia, fazendo com que ele atingisse um determinado ponto
de forma mais rapida ou lenta. Somente no grafico para valores diferente de zero da energia
E, e constante cosmolégica negativa A foi observada a mudanga de uma evolugao desacelerada
para uma evolugao acelerada.

Para o segundo problema, um tipo de solucao apresentou somente solucgoes singulares,
enquanto em uma outra solucao foram observadas evolugoes constantes, do tipo nao-singulares.
A variacao de parametros nao alterou os gréaficos significativamente. Salvo o caso em que

somente a constante cosmoldgica diferente de zero, assumindo um valor positivo foi considerada,

70
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em que uma aceleragao apareceu no grafico com comportamento constante.

Em suma, o acréscimo de valores de massa, energia e constante cosmoldgica nao alteram
o grafico de maneira significativa, como por exemplo transformar um grafico singular em um
nao-singular, alterando somente a evolucao de um comportamento padrao para aquele caso.

Comparagoes com a literatura nos casos onde nao foi considerada a contribui¢ao do campo
de Dirac, dados por, no caso dos campos de Yang-Mills sem constante cosmolégica em [8] e com
constante cosmoldgica em [7], e para o campo eletrodinamico nao-linear em [7], ndo puderam
ser analisadas, uma vez que termos com derivadas de a(t), caracterizando um universo com
férmions sem massa se somaram a termos das equacoes de Einstein. Desta forma, os termos
referente ao campo fermionico nao puderam ser eliminados, impedindo a comparacao entre os

trabalhos.



Apéendice A

Vamos considerar neste apéndice, assim como nos subsequentes, o desenvolvimento das contas
apresentadas nos capitulos anteriores. Neste apéndice apresentaremos os céalculos utilizados no

capitulo 1.

A.1 Acao de Einstein-Hilbert

Dada a acao de Einstein-Hilbert,
1
5= / [53 + £] V—gd'z (A1)

podemos encontrar as equagoes de Einstein através da consideragao do principio de minima

acao onde a variacao da acao deve ser igual a zero, logo

| e e P
L gr

ogrv
B [1 [/ _0v/—g OR o=9L) «
= /_2 (R Sg + g§guv)+ Sg ogh’d x
(1 / R 6y/—g OR 1 6v/—gL A
— - V—gogh’d
/_2 (\/—g ogh +5g"”) " V=g 09" 9o
Segue que
1/ R (5\/—g+ oR N 1 (5\/—g£_0
2\=g dgm  bgv) =g og
Logo,

R 5\/—9_‘_ OR 2 0/—gL (A.2)
V=g ogt b /=g g ‘

Podemos, assim definir o tensor momento-energia como

2 0v/—gL
Ty = ————— :
V=g o (49)
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Vamos entao calcular o termo da esquerda, referente a parte da geometria. Considerando o

primeiro termo referente a métrica, temos

_ 1 99" o~
N Y=
— _\/2_9 9" 3G, = __\/2_9

g;w(sglw

onde utilizamos as relagoes 69 = gg"”0g,, € g"0g,, = —g,,0g"". Segue que

1 5\/ —g Guv
- = 2 A4
w/—g 59!” 2 ( )

Agora, da definicao do escalar de curvatura R = R, g", temos

SR = 0R,,g" + Ry 09" (A.5)

onde R, é o tensor de Ricci, Eq(A.37), definido a partir do tensor de Riemann, Eq.(A.38).

Logo, a variacao do tensor de Riemann ¢ dada por

0R),, = 0,01, — 0,017, + IT,00% 410 67, —T7,61%, — 19,617, (A.6)

uvo

Ainda, uma vez que 0I'),, representa somente uma diferenca entre dois termos da métrica, ele

se comporta como um tensor, e podemos calcular as derivadas covariantes dada por

D,(6T),) = 0,00, + 000, =T 617, —T0,07, (A7)
D,(6T7},) = 0,01}, + 17,015, — T, — 0,07, (A.8)
(A.9)

Logo, substituindo Eqs.(A.7-A.8) em Eq.(A.6), temos a varia¢do do tensor de Riemann em

termos da derivada covariante,

SR}, = D,(oI},)— F’;@arfw + r’juam + rigargg — D, (0T7,) + FZ(,(SFzV

nvo o

—I0, 0T, — rﬁgargg +T00T0 , + 0 67, — T',000, — 19,67,

= D,(4I'],) — Dy(dI"],)

Para o tensor de Ricci
R, =R}, = Dy(élﬂzw) — Dv(éFZV) (A.10)

py

Substituindo em Eq.(A.5) temos

0R = (D,(017,) — Dy(017,))g"" + Ru,dg™” (A.11)
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Sendo a derivada covariante da métrica igual a zero podemos escrever
(Dy(017,) = D,y (017,))9" = (Du(g""017,,) — D4(g""o1'),)

Multiplicando essa igualdade por y/—g e considerando ¢""dI'} = A" podemos calcular a

primeira derivada covariante apresentada como
V=9D,(A") = =gd, A" + V=g, A’
vy
Y _gaVAV +Vv—g (%(&/gwﬁ) + 89971/ - a’ygue) Ae
=V _gaz/AV + T_g(a’ygwﬁ + gyva&g'yu - aVQVQ)A0
174 V _g 1% 1%
= V—90, A" + T((%(g "gyw) — Gy0g”") A’
R s
= V90,4 + A0y/—yg
= O,(v=gA")
= 0,(V—g9"l},)

Similarmente D, (g"d1"),) = 0,(y/—gg""dI"},). De forma que estes termos caracterizam uma

derivada total, nao contribuindo portanto para a variagao da agao, e a Eq.(A.11) se reduz a

OR = R, 09"
Logo,
OR
W - iy (A].2>

Assim, substituindo Eq(A.12), Eq.(A.4) e Eq.(A.3) em Eq.(A.2), temos as equagoes de Einstein

1
RHV — éRgW/ = _T/U"

A.2 Meétrica de Robertson-Walker

Com o intuito de deduzir a métrica de Robertson-Walker, vamos considerar uma 3-esfera, tal
que

R? = 2% +9° + 22 + u? (A.13)
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Assim tomando a diferencial temos

0 = 2zdx + 2ydy + 2zdz + 2wdw (A.14)
ou ainda
Jo = (xdz + yZy + zdz) (A15)
= - };ﬁx; gdj;t_ 2522))1/2 (A.16)
Agora, substituindo na equagao da parte espacial da métrica Eq.(1.21)
do? = B ydy +2d2)” s e e (A.17)

(R? — 2% — y? — 22)
Escrevendo em coordenadas esféricas onde:

r=rsinfcosp, y =rsinflsing e z = rcosb,
ou na forma diferencial:
dz = sin 6 cos ¢dr + r cos 0 cos ¢pdf) — r sin 0 sin pd¢
dy = sin 0 sin ¢pdr + r cos 6 sin ¢pdf + r sin 0 cos ¢pdo
dz = cosOdr — rsin 0df
Vamos entao, calcular por partes a transformacao da equacao referente a parte espacial da

métrica, Eq.(A.17), em coordenadas esféricas.

R* — 2% —y* — 2> = R?— (r*sin® 60 cos® ¢ + r?sin? O sin® 4+ cos? 0)

= R*—7r% (A.18)

De forma que diferenciando a Eq.(A.18) temos

=t = xdx + ydy + zdz = rdr (A.19)
Assim
2d 2
do® = — 4+ dr® 4 r2d6 + P sin® 0do’
R? —r
dr? 2902 | 2 a2 2
= TW + r°df” + r* sin” 0d¢~. (A.20)

Considerando a seguinte substituicao

' =r/VR? (A.21)
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de forma que

r2 — R2y72 (A.22)
e
dr® = R*dr" (A.23)
teremos
2 7,12
do? — % + R%2d0% + R sin? 0d¢2
— R?%r
= o (e s 0 A.24
= (F e, (420

onde € assume valores iguais a -1,0 e 1.

Finalmente tomando R? = a?(t) e fazendo a substituigao

r

/ = - A'2
R /4 (A.25)
logo,
1— 67’2/2)2
= L A2
T Ay e (A.26)
teremos a parte espacial da métrica de Robertson-Walker
2
do? = — 40 dr® + r*(d6” + sin® 0d¢?)). A27
¢

(1+ er2/4)?

A.3 Modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Vamos agora apresentar os cédlculos necessarios para a apresentacao das equagoes dinamicas

do campo gravitacional. Primeiramente vamos calcular as conexoes tais que
o 1 oy
L, = 29 (09w + OvGyp — OvGun)- (A.28)
Assim

1 1,
F?w = 5900(8 Jou + a1/90# - aogw/) + Eg 0<augiu =+ augi,u - aig;w)

1
= EQOO(GMQOV + auQOu - aOg/uz) (A29)
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i 1 i 1 i
F,uu = ég 0(8“901/ + &JQOy - a()g#u) + Eg j(augil, + 8,,gw — &gm,)

1 .
= 59" (Ougiv + Ougin) (A.30)

Logo, os termos nao nulos serao:

1
F(l)l = 5900(31910 + 01901 — Oog11)
= a(t)a(t), (A.31)
0 L oo
Ly = 59 (02920 + 02902 — Ooga2)
= a(t)a(t), (A.32)

1
FgS = 5900(83930 + 05903 — Oogs3)

= a(t)a(t), (A.33)
1 L
Lo = 59 (Qogr1 + O1910)
_ o)
a(t)
- F%o; (A34)

1
Iy, = 5922(30922+32g20)
a(t)

a(t)
= T%, (A.35)

1
Fgg = 5933(80933+33930

a(t)

a(t)
= T3 (A.36)
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Podemos entao calcular o tensor de Ricci dado por

% 0
Ru = R, =0,0), — 0,7, +I70%, —T7,0%

vy
_ 0 i 0 i 0 10 0 i i 70
= 8,,FM0 + 8,,Fm- — 30FW — 8J’W + Fyorou + FW-FOu + Fuorzp

+I}, 17, —To, — Lo, L, — Tyl — T4TY

1 0i+ puv i pv

= 0,0 + 0,1 — I, + IO I0, + TO.Th, + 0l + T T

Vi i

—roI, — Ty, — 1Y (A.37)

0¢+ pv i pv

De forma que os termos nao nulos sao o seguintes:

R00

0T 60 + 0oTo; — 3oL + TooL00 + T6:To0 + TooLo + T T — Toilo — FioToo — Iy Too
9Tb; + To;Tho

0oTg1 + oI5y + oTgs + Toi g + Topl'lo + Tl + To1 20 + TooT'20 + T2

+T51 T30 + Toal'50 + TosT50

ATy + 0olgy + oL is + Loy + Toal'30 + Loslsg
([0 £ 0

“ alt)  a2(t) a?(t)

(t
oL (A.38)

~—

Ty + T, — ALY, + T, + TG, + Tiply) + T4, — Do, — Tigly, — T3,
—8o0Y, + T, + T35 — Tilh

=00y + Ty Ty + T,T5 + TsT5 + Tioly + Tiol'ay + Tiol'sy — Tyely — Tl — Il
—0oT'}y + oy + Tyl — Diol'hy — Ty — T30,

—(a(t)a(t) +a*(t)) — a*(t)

—(a(t)a(t) + 2a°(t)), (A.39)

o194+ 0oT; — BoT9y + T9T0, + T9, TGy + Thol'gy + T T — [Ty — Tigl'g, — T35,

— 0oL, + T5, Ty + T — T,

—00T95 + T Tgp + T + Ty + Tl + Toel'%5 + Tl — Tiglys — Iy — Tl
—00T 9y + TaT 55 + Ty — Tigl'ay — Tl — T501 %,

—(a(t)a(t) +a*(t)) — a*(t)

—(a(t)a(t) + 2a°(t)), (A.40)
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Ry = 03T5 + 03T — OoTs5 + T3l + IS, T + Tl + ngffg — T, 55 — Tiol's5 — Fijrg?)

= —80Fg3 + ngfé?) + Pgorgs - Fﬁorg:a

= 0003 + T3 Tog + Tl + TsTG5 + Ty + Tol'og + T300'55 — TiTgs — I50T 55 — Tyl

= —0gTg5 + Tg3T05 + T35 — D1l — T3l33 — 3ol
= —(a(t)alt) +a*(t)) — a*(t)
= —(a(t)a(t) +2a*(t)).
De posse destas quantidades iremos calcular o escalar de curvatura

R = R =R,g¢" = Roog™ + Ri19"" + Ro2g™® + Rssg™

= 3@ + ( ait)) (—a(t)a(t) — 2a*(t))

at) U
6a(t)  6a*(t)
a(t) — a(t)
Finalmente podemos calcular as equagoes de Einstein dadas por
Roo—%Rgoo = —Too
at) 1 /6a(t)  6a*(t) _
-2 (o  ew) —
a’(t)
Yo = T
Rll_%Rgll = —Tn
. . 1 [(6a(t) 6a*(t) ) _
~(ateyato + 222 - 5 (S5 + 254 () =
2a(t)a(t) + a*(t) = —Ti,
322—%]3922 = —TIx
. 2 1 (6a(t)  6a*(t) 2 _
~(awa(e + 20 - 3 (2 + CH) () - -
2a(t)a(t) + a*(t) = —Th,
R33 — %ng = —Tz3

6i(t) | 63%(D)\ _ oo _
a(t) + a2(t) ) ( (t)) 133
2a(t)a(t) + a*(t) = —Tss,

~(a(t)alr) + 2 (1)) — (

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)



Apeéendice B

Neste apéndice apresentaremos alguns resultado matematicos apresentados no capitulo 2.

B.1 Expansao em base de ondas planas

Podemos calcular o fator de normalizacao C do conjunto de solugoes das equacoes de Dirac

para uma particula livre, através da relagao

/dgxw;67.¢l)/,erl = 57"7“’53(13 - p/) (Bl)
Assim,
3. 3 2 1 1 G- p U —i(p-xterwpt) Ji(p' X+ew 1)
d x¢P7€1‘¢plv€r’ = d .',U|C| U U 2./ (& PYe P
m + €Wp P[]
m GT/UJP/

(m + exwp) (M + €y

= |O|2 (UTU+ UT (0_3 . P)((_f p/) )U> €i(€r,wpl_erwp)t/dsxe_i(p_P/)'x

(m + €wp)(m + €wy)

- . JaR o .
_ |O|2UT <1 + (U p)(o‘ p) ) Uez(erlwp,—erwp)t(27T)353(p i p/)

considerando a relagao de Eq.(2.46) temos

2

/ P e, = |CP(27)° (1 + ) ) Utelter =ty (p — p')

(m+ ewp)(m + €pwy)

Logo,
p’ ~
|C’2(27T)3 (1 + ) ez(erl—er)wpt — 5”,

(m + e,wp) (M + €w)p)

80
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Podemos entao calcular o fator de normalizagao como

2 2 2 .2
p m* + 26,w,m + w- +p
L= Ioren” (1 " (m + €w )2) = [OF @) ( (mfe w )2p
rWp rWp

2€, 2w?
— ‘0’2(27‘_)3 € wpm + wp —_ ‘C|2<27T)3 267’(")10(777’ + Erwp)
(m + €,wp)? (m + €,wp)?

— fopeny (2 )

m—+ €Wy

assim, teremos um fator de normalizacao dependente de €,

o - 1 (m+erwp)1/2
T2m)2 I\ 26w,

B.1.1 Prova das relagoes de ortonormalizagao e fechamento

Considerando os spinores abaixo

2m Dz
m-+wp
D tipy
m-+wp

Px *ipy
m—+wp
—Pz
m-+wp

Pz —1iPy
m—wp
—Pz
m—wp

81

(B.2)

(B.4)

(B.5)
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sabemos que eles devem obedecer as relagoes de ortonormalizacao e fechamento, tais que

wl(p)w(p) =~ (B.6)
D wha(P)wly(p) =~y (8.7

Assim da relagao de ortonormalizagao

f &Ly T P Y R Ur
Wy (p)wT (p) - 2m U?"’ UT’ me,rwp 2m 3p
m4terwp "

Wp + €M Wy + €m ( i +oat b )
_ 4 g B.8
J( ) () (vt vz e, ) 89

(5"-p)(@-p) _ (3"-P)(@-P)
m? — w2 —p?

para €, # €. temos

Ainda, uma vez que as matrizes ¢ sao hermitianas, entao

(0" -p)(@-p) (@-p)d-p) 1p
_p2 - —p2 - —p2

=1 (B.9)

onde utilizamos a relagdo Eq.(2.46). Assim substituindo Eq.(B.9) em Eq.(B.8)

Cptm SO Tt gty =0

w), (p)w,(p) = \/

2m 2m

Para r = r’ igual a 1 ou 2, ou seja, €, = 1 teremos

m 4+ wp

w@m@>=———(Ww+w

2m

(a'.p)(a'.p) UT>

(m + wp)?

2
= MUJ (1+ p—l) U,

2m (m+ w,)?

2
. (ﬂ) Ui,
m \ m+wp

w.
= 22U,
m

Similarmente, para r = ' igual a 3 ou 4, ou seja, €, = —1 teremos

o X
o) = 2 (ot
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Entretanto para r = r/

1 0
Ulu, = (1 0) =1 ou UU.=(0 1) =1

0 1
Portanto
0 ser#r
wh(p)w(p) = {
2oser=r

como querfamos demonstrar. Agora para a relagdo de fechamento, considerando Eq.(B.2) -

(B.5), tomando v =1 e § =1 temos

4 2 2

t wp +m wp —m
3w (p)uly(p) = (\/—> +0+< > +0
g 2m 2m

Note que teremos o mesmo resultado para a =2 e [ = 2.

Paraa=3e =3

4 2 2 2

wy, +m D m+ w Py TP
) " w,s(p)wls(p) = (p ) +( p) :
r=1

2m (m + wy)? 2m (m + wp)?
wp — M P w, —mY\ pi+p;
+ +
2m (m —w,)? 2m (m —w,)?
_ p? B p?
2m(m+w,) 2m(m —w,)
_ %
om

Novamente teremos o mesmo resultado para a« =4 e f = 4. Para a =1 e f = 2 bem como

para a = 2 e § = 1 teremos uma soma de zeros, assim, vamos considerar « =1 e =3

gwﬂ(p)wig(p) = (wp+m>( b )+0+(“’P—m>( Py

2m m+ w, 2m m— wpy)

= 0

0 mesmo ocorre para = 3 e § = 1 similarmente para a = 2 e § = 4 bem como para o =4 e

B =2. Agora tomando a=1¢e =4

4 . .
t _ Wy + M\ Dz — 1Py 0 Wp — M\ Pz — 1Py 0
2 un(®)u(p) (o) s o+ (57 =iy

= 0



4. Modelos gravitacionais devido aos campos de calibre acoplados ao campo de Dirac 84

similarmente temos para @« =4 e = 1 bem como para o« =2 e = 3 e também para a« = 3 e

£ = 2. Finalmente paraa =3 e =4

Ti;wﬁ(p)wh(p) _ <Wp +m) p:(px —ipy) (m +wp) p-(pe — ip,)

2m (m ~+ w,)? 2m (m + w,)?
wp —m pz(pz - ipy) wp —m pz(px - Z-py)
+ — )2 — )2
2m (m —w,) 2m (m —w,)
=0
igualmente para a =4 e = 3.
Portanto
4
0 ser#r
Z Wra (p)wlﬁ<p) =93 .
=1 2 o ser=r

como queriamos demonstrar.
De posse destas quantidade, podemos deduzir a relacao de normalizacao para a funcao de

onda como

/ddxw;l(r)(x)w]gr)(l,) _ /de —i(erwp—€,rw,r) te —i(esp'—€rp).x T(p )wr<p)
\ prp

e —q G'rwp €,/ W, /)t63<€ /p — Erp) /(p )wT‘(p)

—_

S
©
=)

\_/

WpWp/

i

—t(€rwp—€ 1w, s 67«
_ et (e, (p' — —p))wl, (p')w,(p)

WpWp €/

m2 <
. —i(erwp—€w )t~ 5 o /

e P €pr €y v Wy

= Vo o (p' p)w!, (p)w:(p)

m2 .

—i(erwp—e€w, /)t53 e, i ,

= oty e P (p €r Erp) (67" Erp)wT(p>

Entretanto, definindo p = €,p, temos que de acordo com a relagao de ortonormalizacao

wi,(e,«/erp’)wr(p') = Wplpp = Wyl (B.10)
Assim de Eq.(B.6) temos
/ 2 .
/d3$¢;/(r )(x)¢ér) ([B) — w:Zup/e—z(sy-wp—ET/wp/)t(Sfﬂ(p/ _ Er'Erp)%érw

= &°(p—p')0
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B.1.2 Definicao de u(p,s) e v(p, s)

Vamos definir os spinores u(p, s) como

p—l—ml

T m)u(O, s) (B.11)

u(p, s) =

onde p = p " = poy’ +piy' = p"° — 'y = p°B — p' B’ = w,f — P’ BG’. Assim, por exemplo

para s = 1/2 teremos

Wp +m 0 —P- —Pz + ipy 1
1 0 Wp +m —Pz — Z.py Pz 0
u(p? S) =
2m(wp + m) - Pe —ipy —w,+m 0 0
pT + ipy —P, 0 —wp +m 0
wp+m 1
B 1 0  Jwpt+m 0
n 2 a 2m Dz
m(w, + m) D, T
. oti
D + LDy z;an;
= wi(p)
Note que para s = —1/2 devemos considerar a segunda coluna da matriz p+ml e teremos

wy(p). Assim definimos v(p, s) como

—p—l—ml

2m(w, +m)

v(p,s) = v(0, s). (B.12)



Apéndice C

Neste apéndice apresentaremos alguns resultado matematicos apresentados no capitulo 3.

C.1 Equacoes de Maxwell
Considerando a relacao para o tensor de stress
0 F" = 3", (C.1)
onde 7 = (p,J). Abrindo em componentes
B F™ + O, F" = jv.
Tomando v = 0 temos

aOFOO 4 @FZO _ jO
81F10 + 62F20 + 83F30 — jO

81E1 + 82E2 + 83E3 =p
O que nos leva a equagao de Gauss na forma diferencial
V-E=p. (C.2)

Agora tomando v = k temos

(%FOk T aZsz — jk,

86
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para k=1

aOFOI + aZle — jl
80F1 + alFH + 82F21 + 83F31 - jl

—OyE + 0,B% — 03B% = j*
OE, 0B. 0B,

ot Ty e
0F,
~ 5 +(VxB), =J, (C.3)
similarmente, para k = 2
OE,
———+(VxB), =J, (C4)
ot
epara k=3
E
—aa; +(VxB), = J.. (C.5)

Assim, somando Eq.(C.3-C.5) temos a lei de Ampere

OE
VxB—-—=1]. C.6
P o (C.6)
Vamos entao considerar a relagao,
ONFM 4+ OV FM 4 OFF = 0, (C.7)

a qual devemos abrir em componentes. Entretanto, note que por F* ser antissimétrico, qual-
quer combinacao com indices iguais nos levam a uma relacao trivial. Ainda, em funcao da
relacao ser ciclica em seus indices, qualquer permutacao ciclica dos indices nos levam a uma

redundancia. Assim, considerando A =0, u =1 e v = 2, temos

F?+PF"+0'F? =0

—°B? — *E' +90'E?* =0
OB,
ot

+(VXE), =0 (C.8)
tomando A =0, pu=1e v =3, temos

80F13 —|—03F01 —|—81F30 =0

B> - *E'+90'E? =0

% +(VxE), =0 (C.9)
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para A =0, u =2 e v = 3, temos
OOF2 1 9302 4 o230 _

"B?> — 9*FE* + 9*’E® =0

0B,
+(VxE),=0 (C.10)
ot
Entao, somando Eq.C.8-C.10 temos a equacao de Faraday da inducao
0B

Finalmente tomando A =1, p = 2 e v = 3, temos
OLFB L 9312 L 923 —
~0'B' - 9°B* - 9*B* =0
o que nos remete a ultima equagao de Maxwell que estabelece a auséncia de monopolo magnético.
V-B=0. (C.12)
Agora, da relacao
Fr = 9rAY — 0V A*. (C.13)

Novamente, ao abrirmos em componentes devemos desconsiderar os indices repetidos e as

permutagoes de indices. Assim, para p=0ev =1
FOl — 80A1 _alAO
_ElzaOAl_alAO

parap=0ev =2

parap=0ev =3
F%B =043 - 9°A°
_E3— 9943 _ 9340
oV 0A,

b=~
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Entao, somando as trés componentes temos

Ainda se tomarmos, p=1ev =2

0A 0A

B, =y Yle
) oy
B,=(VxA),,

sepu=1lev=23

F13281A3—83A1
B2281A3—83A1

B 0A, B 0A,
Y or 0z
By = (V X A)ya

eparapu=2ev =23

F23 — 82A3 o 83142
—B'=0*A - 9°A?

_0A. 04,
T oy 0z
B, =(VxA),
Novamente somando as componentes temos
B=V xA. (C.15)

C.2 Operador unitario

Um operador é dito operador unitério se sua inversa coincidir com seu adjunto, ou seja U~ =
UT. Podemos expressar um operador unitario como U = ¢’ onde H é dado por

3
H:C[)l—i-C'a::CUl—i-ZCiO'i

i=1
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onde 1 é a matriz identidade e & sao as matrizes de Pauli. Pretendemos encontrar os coeficientes
o € ¢;’s que satisfacam esta igualdade. Assim, vamos primeiramente, relembrar as propriedades

das matrizes de Pauli:

1. Tr(c—1i)=0

3. T?"(O'iO'j) = 2513

Vamos entao tomar o trago de H, desta forma

Tr(H) = cOTr(l)—i—ZciTr(Ui)

= 200

Ainda, tomando o traco de o;H, temos

3
T?"(O’iH) = CoTT(Uil)—FZCjTT(O_Z’Uj)
j=1
3

= CoTT(O’i) + Z CjZ(Sij
j=1
= 202’

Podemos entao escrever o operador unitdario de uma forma geral, dado que, sua formulacao

depende somente dos termos da matriz H, assim

H= %[(TT(H)l + ) Tr(o:H)oy)]

=1

C.3 O potencial A"

Para podermos realizar a promocao de invariancia global a invariancia local, necessaria para a
. . ~ /

tratamento dos campos de Yang-Mills, devemos analisar a transformagcao A,fa) — A,(f), tal que

ela contabilize os termos excendentes a esse procedimento. Devemos considerar que ¢' = K1,

com K = e 1%%®)  Assim temos que

(O +igo' DAY = K (9, + iqo'® AW )
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Tomando a derivada parcial de ¢, teremos que 0,¢" = 0,(Kv) = K(9,¢) + (0, K)v, substi-

tuindo na equagao acima temos,

K(0,0) + (0,K)¢ +igo W AWKy = K(9,0) + igKo ™ Ay

(0.K) +igo AWK = Kigo' @AW

Multiplicando por K~! pela direita,
(0, K)K ! +igo A = Kigo™ AWK~

Logo, podemos escrever

o @A = Ko AWK 4 g(auK)K‘l (C.16)
Agora, considerando uma expansao para pequenos valores de ¢, podemos escrever as relagoes:

K~1—igo-p, K'~1+igo-ped,K ~—iqo - (dup)
. @) 1la . i, .
a(“)A:E“) ~ (1—igo-p)(o )A,I(L N1 +igo - @) + 5(—@(]0 (0up)) (1 +igo - p)
= WAL +ig[(a WAL (0 ) = (0 - 9) (VA + (0 - ) (0 AL (o - )
+0 - (Oup) +1iq’0(0up) (0 - )
desconsiderando os termos de segunda ordem,

@ A1) = 6@ A 4 ig[(oDAD), (- )] + 0 - (D) (C.17)

Podemos escrever os produtos escalares presentes nos comutadores em componentes tais que
(DAL, (0 )] = [ DA, oD

= @AW GO 0 _ 50),0)5(@) @)

= A@L® [a(“), a(b)}

— A(a)w(b)(%eabca(@)

Portanto substituindo em Eq.(C.17),

U(a)A;Ea) = 0 WAW 4 59(9,0@) + QQU(Q)EabC@(b)AEf))

w

ou ainda

A;fa) = A,(f) + (aﬂw(a)) + 2q€abcgp(b)Al(f))
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C.4 Tensor momento-energia

Podemos calcular o tensor momento-energia através da lagrangeana do campo sobre o qual
desejamos estudar. Para isto devemos considerar o equacao apresentada no capitulo 1, de

acordo com a equagao, Eq.(1.9), dada por
=—2— —guL (C.18)

Para o nosso caso, a lagrangeana utilizada seré a de Euler-Heinsenberg, Eq.(3.17)

£ __E+2042 F_2_|_7_G2
EH 4 16

Tt (C.19)

Vamos tomar esse fluido presente em um universo de Friedmann, podemos entao escrever Fj,,
em termos da métrica, g, = diag(1, —a*(t), —a®(t), —a*(t)) tal que
F=F,F"=g¢"¢"F,F,;=2B*— E?)
1 1
G = —n*"E,4F,, = —
277 B4 2\/_—9

Calculando a derivada da lagrangeana, temos

P sF,, = —4E - B

dgrv— OF Ogm 0G  Ogm
0

0 1
= L Xghop F L —
Fge 9 e ) B |75

ey o o« £G 99Guv
= ,CF((S“(S;(‘QB +556Vg X)FaaFﬁx+ T(—g—;)g/?
La

1
= ['F(FMBFBV + FMXFXV) + TWEQ/BUXF‘MFUXQMV

— 2LpFF,, + % (C.20)

¢POXE 5,

X FopFyy,

onde Lr e L sao as derivadas da lagrangeana com relacao a F' e G respectivamente. Temos,

entao um tensor momento-energia dado por

(TMV)EH = 4£FFMUFUV — (G,CG + 'C)gl“’

40*F F a? (1G?
= —1)F,F, — | =+ — (= —F*)| gu
(- )mn-[frw (5 ) ]w

Assim, escrevendo os componentes nao nulos,

40*F F 2 (T1G?
(Too)en = ( ZE) - 1> Fy Fp— = — — (— - FZ) (C.21)
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4 2F ’F 2 2 T
(Ty)en = ( (15 - 1) By E, - Tt % (% — F2) a*(t) (C.22)
4 2F [ F 2 2 T
(T2)enr = ( 35 - 1) Fy "Foy — Tt % (% — Fg) a*(t) (C.23)
e
A2 2 2
(Ts3)prr = ( ZSF — 1) F3 7F3 — E + % (% — F2)} a?(t) (C.24)

Agora, considerando um observador do tipo tempo representado pelo tensor v = ¢}, conforme

discutido no capitulo (1), podemos escrever os campos E,, e B, tais que,

E, = F,v" (C.25)
B, =F,v" (C.26)

o que nos leva a relagao
F.=Ew, — Ev, + 1 aﬁUaBﬁ. (C.27)

Logo, podemos escrever
F,°F,, = (B0 —E%,+mn, ‘mﬁvaBg)(Eavl, — E v, + Moy aﬂvaBB)
= —-E,E, — E2vuvl, - Eiij“voniXOngy + Eiijl,vofr]XingXH +
+BiBj77XUOi77WOjgngu9w (C.28)

onde consideramos E°E, = —FE? Temos que n®" = —\/%—geaﬁ“”, de forma que reescrevendo

em componentes, a fim de substituir nas componentes do tensor momento-energia, teremos

FO g w0 = —E2 — E2U0U0 (C29>
F\°F, = —E\E, + B:Bin"" "% g, g11911 (C.30)
Fy “Fo9 = —Ey )y + BiBjn200i77V20jg'yUgZ2g22 (C.31)

Py "F,3 = —E3E3 + B;Bn* "% g, g33g33 (C.32)
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Podemos assim, escrever o tensor momento-energia, em componentes, como

(Too) g = —E* (42? - 1) . g - 3‘—; (%GQ - F2) (C.33)
(Tuden = (25 1) 02+ B+ (57 - | £+ o (T - )] e e
(Talen = (158 1) 2+ B+ 87 - | £+ 5 (T - 1) e e

o = (228 1) o B+ A - £+ S (1 - 2) ] @) (o0
33)EH = 15 3 1 2 1 90 9 a .
Devemos agora calcular o tensor momento-energia para o campo de Yang Mills. O qual pode

ser encontrado novamente utilizando a relacao de Eq.(??), dada por

oL
Tl“/ = —2W — gwjﬁ

Se agora, considerarmos a lagrangeana de Yang Mills, podemos calcular seu tensor momento-

energia através do mesmo processo via Eq.(C.18). Assim considerando a lagrangeana

bo F

Onde, escrevendo F' em termos da métrica de Friedmann teremos

F=Femwp@ gaugﬁVF(%)F(a) (C.38)

a 2%

o que nos permite calcular a derivada da lagrangeana de Yang-Mills em relacao a métrica, num

processo similar ao primeiro termo da derivada da lagrangeana de Euler-Heinsenberg,

OLyr  OLyy OF 0 o e
_ _ ao F(a)F(a)
agwj OF agwj EFagw/ (g g aoc © By )
= —2LpF,"WEFY) (C.39)

onde L é a derivada da lagrangeana com respeito a F. Considerando, novamente o observador

do tipo tempo, temos a relacao

F@ = E@u, — B v, + 0, v, BY. (C.40)

uv
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Logo,
Fu U(a)Fég) _ _Elga)EVa) . E2quy . Ei(a)B](‘a)v,uvoniXOjgxu + Ei(a)B](-a)UquT]Xiojgw +
Novamente considerando n®H = —\/%6“5’“’, podemos escrever Eq.(C.41) em componentes
F a(a)Fég) = —F? (C.42)

£ a(a)Féclb) — —Efa)Ega) + Béa)Béa) + Bé“)Béa)’ (C.43)
£ a(a)Fég) _ éa)Eéa) + B§a)3§a) + Béa)Béa)’ (C.44)

e
Py - BB + BOBY + BB c49

Portanto substituindo os componentes de £}, ”(“)Fég) em 7}, temos

F by .. F
T; =bFE* (In— +1)+ - Fln— C.46
(Too)ym = bo (HMQ-F )+4 DM2> ( )
a a a a a a F b F
(T11)yu = bo(E\YE — BB — B{® B{®)) (m i 1) - aQ(t)ZOFIn it (C.A47)
a a a a a a F bo F
(Ton)yar = bo(ESES” — B B — B{® B{") (m o 1) —a*(t) 7 Fln L (C.48)

a a a a a a F b(] F
(Tss)yar = bo(ESVE — BB — B{® B{") (m i 1) —a*(t)~Fln— (C.49)



Apeéendice D
Vierbeins

A formulacao usual da teoria da relatividade consiste em uma generalizacao da teoria da
relatividade especial. Para isto consideramos uma métrica com curvatura representada por
gy a0 inves do espago plano de Minkowski, dado por 7,,. Ainda trocamos as derivadas
parciais por derivadas. Por fim substituimos todos os tensores de Lorentz T por T/"~ que se
comportam como tensor. Este é um método muit eficaz, entretanto nao pode ser aplicado para
objetos que nao se transformam como tensores. Este é o caso de campo spinoriais, como por
exemplo o campo de Dirac. Ao considerarmos campos spinorais devemos introduzir uma outra
abordagem [37]. Para isto, vamos nos valer da principio da equivaléncia, que nos garante que
todos os observadores sao equivalentes, para introduzir em cada ponto z*, no espaco curvo,
um conjunto de coordenadas x,(z) definindo um espaco plano, denominado espago interno,
tangente ao espacgo curvo no ponto z*. Agora, uma vez que, a métrica pode ser escrita me
qualquer referencial nao-inercial como

_ 8Xa axb
In = G v b

entao, podemos escrever

G =V W)V ()b (D.1)

a Ix*
V 12 (x) = ( 8.1'“ )
=X

a qual é chamada vierbein ou tetrada. Note que fixamos a coordenada locamente inercial y* x

onde definimos

para todo ponto X, entao quando mudamos de coordenadas, de x*, para x'*, a derivada parcial
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muda de acordo com a regra

Ve .

oxr”

Ve, =V, = S

Assim, pensamos em V¢ , formando quatro campos vetorais covariantes, nao como um tnico
tensor. Constituindo um grupo de quatro vetores, justificando o nome tetradas.

Os objetos no espago curvo em um dado ponto x*, estao relacionados com grandezas no

correspondentes espaco interno, sendo que, quem estabelece a conexao entre os espacos sao as

vierbeins, tal que, podemos escrever um objeto A%(x), definido no espago interno, associado a

um objeto A*(z), definido no espago curvo, tal que
A%x) =V A (). (D.2)

De forma que os indices latinos a,b = 0, 1,2, 3, sao referentes ao espaco interno, e os indices
gregos, uv = 0,1, 2,3 referem ao epaco curvo.
Agora, podemos escrever uma relagao inversa a Eq.(D.2), de forma a conectar um objeto

no espaco curvo a um objeto no espago plano, sendo
At(x) =VH (A (x)
onde V# , é a vierbein inversa, a qual odecede a seguinte relagao
Vo *Vp, = nab. (D.3)
Ainda, da relagao Eq.(D.1), podemos escrever
Ve (@) Vi (@) = G (D.4)
Agora se realizarmos uma transformagao de Lorentz no espaco interno teremos,
Gow = V'V sltar = NV LAV e
= (A)enagVe Ve, =naVe Ve,
= Guv

ou seja, transformagoes de Lorentz mantém a métrica invariante. Finalmente, uma vez defi-
nido o comportamento das vierbeins, podemos analisar o campo spinorial em espacos curvos.
Sabemos, do capitulo 2, que o campo spinorial é carcterizado pela lagrangeana de Dirac dada
por

L =i)(y*0y —m)
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onde y* s@o as matrizes gamma de Dirac as quais obedecem a rela¢ao de comutacao {,, %} =
2nap, as quais sao validas somente no espago de Minkowski. Devemos entao, reescrever 7%, em

termos das vierbeins para representa-las no espago curvo, tal que
_ a
V=Valy

Devemos ainda, modificar o termo da derivada que deve passar a ser um derivada covariante
(nao confunda com a derivada covariante da relatividade geral). De forma que, esta derivada

parcial da lagrangeana deve ser acrescida de um termo tal que,
Oy =V, =0,+1,

onde I',, ¢ a conexao de spin definida no capitulo 2

1
Ly = ViV b0

sendo c® e V# »,, definidos anteriormente como

abzz
2

o [, "]
VFE by =0, VEy +TE V7,
Assim, a lagrangeana de Dirac em espacos curvos serd dada por
L = ip(VFy*V, —m)

= WH"V,—m)y.
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