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RESUMO 
 

Este trabalho propõe o desenvolvimento, aplicação, avaliação e teste de um método de 

ponderação para problemas de otimização multiobjetivo basedo em critérios de diversificação. 

Com este método é possível determinar pesos para as funções objetivo que favoreçam o 

melhor atendimento das metas individuais com concomitante redução dos erros de previsão 

para o ponto Pareto ótimo escolhido. Para tanto, as funções de entropia, diversidade e a razão 

entre as métricas de diversificação e uma métrica de erro são modeladas experimentalmente 

utilizando-se um arranjo de misturas, no qual, cada componente refere-se ao peso atribuído a 

cada função. Com o intuito de demonstrar a aplicabilidade do método proposto, sete casos, 

com características distintas, foram analisados. De maneira geral, as métricas foram capazes 

de reduzir a variância de previsão, ao definir o vetor de pesos para a definição do ponto Pareto 

ótimo preferido. Porém, alguns pontos devem ser destacados: a utilização de dois pontos 

centrais no arranjo experimental, aumenta de modo geral a variância de previsão; modelos 

matemáticos cujos pontos de ótimo se situam fora da região experimental, prejudicam a 

redução da variância; algumas métricas geraram pesos iguais a zero para alguns problemas, o 

que não é desejável em problemas multiobjetivos; em todos os casos analisados, as métricas 

obtidas pela razão entre medidas de diversificação e erro, foram eficientes em gerar vetor de 

pesos que levaram à redução da variância de previsão; e, em todos os casos analisados, foi 

possível verificar que a ponderação afeta a variância de previsão. Diante dos resultados 

apresentados, conclui-se que as métricas obtidas pela razão entre medidas de diversificação e 

erro, são as mais robustas, pois, apresentaram resultados mais confiáveis, gerando vetores de 

pesos que levaram a pontos Pareto ótimos com menor variância de previsão em todos os 

problemas analisados. Além disso, os resultados obtidos deixam claro que os pesos utilizados 

no processo de otimização multiobjetivo têm influência na variância de previsão da resposta 

obtida. 

 

Palavras-Chave: Otimização multiobjetivo, Fronteira de Pareto, Ponderação, Variância. 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 
 

This work proposes the development, implementation, evaluation and testing of a weighting 

method to multiobjective optimization problems based on diversification criteria. With this 

method it is possible to establish weights to objective functions wich promote better meet 

individual goals with a simultaneous decrease of global optimum prediction errors. For this, 

the functions entropy and diversity, and the ratio diversification/error are experimentally 

modeled using an arrangement of mixtures, in wich each component refers to the weight 

assigned to each function. In order to demonstrate the applicability of the proposed method, 

seven cases with different characteristics were analyzed. In general, the metrics were able to 

reduce the prediction variance by defining the vector of weights for the preferred Pareto 

optimum point definition. However, some points should be highlighted: the use of two central 

points in the experimental arrangement increases the prediction variance in general; 

mathematical models whose optimal points lie outside the experimental region, impair the 

reduction of variance; some metrics generated weights equal to zero for some problems, 

which is not desirable in multiobjective problems; In all cases analyzed, the metrics obtained 

by the ratio between measures of diversification and error, were efficient in generating vector 

of weights that led to the reduction of the prediction variance; and, in all analyzed cases, it 

was possible to verify that the weighting affects the prediction variance. In view of the 

presented results, it is concluded that the metrics obtained by the ratio between measures of 

diversification and error are the most robust, since they presented more reliable results, 

generating vectors of weights that led to Pareto optimal points with lower prediction variance 

in all problems analyzed. In addition, the results obtained make it clear that the weights used 

in the multiobjective optimization process have an influence on the prediction variance of 

obtained response. 

 

Keywords: Multiobjective optimization, Pareto Frontier,Weighting,Variance. 
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1 – INTRODUÇÃO 

 

1.1 – DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

Nos dias atuais, onde a competição entre as empresas é constante e muito acirrada, há 

uma grande cobrança aos gestores por redução de custos e melhoria de parâmetros de 

qualidade dos produtos e processos. 

Neste contexto, qualidade é definida como a adequação de um produto ao seu uso ou à 

sua finalidade durante um determinado tempo de vida, ao nível mais econômico possível, 

sendo, portanto, a satisfação do cliente derivada da qualidade do produto (VIJAYARAM et 

al., 2006). Um produto tem melhor qualidade a partir do momento em que ele é mais 

adequado ao usuário final. 

 Kano e Nakagawa (2008) defendem que para alcançar o melhoramento da qualidade 

do produto, é necessário um sistema tendo, ao menos, as seguintes funções: 1. prever a 

qualidade do produto pelas condições de operação; 2. detectar falhas e mau funcionamento 

para prevenir operação indesejável; e 3. determinar melhores condições de operação, visando 

melhorar a qualidade do produto. A primeira função é realizada pelo desenvolvimento de um 

algoritmo, sendo este um modelo matemático que relaciona as condições de operação à 

qualidade do produto. A segunda função é realizada pelo controle estatístico multivariado do 

processo. A terceira função é realizada pela formulação e resolução de problemas de 

otimização. 

 Em diversas áreas, tais como engenharia, computação, economia e comunicação, 

existe um grande número de complexos problemas de otimização (CHEN et al., 2015) e, por 

isso, as técnicas de otimização têm evoluído muito nos últimos anos, encontrando ampla 

aplicação em vários tipos de indústria. Graças à nova geração de poderosos computadores, 

essas técnicas são capazes de resolver problemas cada vez maiores e mais complexos. 

 Otimização é o ato de obter o melhor resultado sob dadas circunstâncias. Neste 

contexto, o objetivo principal da tomada de decisões em processos industriais é minimizar o 

esforço requerido ao desenvolvimento de determinada tarefa ou maximizar o benefício 

desejado. “Desde que o esforço requerido ou o benefício desejado em qualquer situação 

prática possa ser expresso como uma função de certas variáveis de decisão, otimização pode 

ser definida como o processo de encontrar as condições que dão o valor máximo ou mínimo 

de uma função” (RAO, 2009, p.1). Esta função é denominada função objetivo. 

 Entretanto, na maioria dos processos industriais, as relações entre as respostas e as 

variáveis de decisão são desconhecidas, ou seja, as funções objetivo em problemas reais não 
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são conhecidas antecipadamente. Então, busca-se encontrar uma aproximação adequada para 

representar as respostas de interesse como função destas variáveis. 

 Visando obter essas informações, faz-se necessário projetar e executar experimentos, 

coletar os dados e analisá-los. Em um experimento planejado são feitas variações propositais 

nas variáveis controláveis do processo, observando os dados de saída resultantes com o intuito 

de fazer inferências acerca de quais variáveis são responsáveis pelas mudanças observadas. 

Esses dados são analisados por métodos estatísticos, resultando em conclusões válidas e 

objetivas. 

 Segundo Montgomery (2009), quando se tem o objetivo de otimização de determinado 

problema, a metodologia de superfície de resposta (Response Surface Methodology - RSM) 

deve ser a metodologia escolhida para a definição do arranjo experimental. A RSM é uma 

coleção de ferramentas matemáticas e estatísticas, utilizada para a modelagem e análise de 

problemas em que as respostas de interesse são influenciadas por diversas variáveis. Como 

um dos objetivos da RSM consiste na otimização das respostas, recomenda-se, sempre que 

possível, representá-las por meio dos modelos de segunda ordem, já que a curvatura 

apresentada por estes define a localização de um ponto de ótimo. 

 Apesar de ser considerado uma aproximação adequada para as respostas de interesse, o 

modelo matemático obtido não consegue representar completamente o processo real. Os 

valores gerados pelo modelo estimado sempre apresentarão um erro em relação aos valores 

reais. A magnitude desses erros é mensurada pela variância de previsão do modelo. Assim, a 

qualidade da previsão de uma resposta depende, em larga extensão, do tamanho da 

correspondente variância da previsão. Pequenos valores da variância de previsão são 

desejáveis para previsões confiáveis (KHURI et al., 1996). Desse modo, segundo Myers et al. 

(2009), é importante para um arranjo, ou design, experimental de segunda ordem possuir uma 

distribuição razoavelmente estável da variância de previsão por toda a região do arranjo 

experimental, uma vez que o analista não sabe desde o início onde no espaço experimental 

será necessário fazer previsões ou onde o ótimo se situa. 

 Por enquanto, tem sido considerada a otimização e previsão de apenas uma resposta de 

determinado problema que está sendo analisado. Porém, em situações práticas, 

normalmente existe mais de uma função objetivo a ser analisada de maneira sistemática e 

simultânea para a resolução de determinado problema, levando à otimização multiobjetivo 

(HUANG et al., 2006; ADEYEMO e OLOFINTOYE, 2014). 
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Analisando-se os processos de manufatura constata-se que os diversos parâmetros 

passíveis de controle, como qualidade, custo e produtividade, conduzem a modelos 

matemáticos multiobjetivos no intuito de garantir sua otimização. 

Em problemas multiobjetivos, é pouco provável que todas as funções sejam 

minimizadas simultaneamente por uma solução ótima x*. Em geral, os múltiplos objetivos 

têm conflitos de interesse. O que se tornou de grande relevância para esses tipos de problemas 

é o conceito de solução Pareto ótima, também chamada de solução de compromisso. Uma 

solução viável x* é Pareto ótima se nenhuma outra solução viável z existe tal que 

( ) *( ),  1, 2,...,i if z f x i m≤ = , com ( ) *( )j if z f x<  em, ao menos, um objetivo j. Em outras 

palavras, um vetor x* é dito ser Pareto ótimo se nenhuma outra solução z pode ser encontrada 

que cause uma redução em uma função objetivo, sem causar um aumento simultâneo, em ao 

menos, um dos outros objetivos. Pareto otimalidade é um conceito equivalente ao de 

eficiência, não-inferioridade e não-dominância. 

Soluções Pareto ótimo ocorrem por causa da natureza conflitante dos objetivos, onde o 

valor de qualquer função objetivo não pode ser melhorado sem impactar, ao menos, um dos 

outros. Nesse contexto, um trade-off representa abrir mão de um objetivo para melhorar outro 

(ESKELINEN e MIETTINEN, 2011). 

O propósito dos métodos de otimização multiobjetivo é oferecer suporte e caminhos 

para encontrar a melhor solução de compromisso, na qual o decisor e sua informação de 

preferência têm papel importante, uma vez que este é tipicamente responsável pela solução 

final do problema (ESKELINEN e MIETTINEN, 2011). Com o intuito de definir a 

importância relativa de cada função objetivo, o decisor deve atribuir-lhes diferentes pesos 

(ZELENY, 1974). Assim, surge a seguinte questão de pesquisa: como auxiliar o tomador de 

decisão na escolha da melhor ponderação ao se trabalhar com otimização multiobjetivo, 

visando manter a variância de previsão das respostas para o ponto escolhido tão baixa quanto 

possível? 

Na tentativa de responder a esta questão, diversos critérios podem ser avaliados, como, 

por exemplo, critérios de diversidade. Dentre os métodos utilizados para a diversificação, a 

métrica de entropia, proposta por Shannon (1948), é uma das mais importantes. 

Essencialmente, a entropia mede o grau de incerteza associada com a distribuição de 

probabilidade, de modo que, quanto mais itens e quanto mais similar for a probabilidade de 

ocorrência desses itens, maior é a entropia. No contexto da otimização multiobjetivo, o uso da 

entropia visa distribuir os pesos o mais uniformemente possível entre as funções objetivo que 
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estão sendo analisadas. Uma vez que a qualidade da previsão de uma resposta depende do 

tamanho da variância da previsão, a maneira com que a diversificação afeta seu 

comportamento passa a ser relevante para a obtenção de previsões confiáveis. 

 

1.2 – JUSTIFICATIVA 

Em processos industriais onde se deseja a otimização conjunta de múltiplas 

características, o problema pode ser definido por meio da seguinte formulação: 

 

( ) ( ) ( ){ }
( )

( )

1 2 , ,...,

 :  0,  1, 2,...,

                 0,  1,2,...,

k

i

j

Minimizar f x f x f x

Sujeito a h x i l

g x j m

= =

≤ =

 (1.1) 

 

onde: f1 (x), f2 (x),...,fk (x) são as funções objetivo a serem otimizadas; hi (x) representam as l 

restrições de igualdade; e gj (x) representam as m restrições de desigualdade. 

 Ao tentar resolver um problema de otimização multiobjetivo se está interessado em 

encontrar soluções eficientes. Entretanto, geralmente, existem muitas soluções eficientes (um 

número infinito), formando o conjunto eficiente ou conjunto Pareto ótimo (MIETTINEN, 

1999). Segundo Mela et al. (2012), denomina-se otimização multiobjetivo o próprio processo 

de gerar alternativas Pareto ótimas. 

Matematicamente, cada ponto Pareto ótimo é uma solução igualmente aceitável para 

um problema de otimização multiobjetivo (MIETTINEN, 1999), sendo geralmente desejável 

obter um ponto como solução final. Entretanto, devido à natureza multidisciplinar dos 

problemas relacionados aos processos industriais que estão intimamente relacionados a vários 

critérios múltiplos não comensuráveis, determinar qual solução é a melhor escolha para ser 

implementada pode ser uma tarefa difícil. Segundo Mela et al. (2012), denomina-se Tomada 

de Decisão Multicritério (Multiple Criteria Decision Making) o processo de escolher uma 

solução simples preferida entre todas as alternativas computadas. 

Uma vez que dificilmente se conhece o grau de importância a ser atribuído a cada 

objetivo (SZELĄG et al., 2014), a definição dos pesos para cada função acaba sendo feita de 

maneira subjetiva, influenciada pelas preferências do decisor. Porém, Zeleny (1974), ao 

propor o seu método de ponderação baseado em entropia para otimização multiobjetivo linear, 

discute alguns pontos contra essa prática, dentre os quais citam-se: 1. a capacidade humana 

para chegar a uma avaliação global por intermédio da ponderação e combinando diversos 

atributos não é muito boa, sendo tal processo de atribuição de pesos instável, subótimo e 
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frequentemente arbitrário; 2. o número total de todos os possíveis (e identificáveis) critérios 

ou atributos pode ser muito grande, não sendo plausível esperar que qualquer ser humano 

possa atribuir pesos a centenas de atributos com alguma confiabilidade; 3. alterações de pesos 

refletem o fato de que eles são dependentes de um problema particular, ou seja, qualquer 

particular estrutura de ponderação deve ser aprendida, sendo mais o resultado da análise do 

que seu input. De fato, a obtenção de informações de preferência direta do analista pode ser 

contraproducente na tomada de decisões no mundo real por causa do alto esforço cognitivo 

exigido (FIGUEIRA et al., 2009). 

Com o intuito de minimizar o esforço na tomada de decisões, muitos trabalhos, dos 

quais o próprio trabalho de Zeleny (1974) é um exemplo, buscaram a definição de métricas 

objetivas de ponderação que são aplicáveis à otimização multiobjetivo. Entretanto, ao se 

trabalhar com otimização multiobjetivo, além da busca pelo ponto que caracteriza a solução 

final para o problema, o quanto esta solução é confiável surge como ponto central. Portanto, a 

variância da previsão é uma preocupação importante (ANDERSON-COOK et al., 2009). 

De fato, segundo Myers et al. (2009), a variância de previsão é o tópico de maior 

importância para o caso dos arranjos experimentais de segunda ordem, sendo que muitas das 

propriedades dos designs experimentais são conectados à maneira pela qual os pontos são 

distribuídos na região de experimentação. Especificamente, essa distribuição de pontos no 

espaço, determinada pela escolha do arranjo experimental, tem um profundo efeito na 

distribuição da variância de previsão. 

Muitos trabalhos se dedicaram ao tema de seleção do design experimental, como por 

exemplo, Kiefer (1959), Kiefer e Wolfowitz (1960), Box e Draper (1987), Giovannitti-Jensen 

e Myers (1989), Myers et al. (1992), Borkowski (1995), Khuri et al. (1996), Hamada et al. 

(2001), Goldfarb et al. (2004), Anderson-Cook et al. (2009), entre outros. Esses trabalhos 

discutem os critérios de otimalidade do design experimental, sendo que a maioria destes são 

baseados nas características da variância. 

Porém, a discussão a respeito de como a ponderação de funções, em otimização 

multiobjetivo, afeta a variância da previsão não foi realizada, deixando-se claro que 

contribuições teóricas podem ser dadas ao explorar este tema. Assim, uma vez que a 

qualidade da previsão depende de sua variância, a maneira com que a ponderação afeta o 

comportamento da variância de previsão passa a ser relevante para a obtenção de previsões 

confiáveis. 
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1.3 – OBJETIVO DA PESQUISA 

 

O objetivo principal desta pesquisa pode ser definido como: 

 

Analisar como a ponderação afeta a variância de previsão ao propor um método, 

baseado em critérios de diversificação, para a identificação dos pesos ótimos em 

problemas de otimização multiobjetivo envolvendo modelos de superfície de resposta. 

 

Para que o objetivo geral seja alcançado, propõem-se os seguintes objetivos 

específicos: 

• Modelar, a partir da metodologia de superfície de resposta, as características dos 

processos nos casos analisados; 

• Gerar a fronteira Pareto ótima, a partir dos modelos obtidos com a metodologia de 

superfície de resposta; 

• Utilizar diferentes parâmetros para a identificação do vetor de pesos ótimos a serem 

utilizados na otimização dos processos nos casos em análise; 

• Investigar o comportamento da variância de previsão frente aos diferentes parâmetros 

de ponderação para otimização multiobjetivo; 

• Definir uma rotina de cálculo para o processo de otimização. 

 

1.4 – CONTRIBUIÇÕES DA TESE 

Espera-se que a tese possa contribuir para a discussão acerca do método de 

ponderação em otimização multiobjetivo, assunto este disposto dentro do escopo da Tomada 

de Decisão Multicritério. 

O ineditismo da tese será alcançado ao analisar o comportamento da variância de 

previsão durante o processo de otimização multiobjetivo e sua relação com a ponderação, 

assunto este ainda não abordado na literatura. 

 

1.5 – LIMITAÇÕES DA PESQUISA 

O presente trabalho apresenta algumas limitações, dentre as quais: 

• Somente a metodologia de superfície de resposta é utilizada; 

• Utiliza-se somente um tipo de design para a metodologia de superfície de resposta, o 

Arranjo Composto Central (Central Composite Design - CCD). Essa escolha se deve 
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ao fato de que este é o design mais utilizado para coleta de dados em problemas de 

superfície de resposta, além de permitir uma razoável quantidade de informação para 

testar o erro sem envolver um grande número de experimentos; 

• Utilizam-se somente funções quadráticas para a modelagem das respostas de interesse, 

principalmente por sua parcimônia; 

• Consideram-se somente dados contínuos para análise; 

• Utiliza-se, para a identificação dos pontos de ótimo, o Gradiente Reduzido 

Generalizado, ficando a localização desses pontos condicionada ao desempenho do 

algoritmo; 

• Utiliza-se como método de otimização multiobjetivo o Método de Interseção Normal à 

Fronteira (Normal Boundary Intersection - NBI), ficando os resultados condicionados 

ao desempenho deste método. Essa escolha se deve às características de robustez do 

NBI, mesmo ao se trabalhar com problemas não-convexos; 

• Utilizam-se somente duas métricas para a diversificação dos pesos, a entropia 

(SHANNON, 1948) e a diversidade (STIRLING, 2007). 

 

1.6 – METODOLOGIA DA PESQUISA 

A presente pesquisa caracteriza-se por ser de natureza aplicada (BICKMAN e ROG, 

2009), com objetivo normativo, e abordagem quantitativa (BERTRAND e FRANSOO, 2002), 

utilizando como método a pesquisa experimental. 

Segundo Bickman e Rog (2009), a pesquisa aplicada busca aumentar o entendimento 

de um problema com o intuito de contribuir para sua solução. Já Bertrand e Fransoo (2002) 

definem pesquisa quantitativa como sendo uma pesquisa em que modelos de relações causais 

entre variáveis de controle e variáveis de desempenho são desenvolvidos, analisados ou 

testados. A pesquisa quantitativa, segundo Bertrand e Fransoo (2002), pode ser classificada 

em pesquisa axiomática e pesquisa empírica, sendo a pesquisa empírica primariamente 

dirigida por resultados e medidas empíricas, resultados estes aplicáveis em processos reais. 

Ainda, segundo Bertrand e Fransoo (2002), as pesquisas axiomáticas e empíricas 

podem ser classificadas em: 1. Axiomáticas normativas: preocupadas em desenvolver 

políticas, estratégias e ações para melhorar os resultados disponíveis na literatura existente. 

Este tipo de pesquisa considera como ponto central a solução do modelo; 2. Axiomáticas 

descritivas: estão primeiramente interessadas em analisar o modelo que conduz o 

entendimento e explicação das características do mesmo. Nele, o processo de modelagem é o 
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ponto central; 3. Empíricas descritivas: os pesquisadores estão interessados em criar um 

modelo que adequadamente descreve relações causais que podem existir na realidade, 

conduzindo ao entendimento dos processos atuais, ou seja, pesquisadores seguem um ciclo de 

“conceitualização – modelagem – validação”; 4. Empíricas normativas: existe o interesse em 

desenvolver políticas, estratégias ou ações para melhorar um sistema real corrente. Pode ser 

considerada como o tipo mais completo de pesquisa, a qual é conduzida por meio de um ciclo 

completo de “conceitualização – modelagem – solução do modelo – implementação”, como 

mostrado na Figura 1.1. Segundo esta classificação, a presente pesquisa caracteriza-se por ser 

uma pesquisa quantitativa empírica normativa. 

 

 
Figura 1.1 – Modelo de pesquisa. 

Fonte: Mitroff et al. (1974). 

 

 

1.7 – ESTRUTURA DO TRABALHO 

Além deste capítulo introdutório, que teve como objetivo descrever o problema, 

justificar o trabalho, descrever a metodologia e apresentar o objetivo da pesquisa, a tese será 

elaborada em outros 4 capítulos, organizados como se segue: 

• O Capítulo 2 apresenta a fundamentação teórica que dará subsídios para a realização 

da pesquisa e discussão de seus resultados. Nele serão abordados os principais 

métodos de otimização multiobjetivo, os métodos de ponderação aplicados à 

otimização multiobjetivo e os métodos estatísticos para a análise de processos. Além 

disso, o arcabouço teórico referente aos conceitos de entropia e diversidade serão 

trabalhados e o algoritmo de otimização empregado será discutido. 

• O Capítulo 3 apresenta a proposta da tese. 
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• O Capítulo 4 contempla a aplicação do método proposto, onde serão apresentados e 

discutidos os resultados. 

• Por fim, no Capítulo 5, será apresentada a conclusão do presente trabalho, suas 

contribuições e sugestões para trabalhos futuros. 
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2 – FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

Este capítulo apresenta a base teórica necessária para o desenvolvimento da pesquisa, 

para a geração e discussão de seus resultados. Para tanto apresentam-se, inicialmente, 

conceitos a respeito do processo de otimização multiobjetivo, com destaque para os métodos 

não-lineares. Em seguida, os métodos de ponderação aplicados à otimização multiobjetivo 

existentes na literatura serão discutidos, com o intuito de se fazer uma análise crítica e poder 

situar a proposta da tese frente à literatura. Além disso, os conceitos de entropia e de 

diversidade serão trabalhados, uma vez que estes serão utilizados como parâmetros para a 

definição do vetor de pesos ótimos. Posteriormente, os métodos estatísticos para modelagem e 

análise de processos serão apresentados, sendo a discussão fomentada, basicamente, pelos 

conceitos inerentes ao Projeto e Análise de Experimentos (Design of Experiments –  DOE). 

Entre as técnicas do DOE, maior atenção será dada à Metodologia de Superfície de Respostas 

e ao Arranjo de Misturas, uma vez que essas técnicas serão utilizadas no presente trabalho. 

Por fim, serão apresentadas as características do algoritmo Gradiente Reduzido Generalizado 

(GRG) que será a ferramenta de busca utilizada para a localização dos pontos de ótimo. 

 

2.1 – OTIMIZAÇAO MULTIOBJETIVO 

Os problemas de otimização envolvendo processos industriais são frequentemente 

multiobjetivos, uma vez que envolvem mais de uma característica desejável. Se não existe 

conflito entre as funções objetivo, então uma solução pode ser encontrada onde cada função 

objetivo atinge seu ótimo. Nesse caso, nenhum método especial é necessário (MIETTINEN, 

1999). 

Porém, com frequência, esses objetivos são função do mesmo conjunto de variáveis de 

decisão e são conflitantes (BARIL et al., 2011). Para estudar os trade-offs entre esses 

objetivos conflitantes e explorar as opções disponíveis, precisa-se formular um problema de 

otimização com múltiplos objetivos. Uma formulação geral pode ser apresentada como: 

 

( ) ( ) ( ){ }1 2 , ,..., k
x

Minimizar f x f x f x
∈Ω

Λ =  (2.1) 

 

onde, Λ é o vetor de funções objetivo (fi) consistindo de k critérios, funções essas que são 

mutuamente conflitantes. O vetor de variáveis de decisão, x, deve pertencer ao conjunto 

viável Ω que geralmente inclui as restrições do problema na forma desigualdades ou 

igualdades: 
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{ | ( ) 0,  ,  ( ) 0,  }n

r qx g x r I h x q JΩ = ∈ ≤ ∈ = ∈ℝ  (2.2) 

 

onde, gr e hq são as funções de restrição de desigualdade e igualdade, respectivamente, e I e J 

são os conjuntos de índices contendo tantos elementos quantas restrições de desigualdades e 

igualdades, respectivamente. 

A Figura 2.1 ilustra a relação entre o espaço de solução e o espaço das funções 

objetivo, considerando duas variáveis de decisão e duas funções objetivo. 

 

 
Figura 2.1 – Relação entre o espaço de solução e o espaço das funções objetivo. 

Fonte: Istadi e Amin (2005, p.217). 

 

Ao tentar resolver um problema de otimização multiobjetivo, encontrar soluções 

eficientes é o maior interesse. Uma solução x X
∗ ∈  é eficiente, ou eficiente global, se não 

existe outro ponto x X∈  tal que ( ) ( )f x f x∗≤  e ( ) ( )f x f x∗≠ . 

Como já mencionado, eficiência é um conceito equivalente ao de Pareto otimalidade e 

não-inferioridade. Além disso, Sampaio (2011) afirma que o conceito de eficiência está 

estreitamente ligado ao conceito de não-dominância, sendo que este lida com a avaliação da 

função multiobjetivo numa solução viável em vez da própria solução em sua definição. Dizer 

que uma solução x
∗  é eficiente equivale a afirmar que não existe outro ponto viável x tal que 

os valores das funções objetivo avaliadas nele sejam menores ou iguais, sendo estritamente 

menor em, pelo menos, uma das funções. Quando um ponto viável não satisfaz essa definição, 

ele é chamado de ineficiente.  

Sampaio (2011) cita que algumas variações do conceito de eficiência são os conceitos 

de eficiência local, eficiência fraca e eficiência fracamente local. Assim, uma solução x X
∗ ∈  

é eficiente local se existe 0δ >  tal que x
∗  é eficiente em ( , )X N x δ∗∩ , onde 

( , ) { | , }nN x y y x yδ δ= ∈ − <ℝ . Já uma solução x X
∗ ∈  é fracamente eficiente se não existe 
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outro ponto x X∈  tal que ( ) ( )f x f x∗< . Ainda, uma solução x X
∗ ∈  é fracamente eficiente 

local se existe 0δ >  tal que x
∗  é eficiente fraca em ( , )X N x δ∗∩ . 

A Figura 2.2 mostra exemplos dos quatro tipos de eficiência anteriormente definidos. 

Observe que, nos exemplos, as soluções eficientes locais, fracamente eficientes e fracamente 

eficientes locais não são soluções eficientes globais. Além disso, a solução fracamente 

eficiente não é uma solução eficiente local e a solução fracamente eficiente local não é uma 

solução fracamente eficiente. 

 

 
Figura 2.2 – Tipos de eficiência. 

Fonte: Sampaio (2011, p.6). 

Entretanto, para que um determinado ponto ∗x  seja a solução para um problema de 

otimização, é necessário que este satisfaça algumas condições, as quais denominam-se 

condições de otimalidade. A situação mais simples para a qual se pode definir as condições de 

otimalidade é aquela em que se tem uma única função para a qual se deseja encontrar o ponto 

extremo, ou crítico, sendo que não existem restrições. No caso da otimização irrestrita, a 

condição necessária de primeira ordem é: para que ∗x  seja um minimizador local da função 

f(x), diferenciável em ∗x , é necessário que ( ) 0f ∗∇ =x . 

Neste ponto, recorre-se a Miettinen (1999), que apresenta que uma função 

: n

i
f →ℝ ℝ  é diferenciável em ∗x  se: 
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( ) ( ) ( ) ( , )T

i i if f f ε∗ ∗ ∗ ∗+ − = ∇ +x d x x d d x d  (2.3) 

 

onde ( )if
∗∇ x  é o gradiente de  em  if

∗x  e ( , ) 0ε ∗ →x d  assim como 0→d . 

Em adição, if  é continuamente diferenciável em ∗x  se todas suas derivadas parciais 

( )
  ( 1, , )i

j

f
j n

x

∗∂
=

∂

x
… , isto é, todos os componentes do gradiente são contínuos em ∗x . 

Ainda em relação à otimização irrestrita, tem-se que a condição necessária de segunda 

ordem é: para que ∗x  seja um mínimo local da função f(x), duas vezes diferenciável em ∗x , é 

necessário que ( ) 0f ∗∇ =x  e que 2 ( )f ∗∇ x  seja positiva semidefinida, ou seja, possua 

autovalores ( iλ ) maiores ou iguais a zero. 

Segundo Miettinen (1999), uma função : n

i
f →ℝ ℝ  é duas vezes diferenciável em ∗x  

se: 

 

221
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

2
T T

i i i i
f f f f ε∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ − = ∇ + ∇ +x d x x d d x d d x d  (2.4) 

 

onde ( )if
∗∇ x  é o gradiente, a matriz simétrica, n n× , 2 ( )if

∗∇ x  é uma matriz Hessiana de 

 em  if
∗x  e ( , ) 0ε ∗ →x d  assim como 0→d . A matriz Hessiana de uma função duas vezes 

diferenciável consiste das derivadas parciais de segunda ordem 
2 ( )

  ( ,  1, , )i

j l

f
j l n

x x

∗∂
=

∂ ∂

x
… , 

podendo ser apresentada como: 

2 2

2
1 1

2

2 2

2
1

( ) ( )

( )

( ) ( )

i i

n

i

i i

n n

f f

x x x

f

f f

x x x

∗ ∗

∗

∗ ∗

 ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ 
 ∇ =
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

x x

x

x x

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

 (2.5) 

 

Em adição, if  é duas vezes continuamente diferenciável em ∗x  se todas suas 

derivadas parciais de segunda ordem são contínuas em ∗x . 

Retornando às condições de otimalidade em otimização irrestrita, observa-se que as 

condições apresentadas são apenas necessárias, pois, os termos de primeira e segunda ordem 
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podem estar nulos, deixando ainda dúvida sobre a natureza de ∗x . Assim, a condição 

suficiente para que ∗x  seja um mínimo local estrito da função f(x), duas vezes diferenciável 

em ∗x , é ( ) 0f ∗∇ =x  e 2 ( )f ∗∇ x  seja positiva definida, ou seja, possua autovalores ( iλ ) 

maiores que zero. Para a análise dos pontos críticos é necessário que as derivadas de segunda 

ordem da função existam e sejam diferentes de zero, o que pode ser constatado ao realizar 

uma expansão por série de Taylor em torno do ponto ótimo. Uma vez que a primeira derivada 

é nula, tem-se que: 

 

21
( ) ( ) ( ) ( )( )

2
T

i i i
f f f∗ ∗ ∗ ∗− = − ∇ −x x x x x x x  (2.6) 

 

de maneira que os valores da função nas proximidades do ponto crítico dependem da 

Hessiana. Resumindo, tem-se a seguinte relação entre os sinais dos autovalores da matriz 

Hessiana e o ponto crítico: se todos os autovalores forem positivos, tem-se um ponto de 

mínimo; se todos os autovalores forem negativos, tem-se um ponto de máximo; e se os 

autovalores apresentarem sinais diferentes, tem-se um ponto de sela. Essa análise ainda 

permite deduzir a convexidade da função. 

De maneira similar, ao se trabalhar com a metodologia de superfície de resposta 

(Response Surface Methodology - RSM), a determinação da convexidade de uma função é 

feita pela caracterização da natureza do ponto estacionário. O ponto estacionário é o nível de 

x1, x2, . . . , xk, que otimiza a resposta prevista. Esse ponto, se ele existe, será o conjunto de x1, 

x2, . . . , xk, para o qual a derivada parcial é igual a zero. Uma solução matemática geral para a 

localização do ponto estacionário pode ser obtido. Considere o modelo de segunda ordem 

expresso em notação matricial (MYERS et al., 2009): 

 

0
ˆˆ T Ty β= + +x b x Bx  (2.7) 

 

onde: 

 

11 12 111

2 2 21 22 2

1 2

ˆ ˆ ˆˆ       2      2

ˆ ˆ ˆ ˆ2            2 ˆ ˆ,  ,   para 
                            

ˆ ˆ ˆ ˆ2   2       

k

k
ij ji

k
k k k kk

x

x

x

β β ββ

β β β β
β β

β β β β

   
   
   = = = =   
   
       

x b

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

ΒΒΒΒ  (2.8) 
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A derivada de ŷ  em função dos elementos do vetor x igual a zero é: 

 

ˆ
2

y∂
= +

∂
b Bx = 0

x
 (2.9) 

 

O ponto estacionário é a solução da Equação 2.9: 

 

1
s

1

2
−= −x B b  (2.10) 

 

E a resposta prevista no ponto estacionário é: 

 

0 s

1ˆˆ
2

T

sy β= + x b  (2.11) 

 

A natureza do ponto estacionário é determinada pelo sinal dos autovalores 

(eigenvalues) da matriz B. Os autovalores ( iλ ) da matriz B são a solução para a equação: 

 

0λ− =B I  (2.12) 

 

Se os iλ  são todos negativos, então a função é côncava e xs é um ponto de máximo. Se 

os iλ  são todos positivos, então a função é convexa e xs é um ponto de mínimo. Entretanto, se 

os iλ  têm diferentes sinais, a função não é nem côncava nem convexa e xs é um ponto de sela. 

Considere agora um problema de otimização de uma única função sujeito a restrições 

de igualdade, h(x), e desigualdade, g(x). A idéia chave para desenvolver as condições de 

otimalidade necessárias e suficientes para um problema de otimização com restrições é 

transformá-lo em um problema de otimização sem restrições e aplicar as condições para este 

caso. Uma forma de fazer esta transformação é por meio da introdução de uma função 

auxiliar, chamada de função de Lagrange, definida como: 

 

1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )
m m

i j j l l

j l

L f h gλ µ λ µ
= =

= + +∑ ∑x x x x  (2.13) 
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onde λ  e µ  são os multiplicadores de Lagrange associados com as restrições de igualdade e 

desigualdade, respectivamente. 

Com base na função de Lagrange, pode-se definir a condição necessária de primeira 

ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para que ∗x  seja um ótimo local do problema com 

restrições, com f(x), g(x) e h(x) diferenciáveis em ∗x , é necessário que os gradientes das 

restrições de desigualdade ativas, ( )
l

g
∗∇ x , e das restrições de igualdade, ( )jh ∗∇ x , sejam 

linearmente independentes (qualificação de segunda ordem das restrições), e que as seguintes 

condições sejam satisfeitas: 

 

1 1

( , , ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) 0

( ) 0

( ) 0,  1, 2, ,

0

pm

i j j l l

j l

j

l

l l

l

L f h g

h

g

g l p

λ µ λ µ

µ

µ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= =

∗

∗

∗ ∗

∗

∇ = ∇ + ∇ + ∇ =

=

≤

= =

≥

∑ ∑x x x x x

x

x

x …

 
(2.14) 

 

Com relação à condição necessária de segunda ordem de KKT, para que ∗x  seja um 

ótimo local do problema com restrições, com f(x), g(x) e h(x) duas vezes diferenciáveis em 

∗x , é necessário que a condição de primeira ordem de KKT seja satisfeita e que a matriz 

Hessiana da função de Lagrange 2 ( , , )x L λ µ∗ ∗ ∗∇ x  seja positiva semidefinida para todo vetor 

não nulo d, tal que: 

 

2

( ) 0,  1, 2, ,

( ) 0 para as ( ) ativas

( , , ) 0

T

j

T

l l

T

x

h j m

g g

L λ µ

∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∇ = =

∇ =

∇ ≥

d x

d x x

d x d

…

 (2.15) 

 

Ainda, com relação à condição suficiente de segunda ordem de KKT, para que ∗x  seja 

um ótimo local do problema com restrições, com f(x), g(x) e h(x) duas vezes diferenciáveis 

em ∗x , é suficiente que a condição de primeira ordem de KKT seja satisfeita e que a matriz 

Hessiana da função de Lagrange 2 ( , , )x L λ µ∗ ∗ ∗∇ x  seja positiva definida para todo vetor não 

nulo d, tal que: 
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2

( ) 0,  1, 2, ,

( ) 0 para as ( ) ativas { ( ) 0 e 0}

( ) 0 para as ( ) inativas { ( ) 0 e 0}

( , , ) 0

T

j

T

l l l l

T

l l l l

T

x

h j m

g g g

g g g

L

µ

µ

λ µ

∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∇ = =

∇ = = >

∇ ≤ < =

∇ >

d x

d x x x

d x x x

d x d

…

 (2.16) 

 

Para o caso de problemas de otimização multiobjetivo, dentre as condições de 

otimalidade necessárias de primeira ordem existentes, pode-se citar as condições do tipo Fritz 

John. Considerando que o problema multiobjetivo descrito na Equação 2.1, assim como suas 

restrições de desigualdade, sejam continuamente diferenciáveis em ∗x , uma condição 

necessária para ∗x  ser uma solução Pareto ótima é que exista vetores 0  e 0k p≤ ∈ ≤ ∈ℝ ℝϖ µϖ µϖ µϖ µ  

para os quais ( , ) (0,0)≠ϖ µϖ µϖ µϖ µ  tal que: 

 

1 1

( ) ( ) 0

( ) 0,  1, 2, ,

pk

i i l l

i l

l l

f g

g l p

ϖ µ

µ

∗ ∗

= =

∗

∇ + ∇ =

= =

∑ ∑x x

x …

 (2.17) 

 

A diferença entre as condições de otimalidade do tipo Fritz John e do tipo KKT é que 

o multiplicador da função objetivo ( ϖϖϖϖ ) é considerado positivo na último caso. Quando um 

multiplicador associado a alguma função objetivo é igual ao zero, esta função não 

desempenha papel algum na condição de otimalidade, o que não é desejado. Para garantir a 

positividade de ϖϖϖϖ , condições de qualificação das restrições devem ser assumidas. Com o 

intuito de apresentar as condições de otimalidade KKT, a qualificação da restrição Kuhn-

Tucker é apresentada: considere as funções de restrição lg  do problema multiobjetivo 

descrito na Equação 2.1 como sendo continuamente diferenciável em ∗x . O problema satisfaz 

à qualificação da restrição Kuhn-Tucker em ∗x  se, para qualquer n∈d ℝ  tal que 

( ) 0T

l
g

∗∇ ≤x d   {1, , ( ) 0}
l

l p g ∗∀ ∈ =x… , exista uma função :[0,1] n→a ℝ  a qual é 

continuamente diferenciável em 0, e algum escalar 0α > , tal que (0) ∗=a x , 

( ( )) 0  0 1t t≤ ∀ ≤ ≤g a  e '(0) α=a d . Assim, se a condição necessária de primeira ordem de 

Fritz John satisfizer a qualificação da restrição Kuhn-Tucker, ela é válida como uma condição 

necessária KKT para Pareto otimalidade, desde que 0≠ϖϖϖϖ . 
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Para a condição suficiente KKT de primeira ordem para a Pareto otimalidade, 

considerando as funções objetivo e de restrição como convexas e continuamente 

diferenciáveis em ∗x , é suficiente que exista multiplicadores 0  e 0k p< ∈ ≤ ∈ℝ ℝϖ µϖ µϖ µϖ µ  tal que: 

 

1 1

( ) ( ) 0

( ) 0,  1, 2, ,

pk

i i l l

i l

l l

f g

g l p

ϖ µ

µ

∗ ∗

= =

∗

∇ + ∇ =

= =

∑ ∑x x

x …

 (2.18) 

 

Segundo Miettinen (1999), devido ao fato de que, neste caso, o problema de 

otimização multiobjetivo é tido como convexo, a condição suficiente KKT de primeira ordem 

provê uma condição suficiente para a Pareto otimalidade global. Entretanto, se a suposição de 

convexidade for relaxada, a condição descrita na Equação 2.18 é suficiente para que ∗x  seja 

fracamente Pareto ótimo. 

As últimas condições de otimalidade para otimização multiobjetivo a serem 

apresentadas são as condições necessária e suficiente de segunda ordem. Antes, será 

considerada mais uma condição de qualificação, chamada de condição de regularidade: um 

ponto ∗x  é dito ser um ponto regular se os gradientes das restrições ativas em ∗x  são 

linearmente independentes. Agora, considerando que o problema multiobjetivo descrito na 

Equação 2.1, assim como suas restrições de desigualdade, sejam duas vezes continuamente 

diferenciáveis em ∗x , uma condição necessária de segunda ordem para ∗x  ser uma solução 

Pareto ótima é que exista vetores 0 , 0,  e 0k p≤ ∈ ≠ ≤ ∈ℝ ℝϖ ϖ µϖ ϖ µϖ ϖ µϖ ϖ µ  tal que: 

 

1 1

2 2

1 1

( ) ( ) 0

( ) 0,  1, 2, ,

( ) ( ) 0

pk

i i l l

i l

l l

pk
T

i i l l

i l

f g

g l p

f g

ϖ µ

µ

ϖ µ

∗ ∗

= =

∗

∗ ∗

= =

∇ + ∇ =

= =

 
∇ + ∇ ≥ 

 

∑ ∑

∑ ∑

x x

x

d x x d

…  (2.19) 

 

onde 0≠d  e ( ) 0T

lg
∗∇ =x d . 

Miettinen (1999) argumenta que ao se trabalhar com as condições de otimalidade de 

segunda ordem é preciso algum tipo de qualificação de segunda ordem das restrições. Assim, 

a regularidade, que é a independência linear dos gradientes das restrições ativas no ponto 
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considerado, é o tipo de uma qualificação de segunda ordem das restrições que pode garantir 

um bom resultado, propiciando a estrita positividade de cada multiplicador ϖϖϖϖ . 

A autora ainda apresenta a condição suficiente de segunda ordem para a Pareto 

otimalidade: considerando que o problema multiobjetivo descrito na Equação 2.1, assim como 

suas restrições de desigualdade, sejam duas vezes continuamente diferenciáveis em ∗x , uma 

condição suficiente de segunda ordem para ∗x  ser uma solução Pareto ótima é que exista 

vetores 0  e 0k p≤ ∈ ≤ ∈ℝ ℝϖ µϖ µϖ µϖ µ  para os quais ( , ) (0,0)≠ϖ µϖ µϖ µϖ µ  tal que: 

 

1 1

2 2

1 1

( ) ( ) 0

( ) 0,  1, 2, ,

( ) ( ) 0

pk

i i l l

i l

l l

pk
T

i i l l

i l

f g

g l p

f g

ϖ µ

µ

ϖ µ

∗ ∗

= =

∗

∗ ∗

= =

∇ + ∇ =

= =

 
∇ + ∇ > 

 

∑ ∑

∑ ∑

x x

x

d x x d

…  (2.20) 

 

onde 0≠d , ( ) 0T

lg
∗∇ =x d  para as ( )lg

∗x  ativas e ( ) 0T

lg
∗∇ ≤x d  para as ( )lg

∗x  inativas. 

Os métodos de otimização multiobjetivo tentam produzir um conjunto de soluções 

trade-off eficientes ou Pareto ótimas, das quais o decisor pode escolher uma. Uma solução é 

chamada Pareto ótima se nenhum objetivo pode ser melhorado sem sacrificar outro. A Figura 

2.3 ilustra uma fronteira eficiente, também chamada fronteira de Pareto, para um problema 

biobjetivo, sendo que os pontos A e B representam os pontos de ancoragem, ou seja, são as 

otimizações individuais de cada função objetivo. 

 

 
Figura 2.3 – Exemplo de Fronteira de Pareto. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Uma vez que o problema de ponderação da função objetivo é a propriedade 

característica da otimização multiobjetivo (ROCHA et al., 2015a, 2015b), a maneira como um 

tomador de decisão está envolvido com a solução deste problema é a base para a sua 

classificação. Atualmente, uma ampla variedade de técnicas de programação matemática 

estão disponíveis na literatura (BARIL et al., 2011). De acordo com Hwang e Masud (1979) e 

Miettinen (1999), essas técnicas são classificadas nas seguintes categorias: 

• Métodos sem preferência: são métodos onde nenhuma articulação de informação de 

preferência é feita (ROCHA et al., 2015a, 2015b), sendo que o problema de 

otimização multiobjetivo é resolvido usando algum método relativamente simples e a 

solução obtida é apresentada ao decisor, que pode aceitar ou rejeitar a solução. Esses 

métodos são adequados para situações onde o decisor não tem qualquer especial 

expectativa a respeito da solução, ficando satisfeito com qualquer solução ótima. O 

método do critério global (HWANG e MASUD, 1979; MIETTINEN, 1999; RAO, 

2009) está incluído nesta classificação (BARIL et al., 2011). 

• Métodos a priori: são métodos onde a articulação de informação de preferência é 

usada a priori, isto é, o decisor seleciona o vetor de prioridade das funções objetivo 

antes de implementar o algoritmo de otimização (ROCHA et al., 2015a, 2015b). Estes 

métodos tentam quantificar a preferência do tomador de decisão e, utilizando-se desta 

informação, determinam o melhor ponto de ótimo (BARIL et al., 2011). Como 

exemplos, podem-se citar a programação por metas (goal programming) (DAUER e 

KRUEGER, 1977; LIU et al., 2012) e a programação lexicográfica (RAO, 2009). 

• Métodos interativos: são métodos onde uma progressiva articulação da informação de 

preferência é usada, isto é, o decisor interage com o programa durante o processo de 

otimização (ROCHA et al., 2015a, 2015b). Nesses métodos, o decisor participa 

ativamente do processo de solução iterativo e especifica a informação de preferência 

gradualmente (BARIL et al., 2011). São exemplos deste tipo de método, o método 

Tchebycheff (MIETTINEN, 1999) e o método NIMBUS (ESKELINEN e 

MIETTINEN, 2011), entre outros. 

• Métodos a posteriori: são métodos onde uma articulação de informação de preferência 

é feita a posteriori, isto é, nenhuma ponderação é especificada pelo usuário, antes ou 

durante o processo de otimização (ROCHA et al., 2015a, 2015b). Depois de se gerar o 

conjunto Pareto ótimo, este é apresentado ao decisor que seleciona a solução mais 

interessante (most preferred solution) entre as alternativas. Portanto, pode-se tornar 
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interessante analisar a totalidade do conjunto de soluções Pareto ótimas com o intuito 

de selecionar uma para implementação (BARIL et al., 2011). Isto torna-se atrativo 

para reduzir o tamanho do conjunto de solução e para assistir o decisor na seleção da 

solução final (TABOADA et al., 2007). São exemplos desta categoria, o método de 

somas ponderadas (MIETTINEN, 1999), método de métricas ponderadas 

(ARDAKANI e NOOROSSANA, 2008; ROCHA et al., 2015a), método de restrição ε 

(NAJJARBASHI e LIM,2015; MAVROTAS, 2009) e o método de interseção normal 

à fronteira (DAS e DENNIS, 1998; BRITO et al., 2014; ROCHA et al., 2015a, 

2015b). 

Entretanto, como nenhuma classificação pode ser completa, essas classificações não 

são absolutas. Sobreposições e combinações de classes são possíveis e alguns métodos podem 

ser considerados como pertencendo à mais de uma classe (HWANG e MASUD, 1979). Este 

trabalho considera o método a posteriori em consonância com a abordagem "generate first-

choose later" (MESSAC e MATTSON, 2002). 

Segundo Shahraki e Noorossana (2014), existem duas abordagens para resolver 

problemas com mais de uma função objetivo. A primeira, baseia-se em converter todas as 

funções objetivo em uma, reduzindo o problema original a um problema de otimização 

escalar; portanto, o termo escalarização. Escalarização é a conversão do problema, por 

agregação dos componentes das funções objetivo em um simples ou família de simples 

problemas de otimização multiobjetivo, com uma função objetivo de valor real (HWANG e 

MASUD, 1979). Vários métodos podem ser utilizados com esta finalidade, entre os quais 

estão o método de somas ponderadas (MIETTINEN, 1999), o método de métricas ponderadas 

(ARDAKANI e NOOROSSANA, 2008; ROCHA et al., 2015a), a programação por metas 

(DAUER e KRUEGER, 1977; LIU et al., 2012) e o método de interseção normal à fronteira 

(DAS e DENNIS, 1998; BRITO et al., 2014; ROCHA et al., 2015a, 2015b). A segunda 

abordagem, baseia-se em otimizar um objetivo, sujeito aos outros objetivos como restrições 

(SEVERINO et al., 2012; PAIVA et al., 2007). Neste contexto, a função objetivo considerada 

mais importante é priorizada, o que dá origem ao termo priorização. São exemplos desta 

abordagem a programação lexicográfica (RAO, 2009) e o método de restrição ε 

(NAJJARBASHI e LIM, 2015; MAVROTAS, 2009). 

Ainda, segundo Shahraki e Noorossana (2014), os métodos que permitem a obtenção 

do conjunto completo de soluções Pareto ótimas devem ter prioridade em sua utilização uma 

vez que fornecem ao decisor a habilidade de selecionar a melhor solução dentre as 

consideradas eficientes. 
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2.1.1 – Método da restrição ε (ε-constraint method) 

Este é um método considerado muito simples e segue o modelo de priorização, ou 

seja, a função considerada mais importante é escolhida como função objetivo enquanto que as 

demais funções são tratadas como restrições, com valores compreendidos entre limites 

previamente estabelecidos. A formulação neste caso pode ser escrita como: 

 

( )

( )

( )

   

 :  0

                 

                 

i

i

j j j

Min f x

Sujeito a g x

L f x U

i j

≤

≤ ≤

≠

 (2.21) 

 

onde: Lj é o limite inferior e Uj é o limite superior. 

O fato de o método ser eficiente em aproximar a fronteira eficiente mesmo em 

problemas não-convexos é uma vantagem. Porém, a escolha do vetor ε não é uma questão 

trivial e sua dificuldade aumenta à medida que cresce o número de funções objetivo que se 

deseja otimizar. Se tal vetor for escolhido de maneira inadequada, os problemas escalarizados 

a serem resolvidos podem se tornar inviáveis. 

 

2.1.2 – Método da Programação por Objetivos (Goal Programming) 

Miettinen (1999) cita que as ideias da programação por objetivos foram originalmente 

introduzidas em Charnes et al. (1955), mas o termo "goal programming" foi fixado em 

Charnes e Cooper (1961), sendo este um dos primeiros métodos expressamente criados para 

otimização multiobjetivo. 

Segundo Miettinen (1999), a ideia básica na programação por objetivos é que o 

decisor especifica níveis de aspiração (otimista) para as funções objetivo e quaisquer desvios 

destes níveis de aspiração são minimizados. Uma função objetivo, juntamente com um nível 

de aspiração, forma um objetivo. Denota-se o nível de aspiração da função objetivo fi (x) por 

i
b para i = 1, . . . , k. 

Para problemas de minimização, os objetivos são da forma ( )
i i

f x b≤ , e a forma 

( )
i i

f x b≥  para problemas de maximização. Assume-se que os níveis de aspiração são 

selecionados de maneira que não sejam alcançados simultaneamente. 

Segundo Miettinen (1999), é importante notar que os objetivos são da mesma forma 

das restrições do problema, podendo serem as restrições consideradas como um subconjunto 
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dos objetivos. Essa forma de formular o problema é chamada generalized goal programming. 

Neste caso, os objetivos podem ser pensados como sendo divididos em flexíveis e inflexíveis, 

onde as restrições são inflexíveis. 

Depois de os níveis de aspiração terem sido alcançados, a tarefa seguinte é minimizar 

os sub- e sobrevalores (under and overachievements) da função objetivo com respeito aos 

seus níveis de aspiração. Miettinen (1999) afirma que é suficiente estudar as variáveis de 

desvio ( )
i i i

b f xδ = − . Dependendo do problema, a variável de desvio pode assumir valores 

positivos ou negativos, sendo apresentada como a diferença entre duas variáveis positivas 

i i iδ δ δ− += − . A partir deste ponto, pelo estudo das variáveis de desvio, pode-se investigar o 

quão bem cada nível de aspiração é alcançado. Pode-se considerar que 

( )i i i ib f x δ δ− += + − para todo i = 1, . . . , k, onde iδ −  é um desvio negativo ou sub-valor e iδ +  

é um desvio positivo ou sobrevalor em relação ao nível de aspiração. 

Ainda, é válido que 0
i i

δ δ− + =  para todo i = 1, 2,. . . , k. 

Assim, a formulação do goal programming para problemas de otimização 

multiobjetivo leva a (IGNIZIO, 1983; RAO, 2009): 

 

( )
1

1

 ,  1

 :  ( ) 0

                 ( )

                0

               0

               0

p
pk

i i

i

i

i i i i

i

i

i i

Min p

sujeito a g x

f x b

δ δ

δ δ

δ

δ

δ δ

− +

=

− +

−

+

− +

 
+ ≥ 

  

≤

+ − =

≥

≥

=

∑

 (2.22) 

Rao (2009) cita que o valor de p é baseado na função utilidade escolhida pelo analista. 

Já o valor para o i-ésimo objetivo, bi, é encontrado por resolver o seguinte problema: 

 

 ( )

 :  ( ) 0
i

i

Min f x

sujeito a g x ≤
 (2.23) 

 

Se a solução do problema apresentado na Equação 2.23 for xi
*, então bi será 

considerado como ( )i i ib f x
∗= . 

Apesar da ação de definir objetivos ser uma maneira fácil e compreensível de tomar 

decisões, o método apresenta algumas desvantagens. Primeiramente, a especificação dos 

pesos, na abordagem ponderada, é mais difícil, uma vez que estes não têm um efeito direto na 
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solução obtida nem possuem um significado físico, isto porque os pesos são pesos relativos 

oriundos das razões dos coeficientes de ponderação. Além disso, a correta seleção dos níveis 

de aspiração pode ser difícil, principalmente para o decisor que não conhecer a região viável 

de determinado problema. 

 

2.1.3 – Método do Critério Global 

 Segundo Hwang e Masud (1979) o método do critério global é o mais importante 

método dentro da categoria dos métodos que não usam informações de preferência do decisor. 

 Nesse método, a distância entre algum ponto de referência e a região objetivo viável é 

minimizada (MIETTINEN, 1999). Assim, a solução ótima x* é encontrada pela minimização 

de um critério global previamente selecionado, tal como a soma dos quadrados dos desvios 

relativos entre as funções objetivo individuais e uma solução viável ideal. Ao usar o 

escalonamento dos desvios pela solução viável ideal, permite-se que respostas com diferentes 

unidades possam ser trabalhadas num mesmo problema. Sua formulação matemática pode ser 

expressa por (HWANG e MASUD, 1979; RAO, 2009): 

 

( )
1

( ) ( )
 

( )

 :  0,  1, 2,...,

p
k

i i i

i i i

j

f x f x
Min

f x

Sujeito a g x j m

∗

∗
=

 −
 
 

≤ =

∑  (2.24) 

 

Onde: p é uma constante; x* é a solução ideal para a i-ésima função objetivo; e gj(x) 

representa as restrições do problema. 

 Segundo Hwang e Masud (1979), o parâmetro p na Equação 2.24, pode ter muitos 

valores possíveis, sendo que a solução ótima irá diferir grandemente, de acordo com o critério 

escolhido. Rao (2009) cita que um valor usual para p é 2. 

 Esse método apresenta algumas desvantagens, como o problema em determinar qual p 

resultaria em uma solução que é a mais satisfatória para o decisor. Além disso, se o vetor 

objetivo global ideal não é conhecido, o método não necessariamente funciona como se 

espera. Se o vetor objetivo ideal é substituído por algum outro, este deve ser selecionado 

cuidadosamente. Pontos de referência pessimistas devem ser evitados, uma vez que o método 

não pode encontrar soluções melhores que o ponto de referência (MIETTINEN, 1999). 

 Segundo Miettinen (1999) o método do critério global pode ser classificado de 

maneiras distintas. Isto ocorre, devido ao fato de que se forem adicionados pesos (w) à 

Equação 2.24, com o intuito de representar diferentes graus de importância, o método deixa 
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de ser classificado como método sem preferência e passa a ser classificado como sendo um 

método a posteriori, sendo possível, inclusive, a determinação da fronteira de Pareto. A 

Equação 2.25 apresenta a forma ponderada do método do critério global: 

 

( )

1

1

( ) ( )
 

( )

 :  1

                 0,  1,2,...,

p
k

i i i
i

i i i

k

i

i

j

f x f x
Min w

f x

Sujeito a w

g x j m

∗

∗
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=
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∑
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(2.25) 

 

A extensão ponderada do método do critério global leva a um outro método: o método 

da métrica ponderada Lp (MIETTINEN, 1999). Esse método pertence à categoria de métodos 

a posteriori, onde nenhuma ponderação é especificada pelo usuário, antes ou durante o 

processo de otimização, e é usualmente discutida em referências que trabalham o tema de 

tomada de decisão multiobjetivo, como Hwang e Masud (1979) e Deb (2001). Ardakani e 

Noorossana (2008) consideram que o uso do método da métrica ponderada se deve a dois 

principais fatores: primeiro, este método não requer informações do decisor; segundo, sua 

aplicação quando comparado a outras técnicas é relativamente mais fácil. Este método se situa 

entre as técnicas de otimização que combinam múltiplos objetivos em um simples objetivo. 

A medida de distância ponderada Lp de qualquer solução x para a solução ideal f (xmaxj) 

pode ser minimizada como segue (ARDAKANI e NOOROSSANA, 2008): 

 

( )
1

max

1

= ( ) ( )
p pk

j

p j j j

j

L w f x f x
=

 
− 

  
∑  (2.26) 

 

onde, wj é um peso não-negativo, atribuído pelo decisor à j-ésima função objetivo e p indica a 

importância de cada desvio da função objetivo do seu valor ideal. Quando p=1 é usado, o 

problema resultante reduz-se a uma soma ponderada dos desvios. Quando p=2 é usado, a 

Distância Euclidiana ponderada de qualquer ponto no espaço objetivo relativo ao seu ponto 

ideal é minimizada. Quando p=∞ é considerado, o maior desvio ( )max( ) ( )j

j j jw f x f x−  é 

minimizado, isto é: 

 

( ){ }max ( ) ( )j

j j j
x j

Min Max w f x f x−  (2.27) 
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que é equivalente a: 

 

( )max

 

 : ( ) ( )j

j j j

Min y

sujeito a y w f x f x j≥ − ∀
 (2.28) 

 

Chankong e Haimes (1983) demonstraram que, quando o método Lp é usado, todas as 

soluções correspondendo a 1 p≤ ≤ ∞  e w > 0 são soluções eficientes. Se, por outro lado, 

problemas envolvendo o Lp restrito forem considerados, então, de acordo com Miettinen 

(1999), somente L∞ leva a soluções Pareto ótimas. Na Equação 2.26, é assumido que as 

funções objetivo têm a mesma escala. Se as funções objetivo não têm a mesma escala, então 

cada função objetivo poderia ser escalonada usando uma das seguintes equações 

(ARDAKANI e NOOROSSANA, 2008): 

 

1
max

max
1

( ) ( )
= 

( )

p p
jk

j j

p j j
j j

f x f x
L w

f x=

  −
  
    
∑  (2.29) 

 

ou 

 

1
max

max min
1

( ) ( )
= 

( ) ( )

p p
jk

j j

p j j j
j j j

f x f x
L w

f x f x=

  −
  
 −   
∑  (2.30) 

 

As vantagens da utilização do método da métrica ponderada Lp consistem no fato de 

que o método funciona para problemas convexos e não-convexos e a alteração dos parâmetros 

é mais fácil do que no método da restrição ε. As desvantagens são que dependendo do grau de 

não-convexidade do problema, nem todas soluções Pareto ótimas são encontradas. Além 

disso, para problemas não-convexos, o sucesso do método depende do conhecimento do vetor 

de ótimos globais dos objetivos. 

 

2.1.4 – Método de Somas Ponderadas 

O método de somas ponderadas é uma das técnicas mais empregadas para a resolução 

de problemas de otimização multiobjetivo.  Segundo Zhang e Yang (2001), isto deve-se à sua 
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relativa simplicidade e capacidade de interpretação física dos processos que estão sendo 

analisados. 

Este método é caracterizado como uma sequência de problemas em que as funções 

objetivo são convertidas em um problema de otimização escalar pela minimização da 

combinação convexa dos diferentes objetivos (KOSKI, 1988; JAHN et al., 1991), ou seja, a 

função objetivo global é definida por uma combinação linear entre as funções objetivo 

originais e seus respectivos graus de importância, representados pelos pesos. Em outras 

palavras, n pesos wi são escolhidos, tal que 0,  1, ,
i

w i n≥ = …  e 
1

1
n

ii
w

=
=∑  e o seguinte 

problema é resolvido: 
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( )

1

 ( ) ( )

 :  0,  1,2,...,

                 0,  1, 2,...,
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i i
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i
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Min w f x w F x
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=

= =

≤ =

∑
 (2.31) 

 

Onde: fi (x) são as 2n ≥  funções objetivo a serem otimizadas; hi (x) representam as l 

restrições de igualdade; e gj (x) representam as m restrições de desigualdade. 

Segue, imediatamente, que o minimizador global x
* do problema anteriormente 

mencionado, é um ponto Pareto ótimo para o problema multiobjetivo. Se isto não for verdade, 

então deve haver um x viável que melhore, ao menos, um dos (positivamente ponderados) 

objetivos, sem aumentar os outros e, portanto, produza um menor valor da soma ponderada 

(DAS e DENNIS, 1997). 

Uma abordagem comum, então, é executar a minimização descrita anteriormente 

repetidamente, usando uma dispersão uniforme de w, com o intuito de gerar muitos pontos no 

conjunto Pareto ótimo. Porém, as duas maiores dificuldades com essa prática são as seguintes: 

• se a curva de Pareto é não-convexa, não existe qualquer w para o qual a solução do 

problema de combinação linear permaneça na parte não-convexa; 

• até se a curva de Pareto for convexa, uma distribuição uniforme de pesos w, não 

produz uma distribuição uniforme de pontos na curva de Pareto, o que pode atrapalhar 

o decisor na tomada de decisão por não deixar claro o comportamento conflitante e os 

trade-offs entre os objetivos. 

De acordo com Shin et al. (2011), um problema bi-objetivo é convexo se o conjunto 

viável X é convexo e as funções são também convexas. Quando ao menos uma função 

objetivo é não-convexa, o problema bi-objetivo se torna não-convexo, gerando uma fronteira 
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de Pareto não-convexa e descontínua. A principal consequência de uma fronteira de Pareto 

não-convexa é que pontos na parte côncava não são estimados (DAS e DENNIS, 1997). Essa 

instabilidade ocorre devido ao fato de que a soma ponderada não é uma função Lipschitziana 

do peso utilizado (VAHIDINASAB e JADID, 2010). Segundo Clarke (1983), uma função 

: n

if →ℝ ℝ  é localmente Lipschitziana no ponto n
x

∗ ∈ℝ  se existir um escalar k tal que 

1 2 1 2 1 2,  , ( , )i if x f x k x x x x N x δ∗− ≤ − ∀ ∈ , sendo N um espaço métrico, e será contínua se 

1 2 1 2 1 2( ) ( ),  ,i if x f x k x x x x Nδ δ− ≤ − ∀ ∈ . 

A Figura 2.4 apresenta graficamente problemas com fronteiras convexas e não 

convexas. 

 

 
Figura 2.4 – Método de somas ponderadas em problemas convexos e não-convexos. 

Fonte: Miettinen (1999, p.80). 

Outra desvantagem das somas ponderadas está relacionada à distribuição uniforme das 

soluções Pareto ótimas, uma vez que, até quando se utiliza vetores de pesos uniformemente 

distribuídos, a fronteira de Pareto gerada não é nem equispaçada, nem uniformemente 

distribuída (DAS e DENNIS, 1997; VAHIDINASAB e JADID, 2010), o que pode se 

configurar como fator negativo ao processo de tomada de decisão. 

 

2.1.5 – Método da Interseção Normal à Fronteira (Normal Boundary Intersection) 

Como já discutido anteriormente, o método de somas ponderadas é amplamente 

utilizado para a obtenção de soluções Pareto ótimas em problemas multiobjetivo, sendo de 

fácil implementação e interpretação. Entretanto, se o conjunto de soluções Pareto ótimas for 

não-convexo, a fronteira passa a ser não convexa e descontínua, formando clusters de 

soluções em regiões de grande curvatura, porém, descontínuas no espaço de solução. Nessas 

situações, o método de somas ponderadas dificilmente encontra soluções na parte não-

convexa. Além disso, este método não é capaz de gerar uma fronteira equispaçada, mesmo 
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que a distribuição dos pesos seja uniforme (SHUKLA e DEB, 2007; VAHIDINASAB e 

JADID, 2010), o que pode atrapalhar o decisor na tomada de decisão por não deixar claro o 

comportamento conflitante e os trade-offs entre as diferentes funções objetivo. 

Para contornar os problemas inerentes à utilização do método de somas ponderadas, 

Das e Dennis (1998) propuseram o método de interseção normal à fronteira ou Normal 

Boundary Intersecção (NBI). O método NBI é uma rotina de otimização desenvolvida para 

encontrar soluções Pareto ótimas uniformemente distribuídas e contínuas para um problema 

multiobjetivo não-linear, independentemente da distribuição dos pesos ou das escalas relativas 

entre as diversas funções objetivo (DAS e DENNIS, 1998; SHUKLA e DEB, 2007). Essa 

característica é importante na medida em que torna compreensível o trade-off existente entre 

os objetivos conflitantes, facilitando a tomada de decisão. 

O primeiro passo no método NBI compreende o estabelecimento da matriz payoff Φ , 

baseado no cálculo dos mínimos individuais de cada função objetivo. A solução que minimiza 

a iésima função objetivo ( )if x  pode ser representada como ( )* *
i i

f x . Quando se substitui o 

ótimo individual *
i

x  nas funções objetivo restantes, tem-se ( )*
i i

f x . Em notação matricial, a 

matriz payoff Φ   pode ser escrita como (VAHIDINASAB e JADID, 2010; UTYUZHNIKOV 

et al., 2009): 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * * *

1 1 1 1

* * * *

1

* * * *

1

i m

i i i i m

m m i m m

f x f x f x

f x f x f x

f x f x f x

 
 
 
 Φ =
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

 (2.32) 

 

Cada linha da matriz payoff Φ  é composta por valores mínimos e máximos da i-ésima 

função objetivo ( )if x . Esses valores podem ser usados para normalizar as funções objetivo, 

principalmente quando estas estão escritas em termos de diferentes escalas ou unidades. Do 

mesmo modo, escrevendo-se um vetor com o conjunto dos mínimos individuais, 

( ) ( ) ( )* * * * * *
1 1 , ,

T
U

i i m mf f x f x f x =  … … , se obtém o ponto de Utopia. Analogamente, 

juntando os valores máximos de cada função objetivo, 1 , ,
T

N N N N

i mf f f f =  … … , 

tem-se um conjunto chamado ponto de Nadir. A normalização das funções objetivo pode ser 

obtida usando esses dois conjuntos, tal como: 
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( )
( )

           1, ,
U

i i

i N U

i i

f x f
f x i m

f f

−
= =

−
…  (2.33) 

 

Essa normalização leva à matriz payoff normalizada Φ . 

De acordo com Vahidinasab e Jadid (2010), as combinações convexas de cada linha da 

matriz payoff formam a Envoltória Convexa dos Mínimos Individuais (Convex Hull of 

Individual Minima – CHIM) ou a linha de Utopia (UTYUZHNIKOV et al., 2009). Ressalta-se 

que uma distribuição igualmente espaçada de pontos ao longo da linha de utopia não garante 

uma distribuição uniforme de pontos na fronteira de Pareto. A solução da otimização simples 

do problema ( )* *
i if x  corresponde ao ponto de ancoragem para a fronteira de Pareto (JIA e 

IERAPETRITOU, 2007; UTYUZHNIKOV et al., 2009). 

Considere agora uma ponderação convexa w, tal que Φ iw  representa um ponto na 

CHIM e n̂  denota a unidade de direção normal (um vetor coluna de números 1) em relação à 

CHIM, do ponto Φ iw  para a origem; então ˆΦw Dn+ , com D ∈ℝ , representa o conjunto de 

pontos naquela normal (JIA e IERAPETRITOU, 2007; SHUKLA e DEB, 2007). 

O ponto de interseção entre a normal e a fronteira da região viável mais próxima da 

origem corresponde à maximização da distância entre a linha de Utopia e a fronteira de 

Pareto. Então, o problema de otimização pode ser escrito como (DAS e DENNIS, 1998): 

 

( )

( )

, 
Max             

ˆ a :   

                   

x D
D

sujeito Φw Dn F+ =

∈ Ω

x

x

 (2.34) 

 

onde: ( )F x  é o vetor contendo os valores individuais normalizados dos objetivos; e Ω é o 

conjunto viável que geralmente inclui as restrições do problema na forma desigualdades ou 

igualdades. 

Este problema de otimização pode ser iterativamente resolvido para diferentes valores 

de w, criando uma fronteira de Pareto uniformemente distribuída. A Figura 2.5 representa 

graficamente o Método NBI, onde: a, b e e são calculados como iΦw . 
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Figura 2.5 – Descrição Gráfica do Método NBI. 

Fonte: Brito et al. (2014, p.629). 

 

Com o intuito de ilustrar como o NBI está relacionado ao método de somas 

ponderadas, Das e Dennis (1998) demonstram que, correspondente a cada wsp na soma 

ponderada existe um NBIw  no NBI tal que o NBI tenha a mesma solução da soma ponderada, 

mas o inverso não é verdadeiro. Em outras palavras, os autores provam que podem existir 

pontos alcançáveis usando NBI que não são obtidos pela soma ponderada. 

Dado um ponto Pareto ótimo x
∗ ,  o problema pode ser pensado como sendo restrito 

por um vetor de igualdades ampliado ( h ), envolvendo igualdades, desigualdades e limites em 

x
∗ . Considere 1sp sp( )( {0}) , 1n n

iw w+∈ ∪ =∑ℝ , como a ponderação convexa positiva dos 

objetivos. Assim, o problema de somas ponderadas para obter um ponto Pareto ótimo é 

escrito como: 

 

( )

sp ( )

 :  0

T

x
Min w F x

Sujeito a h x =
 (2.35) 

 

Parte da condição necessária de primeira ordem ou KKT para otimalidade de ( ,x λ∗ ∗ ) 

para o problema descrito na Equação 2.35 é: 

 

sp( ) ( ) 0x xF x w h x λ∗ ∗ ∗∇ + ∇ =  (2.36) 
 

Similarmente, se NBIw  representa os parâmetros de ponderação no NBI, o problema 

pode ser escrito como: 
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( ),  

NBI

Min            

ˆ a :   ( ) 0

                  0

x D
D

sujeito F x Φw Dn

h

−

− − =

=

 (2.37) 

 

e parte da condição KKT para a otimalidade de ( (1) (2), , ,x D λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ) é: 

 

(1) (2)

(1)

( ) ( ) 0

ˆ1 0

x x

T

F x h x

n

λ λ

λ

∗ ∗ ∗ ∗

∗

∇ + ∇ =

− + =
 (2.38) 

 

onde (1) nλ ∈ℝ  representa o vetor dos multiplicadores correspondente à restrição 

ˆ ( ) 0NBIΦw Dn F x+ − = , e (2) neλ ∈ℝ  representa os multiplicadores das restrições de igualdade 

( ) 0h x = . 

Agora, suponha que ( (1) (2), , ,x D λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ) é a solução do NBI e (1)
1 0n

I
λ ∗ ≠∑ . Ao 

definirmos os componentes do vetor wsp como: 

 

(1)

sp (1)

1

i

n

i

w
λ

λ

∗

∗
=
∑

 (2.39) 

 

o problema descrito na Equação 2.35 com o vetor de ponderação convexa descrito na Equação 

2.39, tem como solução: 

 

(2)

(1)

1

1
, in

i

x λ λ
λ

∗ ∗ ∗

∗

 
 =
 
 ∑

 (2.40) 

 

Se ambos os lados da Equação 2.38 forem divididos pelo escalar (1)
1
n

i
λ ∗

∑ , 

considerando que ( ) 0h x = , tem-se a equivalência entre as Equações 2.36 e 2.38. Entretanto, 

se para qualquer i, o sinal de (1)
i

λ ∗  é oposto ao de (1)
1
n

i
λ ∗

∑ , então o vetor w tem um 

componente negativo e não se qualifica como um peso para o problema de somas ponderadas. 

Nesse caso, ou a Pareto otimalidade do ponto ( (1) (2), , ,x D λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ) encontrado pelo NBI é 

questionável, ou o ponto Pareto ótimo se encontra em uma parte não-convexa do conjunto 

Pareto ótimo e não pode ser obtido pelo método de somas ponderadas. 

Da mesma forma em que a análise apresentada fornece um wsp para o problema de 

somas ponderadas, dada a solução correspondente no NBI, um ponto no NBI também pode 
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ser obtido, dada uma solução correspondente na soma ponderada. Para tanto, suponha que 

( ,x λ∗ ∗ ) seja a solução para um problema de somas ponderadas e que ( NBI ,w D
∗ ) seja a 

solução do sistema linear: 

 

NBI

NBI( )
1

ˆ ( )

1
n

i

i

Φw Dn F x

w
=

+ =

=∑
 (2.41) 

 

então, ( ,x λ∗ ∗ ) corresponde à solução do NBI com NBI NBIw w= , ou seja, a solução do NBI é: 

 

sp(1) (2)

sp sp

, , ,
ˆ ˆiT T

w
x D

w n w n

λ
λ λ

∗
∗ ∗ ∗ ∗

 
= =  

 

 (2.42) 

 

Se ambos os lados da Equação 2.36 forem divididos por sp ˆTw n , considerando que 

( ) 0h x = , tem-se a equivalência entre as Equações 2.36 e 2.38. Isso sempre poderá ser feito 

porque wsp tem componentes não negativos e n̂  tem componentes negativos, logo sp ˆ 0Tw n < . 

Além disso, observando que (1)
I

λ ∗  definido na Equação 2.42 satisfaz a (1)ˆ 1T
n λ ∗ = , vê-se que 

as condições KKT para o NBI se mantém. 

Das e Dennis (1998) argumentam que uma desvantagem inerente aos métodos que 

buscam encontrar um grande número de pontos eficientes em problemas de otimização 

multiobjetivo é o fato de que estes não são capazes de encontrar pontos globalmente Pareto 

ótimos. Dessa forma, os pontos gerados pelo NBI são garantidos ser, somente, pontos 

localmente Pareto ótimos. Ainda assim, diante das características de robustez do NBI, mesmo 

ao se trabalhar com problemas não-convexos, este será o método utilizado para as análises do 

presente trabalho. 

 

2.2 – MÉTODOS DE PONDERAÇÃO APLICADOS À OTIMIZAÇÃO MULTIOBJETIVO 

Como mencionado anteriormente, durante o processo de otimização multiobjetivo, um 

grande número de soluções eficientes podem ser geradas formando a fronteira de Pareto. 

Devido à complexidade dos processos, que se refletem na formulação e resolução dos 

problemas matemáticos, a escolha do melhor ponto para ser implementado se torna uma tarefa 

nada trivial. 
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Ao atribuírem-se diferentes pesos às funções objetivo representativas das 

características dos processos que se deseja otimizar, considera-se a importância relativa de 

cada parâmetro dentro do processo analisado. Isso significa que pesos devem ser atribuídos às 

funções para indicar sua importância relativa com o intuito de identificar o que realmente 

importa durante o processo de otimização, elegendo-se, assim, prioridades (IBÁÑES-FORÉS 

et al., 2014). 

A prioridade atribuída aos critérios tem papel vital na obtenção dos resultados e deve 

ser aplicada com cuidado, uma vez que o resultado final pode variar significativamente, 

dependendo da importância atribuída a cada objetivo (TABOADA et al., 2007; 

GAUDREAULT et al., 2009; PILAVACHI et al., 2009). Isso pode ser um problema, pois, os 

decisores, frequentemente, não têm certeza sobre os pesos exatos das funções objetivo ou 

funções de utilidade a serem usados (TABOADA et al., 2007). 

Segundo Taboada et al. (2007), o conjunto Pareto inclui todas as escolhas racionais, 

dentre as quais o decisor tem que selecionar a solução final, comparando os diversos objetivos 

uns contra os outros. A busca é, então, não por uma solução ótima, mas por um conjunto de 

soluções que são ótimas, no sentido mais amplo, isto é, são Pareto ótimo. Existem várias 

técnicas para buscar no espaço de solução um conjunto de soluções Pareto ótimo. 

Possivelmente, a principal desvantagem destes métodos é que o decisor tem  muitas soluções 

dentre as quais escolher. Assim, é necessário fazer a ponte entre as soluções únicas e os 

conjuntos Pareto ótimo (TABOADA et al., 2007). 

A falta de consenso ao se estipular um método de ponderação aceitável torna o 

processo ainda mais difícil. Isto ocorre devido ao número de métodos que podem ser 

aplicados e à grande diferença existente entre eles (IBÁÑES-FORÉS et al., 2014). 

O tema ponderação tem sido discutido na literatura por pelo menos 40 anos. Zeleny 

(1974, 1975) ao resolver um problema de otimização multiobjetivo linear, propõe-se a 

responder as seguintes perguntas: Qual das soluções extremas não-dominadas geradas é 

preferível? Pode o conjunto de soluções não-dominadas ser reduzido, de modo a consistir de 

poucos e suficientes pontos, para que a decisão final possa ser realizada? Para responder a tais 

questionamentos o autor usa o que ele chamou de "tradicional medida de entropia" como 

parâmetro para medir a importância das funções e definir os pesos a serem utilizados na 

solução do problema. 

Wuwongse et al. (1983) propuseram uma abordagem para ajudar a determinar os 

parâmetros apropriados ao design de sistema de controle linear. No caso em que as 

especificações desejadas não são dadas explicitamente, essa abordagem usa um método de 
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otimização interativo para buscar os mais adequados pesos. A desvantagem desta proposta é 

que o decisor precisa fazer comparações pareadas das curvas de resposta em cada iteração, o 

que se torna um problema quando muitas iterações são necessárias. 

Melachrinoudis (1985) determinou a localização ótima de uma unidade de trabalho 

indesejável dentro de um ambiente fabril. O autor definiu o problema como a seleção de uma 

localização, dentro de uma região convexa, que maximiza a mínima distância Euclidiana 

ponderada, com respeito a todas unidades de trabalho existentes, onde o grau de 

"indesejabilidade" entre uma unidade de trabalho existente e a nova indesejável entidade é 

refletida por meio de um fator de ponderação. 

Saaty (1990) apresentou uma abordagem de tomada de decisão multicritério chamada 

Analytic Hierarchy Process (AHP), na qual fatores selecionados são agrupados em uma 

estrutura hierárquica que parte de um objetivo geral para os critérios, subcritérios e 

alternativas, em níveis sucessivos. Apesar de sua popularidade, esse método tem sido 

criticado por analistas de decisão. Alguns autores tem apontado que o método desenvolvido 

por Saaty não otimiza qualquer critério de performance (GRZYBOWSKI, 2012). Porém, 

segundo Promentilla et al. (2008), o Analytic Network Process (ANP), que é uma forma 

generalizada do AHP, tem se tornado uma ferramenta atrativa para entender mais do 

problema de decisões complexas, uma vez que esta abordagem supera a limitação da estrutura 

hierárquica linear do AHP. 

Figueira et al. (2009) apresentaram um método para ranquear um conjunto finito de 

ações avaliadas em um conjunto finito de critérios. A GRIP (Generalized Regression with 

Intensities of Preference) baseia-se na informação indireta de preferência e no paradigma da 

regressão ordinal. Esse método pode ser comparado ao AHP, desde que, em ambos os 

métodos, o tomador de decisão é solicitado a expressar sua intensidade de preferência em 

termos qualitativo-ordinais. Entretanto, diferentemente do AHP, no GRIP as funções de valor 

marginais são, justamente, uma representação numérica da informação qualitativa-ordinal 

original. O princípio da comparação por pares também tem sido usado em modelos mais 

recentes, como um conjunto de regras de decisão de dominância induzidas por aproximações 

das relações de preferência compreensivas (SZELĄG et al., 2014). 

Já Taboada et al. (2007) propuseram uma abordagem diferenciada. Em seu trabalho, 

os autores apresentaram duas alternativas para a redução do conjunto Pareto ótimo, a serem 

utilizadas no estágio de tomada de decisão. A primeira seria por um ordenamento das funções 

objetivo sem, no entanto, atribuir-lhes valores numéricos e a segunda seria pela utilização da 
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análise de cluster entre os pontos Pareto ótimo. Segundo os autores, ao reduzir-se o conjunto 

Pareto ótimo facilita-se o processo de tomada de decisão. 

Com o passar do tempo, outros métodos para derivar os pesos de prioridade têm sido 

propostos na literatura, tais como, procedimento de média geométrica (WAN e DONG, 2015; 

WANG, 2015), métodos baseados em modelos de otimização restrita (GOMES et al., 2013), 

métodos de tentativa e erro (SAVIER e DAS, 2011), métodos usando grey decision (LUO e 

WANG, 2012; ZHU e HIPEL, 2012; LUO, 2009), métodos usando a lógica fuzzy (HUANG et 

al., 2006; WAN e DONG, 2015; WANG, 2015; RUBIO et al., 2013; TRAN e TRAN, 2007) e 

métodos usando o simulated annealing (TRAN e TRAN, 2007; NARANG et al., 2014). 

Monghasemi et al. (2015), ao lidarem com a otimização multiobjetivo de problemas 

trade-off entre tempo, custo e qualidade em projetos de construção, usaram a entropia de 

Shannon (1948) para definir os pesos envolvidos no processo de otimização. De acordo com 

os autores, a entropia de Shannon pode prover uma avaliação mais confiável dos pesos 

relativos para os objetivos, na ausência de informações de preferência do tomador de decisão. 

Recentemente, Shahhosseini et al. (2016), ao otimizar o processo de reforma a vapor 

do metano para a conversão sustentável deste gás, selecionaram o valor ótimo do processo 

usando LINMAP (linear programming technique for multidimensional analysis of 

preference), TOPSIS (technique for order preference by similarity to an ideal solution), 

entropia de Shannon e a lógica fuzzy como métodos de tomada de decisão, comparando o 

resultado final obtido com cada método. 

Já Rocha et al. (2015a) e Rocha et al. (2015b), com o intuito de determinar o ponto 

Pareto ótimo preferível em um problema de otimização multiobjetivo de torneamento vertical, 

utilizaram o índice de entropia de Shannon (1948) associado a uma medida de erro. Essa 

mesma métrica foi utilizada em Rocha et al. (2016) para a otimização de um processo de 

torneamento do aço endurecido AISI H13. A métrica de ponderação baseada em entropia, ξ , 

proposta em Rocha et al. (2015a, 2015b) é obtida usando a equação: 

 

1

Entropia
.  

EPG

 :    1

                   0 1

n

i

i

i

Max

sujeito a w

w

ξ

=

=

=

≤ ≤

∑  
(2.43) 
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onde: wi são os pesos atribuídos aos objetivos a serem otimizados; a entropia na Equação 2.43 

é calculada como (SHANNON, 1948): 

 

1

( ) ln
m

i i

i

S x w w
=

= −∑  (2.44) 

 

e o EPG corresponde ao erro percentual global e pode ser calculado como: 

 

*

1

EPG
m

i i

i i

y T

T=

−
=∑  (2.45) 

 

onde: *
iy  é o valor das respostas Pareto ótimas; iT  é o alvo definido; e m é o número de 

objetivos. Ao dividirmos o EPG pelo número de objetivos, m, chega-se ao MAPE (mean 

absolute percent error), conforme apresentado por Montgomery et al. (2008): 

 

*

1

1
MAPE

m
i i

i i

y T

m T=

−
= ∑  (2.46) 

 

Wang et al. (2009), ao revisar os métodos de tomada de decisão multicritério 

aplicados à tomada de decisão em energia sustentável, classificaram os métodos de 

ponderação em dois grandes grupos: métodos de ponderação subjetivos e métodos de 

ponderação objetivos. Ponderação subjetiva é suportada por métodos baseados em 

julgamentos pessoais ou coletivos, geralmente produzidos por painéis de especialistas, 

método Delphi, comparação pareada, ambos em sua forma original ou incorporada ao AHP ou 

ao ANP, entre outros (IBÁÑES-FORÉS et al., 2014). Em contraste, métodos de ponderação 

objetivos estabelecem prioridades de acordo com valores quantitativos, obtidos, 

principalmente, pela aplicação de modelos estatísticos ou procedimentos que implicitamente 

calculam os pesos dos critérios. O principal representante desta categoria é o método de 

entropia apresentado em Zeleny (1974, 1975). Ibáñes-Forés et al. (2014), ainda determinam 

duas outras categorias, ponderação igualmente distribuída e ponderação aleatória, sendo que 

esta última envolve analisar os resultados sob todas as possíveis combinações de pesos que 

podem ser atribuídas a cada critério em estudo, normalmente pela utilização de alguma 

técnica de simulação. 
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Utilizando-se estas categorias, realizou-se uma revisão teórica, resumida na forma do 

Quadro 2.1. 

 

Quadro 2.1 – Revisão dos métodos de ponderação utilizados na literatura (Parte I) 

Autores 
Ponderação 
igualmente 
distribuída 

Definição de prioridades 

Subjetivo   Objetivo 

Ponderação 
aleatória Atribuição 

direta 
Painel de 

especialistas 
ANP AHP 

Métodos 
fuzzy 

  Entropia 
Índice de 

Capabilidade 

Zeleny (1974) 
       

x 
  

Zeleny (1975) 
       

x 
  

Wuwongse et al. (1983) 
         

x 
Melachrinoudis (1985) 

 x         
Saaty (1990) 

    x      
Bonano et al. (2000) 

    x      
Dijkmans (2000) x          
Geldermann e Rentz (2001) 

  x   x     
Halog et al. (2001) 

  x        
Prabhu e Vizayakumar (2001) 

    x x     
Vignes (2001) x          
Derden et al. (2002) x 

         
Beccali et al. (2003) 

  
x 

       
Afgan e Carvalho (2004) 

         
x 

Cziner et al. (2005) 
    

x 
     

Sadiq et al. (2005) 
    x x     

Chowdhury e Husain (2006) 
    x   x   

Critto et al. (2006) 
    x      

Doukas et al. (2006)   x        
Huang et al. (2006)      x     
Khelifi et al. (2006)   x        
Pilavachi et al. (2006) 

         x 
Shehabuddeen et al. 
(2006)   

x 
       

Begic e Afgan (2007) 
         x 

Fijal (2007) x          
Grandinetti et al. (2007) x          
Krajnc et al. (2007) 

     x     
Mavrotas et al. (2007) x          
Taboada et al. (2007) 

 
x 

        
Tran e Tran (2007) 

     
x 

   
x 

Zeng et al. (2007) 
    

x 
     

Bollinger e Pictet 
(2008)   x        
Georgopoulou et al. 
(2008) 

x 
         

Promentilla et al. (2008) 
   x       

Schollenberger et al. 
(2008) 

x 
         

Bréchet e Tulkens 
(2009) x          
Cavallaro (2009) 

 
x 

        
Daim e Intarode (2009) 

    
x 

     
Gaudreault et al. (2009) 

 
x 

        
Gómez-López et al. 
(2009)   x        
Karagiannidis e 
Perkoulidis (2009)   

x 
       

Karavanas et al. (2009) x          
Luo (2009) 

  x  x      
Paiva et al. (2009) x          

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Quadro 2.1 – Revisão dos métodos de ponderação utilizados na literatura (Parte II) 

Autores 
Ponderação 
igualmente 
distribuída 

Definição de prioridades 

Subjetivo   Objetivo 

Ponderação 
aleatória Atribuição 

direta 
Painel de 

especialistas 
ANP AHP 

Métodos 
fuzzy 

  Entropia 
Índice de 

Capabilidade 

Pilavachi et al. (2009) 
  x        

Yang et al. (2009) 
  x        

Kazagić et al. (2010) x          
Lin e Shen (2010) 

    x x     
Bottero et al. (2011) 

   x x      
García e Caballero 
(2011) 

x 
         

Inoue e Katayama 
(2011) x          
San Cristóbal (2011) x 

         
Savier e Das (2011) 

         x 

Cristóbal et al. (2012) x          
De Lange et al. (2012) 

    x      
Giner-Santonja et al. 
(2012)    x x      
Liu e Wen (2012) x          
Luo e Wang (2012) 

  x  x      
Severino et al. (2012) 

 x         
Yu et al. (2012) 

  x        
Zhu e Hipel (2012) 

 x    x     
Gomes et al. (2013) 

 x         
Rubio et al. (2013) 

     x     
Narang et al. (2014) 

         x 
Shahraki e Noorossana 
(2014)         

x 
 

Szeląg et al. (2014) 
     x     

Hein et al. (2015) 
       x   

Monghasemi et al. 
(2015)        

x 
  

Rocha et al. (2015a) 
       x   

Rocha et al. (2015b) 
       x   

Wan e Dong (2015) 
     x     

Wang (2015)           x         
Shahhosseini et al. 
(2016)  

 
   

x 
 

x 
  

Rocha et al. (2016)        x   
Howard e Kamper 
(2016)  x         

Prakash e Barua 
(2016)     x x     

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base no Quadro 2.1, percebe-se a dimensão do tema que, mesmo depois de mais 

de 40 anos de pesquisa, ainda continua sendo relevante. As aplicações encontradas são as 

mais diversas: setor energético, avaliação de tecnologias aplicadas à sustentabilidade, 

indústria química, processos de usinagem, avaliação de professores, avaliação da qualidade de 

serviços aeroportuários, entre outros. É importante ressaltar que, apesar do esforço 

depreendido para a execução de tal tarefa, não há a intenção de esgotar o tema, principalmente 

devido às diversas aplicabilidades do tema ponderação. Muitos trabalhos foram incluídos, 
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apesar de não apresentarem uma discussão a respeito da ponderação, devido ao fato de terem 

utilizado explicitamente alguns dos métodos citados. 

Dentre os trabalhos apresentados, somente Shahraki e Noorossana (2014) se 

propuseram a avaliar algum parâmetro de variabilidade ao selecionar a melhor solução Pareto 

ótima. Os autores usam dois critérios para realizar tal seleção: a sensibilidade aos níveis de 

confiabilidade e o índice de capabilidade do processo. 

A intenção do presente trabalho de estudar como a ponderação de funções em 

otimização multiobjetivo afeta a variância da previsão coaduna-se ao fato de apenas este 

trabalho ter apresentado uma discussão similar. 

 

2.3 – ENTROPIA 

A história da palavra "entropia" pode ser delimitada voltando a 1865, quando o físico 

alemão Rudolf Clausius tentou dar um novo nome à irreversível perda de calor, o que ele 

previamente chamou de "valor-equivalente" (ZHOU et al., 2013). A palavra foi escolhida, 

pois, em grego "en+tropia" significa "conteúdo transformativo", ou simplesmente, 

transformação (BAIERLEIN, 1992). Segundo Pineda (2006), o conceito físico de entropia 

está relacionado, tanto ao estado de desorganização da matéria, como à tendência de 

desorganização de toda a matéria, desempenhando um importante papel na termodinâmica 

onde se afirma que, em um sistema fechado, a entropia nunca diminui, ou seja, seu grau de 

desorganização pode aumentar mas jamais diminuir. Esse conceito também ajuda a medir a 

quantidade de ordem e desordem, ou caos (ZHOU et al., 2013). 

A palavra entropia pertenceu ao domínio da física até 1948 quando Claude Shannon, 

enquanto desenvolvendo sua teoria da comunicação, usou o termo para representar uma 

medida de informação. Shannon buscava uma palavra para descrever sua nova medida de 

incerteza. A partir desse momento, o conceito de entropia de Shannon tem sido inserido em 

uma enorme gama de disciplinas, tais como, mecânica, estatística, finanças, transporte, 

planejamento urbano, teoria da fila, teoria da informação e programação linear e não-linear 

(FANG et al., 1997). 

Essencialmente, a entropia mede o grau de incerteza associada com a distribuição de 

probabilidade. Assumindo que o conjunto de potenciais resultados de um experimento 

aleatório é o conjunto 1{ , , }nX x x= …  e que a distribuição de probabilidade definida em X 

seja 1{ , , }nP p p= … , com [0,  1]ip ∈  e 1ii
p =∑ , uma medida de entropia somente assumiria 

seu máximo valor quando todos os resultados no espaço são igualmente prováveis, ou seja, 
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1ip n=  para todo i. Dessa maneira, dentre todas as possíveis distribuições de probabilidade, 

a distribuição uniforme é a que tem a maior incerteza, logo o maior valor para entropia 

(FANG et al., 1997). 

Shannon (1948) propôs alguns axiomas aos quais qualquer medida de incerteza 

deveria satisfazer: 1. a entropia deveria depender de todos os ,  i 1,2, ,ip n= … ; 2. a entropia 

deveria ser uma função contínua de ,  i 1,2, ,ip n= … ; 3. a entropia deveria ser simétrica, de 

modo que se os ,  i 1,2, ,ip n= … , são meramente permutados, a entropia deveria permanecer a 

mesma; e 4. a entropia deveria ser uma função monotonicamente crescente de n, ou seja, 

quanto maior o número de elementos igualmente prováveis, maior a incerteza. 

Segundo Zhou et al. (2013), quando lidando com distribuições contínuas de 

probabilidade, a função densidade é avaliada em todos os valores do argumento. Assim, dada 

uma distribuição contínua de probabilidade com uma função densidade f(x), pode-se definir 

sua entropia como: 

( ) ( ) ln ( )S x f x f x dx

+∞

−∞

= − ∫  (2.47) 

 

onde: ( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫ e ( ) 0f x ≥ . 

Uma vez que os pesos utilizados na ponderação de funções em otimização 

multiobjetivo são proporções, f(x) segue uma distribuição discreta de probabilidade. Assim, a 

Equação 2.47 torna-se (SHANNON, 1948): 

 

1

( ) ln
m

i i

i

S x w w
=

= −∑  (2.48) 

 

onde: wi são os pesos atribuídos aos objetivos a serem otimizados. 

Shannon (1948) provou que, para a medida de entropia ser contínua, monotonicamente 

crescente em n e com valor máximo para eventos equiprováveis, tal grandeza deveria ser da 

forma da Equação 2.48. O índice apresentado na Equação 2.48 é também conhecido por 

índice de entropia de Shannon-Weiner (STIRLING, 1994). 

Entre as muitas propriedades desejáveis do índice de entropia de Shannon, pode-se 

destacar: 1. a entropia de uma distribuição de probabilidade representando um resultado 

completamente certo é 0, e a entropia de qualquer distribuição de probabilidade representando 
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resultados incertos é positiva; 2. sua medida é côncava. A Propriedade 1 é desejável, pois, o 

índice de entropia garante soluções não-nulas. A propriedade 2 é desejável, pois, é muito mais 

fácil maximizar uma função côncava do que uma não-côncava (FANG et al., 1997). A Figura 

2.6 apresenta essas propriedades da entropia, conforme calculado pela Equação 2.48. 
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Figura 2.6 – Entropia no caso de duas possibilidades. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

Note que, maiores valores de entropia indicam mais aleatoriedade, ou seja, menos 

informação é expressa. 

 

2.4 – DIVERSIDADE 

Segundo Stirling (1994), nossas ações são permeadas de ausência de certeza advinda 

de várias fontes como conhecimento incompleto, informação contraditória, variabilidade dos 

dados, imprecisão conceitual, diferentes pontos de referência e inerente indeterminância de 

muitos processos naturais ou sociais. 

Na tentativa de tratar do assunto, surge a teoria da probabilidade. Classicamente, uma 

probabilidade pode ser atribuída a cada conjunto de possíveis eventos futuros, com base na 

frequência de ocorrência de eventos passados similares, sob condições comparáveis,  sendo, 

assim, em algum senso objetivo. Porém, graças à deficiência nas informações, esse 

procedimento tende a ser vulnerável a erro, viés inconsciente ou manipulação (STIRLING, 

1994). 

De todas as estratégias desenvolvidas para lidar com a ausência de certeza, a melhor é 

a diversificação. Como já demonstrado, a incerteza depende do número de possíveis 

resultados em determinado processo, 1{ , , }nX x x= … , e da probabilidade de ocorrência desses 

resultados, 1{ , , }nP p p= … . Assim, uma forma de lidar com a incerteza seria considerar todas 

as n possibilidades de resultado, o que levaria à diversificação. Entretanto, o comportamento 
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dos resultados e suas respectivas probabilidades de ocorrência não são iguais, o que torna 

complexo o processo de diversificação. Refletindo essa complexidade, os conceitos de 

diversidade empregados em vários campos da ciência apresentam a combinação de três 

propriedades, variedade, balanço e disparidade, sendo cada uma delas uma característica 

necessária, porém, insuficiente da diversidade (STIRLING, 1994). 

Segundo Stirling (2007), variedade é o número de categoria nos quais os elementos do 

sistema são divididos. É a resposta para a pergunta: "Quantos tipos de coisas nós temos?". 

Considerando-se fixos os outros parâmetros, quanto maior a variedade, maior a diversidade. 

Balanço é uma função do padrão de divisão dos elementos por meio das categorias. É 

a resposta para a pergunta: "Quanto de cada tipo de coisa nós temos?". Considerando-se fixos 

os outros parâmetros, quanto mais uniforme é o balanço, maior é a diversidade. 

Já a disparidade refere-se à maneira e grau em que os elementos podem ser 

distinguidos. É a resposta para a pergunta: "Quão diferentes de cada outro são os tipos de 

coisas que nós temos?". Normalmente, baseia-se em alguma medida de distância. 

Considerando-se fixos os outros parâmetros, quanto mais díspares são os elementos 

representados, maior é a diversidade. 

Stirling (2007) cita dez desejáveis características de uma heurística geral de 

diversidade (∆): 

• Escala da variedade: onde variedade é igual a 1, ∆ tem o valor de zero. 

• Monotonicidade da variedade: onde os elementos são uniformemente balanceados e 

igualmente díspares, ∆ aumenta monotonicamente com a variedade. 

• Monotonicidade do balanço: para uma dada variedade e disparidade, ∆ aumenta 

monotonicamente com o balanço, ou seja, ∆ é máxima quando a distribuição entre os 

elementos é uniforme. 

• Monotonicidade da disparidade: para uma dada variedade e balanço, ∆ aumenta 

monotonicamente com a disparidade agregada entre os elementos. 

• Escala da disparidade: onde a disparidade agregada é zero, isto é, todos os elementos 

são efetivamente idênticos, ∆ assume o valor de zero. 

• Acomodação aberta: ∆ acomoda, simetricamente, qualquer perspectiva em dimensões 

de diferença sob a qual os elementos podem ser diferenciados. 

• Insensibilidade à categorização: para qualquer dada perspectiva em taxonomia, ∆ é 

insensível a categorizações alternativas dos elementos. 
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• Parcimônia de forma: ∆ é tão descomplicado em estrutura e parcimonioso em forma 

quanto o necessário para atender às condições anteriores. 

• Agregação explícita: ∆ permite explícita agregação de variedade, balanço e 

disparidade, por refletir contextos ou perspectivas divergentes usando ponderações. 

• Pronta articulação: ∆ permite irrestritas articulações de diversidade com outras 

propriedades, do sistema como um todo ou de seus elementos individuais. 

De acordo com Stirling (2007), nenhum índice estabelecido até então satisfazia a todos 

esses critérios. Para subsidiar essa afirmação, o autor faz um resumo dos índices de medida de 

diversidade e de suas propriedades. 

O índice mais simples e que engloba a variedade é o próprio número de categorias dos 

elementos, expresso por N (MACARTHUR, 1965). O índice de uniformidade de Shannon, 

apresentado por Pielou (1969), engloba o balanço e pode ser expresso por: 

 

ln

ln
i i

i

w w
U

N
= −∑  (2.49) 

 

onde: wi são os pesos envolvidos na ponderação e N o número de categorias dos elementos. 

O índice de Shannon (1948), conforme apresentado na Equação 2.48, segundo Stirling 

(2007), engloba somente as dimensões de variedade e balanço. 

Tratando da dimensão disparidade, Solow e Polasky (1994) propuseram a seguinte 

formulação: 

 

( ) { ( ) ( ,  )}ij i S W Wf d Max D Si d i Si∈= +  (2.50) 

 

onde: dij é a disparidade entre dois elementos; ( )
W

D Si  é a disparidade agregada do sistema S; 

( ,  )
W

d i Si é a distância de disparidade entre o elemento i e o ponto mais próximo em S. 

Assim, Stirling (2007) propôs uma formulação que contemplasse variedade, balanço e 

disparidade: 

 

( )

( )ij i j

ij i j

d w w
α β∆

≠

= ∑  (2.51) 
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onde: dij é a disparidade entre dois elementos; w são os pesos representando a proporção dos 

elementos i e j; α e β são termos para se quantificar o grau de importância entre a disparidade 

e o balanço. 

De acordo com Stirling (2007) o caso de referência é aquele que considera α = β  = 1, 

sendo que neste caso a equação funciona como a medida de Shannon, porém, com a 

característica adicional de capturar a disparidade. 

A disparidade (dij), como já mencionado, mede o quão diferentes são os objetos 

analisados. Para tanto, duas medidas são mais amplamente utilizadas: medidas de correlação e 

medidas de distância. 

O método usualmente conhecido para medir a correlação entre duas variáveis é o 

coeficiente linear de Pearson e pode ser calculado como: 

 

1 1
1 2

2 2

1 1

( )( )

( ) ( )

n n

i i

i iXY

n n
X y

i i

i i

Y Y X X

X X Y Y

σ
ρ

σ σ
= =

= =

− −

= =
 

− − 
 

∑∑

∑ ∑
 (2.52) 

 

onde XYσ  corresponde à covariância entre X e Y; Xσ  corresponde ao desvio-padrão de X; e 

Yσ  corresponde ao desvio-padrão de Y. 

Altas correlações positivas indicam similaridade e altas correlações negativas indicam 

disparidade. Dessa forma ijd pode ser definida por: 1ij ijd ρ= − . 

Já a medida de distância mais comumente reconhecida é a distância Euclidiana. 

Essencialmente, a distância Euclidiana é a medida do comprimento de uma linha reta 

desenhada entre dois objetos quando representada graficamente. Assim, quanto maior a 

distância entre dois objetos, mais díspares eles são. O cálculo de ijd  utilizando uma medida de 

distância, no contexto da otimização multiobjetivo, pode ser realizado utilizando a distância 

Euclidiana entre os pontos de ancoragem, ou seja, os pontos que otimizam cada resposta 

individualmente, sendo calculado como segue: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
* * * * * *
1 1 2 2 ...

f x f x f x f x f x f xi j i j i j
ij n n

i j

d x x x x x x
≠

     = − + − + + −
     

 (2.53) 
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onde: 1 2,  nx x x…  são as variáveis de decisão do problema; e ( )if x  e ( )jf x  são as funções 

objetivo. 

 

2.5 – MÉTODOS ESTATÍSTICOS PARA MODELAGEM E ANÁLISE DE PROCESSOS 

 Existem inúmeros processos industriais, cada um com sua peculiaridade. Na maioria 

dos casos, dada sua complexidade, não se sabe exatamente, como se dá a influência das 

variáveis no resultado dos parâmetros do processo, como custo, qualidade e produtividade. De 

fato, para a maioria dos processos industriais, os relacionamentos matemáticos entre suas 

variáveis dependentes e independentes são desconhecidos. 

 Visando obter essas informações, faz-se necessário projetar e executar experimentos, 

coletar os dados e analisá-los. A experimentação se torna cada vez mais importante à 

indústria, uma vez que a complexidade dos problemas inerentes ao processo cresce 

constantemente, graças às inúmeras exigências governamentais, dos consumidores e dos 

acionistas. 

 

2.5.1 – Projeto e Análise de Experimentos 

De acordo com Montgomery (2009), um experimento pode ser definido como um teste 

ou uma série de testes em que mudanças propositais são feitas nas variáveis de entrada de um 

processo, com o objetivo de observar a forma como as respostas são afetadas pelas mudanças 

provocadas. O Projeto e Análise de Experimentos (Design of Experiments – DOE) é, então, 

definido como o processo de planejamento dos experimentos para que dados apropriados 

sejam coletados e depois analisados por métodos estatísticos, resultando em conclusões 

válidas e objetivas. 

Em geral, experimentos são usados para estudar a performance de processos e 

sistemas, conforme apresentado na Figura 2.7. 

 
Figura 2.7 – Modelo geral de um processo. 
Fonte: modificado de Montgomery (2009). 
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Normalmente, o processo pode ser visualizado como uma combinação de máquinas, 

métodos, pessoas e outros recursos que transformam algumas entradas em uma saída que tem 

uma ou mais respostas observáveis. Algumas das variáveis de processos 1 2, , , px x x…  são 

controláveis, enquanto outras variáveis 1 2, , , qz z z…  são incontroláveis, embora estas possam 

ser controláveis para o propósito de um teste. Os objetivos do experimento podem incluir o 

seguinte: 1. determinar quais as variáveis são as mais influentes na resposta y; 2. determinar 

como ajustar os valores de x para que y permaneça quase sempre próximo do valor nominal 

desejado; 3. determinar como ajustar os valores de x para que a variabilidade de y seja 

pequena; 4. determinar como ajustar os valores de x para que os efeitos das variáveis 

incontroláveis sejam minimizados. 

Como apresentado, experimentos envolvem muitos fatores e, normalmente, um 

objetivo do analista é determinar a influência que esses fatores têm na resposta de interesse. A 

abordagem geral para planejar e conduzir o experimento é chamado de estratégia de 

experimentação. Existem muitas estratégias que um analista poderia usar. Uma abordagem 

poderia, por exemplo, envolver uma combinação arbitrária dos fatores envolvidos no 

problema, testá-los e analisar os resultados, alterando os níveis dos fatores para o próximo 

teste baseado nos resultados do teste atual.  Essa abordagem de tentativa e erro, apesar de ser 

frequentemente utilizada na prática, apresenta algumas desvantagens como, por exemplo, o 

fato de que a experimentação pode continuar indefinidamente, sem garantia de sucesso e que, 

mesmo na presença de um resultado satisfatório, não há garantia de que a melhor solução foi 

encontrada. 

Outra estratégia de experimentação que é usada na prática é a abordagem de um fator 

por vez. Esse método consiste em selecionar um ponto de partida e então, sucessivamente, 

variar cada fator em sua amplitude com os outros fatores mantidos constantes. A maior 

desvantagem dessa abordagem é que ela falha em considerar qualquer interação entre os 

fatores. 

A correta abordagem para lidar com muitos fatores é conduzir um experimento 

fatorial. Nessa abordagem, os fatores são variados juntos ao invés de um por vez. O arranjo 

experimental oriundo deste método permite ao analista investigar os efeitos individuais de 

cada fator e determinar se os fatores interagem. Uma característica importante dos arranjos 

fatoriais é que estes permitem o uso mais eficiente dos dados experimentais. Entretanto, se o 

intuito é determinar a região em que os fatores levam para a melhor resposta possível, ou seja, 

se o objetivo é otimizar a resposta, um outro arranjo experimental deve ser executado, cujo 
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objetivo é desenvolver um modelo empírico do processo para obter uma estimativa mais 

precisa das condições ótimas de operação. Segundo Montgomery (2009), essa abordagem 

para otimização do processo é chamada de metodologia de superfície de resposta. 

Ainda, segundo Montgomery (2009), os três princípios básicos do planejamento de 

experimentos são: aleatorização, replicação e blocagem. 

A aleatorização é o pilar básico subjacente ao uso de métodos estatísticos em arranjos 

experimentais. Métodos estatísticos requerem que as observações ou erros sejam variáveis 

aleatórias independentemente distribuídas. A aleatorização normalmente mantém essa 

suposição válida, consistindo na execução dos experimentos em ordem aleatória para que os 

efeitos desconhecidos dos fenômenos sejam distribuídos entre os fatores. 

A replicação é a repetição de um mesmo teste várias vezes, criando uma variação na 

resposta. A replicação tem duas importantes propriedades. Primeiro, a execução de réplicas 

permite ao analista obter uma estimativa do erro experimental. Essa estimativa do erro se 

torna a unidade básica de medida para determinar se as diferenças observadas nos dados são 

realmente estatisticamente diferentes. Segundo, se a média amostral é usada para estimar o 

efeito de um fator no experimento, a replicação permite ao analista obter uma estimativa mais 

precisa deste efeito. 

A blocagem é uma técnica usada para melhorar a precisão com a qual comparações 

entre os fatores de interesse são feitas, sendo frequentemente utilizada para reduzir ou 

eliminar a variabilidade transmitida pelos fatores de ruído, ou seja, fatores que podem 

influenciar na resposta experimental mas nos quais não se está diretamente interessado. 

Geralmente um bloco é um conjunto de condições experimentais relativamente homogêneo, 

de modo que cada nível do fator de ruído se torna um bloco. Desta forma, o analista divide as 

observações do arranjo estatístico em grupos que são executados em cada bloco. A blocagem 

deve ser utilizada quando não for possível manter a homogeneidade das condições 

experimentais. Esta técnica permite avaliar se a falta de homogeneidade interfere nos 

resultados. 

Com relação às suas etapas, o DOE é dividido em: 1. Reconhecimento e declaração do 

problema; 2. Escolha de fatores, níveis e variações; 3. Seleção da variável de resposta; 4. 

Escolha do design experimental; 5. Execução do experimento; 6. Análise estatística dos 

dados; 7. Conclusões e recomendações. 

Por fim, segundo Montgomery (2009), as técnicas mais utilizadas de projetos e análise 

de experimentos compreendem o planejamento fatorial completo, o planejamento fatorial 

fracionado, os arranjos de Taguchi, a metodologia de superfície de resposta e os experimentos 
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por arranjo de misturas. No presente trabalho, a metodologia de superfície de resposta e os 

experimentos por arranjo de misturas serão as técnicas abordadas. 

 

2.5.1.1 – Metodologia de Superfície de Resposta 

A Metodologia de Superfície de Resposta (Response Surface Methodology - RSM) é 

uma coleção de ferramentas matemáticas e estatísticas, utilizada para a modelagem e análise 

de problemas em que as respostas de interesse são influenciadas por diversas variáveis e o 

objetivo é a otimização destas respostas (MONTGOMERY, 2009). 

Considerando que, para a maioria dos processos industriais, as relações entre as 

respostas e as variáveis independentes são desconhecidas, busca-se, então, encontrar uma 

aproximação adequada para representar as respostas de interesse como função destas 

variáveis. Geralmente, funções polinomiais são empregadas para descrever tais relações. 

Dessa forma, se uma resposta for bem modelada por uma função linear, a relação aproximada 

pode ser representada pelo seguinte modelo de primeira ordem (MONTGOMERY, 2009): 
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(2.54) 

  

onde: ( )y x  é a resposta de interesse; ix  são as variáveis independentes; iβ  são os coeficientes 

a serem estimados; k é o número de variáveis independentes; εi é o erro experimental. 

Se a resposta apresentar curvatura, então um polinômio de maior grau deve ser usado, 

como o modelo de segunda ordem: 
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(2.55) 

 

Quase todos os problemas de superfície de resposta utilizam um ou ambos os modelos 

apresentados e, apesar de ser improvável que o modelo polinomial se comporte como uma 

aproximação adequada para todo o espaço experimental coberto pelas variáveis 

independentes, para uma região específica, tais modelos têm se mostrado eficientes 

(MONTGOMERY, 2009). 

Como um dos objetivos da RSM consiste na otimização das respostas, recomenda-se, 

sempre que possível, representá-las por meio dos modelos de segunda ordem, já que a 

curvatura apresentada por estes, define a localização de um ponto estacionário. Portanto, 
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quando a resposta de interesse apresentar um comportamento linear, devem-se utilizar das 

informações do modelo de primeira ordem para buscar a região de curvatura, utilizando-se, 

para isso, o método do vetor gradiente (steepest descent/ascent) (MONTGOMERY, 2009). 

Para se ajustar um modelo de segunda ordem o design experimental deve possuir 

algumas propriedades. Como o modelo da Equação 2.55 contém 1 2 ( 1) / 2k k k+ + −  

parâmetros, o design experimental deve possuir, no mínimo, este número de pontos distintos e 

ao menos três níveis para cada variável ou fator. Entretanto, segundo Myers et al. (2009), 

essas propriedades representam as condições mínimas, sendo que as características desejáveis 

de um design de superfície de resposta são: 1. o design ou arranjo deve resultar em um bom 

ajuste do modelo aos dados; 2. deve prover suficiente informação que permita um teste de 

ausência de ajuste; 3. deve permitir que modelos de maior ordem sejam construídos 

sequencialmente; 4. deve prover uma estimativa do erro experimental puro; 5. deve ser 

insensível à presença de valores atípicos nos dados; 6. deve ser insensível aos erros no 

controle dos níveis do design; 7. deve visar a eficiência em custo; 8. deve permitir blocagem; 

9. deve permitir que a suposição de homogeneidade da variância seja averiguada; e 10. deve 

fornecer uma boa distribuição de 2ˆVar[ ( )] /y σX . É importante notar que nem todas as 

propriedades mencionadas são requeridas em cada aplicação da RSM. 

Em muitos casos, ao se trabalhar com a RSM, é conveniente transformar as variáveis 

do problema em variáveis codificadas (coded variables). As variáveis codificadas são 

definidas como sendo variáveis adimensionais, com média zero e mesmo desvio-padrão. O 

seguinte esquema de codificação pode ser usado (MYERS et al., 2009): 

 

( ) 2

( ) 2
decodificado

codificado

X Hi Lo
X

Hi Lo

− +
=

−
 (2.56) 

 

onde: Hi equivale ao valor para a variável de decisão relativo ao nível +1;  e Lo equivale ao 

valor para a variável de decisão relativo ao nível -1. 

De maneira semelhante, se houver o intuito de converter os valores codificados em 

valores decodificados (uncoded) basta resolver: 

 

2 2decodificado codificado

Hi Lo Hi Lo
X X

+ −
= +  (2.57) 
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A estimação dos coeficientes definidos pelos modelos das Equações 2.54 e 2.55 é 

tipicamente feita com a utilização do método dos Mínimos Quadrados Ordinários (Ordinary 

Least Squares – OLS). O método dos mínimos quadrados baseia-se na escolha de valores para 

iβ , de modo que a soma dos quadrados dos erros seja minimizada. A função de mínimos 

quadrados pode ser escrita como (MYERS et al., 2009): 

 

2

2
0

1 1 1

k k k

i i i i

i i i

L y xε β β
= = =

 
= = − − 

 
∑ ∑ ∑

 
(2.58) 

 

Em notação matricial a Equação 2.54 pode ser escrita como: 

 

= +y Xβ εβ εβ εβ ε  (2.59) 
 

onde: 

 

11 12 1 01 1

2 21 22 2 21

1 2

1        

1        
,  ,  ,  

              

1        

k

k

n nkn n nk

x x xy

y x x x

y x x x

β ε

εβ

εβ

      
      
      = = = =
      
      

     

y X

⋯

⋯

⋮ ⋮⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

β εβ εβ εβ ε  (2.60) 

 

Dessa forma, L pode ser expresso como: 

 

( )

  2

T T T T T T T

T T T T T

L = − − − − +

= −

y X (y X ) = y y X y y X X X

y y X y + X X

β β β β β ββ β β β β ββ β β β β ββ β β β β β

β β ββ β ββ β ββ β β
 (2.61) 

 

desde que T TX yββββ  seja uma matriz 1x1, ou uma escalar, e sua transposta T T T T=X y) y X(β β(β β(β β(β β   

seja a mesma escalar. Os estimadores de mínimos quadrados devem satisfazer a: 

 

ˆ2 2 0T TL∂
= − + =

∂
X y X Xββββ

ββββ
 (2.62) 

 

que pode ser simplificado a: 

 

ˆT T=X X X yββββ  (2.63) 
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A Equação 2.63 representa o conjunto das equações normais de mínimos quadrados na 

forma matricial. Multiplicando-se ambos os lados da Equação 2.63 pela inversa de TX X    

tem-se: 

 

( )
1ˆ T T

−

= X X X yββββ  (2.64) 

 

Com isso, fica construída a função aproximada que relaciona a resposta de interesse 

com as variáveis do processo, isto é, como a verdadeira função entre x e y não é conhecida, 

aproxima-se tal relacionamento por um modelo de regressão, que é relativamente adequado 

dentro de certa faixa de variação das variáveis independentes (MONTGOMERY, 2009). 

Usando o estimador dos mínimos quadrados β̂βββ , o vetor de valores ajustados, ˆˆ =y Xβ  , 

pode ser escrito como: 

 

( )
1ˆˆ T T

−

= =y = X X X X X y Hyββββ  (2.65) 

 

onde ( )
1

T T
−

=H X X X X  , é uma matriz simétrica chamada de matriz chapéu, pois transforma 

y  em ŷ , ou matriz de projeção, pois projeta y  perpendicularmente em ŷ . 

Como o estimador dos mínimos quadrados β̂βββ  é uma combinação linear das 

observações, este é normalmente distribuído com vetor de média ββββ  e matriz de covariância 

( )
12 Tσ

−

X X . 

As estimativas das variâncias desses coeficientes de regressão são obtidas trocando 

2σ  por uma estimativa. Quando 2σ  for trocado por sua estimativa 2σ̂ , a raiz quadrada da 

variância estimada do j-ésimo coeficiente de regressão é chamada de erro-padrão estimado de 

ˆ
jβ  ou 2ˆ ˆ( )j jjse Cβ σ= . 

As hipóteses para testar a significância de qualquer coeficiente de regressão individual 

são 0 : 0
j

H β =  e 1 : 0
j

H β ≠ , e a estatística para essas hipóteses é: 

 

2

ˆ
,    0,1,...,

ˆ

j j

jj

j k
C

β β

σ

−
=  (2.66) 
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sendo esta distribuída como t com n p−  graus de liberdade, onde n é o número de 

experimentos, p é igual ao número de regressores (k) mais um, Cjj é o jj-ésimo elemento da 

matriz ( )
1

T
−

X X , e 2σ̂  é o estimador do erro de variância, obtido da equação: 

 

2ˆ E
E

SS
MS

n p
σ = =

−
 (2.67) 

 

onde MSE é a média quadrática do resíduo e SSE representa a soma do quadrado dos resíduos e 

é dada por: 

 

ˆT T T

ESS = −y y X yββββ  (2.68) 

 

Por isso, um intervalo de confiança de 100(1 )%α−  para o coeficiente de regressão 

,  0,1,...,j j kβ = , é dado por: 

 

2 2
2, 2, 

ˆ ˆˆ ˆ
j n p jj j j n p jjt C t Cα αβ σ β β σ− −− ≤ ≤ +  (2.69) 

 

Note que esse intervalo de confiança pode ser escrito em função do erro padrão do 

coeficiente de regressão ˆ( )jse β  como: 

 

2, 2, 
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )j n p j j j n p jt se t seα αβ β β β β− −− ≤ ≤ +  (2.70) 

 

porque 2ˆ ˆ( )j jjse Cβ σ= . 

 

Pode-se, também, obter um intervalo de confiança para a resposta média em um ponto 

particular 0 01 02 01     . . . T
kx x x=   X . A resposta média neste ponto é dada por: 

0| 0
T

yµ =
X

X ββββ  e a 

resposta média estimada neste ponto é dada por: 0 0
ˆˆ( ) Ty =X X ββββ . Este estimador é não-

enviesado, pois, 
00 0 0 |

ˆˆ[ ( )] ( )T T

yE y E µ= = =
X

X X Xβ ββ ββ ββ β , e a variância de 0ˆ( )y X é: 

 

2 1
0 0 0ˆVar[ ( )] ( )T T

y σ −=X X XX X  (2.71) 
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Por isso, um intervalo de confiança de 100(1 )%α−  para a resposta média em um 

ponto particular 0 01 02 01     . . . T
kx x x=   X  é: 

 

0

2 1 2 1
0 2, 0 0 | 0 2, 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )T T T T

n p y n py t y tα ασ µ σ− −
− −− ≤ ≤ +

X
X X X X X XX X X X  (2.72) 

 

A função de variância descrita na Equação 2.71 é, com certeza, importante, tanto do 

ponto de vista das respostas, que devem ter reduzidos valores de variância para serem 

confiáveis, quanto do ponto de vista do planejamento dos experimentos, onde se utiliza como 

critério de otimalidade para definição de arranjos a matriz 1( )T −X X . 

Após a construção do modelo, a significância estatística do mesmo deve ser verificada 

por meio de um procedimento de Análise de Variância (Analysis of Variance - ANOVA), que, 

além da sua significância como um todo, permite também verificar quais entre os termos do 

modelo são significativos e quais podem ser negligenciados. As hipóteses apropriadas são: 

 

0 1 2

1

: 0

: 0  para no mínimo um 
k

j

H

H j

β β β

β

= = = =

≠

⋯
 (2.73) 

 

A rejeição da hipótese nula implica que no mínimo uma das variáveis regressoras 

contribui significativamente para o modelo. A estatística de teste para a hipótese nula é: 

 

0 ( )
R R

E E

SS k MS
F

SS n p MS
= =

−
 (2.74) 

 

onde SSR é a soma dos quadrados da regressão; SSE é a soma dos quadrados do resíduo, como 

apresentado na Equação 2.68; e MSR e MSE são as médias quadráticas da regressão e do 

resíduo, respectivamente. 

Deve-se rejeitar H0 se o valor calculado da estatística de teste na Equação 2.74 for 

maior que , ,k n p
fα − . 

Com relação à soma dos quadrados da regressão, esta pode ser representada como: 

 

2

1ˆ

n

i

iT T
R

y

SS
n

=

 
 
 = −

∑
X yββββ  

(2.75) 
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O ajuste é representado pelo coeficiente de determinação (R2), que representa o 

percentual dos dados observados na resposta que o modelo matemático consegue explicar. R2 

é definido como: 

 

2 1R E

T T

SS SS
R

SS SS
= = −  (2.76) 

 

onde SST é igual à soma total dos quadrados e pode ser definida como: 

 

2

1

n

i

iT
T

y

SS
n

=

 
 
 = −

∑
y y  

(2.77) 

 

Ao se fazer a raiz quadrada do coeficiente de determinação apresentado na Equação 

2.76 obtém-se o coeficiente de correlação múltipla, que indica o grau de relacionamento entre 

as variáveis independentes (xi) e a variável dependente (y). Segundo Guilford (1950), quando 

as intercorrelações entre as variáveis independentes é igual a zero, ou seja, não existe 

multicolinearidade, o quadrado do coeficiente de correlação múltipla será a soma dos 

quadrados dos coeficientes de correlação de cada variável independente com a dependente. O 

método usualmente conhecido para medir a correlação entre duas variáveis é o coeficiente 

linear de Pearson, conforme apresentado na Equação 2.52. 

Associado ao coeficiente de determinação, encontra-se o R
2ajustado (R2

adj.), que é 

uma medida alternativa ao coeficiente de determinação. O R2 ajustado penaliza a inclusão de 

regressores pouco explicativos, combatendo a tendência de superestimação da variação atual 

nos dados, feita pelo R2, quando um maior número de variáveis é inserido. O R2ajustado pode 

ser definido como: 

 

2 2( ) 1
1 1 (1 )

( 1)
E

adj

T

SS n p n
R R

SS n n p

− −
= − = − −

− −
 (2.78) 

 

onde n é o número de experimentos e p é o número de termos regressores mais um 

(relacionado ao intercepto). 

Para a modelagem das funções de superfície de resposta, o arranjo experimental mais 

utilizado para a coleta dos dados é o arranjo composto central (Central Composite Design –

CCD) (MONTGOMERY, 2009). Segundo Myers et al. (2009), a escolha do CCD se deve, 
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pois, este é um design eficiente para a experimentação sequencial, permitindo uma razoável 

quantidade de informação para testar o erro sem envolver um grande número de 

experimentos. Além disso, o arranjo acomoda uma região esférica com cinco níveis de cada 

fator, o que se torna uma vantagem do ponto de vista da região experimental. 

O arranjo composto central, para k fatores, é uma matriz formada por três grupos 

distintos de elementos experimentais: um fatorial completo 2k ou fracionado 2k-p, sendo p a 

fração desejada do experimento; um conjunto de pontos centrais (center points – cp); e, 

adicionalmente, um grupo de níveis extremos denominados pontos axiais, dado por 2k. O 

número de experimentos necessários é dado pela soma 2k (ou k-p)+ cp+ 2k. 

A Figura 2.8 representa graficamente o CCD para dois e três fatores. 

         
Figura 2.8 – Arranjo experimental CCD para dois e três fatores. 

Fonte: modificado de Montgomery e Runger (2011). 
 

De acordo com Montgomery (2009), ao proceder experimentos fatoriais em dois 

níveis, é usual antecipar o ajuste de um modelo de primeira ordem, mas é importante alertar 

para a possibilidade de que um modelo de segunda ordem seja realmente o mais apropriado. 

Por conta disso, o método de replicar pontos centrais para designs 2k proverá proteção contra 

os efeitos da curvatura de segunda ordem e permitirá a obtenção de um estimador de erro 

independente. 

Segundo Myers et al. (2009), os pontos fatoriais contribuem substancialmente para a 

estimação de termos lineares, sendo os únicos pontos que contribuem para a estimação dos 

termos de interação. Já os pontos axiais contribuem para a estimação dos termos quadráticos, 

sendo que sem estes, somente a soma dos termos quadráticos, 
1

k

iii
β

=∑ , pode ser estimada. 
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No caso dos arranjos de primeira ordem, a propriedade dominante é a ortogonalidade. 

Um design ortogonal de primeira ordem é um arranjo para o qual a matriz TX X  é uma matriz 

diagonal. Se duas colunas são ortogonais, os níveis das duas correspondentes variáveis são 

linearmente independentes. Para um modelo de primeira ordem e uma amostra fixa N, se 

[ 1, 1] para 1,2, , ,jX j k∈ − + = …  então 2Var( ) /  para 1, 2, ,ib i kσ = …  é minimizada se o design 

é ortogonal e se todos os níveis xi do design são 1 para 1,2, ,i k± = … . Desta forma, os 

elementos na diagonal de 1T −(X X)  são minimizados por fazer os elementos fora da diagonal 

principal de TX X  igualarem a zero e os elementos da diagonal serem os maiores possível. 

Uma vez que 2 1Var( ) ( )Tσ −=b X X  a ortogonalidade leva a designs que minimizam a 

variância. 

Já no caso dos arranjos de segunda ordem, a ortogonalidade deixa de ser um aspecto 

importante e a estimação dos coeficientes individuais, uma vez que ainda é considerado 

importante, torna-se secundário, sendo a variância de previsão escalonada (SPV) o tópico de 

maior importância. Isso decorre do fato de que muitas vezes há menos preocupação com quais 

variáveis pertencem ao modelo do que com a qualidade de ˆ( )y X  como uma previsão ou 

estimador de [ ( )]E y X . Assim, segundo Myers et al. (2009), as áreas de flexibilidade no uso 

do CCD residem na seleção da distância axial (α) e do número de pontos centrais (cp). A 

escolha de α afeta a região de operabilidade e região de interesse. A escolha do número de cp 

tem influência na distribuição da variância de previsão escalonada (SPV), 2ˆVar[ ( )] /N y σX , 

onde N é o tamanho total da amostra. 

Muitas das propriedades dos designs experimentais são conectados à maneira pela 

qual os pontos são distribuídos na região de experimentação. Especificamente, essa 

distribuição de pontos no espaço tem um profundo efeito na distribuição da SPV. A 

distribuição dos pontos do design é muito bem quantificada pelos momentos do design. 

A ideia por trás do método dos momentos é igualar os momentos da população, que 

são definidos em termos de valores esperados, aos correspondentes momentos da amostra. Os 

momentos da população serão funções de parâmetros desconhecidos. Então, essas equações 

são resolvidas de modo a resultar estimadores dos parâmetros desconhecidos. Se uma amostra 

aleatória X1, X2, ..., Xn de distribuição de probabilidades f(x) e o m-ésimo momento da 

população ( )mE X  forem considerados, o correspondente n-ésimo momento da amostra será 

1(1/ ) nn
i i

n X=∑ . O primeiro momento da população é ( )E X µ=  e o primeiro da amostra é 
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1(1/ ) n
i i

n X X= =∑  e, ao se igualar os dois momentos, tem-se que a média da amostra é o 

estimador de momento da média da população. 

A partir dos momentos de ordem 2, momentos baseados nos desvios em relação à 

média, chamados de momentos centrais, podem ser usados, como por exemplo: 

2 2
2 [( ) ]E x µ σΘ = − = . Tomando como base momentos centrais, duas medidas para 

caracterizar uma distribuição não-normal podem ser caracterizadas, a simetria (ς ) e a curtose 

(κ ). A simetria, como o próprio nome apresenta, mede a simetria dos dados em torno do 

valor médio, sendo que valores próximos a zero significam simetria. 

 

3
3

2
2

ς
Θ

=
Θ

 (2.79) 

A curtose mede a concentração próximo à média, sendo que, no caso da normalidade, 

seu valor é 3. 

 

4
2
2

κ
Θ

=
Θ

 (2.80) 

 

No caso da RSM, os momentos que refletem a geometria do arranjo experimental 

devem ser uma função do modelo sendo ajustado. De fato, os momentos de importância vêm 

da matriz momento: 

 

T

N
=

X X
M  (2.81) 

 

Um design fatorial 2k ou fatorial fracionado para um modelo de primeira ordem é 

ortogonal e sua matriz momento é vista como: 

 

1 0 0

0 1

0 1

T

k
N

 
 
 = = =
 
 
 

X X
M I

⋯

⋮ ⋱
 (2.82) 

 

Os momentos fora da diagonal principal são zero devido à ortogonalidade das colunas 

da matriz X e os momentos da diagonal principal são todos iguais a 1. Assim, segundo Myers 
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et al. (2009), os momentos são definidos como: momentos de primeira ordem 1(1/ ) N
u iu

N x=∑ ; 

momentos de segunda ordem mistos 1(1/ ) N
u iu juN x x=∑  para i j≠ ; e momentos de segunda 

ordem puros 2
1(1/ ) N

u iuN x=∑ . Os momentos de primeira ordem e de segunda ordem mistos são 

chamados de momentos ímpares, uma vez que têm ao menos uma variável com um expoente 

ímpar. Esses são zero para este design. Os k momentos de segunda ordem puros são os 

momentos pares e são iguais a 1. Os momentos de segunda ordem mistos são análogos à 

covariância para o caso dos momentos amostrais em estatística básica, onde o momento de 

primeira ordem pode ser visto como a média da amostra e os momentos de segunda ordem 

puros como a variância. 

Os momentos do arranjo experimental que exercem importância em caracterizar as 

propriedades de sua variância são função da ordem do modelo. No caso do design fatorial 2k 

ou fatorial fracionado os momentos de segunda ordem são importantes uma vez que M 

contém momentos de segunda ordem. Entretanto, no caso do CCD com o correspondente 

design de segunda ordem, M contém momentos de quarta ordem. Com base na matrix TX X , 

os momentos relevantes são: 

- Momentos de primeira ordem: 

[ ]
1

1 N

iu

u

i x
N =

= ∑  (2.83) 

 

- Momentos de segunda ordem puros: 

 

[ ] 2

1

1 N

iu

u

ii x
N =

= ∑  (2.84) 

 

- Momentos de segunda ordem mistos: 

 

[ ]
1

1 N

iu ju

u

ij x x
N =

= ∑  (2.85) 

 

- Momentos de terceira ordem puros: 

 

[ ] 3

1

1 N

iu

u

iii x
N =

= ∑  (2.86) 
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- Momentos de terceira ordem mistos: 

 

[ ] [ ]2

1 1

1 1
,   

N N

iu ju iu ju ku

u u

iij x x ijk x x x
N N= =

= =∑ ∑  (2.87) 

 

- Momentos de quarta ordem puros: 

 

[ ] 4

1

1 N

iu

u

iiii x
N =

= ∑  (2.88) 

 

- Momentos de quarta ordem mistos: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

3 2 2

1 1

2

1 1

1 1
,   

1 1
,   

N N

iu ju iu ju

u u

N N

iu ju ku iu ju ku lu

u u

iiij x x iijj x x
N N

iijk x x x ijkl x x x x
N N

= =

= =

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑
 (2.89) 

 

Importantes propriedades da variância de um arranjo experimental são determinados 

pela natureza da matriz momento. Por isso a matriz 1T −(X X)  e portanto TX X  são tão 

importantes em caracterizar as propriedades da variância, isto é, variâncias e covariâncias dos 

coeficientes de regressão assim como variância da previsão. 

Segundo Myers et al. (2009), é importante para um design de segunda ordem possuir 

uma distribuição razoavelmente estável da SPV por toda a região do arranjo experimental, 

uma vez que o analista não sabe desde o início onde no espaço experimental será necessário 

fazer previsões ou onde o ótimo se situa. Dessa forma, uma SPV razoavelmente estável provê 

garantia de que a qualidade de ˆ( )y X  como uma previsão dos valores futuros da resposta é 

similar por toda a região de interesse. Com essa finalidade, Box e Hunter (1957) 

desenvolveram a noção de rotacionalidade: um arranjo rotacionável é aquele para o qual a 

SPV tem o mesmo valor em qualquer dois pontos que estão à mesma distância do centro do 

arranjo, ou seja, SPV é constante em esferas. A rotacionalidade por si só não garante a 

estabilidade por toda a região experimental, porém, em muitos casos, esta fornece alguns 

guias úteis para a escolha dos parâmetros do design, como por exemplo, a escolha de α e do 

número de cp no CCD. É importante notar que, a rotacionalidade ou quase-rotacionalidade é 

frequentemente facilmente alcançada, sem que para isto outras importantes propriedades do 

arranjo sejam sacrificadas. 
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No caso do modelo de segunda ordem, os momentos que afetam a rotacionalidade, ou 

qualquer propriedade da variância, são momentos de quarta ordem. Assim, as condições 

necessárias e suficientes para a rotacionalidade são as seguintes: 1. todos os momentos 

ímpares de quarta ordem são zero; 2. a razão dos momentos [ ] [ ] 3 ( )iiii iijj i j= ≠ . 

A condição 1 se manterá enquanto a porção fatorial for um 2k completo ou fracionado 

com resolução V ou maior. Os designs de resolução V são aqueles nos quais nenhum efeito 

principal ou interação de dois fatores é associado com qualquer outro efeito principal ou 

interação de dois fatores, mas interações de dois fatores são associados às interações de três 

fatores. Nesses designs, o balanço entre 1+  e 1−  nas colunas fatoriais e a ortogonalidade 

entre certas colunas na matriz X  para o CCD resultará em todos os momentos ímpares sendo 

zero.  Para a condição 2 o que se busca é um valor de α para o qual: 

4[ ] 2
3

[ ]

iiii F

iijj F

α+
= =  (2.90) 

 

o que resulta em: 

 

4 Fα =  (2.91) 
 

onde F é o número de pontos fatoriais, ou seja, 2k para um fatorial completo. 

A propriedade de rotacionalidade é uma tentativa de produzir estabilidade da SPV, 

sendo que a rotacionalidade é alcançada por usar α, como descrito na Equação 2.91, 

independentemente do número de cp. Além disso, alcançar a quase-rotacionalidade para um 

design pode produzir boa estabilidade para a variância de previsão por toda a região 

experimental, mesmo se as condições para a rotacionalidade não forem completamente 

atendidas, ou seja, mudanças em α que não se distanciem muito do valor ideal descrito na 

Equação 2.91, afetam pouco a estabilidade da variância. 

Entretanto, um arranjo rotacionável ou quase-rotacionável, por si só não garante 

estabilidade da variância para toda a região experimental. Assim, Myers et al. (2009) 

argumentam que o uso de cp fornece razoável estabilidade da SPV para toda a região do 

arranjo e, por isso, alguns cp para um CCD rotacionável são muito benéficos. Segundo os 

autores, o uso de um CCD rotacionável com somente um pequeno número de cp não é uma 

boa prática uma vez que a redução no número de cp afeta consideravelmente a estabilidade da 

variância de previsão, sendo ideal a utilização de 3 a 5 cp. 
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A Figura 2.9 apresenta o gráfico de dispersão da variância (VDG) para um CCD, com 

três fatores, considerando 2, 3, 4 e 5 cp. O VDG é uma técnica de avaliação gráfica para 

avaliar as propriedades da variância de previsão por toda a região experimental e consiste em 

plotar a variância esperada da estimação em relação à distância do centro do design 

experimental (Borkowski, 1995). Para tanto, foi utilizada a variância de previsão não-

escalonada (UPV). A UPV fornece uma medida absoluta da precisão de um design e, nos 

casos em que se deseja comparar diretamente a variância da previsão, é a medida mais 

indicada. Pode ser modelada diretamente pela variância da resposta média estimada dividida 

por 2σ : 

 

2 1
0 0 0ˆUPV Var[ ( )] / ( )T Ty σ −= =X X XX X  (2.92) 
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Figura 2.9 – Gráfico de dispersão da variância. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Figura 2.9 fica evidente a influência do número de cp na estabilidade da 

variância de um CCD, de modo que a redução no número de cp pode ocasionar considerável 

aumento na variância. 

Por fim, é importante citar que, em problemas de otimização envolvendo superfícies 

de resposta, utiliza-se uma restrição da região esférica, na forma de 2T α≤x x , com o intuito 

de que as respostas não se distanciam demasiadamente da região de experimentação, 

garantindo a validade das respostas estimadas. 
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2.5.1.2 – Experimentos por Arranjo de Misturas 

Nos experimentos de mistura, os fatores são componentes ou ingredientes de uma 

mistura, e consequentemente, seus níveis não são independentes. Por exemplo, se 1 2, , , px x x…  

indicam as proporções de p componentes de uma mistura, então (MONTGOMERY, 2009): 

 

0 1           1,2, ,ix i p≤ ≤ = …  

e 

1 2 1px x x+ + + =…
 (2.93) 

 

A restrição da Equação 2.93 pode ser visualizada graficamente na Figura 2.10 para k= 

2 e k= 3 componentes. Com dois componentes, a região experimental para os experimentos de 

misturas considera todos os valores ao longo da reta 1 2 1x x+ =  (Figura 2.10a). No caso de três 

componentes, esta região é o espaço delimitado pelo triângulo da Figura 2.10b, onde os 

vértices correspondem às misturas puras, os lados às misturas binárias e a região triangular às 

misturas completas (MONTGOMERY, 2009). A existência dessas características torna, então, 

necessário que os experimentos de misturas sejam planejados e conduzidos por meio de 

arranjos específicos e, nesse contexto, os arranjos simplex têm sido os mais utilizados 

(CORNELL, 2002). 

 
Figura 2.10 – Região experimental para os experimentos de misturas. 

Fonte: Montgomery (2009, p.474). 

 

Os arranjos simplex são definidos como uma configuração triangular na qual os 

vértices do triângulo representam as proporções máximas das variáveis de entrada e os pontos 

interiores a este triângulo descrevem as possíveis combinações destas variáveis. Podem ser de 
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dois tipos principais: o arranjo simplex lattice e o arranjo simplex centroide. A representação 

gráfica dos arranjos simplex é demonstrada na Figura 2.11. 

 

 
Figura 2.11 – Arranjos de misturas: a) simplex lattice; b) simplex centroide. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
 

No simplex lattice, as k variáveis de entrada definem pontos cujas proporções 

assumidas levam em consideração m + 1 valores igualmente espaçados entre 0 e 1, de tal 

forma que (MONTGOMERY, 2009): 

1 2
0, , , ,1          1,2, ,ix i k

m m
= =… …

 
(2.94) 

 

e todas as possíveis combinações (misturas) das proporções da Equação 2.94 são utilizadas, 

sendo m o grau lattice do arranjo. O número total de experimentos (N) é dado por: 

( 1)!

!( 1)!

k m
N

m k

+ −
=

−  
(2.95) 

 

Uma alternativa para o simplex lattice é o arranjo simplex centroide. Para este caso, as 

k variáveis de entrada são configuradas em 2 1k −  pontos, correspondentes a k permutações de 

(1, 0, 0, ..., 0), a 
2

k 
 
 

 permutações de 
1 1

, ,0,...,0
2 2

 
 
 

, a 
3

k 
 
 

 permutações de 

1 1 1
, , ,0,...,0

3 3 3
 
 
 

 e o centroide 
1 1 1

, ,...,
k k k

 
 
 

 (MONTGOMERY, 2009). 

Uma desvantagem dos arranjos simplex diz respeito ao fato de que a maioria dos 

experimentos ocorre nas fronteiras do arranjo, o que faz com que poucos pontos da parte 

interna sejam testados. Assim, recomenda-se, sempre que possível, aumentar o número de 

experimentos pela adição de pontos internos aos arranjos, como os pontos centrais e também 

os pontos axiais. Os pontos axiais poderiam ser definidos como todas as permutações de 
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(( 1) 2 ,  1 2 ,  ,  1 2 )k k k k+ … , onde k é o número de variáveis de entrada. No caso dos arranjos 

de misturas, vale destacar que os pontos centrais correspondem ao próprio centroide. 

Quanto aos modelos matemáticos utilizados para a representação das respostas, 

verifica-se que os modelos de misturas apresentam algumas diferenças em relação aos 

polinômios padrão empregados na RSM, principalmente devido a existência da restrição 

1 2 1px x x+ + + =… . Se 0β  for multiplicado por 1 2 1px x x+ + + =…  em um modelo de 

primeira ordem, gera-se o seguinte: 

 

( ) 0 0 1 2
1 1 1

( ) =
q q q

canônico

i i p i i i i

i i i

E y x x x x x xβ β β β β
= = =

= + = + + + +∑ ∑ ∑…  (2.96) 

 

onde 0
canônico

i iβ β β= + . 

Isso é chamado de forma canônica do modelo de misturas de primeira ordem (MYERS 

et al., 2009). As formas padrão dos polinômios canônicos de misturas, ou polinômios de 

Scheffé, mais difundidos são (MONTGOMERY, 2009): 

- Linear: 

 

( )
1

q

i i

i

E y xβ
=

=∑  (2.97) 

 

- Quadrática: 

 

( )
1

q q

i i ij i j

i i j

E y x x xβ β
= <

= +∑ ∑∑  (2.98) 

 

- Cúbico completo: 

 

( )
1

( )
q q q q

i i ij i j ij i j i j ijk i j k

i i j i j i j k

E y x x x x x x x x x xβ β δ β
= < < < <

= + + − +∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑  (2.99) 

 

- Cúbico especial: 
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( )
1

q q q

i i ij i j ijk i j k

i i j i j k

E y x x x x x xβ β β
= < < <

= + +∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑  (2.100) 

 

A estimação dos coeficientes é feita de maneira semelhante à empregada na RSM, o 

mesmo ocorrendo para a Análise de Variância, análise de resíduos e demais testes estatísticos. 

 

2.6 – ALGORITMO GRADIENTE REDUZIDO GENERALIZADO 

O algoritmo Gradiente Reduzido Generalizado (GRG), segundo Köksoy e 

Doganaksoy (2003), é um dos métodos gradientes que apresenta maior robustez e eficiência, o 

que o torna apropriado para a solução de uma vasta variedade de problemas. Além disso, 

Köksoy (2008) destaca a facilidade de acesso a este algoritmo, já que além de poder ser 

aplicado a diversos problemas de otimização não-lineares restritos ou irrestritos, geralmente 

encontra-se disponível em softwares comerciais, como no caso das planilhas eletrônicas do 

Microsoft Excel®. 

O GRG é conhecido como um método primal e frequentemente chamado de método 

da direção viável. De acordo com Luenberger e Ye (2008), apresenta três vantagens 

significantes: 1. se o processo de busca termina antes da confirmação do ótimo, o último 

ponto encontrado é viável devido ao fato de que cada ponto gerado é viável e provavelmente 

próximo do ótimo; 2. se o método gera uma sequência convergente, o ponto limite garante, 

pelo menos, um mínimo local; 3. a maioria dos métodos primais são geralmente absolutos, 

não dependendo de uma estrutura especial, tal como a convexidade. O algoritmo GRG 

também apresenta como uma de suas características o fato de proporcionar uma adequada 

convergência global, principalmente quando inicializado suficientemente próximo da solução 

(GABRIELE e RAGSDELL, 1977). 

O algoritmo assume o particionamento de todas as entidades vetoriais e matriciais 

reordenando as variáveis de modo a agrupá-las em variáveis básicas, xb, e não-básicas, xn 

(MOUATASIM, 2010). Com o intuito de apresentar os conceitos de variáveis básicas e não-

básicas, e por sua maior simplicidade, considere o sistema linear 

,  ,  ,  ( )= ∈ ∈ ∈ ≤Ax b A b xℝ ℝ ℝ
mxn m n m n . Se A tem m colunas linearmente independentes, 

então a submatriz ∈B ℝ
mxm  é uma submatriz base de A. Logo, as variáveis associadas à 

submatriz B são denominadas variáveis básicas, sendo B o conjunto dos índices das variáveis 

básicas. Além da submatriz B, estão presentes em A, ( )n m−  colunas que compõem a 



87 

 

 

submatriz não-base N. Logo, as variáveis associadas à submatriz N são denominadas 

variáveis não-básicas, sendo N o conjunto dos índices das variáveis não-básicas. 

Agora, considere o seguinte problema de programação não-linear: 

 

( )

 ( )

 :  0

                  

Min f

Sujeito a =

≤ ≤

x

h x

l x u

 (2.101) 

 

Como já mencionado, no GRG, as variáveis são agrupadas em variáveis básicas e não-

básicas (MOUATASIM, 2010): 

 

,  ,  b b b

n n n

     
= = =     
     

x l u
x l u

x l u
 (2.102) 

 

Assumindo que as funções f e h são contínuas e diferenciáveis, o vetor Gradiente pode 

ser definido por: 

( ) ( ) ( )b n
f f f ∇ = ∇ ∇ x x x  (2.103) 

 

E a matriz Jacobiana por: 

 

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

b n

b n

B N

b n

m m

h h

h h

h h

 ∇ ∇
 
∇ ∇  = =   
 
∇ ∇  

x x

x x
J x J x J x

x x

⋮ ⋮

 (2.104) 

 

Agora, com o intuito de descrever o algoritmo, considere uma primeira solução viável 

x0, a partir da qual se pode encontrar a k-ésima solução, xk. Isto permite o cálculo de J(xk), de 

modo a satisfazer as hipóteses de não-degenerescência: 1. xi está estritamente dentro dos 

limites l e u, i B∀ ∈ ; e 2. k( )bJ x  é não singular, ou seja, admite uma inversa e, como toda 

matriz não singular, possui determinante diferente de zero. 

Para calcular a direção de deslocamento das variáveis não-básicas ( Nd ), primeiro 

calculam-se os multiplicadores de Lagrange: 

 

1k k( ) ( )b bf
−

 = −∇  µ x J x  (2.105) 
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Em seguida, o gradiente reduzido pode ser obtido: 

 

. k k( ) ( )red

N n nf f  ∇ = ∇ +  x µ J x  (2.106) 

 

A partir da Equação 2.106, o gradiente reduzido projetado, jp , j N,∀ ∈  pode ser 

definido: 

 

.
j j j

.
j j j

.
j

0 e 
0 se

0 e 

 caso contrário

red k

red k

j

red

f

p f

f

 ∇ < =
 

= ∇ > = 

∇

x l

x u  (2.107) 

 

sendo que se pN não for igual a 0, considerar dN = pN. 

Para o cálculo da direção de deslocamento das variáveis básicas ( Bd ), deve-se 

considerar a condição: 

 

k k( ) ( ) 0   + =   J x d J x db B n N
 (2.108) 

 

que leva a: 

 

1k k( ) ( )
−

   = −    d J x J x dB b n N
 (2.109) 

 

Um novo ponto x deverá ser sempre acompanhado de uma correção para obter 

viabilidade exata nas restrições não lineares, ( ) 0+ ∆ =h x x . O ponto x pode ser utilizado como 

ponto inicial de um método recursivo para encontrar um ponto exatamente viável. O método 

de Newton consiste em considerar k( )bJ x  para calcular a correção: 

 

1k( ) ( , )
−

 ∆ = −  x J x h x xB b B N
 (2.110) 

 

A busca pelo ponto de ótimo se encerra quando a magnitude do gradiente reduzido 

atinge o valor de erro desejado (critério de convergência). Caso contrário, uma nova busca é 

executada para localizar um novo ponto na direção do gradiente reduzido. Este procedimento 

se repete até que a melhor solução viável seja encontrada (ponto de ótimo). 
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Este foi o algoritmo utilizado neste trabalho, estando disponível nos pacotes 

comerciais do Excel®. 
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3 – MÉTODO DA PONDERAÇÃO ENTRÓPICA 

 

 Como discutido anteriormente, muitas das estratégias de ponderação utilizadas durante 

o processo de otimização e tomada de decisão confiam, ao menos, em um de seus estágios, 

em elementos imprecisos e subjetivos. Portanto, a análise dos métodos de ponderação 

demonstram, desde que uma grande parcela dessas estratégias ainda utilizam elementos 

passíveis de erro, que contribuições significantes podem ser feitas. Ainda, ao se constatar que 

na literatura, de todas as fontes consultadas, somente Shahraki e Noorossana (2014) se 

propuseram a avaliar algum parâmetro de variabilidade ao selecionar a melhor solução Pareto 

ótima, vislumbra-se um outro gap teórico que se pretende explorar com a atual pesquisa: o 

comportamento da variância de previsão frente às estratégias de ponderação. 

 O esforço deste trabalho em contribuir com este tópico consistiu em desenvolver uma 

alternativa para a identificação de pesos ótimos em problemas de otimização multiobjetivo 

buscando manter a variância de previsão das respostas para o ponto escolhido tão baixa 

quanto possível. Dando continuidade ao trabalho desenvolvido em Rocha et al. (2015a) e 

Rocha et al. (2015b), onde os autores utilizaram o índice de entropia associado a uma medida 

de erro com o intuito de determinar o ponto Pareto ótimo preferível em um problema de 

otimização multiobjetivo, utilizou-se uma métrica de mensuração da diversidade, conforme 

proposto por Stirling (2007) e comparou-se seu resultado com a utilização da métrica proposta 

nos trabalhos supracitados, além da utilização do índice de entropia de Shannon (1948). Em 

todas essas possibilidades, o comportamento da variância de previsão foi avaliado. 

 O uso de métodos estatísticos baseados no DOE se justifica por estes serem 

importantes técnicas de modelagem de funções objetivo. De fato, para a maioria dos 

processos industriais, os relacionamentos matemáticos são desconhecidos, o que leva à 

necessidade de realização de experimentos para obter os coeficientes das múltiplas funções 

objetivo. Porém, em situações onde já exista um modelo estimado, o método proposto pode 

ser diretamente aplicado. 

 A inserção do algoritmo de otimização se dá durante o passo de identificação das 

soluções ótimas para as respostas e para os pesos, depois delas terem sido modeladas pelas 

técnicas estatísticas mencionadas anteriormente. O algoritmo GRG é utilizado pelo 

suplemento do Excel® denominado Solver. O NBI é utilizado para a identificação das 

soluções Pareto ótimas e construção da fronteira de Pareto. 

 Com o intuito de apresentar a proposta da tese considere o seguinte problema de 

otimização multiobjetivo: 
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1

1

 ( )

 :  1

                  0,  1, ,

n

i i
x

i

n

ii

i

Min w f x

sujeito a w

w i n

=

=
=

≥ =

∑

∑
…

 
(3.1) 

 

onde: fi (x) são as funções objetivo a serem otimizadas; e wi são os pesos atribuídos a cada 

função objetivo. 

 Visando calcular a variância para a função em análise, o seguinte processo é 

considerado: 

 

2

2

1 1

2 2
( )

1

2

1

( )( ) ( )
Var ( ) 2

( ) ( ) ( )

                           = 2

                          

i i j

i i j

n n n n
j ji i i i

i i f f f

i i i ji i j

n n n

i f x i j f f

i i j

i

i

w f xw f x w f x
w f x

f x f x f x

w w w

w

σ σ

σ σ

= =

=

=

 ∂   ∂ ∂ 
= +       ∂ ∂ ∂        

+

=

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑∑

[ ] [ ]
     

Var ( ) 2 Var ( ) Var ( )
i j

n n n

i i j f f i j

i j

f x w w f x f xρ
≠

 + ×  ∑ ∑∑

 (3.2) 

 

onde 
i jf fρ  é a correlação entre as funções fi e fj. 

 Considerando que se pode calcular a variância de fi (x) em determinado ponto 

[ ]0 01 02 01     . . . T

kx x x=X , como 2 1
0 0 0ˆVar[ ( )] ( )

i

T T

i ff σ −=X X XX X , pode-se modificar a Equação 

3.2 para: 

 

2 2 1
0 0 0

1 1

2 1 2 1
0 0 0 0

      

ˆ( ) ( )

ˆ ˆ            2 ( ) ( )

i

i j i j

n n
T T

i i i f

i i

n n
T T T T

i j f f f f

i j

Var w f w

w w

σ

ρ σ σ

−

= =

− −

≠

 
 = +   

 

  ×   

∑ ∑

∑∑

X X X

X X X X

X X

X X X X

 (3.3) 

 

 Agora considere o termo 2 1
0 0 0ˆVar[ ( )] ( )T T

ff σ −=X X XX X  como constante para cada 

função no ponto determinado. Analisando a primeira parte da Equação 3.3, uma vez que a 

variância das respostas estimadas depende do quadrado do peso atribuído à cada resposta, 

uma maneira de minimizar seu valor é pela diversificação, ou seja, pela distribuição uniforme 

dos pesos entre as funções envolvidas no problema de otimização multiobjetivo. Já na 

segunda parte da Equação 3.3, pode-se ver que a distribuição uniforme do valor dos pesos 
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maximiza o valor dessa parte da equação, levando a um maior valor da variância. Dessa 

forma, a correlação entre as respostas se torna relevante uma vez que correlações positivas 

entre as respostas tendem a aumentar a variância, enquanto que, correlações negativas tendem 

a reduzir a variância. Quanto mais existe concentração do valor de algum dos pesos, mais 

próximo a zero fica esta parte da equação, chegando a zero no caso em que houver algum 

peso igual a 1, fato que descaracterizaria a função como multiobjetivo. 

 A proposta segue os seguintes passos: 

 

Passo 1: Projeto Experimental (DOE) 

Estabelecimento do planejamento experimental e execução dos experimentos em ordem 

aleatória. 

 

Passo 2: Modelagem das funções objetivo 

Definição das equações usando os dados experimentais. 

 

Passo 3: Formulação do problema de otimização multiobjetivo 

Uma vez definidas as funções objetivo, as mesmas são aglutinadas em uma formulação de 

otimização multiobjetivo, pela abordagem NBI, seguindo a rotina descrita na Equação 2.34. 

 

Passo 4: Definição do arranjo de misturas 

Com o intuito de definir os pesos a serem utilizados na rotina de otimização descrita no Passo 

3, elabora-se um Arranjo de Misturas usando o software Minitab® 16. Devido à restrição 

1
1

n

ii
w

=
=∑ , a utilização do Arranjo de Misturas é viável. 

 

Passo 5: Solução do problema de otimização 

Solução do problema de otimização do Passo 3 para cada condição experimental definida no 

Passo 4. 

 

Passo 6: Cálculo das métricas usadas como critério para a ponderação 

São calculadas as métricas de entropia ( ( )S x ) de Shannon (1948), conforme Equação 2.48 e 

de diversidade de Stirling (2007), conforme Equação 2.51. Ao se calcular a diversidade 

(STIRLING, 2007), duas medidas, de correlação e de distância, são utilizadas para definir o 

parâmetro dij, conforme Equações 2.52 e 2.53, respectivamente. Ao utilizar a medida de 
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correlação, a métrica de diversidade será denominada Diversidade Correlação (DC). Ao 

utilizar a medida de distância entre os ótimos individuais de cada função considerada na 

otimização multiobjetivo, a métrica de diversidade será denominada Diversidade Ótimo (DO). 

Além dessas três métricas de diversificação, será calculada uma métrica de erro, o MAPE, 

conforme Equação 2.46. Seguindo a proposta de Rocha et al. (2015a, 2015b), de associar uma 

medida de dispersão a uma medida de erro, será calculada a razão de cada uma das três 

métricas de diversificação com o MAPE. O intuito é comparar as métricas descritas entre si, 

do ponto de vista da redução da variância, sendo que, a métrica de variância considerada, é a 

variância de previsão não-escalonada (UPV), obtida conforme Equação 2.92. 

 

Passo 7: Modelagem das métricas 

Usando os resultados dos cálculos do Passo 6, determinam-se os polinômios canônicos de 

misturas para as métricas descritas. 

 

Passo 8: Definição dos pesos ótimos 

Com o intuito de alcançar os pesos ótimos, procede-se a maximização das métricas descritas. 

 

 Como o modelo se utiliza de algoritmos para a formulação e solução dos problemas 

multiobjetivos, este sempre estará sujeito às limitações inerentes a estes algoritmos. No 

presente estudo, o método NBI é utilizado para a formulação do problema multiobjetivo e o 

GRG é utilizado para resolver o problema. Pela possibilidade da redução da variância de 

previsão, é de se supor que uma ponderação baseada em entropia ou diversidade é útil em 

modelos estimados, tais como os modelos de superfície de resposta. 

 Uma vez que o procedimento foi realizado e os pesos ótimos alcançados, efetua-se a 

otimização multiobjetivo visando alcançar os valores ótimos para as variáveis de decisão do 

problema original. 

 A Figura 3.1 mostra a proposta passo-a-passo. Posteriormente, para um melhor 

entendimento, o método proposto será aplicado em alugns casos apresentando diferentes 

características. 
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Figura 3.1 – Processo de identificação de pesos ótimos. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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4 – APLICAÇÃO DO MÉTODO 

 

Com o intuito de demonstrar a aplicabilidade do método proposto, alguns casos foram 

utilizados. Os cinco primeiros casos, contemplam matrizes experimentais simuladas de 

características para um processo hipotético. Essas matrizes experimentais foram compostas 

para um CCD com 2 fatores, adicionados de 5 cp, considerando três distintas respostas, sendo 

que o intuito foi a obtenção de funções com diferentes convexidades (2 funções convexas e 1 

côncava), com coeficientes de determinação satisfatórios e cujos pontos de ótimo se situassem 

dentro da região experimental. Essas três respostas foram analisadas duas a duas, nos três 

primeiros casos. No quarto caso, as três respostas foram analisadas em conjunto. No quinto 

caso, uma matriz experimental foi simulada, para as mesmas respostas, porém com somente 2 

cp, sendo as respostas analisadas conjuntamente. Uma vez que Myers et al. (2009) não 

recomendam o uso do CCD com apenas 2 cp, por essa prática não garantir uma boa dispersão 

da variância de previsão por toda a região experimental, analisar como o método proposto se 

comporta em arranjos deste tipo se torna algo importante. 

No sexto caso, o método proposto foi utilizado para otimizar um processo de usinagem 

para aço endurecido, considerando três funções objetivo e três variáveis de decisão. Nesse 

caso, as respostas ótimas não se situam na região experimental, ou seja, os ótimos possíveis 

para as respostas estimadas encontram-se no limite da região experimental, definido por uma 

restrição da região esférica de forma 2T α≤x x , sendo α  a distância axial do CCD. Além 

disso, o CCD possui 5 cp. 

No sétimo e último caso, um processo de acoplamento oxidativo do metano foi 

otimizado pelo método proposto, considerando três funções objetivo e quatro variáveis de 

decisão. Nesse caso, somente uma das respostas não apresentou seu ótimo dentro da região 

experimental. Além disso, o CCD possui 2 cp. 

 

4.1 – CASO 1 

Para a análise do primeiro caso, considere que um determinado processo possua 

algumas características que dependem basicamente de duas variáveis. Assim, com o intuito de 

analisar duas de suas características, características essas que se quer minimizar, um conjunto 

sequencial de experimentos foi estabelecido usando um CCD, construído de acordo com o 

design de superfície de resposta 22, com 4 pontos axiais e 5 pontos centrais, gerando 13 

experimentos. A Tabela 4.1 apresenta o CCD para este processo. 
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Tabela 4.1 – CCD simulado para duas respostas - Caso 1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

A matriz experimental descrita na Tabela 4.1 apresenta algumas propriedades 

desejáveis para modelos de superfície de resposta de segunda ordem que são pontos axiais 

definidos como 4 2kα =  e número de cp igual a 5. Segundo Myers et al. (2009), isso garante 

a rotacionalidade e uma boa dispersão da variância de previsão por toda a região 

experimental. O projeto experimental equivale ao Passo 1 do método proposto. 

A análise dos dados experimentais geram a modelagem matemática apresentada na 

Tabela 4.2, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método proposto. 

 

Tabela 4.2 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 1 

Termos y1 y2 

Constante 105,400 116,000 
 x1  4,896 -53,928 
 x2  12,023 130,496 

2
1x  6,612 35,125 
2
2x  14,862 80,125 

x1 x x2 -10,500 -57,500 
p-value 0,003 0,000 

R
2 (%) 89,04% 96,36% 

R
2ajustado (%) 81,20% 93,75% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value < 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Nesse teste, quando a hipótese 

nula é rejeitada, significa que ao menos uma das variáveis de decisão contribui 

N x1 x2 y1 y2 

1 -1 -1 90 130 

2 +1 -1 132 100 

3 -1 +1 140 470 

4 +1 +1 140 210 

5 -1.4142 0 121 240 

6 +1.4142 0 119 140 

7 0 -1.4142 123 70 

8 0 +1.4142 150 490 

9 0 0 101 80 

10 0 0 112 150 

11 0 0 108 100 

12 0 0 99 120 

13 0 0 107 130 
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significativamente para a função. Na ANOVA, pequenos valores de p-value são desejáveis. 

Os p-values para as funções objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente 

significante ao nível de significância de 5%, provando a adequação das funções. 

O coeficiente de determinação múltipla (R2) representa a porcentagem dos dados 

observados na resposta que podem ser explicados pelo modelo matemático. Nesse caso, os 

valores de R2 mostram que os modelos têm um bom ajuste. 

O R
2 ajustado penaliza a inclusão de regressores pouco explicativos, combatendo a 

tendência de superestimação da variação atual nos dados, feita pelo R
2, quando um maior 

número de variáveis é inserido. Mesmo ao se trabalhar com o R
2 ajustado, os modelos 

apresentam valores considerados aceitáveis. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as duas respostas em análise são mostrados na Figura 4.1. 
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Figura 4.1 – Gráficos de efeito principal - Caso 1. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Figura 4.1, os valores de x1 e x2 que minimizariam y1 são os valores 

próximos a zero. Porém, com o objetivo de minimizar y2, seria necessário aumentar os valores 

de x1 e diminuir os valores de x2, o que levaria a maiores valores de y1. Assim, a Figura 4.1 

apresenta a natureza conflitante entre as respostas, uma vez que, a tentativa de minimizar os 
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valores da primeira, levaria a maiores valores na segunda, o mesmo acontecendo para o 

contrário. 

Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para y1 os autovalores são [17,4142; 4,0608] e para y2 os 

autovalores são [94,1327; 21,1173], ou seja, os sinais positivos dos autovalores indicam que 

as funções são convexas e os respectivos pontos estacionários são pontos de mínimo. Nesse 

caso, uma vez que as funções são convexas, além do NBI, o próprio método de somas 

ponderadas poderia ser utilizado, pois este teria um bom desempenho. Entretanto, com o 

intuito de comparar os resultados entre os casos, o NBI será utilizado. A Figura 4.2 apresenta 

a superfície de resposta para os modelos gerados. 
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Figura 4.2 – Superfícies de resposta - Caso 1. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.3. É importante 

destacar que, os pontos de ótimo das funções em análise estão dentro da região experimental, 

uma vez que a restrição da região esférica, 2T α≤x x , permanece inativa durante o processo de 

otimização. Esta constatação pode ser comprovada ao se observar que o valor do 

multiplicador de Lagrange associado à restrição da região esférica é igual a zero. 

 

Tabela 4.3 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 1 

y1 y2 

98,576 106,410 

106,862 62,358 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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 Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 

para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (most preferred) (Passo 6). Os 

resultados são apresentados na Tabela 4.4, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 

10. 

 

Tabela 4.4 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 1 

Pesos 
y1 y2 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 

1,00 0,00 98,58 106,41 0,00 0,00 0,00 0,35 0,00 0,00 0,00 0,40 
0,90 0,10 98,70 96,55 0,33 0,03 0,10 0,27 1,18 0,10 0,36 0,35 
0,80 0,20 99,04 88,38 0,50 0,05 0,18 0,21 2,37 0,22 0,84 0,31 
0,70 0,30 99,57 81,65 0,61 0,06 0,23 0,16 3,83 0,39 1,45 0,28 
0,60 0,40 100,26 76,16 0,67 0,07 0,27 0,12 5,64 0,59 2,22 0,26 
0,50 0,50 101,09 71,77 0,69 0,07 0,28 0,09 7,86 0,84 3,13 0,24 
0,40 0,60 102,04 68,32 0,67 0,07 0,27 0,07 10,30 1,08 4,05 0,23 
0,30 0,70 103,10 65,72 0,61 0,06 0,23 0,05 12,24 1,24 4,65 0,22 
0,20 0,80 104,26 63,88 0,50 0,05 0,18 0,04 12,18 1,15 4,30 0,22 
0,10 0,90 105,52 62,76 0,33 0,03 0,10 0,04 8,46 0,69 2,59 0,21 
0,00 1,00 106,86 62,36 0,00 0,00 0,00 0,04 0,00 0,00 0,00 0,21 
0,75 0.25 99,28 84,85 0,56 0,06 0,21 0,18 3,06 0,30 1,13 0,29 
0,25 0.75 103,67 64,71 0,56 0,06 0,21 0,04 12,58 1,24 4,63 0,22 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os dados contidos na Tabela 4.4 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das respostas y1 e y2. Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto para o 

problema em análise. A Figura 4.2 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto obtida. 
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Figura 4.3 – Fronteira de Pareto - Caso 1. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Nota-se na Figura 4.3 que o método de otimização multiobjetivo empregado, o NBI, 

foi capaz de construir uma fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que 

se torna uma vantagem no processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de 

maneira mais fácil, o comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a 

outra. Isto não seria possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, 

gerando uma fronteira descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação 

uniforme dos pesos, favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos 

de mistura por meio da modelagem das respostas. 

Buscando-se visualizar o espaço de solução referente aos pontos Pareto ótimos, 

apresenta-se a Figura 4.4. Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de 

solução, ou seja, 1
0 0UPV ( )X XX X −= T T , visualizar como os pontos se distribuem neste espaço é 

fundamental, pois, pode dar indícios de como a variância se comporta no problema analisado. 
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Figura 4.4 – Espaço de solução - Caso 1. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Percebe-se, ao se analisar a Figura 4.4, que a localização dos pontos de solução para a 

otimização das respostas analisadas encontra-se um pouco distante do centro do espaço 

experimental. Isto leva as respostas a apresentarem maiores valores para a variância de 

previsão. Além disso, os pontos que otimizam cada resposta individualmente, não estão à 

mesma distância do ponto central. Claramente, o ponto que otimiza a resposta y1 está mais 

distante do centro, o que acarreta em maiores valores de variância de previsão para esta 
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reposta quando comparada à y2. Outro aspecto importante é que os pesos atribuídos às 

respostas durante a otimização, influenciam os pontos no espaço de solução, o que dá indícios 

de que a ponderação tem influência na variância de previsão. 

Com base nos dados apresentados na Tabela 4.4, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV. Assim, 

a Tabela 4.5 apresenta os resultados da análise de correlação, juntamente, com seus 

respectivos p-values. Uma vez que os p-values indicam o menor nível α em que os dados são 

significantes, valores menores que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 

 

Tabela 4.5 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 1 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação -0,358 -0,358 -0,358 0,998 -0,687 -0,672 -0,672 

p-value 0,230 0,230 0,230 0,000 0,010 0,012 0,012 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

 

Ao analisar-se a Tabela 4.5 percebe-se, inicialmente, que as métricas de diversificação, 

( )S x , DC e DO, apresentam os mesmos valores de correlação em relação à UPV. Isso ocorre, 

pois, os valores de diversidade para apenas dois itens se comportam, exatamente, como a 

medida de entropia. 

Ainda, com relação às métricas de diversificação, pode ser observado que, apesar 

destas apresentarem correlação negativa com a métrica de mensuração da variância de 

previsão, seu valor não é estatisticamente significante. Duas são as justificativas para este 

resultado. Primeiro, recorre-se à Equação 3.3, que apresenta que uma correlação positiva entre 

as respostas pode favorecer o aumento da variância ao se realizar a diversificação. Ao realizar 

uma análise de correlação de Pearson entre os valores experimentais apresentados na Tabela 

4.1, chega-se ao resultado de correlação entre as respostas de 0,705, significante ao nível de 

5%. Além disso, a disposição dos pontos ótimos no espaço de solução conduz a uma região de 

maiores valores de variância por estarem situados distantes do centro do espaço experimental. 

Com relação à métrica de erro, o MAPE, esta se apresentou como positivamente e 

significativamente correlacionado à UPV. Uma vez que a UPV é uma medida de variância e a 

variância é uma medida de dispersão, pontos localizados em regiões de maior UPV tendem a 

gerar maior erro médio entre as respostas, o que é medido pelo MAPE. Nesse caso, ao se 

minimizar o MAPE, automaticamente se conduziria a uma região de menor variância, o que 
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levaria a supor que a métrica de erro seria a mais conveniente ao se propor um método para a 

definição de pesos ótimos em otimização multiobjetivo, com o intuito de reduzir a variância 

de previsão da resposta obtida. Porém, esta prática pode levar a atribuição de pesos iguais a 

zero para as respostas que mais contribuem para aumentar o erro, o que descaracterizaria a 

otimização multiobjetivo. Isto ocorre, pois, uma função objetivo cujo valor ideal está mais 

próximo da região objetivo viável, acaba recebendo maior importância (MIETTINEN, 1999). 

Tendo isto em conta, a proposta de Rocha et al. (2015a, 2015b), de associar uma 

medida de dispersão a uma medida de erro, foi também analisada. Assim, as razões das 

métricas de diversificação, ( )S x , DC e DO, com o MAPE foram analisadas apresentando 

valores de correlação com a UPV de -0,687, -0,672 e -0,672, respectivamente, valores estes 

muito próximos ao apresentado por Rocha et al. (2016), ao usar estratégia semelhante em um 

problema de otimização de torneamento de aço endurecido. As correlações negativas e 

estatisticamente significantes apresentadas por essas métricas, as credenciam como bons 

parâmetros para a definição de pesos ótimos para o problema de otimização multiobjetivo 

apresentado, levando a uma redução da variância e, consequentemente, a uma resposta 

robusta do ponto de vista da variabilidade, mantendo a diversificação entre as respostas. 

O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.4. Assim, seus polinômios canônicos de mistura são: 

 

2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) 0,0035 0,0035 2,7310 1,1223 ( )S x w w w w w w w w= + + + −

 

(4.1)  

 

1 2DC 0, 295w w=

 

(4.2)  

 

1 2DO 1,1042w w=

 

(4.3)  

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

MAPE 0,3532 0,0420 0, 4376 0,0875 ( )

               0,0274 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= + − − − −

−

 

(4.4)  
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1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

( ) MAPE 0,064 0,0408 32,154 50,437 ( )

                        37,192 ( )

S x w w w w w w w w

w w w w

= − − + − − +

−

 

(4.5)  

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

DC MAPE 0,008 0,032 3,501 4,957 ( )

                      2, 202 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= − + − − +

−

 

(4.6)  

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

DO MAPE 0,030 0,118 13,103 18,554 ( )

                      8, 243 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= − + − − +

−

 

(4.7)  

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

UPV 0, 4025 0, 2072 0, 2497 0,1270 ( )

            0,0491 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= + − − − −

−

 

(4.8)  

 

Cabe destacar que todos os polinômios canônicos de mistura tiveram ótimo ajuste, 

uma vez que todos possuem R
2 ajustado próximo de 100%. Esse resultado já era esperado 

para as métricas diretamente calculadas com base nos pesos, como ( )S x , DC e DO. 

Entretanto, as métricas de erro, MAPE, e de variância de previsão, UPV, são calculadas pelos 

valores das respostas e das variáveis de decisão, respectivamente. Mesmo assim, como esses 

valores variam de acordo com a alteração nos valores dos pesos, seus modelos matemáticos 

baseados nos pesos também apresentaram R
2 ajustado de 100%. Assim, algo que chama a 

atenção nesta análise é o fato de que se conseguiu modelar a variância em função dos pesos. 

Isto ocorre, pois, os pesos interferem no espaço de solução, como pode ser visto na Figura 

4.4. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. Uma vez que se conhece as 

características de convexidade e as correlações entre as métricas de ponderação e a UPV, a 

maximização das métricas de diversificação, assim como a minimização da métrica de erro, 

são executadas, utilizando para isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada 

métrica gera um vetor de pesos ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, 

implementado pelo NBI, gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. 

A Tabela 4.6 apresenta um resumo dos resultados obtidos. 
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Tabela 4.6 – Resumo dos resultados - Caso 1 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,500 0,500 0,500 0,108 0,252 0,277 0,277 
w2 0,500 0,500 0,500 0,892 0,748 0,723 0,723 

Variáveis 
x1 -0,421 -0,421 -0,421 0,017 -0,155 -0,185 -0,185 
x2 -0,828 -0,828 -0,828 -0,799 -0,826 -0,828 -0,828 

Respostas 
y1 101,086 101,086 101,086 105,515 103,670 103,354 103,354 
y2 71,765 71,765 71,765 62,759 64,712 65,243 65,243 

UPV  0,242 0,242 0,242 0,211 0,219 0,221 0,221 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

Como pode ser observado, os resultados alcançados para as métricas de diversificação 

( )S x , DC e DO são os mesmos. Isso ocorre, pois, para o caso em que são analisadas duas 

respostas, as métricas de diversidade são semelhantes à métrica de entropia. Com relação à 

métrica de erro, MAPE, esta obteve o melhor resultado entre todos as métricas no intuito de 

reduzir a variância de previsão, gerando o vetor de pesos que conduziu as respostas para o 

ponto com menor variância dentre as métricas avaliadas. Para o caso analisado, o MAPE se 

apresenta como uma métrica de ponderação plausível, ainda, pelo fato de que a minimização 

de seu polinômio canônico de mistura não gerou peso igual a zero, mantendo a característica 

da otimização multiobjetivo. Com relação às métricas medidas pela razão entre as métricas de 

diversificação e erro, todas tiveram bom desempenho, principalmente quando se considera 

que o valor máximo de UPV para o problema analisado foi de 0,403. Estas métricas, apesar de 

gerarem vetor de pesos cujas respostas apresentaram maiores valores para a variância de 

previsão quando comparadas ao uso do MAPE, geraram respostas mais diversificadas. O uso 

de DC MAPE  e DO MAPE  geraram, exatamente, a mesma resposta. 

Por fim, a Figura 4.5 apresenta os resultados obtidos com a utilização do MAPE e do 

( ) MAPES x  diretamente na fronteira Pareto ótima. 
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Figura 4.5 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 1. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Como pode ser observado na Figura 4.5, a função y2 foi priorizada pelas métricas de 

ponderação utilizadas, uma vez que os maiores pesos gerados foram relativos a essa resposta. 

Isso ocorreu, principalmente, devido ao fato de que a função y1 tem seu ótimo em uma região 

de maior variância. Isso comprova que as métricas de ponderação utilizadas conduziram a 

respostas robustas, do ponto de vista da variabilidade. Além disso, uma vez que a distribuição 

dos pesos entre as respostas é responsável pelo deslocamento dos respectivos pontos no 

espaço de solução, fica evidente que os pesos utilizados no processo de otimização 

multiobjetivo têm influência na variância de previsão da resposta obtida. 

 

4.2 – CASO 2 

Para a análise do segundo caso, considere que um determinado processo possua 

algumas características que dependem basicamente de duas variáveis. Assim, com o intuito de 

analisar duas de suas características, uma que se deseja maximizar e outra que se deseja 

minimizar, um conjunto sequencial de experimentos foi estabelecido usando um CCD, 

construído de acordo com o design de superfície de resposta 22, com 4 pontos axiais e 5 

pontos centrais, gerando 13 experimentos. A Tabela 4.7 apresenta o CCD para este processo. 

 

Tabela 4.7 – CCD simulado para duas respostas - Caso 2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como no primeiro caso, a matriz experimental apresentada na Tabela 4.7, 

equivalente ao Passo 1 do método proposto, apresenta as características de rotacionalidade e 

de boa dispersão da variância de previsão por toda a região experimental. 

N x1 x2 y1 y2 

1 -1 -1 81 90 

2 +1 -1 90 132 

3 -1 +1 136 140 

4 +1 +1 100 140 

5 -1.4142 0 90 121 

6 +1.4142 0 83 119 

7 0 -1.4142 98 123 

8 0 +1.4142 138 150 

9 0 0 155 101 

10 0 0 165 112 

11 0 0 170 108 

12 0 0 160 99 

13 0 0 153 107 
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A análise dos dados experimentais geram a modelagem matemática apresentada na 

Tabela 4.8, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método proposto. 

 

Tabela 4.8 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 2 

Termos y1 y2 

Constante 160,600 105,400 
 x1  -4,612 4,896 

 x2  15,196 12,023 
2
1x  -37,175 6,612 
2
2x  -21,425 14,862 

x1 x x2 -11,250 -10,500 
p-value 0,000 0,003 

R
2 (%) 98,30% 89,04% 

R
2ajustado (%) 97,09% 81,20% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value < 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Os p-values para as funções 

objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente significante ao nível de 

significância de 5%, provando a adequação das funções. Além disso, os valores de R2 e R2 

ajustado mostram que os modelos têm um bom ajuste. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as duas respostas em análise são mostrados na Figura 4.6. 
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Figura 4.6 – Gráficos de efeito principal - Caso 2. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Com base na Figura 4.6, os valores de x1 e x2 que maximizariam y1 são os valores 

próximos a 0 e a 1,4142, respectivamente. Porém, com o objetivo de minimizar y2, seria 

necessário diminuir os valores de x2, o que levaria a menores valores de y1. Assim, a Figura 

4.6 apresenta a natureza conflitante entre as respostas, uma vez que, a tentativa de maximizar 

os valores da primeira, levaria a maiores valores na segunda, e a tentativa de minimizar os 

valores da segunda, levaria a menores valores na primeira. 

Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para y1 os autovalores são [-38,9776; -19,6224] e para y2 

os autovalores são [17,4142; 4,0608]. Os sinais negativos dos autovalores de y1 indicam que a 

função é côncava e seu ponto estacionário é um ponto de máximo. Já os sinais positivos dos 

autovalores de y2 indicam que a função é convexa e seu ponto estacionário é um ponto de 

mínimo. Nesse caso, uma vez que as funções apresentam diferentes convexidades, o método 

de somas ponderadas, por exemplo, não seria adequado para a resolução do problema. Nesse 

caso, seria necessário um método capaz de identificar os pontos Pareto ótimos inclusive na 

parte não convexa do problema, como o NBI. A Figura 4.7 apresenta a superfície de resposta 

para os modelos gerados. 
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Figura 4.7 – Superfícies de resposta - Caso 2. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.9. É importante 

destacar que, os pontos de ótimo das funções em análise estão dentro da região experimental, 

uma vez que a restrição da região esférica, 2T α≤x x , permanece inativa durante o processo de 

otimização. Esta constatação pode ser comprovada ao se observar que o valor do 

multiplicador de Lagrange associado à restrição da região esférica é igual a zero. 
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Tabela 4.9 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 2 

y1 y2 

163,813 112,256 

99,510 98,576 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 

para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (most preferred) (Passo 6). Os 

resultados são apresentados na Tabela 4.10, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 

10. 

 

Tabela 4.10 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 2 

Pesos 
y1 y2 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 

1,00 0,00 163,81 112,26 0,00 0,00 0,00 0,07 0,00 0,00 0,00 0,19 
0,90 0,10 163,35 109,46 0,33 0,11 0,13 0,06 5,74 1,93 2,24 0,19 
0,80 0,20 161,78 106,93 0,50 0,19 0,23 0,05 10,31 4,00 4,64 0,20 
0,70 0,30 158,89 104,71 0,61 0,25 0,30 0,05 13,24 5,53 6,41 0,19 
0,60 0,40 154,51 102,85 0,67 0,29 0,34 0,05 13,43 5,82 6,75 0,19 
0,50 0,50 148,56 101,37 0,69 0,30 0,35 0,06 11,42 5,00 5,80 0,19 
0,40 0,60 141,11 100,25 0,67 0,29 0,34 0,08 8,66 3,75 4,35 0,19 
0,30 0,70 132,29 99,45 0,61 0,25 0,30 0,10 6,07 2,53 2,94 0,21 
0,20 0,80 122,29 98,94 0,50 0,19 0,23 0,13 3,89 1,51 1,75 0,25 
0,10 0,90 111,31 98,66 0,33 0,11 0,13 0,16 2,02 0,68 0,79 0,31 
0,00 1,00 99,51 98,58 0,00 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00 0,40 
0,75 0.25 160,52 105,78 0,56 0,23 0,26 0,05 12,07 4,89 5,67 0,20 
0,25 0.75 127,43 99,16 0,56 0,23 0,26 0,11 4,93 2,00 2,32 0,23 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os dados contidos na Tabela 4.10 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das respostas y1 e y2. Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto para o 

problema em análise. A Figura 4.8 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto obtida. 
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Figura 4.8 – Fronteira de Pareto - Caso 2. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Nota-se na Figura 4.8 que o método de otimização multiobjetivo empregado, o NBI, 

foi capaz de construir uma fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que 

se torna uma vantagem no processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de 

maneira mais fácil, o comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a 

outra. Isto não seria possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, 

gerando uma fronteira descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação 

uniforme dos pesos, favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos 

de mistura por meio da modelagem das respostas. 

Buscando-se visualizar o espaço de solução referente aos pontos Pareto ótimos, 

apresenta-se a Figura 4.9. Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de 

solução, ou seja, 1
0 0UPV ( )X XX X −= T T , visualizar como os pontos se distribuem neste espaço é 

fundamental, pois, pode dar indícios de como a variância se comporta no problema analisado. 
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Figura 4.9 – Espaço de solução - Caso 2. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Percebe-se, ao se analisar a Figura 4.9, que os pontos que otimizam cada resposta 

individualmente, não estão à mesma distância do ponto central. Claramente, o ponto que 

otimiza a resposta y2 está mais distante do centro, o que acarreta em maiores valores de 

variância de previsão para esta reposta quando comparada à y1. Outro aspecto importante é 

que os pesos atribuídos às respostas durante a otimização, influenciam os pontos no espaço de 

solução, o que dá indícios de que a ponderação tem influência na variância de previsão. 

Com base nos dados apresentados na Tabela 4.10, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV. Assim, 

a Tabela 4.11 apresenta os resultados da análise de correlação, juntamente, com seus 

respectivos p-values. Uma vez que os p-values indicam o menor nível α em que os dados são 

significantes, valores menores que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 

 

Tabela 4.11 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 2 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação -0,586 -0,585 -0,585 0,932 -0,638 -0,625 -0,625 

p-value 0,035 0,036 0,036 0,000 0,019 0,022 0,022 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Ao analisar-se a Tabela 4.11 percebe-se, inicialmente, que as métricas de 

diversificação, ( )S x , DC e DO, apresentam valores muito próximos de correlação em relação 

à UPV. Isso ocorre, pois, os valores de diversidade para apenas dois itens se comportam, 

exatamente, como a medida de entropia. 

Com relação às métricas de diversificação, observa-se que estas apresentam correlação 

negativa e significante com a métrica de mensuração da variância de previsão, o que pode ser 

explicado, pois, diferentemente do que ocorreu no primeiro caso analisado, existe uma 

correlação negativa entre y1 e y2 (-0,214), porém não estatisticamente significante. Além 

disso, um dos pontos ótimos está situado próximo do centro do espaço experimental, 

apresentando menores valores de variância. 

Com relação ao MAPE, este se apresentou como positivamente e significativamente 

correlacionado à UPV, resultado muito próximo ao obtido no primeiro caso analisado. Já as 

razões das métricas de diversificação, ( )S x , DC e DO, com o MAPE foram analisadas 

apresentando valores de correlação com a UPV de -0,638, -0,625 e -0,625, respectivamente, 

todas estatisticamente significantes. 
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O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.10. Assim, seus polinômios canônicos de mistura são: 

 

2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) 0,0035 0,0035 2,7310 1,1223 ( )S x w w w w w w w w= + + + −

 

(4.9) 

 

1 2DC 1, 2140w w=

 

(4.10) 

 

1 2DO 1,4084w w=

 

(4.11) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

MAPE 0,0695 0,1962 0,2882 0,0214 ( )

               0,0321 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= + − − − +

−

 

(4.12) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) MAPE 0, 4897 0,2213 46,1831 38,8652 ( )S x w w w w w w w w= − + + + −

 

(4.13) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

DC MAPE 0, 207 0,179 20,333 15,817 ( )

                      8, 200 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= − + + + − −

−

 

(4.14) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

DO MAPE 0,240 0, 207 23,588 18,349 ( )

                      9,512 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= − + + + − −

−

 

(4.15) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

UPV 0,1909 0,4034 0,4283 0,3906 ( )

            0,1136 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= + − + − −

−

 

(4.16) 

 

Cabe destacar que todos os polinômios canônicos de mistura tiveram ótimo ajuste, 

uma vez que todos possuem R
2 ajustado próximo de 100%. Esse resultado já era esperado 

para as métricas diretamente calculadas com base nos pesos, como ( )S x , DC e DO. 

Entretanto, as métricas de erro, MAPE, e de variância de previsão, UPV, são calculadas pelos 
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valores das respostas e das variáveis de decisão, respectivamente. Mesmo assim, como esses 

valores variam de acordo com a alteração nos valores dos pesos, seus modelos matemáticos 

baseados nos pesos também apresentaram R
2 ajustado de 100%. Assim, algo que chama a 

atenção nesta análise é o fato de que se conseguiu modelar a variância em função dos pesos. 

Isto ocorre, pois, os pesos interferem no espaço de solução, como pode ser visto na Figura 

4.9. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. Uma vez que se conhece as 

características de convexidade e as correlações entre as métricas de ponderação e a UPV, a 

maximização das métricas de diversificação, assim como a minimização da métrica de erro, 

são executadas, utilizando para isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada 

métrica gera um vetor de pesos ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, 

implementado pelo NBI, gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. 

A Tabela 4.12 apresenta um resumo dos resultados obtidos. 

 

Tabela 4.12 – Resumo dos resultados - Caso 2 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,500 0,500 0,500 0,713 0,648 0,614 0,614 
w2 0,500 0,500 0,500 0,287 0,352 0,386 0,386 

Variáveis 
x1 -0,467 -0,467 -0,467 -0,288 -0,339 -0,367 -0,367 
x2 -0,238 -0,238 -0,238 0,029 -0,055 -0,097 -0,097 

Respostas 
y1 148,565 148,565 148,565 159,355 156,791 155,201 155,201 
y2 101,370 101,370 101,370 104,983 103,694 103,087 103,087 

UPV  0,190 0,190 0,190 0,195 0,193 0,192 0,192 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Tabela 4.12, todas as métricas analisadas tiveram bom desempenho, 

principalmente quando se considera que o valor máximo de UPV para o problema analisado 

foi de 0,403. Os resultados alcançados para as métricas de diversificação ( )S x , DC e DO são 

os mesmos. Isso ocorre, pois, para o caso em que são analisadas duas respostas, as métricas de 

diversidade são semelhantes à métrica de entropia. O uso de DC MAPE  e DO MAPE  

geraram, também, a mesma resposta. Assim como aconteceu no primeiro caso, o MAPE se 

apresenta como uma métrica de ponderação plausível, pelo fato de que a minimização de seu 

polinômio canônico de mistura não gerou peso igual a zero. Ainda, cabe destacar que, para o 

problema analisado, as métricas de diversificação ( )S x , DC e DO obtiveram os melhores 
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resultados de UPV, ainda que todas as métricas utilizadas tenham tido performance muito 

similar para o problema em análise. 

Por fim, a Figura 4.10 apresenta os resultados obtidos com a utilização do DC e do 

DC MAPE  diretamente na fronteira Pareto ótima. 
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Figura 4.10 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 2. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Como pode ser observado na Figura 4.10, a função y1 foi priorizada pelas métricas de 

ponderação que utilizaram o MAPE, uma vez que os maiores pesos gerados foram relativos a 

essa resposta. Isso ocorreu, principalmente, devido ao fato de que a função y2 tem seu ótimo 

em uma região de maior variância. Isso comprova que as métricas de ponderação utilizadas, 

mesmo quando considerando somente a diversificação, conduziram a respostas robustas, do 

ponto de vista da variabilidade. Além disso, uma vez que a distribuição dos pesos entre as 

respostas é responsável pelo deslocamento dos respectivos pontos no espaço de solução, 

novamente, fica evidente que os pesos utilizados no processo de otimização multiobjetivo têm 

influência na variância de previsão da resposta obtida. 

 

4.3 – CASO 3 

Para a análise do terceiro caso, considere que um determinado processo possua 

algumas características que dependem basicamente de duas variáveis. Assim, com o intuito de 

analisar duas de suas características, uma que se quer maximizar e outra que se quer 

minimizar, um conjunto sequencial de experimentos foi estabelecido usando um CCD, 
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construído de acordo com o design de superfície de resposta 22, com 4 pontos axiais e 5 

pontos centrais, gerando 13 experimentos. A Tabela 4.13 apresenta o CCD para este processo. 

 

Tabela 4.13 – CCD simulado para duas respostas - Caso 3 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como nos casos anteriores, a matriz experimental apresentada na Tabela 4.13, 

equivalente ao Passo 1 do método proposto, apresenta as características de rotacionalidade e 

de boa dispersão da variância de previsão por toda a região experimental. 

A análise dos dados experimentais geram a modelagem matemática apresentada na 

Tabela 4.14, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método proposto. 

 

Tabela 4.14 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 3 

Termos y1 y2 

Constante 160,600 116,000 
 x1  -4,612 -53,928 
 x2  15,196 130,496 

2
1x  -37,175 35,125 
2
2x  -21,425 80,125 

x1 x x2 -11,250 -57,500 
p-value 0,000 0,000 

R
2 (%) 98,30% 96,36% 

R
2ajustado (%) 97,09% 93,75% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value < 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

N x1 x2 y1 y2 

1 -1 -1 81 130 

2 +1 -1 90 100 

3 -1 +1 136 470 

4 +1 +1 100 210 

5 -1.4142 0 90 240 

6 +1.4142 0 83 140 

7 0 -1.4142 98 70 

8 0 +1.4142 138 490 

9 0 0 155 80 

10 0 0 165 150 

11 0 0 170 100 

12 0 0 160 120 

13 0 0 153 130 
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A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Os p-values para as funções 

objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente significante ao nível de 

significância de 5%, provando a adequação das funções. Além disso, os valores de R2 e R2 

ajustado mostram que os modelos têm um bom ajuste. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as duas respostas em análise são mostrados na Figura 4.11. 
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Figura 4.11 – Gráficos de efeito principal - Caso 3. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Figura 4.11, os valores de x1 e x2 que maximizariam y1 são os valores 

próximos a 0 e a 1,4142, respectivamente. Porém, com o objetivo de minimizar y2, seria 

necessário aumentar os valores de x1 e diminuir os valores de x2, o que levaria a menores 

valores de y1. Assim, a Figura 4.11 apresenta a natureza conflitante entre as respostas, uma 

vez que, a tentativa de maximizar os valores da primeira, levaria a maiores valores na 

segunda, e a tentativa de minimizar os valores da segunda, levaria a menores valores na 

primeira. 

Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para y1 os autovalores são [-38,9776; -19,6224] e para y2 

os autovalores são [94,1327; 21,1173]. Os sinais negativos dos autovalores de y1 indicam que 

a função é côncava e seu ponto estacionário é um ponto de máximo. Já os sinais positivos dos 

autovalores de y2 indicam que a função é convexa e seu ponto estacionário é um ponto de 
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mínimo. Nesse caso, uma vez que as funções apresentam diferentes convexidades, o método 

de somas ponderadas, por exemplo, não seria adequado para a resolução do problema. Nesse 

caso, seria necessário um método capaz de identificar os pontos Pareto ótimos inclusive na 

parte não convexa do problema, como o NBI. A Figura 4.12 apresenta a superfície de resposta 

para os modelos gerados. 
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Figura 4.12 – Superfícies de resposta - Caso 3. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.15. É importante 

destacar que, os pontos de ótimo das funções em análise estão dentro da região experimental, 

uma vez que a restrição da região esférica, 2T α≤x x , permanece inativa durante o processo de 

otimização. Esta constatação pode ser comprovada ao se observar que o valor do 

multiplicador de Lagrange associado à restrição da região esférica é igual a zero. 

 

Tabela 4.15 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 3 

y1 y2 

163,813 188,044 

136,341 62,358 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 

para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (most preferred) (Passo 6). Os 
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resultados são apresentados na Tabela 4.16, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 

10. 

 

Tabela 4.16 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 3 

Pesos 
y1 y2 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 

1,00 0,00 163,813 188,044 0,00 0,00 0,00 1,01 0,00 0,00 0,00 0,19 
0,90 0,10 163,463 171,042 0,33 0,09 0,11 0,87 0,37 0,10 0,12 0,19 
0,80 0,20 162,521 155,135 0,50 0,15 0,19 0,75 0,67 0,20 0,25 0,19 
0,70 0,30 161,127 140,064 0,61 0,20 0,25 0,63 0,97 0,32 0,39 0,20 
0,60 0,40 159,398 125,612 0,67 0,23 0,28 0,52 1,29 0,44 0,54 0,20 
0,50 0,50 157,421 111,619 0,69 0,24 0,29 0,41 1,67 0,57 0,71 0,20 
0,40 0,60 155,221 98,037 0,67 0,23 0,28 0,31 2,15 0,73 0,91 0,19 
0,30 0,70 152,679 85,089 0,61 0,20 0,25 0,22 2,82 0,92 1,15 0,19 
0,20 0,80 149,347 73,602 0,50 0,15 0,19 0,13 3,73 1,13 1,40 0,19 
0,10 0,90 144,268 65,346 0,33 0,09 0,11 0,08 3,89 1,02 1,27 0,19 
0,00 1,00 136,341 62,358 0,00 0,00 0,00 0,08 0,00 0,00 0,00 0,21 
0,75 0.25 161,872 147,509 0,56 0,18 0,22 0,69 0,82 0,26 0,32 0,20 
0,25 0.75 151,159 79,075 0,56 0,18 0,22 0,17 3,26 1,03 1,28 0,19 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os dados contidos na Tabela 4.16 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das respostas y1 e y2. Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto para o 

problema em análise. A Figura 4.13 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto obtida. 
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Figura 4.13 – Fronteira de Pareto - Caso 3. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como nos casos apresentados anteriormente, o NBI foi capaz de construir uma 

fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que se torna uma vantagem no 

processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de maneira mais fácil, o 
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comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a outra. Isto não seria 

possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, gerando uma fronteira 

descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação uniforme dos pesos, 

favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos de mistura por meio 

da modelagem das respostas. 

Buscando-se visualizar o espaço de solução referente aos pontos Pareto ótimos, 

apresenta-se a Figura 4.14. Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de 

solução, ou seja, 1
0 0UPV ( )X XX X −= T T , visualizar como os pontos se distribuem neste espaço é 

fundamental, pois, pode dar indícios de como a variância se comporta no problema analisado. 
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Figura 4.14 – Espaço de solução - Caso 3. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Diferentemente do que ocorreu nos casos anteriormente analisados, desta vez os 

pontos que otimizam cada resposta individualmente, apesar de não estarem à mesma distância 

do ponto central, estão bem próximos. Isto acarreta em valores de variância de previsão bem 

próximos para as respostas analisadas. Novamente, constata-se que, os pesos atribuídos às 

respostas durante a otimização influenciam os pontos também no espaço de solução, 

influenciando, assim, a variância de previsão. 

Com base nos dados apresentados na Tabela 4.16, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV. Assim, 

a Tabela 4.17 apresenta os resultados da análise de correlação, juntamente, com seus 
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respectivos p-values. Assim como foi feito nos casos anteriores, valores de p-values menores 

que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 

 

Tabela 4.17 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 3 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação -0,339 -0,283 -0,283 -0,170 -0,552 -0,544 -0,544 

p-value 0,257 0,348 0,348 0,578 0,050 0,054 0,054 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Tabela 4.17, percebe-se que, apesar de todas as métricas apresentarem 

correlações negativas com relação à UPV, somente a razão ( ) MAPES x  apresentou 

correlação estatisticamente significante, ao nível de 5%, com a UPV. As duas outras razões, 

DC MAPE  e DO MAPE  apresentaram correlações cujas significâncias ficaram no limite dos 

5%. Apesar de as respostas analisadas, y1 e y2, não apresentarem qualquer nível de correlação 

entre si (0,048), as respostas ótimas de cada função estão localizadas em regiões de menor 

variância, sendo a quase ausência de variabilidade da UPV entre as respostas, um empecilho  

para a análise de correlação. 

O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.16. Assim, seus polinômios canônicos de mistura são: 

 

2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) 0,0035 0,0035 2,7310 1,1223 ( )S x w w w w w w w w= + + + −

 

(4.17) 

 

1 2DC 0,952w w=

 

(4.18) 

 

1 2DO 1,1791w w=

 

(4.19) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

MAPE 1,0094 0,0823 0,5248 0,2862 ( )

               0,3579 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= + − + − −

−

 

(4.20) 
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1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

( ) MAPE 0,1988 0,3613 5,6201 13,1765 ( )

                        22,4202 ( )

S x w w w w w w w w

w w w w

= − + + − − +

−

 

(4.21) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

DC MAPE 0,0466 0,0709 2,114 4,1419 ( )

                      5,6036 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= − + + − − +

−

 

(4.22) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

DO MAPE 0,0577 0,0879 2,6182 5,1299 ( )

                      6,9402 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= − + + − − +

−

 

(4.23) 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

UPV 0,1922 0,2058 0,0126 0,0604 ( )

            0,0803 ( )

w w w w w w w w

w w w w

= + − + − −

−

 

(4.24) 

Apesar da pouca variabilidade na variância de previsão entre as repostas analisadas, 

todos os polinômios canônicos de mistura tiveram ótimo ajuste (R2 ajustado próximo de 

100%). O polinômio com pior ajuste foi o referente à UPV que apresentou R2 e R2 ajustado de 

91,74% e 87,61%, respectivamente. Esses valores são considerados aceitáveis, sendo possível 

modelar a variância de previsão em funções dos pesos, para o problema analisado. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. Para tanto, as métricas de 

diversificação são maximizadas, enquanto que a métrica de erro é minimizada, utilizando para 

isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada métrica gera um vetor de pesos 

ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, implementado pelo NBI, 

gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. A Tabela 4.18 apresenta 

um resumo dos resultados obtidos. 

 

Tabela 4.18 – Resumo dos resultados - Caso 3 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,500 0,500 0,500 0,041 0,196 0,212 0,212 
w2 0,500 0,500 0,500 0,959 0,804 0,788 0,788 

Variáveis 
x1 0,266 0,266 0,266 0,186 0,296 0,302 0,302 
x2 0,062 0,062 0,062 -0,672 -0,350 -0,321 -0,321 

Respostas 
y1 157,421 157,421 157,421 139,959 149,193 149,822 149,822 
y2 111,619 111,619 111,619 62,856 73,214 74,869 74,869 

UPV  0,195 0,195 0,195 0,198 0,191 0,191 0,191 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.18, as métricas, que associam o 

parâmetro de diversificação com o de erro, geraram os melhores resultados do ponto de vista 

da UPV. Porém, todas as métricas geraram valores bem próximos, principalmente devido à 

pequena amplitude de variação da UPV (0,191 a 0,207). Com relação ao MAPE, este quase 

gerou um peso igual a zero para o presente problema, priorizando y2 em detrimento de y1. Este 

resultado não é desejável em problemas de otimização multiobjetivo, pois torna-se quase 

equivalente a otimizar individualmente a função y2. 

Por fim, a Figura 4.15 apresenta os resultados obtidos com a utilização de ( )S x  e de 

( ) MAPES x  diretamente na fronteira Pareto ótima. 
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Figura 4.15 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 3. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Como pode ser observado na Figura 4.15, a função y2 foi priorizada pelas métricas de 

ponderação que utilizaram o MAPE, uma vez que os maiores pesos gerados foram relativos a 

essa resposta. Entretanto, as métricas de ponderação utilizadas, mesmo quando considerando 

somente a diversificação, conduziram a respostas robustas, do ponto de vista da variabilidade. 

Além disso, uma vez que a distribuição dos pesos entre as respostas é responsável pelo 

deslocamento dos respectivos pontos no espaço de solução, novamente, fica evidente que os 

pesos utilizados no processo de otimização multiobjetivo têm influência na variância de 

previsão da resposta obtida, mesmo para este caso que apresentou uma variância de previsão 

com amplitude muito pequena. 

 

4.4 – CASO 4 

Para a análise do quarto caso, considere três características, y1, y2 e y3, de um processo, 

sendo que estas características dependem basicamente de duas variáveis. Com o intuito de 
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maximizar y1 e minimizar y2 e y3, um conjunto sequencial de experimentos foi estabelecido 

usando um CCD, construído de acordo com o design de superfície de resposta 22, com 4 

pontos axiais e 5 pontos centrais, gerando 13 experimentos. A Tabela 4.19 apresenta o CCD 

para este processo. 

Tabela 4.19 – CCD simulado para três respostas - Caso 4 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Segundo Myers et al. (2009), o uso de 5 cp garante uma boa dispersão da variância de 

previsão por toda a região experimental, assim como o uso de 4 2kα =  garante a 

rotacionalidade, sendo essas duas características essenciais em modelos de superfície de 

resposta.  

A análise dos dados experimentais, correspondentes ao Passo 1, geram a modelagem 

matemática apresentada na Tabela 4.20, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método 

proposto. 

Tabela 4.20 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 4 

Termos y1 y2 y3 

Constante 160,600 105,400 116,000 
 x1  -4,612 4,896 -53,928 
 x2  15,196 12,023 130,496 

2
1x  -37,175 6,612 35,125 
2
2x  -21,425 14,862 80,125 

x1 x x2 -11,250 -10,500 -57,500 
p-value 0,000 0,003 0,000 

R
2 (%) 98,30% 89,04% 96,36% 

R
2ajustado (%) 97,09% 81,20% 93,75% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value < 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

N x1 x2 y1 y2 y3 

1 -1 -1 81 90 130 

2 +1 -1 90 132 100 

3 -1 +1 136 140 470 

4 +1 +1 100 140 210 

5 -1.4142 0 90 121 240 

6 +1.4142 0 83 119 140 

7 0 -1.4142 98 123 70 

8 0 +1.4142 138 150 490 

9 0 0 155 101 80 

10 0 0 165 112 150 

11 0 0 170 108 100 

12 0 0 160 99 120 

13 0 0 153 107 130 
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A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Os p-values para as funções 

objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente significante ao nível de 

significância de 5%, provando a adequação das funções. Além disso, os valores de R2 e R2 

ajustado mostram que os modelos têm um bom ajuste. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as três respostas em análise são mostrados na Figura 4.16. 
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Figura 4.16 – Gráficos de efeito principal - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Figura 4.16, percebe-se a natureza conflitante entre as respostas, uma vez 

que, na tentativa de maximizar y1, aumentar-se-ia o valor das outras respostas que se deseja 

minimizar. 

Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para y1 os autovalores são [-38,9776; -19,6224], para y2 

os autovalores são [17,4142; 4,0608] e para y3 os autovalores são [94,1327; 21,1173]. Os 

sinais negativos dos autovalores de y1 indicam que a função é côncava e seu ponto 

estacionário é um ponto de máximo. Já os sinais positivos dos autovalores de y2 e y3 indicam 

que as funções são convexas e seus pontos estacionários são pontos de mínimo. Como 

ocorreu nos casos 2 e 3, onde as funções envolvidas no problema de otimização multiobjetivo 
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apresentaram diferentes convexidades, o NBI será o método utilizado para a resolução do 

problema. A Figura 4.17 apresenta a superfície de resposta para os modelos gerados. 
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Figura 4.17 – Superfícies de resposta - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.21. É importante 

destacar que, os pontos de ótimo das funções em análise estão dentro da região experimental, 

uma vez que a restrição da região esférica, 2T α≤x x , permanece inativa durante o processo de 

otimização. Esta constatação pode ser comprovada ao se observar que o valor do 

multiplicador de Lagrange associado à restrição da região esférica é igual a zero. 

 

Tabela 4.21 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 4 

y1 y2 y3 

163,813 112,256 188,044 

99,510 98,576 106,410 

136,341 106,862 62,358 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 

para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (Passo 6). Os resultados são 

apresentados na Tabela 4.22, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 10. 

 

Tabela 4.22 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 4 (Parte I) 

Pesos 
y1 y2 y3 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
1,00 0,00 0,00 164 112 188 0,00 0,00 0,00 0,72 0,00 0,00 0,00 0,19 
0,90 0,10 0,00 163 109 169 0,33 0,11 0,13 0,61 0,54 0,18 0,21 0,19 
0,90 0,00 0,10 163 111 171 0,33 0,09 0,11 0,62 0,52 0,14 0,17 0,19 
0,80 0,20 0,00 162 107 152 0,50 0,19 0,23 0,51 0,98 0,38 0,44 0,20 
0,80 0,10 0,10 163 108 152 0,64 0,18 0,22 0,51 1,25 0,34 0,43 0,20 
0,80 0,00 0,20 163 110 155 0,50 0,15 0,19 0,54 0,93 0,28 0,35 0,19 
0,70 0,30 0,00 159 105 137 0,61 0,25 0,30 0,43 1,42 0,59 0,69 0,19 
0,70 0,20 0,10 161 106 135 0,80 0,24 0,30 0,42 1,93 0,58 0,73 0,20 
0,70 0,10 0,20 162 107 136 0,80 0,22 0,29 0,42 1,89 0,53 0,67 0,20 
0,70 0,00 0,30 161 109 140 0,61 0,20 0,25 0,46 1,34 0,44 0,54 0,20 
0,60 0,40 0,00 155 103 125 0,67 0,29 0,34 0,37 1,83 0,79 0,92 0,19 
0,60 0,30 0,10 158 104 120 0,90 0,28 0,36 0,34 2,65 0,84 1,05 0,20 
0,60 0,20 0,20 160 105 119 0,95 0,27 0,35 0,33 2,88 0,82 1,08 0,20 
0,60 0,10 0,30 161 106 120 0,90 0,25 0,33 0,34 2,62 0,74 0,96 0,20 
0,60 0,00 0,40 159 109 126 0,67 0,23 0,28 0,38 1,77 0,60 0,74 0,20 
0,50 0,50 0,00 149 101 116 0,69 0,30 0,35 0,33 2,12 0,93 1,08 0,19 
0,50 0,40 0,10 153 102 110 0,94 0,30 0,38 0,28 3,31 1,06 1,35 0,19 
0,50 0,30 0,20 157 103 106 1,03 0,30 0,40 0,26 3,96 1,13 1,52 0,20 
0,50 0,20 0,30 159 104 104 1,03 0,28 0,38 0,25 4,07 1,11 1,52 0,20 
0,50 0,10 0,40 159 106 106 0,94 0,26 0,35 0,27 3,52 0,98 1,31 0,20 
0,50 0,00 0,50 157 108 112 0,69 0,24 0,29 0,31 2,25 0,77 0,96 0,20 
0,40 0,60 0,00 141 100 110 0,67 0,29 0,34 0,30 2,21 0,96 1,11 0,19 
0,40 0,50 0,10 147 101 102 0,94 0,30 0,38 0,25 3,73 1,17 1,52 0,19 
0,40 0,40 0,20 151 101 96 1,05 0,29 0,41 0,22 4,88 1,36 1,89 0,19 
0,40 0,30 0,30 154 102 93 1,09 0,29 0,41 0,19 5,63 1,48 2,12 0,19 
0,40 0,20 0,40 156 103 91 1,05 0,27 0,39 0,19 5,65 1,46 2,09 0,20 
0,40 0,10 0,50 157 105 93 0,94 0,25 0,35 0,20 4,73 1,27 1,74 0,20 
0,40 0,00 0,60 155 107 98 0,67 0,23 0,28 0,24 2,84 0,96 1,19 0,19 
0,30 0,70 0,00 132 99 106 0,61 0,25 0,30 0,30 2,04 0,85 0,99 0,21 
0,30 0,60 0,10 138 100 97 0,90 0,26 0,36 0,24 3,71 1,09 1,47 0,20 
0,30 0,50 0,20 143 100 90 1,03 0,27 0,39 0,20 5,24 1,37 2,00 0,19 
0,30 0,40 0,30 147 101 85 1,09 0,27 0,41 0,16 6,69 1,64 2,50 0,19 
0,30 0,30 0,40 151 102 82 1,09 0,26 0,40 0,14 7,72 1,83 2,84 0,19 
0,30 0,20 0,50 153 103 80 1,03 0,25 0,37 0,13 7,76 1,85 2,80 0,19 
0,30 0,10 0,60 154 105 81 0,90 0,23 0,32 0,14 6,39 1,60 2,28 0,19 
0,30 0,00 0,70 153 107 85 0,61 0,20 0,25 0,17 3,57 1,17 1,45 0,19 
0,20 0,80 0,00 122 99 104 0,50 0,19 0,23 0,31 1,61 0,63 0,73 0,25 
0,20 0,70 0,10 129 99 95 0,80 0,21 0,30 0,25 3,23 0,85 1,20 0,22 
0,20 0,60 0,20 134 100 87 0,95 0,22 0,35 0,20 4,81 1,11 1,77 0,21 
0,20 0,50 0,30 139 100 81 1,03 0,22 0,38 0,16 6,54 1,41 2,40 0,20 
0,20 0,40 0,40 143 101 77 1,05 0,22 0,38 0,13 8,30 1,73 3,02 0,19 
0,20 0,30 0,50 146 102 73 1,03 0,21 0,37 0,11 9,70 2,00 3,47 0,19 
0,20 0,20 0,60 148 103 71 0,95 0,20 0,33 0,10 9,97 2,08 3,47 0,19 
0,20 0,10 0,70 149 104 71 0,80 0,18 0,27 0,10 8,31 1,85 2,80 0,19 
0,20 0,00 0,80 149 106 74 0,50 0,15 0,19 0,12 4,35 1,32 1,64 0,19 
0,10 0,90 0,00 111 99 105 0,33 0,11 0,13 0,33 0,98 0,33 0,38 0,31 
0,10 0,80 0,10 118 99 95 0,64 0,13 0,21 0,27 2,38 0,48 0,79 0,27 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Tabela 4.22 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 4 (Parte II) 

Pesos 
y1 y2 y3 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
0,10 0,70 0,20 123 99 87 0,80 0,15 0,28 0,22 3,72 0,67 1,28 0,24 
0,10 0,60 0,30 128 100 80 0,90 0,15 0,32 0,17 5,21 0,90 1,85 0,22 
0,10 0,50 0,40 133 100 75 0,94 0,16 0,34 0,14 6,84 1,14 2,45 0,21 
0,10 0,40 0,50 136 101 71 0,94 0,16 0,34 0,11 8,48 1,39 3,02 0,20 
0,10 0,30 0,60 139 102 68 0,90 0,15 0,31 0,09 9,76 1,59 3,39 0,20 
0,10 0,20 0,70 141 103 66 0,80 0,13 0,27 0,08 10,05 1,66 3,32 0,19 
0,10 0,10 0,80 143 105 65 0,64 0,11 0,20 0,08 8,47 1,48 2,61 0,19 
0,10 0,00 0,90 144 106 65 0,33 0,09 0,11 0,08 3,99 1,05 1,30 0,19 
0,00 1,00 0,00 100 99 106 0,00 0,00 0,00 0,37 0,00 0,00 0,00 0,40 
0,00 0,90 0,10 106 99 97 0,33 0,03 0,10 0,30 1,08 0,09 0,33 0,35 
0,00 0,80 0,20 112 99 88 0,50 0,05 0,18 0,25 2,03 0,19 0,72 0,31 
0,00 0,70 0,30 117 100 82 0,61 0,06 0,23 0,20 3,02 0,31 1,15 0,28 
0,00 0,60 0,40 121 100 76 0,67 0,07 0,27 0,17 4,04 0,43 1,59 0,26 
0,00 0,50 0,50 125 101 72 0,69 0,07 0,28 0,14 5,01 0,53 2,00 0,24 
0,00 0,40 0,60 128 102 68 0,67 0,07 0,27 0,12 5,77 0,61 2,27 0,23 
0,00 0,30 0,70 131 103 66 0,61 0,06 0,23 0,10 6,06 0,61 2,30 0,22 
0,00 0,20 0,80 133 104 64 0,50 0,05 0,18 0,09 5,54 0,52 1,96 0,22 
0,00 0,10 0,90 135 106 63 0,33 0,03 0,10 0,08 3,84 0,31 1,17 0,21 
0,00 0,00 1,00 136 107 62 0,00 0,00 0,00 0,08 0,00 0,00 0,00 0,21 
0,33 0,33 0,33 151 102 86 1,10 0,27 0,41 0,16 6,76 1,68 2,52 0,19 
0,67 0,17 0,17 162 106 129 0,87 0,25 0,32 0,39 2,25 0,64 0,82 0,20 
0,17 0,67 0,17 129 99 89 0,87 0,19 0,31 0,22 3,98 0,89 1,43 0,22 
0,17 0,17 0,67 147 104 69 0,87 0,17 0,29 0,09 10,11 2,01 3,41 0,19 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os dados contidos na Tabela 4.22 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das respostas y1, y2 e y3. Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto para 

o problema em análise. A Figura 4.18 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto obtida. 

 

100

120

140

160

100
104

108

200

150

100

50
112

y1

y3

y2        

100

120

140

200 150

160

112

108

104

100

100 50

y2

y1

y3  
Figura 4.18 – Fronteira de Pareto sob diferentes perspectivas - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como nos casos apresentados anteriormente, o NBI foi capaz de construir uma 

fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que se torna uma vantagem no 

processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de maneira mais fácil, o 
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comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a outra. Isto não seria 

possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, gerando uma fronteira 

descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação uniforme dos pesos, 

favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos de mistura por meio 

da modelagem das respostas. 

Buscando-se visualizar o espaço de solução referente aos pontos Pareto ótimos, 

apresenta-se a Figura 4.19. Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de 

solução, ou seja, 1
0 0UPV ( )X XX X −= T T , visualizar como os pontos se distribuem neste espaço é 

fundamental, pois, pode dar indícios de como a variância se comporta no problema analisado. 
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Figura 4.19 – Espaço de solução - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Ao se analisar a Figura 4.19, constata-se que os pontos se deslocam no espaço de 

solução, à medida que os pesos são alterados no processo de otimização. Isto permitirá, assim 

como ocorreu nos casos anteriores, a modelagem do polinômio canônico de misturas da UPV 

em função dos pesos relacionados a cada resposta analisada. Além disso, é possível perceber 

que os pontos de ótimo de cada resposta estão localizados em diferentes regiões no espaço 

experimental, sendo que o ponto ótimo de y1 é o mais próximo do centro e o ponto ótimo de 

y2 é o mais distante. Isto conduz y1 a menores valores de UPV e y2 a maiores valores de UPV. 

Com base nos dados apresentados na Tabela 4.22, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV. Assim, 

a Tabela 4.23 apresenta os resultados da análise de correlação, juntamente, com seus 

respectivos p-values. Assim como foi feito nos casos anteriores, valores de p-values menores 

que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 
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Tabela 4.23 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 4 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação -0,462 -0,561 -0,488 0,032 -0,316 -0,501 -0,339 

p-value 0,000 0,000 0,000 0,795 0,008 0,000 0,004 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Tabela 4.23, percebe-se que todas as métricas de diversificação, 

inclusive quando relacionadas à métrica de erro, apresentaram correlação negativa e 

estatisticamente significativa com a UPV. Dessa forma, a maximização dessas métricas 

conduz a uma redução da variância de previsão medida pela UPV. Para o presente problema, 

a correlação entre as respostas y2 e y3 de 0,705, significante ao nível de 5%, não prejudicou a 

tendência de redução da variância pela diversificação. 

A única métrica analisada que não apresentou correlação com a UPV foi a métrica de 

erro, MAPE. Uma vez que muitos dos pontos Pareto ótimos gerados se localizam em uma 

região de baixa variância, como pode ser visto na Figura 4.19, a análise de correlação para 

esta métrica foi prejudicada. 

O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.22. Assim, seus polinômios canônicos de mistura, com seus 

respectivos superfícies de resposta e contour plot são: 
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Figura 4.20 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x) - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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1 2 1 3 2 3DC 1, 214 0,952 0,295w w w w w w= + +

 

(4.26) 
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Figura 4.21 – Superfície de resposta e Contour plot para DC - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.22 – Superfície de resposta e Contour plot para DO - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.23 – Superfície de resposta e Contour plot para MAPE - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.24 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x)/MAPE - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.25 – Superfície de resposta e Contour plot para DC/MAPE - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.26 – Superfície de resposta e Contour plot para DO/MAPE - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.27 – Superfície de resposta e Contour plot para UPV - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

Cabe destacar que todos os polinômios canônicos de mistura tiveram ótimo ajuste, 

uma vez que todos possuem R
2 ajustado próximo de 100%. Esse resultado já era esperado 

para as métricas diretamente calculadas com base nos pesos, como ( )S x , DC e DO. 

Entretanto, as métricas de erro, MAPE, e de variância de previsão, UPV, são calculadas pelos 

valores das respostas e das variáveis de decisão, respectivamente. Mesmo assim, como esses 

valores variam de acordo com a alteração nos valores dos pesos, seus modelos matemáticos 

baseados nos pesos também apresentaram R
2 ajustado de 100%. Assim, algo que chama a 

atenção nesta análise é o fato de que se conseguiu modelar a variância em função dos pesos. 

Isto ocorre, pois, os pesos interferem no espaço de solução, como pode ser visto na Figura 

4.19. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. Uma vez que se conhece as 

características de convexidade e as correlações entre as métricas de ponderação e a UPV, a 

maximização das métricas de diversificação, assim como a minimização da métrica de erro, 

são executadas, utilizando para isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada 

métrica gera um vetor de pesos ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, 

implementado pelo NBI, gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. 

A Tabela 4.24 apresenta um resumo dos resultados obtidos. 

Tabela 4.24 – Resumo dos resultados - Caso 4 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,333 0,492 0,369 0,073 0,153 0,216 0,155 
w2 0,333 0,472 0,354 0,109 0,241 0,226 0,270 
w3 0,333 0,036 0,277 0,819 0,606 0,557 0,575 

Variáveis 
x1 -0,180 -0,424 -0,214 0,062 -0,071 -0,035 -0,107 
x2 -0,366 -0,239 -0,332 -0,665 -0,580 -0,478 -0,586 

Respostas 
y1 151,042 149,889 151,669 141,074 144,245 148,362 143,716 
y2 101,632 101,426 101,553 104,739 102,677 102,709 102,346 
y3 85,977 112,732 90,563 63,821 68,906 72,892 69,640 

UPV  0,191 0,190 0,192 0,195 0,191 0,190 0,191 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.24, as métricas que obtiveram 

melhor performance em reduzir a UPV foram DC e DC/MAPE. Porém, a métrica DC, ao 

considerar a correlação entre as respostas y2 e y3, quase zerou o peso atribuído à resposta y3. 

Se a amplitude de variação da UPV para este problema (0,190 a 0,403) for considerada, pode-

se afirmar que todas as métricas analisadas tiveram bom desempenho. 

Por fim, a Figura 4.28 apresenta os resultados obtidos com a utilização de DC e de 

DC/MAPE diretamente na fronteira Pareto ótima. 
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Figura 4.28 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 4. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Como pode ser observado na Figura 4.28, a métrica DC/MAPE permitiu a mesma 

redução na variância de previsão, quando comparada à DC, porém com uma maior 

diversificação. Isto permitiu melhorar os valores de y3, sem prejudicar, demasiadamente, os 

valores de y1 e y2. Além disso, uma vez que a distribuição dos pesos entre as respostas é 

responsável pelo deslocamento dos respectivos pontos no espaço de solução, fica evidente que 

os pesos utilizados no processo de otimização multiobjetivo têm influência na variância de 

previsão da resposta obtida. 

 

4.5 – CASO 5 

Para a análise do quinto caso, considere as mesmas três características, y1, y2 e y3, 

conforme apresentado no caso anterior, sendo que estas características dependem basicamente 

de duas variáveis. Com o intuito de maximizar y1 e minimizar y2 e y3, um conjunto sequencial 

de experimentos foi estabelecido usando um CCD, construído de acordo com o design de 
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superfície de resposta 22, com 4 pontos axiais e 2 pontos centrais, gerando 10 experimentos. A 

Tabela 4.25 apresenta o CCD para este processo. 

 

Tabela 4.25 – CCD simulado para três respostas - Caso 5 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Segundo Myers et al. (2009), o uso de 2 cp não é recomendável por não garantir uma 

boa dispersão da variância de previsão por toda a região experimental. Já o uso de 4 2kα =  

garante a rotacionalidade. Um arranjo rotacionável é aquele para o qual a variância de 

previsão tem o mesmo valor em qualquer dois pontos que estão à mesma distância do centro 

do arranjo, ou seja, a variância de previsão é constante em esferas. 

A análise dos dados experimentais, correspondentes ao Passo 1, geram a modelagem 

matemática apresentada na Tabela 4.26, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método 

proposto. 

 

Tabela 4.26 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 5 

Termos y1 y2 y3 

Constante 161,500 100,000 140,000 
 x1  -4,612 4,896 -53,928 
 x2  15,196 12,023 130,496 

2
1x  -37,625 9,313 23,125 
2
2x  -21,875 17,563 68,125 

x1 x x2 -11,250 -10,500 -57,500 
p-value 0,002 0,032 0,003 

R
2 (%) 97,97% 91,02% 97,17% 

R
2ajustado (%) 95,43% 79,79% 93,62% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value < 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

N x1 x2 y1 y2 y3 

1 -1 -1 81 90 130 

2 +1 -1 90 132 100 

3 -1 +1 136 140 470 

4 +1 +1 100 140 210 

5 -1.4142 0 90 121 240 

6 +1.4142 0 83 119 140 

7 0 -1.4142 98 123 70 

8 0 +1.4142 138 150 490 

9 0 0 170 101 130 

10 0 0 153 99 150 
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A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Os p-values para as funções 

objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente significante ao nível de 

significância de 5%, provando a adequação das funções. Além disso, os valores de R2 e R2 

ajustado mostram que os modelos têm um bom ajuste. Nota-se que, o uso de 2 pontos centrais 

no arranjo experimental, quando comparado ao uso de 5 pontos centrais, não prejudicou a 

modelagem das funções, pois, os modelos se mostram bem próximos nos dois casos. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as três respostas em análise são mostrados na Figura 4.29. 
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Figura 4.29 – Gráficos de efeito principal - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os gráficos de efeito principal para as funções modeladas com 2 cp têm o mesmo 

comportamento quando se compara ao gráfico para as funções modeladas com 5 cp, 

apresentado na Figura 4.16. Assim, de forma similar ao caso anterior, percebe-se a natureza 

conflitante entre as respostas, uma vez que, na tentativa de maximizar y1, aumentar-se-ia o 

valor das outras respostas que se deseja minimizar. 

Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para y1 os autovalores são [-39,4276; -20,0724], para y2 

os autovalores são [20,1142; 6,7608] e para y3 os autovalores são [82,1327; 9,1173]. Os sinais 

negativos dos autovalores de y1 indicam que a função é côncava e seu ponto estacionário é um 
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ponto de máximo. Já os sinais positivos dos autovalores de y2 e y3 indicam que as funções são 

convexas e seus pontos estacionários são pontos de mínimo. Novamente, as diferentes 

convexidades das funções objetivo justificam o uso do NBI. A Figura 4.30 apresenta a 

superfície de resposta para os modelos gerados. 
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Figura 4.30 – Superfícies de resposta - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.27. Assim como 

ocorreu no caso anterior, os pontos de ótimo das funções em análise estão dentro da região 

experimental, uma vez que a restrição da região esférica, 2T α≤x x , permanece inativa durante 

o processo de otimização. Esta constatação pode ser comprovada ao se observar que o valor 

do multiplicador de Lagrange associado à restrição da região esférica é igual a zero. 

 

Tabela 4.27 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 5 

y1 y2 y3 

164,641 107,064 208,219 

136,300 95,615 111,960 

125,179 104,314 77,478 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 

para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (Passo 6). Os resultados são 

apresentados na Tabela 4.28, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 10. 

 

Tabela 4.28 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 5 (Parte I) 

Pesos 
y1 y2 y3 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
1,00 0,00 0,00 165 107 208 0,00 0,00 0,00 0,60 0,00 0,00 0,00 0,45 
0,90 0,10 0,00 165 105 192 0,33 0,10 0,09 0,53 0,62 0,18 0,17 0,47 
0,90 0,00 0,10 164 106 188 0,33 0,06 0,12 0,51 0,64 0,12 0,24 0,46 
0,80 0,20 0,00 164 103 177 0,50 0,17 0,16 0,45 1,10 0,37 0,35 0,48 
0,80 0,10 0,10 163 104 172 0,64 0,14 0,19 0,44 1,46 0,32 0,44 0,48 
0,80 0,00 0,20 162 105 169 0,50 0,11 0,22 0,43 1,15 0,24 0,50 0,47 
0,70 0,30 0,00 163 102 162 0,61 0,22 0,21 0,39 1,58 0,57 0,53 0,49 
0,70 0,20 0,10 163 102 157 0,80 0,20 0,25 0,37 2,18 0,55 0,67 0,49 
0,70 0,10 0,20 162 103 154 0,80 0,17 0,27 0,36 2,22 0,48 0,76 0,48 
0,70 0,00 0,30 160 104 153 0,61 0,14 0,29 0,36 1,68 0,38 0,79 0,47 
0,60 0,40 0,00 162 100 149 0,67 0,25 0,24 0,33 2,06 0,78 0,72 0,50 
0,60 0,30 0,10 162 100 143 0,90 0,24 0,28 0,30 2,96 0,79 0,92 0,50 
0,60 0,20 0,20 161 101 139 0,95 0,22 0,31 0,29 3,25 0,75 1,05 0,49 
0,60 0,10 0,30 159 102 137 0,90 0,19 0,32 0,29 3,09 0,67 1,12 0,48 
0,60 0,00 0,40 157 104 136 0,67 0,16 0,33 0,30 2,27 0,54 1,10 0,46 
0,50 0,50 0,00 160 99 137 0,69 0,26 0,25 0,28 2,51 0,96 0,89 0,49 
0,50 0,40 0,10 160 99 130 0,94 0,26 0,29 0,25 3,79 1,04 1,17 0,50 
0,50 0,30 0,20 160 100 126 1,03 0,25 0,32 0,23 4,43 1,06 1,40 0,49 
0,50 0,20 0,30 158 101 123 1,03 0,23 0,34 0,22 4,58 1,01 1,53 0,49 
0,50 0,10 0,40 156 102 121 0,94 0,20 0,35 0,22 4,21 0,89 1,55 0,47 
0,50 0,00 0,50 154 103 120 0,69 0,17 0,34 0,23 3,01 0,72 1,47 0,45 
0,40 0,60 0,00 157 97 128 0,67 0,25 0,24 0,24 2,84 1,07 0,99 0,47 
0,40 0,50 0,10 158 98 120 0,94 0,26 0,29 0,21 4,58 1,24 1,39 0,48 
0,40 0,40 0,20 157 98 115 1,05 0,25 0,32 0,18 5,71 1,36 1,74 0,48 
0,40 0,30 0,30 156 99 111 1,09 0,24 0,34 0,17 6,36 1,39 2,00 0,48 
0,40 0,20 0,40 155 100 108 1,05 0,22 0,35 0,16 6,43 1,34 2,14 0,47 
0,40 0,10 0,50 153 101 105 0,94 0,19 0,35 0,16 5,81 1,19 2,13 0,45 
0,40 0,00 0,60 151 102 104 0,67 0,16 0,33 0,17 4,05 0,96 1,96 0,44 
0,30 0,70 0,00 153 97 120 0,61 0,22 0,21 0,21 2,89 1,05 0,98 0,45 
0,30 0,60 0,10 154 97 113 0,90 0,23 0,26 0,18 5,07 1,31 1,46 0,46 
0,30 0,50 0,20 154 97 106 1,03 0,23 0,30 0,15 6,75 1,54 1,95 0,46 
0,30 0,40 0,30 153 98 102 1,09 0,23 0,32 0,14 8,04 1,70 2,38 0,46 
0,30 0,30 0,40 152 99 98 1,09 0,22 0,33 0,12 8,80 1,76 2,70 0,45 
0,30 0,20 0,50 151 100 95 1,03 0,20 0,33 0,12 8,83 1,70 2,84 0,44 
0,30 0,10 0,60 150 101 92 0,90 0,17 0,32 0,11 7,93 1,52 2,78 0,43 
0,30 0,00 0,70 148 102 91 0,61 0,14 0,29 0,11 5,40 1,23 2,52 0,41 
0,20 0,80 0,00 148 96 116 0,50 0,17 0,16 0,20 2,52 0,85 0,79 0,42 
0,20 0,70 0,10 149 96 107 0,80 0,19 0,21 0,16 4,95 1,15 1,31 0,43 
0,20 0,60 0,20 149 97 101 0,95 0,20 0,25 0,14 7,00 1,45 1,87 0,43 
0,20 0,50 0,30 149 97 96 1,03 0,20 0,28 0,12 8,80 1,70 2,42 0,42 
0,20 0,40 0,40 148 98 92 1,05 0,19 0,30 0,10 10,15 1,88 2,86 0,42 
0,20 0,30 0,50 147 99 88 1,03 0,18 0,30 0,10 10,82 1,93 3,13 0,41 
0,20 0,20 0,60 145 100 86 0,95 0,16 0,28 0,09 10,56 1,83 3,16 0,40 
0,20 0,10 0,70 144 101 84 0,80 0,14 0,26 0,09 9,12 1,58 2,93 0,39 
0,20 0,00 0,80 142 102 82 0,50 0,11 0,22 0,09 5,66 1,20 2,46 0,38 
0,10 0,90 0,00 143 96 113 0,33 0,10 0,09 0,20 1,65 0,48 0,45 0,39 
0,10 0,80 0,10 144 96 104 0,64 0,12 0,15 0,16 4,02 0,75 0,93 0,39 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Tabela 4.28 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 5 (Parte II) 

Pesos 
y1 y2 y3 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
0,10 0,70 0,20 144 96 98 0,80 0,14 0,19 0,13 6,09 1,04 1,46 0,39 
0,10 0,60 0,30 143 97 92 0,90 0,15 0,22 0,11 7,99 1,31 1,99 0,39 
0,10 0,50 0,40 143 98 88 0,94 0,15 0,24 0,10 9,51 1,52 2,43 0,38 
0,10 0,40 0,50 141 99 85 0,94 0,15 0,24 0,09 10,39 1,62 2,69 0,38 
0,10 0,30 0,60 140 100 83 0,90 0,14 0,23 0,09 10,41 1,57 2,72 0,37 
0,10 0,20 0,70 138 101 81 0,80 0,12 0,21 0,09 9,41 1,38 2,48 0,36 
0,10 0,10 0,80 136 102 79 0,64 0,09 0,17 0,09 7,34 1,06 1,99 0,35 
0,10 0,00 0,90 134 103 78 0,33 0,06 0,12 0,09 3,55 0,65 1,34 0,35 
0,00 1,00 0,00 136 96 112 0,00 0,00 0,00 0,21 0,00 0,00 0,00 0,36 
0,00 0,90 0,10 137 96 103 0,33 0,03 0,06 0,17 1,97 0,19 0,37 0,36 
0,00 0,80 0,20 138 96 96 0,50 0,06 0,11 0,14 3,66 0,42 0,80 0,36 
0,00 0,70 0,30 137 97 91 0,61 0,07 0,14 0,12 5,20 0,64 1,23 0,36 
0,00 0,60 0,40 137 98 87 0,67 0,09 0,16 0,10 6,45 0,82 1,58 0,36 
0,00 0,50 0,50 135 99 84 0,69 0,09 0,17 0,10 7,18 0,92 1,78 0,35 
0,00 0,40 0,60 134 100 81 0,67 0,09 0,16 0,09 7,25 0,92 1,77 0,35 
0,00 0,30 0,70 132 101 80 0,61 0,07 0,14 0,09 6,58 0,81 1,55 0,35 
0,00 0,20 0,80 130 102 78 0,50 0,06 0,11 0,10 5,22 0,60 1,14 0,34 
0,00 0,10 0,90 128 103 78 0,33 0,03 0,06 0,10 3,19 0,32 0,61 0,34 
0,00 0,00 1,00 125 104 77 0,00 0,00 0,00 0,11 0,00 0,00 0,00 0,34 
0,33 0,33 0,33 154 99 103 1,10 0,23 0,34 0,14 7,78 1,64 2,38 0,46 
0,67 0,17 0,17 162 102 150 0,87 0,20 0,28 0,34 2,56 0,59 0,82 0,49 
0,17 0,67 0,17 148 96 102 0,87 0,18 0,22 0,14 6,15 1,25 1,58 0,42 
0,17 0,17 0,67 143 101 83 0,87 0,14 0,25 0,09 10,13 1,67 2,97 0,38 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os dados contidos na Tabela 4.28 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das respostas y1, y2 e y3. Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto para 

o problema em análise. A Figura 4.31 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto obtida. 
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Figura 4.31 – Fronteira de Pareto sob diferentes perspectivas - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como nos casos apresentados anteriormente, o NBI foi capaz de construir uma 

fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que se torna uma vantagem no 

processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de maneira mais fácil, o 

comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a outra. Isto não seria 
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possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, gerando uma fronteira 

descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação uniforme dos pesos, 

favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos de mistura por meio 

da modelagem das respostas. 

Buscando-se visualizar o espaço de solução referente aos pontos Pareto ótimos, 

apresenta-se a Figura 4.32. Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de 

solução, ou seja, 1
0 0UPV ( )X XX X −= T T , visualizar como os pontos se distribuem neste espaço é 

fundamental, pois, pode dar indícios de como a variância se comporta no problema analisado. 
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Figura 4.32 – Espaço de solução - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Ao se analisar a Figura 4.32, constata-se que os pontos se deslocam no espaço de 

solução, à medida que os pesos são alterados no processo de otimização. Isto permitirá, assim 

como ocorreu nos casos anteriores, a modelagem do polinômio canônico de misturas da UPV 

em função dos pesos relacionados a cada resposta analisada. Além disso, é possível perceber 

que os pontos de ótimo de cada resposta estão localizados em diferentes regiões no espaço 

experimental, sendo que o ponto ótimo de y1 é o mais próximo do centro. Neste caso, 

diferentemente dos casos anteriores, como somente 2 cp são utilizados, maiores valores de 

UPV são esperados para y1. Conforme apresentado no gráfico de dispersão da variância 

(Figura 2.9), ao se utilizar 2 cp, o comportamento da UPV altera-se completamente, tornando 

o centro do arranjo uma região com altos valores de UPV. 

Com base nos dados apresentados na Tabela 4.28, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV. Assim, 

a Tabela 4.29 apresenta os resultados da análise de correlação, juntamente, com seus 
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respectivos p-values. Assim como foi feito nos casos anteriores, valores de p-values menores 

que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 

Tabela 4.29 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 5 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação 0,390 0,761 0,581 0,652 -0,345 -0,011 -0,206 

p-value 0,001 0,000 0,000 0,000 0,003 0,930 0,087 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Tabela 4.29, percebe-se que as métricas de diversificação apresentaram 

correlação positiva e estatisticamente significante com a UPV, o que vai de encontro aos 

conceitos teóricos apresentados, de que a diversificação reduziria a variância de previsão. Isto 

acontece no presente caso, pois, os pontos Pareto ótimos tem suas soluções distribuídas em 

uma região central do arranjo experimental, região esta que apresenta altos valores de 

variância de previsão, uma vez que 2 cp são utilizados. Já a métrica de erro, MAPE, 

apresentou correlação positiva e estatisticamente significante com a UPV, o que indica que a 

minimização do MAPE pode levar a respostas robustas, do ponto de vista da variância. Ao se 

analisarem as razões entre as métricas de diversificação e de erro, somente a razão 

( ) MAPES x  apresentou correlação negativa e estatisticamente significante, ao nível de 5%, 

com a UPV. 

O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.28. Assim, seus polinômios canônicos de mistura, com seus 

respectivos superfícies de resposta e contour plot são: 
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Figura 4.33 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x) - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.34 – Superfície de resposta e Contour plot para DC - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.35 – Superfície de resposta e Contour plot para DO - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.36 – Superfície de resposta e Contour plot para MAPE - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

1 2 3 1 2 1 3

2 3 1 2 1 2 1 3 1 3

2 3 2 3 1 1 2 3 1 2 2 3

( ) MAPE 0, 27 0,01 0,30 10,81 12,78

                        29,24 5,83 ( ) 22, 25 ( )

                        10,14 ( ) 103,46 102,47

           

S x w w w w w w w

w w w w w w w w w w

w w w w w w w w w w w w

= − + − + + +

− − − − −

− − + +
2 2

1 2 3 3 1 2 1 2 1 3 1 3             193,13 6,00 ( ) 30,90 ( )w w w w w w w w w w w w+ − + −  

(4.37) 

 

w1w1
1,00

0

0,000,00

0,00

S(x)/MAPE

4

8

12

0,00
w31,00

0,00

1,00

w2       

w1

0

1

w2
1

0

w3
1

0

>  

–  

–  

–  

–  
–  

<  0

0 2
2 4

4 6

6 8

8 10

10

S(x)/MAPE

 
Figura 4.37 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x)/MAPE - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.38 – Superfície de resposta e Contour plot para DC/MAPE - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.39 – Superfície de resposta e Contour plot para DO/MAPE - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.40 – Superfície de resposta e Contour plot para UPV - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como ocorreu no caso anterior, todos os polinômios canônicos de mistura 

tiveram ótimo ajuste, uma vez que todos possuem R2 ajustado próximo de 100%. Além disso, 

a UPV foi modelada em função dos pesos, provando que a variância de previsão depende dos 

pesos atribuídos às funções durante o processo de otimização multiobjetivo. Porém, o 

comportamento da variância foi alterado. Quando se comparam as Figuras 4.27 e 4.40, 

relativas à UPV para os problemas com 5 e 2 cp, respectivamente, observa-se que o peso 

atribuído à resposta y1, w1, responsável por reduzir a variância, passa a ser responsável pelo 

aumento da variância para o caso em que se utiliza 2 cp. Isso ocorre, pois, o ótimo da resposta 

y1 se situa mais próximo ao centro do arranjo experimental. Assim, com a mudança da 

distribuição da variância de previsão causada pela diminuição do número de pontos centrais, o 

ponto de ótimo da resposta y1 passa a se situar em uma região de altos valores para a variância 

de previsão. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. A maximização das métricas de 

diversificação, assim como a minimização da métrica de erro, são executadas, utilizando para 

isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada métrica gera um vetor de pesos 

ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, implementado pelo NBI, 

gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. A Tabela 4.30 apresenta 

um resumo dos resultados obtidos. 
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Tabela 4.30 – Resumo dos resultados - Caso 5 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,333 0,500 0,437 0,115 0,156 0,204 0,194 
w2 0,333 0,500 0,162 0,168 0,312 0,329 0,255 
w3 0,333 0,000 0,401 0,717 0,531 0,468 0,551 

Variáveis 
x1 0,084 -0,137 0,241 0,033 0,005 0,031 0,068 
x2 -0,314 -0,081 -0,154 -0,730 -0,607 -0,525 -0,565 

Respostas 
y1 154,214 159,927 155,767 138,814 144,231 147,501 145,883 
y2 98,713 98,529 100,673 101,015 99,232 98,857 99,589 
y3 102,885 137,045 112,008 80,661 85,794 89,563 86,678 

UPV  0,463 0,491 0,471 0,362 0,392 0,413 0,402 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.30 e considerando que, para o 

problema analisado, o máximo valor de UPV foi 0,497, pode-se afirmar que as métricas de 

diversificação obtiveram um resultado indesejável, pois, o ponto Pareto ótimo obtido com a 

utilização dessas métricas levaria a uma região de máxima variância de previsão. As métricas 

que obtiveram melhor performance em reduzir a UPV foram MAPE e ( ) MAPES x . Além 

disso, a utilização dessas métricas manteve a diversificação, sem a tendência de zerar algum 

dos pesos. 

Por fim, a Figura 4.41 apresenta os resultados obtidos com a utilização de MAPE e de 

( ) MAPES x  diretamente na fronteira Pareto ótima. 
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Figura 4.41 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 5. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Como discutido anteriormente, o uso de 2 cp no arranjo experimental, ao invés de  5 

cp, aumentou consideravelmente a variância de previsão, medida em UPV, principalmente no 

centro do arranjo. Mesmo assim, o uso das métricas MAPE e ( ) MAPES x  gerou um vetor de 



146 

 

 

pesos que levou as respostas a uma região de mínima variância para o problema em análise, 

sendo que a métrica de erro, MAPE, foi a que obteve o melhor resultado. Apesar da alteração 

no comportamento da variância, foi possível, assim como no caso anterior, modelar a UPV 

em função dos pesos, comprovando que os pesos utilizados no processo de otimização 

multiobjetivo têm influência na variância de previsão da resposta obtida, mesmo para o caso 

em que se utilizou um menor número de pontos centrais no arranjo experimental. 

 

4.6 – CASO 6 

Para a análise do sexto caso, o método proposto neste trabalho foi empregado para 

otimizar o processo de usinagem para o aço endurecido AISI H13 usando uma ferramenta de 

nitreto cúbico de boro policristalino (Polycrystalline Cubic Boron Nitride – PCBN) com 

geometria wiper. 

O torneamento de precisão do aço endurecido, isto é, processo de torneamento para 

materiais que são endurecidos acima de 45 HRC (BOUACHA et al., 2010), tem sido estudado 

por mais de 35 anos (TÖNSHOFF et al., 2000). Esse grande número de estudos foi 

desenvolvido utilizando muitos tipos de material e como o atual estado do conhecimento 

neste campo não permite generalizar os resultados obtidos e predizer o comportamento de 

outros materiais (BOUACHA et al., 2010), a pesquisa em torneamento de materiais duros é 

continuada (HUANG et al., 2007; LAHIFF et al., 2007). Assim, até o presente momento, 

considerável atenção tem sido dada ao entendimento desse processo. 

Quando comparado ao tradicional processo de retífica, o processo de torneamento de 

materiais duros apresenta algumas vantagens, tais como, reduzir o custo de produção, reduzir 

o tempo de setup, é um processo de usinagem flexível, diminuir o tempo de produção, 

eliminar o fluido de corte, melhorar a integridade da superfície e melhorar a qualidade geral 

do produto (TÖNSHOFF et al., 2000; ÖZEL et al., 2007; GAITONDE et al., 2009; 

BOUACHA et al., 2010; MANDAL et al., 2011; PAIVA et al., 2007; PAIVA et al., 2012; 

BOUACHA et al., 2014). Esse processo é amplamente usado na indústria automotiva, 

aeroespacial, indústria de motores, rolamentos, ferramentas de corte, entre outras (ÖZEL et 

al., 2007; BOUACHA et al., 2010; PAIVA et al., 2012; BOUACHA et al., 2014). 

No acabamento de torneamento duro, a alta dureza das peças, as grandes forças de 

corte e as altas temperaturas na interface ferramenta de corte-peça, impõem às ferramentas 

requisitos extremos de rigidez e resistência ao desgaste (BOUACHA et al., 2014). Devido a 

esta condição, PCBN tem provado ser melhor para produzir partes precisas do que 

revestimento de micro-grãos de carbonetos e cerâmicas (POULACHON et al., 2001). Sendo o 
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segundo material mais duro conhecido pelo homem só perdendo em termos de dureza para o 

diamante (HARRIS et al., 2004; ANGSERYD et al., 2009), com alta dureza inclusive a altas 

temperaturas, o PCBN tem alta estabilidade térmica e alta condutividade térmica (HEATH, 

1986; KÖNIG et al., 1984; BROOKES, 1986; HERZOG, 1977). 

Sobre a contribuição da geometria da ferramenta para o melhoramento do processo de 

torneamento duro, alguns autores apresentam o uso de ferramentas com geometria wiper 

(ÖZEL et al., 2007; GAITONDE et al., 2009; GRZESIK, 2009; PAIVA et al., 2012; 

CORREIA e DAVIM, 2011). Devido à sua geometria tri-radial (ÖZEL et al., 2007), é 

possível dobrar o avanço (feed rate), aumentando a produtividade e também mantendo a 

rugosidade tão baixa quanto possível (ÖZEL et al., 2007; PAIVA et al., 2012; CORREIA e 

DAVIM, 2011). 

 Os benefícios potenciais promovidos pelo torneamento duro para a qualidade da 

superfície e o aumento da taxa de produtividade dependem, intrinsecamente, de um ótimo 

ajuste dos parâmetros do processo tal como velocidade de corte (Vc), avanço (f) e 

profundidade de corte (d). Esses parâmetros são diretamente responsáveis por muitas das 

propriedades previsíveis da usinagem como desgaste da ferramenta, vida da ferramenta, 

acabamento da superfície e quantidade de material removido (ÖZEL et al., 2007; PAIVA et 

al., 2012; ÖZEL et al., 2005; CORREIA e DAVIM, 2011). 

Assim, para esse caso foram consideradas como funções objetivo a taxa de remoção de 

material (Material Removal Rate – MRR), um parâmetro de rugosidade da superfície (Ra) e a 

força de corte (Fc), usando como variáveis de decisão a velocidade de corte (Vc), o avanço (f) 

e a profundidade de corte (d), no torneamento do aço endurecido AISI H13 utilizando 

ferramenta de PCBN com geometria wiper. 

Foram utilizadas informações de testes de torneamento a seco do aço endurecido AISI 

H13, provenientes do trabalho de Campos (2015). Os experimentos foram realizados em um 

torno CNC com máxima velocidade de rotação de 4500 rpm e motor do eixo-árvore com 18 

kW de potência. As peças usadas no processo de torneamento foram feitas com dimensão de 

Ø 50 mm×100 mm. Todas elas foram previamente temperadas em uma atmosfera a vácuo a 

1000–1040 ºC. Depois desse tratamento, uma dureza média de 54±1 HRC foi obtida. 

Ferramenta de PCBN (cBN + TiC), Ref. PCBN7025 (segundo norma ISO-CNGA 120408 

S01030 AWG) foi usada para usinagem do aço endurecido AISI H13. 

Calculou-se a taxa de material removido (MRR) como o volume de material removido 

dividido pelo tempo gasto para removê-lo. A medida de rugosidade da superfície (Ra) nas 

superfícies torneadas, de acordo com a norma ISO 4287/1, foi obtida por meio do rugosímetro 
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de agulha Hommeltester-T 1000. A medição e a aquisição da forças de corte principal (Fc) foi 

efetuada por meio do dinamômetro piezoeléctrico Kistler 9121, amplificador de carga Kistler 

5019 e do seu respectivo sistema de aquisição de dados Dynoware Software Data Acquisition. 

Adotando essas condições experimentais, as peças foram usinadas usando os 

parâmetros definidos na Tabela 4.31. As variáveis de decisão foram analisadas de forma 

codificada (coded), com o intuito de reduzir a variância. Para esta finalidade, a Equação 2.56 

foi utilizada. 

Tabela 4.31 – Fatores e respectivos níveis - Caso 6 

Fatores Símbolo 
Níveis 

-1,682 -1 0 1 1,682 
Velocidade de corte (m/min) Vc 57,38 100 162,5 225 267,62 

Avanço (mm/rotação) f 0,06 0,10 0,16 0,22 0,26 
Profundidade de corte (mm) d 0,09 0,15 0,24 0,33 0,39 

Fonte: modificado de Campos (2015). 

 

 Um conjunto sequencial de experimentos foi estabelecido usando um CCD, construído 

de acordo com o design de superfície de resposta 23, com 6 pontos axiais e 5 pontos centrais, 

gerando 19 experimentos. A Tabela 4.32 apresenta o CCD para este processo. 

 

Tabela 4.32 – CCD para MRR, Ra e Fc - Caso 6 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fonte: Adaptado de Campos (2015). 

N 
Vc 

(m/min) 
f 

(mm/rot) 
d 

(mm) 
MRR 

(cm3/min) 
Ra 

(µm) 
Fc 

(N) 

1 -1 -1 -1 1,50 0,13 342,44 

2 +1 -1 -1 3,38 0,09 238,62 

3 -1 +1 -1 3,38 0,52 434,36 

4 +1 +1 -1 7,59 0,26 243,65 

5 -1 -1 +1 3,30 0,14 446,41 

6 +1 -1 +1 7,43 0,12 246,74 

7 -1 +1 +1 7,43 0,48 454,54 

8 +1 +1 +1 16,71 0,45 248,45 

9 -1.682 0 0 2,24 0,29 497,71 

10 +1.682 0 0 10,44 0,15 226,56 

11 0 -1.682 0 2,24 0,12 325,65 

12 0 +1.682 0 10,44 0,54 362,56 

13 0 0 -1.628 2,34 0,15 332,67 

14 0 0 +1.682 10,33 0,15 365,98 

15 0 0 0 6,34 0,15 338,75 

16 0 0 0 6,34 0,16 336,93 

17 0 0 0 6,34 0,14 337,77 

18 0 0 0 6,34 0,17 335,69 

19 0 0 0 6,34 0,16 339,13 
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Segundo Myers et al. (2009), o uso de 5 cp garante uma boa dispersão da variância de 

previsão por toda a região experimental, assim como o uso de 4 2kα =  garante a 

rotacionalidade, sendo essas duas características essenciais em modelos de superfície de 

resposta. 

 A análise dos dados experimentais, correspondentes ao Passo 1, geram a modelagem 

matemática apresentada na Tabela 4.33, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método 

proposto. 

 

Tabela 4.33 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 6 

Termos 
MRR 

(cm3/min) 
Ra 

(µm) 
Fc 

(N) 

Constante 6,340 0,155 338,460 
Vc  2,438 -0,042 -84,667 
f  2,438 0,142 12,363 
D 2,378 0,014 14,139 
Vc

2
 0,000 0,030 4,217 

f
2
 0,000 0,069 -2,158 

d
2
 -0,001 0,005 -0,312 

Vc x f 0,935 -0,029 -11,661 

Vc x d 0,915 0,031 -13,904 
f x d 0,915 0,014 -10,889 

p-value 0,000 0,000 0,000 

R
2 (%) 99,62% 96,35% 97,66% 

R
2ajustado (%) 99,24% 92,71% 95,33% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value< 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Os p-values para as funções 

objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente significante ao nível de 

significância de 5%, provando a adequação das funções. Além disso, os valores de R2 e R2 

ajustado mostram que os modelos têm um bom ajuste. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as três respostas em análise são mostrados na Figura 4.42. 
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Figura 4.42 – Gráficos de efeito principal - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

 De acordo com esta análise, os três fatores Vc, f e d são igualmente significantes para 

MRR, sendo que todos colaboram para seu aumento. Já para Ra e Fc, o fator mais 

significativo para sua redução foi Vc. Em se tratando do ponto de vista de Vc, não existiria 

conflitos entre as respostas, pois, à medida em que se aumenta Vc, aumenta-se MRR, objetivo 

que se deseja maximizar, e se diminui Ra e Fc, objetivos que se deseja minimizar. Porém, 

quando se analisa f, observa-se que a tentativa de aumentar MRR, que é um parâmetro de 

produtividade, comprometeria Ra, que é um parâmetro de qualidade, o que mostra a natureza 

conflitante dos objetivos. 

 Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para MRR os autovalores são [0,9215; -0,4671; -0,4550], 

para Ra os autovalores são [0,0739; 0,0352; -0,0042] e para Fc os autovalores são [-11,7959; 

9,5667; 3,9751]. Os diferentes sinais dos autovalores das respostas indicam que as funções 

não são nem côncavas nem convexas e seus respectivos pontos estacionários são pontos de 

sela. Novamente, as diferentes convexidades das funções objetivo justificam o uso do NBI. A 

Figura 4.43 apresenta a superfície de resposta para os modelos gerados. 
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Figura 4.43 – Superfícies de resposta (para d = 0) - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.34. 

Diferentemente do que ocorreu nos casos anteriores, os pontos de ótimo das funções em 

análise não estão dentro da região experimental, uma vez que a restrição da região esférica, 
2T α≤x x , permanece ativa durante o processo de otimização. Esta constatação pode ser 

comprovada ao se observar que o valor do multiplicador de Lagrange associado à restrição da 

região esférica é diferente de zero, ao se otimizar individualmente as respostas em análise. 

 

Tabela 4.34 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 6 

MRR Ra Fc 

15,99 0,379 248,76 

3,02 0,061 253,60 

12,26 0,208 205,92 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 
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para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (Passo 6). Os resultados são 

apresentados na Tabela 4.35, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 10. 

 

Tabela 4.35 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 6 (Parte I) 

Pesos 
MRR Ra Fc ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
1,00 0,00 0,00 15,99 0,379 249 0,00 0,00 0,00 1,80 0,00 0,00 0,00 0,61 
0,90 0,10 0,00 15,67 0,320 244 0,33 0,06 0,25 1,48 0,22 0,04 0,17 0,61 
0,90 0,00 0,10 15,93 0,353 243 0,33 0,13 0,11 1,65 0,20 0,08 0,07 0,61 
0,80 0,20 0,00 14,95 0,272 241 0,50 0,10 0,44 1,23 0,41 0,08 0,36 0,61 
0,80 0,10 0,10 15,43 0,299 239 0,64 0,17 0,34 1,36 0,47 0,12 0,25 0,61 
0,80 0,00 0,20 15,79 0,330 237 0,50 0,23 0,20 1,52 0,33 0,15 0,13 0,61 
0,70 0,30 0,00 13,95 0,232 240 0,61 0,13 0,58 1,03 0,59 0,13 0,57 0,61 
0,70 0,20 0,10 14,58 0,255 237 0,80 0,20 0,51 1,13 0,71 0,17 0,45 0,61 
0,70 0,10 0,20 15,13 0,280 234 0,80 0,25 0,41 1,25 0,64 0,20 0,32 0,61 
0,70 0,00 0,30 15,56 0,308 232 0,61 0,30 0,26 1,40 0,44 0,21 0,19 0,61 
0,60 0,40 0,00 12,70 0,199 240 0,67 0,15 0,67 0,87 0,77 0,17 0,76 0,61 
0,60 0,30 0,10 13,47 0,218 236 0,90 0,22 0,63 0,95 0,94 0,23 0,66 0,61 
0,60 0,20 0,20 14,16 0,239 233 0,95 0,27 0,56 1,05 0,91 0,26 0,53 0,61 
0,60 0,10 0,30 14,77 0,263 230 0,90 0,31 0,45 1,16 0,77 0,27 0,39 0,61 
0,60 0,00 0,40 15,27 0,289 227 0,67 0,34 0,30 1,29 0,52 0,26 0,23 0,61 
0,50 0,50 0,00 11,26 0,171 242 0,69 0,15 0,69 0,76 0,92 0,20 0,92 0,47 
0,50 0,40 0,10 12,12 0,188 237 0,94 0,22 0,69 0,82 1,15 0,27 0,85 0,59 
0,50 0,30 0,20 12,94 0,205 233 1,03 0,27 0,66 0,89 1,16 0,31 0,74 0,61 
0,50 0,20 0,30 13,69 0,225 229 1,03 0,31 0,58 0,98 1,06 0,32 0,59 0,61 
0,50 0,10 0,40 14,36 0,247 226 0,94 0,34 0,46 1,08 0,88 0,32 0,43 0,61 
0,50 0,00 0,50 14,91 0,272 223 0,69 0,35 0,31 1,19 0,58 0,30 0,26 0,61 
0,40 0,60 0,00 9,76 0,145 243 0,67 0,15 0,67 0,65 1,04 0,23 1,03 0,33 
0,40 0,50 0,10 10,65 0,161 239 0,94 0,21 0,70 0,71 1,33 0,30 0,99 0,40 
0,40 0,40 0,20 11,51 0,177 234 1,05 0,26 0,70 0,77 1,37 0,34 0,91 0,50 
0,40 0,30 0,30 12,37 0,194 230 1,09 0,30 0,66 0,83 1,30 0,36 0,78 0,61 
0,40 0,20 0,40 13,17 0,212 226 1,05 0,33 0,57 0,91 1,16 0,36 0,63 0,61 
0,40 0,10 0,50 13,89 0,232 222 0,94 0,34 0,45 1,00 0,94 0,34 0,45 0,61 
0,40 0,00 0,60 14,50 0,256 219 0,67 0,34 0,30 1,11 0,61 0,31 0,27 0,61 
0,30 0,70 0,00 8,22 0,120 245 0,61 0,13 0,58 0,55 1,12 0,24 1,07 0,28 
0,30 0,60 0,10 9,13 0,135 240 0,90 0,19 0,65 0,60 1,49 0,32 1,09 0,32 
0,30 0,50 0,20 10,02 0,151 236 1,03 0,24 0,68 0,66 1,56 0,37 1,04 0,37 
0,30 0,40 0,30 10,90 0,167 231 1,09 0,28 0,68 0,72 1,51 0,39 0,94 0,44 
0,30 0,30 0,40 11,76 0,183 227 1,09 0,30 0,63 0,79 1,39 0,39 0,80 0,55 
0,30 0,20 0,50 12,60 0,200 222 1,03 0,31 0,55 0,85 1,21 0,37 0,64 0,61 
0,30 0,10 0,60 13,37 0,219 219 0,90 0,31 0,42 0,93 0,96 0,33 0,45 0,61 
0,30 0,00 0,70 14,03 0,241 215 0,61 0,30 0,26 1,03 0,59 0,29 0,25 0,61 
0,20 0,80 0,00 6,61 0,097 247 0,50 0,10 0,44 0,46 1,10 0,22 0,97 0,28 
0,20 0,70 0,10 7,57 0,111 242 0,80 0,16 0,55 0,50 1,59 0,32 1,09 0,29 
0,20 0,60 0,20 8,49 0,126 238 0,95 0,21 0,61 0,56 1,70 0,37 1,10 0,32 
0,20 0,50 0,30 9,39 0,141 233 1,03 0,24 0,64 0,61 1,68 0,40 1,04 0,36 
0,20 0,40 0,40 10,27 0,157 228 1,05 0,27 0,63 0,67 1,56 0,39 0,93 0,42 
0,20 0,30 0,50 11,14 0,173 224 1,03 0,28 0,58 0,74 1,40 0,37 0,79 0,50 
0,20 0,20 0,60 12,00 0,189 219 0,95 0,27 0,49 0,80 1,18 0,34 0,61 0,60 
0,20 0,10 0,70 12,81 0,207 215 0,80 0,26 0,36 0,87 0,92 0,29 0,42 0,61 
0,20 0,00 0,80 13,52 0,228 212 0,50 0,23 0,20 0,97 0,52 0,23 0,20 0,61 
0,10 0,90 0,00 4,92 0,076 250 0,33 0,06 0,25 0,38 0,85 0,14 0,65 0,35 
0,10 0,80 0,10 5,93 0,088 245 0,64 0,12 0,39 0,42 1,52 0,27 0,93 0,33 
0,10 0,70 0,20 6,90 0,102 240 0,80 0,16 0,49 0,46 1,73 0,35 1,05 0,33 
0,10 0,60 0,30 7,84 0,116 235 0,90 0,20 0,55 0,52 1,74 0,38 1,07 0,34 
0,10 0,50 0,40 8,75 0,131 230 0,94 0,22 0,57 0,57 1,65 0,38 1,01 0,37 
0,10 0,40 0,50 9,64 0,147 225 0,94 0,22 0,56 0,63 1,50 0,36 0,89 0,42 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Tabela 4.35 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 6 (Parte II) 

Pesos 
MRR Ra Fc ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
0,10 0,30 0,60 10,52 0,163 221 0,90 0,22 0,51 0,69 1,30 0,32 0,73 0,48 
0,10 0,20 0,70 11,38 0,179 216 0,80 0,20 0,41 0,75 1,06 0,27 0,55 0,56 
0,10 0,10 0,80 12,22 0,196 212 0,64 0,17 0,28 0,82 0,78 0,21 0,34 0,61 
0,10 0,00 0,90 12,95 0,216 208 0,33 0,13 0,11 0,91 0,36 0,14 0,12 0,61 
0,00 1,00 0,00 3,02 0,061 254 0,00 0,00 0,00 0,35 0,00 0,00 0,00 0,61 
0,00 0,90 0,10 4,20 0,069 247 0,33 0,06 0,17 0,35 0,92 0,16 0,49 0,48 
0,00 0,80 0,20 5,25 0,080 242 0,50 0,10 0,31 0,38 1,30 0,27 0,80 0,42 
0,00 0,70 0,30 6,23 0,093 237 0,61 0,14 0,41 0,43 1,43 0,32 0,95 0,40 
0,00 0,60 0,40 7,18 0,107 232 0,67 0,16 0,46 0,48 1,42 0,33 0,98 0,39 
0,00 0,50 0,50 8,10 0,122 227 0,69 0,16 0,48 0,53 1,31 0,31 0,91 0,41 
0,00 0,40 0,60 9,00 0,137 223 0,67 0,16 0,46 0,59 1,15 0,27 0,79 0,44 
0,00 0,30 0,70 9,88 0,153 218 0,61 0,14 0,41 0,65 0,95 0,21 0,63 0,49 
0,00 0,20 0,80 10,75 0,169 214 0,50 0,10 0,31 0,71 0,71 0,15 0,44 0,56 
0,00 0,10 0,90 11,60 0,186 209 0,33 0,06 0,17 0,77 0,42 0,08 0,22 0,61 
0,00 0,00 1,00 12,26 0,208 206 0,00 0,00 0,00 0,88 0,00 0,00 0,00 0,61 
0,33 0,33 0,33 11,68 0,181 229 1,10 0,30 0,66 0,78 1,41 0,38 0,85 0,53 
0,67 0,17 0,17 14,65 0,257 235 0,87 0,24 0,50 1,14 0,76 0,21 0,44 0,61 
0,17 0,67 0,17 7,66 0,113 240 0,87 0,18 0,56 0,51 1,71 0,35 1,10 0,31 
0,17 0,17 0,67 12,08 0,192 217 0,87 0,25 0,43 0,81 1,07 0,30 0,53 0,61 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os dados contidos na Tabela 4.35 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das respostas MRR, Ra e Fc. Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto 

para o problema em análise. A Figura 4.44 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto 

obtida. 
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Figura 4.44 – Fronteira de Pareto sob diferentes perspectivas - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como nos casos apresentados anteriormente, o NBI foi capaz de construir uma 

fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que se torna uma vantagem no 

processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de maneira mais fácil, o 

comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a outra. Isto não seria 

possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, gerando uma fronteira 
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descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação uniforme dos pesos, 

favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos de mistura por meio 

da modelagem das respostas. 

Buscando-se visualizar o espaço de solução referente aos pontos Pareto ótimos, 

apresenta-se a Figura 4.45. Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de 

solução, ou seja, 1
0 0UPV ( )X XX X −= T T , visualizar como os pontos se distribuem neste espaço é 

fundamental, pois, pode dar indícios de como a variância se comporta no problema analisado. 
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Figura 4.45 – Espaço de solução - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Ao se analisar a Figura 4.45, constata-se que os pontos se deslocam no espaço de 

solução, à medida que os pesos são alterados no processo de otimização. Isto permitirá, assim 

como ocorreu nos casos anteriores, a modelagem do polinômio canônico de misturas da UPV 

em função dos pesos relacionados a cada resposta analisada. É possível perceber que os 

pontos Pareto ótimos estão distribuídos na extremidade do arranjo experimental, o que já era 

esperado uma vez que os pontos de ótimo das respostas individuais atingiram a restrição da 

região esférica. Conforme apresentado no gráfico de dispersão da variância (Figura 2.9), 

quanto mais se distancia do centro do arranjo experimental, maiores são os valores para 

variância de previsão, no caso de arranjos com 5 cp. Assim, para o problema em análise, são 

esperados altos valores para a variância de previsão. 

Com base nos dados apresentados na Tabela 4.35, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV. Assim, 

a Tabela 4.36 apresenta os resultados da análise de correlação, juntamente, com seus 

respectivos p-values. Assim como foi feito nos casos anteriores, valores de p-values menores 

que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 
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Tabela 4.36 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 6 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação -0,139 0,255 -0,372 0,718 -0,710 -0,388 -0,817 

p-value 0,251 0,033 0,002 0,000 0,000 0,001 0,000 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Tabela 4.36, percebe-se que a métrica de entropia (S(x)) não apresentou 

correlação estatisticamente significante com a UPV e a métrica DC apresentou correlação 

positiva e estatisticamente significante, de modo que sua maximização, visando aumentar a 

diversificação, levaria a uma região de maior UPV. Claramente, o fato de que os ótimos 

individuais das respostas, assim como muitos pontos Pareto ótimos, estão na extremidade do 

arranjo prejudicou a tendência de redução da variância pelas métricas de diversificação. Já o 

MAPE apresentou correlação positiva e estatisticamente significante com UPV, não sendo 

afetado pelo fato de as soluções estarem na extremidade do arranjo experimental. Dessa 

forma, as métricas obtidas pela razão entre as medidas de diversificação e a medida de erro 

apresentaram correlações negativas e estatisticamente significantes, conforme desejável no 

intuito de maximizar a diversificação, reduzindo a variância de previsão. 

O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.35. Assim, seus polinômios canônicos de mistura, com seus 

respectivos superfícies de resposta e contour plot são: 

 

1 2 3 1 2 1 3

2 3 1 1 2 3 1 2 2 3 1 2 3 3

2 2 2
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S x w w w w w w w

w w w w w w w w w w w w w w

w w w w w w w w w w w w
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+

− + − + −
 

(4.41) 
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Figura 4.46 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x) - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

1 2 1 3 2 3DC 0,617 1,410 0,648w w w w w w= + +

 

(4.42) 
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Figura 4.47 – Superfície de resposta e Contour plot para DC - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.48 – Superfície de resposta e Contour plot para DO - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

1 2 3 1 2 1 3

2 3 1 2 1 2 1 3 1 3

2 3 2 3 1 1 2 3 1 2 2 3

2
1 2 1 2
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Figura 4.49 – Superfície de resposta e Contour plot para MAPE - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

1 2 3 1 2 1 3

2 3 1 2 1 2 1 3 1 3
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Figura 4.50 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x)/MAPE - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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(4.46) 
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Figura 4.51 – Superfície de resposta e Contour plot para DC/MAPE - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.52 – Superfície de resposta e Contour plot para DO/MAPE - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.53 – Superfície de resposta e Contour plot para UPV - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como ocorreu nos casos anteriores, todos os polinômios canônicos de mistura 

tiveram ótimo ajuste, uma vez que todos possuem R2 ajustado próximo de 100%. Além disso, 

a UPV foi modelada em função dos pesos, provando que a variância de previsão depende dos 

pesos atribuídos às funções durante o processo de otimização multiobjetivo, mesmo para o 

presente caso que apresenta os pontos de ótimo das funções na extremidade do arranjo 

experimental, algo que não é desejável em modelos de superfície de resposta. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. A maximização das métricas de 

diversificação, assim como a minimização da métrica de erro, são executadas, utilizando para 

isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada métrica gera um vetor de pesos 

ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, implementado pelo NBI, 

gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. A Tabela 4.37 apresenta 

um resumo dos resultados obtidos. 

 

Tabela 4.37 – Resumo dos resultados - Caso 6 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,333 0,500 0,428 0,000 0,153 0,207 0,230 
w2 0,333 0,000 0,457 0,976 0,600 0,455 0,631 
w3 0,333 0,500 0,115 0,024 0,247 0,338 0,140 

Variáveis 
x1 1,364 1,327 1,269 0,933 1,300 1,363 1,250 
x2 -0,219 0,435 -0,267 -0,561 -0,352 -0,280 -0,361 
x3 0,826 0,938 0,828 -1,260 -0,014 0,358 0,098 

Respostas 
MRR 11,678 14,914 11,194 3,331 8,181 9,829 8,401 
Ra 0,181 0,272 0,171 0,062 0,121 0,149 0,124 
Fc 229,283 223,045 237,582 251,983 236,236 231,043 239,798 

UPV  0,528 0,607 0,461 0,588 0,326 0,382 0,305 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.37, as razões entre as métricas de 

diversificação e a métrica de erro tiveram o melhor desempenho em definir o ponto Pareto 

ótimo preferido com menor variância de previsão. Isto já era esperado devido aos valores de 

correlação negativa entre essas métricas e a UPV, conforme apresentado na Tabela 4.36. 

Entretanto, a métrica de erro, MAPE, que havia apresentado valor de correlação positivo com 

a UPV, não obteve boa performance. Isto se deve ao fato de que esta métrica, ao ser 

minimizada, praticamente alocou todo o peso em somente uma resposta, Ra. Dessa forma, o 

ponto Pareto ótimo escolhido se aproximou muito da extremidade do arranjo experimental, 

região esta com alto valor de UPV. Uma vez que a amplitude da UPV para o presente 

problema foi de 0,279 a 0,607, considera-se que as razões entre as métricas de diversificação 

e a métrica de erro, conseguiram conduzir as respostas para uma região de mínima variância. 

A Figura 4.54 apresenta os resultados obtidos com a utilização de ( ) MAPES x  e de 

DO MAPE  diretamente na fronteira Pareto ótima. 

 

5

10

0,4

15

0,3
0,2

0,1

200

220

240

260

MRR

Fc

Ra

S(x)/MAPE

DO/MAPE

 
Figura 4.54 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 6. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Como discutido anteriormente, o fato de os pontos ótimos das respostas otimizadas no 

presente caso estarem na extremidade do arranjo experimental, faz com que as respostas 

Pareto ótimas apresentem um aumento considerável na variância de previsão. Mesmo assim, o 

uso das métricas ( ) MAPES x  e DO MAPE  gerou um vetor de pesos que levou as respostas a 

uma região de mínima variância para o problema em análise, sendo que a razão DO MAPE  

foi a que obteve o melhor resultado. Apesar de a fronteira de Pareto estar localizada em uma 

região de maiores valores de variância de previsão, foi possível, assim como no caso anterior, 

modelar a UPV em função dos pesos, comprovando que os pesos utilizados no processo de 
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otimização multiobjetivo têm influência na variância de previsão da resposta obtida, mesmo 

para o caso em que as respostas não apresentaram seu ponto estacionário dentro do arranjo 

experimental. 

Por fim, com o objetivo de visualizar o impacto da variância de previsão nas respostas 

obtidas, gera-se o intervalo de confiança para cada resposta, considerando as métricas com 

melhor performance em reduzir a variância, ( ) MAPES x  e DO MAPE , além de DO, que foi a 

métrica de diversificação com melhor performance neste caso, e a métrica de erro, MAPE. 

Uma vez que o presente caso apresenta um problema real, em que as respostas apresentam 

interpretação física, essa análise se torna relevante. 

O intervalo de confiança é o intervalo de valores que contém a média da população, 

com certa probabilidade, sendo válido para uma confiança de 100(1 )%α− . Para o cálculo do 

intervalo de confiança, a Equação 2.72 será utilizada. A Tabela 4.38 apresenta os intervalos 

de confiança associados aos pontos ótimos alcançados com cada métrica, considerando-se 

5%α = , além do coeficiente de variação (CV) para cada resposta obtida. 

 

Tabela 4.38 – Intervalos de confiança - Caso 6 

MRR Limite Inferior Média Limite Superior 
Desvio-
padrão 

CV 

DO 10,683 11,194 11,704 0,226 0,020 
MAPE 2,755 3,331 3,908 0,255 0,077 

( ) MAPES x  7,751 8,181 8,610 0,190 0,023 
DO MAPE  7,986 8,401 8,815 0,183 0,022 

Ra Limite Inferior Média Limite Superior 
Desvio-
padrão 

CV 

DO 0,109 0,170847 0,233027 0,027 0,161 
MAPE 0,000 0,06239 0,132624 0,031 0,498 

( ) MAPES x  0,069 0,121156 0,173473 0,023 0,191 
DO MAPE  0,073 0,123879 0,174424 0,022 0,180 

Fc Limite Inferior Média Limite Superior 
Desvio-
padrão 

CV 

DO 211,680 237,582 263,485 11,450 0,048 
MAPE 222,725 251,983 281,241 12,934 0,051 

( ) MAPES x  214,442 236,236 258,030 9,634 0,041 
DO MAPE  218,742 239,798 260,854 9,308 0,039 

  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base nos intervalos de confiança para cada resposta, percebe-se que os valores 

obtidos com a métrica DO MAPE  são os menores, logo apresentam menor variabilidade e 

maior confiabilidade para o caso analisado. Com relação ao CV, percebe-se que a métrica 

com maiores valores para cada resposta foi o MAPE, o que já era esperado, pois, esta métrica 
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gerou um ponto Pareto ótimo em uma região com alto valor para a variância de previsão. 

Ainda com relação ao CV, a resposta Ra apresentou os maiores valores, sendo, por isso, 

considerada a resposta mais difícil de se controlar para o problema em análise. 

 

4.7 – CASO 7 

Para a análise do sétimo caso, o método proposto neste trabalho foi empregado para 

otimizar um processo de acoplamento oxidativo do metano, a partir do gás natural de baixo 

valor de mercado. Na composição do gás natural, pode ser encontrada uma mistura de vários 

hidrocarbonetos, tais como, metano (CH4), etano (C2H6), propano (C3H8), butano (C4H10) e 

diluentes inertes, tais como o dióxido de carbono (CO2) (FARZANEH-GORD et al., 2015). 

Entre as grandes reservas de gás natural disponíveis pelo mundo, existem quantidades 

significativas de gás natural de baixo valor de mercado, contendo altas concentrações de 

dióxido de carbono. Devido à dificuldade de transporte desse tipo de produto, 11% do gás é 

reinjetado e outros 4% são queimados ou liberados na atmosfera, o que se configura um 

desperdício de uma fonte de hidrocarbonetos (ESCHE et al., 2015). 

Segundo Istadi e Amin (2006), a alta razão dióxido de carbono/metano (CO2/CH4) 

existente no gás natural de baixo valor deveria ser estrategicamente utilizado para a produção 

de químicos com alto valor agregado, tais como hidrocarbonetos de maiores moléculas e 

combustíveis líquidos, sem ter de separar o dióxido de carbono primeiro. Assim, a rota direta 

que converte o metano em hidrocarbonetos de maior molécula em um passo por reações de 

acoplamento oxidativo do metano, por ser mais economicamente atrativa, tem sido 

intensivamente estudada (SHAHHOSSEINI et al., 2016). 

Embora a reação de acoplamento oxidativo do metano seja uma reação altamente 

exotérmica, esta requer uma temperatura elevada e um catalisador adequado. Nesse contexto, 

Istadi e Amin (2005) e Istadi e Amin (2006) propuseram utilizar catalisadores à base de óxido 

de cério (CeO2) misturados com óxido de cálcio (CaO) e óxido de manganês (MnO) na 

otimização multiobjetivo do processo de acoplamento oxidativo do metano por dióxido de 

carbono. De acordo com esses autores, os parâmetros ótimos de operação, tais como razão 

CO2/CH4, temperatura do reator e a composição do catalisador à base de CeO2 fornecem 

informação essencial para o processo industrial de acoplamento oxidativo do metano por 

dióxido de carbono. 

Assim, para o presente caso, são consideradas como respostas a porcentagem de 

conversão do metano, a porcentagem de seletividade do hidrocarboneto e a porcentagem de 

produtividade do hidrocarboneto. As variáveis de decisão são razão CO2/CH4, temperatura do 
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reator, porcentagem de CaO no catalisador à base de CeO2 e porcentagem de MnO no 

catalisador à base de CeO2. Os catalisadores foram preparados pelo método de impregnação 

convencional, como descrito por Istadi e Amin (2006). A porcentagem de conversão do 

metano, a porcentagem de seletividade do hidrocarboneto e a porcentagem de produtividade 

do hidrocarboneto são expressas como carbono no metano, como definido por Wang et al. 

(1999). 

Com o intuito de maximizar as respostas analisadas, um conjunto sequencial de 

experimentos foi estabelecido usando um CCD, construído de acordo com o design de 

superfície de resposta 24, com 8 pontos axiais e 2 pontos centrais, gerando 26 experimentos. A 

Tabela 4.39 apresenta o CCD para este processo, no qual x1 representa a razão CO2/CH4, x2 a 

temperatura do reator, x3 a porcentagem de CaO no catalisador, x4 a porcentagem de MnO no 

catalisador, y1 a porcentagem de conversão do metano, y2 a porcentagem de seletividade do 

hidrocarboneto e y3 representa a porcentagem de produtividade do hidrocarboneto. Ainda, 

segundo Istadi e Amin (2005), as condições experimentais fixas são: peso do catalisador igual 

a 2g; fluxo de alimentação total igual a 100 ml/minuto; e pressão total igual a 1 atm. 

Tabela 4.39 – CCD para y1, y2 e y3 - Caso 7 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Istadi e Amin (2006). 

N x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 
1 -1 -1 -1 -1 2.63 69.01 1.82 
2 +1 -1 -1 -1 2.68 60.20 1.61 
3 -1 +1 -1 -1 7.95 32.71 2.60 
4 +1 +1 -1 -1 9.74 18.73 1.82 
5 -1 -1 +1 -1 1.76 24.62 0.43 
6 +1 -1 +1 -1 2.92 55.95 1.63 
7 -1 +1 +1 -1 9.92 27.84 2.76 
8 +1 +1 +1 -1 13.41 16.21 2.17 
9 -1 -1 -1 +1 2.20 78.15 1.72 
10 +1 -1 -1 +1 2.29 78.37 1.80 

11 -1 +1 -1 +1 7.80 35.98 2.81 

12 +1 +1 -1 +1 8.70 33.12 2.88 

13 -1 -1 +1 +1 1.25 42.64 0.53 

14 +1 -1 +1 +1 1.55 64.79 1.00 

15 -1 +1 +1 +1 9.03 34.62 3.13 

16 +1 +1 +1 +1 10.89 30.78 3.35 

17 -2 0 0 0 2.27 70.51 1.60 

18 +2 0 0 0 2.47 65.18 1.61 

19 0 -2 0 0 0.54 24.30 0.13 
20 0 +2 0 0 16.59 14.32 2.38 
21 0 0 -2 0 4.33 74.63 3.23 
22 0 0 +2 0 3.70 66.30 2.45 
23 0 0 0 -2 4.71 74.07 3.49 
24 0 0 0 +2 4.53 75.24 3.41 
25 0 0 0 0 4.81 72.58 3.49 
26 0 0 0 0 5.06 75.64 3.83 
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As variáveis de decisão foram analisadas de forma codificada (coded), com o intuito 

de reduzir a variância. Para esta finalidade, a Equação 2.56 foi utilizada. Adotando essas 

condições experimentais, os experimentos foram realizados usando os parâmetros definidos 

na Tabela 4.40. 

Tabela 4.40 – Fatores e respectivos níveis - Caso 7 

Fatores Símbolo 
Níveis 

-2 -1 0 1 2 
Razão CO2/CH4 x1 1 1.5 2 2.5 3 

Temperatura do reator (ºK) x2 973 1048 1123 1198 1273 
CaO (%) x3 5 10 15 20 25 
MnO (%) x4 1 3 5 7 9 

Fonte: Istadi e Amin (2006). 

 

Segundo Myers et al. (2009), o uso de 2 cp não é recomendável por não garantir uma 

boa dispersão da variância de previsão por toda a região experimental. Já o uso de 4 2kα =  

garante a rotacionalidade. Um arranjo rotacionável é aquele para o qual a variância de 

previsão tem o mesmo valor em qualquer dois pontos que estão à mesma distância do centro 

do arranjo, ou seja, a variância de previsão é constante em esferas. 

A análise dos dados experimentais, correspondentes ao Passo 1, geram a modelagem 

matemática apresentada na Tabela 4.41, modelagem esta que equivale ao Passo 2 do método 

proposto. 

 

Tabela 4.41 – Modelos matemáticos para as funções objetivo - Caso 7 

Termos y1 y2 y3 

Constante 4,9350 74,1100 3,6600 
x1 0,4183 0,0800 0,0200 
x2 3,8442 -10,9875 0,6450 

x3 0,2283 -5,2283 -0,1508 

x4 -0,3192 3,9800 0,0925 

x1 x1 -0,4700 -3,9140 -0,5610 
x2 x2 1,0788 -16,0477 -0,6485 
x3 x3 -0,0588 -3,2590 -0,2523 
x4 x4 0,0925 -2,2115 -0,0998 

x1 x2 0,4025 -4,8250 -0,1638 

x1 x3 0,2488 3,9650 0,1338 

x1 x4 -0,2088 1,1725 0,0763 

x2 x3 0,7113 5,4150 0,2913 
x2 x4 -0,1188 -0,9475 0,2038 
x3 x4 -0,2050 0,2025 -0,0212 

p-value 0,000 0,030 0,000 

R
2 (%) 97,47% 80,29% 94,82% 

R
2ajustado (%) 94,24% 55,21% 88,22% 

Valores em negrito representam termos significantes nos modelos (p-value< 5%). 
Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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A adequação dos modelos foi analisada pela ANOVA. Os p-values para as funções 

objetivo em análise mostram uma regressão estatisticamente significante ao nível de 

significância de 5%, provando a adequação das funções. Os valores de R
2 mostram que os 

modelos têm um bom ajuste. Entretanto, quando se analisa o R
2 ajustado, a resposta y2, 

referente à porcentagem de seletividade do hidrocarboneto, apresenta um valor baixo 

(55,21%). Isto mostra que a inclusão de algumas variáveis não favoreceram o ajuste do 

modelo. Mesmo assim, para efeito de comparação, se optou por manter todas as variáveis no 

modelo. 

Com o intuito de comparar como cada variável de decisão afeta cada resposta, os 

gráficos de efeito principal para as três respostas em análise são mostrados na Figura 4.55. 
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Figura 4.55 – Gráficos de efeito principal - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

De acordo com esta análise, a temperatura do reator (x2) é o fator mais significante no 

aumento da conversão de CH4 (y1). Porém, ao aumentar a temperatura do reator a um valor 

superior a 1123ºK, há uma diminuição da seletividade (y2) e da produtividade (y3). Assim, 

com o objetivo de aumentar y1, se estaria reduzindo y2 e y3, o que mostra a natureza 

conflitante dos objetivos. 
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Visando checar a convexidade das funções, pode-se analisar a natureza do ponto 

estacionário usando a Equação 2.12. Para y1 os autovalores são [1.2205; -0.5222; -0,1821; 

0.1263], para y2 os autovalores são [-17.1859; -4.6067; -2.3090; -1.3305] e para y3 os 

autovalores são [-0.7656; -0.5133; -0.2047; -0.0781]. Os diferentes sinais dos autovalores de 

y1 indicam que a função não é nem côncava nem convexa e seu ponto estacionário é um ponto 

de sela. Os sinais negativos dos autovalores de y2 e y3 indicam que as funções são côncavas e 

seus respectivos pontos estacionários são pontos de máximo. Novamente, as diferentes 

convexidades das funções objetivo justificam o uso do NBI. A Figura 4.56 apresenta a 

superfície de resposta para os modelos gerados. 
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Figura 4.56 – Superfícies de resposta (para x3 = 15, x4 = 5) - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Para implementar o NBI, que equivale ao Passo 3 da presente proposta, a matriz payoff 

foi inicialmente estimada, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 4.42. O ponto de 

ótimo da função de conversão de CH4 (y1) não está dentro da região experimental, e os pontos 

de ótimo das funções de seletividade (y2) e produtividade (y3) situam-se dentro da região 

experimental. Isto pode ser provado se observar que o valor do multiplicador de Lagrange 

associado à restrição da região esférica, 2T α≤x x , é diferente de zero, ao se otimizar 

individualmente y1, sendo igual a zero no caso das outras duas funções. 
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Tabela 4.42 – Matriz payoff para as funções objetivo - Caso 7 

y1 y2 y3 

17,12 0,00 2,62 

3,38 82,61 2,94 

7,79 59,63 3,93 
Valores em negrito representam ótimos individuais. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Uma vez implementado o NBI, um arranjo de misturas para os pesos de cada função 

objetivo (Passo 4) foi definido. Subsequentemente, a solução de otimização do NBI foi obtido 

para cada condição experimental definida pelo arranjo de misturas (Passo 5). Baseado nesses 

resultados, procedeu-se, então, ao cálculo das métricas a serem utilizadas para a definição dos 

pesos ótimos e escolha do ponto Pareto ótimo preferido (Passo 6). Os resultados são 

apresentados na Tabela 4.43, que apresenta um arranjo simplex lattice de grau 10. 

 

Tabela 4.43 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 7 (Parte I) 

Pesos 
y1 y2 y3 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
1,00 0,00 0,00 17,12 0,00 2,62 0,00 0,00 0,00 0,44 0,00 0,00 0,00 0,58 
0,90 0,10 0,00 16,17 10,21 2,69 0,33 0,15 0,31 0,42 0,78 0,36 0,74 0,58 
0,90 0,00 0,10 16,49 7,38 2,78 0,33 0,05 0,18 0,41 0,79 0,11 0,43 0,58 
0,80 0,20 0,00 14,99 19,38 2,75 0,50 0,26 0,55 0,40 1,26 0,66 1,38 0,58 
0,80 0,10 0,10 15,40 16,94 2,84 0,64 0,18 0,45 0,39 1,64 0,46 1,15 0,58 
0,80 0,00 0,20 15,73 14,12 2,93 0,50 0,08 0,31 0,39 1,29 0,21 0,80 0,58 
0,70 0,30 0,00 13,68 27,92 2,79 0,61 0,34 0,72 0,38 1,59 0,90 1,87 0,58 
0,70 0,20 0,10 14,14 25,68 2,89 0,80 0,28 0,65 0,38 2,13 0,75 1,74 0,58 
0,70 0,10 0,20 14,53 23,16 2,98 0,80 0,20 0,55 0,37 2,16 0,55 1,49 0,58 
0,70 0,00 0,30 14,86 20,34 3,07 0,61 0,11 0,41 0,37 1,66 0,29 1,11 0,58 
0,60 0,40 0,00 12,25 35,91 2,81 0,67 0,39 0,82 0,38 1,78 1,04 2,17 0,58 
0,60 0,30 0,10 12,72 33,78 2,91 0,90 0,35 0,79 0,37 2,43 0,95 2,14 0,58 
0,60 0,20 0,20 13,16 31,47 3,01 0,95 0,29 0,72 0,36 2,63 0,80 2,00 0,54 
0,60 0,10 0,30 13,56 28,96 3,11 0,90 0,22 0,61 0,36 2,52 0,61 1,73 0,51 
0,60 0,00 0,40 13,90 26,22 3,20 0,67 0,12 0,47 0,35 1,91 0,35 1,33 0,50 
0,50 0,50 0,00 10,70 43,38 2,83 0,69 0,41 0,86 0,38 1,84 1,09 2,27 0,52 
0,50 0,40 0,10 11,21 41,40 2,93 0,94 0,39 0,86 0,37 2,58 1,05 2,35 0,48 
0,50 0,30 0,20 11,70 39,32 3,04 1,03 0,35 0,82 0,36 2,89 0,97 2,31 0,45 
0,50 0,20 0,30 12,16 37,10 3,14 1,03 0,29 0,75 0,35 2,96 0,83 2,16 0,42 
0,50 0,10 0,40 12,57 34,68 3,23 0,94 0,22 0,64 0,34 2,76 0,64 1,87 0,40 
0,50 0,00 0,50 12,94 32,01 3,32 0,69 0,13 0,49 0,34 2,06 0,38 1,45 0,40 
0,40 0,60 0,00 9,10 50,60 2,84 0,67 0,39 0,82 0,38 1,78 1,04 2,17 0,42 
0,40 0,50 0,10 9,64 48,77 2,95 0,94 0,39 0,86 0,37 2,58 1,06 2,35 0,40 
0,40 0,40 0,20 10,17 46,85 3,05 1,05 0,37 0,86 0,35 2,98 1,04 2,42 0,38 
0,40 0,30 0,30 10,67 44,84 3,16 1,09 0,33 0,82 0,34 3,17 0,96 2,38 0,36 
0,40 0,20 0,40 11,15 42,69 3,26 1,05 0,28 0,74 0,33 3,15 0,83 2,21 0,35 
0,40 0,10 0,50 11,58 40,35 3,36 0,94 0,21 0,62 0,33 2,88 0,64 1,91 0,34 
0,40 0,00 0,60 11,96 37,76 3,45 0,67 0,12 0,47 0,32 2,09 0,39 1,45 0,34 
0,30 0,70 0,00 7,46 57,67 2,84 0,61 0,34 0,72 0,38 1,60 0,91 1,89 0,36 
0,30 0,60 0,10 8,03 55,94 2,95 0,90 0,36 0,79 0,37 2,44 0,98 2,15 0,34 
0,30 0,50 0,20 8,58 54,15 3,06 1,03 0,36 0,82 0,35 2,90 1,00 2,32 0,33 
0,30 0,40 0,30 9,12 52,28 3,17 1,09 0,34 0,82 0,34 3,18 0,99 2,39 0,32 
0,30 0,30 0,40 9,64 50,33 3,28 1,09 0,30 0,77 0,33 3,29 0,92 2,33 0,32 
0,30 0,20 0,50 10,13 48,25 3,38 1,03 0,25 0,69 0,32 3,20 0,79 2,15 0,31 
0,30 0,10 0,60 10,58 45,99 3,48 0,90 0,19 0,57 0,31 2,87 0,61 1,82 0,31 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Tabela 4.43 – Arranjo de misturas e cálculos das métricas - Caso 7 (Parte II) 

Pesos 
y1 y2 y3 ( )S x  DC DO MAPE 

( )S x

MAPE
 

DC

MAPE
 

DO

MAPE
 UPV 

w1 w2 w3 
0,30 0,00 0,70 10,97 43,46 3,58 0,61 0,11 0,41 0,31 1,98 0,35 1,33 0,31 
0,20 0,80 0,00 5,82 64,68 2,85 0,50 0,26 0,55 0,38 1,30 0,68 1,43 0,32 
0,20 0,70 0,10 6,40 63,01 2,96 0,80 0,30 0,65 0,37 2,17 0,80 1,76 0,32 
0,20 0,60 0,20 6,97 61,30 3,07 0,95 0,31 0,72 0,36 2,66 0,88 2,02 0,31 
0,20 0,50 0,30 7,53 59,54 3,18 1,03 0,31 0,75 0,34 3,00 0,91 2,18 0,31 
0,20 0,40 0,40 8,07 57,72 3,29 1,05 0,30 0,74 0,33 3,19 0,90 2,23 0,31 
0,20 0,30 0,50 8,60 55,82 3,40 1,03 0,27 0,69 0,32 3,23 0,84 2,16 0,31 
0,20 0,20 0,60 9,10 53,80 3,51 0,95 0,22 0,60 0,31 3,08 0,72 1,95 0,32 
0,20 0,10 0,70 9,57 51,60 3,61 0,80 0,16 0,48 0,30 2,67 0,54 1,59 0,32 
0,20 0,00 0,80 9,97 49,11 3,70 0,50 0,08 0,31 0,29 1,70 0,28 1,06 0,32 
0,10 0,90 0,00 4,19 71,78 2,86 0,33 0,15 0,31 0,39 0,84 0,38 0,80 0,31 
0,10 0,80 0,10 4,77 70,11 2,97 0,64 0,20 0,45 0,37 1,71 0,54 1,20 0,31 
0,10 0,70 0,20 5,34 68,43 3,08 0,80 0,24 0,55 0,36 2,24 0,66 1,53 0,31 
0,10 0,60 0,30 5,92 66,73 3,19 0,90 0,26 0,61 0,34 2,60 0,74 1,77 0,32 
0,10 0,50 0,40 6,48 64,99 3,30 0,94 0,26 0,63 0,33 2,84 0,79 1,91 0,33 
0,10 0,40 0,50 7,03 63,20 3,41 0,94 0,25 0,62 0,32 2,96 0,78 1,94 0,34 
0,10 0,30 0,60 7,57 61,33 3,52 0,90 0,22 0,57 0,31 2,93 0,72 1,85 0,35 
0,10 0,20 0,70 8,08 59,36 3,63 0,80 0,18 0,47 0,30 2,71 0,61 1,61 0,36 
0,10 0,10 0,80 8,55 57,20 3,73 0,64 0,12 0,34 0,29 2,23 0,42 1,20 0,36 
0,10 0,00 0,90 8,95 54,68 3,82 0,33 0,05 0,18 0,28 1,16 0,17 0,63 0,34 
0,00 1,00 0,00 3,38 82,61 2,94 0,00 0,00 0,00 0,35 0,00 0,00 0,00 0,40 
0,00 0,90 0,10 3,96 80,97 3,06 0,33 0,07 0,17 0,34 0,96 0,21 0,51 0,58 
0,00 0,80 0,20 4,36 78,47 3,15 0,50 0,13 0,31 0,33 1,51 0,38 0,93 0,58 
0,00 0,70 0,30 4,74 75,87 3,24 0,61 0,17 0,40 0,33 1,87 0,51 1,24 0,58 
0,00 0,60 0,40 5,11 73,27 3,34 0,67 0,19 0,46 0,32 2,09 0,59 1,43 0,58 
0,00 0,50 0,50 5,49 70,68 3,43 0,69 0,20 0,48 0,32 2,18 0,62 1,52 0,58 
0,00 0,40 0,60 5,90 68,22 3,52 0,67 0,19 0,46 0,31 2,16 0,61 1,48 0,32 
0,00 0,30 0,70 6,37 66,08 3,63 0,61 0,17 0,40 0,30 2,02 0,55 1,34 0,35 
0,00 0,20 0,80 6,94 64,36 3,74 0,50 0,13 0,31 0,29 1,74 0,44 1,07 0,42 
0,00 0,10 0,90 7,54 62,77 3,85 0,33 0,07 0,17 0,27 1,19 0,26 0,63 0,41 
0,00 0,00 1,00 7,79 59,62 3,93 0,00 0,00 0,00 0,27 0,00 0,00 0,00 0,31 
0,33 0,33 0,33 9,81 49,17 3,20 1,10 0,33 0,81 0,34 3,24 0,97 2,39 0,33 
0,67 0,17 0,17 13,96 26,85 2,96 0,87 0,26 0,65 0,37 2,35 0,71 1,76 0,58 
0,17 0,67 0,17 6,23 64,24 3,04 0,87 0,28 0,65 0,36 2,40 0,79 1,79 0,31 
0,17 0,17 0,67 8,92 54,95 3,58 0,87 0,19 0,53 0,30 2,88 0,63 1,75 0,33 

 Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 
Os dados contidos na Tabela 4.43 correspondem aos pontos Pareto ótimos da 

otimização das funções de conversão de CH4 (y1), de seletividade (y2) e de produtividade de 

hidrocarboneto (y3). Esse conjunto de pontos forma a fronteira de Pareto para o problema em 

análise. A Figura 4.57 apresenta graficamente a Fronteira de Pareto obtida. 
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Figura 4.57 – Fronteira de Pareto sob diferentes perspectivas - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Assim como nos casos apresentados anteriormente, o NBI foi capaz de construir uma 

fronteira de Pareto com pontos uniformemente distribuídos, o que se torna uma vantagem no 

processo de tomada de decisão por permitir ao decisor avaliar, de maneira mais fácil, o 

comportamento trade-off e como a priorização de uma resposta afeta a outra. Isto não seria 

possível se houvesse a aglomeração de soluções em algum ponto, gerando uma fronteira 

descontínua. Já o arranjo de misturas, ao fornecer uma combinação uniforme dos pesos, 

favorece a construção da fronteira e a obtenção dos polinômios canônicos de mistura por meio 

da modelagem das respostas. 

Uma vez que a variância da previsão é medida no espaço de solução, visualizar como 

os pontos se distribuem neste espaço seria de grande importância. Entretanto, por se tratar de 

um problema com quatro variáveis de decisão, a avaliação gráfica não se aplica. Baseando-se 

somente no fato de que uma das respostas apresenta seu ótimo na extremidade do arranjo 

experimental e que o caso analisado possui somente 2 cp em seu arranjo experimental, altos 

valores de variância de previsão são esperados. Assim, com o intuito de realizar uma análise 

preliminar a respeito do comportamento da variância de previsão, foi realizada uma análise de 

correlação de Pearson entre as métricas de ponderação e a medida de variância, UPV, com 

base nos dados apresentados na Tabela 4.43, gerando a Tabela 4.44. Valores de p-values 

menores que 5% indicam correlações estatisticamente significantes. 

 

Tabela 4.44 – Correlação de Pearson entre as métricas e a variância - Caso 7 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

UPV 
Correlação -0,318 -0,103 -0,161 0,500 -0,407 -0,189 -0,266 

p-value 0,007 0,398 0,182 0,000 0,000 0,117 0,026 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Os resultados apresentados na Tabela 4.44 mostram que, das métricas de 

diversificação, somente S(x) apresentou correlação estatisticamente significante, apesar de 

todas terem apresentado correlação negativa com UPV. Das métricas obtidas pela razão 

diversificação/erro obtiveram significância estatística ( ) MAPES x  e DO MAPE . Essa 

significância estatística ocorreu muito em função da métrica de erro MAPE que, em termos 

absolutos, apresentou o maior valor para correlação e com significância estatística. 

O Passo 7 engloba a modelagem das métricas de ponderação, a partir dos dados 

apresentados na Tabela 4.43. Assim, seus polinômios canônicos de mistura, com seus 

respectivos superfícies de resposta e contour plot são: 
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Figura 4.58 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x) - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.59 – Superfície de resposta e Contour plot para DC - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.60 – Superfície de resposta e Contour plot para DO - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.61 – Superfície de resposta e Contour plot para MAPE - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.62 – Superfície de resposta e Contour plot para S(x)/MAPE - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.63 – Superfície de resposta e Contour plot para DC/MAPE - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 
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Figura 4.64 – Superfície de resposta e Contour plot para DO/MAPE - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

1 2 3 1 3 2 3

1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3

2 2
1 2 2 3 1 2 1 2 1 3 1 3

2 3 2

UPV 0,583 0, 443 0,349 0,307 0,343

            1,143 ( ) 0,822 ( ) 0,803 ( )

            10,662 1,260 ( ) 0,810 ( )

            0,644 (

w w w w w w w

w w w w w w w w w w w w

w w w w w w w w w w w w

w w w w

= + + − + +

− + − + − −

− − + − +

− 2
3 )  

(4.56) 

 

w2

1,00

w3

w2
0,3

1,00

0,00

0,4

UPV
0,5

0,6

0,00

0,00
1,00

0,00

w1

       

w1

0

1

w2
1

0

w3
1

0

>  

–  

–  
–  

–  

–  

–  

<  0,30

0,30 0,35

0,35 0,40

0,40 0,45

0,45 0,50
0,50 0,55

0,55 0,60

0,60

UPV

 
Figura 4.65 – Superfície de resposta e Contour plot para UPV - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Assim como ocorreu nos casos anteriores, todos os polinômios canônicos de mistura 

tiveram ótimo ajuste, uma vez que todos possuem R2 ajustado próximo de 100%. O modelo 

que apresentou menor R
2 ajustado foi UPV que apresentou valor de 91,06%, valor 

considerado aceitável. Além disso, a UPV foi modelada em função dos pesos, provando que a 

variância de previsão depende dos pesos atribuídos às funções durante o processo de 

otimização multiobjetivo, mesmo para o presente caso que apresenta o ponto de ótimo de uma 
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das funções na extremidade do arranjo experimental, algo que não é desejável em modelos de 

superfície de resposta, além do arranjo possuir somente 2 cp. 

Por fim, executa-se o Passo 8, que consiste na determinação dos pesos a serem 

utilizados para a escolha do ponto Pareto ótimo preferido. A maximização das métricas de 

diversificação, assim como a minimização da métrica de erro, são executadas, utilizando para 

isso o algoritmo GRG. Esse processo executado para cada métrica gera um vetor de pesos 

ótimos a serem utilizados no problema de otimização original, implementado pelo NBI, 

gerando uma resposta ótima diferente, permitindo sua comparação. A Tabela 4.45 apresenta 

um resumo dos resultados obtidos. 

 

Tabela 4.45 – Resumo dos resultados - Caso 7 

 
 

( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 

Pesos 
w1 0,333 0,500 0,448 0,000 0,294 0,496 0,381 
w2 0,333 0,500 0,447 0,000 0,315 0,504 0,384 
w3 0,333 0,000 0,105 1,000 0,390 0,000 0,235 

Variáveis 

x1 0,733 0,937 0,877 0,010 0,705 0,942 0,804 
x2 0,742 0,806 0,786 0,693 0,709 0,798 0,759 
x3 1,134 1,440 1,350 0,025 1,062 1,435 1,237 
x4 -0,212 -0,337 -0,304 1,162 -0,175 -0,335 -0,231 

Respostas 
y1 9,813 10,699 10,426 7,791 9,501 10,642 10,056 
y2 49,172 43,376 45,170 59,619 50,941 43,642 47,545 
y3 3,204 2,827 2,946 3,933 3,270 2,827 3,093 

UPV  0,331 0,517 0,436 0,311 0,317 0,513 0,367 
  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base nos resultados apresentados na Tabela 4.45, a métrica de erro, MAPE, 

obteve o melhor desempenho em definir o ponto Pareto ótimo preferido com menor variância 

de previsão. Porém, ao alocar todo o peso somente em uma função, a utilização desta métrica 

descaracterizaria o problema como multiobjetivo. Ao se associar a métrica de entropia com a 

métrica de erro, ( ) MAPES x , os pesos foram diversificados sem alterar demasiadamente a 

variância de previsão. Uma vez que a amplitude da UPV para o presente problema foi de 

0,311 a 0,583, considera-se que as métrica S(x), MAPE, ( ) MAPES x  e DO MAPE  

conseguiram conduzir as respostas para uma região de mínima variância. A Figura 4.66 

apresenta os resultados obtidos com a utilização de MAPE e de ( ) MAPES x  diretamente na 

fronteira Pareto ótima. 
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Figura 4.66 – Fronteira de Pareto e os resultados da otimização - Caso 7. 

Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Como discutido anteriormente, o fato de o ponto ótimo de uma das respostas 

otimizadas no presente caso estar na extremidade do arranjo experimental associado ao fato 

de que somente 2 cp foram utilizados no arranjo experimental, faz com que algumas respostas 

Pareto ótimas apresentem um aumento considerável na variância de previsão. Mesmo assim, o 

uso das métricas MAPE e ( ) MAPES x  gerou um vetor de pesos que levou as respostas a uma 

região de mínima variância para o problema em análise, sendo que a razão ( ) MAPES x  foi a 

que obteve o melhor resultado, por permitir maior diversificação entre as respostas a serem 

otimizadas. Apesar de a fronteira de Pareto estar localizada em uma região de maiores valores 

de variância de previsão, foi possível, assim como nos casos anteriores, modelar a UPV em 

função dos pesos, comprovando que os pesos utilizados no processo de otimização 

multiobjetivo têm influência na variância de previsão da resposta obtida, mesmo para o caso 

em que se utiliza somente 2 cp no arranjo experimental. 

Por fim, com o objetivo de visualizar o impacto da variância de previsão nas respostas 

obtidas, gera-se o intervalo de confiança para cada resposta, considerando as métricas com 

melhor performance em reduzir a variância, S(x), MAPE, ( ) MAPES x  e DO MAPE . Uma 

vez que o presente caso apresenta um problema real, em que as respostas apresentam 

interpretação física, essa análise se torna relevante. 

O intervalo de confiança é o intervalo de valores que contém a média da população, 

com certa probabilidade, sendo válido para uma confiança de 100(1 )%α− . Para o cálculo do 

intervalo de confiança, a Equação 2.72 será utilizada. A Tabela 4.46 apresenta os intervalos 

de confiança associados aos pontos ótimos alcançados com cada métrica, considerando-se 

5%α = , além do coeficiente de variação (CV) para cada resposta obtida. 
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Tabela 4.46 – Intervalos de confiança - Caso 7 

y1 Limite Inferior Média Limite Superior 
Desvio-
padrão 

CV 

( )S x  8,554 9,813 11,072 0,572 0,058 
MAPE 6,572 7,791 9,010 0,554 0,071 

( ) MAPES x  8,269 9,501 10,733 0,560 0,059 
DO MAPE  8,732 10,056 11,380 0,602 0,060 

y2 
Limite Inferior Média Limite Superior 

Desvio-
padrão 

CV 

( )S x  29,959 49,1721 68,3854 8,729 0,178 
MAPE 41,011 59,6190 78,2267 8,454 0,142 

( ) MAPES x  32,137 50,9413 69,7453 8,543 0,168 
DO MAPE  27,331 47,5448 67,7591 9,184 0,193 

y3 
Limite Inferior Média Limite Superior 

Desvio-
padrão 

CV 

( )S x  2,762 3,204 3,646 0,201 0,063 
MAPE 3,505 3,933 4,361 0,194 0,049 

( ) MAPES x  2,838 3,270 3,702 0,196 0,060 
DO MAPE  2,628 3,093 3,557 0,211 0,068 

  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base nos intervalos de confiança para cada resposta, percebe-se que os valores 

obtidos com as métricas MAPE e ( ) MAPES x  são os menores, logo apresentam menor 

variabilidade e maior confiabilidade para o caso analisado. Entretanto, para o caso analisado, 

os resultados gerados pela métrica ( ) MAPES x  são preferíveis, uma vez que a utilização do 

MAPE gerou a otimização de uma única resposta, a produtividade de hidrocarboneto (y3). 

Com relação ao CV, percebe-se que a resposta seletividade de hidrocarboneto (y2) apresentou 

os maiores valores, sendo, por isso, considerada a resposta mais difícil de se controlar para o 

problema em análise. 

 

4.8 – ANÁLISE COMPARATIVA ENTRE OS CASOS 

Após a apresentação dos casos, se faz necessária a comparação entre seus resultados, 

relativos à variância de previsão, com o intuito de gerar conclusões válidas para o presente 

estudo.  

Inicialmente, as médias da UPV geradas por cada métrica foi analisada. A ANOVA 

foi utilizada visando determinar a existência de diferença estatisticamente significante para os 

valores médios em questão. Como o p-value gerado foi 0,002, rejeita-se a hipótese nula de 

que as médias são iguais, ou seja, pelo menos uma das médias é diferente entre si. 

Complementarmente, a análise de comparações múltiplas é realizada com o intuito de 

visualizar onde se dá a diferença entre os valores médios da UPV. A Tabela 4.47 apresenta os 
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resultados de UPV para cada métrica em cada caso analisado, sua média e o resultado da 

análise de comparação múltipla. 

 

Tabela 4.47 – Análise comparativa 

UPV ( )S x  DC DO MAPE 
( )

MAPE
S x

 
DC

MAPE
 

DO
MAPE

 Mínimo Máximo 

Caso 1 0,242 0,242 0,242 0,211 0,219 0,221 0,221 0,207 0,403 
Caso 2 0,190 0,190 0,190 0,195 0,193 0,192 0,192 0,190 0,403 
Caso 3 0,195 0,195 0,195 0,198 0,191 0,191 0,191 0,191 0,207 
Caso 4 0,191 0,190 0,192 0,195 0,191 0,190 0,191 0,190 0,403 
Caso 5 0,463 0,491 0,471 0,362 0,392 0,413 0,402 0,339 0,499 
Caso 6 0,528 0,607 0,461 0,588 0,326 0,382 0,305 0,279 0,607 
Caso 7 0,331 0,517 0,436 0,311 0,317 0,513 0,367 0,311 0,583 
Média 0,306 0,348 0,313 0,294 0,261 0,300 0,267 0,244 0,444 
Grupos A, B A, B A, B B B A, B B B A 

  Fonte: Elaborado pelo autor (2017). 

 

Com base na Tabela 4.47, pode-se afirmar que as médias de UPV geradas pelas 

métricas S(x), DC, DO e DC MAPE  não apresentam diferença estatisticamente significante 

às médias dos valores mínimos e máximos de UPV para os problemas analisados. Por isso, as 

médias de UPV relativas a essas métricas são classificadas como "A, B". Por outro lado, as 

médias de UPV geradas pelas métricas MAPE, ( ) MAPES x  e DO MAPE  apresentam 

valores estatisticamente diferentes da média dos valores máximos de UPV, enquanto não 

apresentam diferenças estatisticamente significantes quando comparadas à média dos valores 

mínimos de UPV para os problemas analisados. Esses valores estão em negrito na Tabela 

4.47. 

De maneira geral, as métricas foram capazes de reduzir a variância de previsão, ao 

definir o vetor de pesos para a definição do ponto Pareto ótimo preferido. Porém, alguns 

pontos devem ser destacados: 1. a utilização de 2 cp no arranjo experimental, além de 

aumentar de modo geral a variância de previsão, prejudica a redução da UPV pelas métricas 

utilizadas, principalmente as métricas de diversificação, S(x), DC e DO; 2. modelos 

matemáticos cujos pontos de ótimo se situam fora da região experimental, prejudicam a 

redução da UPV pelas métricas de diversificação e pela métrica de erro, sendo a mais afetada 

a métrica de erro; 3. algumas métricas geraram pesos iguais a zero para alguns problemas, 

como é o caso da métrica de diversificação, DC, da métrica de erro, MAPE e da razão de 

ambas; 4. em todos os casos analisados, as métricas ( ) MAPES x  e DO MAPE , obtidas pela 

razão entre medidas de diversificação e erro, foram eficientes em gerar vetor de pesos que 

levaram à redução da UPV, para o ponto Pareto ótimo escolhido, mantendo a diversificação 
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entre as respostas; e 5. em todos os casos analisados, foi possível verificar que a ponderação 

afeta a variância de previsão. 
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5 – CONCLUSÕES 

 

 Conforme anteriormente mencionado, o tema a respeito de um método de ponderação 

para seleção de um ponto de ótimo na fronteira de Pareto, como um auxílio à tomada de 

decisão, continua em destaque mesmo depois de tantos anos de pesquisa. 

 O presente trabalho objetivou trazer à tona a discussão sobre a variabilidade das 

respostas Pareto ótimas, algo pouco encontrado na literatura, apesar da ampla discussão a 

respeito do comportamento da variância em designs experimentais. Os resultados obtidos 

esclarecem alguns pontos, deixando claro que os pesos utilizados no processo de otimização 

multiobjetivo têm influência na variância de previsão da resposta obtida. 

 O presente trabalho buscou analisar o comportamento da variância de previsão nas 

mais diversas situações envolvendo a otimização de modelos de superfície de resposta: 

arranjos com dois e cinco pontos centrais, respostas cujos modelos matemáticos não 

apresentavam ponto estacionário dentro da região de experimentação, respostas cujos modelos 

apresentavam ponto estacionário dentro da região de experimentação, modelos apresentando 

duas, três e quatro variáveis de decisão e otimização multiobjetivo com duas e três funções. 

Diante dos resultados apresentados, conclui-se que as métricas ( ) MAPES x  e DO MAPE , 

obtidas pela razão entre medidas de diversificação e erro, são as mais robustas, pois, 

apresentaram resultados mais confiáveis, gerando vetores de pesos que levaram a pontos 

Pareto ótimos com menor variância de previsão em todos os problemas analisados. Além 

disso, em todos os problemas analisados, essas métricas geraram pesos que mantiveram a 

diversificação entre as respostas, ou seja, não geraram pesos iguais a zero em nenhuma 

ocasião. 

 Assim, a questão de pesquisa "como auxiliar o tomador de decisão na escolha da 

melhor ponderação ao se trabalhar com otimização multiobjetivo, visando manter a variância 

de previsão das respostas para o ponto escolhido tão baixa quanto possível?", pode ser 

respondida da seguinte maneira: a melhor ponderação em otimização multiobjetivo, visando 

manter a variância de previsão tão baixa quanto possível, pode ser obtida pela razão entre uma 

métrica de diversificação e uma métrica de erro, como no caso de ( ) MAPES x  e de 

DO MAPE , uma vez que a utilização dessas métricas permite a redução do erro em relação 

ao ótimo de cada resposta, ao mesmo tempo em que mantém a diversificação entre as 

respostas. 
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 Por fim, como sugestão para trabalhos futuros, recomenda-se a utilização do método 

proposto a outros tipos de arranjos experimentais, como os arranjos de misturas, com distintos 

números de experimentos. Além disso, uma vez que se objetiva a redução da variância de 

previsão, a utilização do D-Optimal design é outro aspecto que pode ser contemplado. 
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ANEXO – ALGUNS CONCEITOS EM ESTATÍSTICA 

 

O campo de estatística lida com a coleta, apresentação, análise e uso dos dados para 

tomar decisões, resolver problemas e planejar produtos e processos. Devido a muitos aspectos 

da prática de engenharia envolverem o trabalho com dados, o conhecimento em estatística se 

torna importante. Técnicas estatísticas podem ser uma ajuda poderosa no planejamento de 

novos produtos e sistemas, melhorando os projetos existentes e planejando, desenvolvendo e 

melhorando os processos de produção. 

Métodos estatísticos são usados com o intuito de ajudar a entender variabilidade. Por 

variabilidade entende-se que sucessivas observações de um sistema ou fenômeno não 

produzem exatamente o mesmo resultado. A estatística fornece uma estrutura para descrever 

essa variabilidade e para aprender sobre quais fontes potenciais de variabilidade são mais 

importantes. Dessa forma, um experimento, o qual é um teste ou uma série de testes, que pode 

fornecer diferentes resultados, muito embora seja repetido toda vez da mesma maneira, é 

chamado de um experimento aleatório. O conjunto de todos os resultados possíveis de um 

experimento aleatório é chamado de espaço amostral do experimento. 

Muitos sistemas físicos podem ser modelados por experimentos aleatórios e variáveis 

aleatórias. Uma função cujo valor é um número real determinado por cada elemento no 

espaço amostral de um experimento aleatório é chamada uma variável aleatória. A 

distribuição das variáveis aleatórias envolvidas em cada um desses sistemas pode ser 

analisada e os resultados dessa análise podem ser usados em diferentes aplicações. 

Se um espaço amostral contém um número finito de pontos ou uma sequência infinita 

contável de pontos amostrais, ele é chamado de espaço amostral discreto. A variável aleatória 

definida sobre esse espaço é chamada variável aleatória discreta. Entretanto, se um espaço 

amostral contém pontos amostrais que formam uma continuidade, então ele é chamado espaço 

amostral contínuo. A variável definida sobre esse espaço é chamada variável aleatória 

contínua e o número de valores possíveis desta variável é infinito incontável. 

As probabilidades de interesse poderão ser determinadas com o conhecimento da 

distribuição de probabilidade da variável aleatória. Para a abordagem desse assunto os 

conceitos apresentados por Montgomery e Runger (2011) serão utilizados. Assim como 

apresentado por esses autores, letras maiúsculas, tais como X, Y ou Z, serão utilizadas para 

representar as variáveis aleatórias e a correspondente letra minúscula, x, y ou z, para um de 

seus valores. 
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A.1 – Variáveis Aleatórias Discretas e Distribuições de Probabilidades 

Variáveis aleatórias são tão importantes em experimentos aleatórios que algumas 

vezes se ignora essencialmente o espaço amostral original do experimento, focando-se na 

distribuição de probabilidades da variável aleatória. Assim, uma variável aleatória pode 

simplificar a descrição e a análise de um experimento aleatório. 

A distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é uma descrição das 

probabilidades associadas com os valores possíveis de X. Para uma variável aleatória discreta, 

a distribuição é frequentemente especificada por apenas uma lista de valores possíveis, 

juntamente com a probabilidade de cada um. Em alguns casos, é conveniente expressar a 

probabilidade em termos de uma fórmula. Para uma variável aleatória discreta X, com valores 

possíveis x1, x2, ..., xn, a função de probabilidade é uma função tal que: 
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Algumas vezes é útil ser capaz de expressar probabilidades cumulativas, tais como 

P(X ≤ x), podendo essas probabilidades cumulativas serem usadas para encontrar a função de 

probabilidade de uma variável aleatória. Por conseguinte, o uso de probabilidades cumulativas 

é um método alternativo de descrever a distribuição de probabilidades de uma variável 

aleatória. 

Em geral, para qualquer variável aleatória com valores possíveis x1, x2, ..., xn, os 

eventos {X = x1}, {X = x2}, ..., {X = xn} são mutuamente excludentes. Logo, a função de 

distribuição cumulativa de uma variável aleatória discreta X, denotada por F(x), é: 
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Outras informações de importância são a média e a variância, números frequentemente 

usados para resumir uma distribuição de probabilidades para uma variável aleatória X. A 

média é uma medida do centro ou meio da distribuição de probabilidades e a variância é uma 

medida da dispersão ou variabilidade na distribuição. Essas duas medidas não identificam 

unicamente uma distribuição de probabilidades, ou seja, duas distribuições diferentes podem 



198 

 

 

ter a mesma média e variância. Além disso, essas medidas são simples e úteis sumários da 

distribuição de probabilidades de X. 

A média ou valor esperado de uma variável aleatória discreta X, denotada(o) como µ  

ou E(X), é: 

 

( ) ( )E X xf xµ = =∑  (A.3) 

 

A variância de X, denotada por σ2 ou V(X), é: 
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Logo, o desvio-padrão de X é 2σ σ= . 

A média de uma variável aleatória X é uma média ponderada dos valores possíveis de 

X, com pesos iguais às probabilidades. A variância de uma variável aleatória X é uma medida 

de dispersão ou espalhamento nos valores possíveis para X. A variância de X usa o peso f(x) 

como o multiplicador de cada desvio quadrático possível 2( )
i

x µ− . 

Já o valor esperado de qualquer função h(X) de uma variável aleatória discreta com 

função de probabilidade f(x) é: 

 

[ ( )] ( ) ( )E h X h x f x=∑  (A.5) 

 

 

A.2 – Variáveis Aleatórias Contínuas e Distribuições de Probabilidades 

No caso de uma variável aleatória contínua somente terão interesse as probabilidades 

de que a variável aleatória assuma valores em dados intervalos. Tais probabilidades poderão 

ser determinadas com o conhecimento da função densidade de probabilidade da variável 

aleatória. 

Uma função densidade de probabilidade f(x) pode ser usada para descrever a 

distribuição de probabilidades de uma variável aleatória contínua X. Se um intervalo for 

provável de conter um valor para X, então sua probabilidade é grande e ela corresponde a 

valores grandes para f(x).  A probabilidade de X estar entre a e b é determinada pela integral 
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de f(x) de a a b. Essa integral é a área sob a função densidade ao longo desse intervalo. Para 

uma variável aleatória contínua X, uma função densidade de probabilidade é uma função tal 

que: 

 

( ) 0

( ) 1

( ) ( )
b

a

f x

f x dx

P a X b f x dx

∞

−∞

≥

=

≤ ≤ =

∫

∫

 
(A.6) 

 

Uma função densidade de probabilidade fornece uma descrição simples das 

probabilidades associadas a uma variável aleatória. Desde que f(x) seja não-negativa e 

( ) 1f x dx
∞

−∞
=∫ , então 0 ≤ P(a ≤ X ≤ b) ≤ 1, de modo que as probabilidades sejam 

apropriadamente restritas. Uma função densidade de probabilidade é zero para valores de x 

que não possam ocorrer e é considerada igual a zero onde ela não for especificamente 

definida. 

O importante é que f(x) é usada para calcular uma área que representa a probabilidade 

de X ser um valor em [a, b]. Assim, para uma variável aleatória contínua X e qualquer valor x, 

P(X = x) = 0. Similarmente, uma vez que cada ponto tem probabilidade zero, não se necessita 

distinguir entre desigualdades, tais como < ou ≤, para variáveis aleatórias contínuas, de modo 

que para qualquer x1 e x2, P(x1 ≤ X ≤ x2) = P(x1 < X < x2). 

Assim como acontece com variáveis aleatórias discretas, a função de distribuição 

cumulativa também pode ser usada como método alternativo para descrever a distribuição de 

uma variável aleatória contínua, sendo definida por: 

 

( ) ( ) ( )
x

F x P X x f u du
−∞

= ≤ = ∫  (A.7) 

 

para x−∞ < < ∞ . 

A média e a variância de uma variável aleatória contínua também são definidas 

similarmente a uma variável aleatória discreta, porém, a integração substitui a soma nas 

definições de variáveis discretas. Assim, sendo X uma variável aleatória contínua, com uma 

função densidade de probabilidade f(x), a média ou valor esperado de X é: 
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( ) ( )E X xf x dxµ
∞

−∞

= = ∫  (A.8) 

 

Já a variância de X é: 

 

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )V X x f x dx x f x dxσ µ µ
∞ ∞

−∞ −∞

= = − = −∫ ∫  (A.9) 

 

E o desvio-padrão de X é 2σ σ= . Além do desvio-padrão, uma outra medida de 

dispersão utilizada é o coeficiente de variação (CV). Este coeficiente é uma medida de 

dispersão relativa e representa o desvio-padrão expresso como porcentagem da média 

( CV σ µ= ). Sua principal qualidade é a capacidade de comparação entre diferentes 

distribuições. 

 

 

A.2.1 – Distribuição Normal 

Segundo Montgomery e Runger (2011), o modelo mais largamente utilizado para a 

distribuição de uma variável aleatória é a distribuição normal. Toda vez que um experimento 

aleatório for replicado, a variável aleatória que for igual ao resultado médio (ou total) das 

réplicas tenderá a ter uma distribuição normal, à medida que o número de réplicas se torne 

grande. Este teorema é o chamado teorema do limite central e seu enunciado será trabalhado 

posteriormente. 

Variáveis aleatórias com diferentes médias e variâncias podem ser modeladas pelas 

funções densidades de probabilidade normal, com escolhas apropriadas do centro e da largura 

da curva. O valor de E(X) = µ  determina o centro da função densidade de probabilidade e o 

valor de V(X) = σ2 determina a largura. Assim, a seguinte definição se aplica: uma variável 

aleatória X com função densidade de probabilidade 

 

2

2

( )

21
( ) , 

2

x

f x e x

µ

σ

πσ

− −

= − ∞ < < ∞  (A.10) 

 

é uma variável aleatória normal, com parâmetros µ , em que µ−∞ < < ∞ , e σ > 0. Também 

E(X) = µ  e V(X) = σ2 e a notação N(µ , σ2) é usada para denotar a distribuição, sendo a média e 

variância de X mostradas como iguais a µ  e σ2, respectivamente. 
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Um resultado bastante útil da distribuição normal é que para qualquer variável 

aleatória normal: 

 

( ) 0,6827

( 2 2 ) 0,9545

( 3 3 ) 0,9973

P X

P X

P X

µ σ µ σ

µ σ µ σ

µ σ µ σ

− < < + =

− < < + =

− < < + =

 (A.11) 

 

Além disso, da simetria de f(x), P(X > µ) = P(X < µ) = 0,5. Como f(x) é positiva para 

todo x, esse modelo atribui alguma probabilidade para cada intervalo da linha dos números 

reais. Entretanto, a função densidade de probabilidade diminui quando x se move para mais 

longe de µ . Consequentemente, a probabilidade de uma medida cair longe de µ  é pequena. 

Além de 3σ da média, a área sob a função densidade de probabilidade normal é bem 

pequena. Pelo fato de mais de 0,9973 da probabilidade de uma distribuição normal estar 

dentro do intervalo ( 3 ), ( 3 )µ σ µ σ− + , 6σ  é frequentemente referida como a largura de uma 

distribuição normal. Quando uma variável aleatória normal possui µ = 0 e 2σ  = 1, esta é 

chamada de variável aleatória normal padrão e é denotada por Z. A função distribuição 

cumulativa de uma variável aleatória normal padrão é denotada por: 

 

( ) ( )z P Z zΦ = ≤  (A.12) 
 

Funções de distribuição cumulativa para variáveis aleatórias normais são amplamente 

disponíveis em pacotes computacionais, assim como em tabelas estatísticas, conforme 

apresentado por Montgomery e Runger (2011). Para o caso arbitrário de uma variável 

aleatória normal padrão qualquer, utiliza-se o processo de padronização para o cálculo da sua 

probabilidade cumulativa. Assim, se X é uma variável aleatória normal com E(X) = µ  e V(X) =  

σ
2, a variável aleatória 

 

X
Z

µ

σ

−
=  (A.13) 

 

é uma variável aleatória normal, com E(Z) = 0 e V(Z) = 1. Ou seja, Z é uma variável aleatória 

normal padrão e representa a distância de X a partir de sua média em termos dos desvios-

padrão. Assim, supondo que X seja uma variável aleatória com média µ  e variância σ2: 
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( ) ( )
X x

P X x P P Z z
µ µ

σ σ

− − 
≤ = ≤ = ≤ 

 
 (A.14) 

 

em que Z é uma variável aleatória normal padrão e ( )z x µ σ= −  é o valor z obtido pela 

padronização de x. 

Se uma amostra for coletada de uma população que tenha uma distribuição 

desconhecida de probabilidades, a distribuição amostral da média da amostra será 

aproximadamente normal, com média µ  e variância 2 nσ , se o tamanho n da amostra for 

grande. Segundo Montgomery e Runger (2011), esse é um dos mais úteis teoremas em 

estatística, o chamado teorema do limite central, cujo enunciado é: se X1, X2, ..., Xn for uma 

amostra aleatória de tamanho n, retirada de uma população (finita ou infinita), com média µ  e 

variância finita σ2, e se X  for a média da amostra, então, a forma limite da distribuição de 

 

X
Z

n

µ

σ

−
=  (A.15) 

quando n → ∞ , é a distribuição normal padrão. 

Em muitos casos de interesse prático, se n ≥ 30, a aproximação normal será 

satisfatória, independentemente da forma da população. Se n < 30, o teorema do limite central 

funcionará, se a distribuição da população não for muito diferente da normal. 

Uma vez encontrado o valor de Z, pode-se estimar o intervalo para a média µ  da 

população, chamado intervalo de confiança. Não há como ter certeza de que o intervalo 

contém o parâmetro verdadeiro desconhecido da população, pois, somente uma amostra 

proveniente da população completa foi utilizada para calcular a estimativa pontual e o 

intervalo. No entanto, o intervalo de confiança é construído de modo que se tenha alta 

confiança de que ele contém o parâmetro desconhecido da população. 

Uma estimativa de intervalo de confiança para µ  é um intervalo da forma l ≤ µ  ≤ u, em 

que os extremos l e u são calculados a partir de dados da amostra. Uma vez que diferentes 

amostras produzirão diferentes valores de l e u, esses extremos são valores de variáveis 

aleatórias L e U, respectivamente. Suponha que se possa determinar valores de L e U, tal que 

a seguinte afirmação de probabilidade seja verdadeira: 

 

{ } 1P L Uµ α≤ ≤ = −  (A.16) 
 

sendo 0 ≤ α ≤ 1. 
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Há uma probabilidade de 1 α−  de selecionar uma amostra para a qual o intervalo de 

confiança conterá o valor verdadeiro de µ . Uma vez que a amostra tenha sido selecionada, de 

modo que X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn, e l e u calculados, o intervalo resultante de confiança 

para µ é: l ≤ µ  ≤ u. 

Os extremos ou limites l e u são chamados de limites inferior e superior de confiança, 

respectivamente, e 1 α−  é chamado de coeficiente de confiança. Visto que 

( ) ( )Z X nµ σ= −  tem uma distribuição normal padrão, pode-se escrever: 

 

2 2 1P X z X z
n n

α α

σ σ
µ α

 
− ≤ ≤ + = − 

 
 (A.17) 

 

Da consideração da Equação A.16, os limites inferior e superior das desigualdades na 

Equação A.17 são os limites inferior e superior de confiança, L e U, respectivamente. Isso 

leva à seguinte definição: se x  for a média amostral de uma amostra aleatória, de tamanho n, 

proveniente de uma população com variância conhecida σ2, um intervalo com 100(1 )%α−  de 

confiança para µ  é dado por: 

 

2 2x z n x z nα ασ µ σ− ≤ ≤ +  (A.18) 

 

sendo 2zα  o ponto superior com 100α/2% da distribuição normal padrão. 

 

A.2.2 – Distribuição t 

Ao construir um intervalo de confiança bilateral para µ , se a variância populacional σ2 

for conhecida, sabe-se que ( ) ( )Z X nµ σ= −  terá uma distribuição normal padrão. Isso é 

de alguma forma um cenário não-realista porque tipicamente a variância σ2 é desconhecida, 

assim como a média µ . Suponha, então, que a população de interesse tenha uma distribuição 

normal, com média µ  e variância σ2 desconhecidas. Considere que uma amostra aleatória de 

tamanho n, como X1, X2, ..., Xn, seja disponível e sejam X  e 2
S  a média e a variância 

amostrais, respectivamente. Assim, quando σ2 for desconhecida, um procedimento lógico será 

trocar σ pelo desvio-padrão da amostra S, de modo que a variável Z torna-se 

( ) ( )T X S nµ= − . 

Se n for grande, a troca de σ por S terá pouco efeito na distribuição da variável 

aleatória T, de modo que se pode proceder com o uso do intervalo de confiança baseado na 
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distribuição normal. No entanto, n é geralmente pequeno na maioria dos problemas de 

engenharia e, nessa situação, a distribuição t tem de ser empregada para construir o intervalo 

de confiança. Desta forma, sendo X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória proveniente de uma 

distribuição normal, com média µ  a variância σ2 desconhecidas, a variável aleatória: 

 

X
T

S n

µ−
=  (A.19) 

 

tem uma distribuição t, com 1n −  graus de liberdade. 

A função densidade de probabilidade de t é: 

 

2 ( 1)/2

[( 1) 2] 1
( ) ,     

[( ) 1]( 2) k

k
f x x

x kk kπ
+

Γ +
= ⋅ − ∞ < < ∞

+Γ
 (A.20) 

 

sendo k o número de graus de liberdade. A média e a variância da distribuição t são zero e 

/ ( 2)k k −  (para k > 2), respectivamente. A função gama (Γ) pode ser dada pela Equação 

A.21: 

 

1

0
( ) u rr e u du

+∞
− −Γ = ∫  (A.21) 

 

onde r é uma variável exponencial aleatória maior que zero e u é o intervalo de tempo no qual 

um dado evento ocorre. 

À medida que o número de graus de liberdade k → ∞ , a forma limite da distribuição t 

é a distribuição normal padrão. 

Também é possível calcular um intervalo de confiança de 100(1 )%α−  para a média 

de uma distribuição normal com variância desconhecida. Com 2, 1n
tα −  sendo o ponto superior 

100α/2% da distribuição t, com 1n −  graus de liberdade, pode-se escrever: 

 

2, 1 2, 1 1n n

S S
P X t X t

n n
α αµ α− −

 
− ≤ ≤ + = − 

 
 (A.22) 
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Isso conduz à seguinte definição de intervalo de confiança: se x  e s forem a média e o 

desvio-padrão de uma amostra aleatória proveniente de uma população normal com variância 

desconhecida σ2, um intervalo de confiança de 100(1 )%α−  para a média µ  é dado por: 

 

2, 1 2, 1n nx t s n x t s nα αµ− −− ≤ ≤ +  (A.23) 

 

sendo 2, 1ntα −  o ponto superior 100α/2% da distribuição t, com 1n −  graus de liberdade. 

 

A.2.3 – Distribuição χ2 

Algumas vezes, são necessários intervalos de confiança para a variância ou desvio-

padrão da população, sendo esses intervalos aplicáveis quando a população for modelada por 

uma distribuição normal. Se X1, X2, ..., Xn for uma amostra aleatória proveniente de uma 

distribuição normal, com média µ  a variância σ2 e S2 for a variância da amostra, a variável 

aleatória: 

 

2
2

2

( 1)n S

σ

−
Χ =  (A.24) 

tem uma distribuição qui-quadrado (χ2), com 1n −  graus de liberdade. 

A função densidade de probabilidade de uma variável aleatória χ2 é: 

 

( 2) 1 2
2

1
( ) ,    0

2 ( 2)
k x

k
f x x e x

k

− −= >
Γ

 (A.25) 

 

em que k é o número de graus de liberdade. A média e a variância da distribuição χ2 são k e 

2k, respectivamente. 

À medida que o número de graus de liberdade k → ∞ , a forma limite da distribuição 

χ
2 é a distribuição normal. 

Uma vez que a variável aleatória descrita na Equação A.24 é qui-quadrado (χ2), com 

1n −  graus de liberdade, pode-se escrever: 

 

2 2
2

2 2
2, 1 1 2, 1

( 1) ( 1)
1

n n

n S n S
P

α α

σ α
χ χ− − −

 − − 
≤ ≤ = − 

  
 (A.26) 
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Isso conduz à seguinte definição de intervalo de confiança para σ2: se s2 for a variância 

amostral de uma amostra aleatória de n observações provenientes de uma população normal, 

com variância desconhecida σ2, então um intervalo de confiança de 100(1 )%α−  para σ2 será: 

 

2 2
2

2 2
2, 1 1 2, 1

( 1) ( 1)

n n

n S n S

α α

σ
χ χ− − −

− −
≤ ≤  (A.27) 

 

sendo 2
2, 1nαχ −  e 2

1 2, 1nαχ − −  os pontos percentuais superior e inferior 100α/2% da distribuição 

qui-quadrado, com 1n −  graus de liberdade, respectivamente. 

Um intervalo de confiança para σ tem limites inferior e superior que são as raízes 

quadradas dos limites correspondentes na Equação A.27. 

 

A.2.4 – Distribuição F 

A variável aleatória F é definida como a razão de duas variáveis aleatórias 

independentes qui-quadrado, cada uma dividida pelo seu número de graus de liberdade, ou 

seja: 

 

W u
F

Y v
=  (A.28) 

 

onde W e Y são variáveis aleatórias independentes qui-quadrado, com u e v graus de liberdade, 

respectivamente. 

A função densidade de probabilidade de uma variável aleatória F é: 

 

2
( 2) 1

( ) 2

2
( ) ,    0

1
2 2

u

u

u v

u v u
x

v
f x x

u v u
x

v

−

+

+  
Γ  
  = < < ∞

      
Γ Γ +      
      

 (A.29) 

 

e segue a distribuição F com u graus de liberdade no numerador e v graus de liberdade no 

denominador. 

A média e a variância da distribuição F são: 
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2

2

( 2),    2

e

2 ( 2)
,    4

( 2) ( 4)

v v v

v u v
v

u v v

µ

σ

= − >

+ −
= >

− −

 
(A.30) 

A variável aleatória F é positiva e a distribuição é desviada para a direita e, apesar de 

parecer muito similar à distribuição qui-quadrado, os parâmetros u e v fornecem flexibilidade 

extra em relação à forma. 

Se fα,u,v for considerado como o ponto percentual da distribuição F, com u graus de 

liberdade no numerador e v graus de liberdade no denominador, a probabilidade de a variável 

aleatória F exceder esse valor é dada por: 

 

, ,

, ,( ) ( )
u v

u v

f

P F f f x dx

α

α α
∞

> = =∫  (A.31) 

 

Já os pontos percentuais na extremidade inferior podem ser encontrados como: 

 

1 , ,
, ,

1
u v

u v

f
f

α

α

− =  (A.32) 

 

 

A.3 – Testes de Hipóteses 

Muitos problemas em engenharia requerem que se decida entre aceitar ou rejeitar uma 

afirmação acerca de algum parâmetro. A afirmação sobre os parâmetros de uma ou mais 

populações é chamada de hipótese estatística ou hipótese nula, normalmente representada por 

H0, e o procedimento de tomada de decisão sobre a hipótese é chamado de teste de hipóteses. 

Uma vez que distribuições de probabilidades são utilizadas para representar 

populações, uma hipótese nula pode também ser pensada como uma afirmação acerca da 

distribuição de probabilidades de uma variável aleatória. A hipótese geralmente envolverá um 

ou mais parâmetros dessa distribuição. 

Procedimentos de teste de hipóteses se apóiam no uso de informações de uma amostra 

aleatória proveniente da população de interesse. Se essa informação for consistente com a 

hipótese nula, esta não será rejeitada. Entretanto, se essa informação for inconsistente com a 
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hipótese nula, esta será considerada falsa e uma hipótese alternativa, normalmente 

representada por H1, será considerada. 

Como na maioria dos problemas práticos é impossível examinar a população inteira, 

um procedimento de teste de hipóteses deve ser desenvolvido tendo-se em mente a 

probabilidade de alcançar uma conclusão errada. O primeiro erro é rejeitar a hipótese nula H0 

quando ela é verdadeira, chamado de erro tipo I. O segundo erro é aceitar a hipótese nula H0 

quando ela é falsa, chamado erro tipo II. 

Pelo fato de a nossa decisão estar baseada em variáveis aleatórias, probabilidades 

podem ser associadas com os erros tipo I e tipo II. A probabilidade de ocorrência do erro tipo 

I é chamada de nível de significância ou erro α. Já a probabilidade de ocorrência do erro tipo 

II é chamada de erro β. 

Geralmente, ao escolher os valores críticos, o analista controla diretamente a 

probabilidade α do erro tipo I, ou seja, a probabilidade de rejeitar erroneamente H0. Dessa 

forma, é possível considerar a rejeição da hipótese nula como uma conclusão forte. 

Na construção de hipóteses, a hipótese nula será sempre estabelecida como uma 

igualdade de modo que a probabilidade α do erro tipo I possa ser controlada em um valor 

específico. Se a hipótese alternativa envolver alegações como maior que ou menor que, a 

hipótese alternativa unilateral é apropriada. Se a alegação for diferente de, uma alternativa 

bilateral deve ser usada. 

Com relação aos resultados do teste de hipótese, o objetivo é estabelecer se a hipótese 

nula foi ou não rejeitada com um valor especificado ou nível de significância de α. Essa forma 

de conclusão é frequentemente inadequada, pois ela não dá ideia, ao tomador de decisão, se o 

valor calculado da estatística de teste estava apenas nas proximidades da região de rejeição ou 

se estava longe dessa região. Assim, com o intuito de evitar essa dificuldade, o valor p (p-

value) é utilizado, sendo esta métrica considerada o menor nível de significância que conduz à 

rejeição da hipótese nula H0, com os dados fornecidos, ou seja, é o menor nível α em que os 

dados são significantes. 

De modo geral, pode-se dizer que testar a hipótese envolve considerar uma amostra 

aleatória, computar uma estatística de teste a partir de dados amostrais e então usar a 

estatística de teste para tomar uma decisão a respeito da hipótese nula. 

 

A.3.1 – Testes de Hipóteses para a Média com Variância Desconhecida 

Suponha que se deseja testar as hipóteses: 
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0 0

1 0

:

:

H

H

µ µ

µ µ

=

≠
 (A.33) 

 

sendo µ0 uma constante especificada. 

Considerando que X1, X2, ..., Xn é uma amostra aleatória proveniente de uma 

distribuição normal, a seguinte estatística de teste pode ser usada: 

 

0
0

X
T

S n

µ−
=  (A.34) 

 

Se a hipótese nula for verdadeira, T0 terá uma distribuição t com 1n −  graus de 

liberdade. Quando se conhece a distribuição da estatística de teste quando H0 é verdadeira, 

pode-se localizar a região crítica para controlar a probabilidade do erro tipo I em um nível 

desejado. Nesse caso, os pontos percentuais 2, 1nt tα −−  e 2, 1ntα −  podem ser usados como os 

limites da região crítica, de modo que 0 0:H µ µ=  seria rejeitada se 0 2, 1nt tα −>  ou se 

0 2, 1nt tα −< −  sendo t0 o valor observado da estatística de teste T0. 

Para o caso das hipóteses alternativas unilaterais, 1 0:H µ µ>  e 1 0:H µ µ< , os 

critérios de rejeição são 0 , 1nt tα −>  e 0 , 1nt tα −< − , respectivamente. 

 

A.3.2 – Testes de Hipóteses para a Razão de Duas Variâncias 

Considerando que 
111 12 1, ,  , nX X X…  é uma amostra aleatória proveniente de uma 

distribuição normal, com média µ1 a variância 2
1σ  e que 

221 22 2, ,  , nX X X…  é uma amostra 

aleatória proveniente de uma distribuição normal, com média µ2 a variância 2
2σ . Ainda, 

considerando que ambas as populações sejam independentes e que a variância das amostras 

seja, respectivamente, 2
1S  e 2

2S , a razão: 

 

2 2
1 1
2 2
2 2

S
F

S

σ

σ
=  (A.35) 

 

tem uma distribuição F, com 1 1n −  graus de liberdade no numerador e 2 1n −  graus de 

liberdade no denominador, uma vez que 2 2
1 1 1( 1)n S σ−  é uma variável aleatória qui-quadrado 
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com 1 1n −  graus de liberdade e 2 2
2 2 2( 1)n S σ−  é uma variável aleatória qui-quadrado com 

2 1n −  graus de liberdade. 

Estando sujeita à hipótese nula 2 2
0 1 2:H σ σ= , a seguinte estatística de teste pode ser 

usada: 

 

2
1

0 2
2

S
F

S
=  (A.36) 

 

Se a hipótese nula for verdadeira, F0 terá uma distribuição 
1 21, 1n nF − − . 
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